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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o problema de encontrar grafos extremais
com relacao a energia laplaciana sem sinal. Mais especificamente, procuramos gra-
fos com a maior energia laplaciana sem sinal em determinadas classes. Nesse sentido,
conjecturamos que o grafo uniciclico conexo com a maior energia laplaciana sem sinal
é o grafo formado por um triangulo com vértices pendentes distribuidos balanceada-
mente e provamos parcialmente essa conjectura. Tal resultado foi provado também

para a energia laplaciana.

Além disso, conjecturamos que o grafo com a maior energia laplaciana

sem sinal dentre todos os grafos com n vértices é o grafo split completo com uma

n+1

3 J vértices e provamos tal conjectura para algumas classes de grafos,

clique de L

em particular, para arvores, grafos uniciclicos e biciclicos.

Palavras-chave: energia laplaciana sem sinal, grafos extremais, grafos uniciclicos,

grafos split completos.
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ABSTRACT

In this work, we study the problem of finding extremal graphs with
relation to the signless Laplacian energy. More specifically, we look for graphs with
the largest signless Laplacian energy inside certains classes. In this sense, we conjec-
ture that the connected unicyclic graph with the largest signless Laplacian energy
is the graph consisting of a triangle with balanced distributed pendent vertices and
we partially prove this conjecture. This result was also proved for the Laplacian

energy.

Moreover we conjecture that the graph with the largest signless Lapla-

cian energy among all graphs with n vertices is the complete split graph with a

n+1

3 J vertices and we prove this conjecture for some classes of graphs, in

clique of L

particular, for trees, for unicyclic and bicyclic graphs.

Keywords: signless Laplacian energy, extremal graphs, unicyclic graphs, complete

split graphs.
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1 INTRODUCAO

A Teoria Espectral de Grafos tem como principal objetivo determinar
propriedades de um grafo através do espectro (conjunto de autovalores) de diferentes
matrizes associadas a este grafo. A matriz mais utilizada para representar um
grafo G cujo conjunto de vértices é V' = {vy,vy,...,v,} é a matriz de adjacéncia
A(G) = [a;j]. Esta é uma matriz quadrada de ordem n onde a;; = 1, se existe um
aresta ligando os vértices v; e v; e a;; = 0, se nao existe aresta ligando os vértices v;

(& Uj.

O inicio da Teoria Espectral de Grafos se deu por volta de 1931, tendo
origem na area da Quimica Quantica, quando foram utilizados grafos para repre-
sentar moléculas de hidrocarbonetos a fim de se determinar os niveis de energia de
alguns elétrons associados a essa molécula através dos autovalores da matriz de ad-
jacéncia do grafo associado. Mas foi somente no ano de 1971, na tese de Cvetkovié¢
[11], que a Teoria Espectral de Grafos teve sua fundamentagao na drea matemética
e desde entao é uma area que vem despertando o interesse de pesquisadores por todo
o mundo, o que é ilustrado pelo grande niimero de publicagoes, principalmente nos

ultimos anos.

Por sua origem mais aplicada, a matriz de adjacéncia foi, e ainda é,
a matriz associada ao grafo mais estudada. A medida que a Teoria Espectral de
Grafos foi sendo mais explorada, surgiram outros conceitos de matrizes associadas
a grafos. Dentre elas também destacaremos nesse trabalho as matrizes laplaciana e

laplaciana sem sinal: a matriz laplaciana de um grafo G' com conjunto de vértices

V = {v1,v9,...,v,}, denotada por L(G) = [l;;], é a matriz quadrada de ordem n
onde [; é igual ao grau do vértice v; e l;; = —a;j, se ¢ # j; e a matriz laplaciana
sem sinal de um grafo G, denotada por L*(G) = [s;;], com conjunto de vértices



V = {v1,v9,...,v,} é a matriz quadrada de ordem n onde s; é igual ao grau do

vértice v; e s;; = a;;, se 1 # j (aqui a;; € a entrada ij da matriz de adjacéncia de G).

Quando associamos diferentes matrizes quadradas ao mesmo grafo, ob-
temos diferentes espectros, em que cada matriz associada ao grafo motiva a ob-
tencao de diferentes resultados. Uma dificuldade que encontramos quando estamos
tentando determinar propriedades estruturais do grafo através do seu espectro é a
ocorréncia de pares de grafos que possuem o mesmo espectro, mas nao as mesmas ca-
racteristicas (nao sao isomorfos). Quando isso ocorre, dizemos que esses dois grafos

sao coespectrais.

A matriz laplaciana sem sinal comegou a ser mais explorada nos ultimos
anos, pois acreditava-se que essa matriz poderia representar melhor as propriedades
de um grafo através do seu espectro, uma vez que Cvetkovié¢ e Simi¢ em [10] mostra-
ram que, para grafos com até 11 vértices, a matriz laplaciana sem sinal é a matriz
com menor quantidade de pares de grafos coespectrais. Esse foi um dos motivos
para estudarmos tal matriz em maior detalhe. No entanto, a titulo de curiosidade,
mencionamos aqui os trabalhos de Carvalho et al. [7] e de Souza [49], onde os autores
encontraram uma quantidade infinita de pares de grafos coespectrais com relagao a
matriz laplaciana sem sinal, dando indicios de que tal teoria a respeito dessa matriz

pode nao ser verdadeira.

Um dos conceitos mais conhecidos relacionados as caracteristicas qui-
micas de uma molécula é a energia total de elétrons 7 (um tipo de elétron associado a
molécula). Conforme ja citamos anteriormente, é possivel representar uma molécula
através de um grafo G e a energia total de elétrons 7 pode ser aproximada pela soma
dos valores absolutos dos autovalores da matriz de adjacéncia do grafo GG. Baseado
neste conceito quimico, em 1977, Gutman [25] introduziu o conceito matematico de

energia de um grafo. A energia de um grafo G com n vértices é definida como
E@) =)\,
i=1

2



onde A\, A9, ..., \, sao os autovalores da matriz de adjacéncia de G. Mais proprieda-
des a respeito desse parametro podem ser encontradas em [2, 27, 40] e nas referéncias
ali contidas. Como também falaremos de outras energias posteriormente, quando

nos referirmos a energia F(G), a chamaremos de energia usual do grafo G.

O célculo da energia de um grafo depende da determinacao do espectro
da matriz de adjacéncia, o que se sabe nao ser uma tarefa facil, ja que é necessario
encontrar as raizes de um polindmio de grau n. Por isso, em geral, os trabalhos
que tratam desse parametro consistem na procura por cotas superiores ou inferiores

para a energia. Isso motiva a procura por grafos extremais envolvendo tal conceito.

Nesse sentido, um dos problemas classicos envolvendo a energia é en-
contrar grafos extremais, isto é, determinar grafos que possuem a maior (ou menor)
energia dentre todos os grafos com determinado ntimero de vértices. O primeiro
resultado desse tipo foi provado em 1977 por Gutman [25]. Ele provou, que dentre
todas as arvores com n vértices, a estrela S,, tem a menor energia e o caminho P,
tem a maior energia. Apods isso, uma grande quantidade de artigos com relacao a
extremalidade de grafos com relacao a energia foi publicado, citamos por exemplo

[6, 29, 35, 38, 39].

No entanto, o problema extremal ainda esta em aberto quando estamos
trabalhando com grafos quaisquer de n vértices. Caporossi et al. [6] provaram que
o grafo que possui a menor energia dentre todos os grafos sem vértices isolados com
n vértices € a estrela S,,. Em particular, isso resolve o problema para grafos conexos
com n vértices. O problema de determinar o grafo com a maior energia dentre todos

os grafos com n vértices ainda continua sem solugao.

Baseado no conceito de energia usual de um grafo, surgiram outros
tipos de energias de grafos utilizando espectros de outras matrizes associadas a
grafos. Dentre essas outras energias, destacamos aqui as que estudamos durante a

realizacao desse trabalho: a energia laplaciana e a energia laplaciana sem sinal.



Foi somente no ano de 2006 que Gutman e Zhou [31] estabeleceram um
conceito de energia envolvendo os autovalores laplacianos de um grafo, inspirados
na defini¢do de energia usual. A energia laplaciana de um grafo G de ordem n com

m arestas ¢ definida como

2m
LE(G) = i——|, 1.1
@ =2 pu- (11)
onde py; > pg > -+ > u, sao os autovalores laplacianos de G. Maiores detalhes a

respeito dessa energia podem ser encontrados em [15, 31, 47, 54] e nas referéncias

ali contidas.

Também para essa energia o problema de encontrar grafos extremais
tem recebido grande atencao. Em [22], Fritscher et al. provaram que a estrela com
n vértices é a arvore de energia laplaciana maxima. Para se ter uma ideia da dificul-
dade do problema extremal, mesmo para as arvores ainda nao se conseguiu provar a
conjectura estabelecida por Radenkovi¢ e Gutman, em [46], de que o caminho com

n vértices ¢ a arvore com menor energia laplaciana.

Para a energia laplaciana, ainda podemos destacar o estudo do pro-
blema extremal na classe de grafos threshold. Em [5], Brualdi et al. conjecturaram
que um tipo especial de grafo abacaxi com n vértices tem energia laplaciana maxima
dentre todos os grafos conexos de mesma ordem n. Essa conjectura continua em
aberto, mas muito trabalho ja foi desenvolvido nesse sentido, onde destacamos as

referéncias [12, 32, 33, 52].

Em nosso trabalho, contribuimos no problema extremal da energia la-
placiana para os grafos uniciclicos. Em um primeiro momento, por meio de experi-
mentos realizados, formulamos a conjectura de que o grafo conexo uniciclico com n
vértices, n > 11, com energia laplaciana méxima é o grafo H(n), formado por um
triangulo juntamente com n — 3 vértices pendentes distribuidos balanceadamente

entre os trés vértices do triangulo (Figura 1.1).



a+1

a+1

a+1

Hg(a)

Figura 1.1: Grafos H(n), com n = 3a + i + 3 vértices, i = 0,1 e 2, respectivamente

Neste trabalho provamos esta conjectura para uma grande quantidade
de casos. De fato, denotando por ¢ o numero de autovalores laplacianos maiores ou

iguais ao grau médio, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o > 9,

entao H(n) tem energia laplaciana maior do que a energia laplaciana de G.

No intuito de provar tal resultado estabelecemos a seguinte cota supe-

rior para a energia laplaciana de grafos uniciclicos.

Teorema 1.2. Sejam G um grafo uniciclico de ordem n > 4 e o o numero de

autovalores laplacianos de G maiores ou iguais a 2. Entao

LE(G) < 2n— 27 (1.2)
n



com igualdade se, e somente se, G € o grafo obtido a partir da estrela de 4 vértices

com uma aresta extra.

Esses dois ultimos resultados que estabelecemos acerca da energia lapla-
ciana de grafos foram consequéncia de resultados andlogos que estabelecemos para
a energia laplaciana sem sinal, que é a principal contribuicao de nosso trabalho. A
energia laplaciana sem sinal é um conceito de energia que envolve os autovalores da
matriz laplaciana sem sinal e surgiu a partir da energia laplaciana. Se G é um grafo

com n vértices e m arestas, a energia laplaciana sem sinal de G é definida como

n

LET(G)=)_

i=1

2m

4 — —
n

: (1.3)

onde ¢; > g2 > - -+ > @, sao os autovalores da matriz laplaciana sem sinal de G.

A energia laplaciana sem sinal é um conceito relativamente recente,
definido pela primeira vez por Gutman et al. [30], em 2010. Essa é uma das razoes
para que o numero de referéncias neste assunto seja pequeno. De fato, pela nossa
pesquisa bibliografica, praticamente todo o trabalho existente nesse assunto pode ser
encontrado em [1, 16, 17, 18, 30]. Abreu et al. [1] e Das e Mojallal [16] estabeleceram
cotas envolvendo as trés energias: usual, laplaciana e laplaciana sem sinal de um
grafo G. Além disso, em [1] os autores também estabeleceram algumas cotas para
LE™(G) envolvendo o nimero de vértices e de arestas de G. J& Das e Mojallal [17],
Das et al. [18] e Gutman et al. [30] relacionam a energia laplaciana sem sinal de

um grafo G com a energia usual do grafo linha de G.

Grande parte dos resultados estabelecidos nas referéncias citadas acima
nao exploram a fundo a energia laplaciana sem sinal, uma vez que sao resultados
analogos aos existentes para a energia laplaciana cujas demonstragoes sao obtidas
por meras adaptacoes ou, no caso dos resultados envolvendo o grafo linha de G,
sao obtidos de maneira mais direta por existir uma conhecida relacao envolvendo as

matrizes de incidéncia e laplaciana sem sinal do grafo GG. Além disso, para grafos



bipartidos, o espectro da matriz laplaciana sem sinal coincide com o espectro da
matriz laplaciana, e portanto resultados ja conhecidos para a energia laplaciana

desses grafos também valem para a energia laplaciana sem sinal.

Por esses motivos, foi no presente trabalho que a energia laplaciana
sem sinal comecou a ser explorada de forma mais aprofundada. Especialmente com
relacao a extremalidade de grafos envolvendo tal parametro, problema ja classico
quando falamos nas energias usual e laplaciana, pretendemos formular tal problema

para a energia laplaciana sem sinal.

Para grafos uniciclicos, os resultados obtidos para a energia laplaciana
também foram estabelecidos de modo analogo para a energia laplaciana sem sinal.
Na verdade, a primeira conjectura que estabelecemos foi a de que o grafo conexo
uniciclico com n vértices, n > 10, com energia laplaciana sem sinal maxima é o grafo

H(n), mesmo grafo da Figura 1.1 para o caso da energia laplaciana.

De modo completamente andlogo ao caso da energia laplaciana pro-
vamos a conjectura para uma grande quantidade de casos. Denotando por o™ o
numero de autovalores da matriz laplaciana sem sinal maiores ou iguais ao grau

médio, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.3. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o™ > 9,

entao H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que a energia laplaciana sem

sinal de G.

Também foi obtida uma cota superior para a energia laplaciana sem

sinal de grafos uniciclicos, andloga a cota do Teorema 1.2.

Teorema 1.4. Sejam G um grafo uniciclico conexo de ordem n e ot o nimero de

autovalores laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais a 2. Entao

+
LEHG) <2n— 2" (1.4)
n



Os Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 foram obtidos em parceria com os profes-
sores Eliseu Fritscher, Kinkar Das e com o orientador do presente trabalho e fazem

parte da publicagao [13].

No que diz respeito a grafos quaisquer com n vértices, estabelecemos
a seguinte conjectura a respeito do grafo que tem a maior energia laplaciana sem

sinal.

Conjectura 1.5. O grafo com n vértices que tem a maior energia laplaciana sem

2n—1

sinal € um grafo split completo com conjunto independente de { 3

W vértices e com

n+1

: J vértices.

clique de L

Lembrando que um grafo é dito split se o seu conjunto de vértices pode
ser particionado em dois conjuntos, um conjunto independente e uma clique. E é
dito split completo se, além de ser split, qualquer vértice do conjunto independente é
adjacente a todos os vértices da clique. A Figura 1.2 mostra um grafo split completo

com 9 vértices e conjunto independente com 6 vértices.

Figura 1.2: Grafo split completo com 9 vértices

Observamos que o grafo split completo esta contido na classe de grafos
threshold, que também é a classe que contém o grafo extremal no caso da energia

laplaciana.



Confirmamos esta conjectura computacionalmente para grafos threshold

até 31 vértices. Além disso, provamos que, dentre todos os grafos split completos

2n—1
3

com n vértices, aquele cujo conjunto independente possui ( -‘ vértices e cuja

clique possui VTHJ vértices é o que possui a maior energia laplaciana sem sinal.

Também estabelecemos condi¢oes sobre o ntimero de vértices, nimero
de arestas, nimero de autovalores menores ou iguais ao grau médio e ntumero de
ciclos de um grafo de modo que ele tenha energia laplaciana sem sinal menor que
a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Em particular, provamos que
as arvores, os grafos uniciclicos e biciclicos com n vértices tém energia laplaciana
sem sinal menor que a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Todos esses

resultados acerca da Conjectura 1.5 fazem parte de nosso trabalho [45].

Um outro problema classico envolvendo parametros espectrais de gra-
fos é avaliar as possiveis mudangas que ocorrem quando uma aresta é adicionada ou
removida do grafo. Esse é um problema comum quando tratamos do espectro das
diferentes matrizes associadas a um grafo, onde existem os tao conhecidos resulta-
dos de entrelacamento de autovalores. Com relacao as energias usuais e laplaciana
normalizada, podemos destacar os trabalhos de Allem et al. [3] e Day et al. [19],
respectivamente, onde os autores estudam a relagao existente entre as energias do
grafo G e dos grafos G + e ou G — e. Para a energia laplaciana sem sinal obtemos

em nosso trabalho o seguinte resultado.

Teorema 1.6. Sejam G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas, G # K,, e
e uma aresta que nao pertence a E. Entao:

|LE*(G +e) — LEY(G)] g4—%. (1.5)

Essa cota é justa uma vez que existe um grafo que a satisfaz: o grafo
nulo com n vértices. Além disso, mesmo no caso em que considerarmos grafos
conexos, a cota nao pode ser melhorada, uma vez que existe pelo menos um grafo GG

que satisfaz a cota assintoticamente, isto é, dado qualquer ¢ > 0 sempre existe um



valor de n (ndmero de vértices do grafo G) para o qual |LET(G +e) — LET(G)| >
4 —e. O grafo caterpillar regular de n vértices com um caminho de tamanho 3, onde
a aresta e é adicionada ligando os dois vértices terminais do caminho (veja Figura

1.3) é um grafo que possui essa propriedade.

(S

Figura 1.3: Caterpillar regular com caminho de tamanho 3 adicionada a aresta e

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira. No Capitulo 2,
apresentamos algumas defini¢oes e resultados gerais de grafos e de propriedades es-
pectrais. Além disso, na ultima secao apresentamos a demonstracao do Teorema 1.6.
No Capitulo 3, apresentamos os resultados extremais acerca dos grafos uniciclicos,

provando em particular, os Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4.

O Capitulo 4 ¢é dedicado ao estudo dos grafos threshold. Vemos inicial-
mente definigoes e resultados gerais envolvendo os grafos threshold e, posteriormente,
provamos a Conjectura 1.5 para o caso particular em que somente os grafos split
completos estao sendo levados em consideracao. Ao final do capitulo apresentamos
os resultados que provam a conjectura para outras classes de grafos, como as arvores,

os grafos uniciclicos e biciclicos.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, faremos um apanhado de defini¢oes e resultados iniciais
da Teoria Espectral de Grafos que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Pos-
teriormente, introduzimos os conceitos de energia usual, energia laplaciana e energia
laplaciana sem sinal de um grafo qualquer, bem como veremos propriedades gerais
envolvendo tais energias. Na ultima se¢ao, apresentamos o problema da adigao de
uma aresta a um grafo qualquer sob o ponto de vista da energia laplaciana sem sinal.

Tais resultados e definigoes foram (salvo mengao contraria) retirados de [2, 4, 34, 40].

2.1 Definicoes iniciais

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), onde V' é um conjunto finito e
E é um subconjunto de pares nao ordenados de elementos de V. Os elementos de V'
sao chamados de vértices e os elementos de E sao chamados de arestas. Indicaremos
por |V| e |E|, respectivamente, o nimero de vértices e o nimero de arestas de G.

Quando |V| = n, dizemos que o grafo G é de ordem n.

Se u,v € Vee = {u,v} € E, dizemos que os vértices u e v sao

adjacentes ou vizinhos e a aresta e é incidente em u e v.

Neste trabalho trataremos somente de grafos simples, que sao grafos que
nao contém lagos (arestas que ligam um vértice a ele mesmo), sem arestas multiplas

(mais de uma aresta incidindo no mesmo par de vértices) e sem orientagao.

Exemplo 2.1. Na Figura 2.1, estd representado um grafo com conjunto de vértices
V = {v1,v2,v3,04,05,06} € conjunto de arestas E = {ey,eq,e3,¢e4,€5,66,€7}. As
arestas deste grafo sio e; = {v1,v4}, ea = {v1,v9}, €3 = {vg, v}, €4 = {vy4,v5},
es = {vq,v5}, eg = {vo,v3} € e7 = {vs,v6}. Por exemplo, os vértices vy e vs sao

adjacentes, mas v3 e v4 nao sao adjacentes.

11



U3
€6

Ve

Figura 2.1: Grafo do Exemplo 2.1

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que G' = (V', E') é um subgrafo
de Gse V! CV e E C E. Neste caso, escrevemos G' C G. Dizemos que G’ é um
subgrafo induzido de G se G’ é subgrafo de G e é tal que dois vértices sao adjacentes

em (G’ se, e somente se, eles sao adjacentes em G.

Definimos o grafo complementar de G = (V, E) como o grafo G =

(V,E), onde a aresta {u,v} pertence a E se, e somente se, {u,v} ndo pertence a E.

Um vértice é dito isolado se ele nao é adjacente a nenhum dos outros
vértices de G e é dito dominante se ele é adjacente a todos os outros vértices de G.
Dizemos que um conjunto de vértices é independente se quaisquer dois vértices do

conjunto nao sao adjacentes entre si.

Um grafo formado por n vértices isolados é chamado de grafo nulo e é

denotado por 0.

Definimos o grau de um vértice v € V' como o nimero de arestas que
incidem em v. Em geral, denotamos o grau de v por d(v). No caso em que houver
alguma ordenacao nos vértices, escreveremos d; para denotar o grau do i-ésimo

vértice.

Os graus dos vértices de um grafo G estao relacionados com o niimero

de arestas de GG da seguinte forma.

12



Proposicao 2.2. Dado um grafo G = (V, E), vale a sequinte relagdo

> d(v) =2|E]. (2.1)

veV

Um vértice de grau 1 é chamado de vértice pendente. Um vértice adja-
cente a um vértice pendente é chamado de vértice quase-pendente. A aresta incidente

a um vértice pendente é chamada de aresta pendente.

Definimos o grau médio d do grafo G' de ordem n como

d= % > d(v). (2.2)

Pela proposicao anterior, se |E| = m temos que d = 277”

Dado um grafo G = (V, E), um passeio de comprimento k entre dois
vértices u e v é uma sequéncia finita de vértices vy, vq,...,v, em V, onde vg = u,
vy =v e {v_1,v;} € E, para todo i € {1,...,k}. Note que pode haver repeticao de

vértices na sequéncia. Um passeio entre u e v é dito fechado se u = v.

Um caminho entre u e v é um passeio entre u e v sem repeticao de
vértices. Denotaremos por P, o caminho com n vértices. Um ciclo é um caminho
fechado, ou seja, ¢ um caminho para o qual v = v. Denotaremos por C,, o ciclo
com n vértices. O comprimento de um passeio, de um caminho ou de um ciclo é o
numero de arestas que ocorrem em cada um deles. A Figura 2.2 mostra um caminho

P5 e um ciclo Cy.

Figura 2.2: Grafos P5 e Cy

Um grafo é dito conexo se existe um caminho ligando quaisquer dois

vértices em (. Caso contrério, o grafo é dito desconero. Em um grafo desconexo
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G, dizemos que G’ é uma componente conexa de G se G' é conexo e é um subgrafo
maximal de G com essa propriedade, isto é, nao existe um subgrafo conexo H de G

talque G’ C He G' # H.

Se G = (V, E) é um grafo conexo e u,v € V, definimos a distancia de
u a v, denotada por d(u,v), como o comprimento do menor caminho que liga u a v.
A maior distancia entre dois vértices quaisquer de G é chamada de diametro de G

e é denotada por d(G). Quando G é desconexo, definimos d(G) = oc.

Dizemos que um grafo é k-reqular, ou regular de grau k, se todos os

seus vértices possuem o mesmo grau k. A Figura 2.3 mostra um grafo 3-regular.

Figura 2.3: Grafo 3-regular

Um grafo é dito completo se quaisquer dois vértices distintos sao adja-
centes. O grafo completo com n vértices é (n — 1)-regular e serd denotado por K.

Na Figura 2.4, temos o grafo K.

Figura 2.4: Grafo Kj
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Uma clique de um grafo GG é um subgrafo completo de G, ou seja, é um

subgrafo de GG no qual todos os vértices sao dois a dois adjacentes.

Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos. Um grafo em que todas as
componentes conexas sao arvores ¢ chamado de floresta. A Figura 2.5 mostra uma
floresta com 3 arvores. Em uma arvore, um vértice pendente é chamado de folha.

Note que o caminho P, é também uma arvore.

O——O0——=O0

Figura 2.5: Floresta com 3 arvores

E possivel determinar precisamente o niimero de arestas de uma arvore.

Proposicao 2.3. Um grafo conexo com n vértices € uma drvore se, e somente se,

possui n — 1 arestas.

Uma estrela S, é uma arvore com n vértices, onde existe um vértice
que ¢ adjacente a todos os outros n — 1 vértices, estes ultimos nao sendo adjacentes
entre si. Denotaremos por S/, o grafo obtido pela adigao de uma aresta a estrela .S,

(Veja Figura 2.6).

Figura 2.6: Grafos S7 e S
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Um grafo com n vértices é chamado de uniciclico se é um grafo conexo
que possui exatamente n arestas. Generalizando tal conceito, dizemos que um grafo
conexo G com n vértices é c-ciclico se G possui exatamente n + ¢ — 1 arestas, com

c > 0.

A cintura g de um grafo G' é o comprimento do menor ciclo contido em

G. Se G nao contém nenhum ciclo, definimos g = co.

Um grafo G = (V, E) é chamado de bipartido se existe uma parti¢ao do
conjunto dos vértices V' em dois subconjuntos nao-vazios e disjuntos V; e V5 de modo
que todas as arestas de G sao da forma {u,v} onde u € V; e v € V5. Portanto, ndo
existem vértices adjacentes em V) nem em V5. Por exemplo, as arvores sao grafos

bipartidos.

Um grafo G é chamado de split se o conjunto dos vértices de G' pode

ser particionado em uma clique e um conjunto independente.

Figura 2.7: Grafo split com clique de 5 vértices e conjunto independente de 5 vértices

Um grafo G é dito split completo se, além de ser um grafo split, todos

os vértices do conjunto independente sao adjacentes a todos os vértices da clique.

2.2 Propriedades matriciais

Podemos associar diversas matrizes a um mesmo grafo. Vejamos agora

algumas delas.
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Figura 2.8: Grafo split completo com clique de 4 vértices e conjunto independente

de 3 vértices

Seja G = (V, E) um grafo com conjunto de vértices V- = {vy, va, ..., v, }.
A matriz de adjacéncia A(G) de G é definida como a matriz quadrada de ordem n

cujas entradas sao

1, sed{v,v;} el
Q5 = { ]} (23)

0, caso contrario.

Seja D(G) a matriz diagonal que contém os graus dos vértices do grafo
G, ou seja, cada entrada d;; da matriz D(G) é dada por d;; = d; e d;j; =0, se i # j.
A matriz laplaciana L(G) do grafo G é definida como

L(G) = D(G) — A(G). (2.4)

Definimos a matriz laplaciana sem sinal L™(G) do grafo G como

L (G) = D(G) + AG). (2.5)

Para simplificar a notacao, sempre que estiver claro no contexto o grafo

que estamos trabalhando, omitiremos o simbolo (G).

Seja I, a matriz identidade de ordem n. Para cada matriz quadrada C'
associada a um grafo GG, podemos calcular o seu polinomio caracteristico bem como

seus autovalores. Dado um grafo GG, o polinomio
po(A) = det(A — C) (2.6)
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é chamado de polinomio caracteristico de G associado a C. O espectro da matriz

de adjacéncia A(G) de G é chamado somente de espectro de G.

O espectro de uma matriz qualquer B de ordem n serd representado

através de um conjunto da forma {;:;9“),3;5’“2), e ,lékj)}, onde j € {1,2,...,n},
J

>ki=nek € {1,...,n} denota a multiplicidade do autovalor z;, para cada
i=1

1<i<j.

Note que as trés matrizes definidas anteriormente sao simétricas com

entradas reais e, portanto, todos os seus autovalores sao reais ([34]).

O polinémio caracteristico de G associado a qualquer uma das matrizes
A, L ou Lt é unicamente determinado. Isso decorre do fato de que mesmo que as
matrizes dependam da ordenacao dos vértices, duas matrizes associadas ao mesmo
grafo com numeracao diferente dos vértices sao semelhantes e, portanto, possuem o
mesmo polinomio caracteristico. Como consequéncia, o espectro de cada uma dessas

matrizes também é nico.

Dado um grafo G com n vértices, usaremos Ai, Ao, ..., A, para denotar
o espectro de G, pu1, 12, - - - , i, para denotar o espectro da matriz laplaciana L(G) e
1,42, - - -, Gn para denotar o espectro da matriz L™ (G). Além disso, também chama-
remos iy, fa, - - - , fiy de autovalores laplacianos de G e qq, o, - .., q, de autovalores
laplacianos sem sinal de G. Veremos agora algumas propriedades associadas a esses

espectros.

Uma vez que a soma das raizes de um polinémio caracteristico é igual ao

traco da matriz, como consequéncia da Proposicao 2.2 obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 2.4. 2| Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Valem as sequintes

wgualdades

n

> =0 (2.7)

=1
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n n

Z/Li = Z% =2m. (2.8)

i=1 =1

As matrizes L e Lt sdo matrizes positivas semidefinidas e, portanto
todos os seus autovalores sao nao negativos. Podemos, portanto, escrever 0 < p,, <

pn1 < <1 e0<g, < g1 < <@

Note que 1= [1,1,...,1]T é autovetor de L com autovalor associado
igual a 0, uma vez que a soma dos elementos de uma linha qualquer de L é zero. O
proximo resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em [2], apresenta essa

propriedade, além de outras que sao validas para autovalores laplacianos de G.
Proposicao 2.5. Se G é um grafo com autovalores laplacianos py > po > «++ > lin,
entao

(i) p, =0 com autovetor associado 1=[1,1,...,1]T;

(ii)) G € conezo se, e somente se, fi,—1 > 0;

(i1i) a multiplicidade do autovalor 0 € igual ao nimero de componentes co-

nexas de G;
(iv) se G € reqular de grau k, entdo p; = k— \p_ir1, onde \; € autovalor da
matriz de adjacéncia de G.
Para grafos bipartidos é possivel associar o espectro laplaciano com o
espectro laplaciano sem sinal.
Proposicao 2.6. [2] Se G é um grafo bipartido, o espectro laplaciano sem sinal é

1gual ao espectro laplaciano de G, ou seja, q; = p;, para 1 < i <mn.

A demonstragao da proposigao a seguir pode ser encontrada em [9].
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Proposicao 2.7. Se G ¢ um grafo com autovalores laplacianos sem sinal ¢u > qo >

- > qp, entao

(i) se G € conexo, q, =0 se, e somente se, o grafo € bipartido;

(i1) a multiplicidade do 0 como autovalor laplaciano sem sinal € igual ao

numero de componentes bipartidas de G.

(i17) se G é um grafo k-regular, entao q; = k + N\j = 2k — fp_iy1, onde X;
€ autovalor da matriz de adjacéncia de G e p; € autovalor da matriz

laplaciana de G.

Uma propriedade que tanto o espectro laplaciano quanto o espectro
laplaciano sem sinal possuem ¢ a do entrelacamento entre os autovalores de um
grafo G e do grafo G + e, que é o grafo obtido de G pela adigao de uma aresta e.

Os resultados podem ser encontrados em [51].

Teorema 2.8. Sejam G um grafo com n vértices, distinto de K,, e G+ e o grafo

obtido de G pela adi¢ao de uma aresta e. Entao valem

1i(G) > pipa1 (G +e) > pipa(G), i=1,2,...,n—1

4(G) > i1 (G +e) 2 ¢ (G), i=1,2,...,n—1.

Mais geralmente, se H é um subgrafo de GG, entao o i-ésimo autovalor
laplaciano (sem sinal) de H nao é maior do que o i-ésimo autovalor laplaciano (sem

sinal) de G, conforme descrito no préximo resultado.

Teorema 2.9. [4] Sejam G um grafo e H um subgrafo de G com r vértices. Entao,
para 1 <1<,
pi(H) < p1i(G)

¢(H) < ¢,(G).
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Para os autovalores da matriz de adjacéncia, obtemos algo um pouco
mais restrito, pois neste caso exigimos que H seja um subgrafo induzido de GG, mas

em compensacao obtemos um outro tipo de entrelagcamento entre os autovalores.

Teorema 2.10. Sejam G um grafo e H um subgrafo induzido de G com r vértices.
Entao, para 1 <1 <,
Especificamente para o raio espectral da matriz de adjacéncia, temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.11. [44] Sejam G um grafo conero e H um subgrafo préprio de G.

Entao )\1(H) < )\1(G)

Usaremos mq(I) e mg, . (I) para denotar o niimero de autovalores lapla-
cianos de G e o numero de autovalores laplacianos sem sinal de GG, respectivamente,
no intervalo I, contando as respectivas multiplicidades. Pelo Teorema 2.9, podemos
concluir que, se H é um subgrafo qualquer de G e I é um intervalo da forma [a, 00)
ou (a,00), a € Ry, entao my(I) < mg(I) e my, (1) < mg,, (I). Merris [42] obteve
uma cota inferior para o valor de mg(2, 00) para um grafo qualquer G' em termos do
comprimento do maior caminho contido em G. Da mesma forma, é possivel obter

uma cota inferior para m¢|2, 00).

Proposicao 2.12. Seja G um grafo conexo com n vértices. Se ¢ é o nimero de

vértices do maior caminho contido em G, entdo mg|2,00) satisfaz
14

Demonstrag¢ao. Denote o maior caminho contido em G por FP,. Os autovalores la-

placianos de P, sao dados por ([4])
pi(P) = 2 — 2cos (%) ,
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para i =0,1,...,¢ — 1, donde é possivel verificar que mp,[2,00) = LgJ Como P, é
subgrafo de G' obtemos que

mal2.o0) 2 maf2.00) = |5

]

Essa mesma cota se aplica para o nimero de autovalores laplacianos
sem sinal de G que estao no intervalo I, uma vez que, para caminhos, o espectro

laplaciano sem sinal coincide com o espectro laplaciano.

Veremos agora uma técnica que pode ser 1til para calcular alguns au-
tovalores de uma matriz através dos autovalores de uma matriz de ordem menor.
Seja B uma matriz real e simétrica de ordem n e suponha que as linhas e colunas
de B sao indexadas por X = {1,...,n}. Seja {X1, Xs,..., X,,} uma particao de X,
onde cada | X;| = n; > 0. Podemos particionar B de acordo com {X1, X, ..., X},

isto é,

Bm,l Bmm

onde B;; denota a submatriz (bloco) de B formada pelas linhas em X; e pelas

colunas em Xj.

Se a soma das linhas de cada bloco B;; ¢ constante, dizemos que a
partigdo { X1, Xo, ..., X,,} é uma particao equilibrada (ou regular) de B. O préximo

resultado pode ser encontrado em [4].

Proposicao 2.13. Seja { X1, Xo, ..., X;n} uma particao equilibrada de B, onde cada
bloco B; ; da matriz B tem soma das linhas constante e igual a ¢;;. Se C = (¢ij)mxm
entdo o espectro da matriz C' estd contido no espectro da matriz B, levando em conta

as multiplicidades.
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O préximo resultado refere-se a multiplicidade dos autovalores lapla-
cianos e laplacianos sem sinal associados ao nimero de vértices pendentes de um

grafo. Ele pode ser encontrado em [24].

Proposicao 2.14. Seja G um grafo com p vértices pendentes adjacentes a q vértices
quase-pendentes. Entao, 1 € autovalor laplaciano e laplaciano sem sinal de G com

multiplicidade pelo menos p — q.

Note que, combinando os dois ultimos resultados, temos boas ferramen-
tas para o calculo dos autovalores laplacianos e laplacianos sem sinal de grafos que

possuem uma grande quantidade de vértices pendentes.

O préximo resultado, devido a Ky Fan, estabelece uma relacao para a
soma dos autovalores da soma de duas matrizes reais e simétricas. Aqui, se M é
qualquer matriz real e simétrica de ordem n, entdo A;(M) denota o i-ésimo maior

autovalor de M.

Lema 2.15. [53] Sejam A e B duas matrizes reais e simétricas de ordem n. Para
cada 1 < k <n, vale

k

D XA+ B) <Y N(A) + ) N(B).

i=1 =1 i=1

Considerando 7" uma arvore de ordem n > 6, podemos estabelecer uma
cota superior para a soma dos k maiores autovalores laplacianos (sem sinal) de T’

impondo uma condigao sobre o diametro de 7.

Lema 2.16. [23] Seja T uma drvore de ordem n > 6. Se o didmetro de T satisfaz

d(T) > 4, entao
i 2k
Se(T) =Y mwil(T) <n—2+2k—=—.

- n
=1
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2.3 As “energias”associadas a um mesmo grafo

O primeiro conceito de energia envolvendo grafos surgiu no ano de
1977, quando Gutman [25] introduziu o conceito de energia de um grafo molecular.
Esse conceito surgiu baseado em um tipo de energia relacionada as caracteristicas
quimicas de uma molécula, a qual pode ser representada por um grafo. Posteri-
ormente, essa definigdo foi estendida para grafos quaisquer por Gutman em [26] e,
desde entao intiimeras propriedades envolvendo tal conceito ja foram estabelecidas, e
as principais podem ser encontradas, por exemplo, em [27, 28, 40] e nas referéncias

ali contidas.

Definicao 2.17. A energia de um grafo G de ordem n € definida como

E(G) = Z il (2.10)

onde \y > Xy > ... >\, sao os autovalores de G.

Somente anos mais tarde, em 2006, Gutman e Zhou [31] estabeleceram
um conceito de energia envolvendo os autovalores laplacianos de um grafo inspirados

na definicao de energia acima.

Definigcao 2.18. A energia laplaciana de um grafo G de ordem n é definida como
LE(G)=> |m—d|, (2.11)
i=1

onde j11 > g > -+ > [, Sao os autovalores laplacianos de G.

Desde entao, pesquisadores da Teoria Espectral de Grafos tem traba-
lhado para estabelecer propriedades para LF/(G) como, por exemplo, encontrar cotas
superiores ou inferiores para LFE(G), procurar por grafos que maximizam ou mini-
mizam LE(G), comparar esse valor com a energia usual de G ou com outras energias
envolvendo o espectro de outras matrizes associadas a G. Além de [31], recomenda-
mos [15, 47, 54] e as referéncias ali contidas para maiores detalhes sobre a energia

laplaciana de um grafo.
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Em analogia a energia laplaciana, em 2010 Gutman et al. [30] estabe-
leceram o conceito de energia laplaciana sem sinal de um grafo, a qual envolve os

autovalores laplacianos sem sinal de G.

Definicao 2.19. A energia laplaciana sem sinal de um grafo G de ordemn € definida

como "
LET(G) =) _|g:—d|, (2.12)
=1

onde g1 > qa > -+ + > q, sao o0s autovalores laplacianos sem sinal de G.

Por ser um conceito mais recente, existem poucas referéncias sobre a

energia laplaciana sem sinal, mas destacamos as seguintes [1, 16, 17].

Vale destacar aqui que o calculo de qualquer uma das energias definidas
acima depende da determinacao dos espectros usual, laplaciano ou laplaciano sem
sinal do grafo em questao, o que nao é uma tarefa facil. Assim, o estudo dessas
energias por muitas vezes se volta para o calculo de cotas superiores ou inferiores
para o valor da energia, envolvendo, por exemplo, o numero de vértices, o niimero

de arestas ou outros parametros usuais do grafo.

Um dos problemas cléassicos estudados em Teoria Espectral de Grafos
consiste na busca por grafos extremais, o que em termos de energias se resume na

busca por grafos com maior ou menor energia.

Pela Proposigao 2.6, se G é um grafo bipartido, as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal sao iguais. Portanto, todo o estudo envolvendo energia lapla-
ciana de grafos bipartidos ja realizado até o momento se aplica a energia laplaciana
sem sinal. Além disso, também para grafos k-regulares, é possivel estender para a
energia laplaciana sem sinal todo o estudo ja realizado para a energia laplaciana.
Mais geralmente, se G é um grafo k-regular, podemos relacionar as trés energias:

usual, laplaciana e laplaciana sem sinal, conforme o resultado abaixo.
Proposigao 2.20. [1] Se G é um grafo k-regular, entio E(G) = LE(G) = LET(G).
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Seja B uma matriz de ordem m X n e posto r. Os wvalores singulares
de B sao definidos como as raizes quadradas dos autovalores da matriz BT B, os
quais denotaremos por o1(B), 09(B),...,0,.(B). Note que, se B é uma matriz real e

simétrica, entao os valores singulares de B sao os valores absolutos dos autovalores

de B.

O conceito de energia matricial, definido primeiramente por Nikiforov
[43], é uma generalizagao da energia de grafos. Definimos a energia de uma matriz

B de ordem m X n como
£(B)=> oi(B). (2.13)
i=1

Portanto, se B é uma matriz real e simétrica, £(B) é a soma dos mddulos dos

autovalores de B.

As energias definidas anteriormente podem ser escritas como F(G) =
E(A(G)), LE(G) = E(L(G) — #1,) e LET(G) = £(L*(G) — #21,,), onde I,, denota

a matriz identidade de ordem n.

Lema 2.21. [20] Sejam A e B matrizes de ordem n X n. Entdo:
E(A+ B) <E&(A)+&(B). (2.14)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma matriz ortogonal P tal

que PA e PB sao matrizes positivas semidefinidas.

Note que, a partir deste lema, obtemos a seguinte relacao

E(A) = E(B)| < E(A - B). (2.15)

Dado um grafo GG, no decorrer do texto usaremos ¢ para representar o
nimero de autovalores laplacianos de GG maiores ou iguais ao grau médio d, mais
precisamente, o é o maior inteiro para o qual u, > d. Para diferenciar a notagao, no

caso da laplaciana sem sinal usaremos o™ para representar o nimero de autovalores
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laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais ao grau médio d, mais precisamente,

o™ é o maior inteiro para o qual ¢,+ > d.

O principal motivo de se introduzir tais parametros é que eles sao tuteis
para reescrever as energias laplaciana e laplaciana sem sinal. Podemos reescrever
a energia laplaciana (laplaciana sem sinal) de um grafo G em termos somente dos
autovalores laplacianos (laplacianos sem sinal) que sdo maiores ou iguais ao grau
médio d, ou em termos somente dos que sdo menores que d. Desta forma, o célculo da
energia laplaciana (laplaciana sem sinal) se torna mais simples pois nao é necessario
calcular todos os autovalores laplacianos (laplacianos sem sinal) de G. O préximo

resultado pode ser encontrado em [14], por exemplo.

Proposigao 2.22. Dado um grafo G de ordem n, as energias laplaciana e laplaciana

sem sinal de G' podem ser expressas, respectivamente, por

LE(G)=2) p;—20d (2.16)
wi>d
(&
LET(G)=2) ¢ —20"d. (2.17)
qi>d

Demonstra¢ao. Vamos separar o médulo presente na férmula da energia laplaciana

em duas parcelas, ambas positivas.

n

LE(G) = Z ‘Ni - C_l‘

=1

= Z(Mi —d) + Z(a—ﬂi)

pi>d pi<d
= 2> (m—d)+ Y (d—m)
pi>d =1

n

= QZMi—Qac_l—l—na—Zui.

pi>d i=1
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_ n

Utilizando o fato de que d = 27’” e Y. i; = 2m, obtemos o resultado desejado. Para
i=1

a energia laplaciana sem sinal, a demonstragao é exatamente a mesma. O

Além disso, se usarmos « para representar o numero de autovalores la-
placianos de G menores ou iguais ao grau médio d e o™ para representar o niimero de
autovalores laplacianos sem sinal de G menores ou iguais ao grau médio d, podemos

reescrever o resultado acima da seguinte forma.

Proposicao 2.23. Dado um grafo G de ordem n, as energias laplaciana e laplaciana

sem sinal de G' podem ser expressas, respectivamente, por

LE(G)=20d -2 (2.18)
pi<d
(&
LET(G)=2a"d-2) ¢ (2.19)
q:<d

2.4 Adicionando uma aresta a um grafo qualquer

Neste secao, veremos qual é o efeito que a adicao de uma aresta em um
grafo qualquer G # K, pode causar na energia laplaciana sem sinal de um grafo.

Além disso, encontramos dois exemplos de grafos para os quais a cota é atingida.

O resultado a seguir apresenta uma cota para a diferenca entre as ener-
gias laplacianas sem sinal do grafo G # K, e do grafo G + e, obtido a partir de G

pela adicao de uma aresta e.

Teorema 2.24. Sejam G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas, G # K,,

e e uma aresta que nao pertence a E. Entdao:

|ILEY(G+e)— LET(G)| <4 - 4 (2.20)

n

Demonstragio. Usaremos o fato de que LEF(G) = € (L*(G) — 221,) e LE*(G +
e) =& (L*(G +e)— 2(m—+1)[n>, para entao aplicarmos a desigualdade (2.15), ou

n
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seja,

|LEY(G +e) — LET(Q)| =

£ (L+(G be)— an) y <L+(G) _ %mfn) '

< & (L*(G +e)— @In — LY (G) + %mln)
_ ¢ (L+<G+e) _LHG) — %1) |

Para estimar esse valor, teremos que encontrar os autovalores da matriz
LT(G +e) — L*(G) — 21I,,. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a aresta

e liga os dois primeiros vértices de G (que anteriormente nao eram adjacentes), ou

seja,
1-2 1 0 0 0
1 1-2 0 0 0
2 0 0 -2 0 0
LT(G+e)— LY G) - =1, = ! :
n 0 0o o0 -2 0
0 0 0 0 —2

donde, o espectro de L (G+e)— LT (G)— 21, ¢ {(— 2)(n_1) 2 — %} Por fim, basta

n
tomar o valor absoluto desses niimeros e somé-los para obter a energia solicitada

8<L+(G+e)—L+(G)—gIn) A LD S
n n n n

ou seja, |[LET(G +e) — LET(G)| <4 - 2. O

n

Apresentamos a seguir um exemplo de grafo desconexo para o qual a
igualdade acima é atingida, e um exemplo de grafo conexo no qual a igualdade é
assintoticamente satisfeita, ou seja, para valores grandes de n, temos que o grafo
considerado satisfaz |LET(G+e)— LET(G)| > 4—¢, onde € > 0. Isso significa que a

cota nao pode ser melhorada, mesmo no caso em que considerarmos grafos conexos.
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Exemplo 2.25. A Figura 2.9 ilustra um grafo G com n vértices isolados, e o grafo
G + e, obtido a partir de G pela adi¢ao de uma aresta e. Claramente, todos o0s
autovalores laplacianos sem sinal de G sao nulos, donde LE™T(G) = 0. Além disso,

o espectro laplaciano sem sinal de G +e € {0(”_1), 2}, uma vez que

110 -0
110 -0
L"(G+e)=]1000 --- 0
000 -~ 0

Assim, a energia laplaciana sem sinal de G +e é LET(G +e) =4 — %. Portanto

+ T N P R D
ILE*(G +e) — LE*(G)| = ’4 - 0‘ —4--
1 2 1 2
O O O——O
O O .« e e O O O .« .. O

Figura 2.9: Grafos G e G +e

Exemplo 2.26. Uma caterpillar é uma drvore na qual a remocao dos vértices de
grau 1 resulta em um caminho, ou seja, uma caterpillar é formada por um caminho
juntamente com qualquer niumero de folhas pendentes adicionadas a cada um dos
vértices do caminho. Seja Py este caminho central formado por d wvértices. Os
n — d vértices restantes sao 0s vértices pendentes, que sao adjacentes a algum dos
d vértices do caminho. Uma caterpillar reqular é uma caterpillar na qual todos os
vértices do caminho Py possuem o mesmo nimero r de vértices pendentes (veja a
Figura 2.10). Denotaremos tais caterpillars por C(d,r) e, neste caso, o nimero de

vértices é n = d(r + 1).

30



Figura 2.10: Caterpillar C(d,r)

Vamos considerar a caterpillar reqular C(3,r) com um caminho de ta-
manho 3. E possivel calcular os autovalores laplacianos sem sinal de C(3,1) uti-
lizando as Proposicoes 2.13 e 2.14. De fato, pela Proposicao 2.14, 1 é autovalor
laplaciano sem sinal de C(3,7) com multiplicidade 3r — 3 e os outros autovalores

laplacianos sem sinal de C(3,1) podem ser obtidos pela Proposicao 2.13 reduzindo a

matriz

(r+1 1 00 11 - 1'0 0 0'0 0 0]
77777 - 7T - -"-—"-|--"—-"">-"="-"~"-"="-"--"\""-""-"=-"=-"="-"~-"=-"-"-~"r°--"—"“-""=7—"="—=-=-=-/"°
1 'r+20 1 10 0 0'1 1 10 0 0
0+ 1 1r+110 0 010 0 011 1 1
,,,,, l_ 1L - _ _ - _ _ _ __ _ - L ___
1 .0 0 .10 0,0 0 0,0 0 0

| | | | |
1 "0 "0 '01 0'0 0 0'0 0 0

l l l l l

| | | | |
1 70 1 0 100 - 1100 -=- 0100 --- 0
,,,,, S
LYCByr)=1| 0o ., 1 |, 0 00 --- 0110 0,0 0 0

| | | | |
o' 1 ' 0 '00--0'01 0'0 0 0

l l l l l

| | | | |
0+ 1 1+ 0 100 --- 0.0 0 1,00 --- 0
77777 T
0O, 0 , 1 ,00 0,0 0 0,1 0 0

| | | | |
0 ' 0 ' 1 '00 00 0 0'0 1 0

l l l l l

| | | | |
0 1 0 1 00 -+ 000 -+ 000 1]




a sequinte matriz

r+1 1 0 r 0 0
1 r4+2 1 0 r 0
0 1 r+1 0 0 r
B(C(3,r)) = )
1 0 0 1 00
0 1 0 010
0 0 1 0 0 1

. 4 2 2
cujo espectro € {0’ r+1, 7’+2:|:\2/7’ i r+4:i:\/72’ +8r+4}'

Como 1 nao faz parte deste
espectro, obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal de C(3,1) que € igual

a

{0 | (3r-3) +1T‘+2:t\/7“2+47“ T—|—4j:\/r2—|—87"—|—4}
r )
) ) ) 2 ) 2

Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de C(3,71),

lembrando que m =n — 1 = 3r + 2, dondec_l:g:%l,
6r—|—4 6r + 4 6r +4
LET(C(3 = 3r—3) - -1 1—
(C@.r) T @r=3) (37"+3 )JF(TJF 3r+3)
6r+4 r+2—r2+4r 6r+4 r+4—Vr2+8r+4
_l’_ —
3r+3 2 3r+3 2
r+2+\/7’2+4r 6r +4 N r+4+vVr2+8r+4 6r+4
3r+3 2 3r+3
2

= +1+\/r2+4r+\/r2+8r+4

Vamos agora adicionar uma aresta e ligando os vértices terminais do

caminho obtendo o grafo da Figura 2.11.

Analogamente ao realizado acima temos que, pela Proposicao 2.14, 1 €
autovalor laplaciano sem sinal de C(3,7) 4+ e com multiplicidade 3r — 3 e os outros

autovalores laplacianos sem sinal de C'(3,r) podem ser obtidos pela Proposi¢io 2.13
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Figura 2.11: Grafo C'(3,r) + e

reduzindo a matriz

o O —
[ ()
— O )
o O [a=)
o O ja=)
o O =)
o O =)
o O e
o O [en)
- —
o O (@)
o O [a)

oIl o o oo o o
| | |
| | |
| | |
| | |
ol—1lo o olo o o
| | |
ol—l o o olo o o
e N
—lolo o olo o© —
| | |
| | |
| | |
| | |
1”0”0 o 0"0 — o
-, o, o o o~ O o
0”0”0 o 1”0 o o
| | |
| | |
| | |
| | |
o, 0,0 o, o o o
| | |
o,o, - © o, o o o
\\\\\\ T .
,2, |
-, +, o o o, o o o
o I
Rt i B 4 - - - -
N | | |
+ "= o o'~ ~ —
L |
\\\\\\ [
| | |
— o= — —, O jan) (@]
| | |
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a sequinte matriz

r+2 1 1 00
1 r+2 1 0 r O
1 1 r+2 0 0 r
B(C(37T)+€) = )
1 0 0 100
0 1 0 010
0 0 1 001

. Como 1 nao faz parte deste es-

2
. s r+2+Vr24+4r r+5+EVr24+10r+9
cujo espectro € {( 5 ) , 3

pectro, obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal de C(3,7) + e que €

wgual a

1

2
(3r—3) <r+2:|:\/r2+47’) r+5+vr2+10r+9
’ 2 ’ 2

Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de

C(3,7) + e, lembrando que, neste caso, m = n, donde d = 2,

2 ViZ14
LET(C(3,7)+e) = 3r—3+2-<2—7”r QT i T)

JET1r T o ST
+<2_r+5 P19 L, +2\/7"—|— T,

2
<r+5+\/r2+10r+9 )
+ —9

2

= 3r—3+2Vr2+4r +vr2+10r +9.

Obtemos assim

2

3

LEY(C(3,7)+e)— LET(C(3,7)) = T j——l V2 A V2 100 +9 — V2 + 8r + 4.
r

Agora, fazendo n — oo, temos que r — 00, e neste caso

lim (LE+(C(3,r) +e) — LE*(C(3,r))) = 4.

r—00
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Portanto, o grafo C(3,r) é um exemplo de grafo que prova que a cota

em (2.20) nao pode ser melhorada.

Vale destacar que, o grafo caterpillar C'(4,r) também é um grafo para
o qual a cota em (2.20) nao pode ser melhorada. A medida que aumentamos o valor
de d, o calculo dos autovalores laplacianos sem sinal do grafo C'(d, r), se torna cada
vez mais complicado e, por esse motivo, nao podemos concluir que todos os grafos
caterpillar sao exemplos de grafos para os quais a cota nao pode ser melhorada,

apesar de acreditarmos que tal fato seja verdadeiro.
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3 GRAFOS UNICICLICOS

Nosso principal objetivo é estabelecer propriedades da energia laplaci-
ana sem sinal de grafos quaisquer. Como os espectros laplaciano e laplaciano sem
sinal de grafos bipartidos coincidem, conforme a Proposicao 2.6, voltamos nossa
atencao para a familia dos grafos uniciclicos, que é possivelmente, a familia de grafos
conexos mais simples de se trabalhar depois das arvores. Neste capitulo, primeira-
mente estabelecemos uma cota superior para as energias laplaciana e laplaciana sem
sinal de qualquer grafo uniciclico conexo em funcao do niimero de vértices n e do
ntmero de autovalores maiores ou iguais ao grau médio 2, 0 e ot. Essa cota serd
de fundamental importancia na demonstracao do principal resultado deste capitulo,
que é provar qual é o grafo uniciclico conexo de energias laplaciana e laplaciana sem
sinal maximas, sob determinadas condigoes de o e o, respectivamente. Os resul-
tados apresentados neste capitulo foram obtidos em conjunto com Kinkar C. Das,

Eliseu Fritscher e Vilmar Trevisan e fazem parte do nosso trabalho [13].

3.1 Nova cota superior para as energias laplaciana e

laplaciana sem sinal de grafos uniciclicos

A seguir iremos provar uma cota superior para as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal de um grafo uniciclico conexo qualquer com n > 4 vértices.
De fato, provaremos que LE e LE™ sao limitadas por 2n — 47" e2n — %, respecti-
vamente. Essa cota nos serd de fundamental importancia na Secao 3.2, pois ela é o
resultado que nos permite provar os Teoremas 3.5 e 3.6, onde estabelecemos o grafo

uniciclico de energias laplaciana e laplaciana sem sinal maximas.

A cota por si s6 ja é um resultado importante por ser um valor muito

préximo (fator de O (%)) das energias (laplaciana e laplaciana sem sinal) dos grafos
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candidatos a serem méaximos. Lembrando que, em um grafo uniciclico conexo, o

numero de arestas ¢ igual ao nimero de vértices, donde d = 2.

Grafo | LE*(G) | Cota 2n — 42~ | LE(G) | Cota 2n — 42
Cs 4 4,66 4 3,33
Cy 4 ) 4 d
S 95,1231 6 6 6
Cs | 64721 7.6 6,4721 8,4
: 7,3626 8,4 8 8,4
& 7,1069 8,4 7,8416 8,4
ﬂO\ﬂ 6, 7298 8,4 6,9623 7,6
i 6, 3401 7,6 6, 3401 7,6

Tabela 3.1: Grafos uniciclicos com até 5 vértices e suas energias laplaciana e lapla-

ciana sem sinal

Teorema 3.1. Sejam G um grafo uniciclico conexo de ordem n e o™ o nimero de

autovalores laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais a 2. Entdo

+
LEH(G) < 2n— 27" (3.1)

n

Demonstracao. Nossa demonstracao estd estruturada da seguinte maneira: verifica-
mos manualmente que a cota ¢é valida para todos os grafos uniciclicos com n = 3,4, 5
vértices. Para grafos uniciclicos G com n > 6 vértices, vamos separar a demons-
tragdo em dois casos: caso G = S/, é possivel demonstrar a cota através do calculo
da maioria dos autovalores laplacianos sem sinal de S/; caso G 2 S/, usaremos o

Lema 2.16.

Existem 8 grafos uniciclicos com até 5 vértices, todos eles representados
na Tabela 3.1. Note que, para todos esses grafos, a cota (3.1) é satisfeita. Em

particular, para os grafos S e S{ a cota serd novamente verificada no caso G = S),.
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Seja S;, o grafo obtido da estrela S, pela adicao de uma aresta. Pelo

Teorema 2.8, temos que os autovalores laplacianos sem sinal de S satisfazem

/

01(S,) > q1(Sn) > 42(S,) > @2(Sn) > ¢3(S,) > q3(Sn) > -+ > gua(S,) >

Gn-2(5n) = 40-1(5,) = @a1(Sn) = 4a(S,) = Gu(Sh).

Mas, o espectro laplaciano sem sinal de S, ¢ {0,1"=2 n}, donde

/ /

@(S,) >n> ¢S

n

/

)2 12g5(5,) 2122 gua(S,) 2 12 ¢u1(S,) 2 12 ¢4(5,) 2 0.
Portanto, ¢3(S,) = q(S,) = -+ = ¢,_1(S,) = 1 e para os outros

autovalores laplacianos sem sinal temos as seguintes condi¢oes

/ /

@(S,)>n, n>g¢(S,)>1 and 12>¢.l(S,) >0. (3.2)

Precisamos saber quais desses autovalores sao maiores do que 2 e quais

sao menores do que 2 para estimar a energia laplaciana sem sinal de S),. Para isso,
.~ . A . ;. /

usaremos a Proposi¢ao 2.13 a fim de obter o polinomio caracteristico de L*(S,,),

que ¢é o seguinte

f(@)=(z—1)""(2* = (n+3)2” + 3nz — 4) . (3.3)

Note que os autovalores laplacianos sem sinal de S/ distintos de 1,
01(S)), @2(S,) e ¢.(S,), sdo exatamente as raizes de f(z) = 2° — (n+3)z*+3nz — 4.
Agora, por (3.2) temos que ¢1(S,,) > n > 2 e ¢,(S,) < 1 < 2, resta portanto, saber
se q2(S,) > 2 ou ¢»(S,) < 2. Para isso vamos avaliar a funcdo f)(z) em nimeros

apropriados:

fi(2) = 2n—8>0, se n>4,

f1(3) = —4<0.
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Portanto, 2 < q2<S7;) < 3, se n >4, e segue da Proposicao 2.23 que
LEY(S,) = 2-(n—2)-2—2-(n—3+q.(S,))

= 2n—2—2¢,(S,)
< 2n—2

8
< 2n——, se n>4.

n
Logo,sen>4e G =S/ temos que o™ =2e

4ot
LEY(G) <2n— —.
n
Para o outro caso, vamos primeiramente provar a seguinte afirmagao:

todos os grafos uniciclicos G 2 S/, de ordem n > 6 possuem uma aresta e tal que o

diametro da arvore T'= G — e é no minimo 4.

Figura 3.1: Possiveis arvores T'= G — e, se G 2 S},

De fato, seja C}, o ciclo com k vértices que é subgrafo induzido do grafo
G. Se k > 5, removendo qualquer aresta e de Cj, a arvore resultante 7' = G — e

possui como subgrafo induzido o caminho Ps, donde T" tem diametro maior ou igual
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a4 (veja o grafo da parte de baixo da Figura 3.1). Se k = 4, entao um dos vértices do
ciclo Cy, digamos v1, é adjacente a outro vértice que estd fora do ciclo. Removendo
uma das arestas incidentes a v; no ciclo Cy, obtemos uma arvore T' = G — e que tem
diametro pelo menos 4 (o ultimo grafo da parte superior da Figura 3.1 mostra esse
caso). Se k =3, como G 2 5!, exitem dois possiveis casos: 1) existem pelo menos
dois vértices do ciclo C3, digamos v; e v9, que sao adjacentes a vértices que nao
pertencem ao ciclo. Removendo a aresta entre vy e vq, a arvore resultante T'= G —e
tem diametro pelo menos 4 (o grafo central da parte superior da Figura 3.1 ilustra
esse caso); 2) existe um vértice do ciclo Cs, digamos v, que é adjacente a pelo
menos uma arvore de diametro maior ou igual a um. Removendo uma das arestas
incidentes a vy no ciclo (3, obtemos uma arvore T' = G — e que tem diametro pelo
menos 4 (veja o primeiro grafo da Figura 3.1). Portanto, existe sempre uma aresta

e tal que T'= G — e tem diametro pelo menos 4.

Suponha que os vértices de G sao enumerados de tal maneira que e é
uma aresta entre os dois primeiros vértices. A matriz LT (G) pode ser escrita da

seguinte forma

dy I ¢z - qun
1 dy @3 - @
L+(G> = Qi3 Q3 ds - Gsn
| Qi Qe @3n o dn |
di —1 0 G130 Qin 110 -0
0 dy—1 q3 -+ @qon 110 -0
= q13 q23 dz3 -+ qnm | +]10 00 -+ 0
L din don q3n ¢ dn_ _O 00 --- 0_

= LY(T)+L"(0+e).
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Agora, 0+ e é o grafo formado por uma aresta ligando dois vértices quaisquer e n — 2
vértices isolados, cujo espectro laplaciano sem sinal pode ser facilmente calculado e

é dado por {0~V 21

Dado um inteiro positivo k (1 < k < n), podemos aplicar o Lema 2.15

para obter o seguinte

Ing
=
B
A

Z ¢(T) + Z%(O +e)

= Z ¢i(T) +2

i=1
k

= Z wi(T) +2
i=1

e usando o Lema 2.16 obtemos que

Z ¢(G) < Z wi(T) + 2

i=1 i=1
2k
< n+2k—-—.
n

Utilizando a relacao acima e a Proposigao 2.22, obtemos que a energia

laplaciana sem sinal pode ser escrita da seguinte maneira

ot
LEY(G) = 2 Z ¢(G) —20"d
i=1

2 +
< 2(n+20+—i) — 40"
n

Aot
= 2n—L.
n

]

Para o caso da energia laplaciana, a cota é a mesma, com excegao de

~ . , . . !

que, neste caso, ela nao vale para n = 3 e a igualdade é atingida para o grafo .S,.
As etapas da demonstragao sao as mesmas que para o caso da laplaciana sem sinal,

por isso a faremos de modo mais resumido.
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Teorema 3.2. Sejam G um grafo uniciclico conexo de ordem n > 4 e o o numero

de autovalores laplacianos de G maiores ou iguais a 2. Entdao

LE(G) < 2n— 27 (3.4)

n

. !
com igualdade se, e somente se, G = S,.

Demonstragcao. Nossa demonstragao esta estruturada da seguinte maneira: verifi-
camos algebricamente que a cota é valida para todos os grafos uniciclicos com 4 e
5 vértices. Para grafos uniciclicos G com n > 6 vértices, vamos separar a demons-
tragao em dois casos: G = S/ em que é possivel demonstrar a cota através do calculo

dos autovalores laplacianos de S;; e G 2 5;,, onde usaremos o Lema 2.16.

Existem 7 grafos uniciclicos com 4 e 5 vértices (veja Tabela 3.1) e para
todos esses grafos a cota (3.4) é satisfeita. Em particular, para os grafos Sj e SL, a

cota sera novamente verificada no caso G = S),.

Seja S! o grafo obtido da estrela S, pela adi¢do de uma aresta. O
espectro laplaciano de S, é {0,133 n}, donde ¢ = 2. Pela Proposicao 2.22, a
energia laplaciana de S, satisfaz
2
LE(S)) = 2> m(S),)—2-2-2
i=1
= 2(n+3)—-8

= 2n—2

IN

8
2n — —, pois n >4,
n

com igualdade se, e somente se, n = 4.

Logo, se n >4 e G = S/, temos que

LE(G) <2n— 4—0.
n

Para o caso em quen > 6 e G 2 5], utilizaremos o mesmo fato utilizado

na demonstragao para a cota da energia laplaciana sem sinal de que existe uma
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aresta e de GG tal que o diametro da arvore T'= G — e é no minimo 4. Também,
analogamente ao caso da laplaciana sem sinal, podemos supor que a aresta e é
incidente aos dois primeiros vértices de G, donde a matriz L(G) pode ser escrita na

seguinte forma

L(G)=L(T)+ L(0 +e).

Dado um inteiro positivo k (1 < k < n), podemos aplicar o Lema 2.15
para obter o seguinte

k k k

Z ni(G) < Z wi(T) + ZM(O +e)
= Z i(T) + 2.

=1

Z ni(G) < Z wi(T) + 2

2k
< n+2k——.
n

Utilizando a relacao acima e a Proposicao 2.22 obtemos que a energia

laplaciana pode ser escrita da seguinte maneira
LE(G) = 2 u(G)—20d
i=1
2
< 2(n+20——0> — 4o
n

= 2n— —.
n
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3.2 Grafos uniciclicos com energias laplaciana e laplaciana

sem sinal maximas

Nesta se¢ao, vamos formular a conjectura de qual é o grafo uniciclico
conexo com energias laplaciana e laplaciana sem sinal maximas e vamos provar em
parte tal conjectura. Primeiramente, vamos calcular e estimar as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal de alguns grafos uniciclicos especiais, os quais chamaremos de
triangulos com pendentes balanceadamente distribuidos. Esses grafos com n vértices
sao formados por triangulos (ciclos com trés vértices) com n — 3 vértices sao dis-
tribuidos equilibradamente como vértices pendentes incidentes aos trés vértices do
triangulo, dependendo do resto da divisao de n — 3 por 3. Denotaremos tais grafos
por H(n). Se a é um nimero natural, existem trés triangulos deste tipo: aquele
com a pendentes em cada um dos vértices do triangulo, o qual denotaremos por
Hy(a); aquele com a pendentes em dois dos vértices do triangulo e a + 1 pendentes
no vértice restante, o qual denotaremos por Hi(a); e aquele com a pendentes em
apenas um dos vértices do triangulo e a + 1 pendentes nos outros dois vértices, o

qual denotaremos por Hy(a). Esses grafos estao representados na Figura 3.2.
Estamos interessados em estudar as propriedades de tais grafos, pois
conjecturamos o seguinte.

Conjectura 3.3. Se n > 11, o grafo conexo uniciclico com n vértices que tem a

maior energia laplaciana e a maior energia laplaciana sem sinal é um grafo H(n).

Usando o software SAGE [50], através de um processo exaustivo, cal-
culamos as energias laplaciana e laplaciana sem sinal de todos os grafos conexos

uniciclicos com n < 13 vértices, e concluimos o seguinte.

Proposicao 3.4. Denote por G e G+ o0s grafos de ordem n com maior energia

laplaciana e maior energia laplaciana sem sinal, respectivamente. Entao:

1. GL:GL+:C7L,S€7123;
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a+1

a+1

a+1

Hg(a)

Figura 3.2: Grafos H;(a), com n = 3a + i + 3 vértices, i=0, 1 e 2
2. G =G+ =95/se4<n<09;
3. GL =5 e G+ = H(2), se n = 10;
4. G =G+ =H(n),sen=11,12 ¢ 13.
Nesta segao, provaremos que alguns grafos tém energia laplaciana (res-
pectivamente, laplaciana sem sinal) menor que a energia laplaciana (respectiva-

mente, laplaciana sem sinal) do grafo H(n), reforgando assim a Conjectura 3.3.

Mais precisamente, provaremos os seguintes resultados.

Teorema 3.5. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o™ > 9,

entao H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.
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Teorema 3.6. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o > 9,

entio H(n) tem energia laplaciana maior do que G.

Para provar tais resultados vamos, primeiramente, calcular e, quando
nao for possivel calcular explicitamente, estimar as energias laplaciana e laplaciana
sem sinal dos grafos Hy(a), Hi(a) e Hs(a). No préximo lema estabelecemos o valor

exato das energias laplaciana e laplaciana sem sinal de Hy(a).

Lema 3.7. Seja n > 6 um inteiro tal que n = 0(mod3), ou seja, existe um inteiro
a > 1 tal que n = 3a + 3. Entao, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do

grafo Ho(a) = Hy ("T’?’) sao dadas, respectivamente, por

in—18 2
LE(Ho(a)) = =~ T+ 5V 18— 2T, (3.5)

1
LE*(Hy(a)) =n — 6+ 5 [Vn? +24n +2Vn? 60 — 27| . (3.6)

Demonstra¢ao. Vamos primeiramente calcular a energia laplaciana sem sinal de
Hy(a), iniciando com o célculo dos autovalores de L*(Hy(a)) e para isso iremos
utilizar as Proposigoes 2.13 e 2.14. Pela Proposicao 2.14, temos que 1 é um autova-

lor laplaciano sem sinal de Hy(a) com multiplicidade 3a — 3 = n — 6. Agora, note
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que podemos escrever e particionar a matriz L*(Hy(a)) da seguinte forma

a+2' 1 "1 '11 1'0 0 -~ 0/0 0 0
77777 - -7~ -"—-"-"\--~"-"-"-">-"-""-""\°9r~--~"—-—"=—"="="-"="-"="-""~""7¥r-"=-"=-=-—"=—="=—=7="-
1 'a+2' 1 100 0'1 1 -~ 110 0 0
1 1 142100 - 0100 - 011 1 1
,,,,, - — _ 1 _ _ _ - _ _ _ - ____L_________
1 v 0 + 0 110 0,0 0 --- 0,0 0 0

| | | | |
1 "0 "o '01 0'0 0 -~ 0'0 0 0

l l l l : l

| | | | |
1 + 0 + 0 100 1100 - 0100 - 0
,,,,, l— — — — 1 - - ol L
L*(Ho(a)=1 0o | 1 | 0 10 0 0/1 0 -«- 0100 --- 0

| | | | |
0 ' 1 ' 0 '00 0'0 1 --- 000 0

l l l l l

| | | | |
0+ 1 1+ 0 100 -~ 0:00 1.0 0 --- 0
77777 T
0O , 0 , 1 ,00 0,0 0 0,1 0 --- 0

| | | | |
0 "0 ' 1 '00 0'0 0 0'0 1 0

l l l l l

| | | | |
0 . 0 1 00 - 0,00 -+ 0,00 1|

Essa é uma particao equilibrada donde, pela Proposicao 2.13, o espectro

de Lt (Hy(a)) contém o espectro da seguinte matriz

a—+ 2 1 1 a 0 0
1 a2 1 0 a 0
1 1 a+2 0 0 a
B(Hy(a)) =
1 0 0 1 00
0 1 0 010
0 0 1 0 01

O polinémio caracteristico de B(Hy(a)) pode ser facilmente calculado

e é dado por
go(z) = (2* = (a+ 2)z + 1)2 (2 = (a+5)z +4).
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Note que 1 nédo é raiz deste polindémio, donde go(x) determina exa-
tamente os seis autovalores de LT(Hy(a)) distintos de 1. Portanto o polinomio

caracteristico de L™ (Hp(a)) é dado por
ho(z) = (. —1)"° (2° — (a + 2)z + 1)2 (2% — (a+5)z+4),

ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de Hy(a) é dado por

{(3a3) a+5—+vVa*>+10a+9 a+5++Va*+10a+9
1 , A1 = 9 y

, g =

5 _

2 2 - 2

(2) (2)
b® _ <a+2—\/a2+4a> b2 _ <a+2+\/a2+4a>
1 )

E facil ver que ai, by < 2 e ag,by > 2. Entao, pela Proposicao 2.22 e

lembrando que a = "T_?’ obtemos

LE*(Hy(a)) = 2-(ap+2by) —2-3-2

= a+5+vVa2+10a+9+2a+4+2vVa2+4a—12

1
= n—6+§ Vn2 + 24n 4+ 2vV/n2? + 6n — 27| .

Para o caso da energia laplaciana, pelo fato das contas serem muito
parecidas, faremos algo um pouco mais direto. Pela Proposicao 2.14, temos que 1
¢ um autovalor laplaciano de Hy(a) com multiplicidade 3a —3 = n — 6. Agora,
note que o que diferencia a matriz L(Hy(a)) da matriz LT (Hy(a)) é que, fora da
diagonal, onde tinhamos 1, agora teremos —1. Podemos ainda utilizar a Proposi¢ao

2.13, obtendo, neste caso, uma matriz reduzida na seguinte forma.

a+2 -1 -1 —-a 0 0
-1 a+2 -1 0 —a O

—1 -1 a+2 0 0 —a
Br(Ho(a)) =

-1 0 0 1 0 0

0 —1 0 0 1 0

0 0 —1 0 0 1
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O polinémio caracteristico de Br(Hy(a)) é dado por
gor(x) =z(z—a—1) (2" — (a+4)z + 3)2 .
Note que 1 nao é raiz deste polinomio, donde go (x) determina exata-

mente os seis autovalores de L(Hy(a)) distintos de 1. Portanto o polinémio carac-

teristico de L(Hy(a)) é dado por
hor(z) =x(z—1)"*(z—a—1) (2" — (a+4)z + 3)2 ,

ou seja, o espectro laplaciano de Hy(a) é dado por

)
@ <a+4—\/a2+8a+4) o <a+4+\/a2+8a+4

0,143 ¢ +1,a}? = 5 5 = 5

E facil ver que a+12>2 a; <2eay > 2. Entao, pela Proposicao 2.22

e lembrando que a = ”T"O’ obtemos

LE(Hy(a)) = 2-(a+1+2a3)—2-3-2
= 20a+2+2a+8+2vVa?2+8a+4—12

dn—18 2
_ ”3 +3 n? + 18n — 27.

]

Nos dois lemas a seguir, vamos estimar as energias laplaciana e lapla-

ciana sem sinal dos grafos Hi(a) e Hs(a).

Lema 3.8. Seja n > 13 um inteiro tal que n = 1(mod3), ou seja, existe um inteiro
a > 3 tal que n = 3a + 4. Entao, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do
grafo Hy(a) = Hy (”7_4) satisfazem, respectivamente

90

on—8 1 18
LE(H —vVn?+416n — 44 — 3.7
on—2 1 30 126
LET(H —vVn?+4n —32 — . .
(Hq(a)) > 3 +3vn—|— n—3 n—4+(n—4)2 (3.8)
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Demonstra¢ao. Vamos estimar primeiramente a energia laplaciana sem sinal de
Hi(a), calculando os autovalores laplacianos sem sinal de H;(a) de modo anélogo
ao que foi feito no Lema 3.7. Pela Proposicao 2.14, temos que 1 é um autovalor
laplaciano sem sinal de H;(a) com multiplicidade 3a — 2 = n — 6. Agora, note que

podemos escrever e particionar a matriz L™ (H;(a)) da seguinte forma

11 1'0 0 -~ 0/0 0 0
77777 - -7~ -"—-"-"\--~"-"-"-">-"-""-""\°9r~--~"—-—"=—"="="-"="-"="-""~""7¥r-"=-"=-=-—"=—="=—=7="-
1 'a+2' 1 100 0'1 1 - 110 0 0
1 1 1a42:0 0 010 0 -~ 011 1 1
,,,,, - — _ 1 _ _ _ - _ _ _ - ____L_________
1 v 0 1+ 0 110 - 0,00 --- 0,00 0

| | | | |
1 ' 0o ' 0 '01--0'00--0'00 0

l l l l S

| | | | |
1 70 + 0 100 1:0 0 - 010 0 -+ 0
,,,,, e O
L*(Hi(@)=| 0o | 1 , 0 100 011 0 0100 --- 0

| | | | |
0 ' 1 !0 '00 0'0 1 0'0 0 -~- 0

l l l l l

| | | | |
0+ 1 1+ 0 100 -~ 0:00 1,0 0 --- 0
77777 e
o , 0 , 1 ,00 0,0 0 0,10 --- 0

| | | | |
0 "0 ' 1 '00 0'0 0 00 1 0

l l l l l

| | | | |
0 . 0 1 00 - 0,00 -+ 0,00 1|

Essa é uma particao equilibrada donde, pela Proposicao 2.13, o espectro

de LT (Hy(a)) contém o espectro da seguinte matriz

a+3 1 1 a+1 0 0
1 a-+2 1 0 a 0
1 1 a—+2 0 0 a
B(H,(a)) =
1 0 0 1 00
0 1 0 0 10
0 0 1 0 01

20



O polinémio caracteristico de B(H;(a)) pode ser facilmente calculado

e é dado por
gi(z) = (x2 —(a+2)x+ 1) - fi(z),
onde fi(z) = 2* — (2a + 8) 2® + (a® + 8a + 19) 22 — (5a + 16) = + 4.

Note que 1 ndo é raiz deste polinomio, donde g;(x) determina exa-
tamente os seis autovalores de L(H;(a)) distintos de 1. Portanto o polinémio

caracteristico de L™ (H;(a)) é dado por
h(z)=(z—-1)""° (2> (a+2)z+1) - fi(z),

ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de Hy(a) é dado por

{ (a_2) a+2— a2+ 4a a+2+Va+ da }
1 ,C1 = y L1, T2, T3, T4

2 ) 2= 2

onde z1 > z9 > 3 > x4 sdo as raizes de fi(z).

Vamos agora obter cotas para os autovalores xq,x2,x3 € x4 a fim de

aproximar melhor o valor para a energia laplaciana sem sinal de Hy(a). Se a > 3,

temos que
fl(O) = 4>0,
1 8a® —17a*> +8a —1
N1 <—> = 2= a4—|— ¢ <0,
a a
f (4 7> 43a” —111a% — 512a® 4 2699 a* — 5810 a® + 7448 a® — 5488 a + 2401
L\o 7 2 - 8
a a a

Isso significa que existem uma raiz ou trés raizes de fi(z) no intervalo

(O, l) e também, existem uma raiz ou trés raizes de fi(z) no intervalo (l, 4_ 12)
a a’ a a

Afirmagao: Existe somente uma raiz de fi(z) em cada um dos intervalos (0, é) e

14 7 g A vt . 1
(E? i a—g) De fato, se existissem trés raizes de fi(x) no intervalo (O, 5)7 Ty, T3 €
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Zo, entao, necessariamente x; € (%, % - a%), o que contradiz a propriedade da soma
das raizes de fi(z). Também terfamos uma contradigao se existissem trés raizes de

f1(z) no intervalo (%73 _ a%)

Entao

1
O<xy<— e - <x3< - = .
a a a a

Vejamos agora quais sao as condicoes sobre x; e x3. Se a > 3, temos

que

fila) = 14a®> —16a+4 >0,

fi(3a) = 36a*—144a® +156a® —48a +4 > 0,

donde, concluimos que: ou nao existe nenhuma raiz de fi(x) no intervalo (a, 3a) ou

existem duas raizes de fi(z) no intervalo (a, 3a).

Afirmacgao: Existem duas raizes, z; e x5, de fi(z) no intervalo (a,3a). De fato,
suponha por absurdo que nao existe nenhuma raiz de fi(z) entre a e 3a, donde,
ou r1,ry < a ou xy,rs > 3a. Mas em qualquer um desses casos chegamos a uma

contradi¢ao com a propriedade da soma das raizes de fi(x).

Agora, utilizando as cotas obtidas no passo anterior e lembrando que

2a + 8 = x1 + T2 + x3 + x4, obtemos

10 14
x1+x2—x3—x4:2a+8—2'(x3+x4)>2a+8———i——2.
a a

Note que ¢; = > 2, e pelas cotas

a+2—+Va?+4a < 2e Cy = a+2+va?+4a
2 2

obtidas anteriormente temos que z1,xy > 2 e z3, x4 < 2. Logo, a energia laplaciana
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sem sinal de Hy(a) é dada por
LET(H(a)) = Xn:|qi(H1(a))—2|
i=1
= (n—06)-[1-2[+2—c1+c—24+21 — 242 —24+2—23+2 — 24
= n—06+c—c+T1+Ty— 23— 24

10 14
> n—6+va+4a+2a+8——+—
a a

3 3 n—4  (n—4)2
O processo para o calculo da energia laplaciana é basicamente o mesmo,
por isso o faremos de modo mais resumido. Pela Proposicao 2.14, temos que 1 é
um autovalor laplaciano de Hj(a) com multiplicidade 3a — 2 = n — 6. Agora, o
que diferencia a matriz L(H;(a)) da matriz Lt (H;(a)) é que, fora da diagonal, onde
tinhamos o valor 1, agora teremos —1. Podemos ainda utilizar a Proposicao 2.13,

obtendo, neste caso, uma matriz reduzida da seguinte forma

a+3 -1 -1 —a-1 0 0
-1 a+2 -1 0 —a 0
—1 -1 a+2 0 0 —a
Br(Hi(a)) =
—1 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 1

O polindmio caracteristico de By (Hy(a)) pode ser facilmente calculado

e é dado por
go(®) = x(@* - (a+4)x+3)- fio(z),
onde fi1(z) =2 — (2a + 6)a® 4+ (a® 4+ 6a + 9)z — 3a — 4.

Note que 1 nao ¢ raiz deste polinomio, donde g, (x) determina exata-

mente os seis autovalores de L(H;(a)) distintos de 1. Portanto o polinémio carac-
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teristico de L(H;(a)) é dado por
hip(z) =2 (x—1)""% (2* — (a+4)x +3) - fi.r(2),

ou seja, o espectro laplaciano de H;(a) é dado por

4 —+/a%+8 4 4++Va2+8 4
{071(3a_2)761:a+ @ roax , C :a+ TV Etat , L1, T2, 1’3},

9 2 2

onde z1 > x5 > 3 sao as raizes de f 1(z).

Analogamente aos cédlculos realizados para o caso da laplaciana sem

sinal, temos que, se a > 3, entao

5
O<l‘3<———2 e T1>Ty>a.
a a
Agora, utilizando essas cotas e lembrando que 2a + 6 = x1 + x5 + 3,
obtemos

6 10
x1+x2—x3:2a+6—2x3>2a—|—6——+—2.
a a

a+4—+va?+8a+4 __ a+4+Va’+8a+4
— s <2ecy= — s

Note que ¢; = > 2, e pelas cotas

obtidas acima temos que x1, x5 > 2 e x3 < 2. Logo, a energia laplaciana de H;(a) é

dada por

LE(Hi(a)) = ) |u(Hi(a)) —2|
i=1
= n—6)-1=-2|4+24+2—c14+c2—2421—2+x9—2+2— 13

= n—6+02—01+x1+x2—3:3

6 10
> n—6++Vva®+8u+4+2a+6——+
a

a?

Sn—8 1 18 90
- S VnZ + 16n — 44— .
3 Tgvmion n—d " (n_4y
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Vale destacar aqui que o resultado nao ¢ valido para n = 10 no caso da
energia laplaciana sem sinal, uma vez que a energia laplaciana sem sinal do grafo

H,(2) é igual a 17,81 e a cota a direta em (3.8) ¢ igual a 17, 96.

Lema 3.9. Seja n > 14 um inteiro tal que n = 2(mod3), ou seja, existe um inteiro
a > 3 tal que n = 3a + 5. Entao, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do

grafo Hy(a) = Hy (”T_‘:’) satisfazem, respectivamente

on—10 1 18 90
LE(H. —vn?2+20n — 8 — 3.9
(Hy(a)) > 3 —|—3\/n+ n n—5+(n—5)2’ (3.9)

Sn—4 1 30 126
LE*(Hy(a)) > S Vn? 4 8n— 20— . 3.10
(Ha(a)) > ——+ 3 vn*+8n n—5 (n—5)y (3.10)

Demonstracao. A demonstracao deste lema é andloga a do lema anterior. Para
estimar a energia laplaciana sem sinal de Hs(a), vamos calcular os autovalores da
matriz laplaciana sem sinal de Hy(a), L™ (Hy(a)). Neste caso, a matriz LT (Hy(a)),

pela Proposicao 2.13, contém o espectro da seguinte matriz

a+3 1 1 a+1 0 0
1 a—+3 1 0 a+1 0
1 1 a-+2 0 0 a
B(Hy(a)) =
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

O polinémio caracteristico de B(Hz(a)) pode ser facilmente calculado

e é dado por
go(z) = (Iz —(a+3)x+ 1) - fa(z),
onde fo(z) =2t — (2a + 8) 2® + (a® + 8a + 18) 2? — (ha + 15) z + 4.

Pela Proposicao 2.14, temos que 1 é um autovalor laplaciano sem sinal

de Hy(a) com multiplicidade 3a—1 = n—6. Além disso, 1 ndo é raiz de go(z), donde
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este polinomio determina exatamente os seis autovalores de L™ (Hz(a)) distintos de

1. Portanto o polinémio caracteristico de L*(Hy(a)) é dado por
ha() = (2 — 170 (22 = (a+3) 5+ 1) - ful),

ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de Hs(a) é dado por

{1(3a1)d at3-V@T6aT5 . a+3+VET6at5

y 1 = 7d2— 9

9 y Y, Y2, Y3, y4}7

onde y; > Yo > ys > y, sa0 as raizes de fo(x).

Vamos agora obter cotas para os autovalores y1, y2, y3 € y4 a fim de

aproximar melhor o valor para a energia laplaciana sem sinal de Hs(a). Se a > 3,

temos que
fQ(O) = 4>0,
1 7a® —16a®> +8a—1
J2 <—> = = a4—|— ¢ <0,
a a
f (4 7 47a" — 134a% — 456 a® + 2650 a* — 5810 a® + 7448 a® — 5488 a + 2401
2\, 2 - 8
a a a

Analogamente ao argumentado no lema anterior, temos que

1 1 4 7
O<ys<— e - <ys<-——.
a a a a

Se a > 3, temos que

f2(a) = 13a* —15a+4 >0,

f2(3a) = 36a*—144a® 4+ 147a®> —45a+4 > 0,
e utilizando o mesmo argumento do lema anterior, obtemos que

Y1,Y2 € (CL, 3(1)
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Agora, utilizando as cotas obtidas no passo anterior e lembrando que

2a + 8 = y1 + Y2 + Y3 + y4, obtemos

10 14
y1+y2—y3—y4=2a+8—2-(y3+y4)>2a+8—;+¥.

Note que d; = ¢3=va t6ats V‘52+6a+5 < 2 e dy = w3t vaTibats “;2+6“+5 > 2, e pelas cotas

obtidas anteriormente temos que y1,y2 > 2 e y3,ys < 2. Logo, a energia laplaciana

sem sinal de Hy(a) é dada por

LE"(Hy(a)) = Z‘%(H2(a))_2|
=1
= (n—6)~|1—2\—|—2—d1—|—d2—2+y1—2+y2—2—|—2—y3—|—2—y4
= n—06+dy—di+y1+Y2—Ys—ya

10 14
> n—6+va®+6a+5+2a+8——+—
a a

Sk R o | U

3 3 n—>5  (n—>5)>2
O processo para o célculo da energia laplaciana é basicamente o mesmo,
por isso o faremos de modo mais resumido. Pela Proposicao 2.14, temos que 1 é
um autovalor laplaciano de Hy(a) com multiplicidade 3a — 1 = n — 6. Agora, o
que diferencia a matriz L(Hz(a)) da matriz Lt (Hs(a)) é que, fora da diagonal, onde
tinhamos o valor 1, agora teremos —1. Podemos ainda utilizar a Proposicao 2.13,

obtendo, neste caso, uma matriz reduzida na seguinte forma.

a+3 -1 -1 —a-1 0 0
-1 a+3 -1 0 —a—1 0
-1 -1 a+2 0 0 —a
B (H(a)) =
-1 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 1
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O polinémio caracteristico de Br(Hy(a)) pode ser facilmente calculado

e é dado por
Gr(®) = x(2* = (a+5)x+3) for(z),
onde for(z) =2 — (2a + 6)a® 4+ (a® 4+ 6a + 10)z — 3a — 5.

Note que 1 néo é raiz deste polinomio, donde g, ,(x) determina exata-
mente os seis autovalores de L(Hs(a)) distintos de 1. Portanto o polinémio carac-

teristico de L(Hy(a)) é dado por
hor(z) =2 (x—1)""% (2* — (a+5)x +3) - for(x),

ou seja, o espectro laplaciano de H(a) é dado por

— Va2 +10a + 13 Vva? +1 1
{071(3a1)7d1_ ato a2+ Dat 37 dy = s a2+ Dat 37 Y1, Y2, Y3 ¢

onde y; > Yo > y3 sao as raizes de fo ().

Analogamente aos cédlculos realizados para o caso da laplaciana sem

sinal, temos que, se a > 3, entao

3 5
O<y3<———2 e Y1 >Ys>a.
a a

Agora, utilizando essas cotas e lembrando que 2a + 6 = y; + ys + ys,
obtemos

6 10
yl+y2—y3=2a~|—6—2y3>2a+6—5+§_

) 2
a+d \/a2+10a+13 <2%2e d2 _ a+5+\/a2+10a+13

Note que dy = > 2, e pelas

cotas obtidas anteriormente temos que y;,y2 > 2 e y3 < 2. Logo, a energia laplaciana
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de Hy(a) é dada por

LE(Ha(a)) = ) |mi(Ha(a)) - 2|
=1
= 24+n—6)-1-2|+2-di+do—2+1p1 —2+y—2+2—1y;
= n—06+dy—di+y1+y2— Y3

6 10
> n—6+va®+10a+13+2a+6— -+ —
a a

5n—10 1 18 90
_ —Vn2+20n — 8 — :
3 TzVvmTen n_5 " (n—5)

]

Vale destacar aqui que o resultado nao é valido para n = 11, uma vez
que a energia laplaciana do grafo Hs(2) é igual a 20,03 e a cota a direita em (3.9)
é igual a 20,58 e a energia laplaciana sem sinal de Hy(2) é igual a 19,95 e a cota a

direita em (3.10) é igual a 20, 08.
Vamos agora demonstrar o Teorema 3.5, o qual relembramos abaixo.

Teorema 3.5. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o™ > 9,

entio H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.

Demonstracao. A demonstracao sera dividida em trés casos, dependendo do resto
da divisao de n por 3. Nos trés casos iremos utilizar a seguinte consequéncia da

Série Binomial: se x > 0, entao

1 1
\/1—|—1:>1—i—§x—§:c2. (3.11)

(i) Seja n = 3a + 3, com a > 3. Da relagao (3.11) temos que

24 12 72
1+ =>1+=-=.
n n n
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Também da relacao (3.11), obtemos

14 6 27 S 14 3 18 81 729
n n? n n? 2n3 8nt
3 18
> 1+———, poisn=>12
n o n

Podemos assim estimar as raizes quadradas da expressao (3.6)

1 12 72 1
LES(Hoa) > n—6++ [n-(142-)4on. (14318
3 n n? n

n2
36

= 2n— —
n

Se o™ > 9, temos que

4ot
on— 0 5 9, 200 (3.12)
n n

Assim, pelo Teorema 3.1, se G é um grafo com n = 3a + 3 > 12 vértices e com

ot > 9, entao H, (”773) tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.

(ii) Se n = 3a + 4, com a > 3, vamos usar a relacao (3.11) para estimar a raiz

quadrada da expressao (3.8):

2
Jied (1-8) 5 142 (1-8)- 2 (1-3)
n n n n n n

2 18

- = pois n > 13.
n o on

Utilizando essa cota em (3.8), obtemos

bn—2 n 2 18 30 126
LE*(H > —|14+-=—=) -
(Hi(a)) 3 +3 ( +n n2) n—4+(n—4)2
5 6 30 N 126
= n—— —
n n—4 (n—4)?



Vamos ver sob que condigoes (em termos de o e n) teremos

6 30 126 4o
2n — — — >2n — —. 3.13
(A —— * (n—4)2 — " (3:13)

A inequacao acima é equivalente a seguinte relacao
(20" —18)n* — (160" — 147)n + 320" — 48 > 0, (3.14)
que é uma inequacao do segundo grau em n. Temos alguns casos para analisar,

dependendo do valor de 20" — 18 e de A = 18153 — 20160 .

Primeiramente, A < 0 se, e somente se, ot > 10 e no caso de o > 10,
teremos 207 — 18 > 0, o que implica que a desigualdade (3.14) é vélida. Agora, se

ot =9, a equacao (3.14) se resume a
3n + 240 > 0,
o que é sempre verdade, pois n > 13.
Portanto, se o™ > 9, a relagao (3.13) é vélida, o que significa, usando

o Teorema 3.1, que o grafo H; ("7_4) tem energia laplaciana sem sinal maior do que

qualquer grafo G com n = 3a + 4 > 13 vértices e com o™ > 9.

(iii) Se n = 3a + 5, com a > 3, vamos usar a relacao (3.11) para estimar a raiz

quadrada da expressao (3.10):

(WY L 18 20\ _1(s 20V
n  n? 2\n n? 8\n n?

SR e
4 18

> 1—|————2
n n

Usando essa cota em (3.10), obtemos

m—4 n 4 18 30 126
LE*(H > L
(H2(a)) 3 +3<+n n2> n—5+(n—5)2
5 6 30 L 126
= n—— —
n n-5 (n—>5)2



O procedimento neste caso é exatamente o mesmo que no caso (ii).

Faremos ele resumidamente aqui. Precisamos verificar quando teremos

6 30 126 4ot
2n — — — + >2n — —,
n n—5 (n—25)2 n

o que ¢é equivalente a relacao
(20" —18)n* — (200" — 168)n + 500" — 75 > 0, (3.15)

que também é uma inequacao do segundo grau em n. Analogamente ao realizado
acima, obtemos que se ot > 9 a relagdo (3.15) é valida, o que significa, usando o
Teorema 3.1, que o grafo Hy (”775) tem energia laplaciana sem sinal maior do que

qualquer grafo G com n = 3a + 5 > 14 vértices e com o™ > 9. [

Como no resultado anterior estamos considerando n > 12, nas relacoes
(3.14) e (3.15) nao teremos resultados significativos quando considerarmos o™ < 8.
Esse é o motivo pelo qual provamos o resultado somente para os casos em que

ot >0.

A demonstracao do Teorema 3.6 é analoga a do Teorema 3.5, por isso

a faremos de modo mais direto.

Teorema 3.6. Seja G um grafo conexo uniciclico de ordem n > 12. Se o > 9,

entao H(n) tem energia laplaciana maior do que G.

Demonstracao. Como na demonstracao do Teorema 3.5, aqui também dividiremos
a prova em trés casos, dependendo do resto da divisao de n por 3. Nos trés casos

iremos utilizar a mesma consequéncia da Série Binomial utilizada anteriormente: a

relacao (3.11).
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(i) Se n = 3a + 3, com a > 3, vamos usar a relagdo (3.11) para estimar a raiz

quadrada da expressao (3.5):

18 27 9 54 243 729

A SO It
+ n  n? +n n2+2n3 8n4

54 )
> 1+———, poisn=>12
n o n

Usando este resultado em (3.5), obtemos

4n —18 2 9 54
LE (Hy(a)) > - +—”<1+———>

3 3 n  n?
= 2n—§.
n
Se 0 > 9, temos que
36 4
R (3.16)
n n

Assim, pelo Teorema 3.2, se G é um grafo com n = 3a + 3 > 12 vértices e com

o >9, entao H (”T_?’) tem energia laplaciana maior do que G.

(ii) Se n = 3a 4+ 4, com a > 3, vamos usar a relacao (3.11) para estimar a raiz

quadrada da expressao (3.7):

4 11 8 b4 176 242
1+—(4—-— > 1+———2+—3——4
n n n n n n
8

54
> 1+———, poisn=>13.
n o n

Usando este resultado em (3.7), obtemos

MmM—8 n 8 b4 18 90
LE(H D222
(Hi(a)) > 3 +3 ( +n n2> n—4+(n—4)2
18 18 90

= - — — .
— n—4+(n—4)2

Vamos ver sob que condigoes (sob o e n) teremos

18 18 90 4
Mm— — — + > — —. (3.17)

n n—4 (n—4) n
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A inequacao acima é equivalente a seguinte relagao
(20 — 18)n? — (160 — 153)n + 320 — 144 > 0, (3.18)

que é uma inequacao do segundo grau em n. Temos alguns casos para analisar,

dependendo do valor de 20 — 18 e de A = 13041 — 14400.

Analogamente ao realizado na demonstragao do teorema anterior, va-
mos analisar os possiveis sinais de 20 — 18 e A. Primeiramente, A < 0 se, e somente
se, 0 > 10 e nesse caso teremos 20 — 18 > 0, o que implica que a relagao (3.18) é

verdadeira. Agora, se 0 =9, a equagao (3.18) se resume a
9n + 144 > 0,
o que é sempre verdade, pois n > 13.
Portanto, se o > 9, a relagao (3.17) é vélida, o que significa, usando o

Teorema 3.2, que o grafo H; ( ) tem energia laplaciana maior do que qualquer

grafo G com n = 3a + 4 > 13 vértices e com o > 9.

(iii) Se n = 3a + 5, com a > 3, vamos usar a relacao (3.11) para estimar a raiz

quadrada da expressao (3.9):

4 2 10 54 40 8
1+—[5—— > 1+———2+—3——4
n n n n n n

10 54
> 1+ ———, poisn>14
n on
Utilizando essa cota em (3.9), obtemos
on — 10 n 18 90
LE (H > = — == | -
(Ha(a)) 3( ) n—5+(n—5)2

= - — - .
— n—5+(n—5)2

O procedimento neste caso é exatamente o mesmo que no caso (ii).

Faremos ele resumidamente aqui. Precisamos verificar quando teremos

18 18 90 do
2n — — — + >2n— —,
n n—5 (n—25)32 n
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o que ¢ equivalente a relagao
(20 — 18)n? — (200 — 180)n + 500 — 225 > 0, (3.19)

que também é uma inequacao do segundo grau em n. Obtemos que, se ¢ > 9, a
relagao (3.19) é valida, o que significa, usando o Teorema 3.1, que o grafo Hy (”775)
tem energia laplaciana maior do que qualquer grafo G com n = 3a+5 > 14 vértices

ecom o > 9. ]

Da mesma forma que no caso da laplaciana sem sinal, no resultado
anterior nao teremos resultados significativos nas relagoes (3.14) e (3.15) quando
considerarmos ¢ < 8, uma vez que n > 12. Esse é o motivo pelo qual provamos o

resultado somente para os casos em que o > 9.

Veremos agora algumas condigoes suficientes para que um grafo uniciclico
G satisfaga 0™ > 9 e 0 > 9. Vejamos primeiramente uma definigdo que nos seré

util.

Figura 3.3: Grafo com 6 arvores pendentes

Se G é um grafo uniciclico, chamamos de drvore pendente uma das
arvores da floresta obtida pela remocao de todos os vértices do ciclo de G. O grafo
na Figura 3.3 tem seis arvores pendentes: duas delas sao adjacentes ao mesmo
vértice do ciclo, uma com 4 vértices e outra com 5 vértices; dois vértices isolados
que também eram adjacentes ao mesmo vértice do ciclo; e outras duas restantes,
uma com 4 vértices e outra com 2. Note que as arestas pendentes do ciclo de G sao

arvores pendentes formadas por um tnico vértice.
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O proéximo resultado é consequéncia da Proposicao 2.12.

Proposicao 3.10. Seja G um grafo uniciclico com cintura g e com t drvores pen-
dentes. Parai=1,...,t, denote por T; as drvores pendentes e por d(T;) o diametro
de cada drvore. Entao

ot,o> LgJ + Zt: {@J . (3.20)

=1

Demonstracao. Removendo todas as arestas que ligam os vértices do ciclo de G
as arvores pendentes de GG, obtemos um subgrafo formado pela uniao disjunta das
arvores pendentes T; e do ciclo de G. Lembrando que o comprimento do maior
caminho contido em uma arvore ¢ igual ao diametro da arvore acrescido de uma
unidade, podemos aplicar a Proposigao 2.12, no caso da laplaciana sem sinal (para
oT) e no caso da laplaciana (para o), a cada uma das arvores T;, obtendo dessa

t
7 , ,ooe d(T;)+1 . .
forma que o nimero ¢ é no minimo ) Lﬁj Podemos obter ainda mais um

2
i=1
caminho contido em G (além dos que ja estao contidos em cada uma das &rvores
T;), de comprimento igual a g, pela remocao de uma aresta do ciclo de G (maior

caminho contido no ciclo), concluindo assim o resultado. ]

Esse resultado nos fornece uma caracterizacao bem interessante dos

T e 0, uma vez que, quanto maior é o diametro das drvores pendentes T}

nimeros o
ou quanto maior é a cintura g, maior serao os numeros o' e o. Portanto, para que
tenhamos ot > 9 ou o > 9, é suficiente que o grafo G contenha, por exemplo, uma
arvore pendente de diametro maior ou igual a 17 ou contenha um ciclo de cintura
maior ou igual a 18. Note que os vértices pendentes do ciclo de G nao contribuem

para aumentar o valor de o, uma vez que o diametro d(7;) dessas drvores pendentes

é zero.

Exemplo 3.11. Aplicando a Proposicao 3.10 ao grafo da Figura 3.3, obtemos nesse

caso,

o [ 2 ) -
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onde as parcelas entre parénteses representam o diametro de cada uma das 6 drvores

pendentes do grafo dado.

FEsse é um exemplo de grafo que possui energia laplaciana (respectiva-
mente, laplaciana sem sinal) menor ou igual a energia laplaciana (respectivamente,
laplaciana sem sinal) do grafo H(24), uma vez que tal grafo se encaiza na hipdtese

do Teorema 3.6 (respectivamente, Teorema 3.5).

Note que, em alguns casos, essa nao ¢ a melhor maneira de desconectar o
grafo G se estamos interessados em obter um valor maior de o (ou ™). A proposigao
anterior separa o grafo uniciclico em 7; drvores mais o ciclo de GG, para entao aplicar
a Proposicao 2.12 a cada uma dessas partes. No exemplo a seguir vemos que esta
nao é a melhor maneira de desconectar o grafo dado, pois existe uma separacao que
nos fornece um valor maior para a cota do nimero o (e o%). De qualquer forma,
a Proposicao 3.10 nos fornece uma caracterizacao geral, enquanto grafos como o do

exemplo abaixo precisam ser analisados caso a caso.

Exemplo 3.12. Considere o grafo dado pela Figura 3.4. Pela Proposicio 3.10

obtemos a sequinte cota para os nimeros o e o

ez [ (5[5 [ ) -

onde as parcelas entre parénteses representam o diametro de cada uma das 4 drvores

pendentes do grafo dado.

No entanto, se removermos as arestas {ve,vs}, {vs,vs} € {ve, v7}, obte-
mos trés componentes de diametro 7, 5 e 8. Aplicando a Proposicdo 2.12 a cada uma
dessas componentes, obtemos o,0ct > 9. Entao, utilizando a Proposi¢ao 3.10, nao
consequiriamos concluir que o grafo dado tem energia laplaciana (respectivamente,
laplaciana sem sinal) menor do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaci-
ana sem sinal) do grafo H(19). Mas utilizando outro artificio é possivel concluir

que tal grafo tem energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) menor
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Figura 3.4: Grafo G' com cintura g = 7 e 4 arvores pendentes

do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) de H(19), tudo

isso baseado no Teorema 3.6 (respectivamente, Teorema 3.5).
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4 GRAFOS THRESHOLD

Neste capitulo, trabalharemos com a classe de grafos threshold. Exis-
tem diversas maneiras equivalentes de se definir um grafo threshold, por isso usare-
mos aqui a mais conveniente para os nossos propdsitos e faremos algumas observagoes
em relacao as outras caracterizagoes. Posteriormente as formalidades iniciais, vere-
mos alguns resultados nos quais trazemos propriedades dos autovalores laplacianos
sem sinal dos grafos threshold. Esses grafos serao utilizados no intuito de provar a
conjectura a seguir, a qual formulamos durante o nosso estudo.

Conjectura 4.1. O grafo de ordem n com maior energia laplaciana sem sinal € um

2n—1
3

grafo split completo formado por um conjunto independente de { ] vértices e por

uma clique de VLTHJ vértices.

Essa conjectura foi confirmada computacionalmente na classe dos gra-
fos threshold com n < 31 vértices. Na secao 4.2 provaremos que a conjectura é

verdadeira na classe dos grafos split completos com n vértices.

Posteriormente, na secao 4.3, determinaremos algumas classes de grafos
cuja energia laplaciana sem sinal é menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do
grafo candidato (grafo split completo citado na Conjectura 4.1). Em particular, pro-
varemos que todas as arvores, todos os grafos uniciclicos e todos os grafos biciclicos
com n vértices tém energia laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana
sem sinal do grafo candidato. Provaremos também condigoes sobre o valor de ¢ para
que o grafo c-ciclico com n vértices tenha energia laplaciana sem sinal menor ou
igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Além disso, encontramos
também algumas condicoes envolvendo o ntiimero de arestas e o nimero de autova-
lores laplacianos sem sinal menores ou iguais ao grau médio de modo que o grafo

em questao satisfaca a conjectura.

Os resultados deste capitulo fazem parte de nosso trabalho [45].
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4.1 Definigao e propriedades iniciais

Os grafos threshold foram introduzidos em 1977 por Chvatal e Hae-
mers [8]. Talvez a referéncia mais completa sobre os grafos threshold seja o livro de
Mahadev e Peled [41], onde podem ser encontradas as caracterizacoes apresentadas
aqui, além de outras propriedades dos grafos threshold. Em termos de propriedades
espectrais dos grafos threshold, podemos citar [32, 36, 37, 52]. Uma das caracte-
rizacoes dos grafos threshold é através de sequéncias binarias, a qual adotaremos
como definicao. Essa caracterizacao € ttil pois permite definir o grafo threshold

através de um processo recursivo.

Definicao 4.2. Um grafo G com n vértices € um grafo threshold se ele pode ser
definido através de uma sequéncia bindria da sequinte forma. Dada uma sequéncia
(a;) = aras...a, de 0’s e 1’s, o grafo threshold associado a (a;) é um grafo de
n vértices construido recursivamente, comecando com um grafo vazio, e para cada

1 =1,...,n, uma das sequintes operacoes € realizada

e adicao de um vértice isolado, caso a; = 0;

e adigao de um vértice adjacente a todos os vértices anteriores (ou seja,

um vértice dominante), caso a; = 1.

E importante fazer a seguinte observacao: nao existe diferenca na cons-
trugao do grafo threshold se considerarmos a; igual a 0 ou 1, mas, para simplificar
a notagao futura, consideraremos a; = as (embora a maioria das referéncias utilize
a; = 0). Além disso, note que, se a, = 1, o grafo considerado serd conexo, e se
a, = 0 o grafo serd desconexo, A Figura 4.1 representa um grafo threshold cuja

sequéncia bindria é (a;) = 110011.

Outro fato interessante é que, com a hipétese de que a; = as, dois grafos

threshold sao isomorfos se, e somente se, eles sao codificados pela mesma sequéncia.
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Figura 4.1: Grafo threshold com sequéncia (a;) = 110011

Um grafo threshold pode também ser representado através de uma es-

trutura de blocos da seguinte maneira: (b;") := b* ... b onde cada by € {0,1} e
sr € N representa o nimero de repeticoes do digito by, para k = 1,...,r. Além
disso, a sequéncia by é alternante, isto é, by + by = 1, para k =1,...,r—1, ¢

todos os vértices construidos pelo digito do bloco k£ possuem o mesmo grau, que
denotaremos por pi. Por exemplo, a sequéncia bindria 00111011 pode ser escrita

como 0?130*1? com grau dos blocos p; =5, po =6, ps=2ep, = 7.

Veremos a seguir um resultado que nos permite determinar diretamente
uma grande quantidade de autovalores laplacianos sem sinal de um grafo threshold
através das repeticoes dos digitos 0 ou 1 na sequéncia binaria. E possivel determinar
n —r autovalores laplacianos sem sinal de um grafo threshold cuja sequéncia binaria

¢ dada no modo b7* ... b5".

Teorema 4.3. [24] Seja G um grafo threshold com n vértices, com sequéncia bindria
em blocos dada por b* ...b3 e com graus dos blocos iguais a pg, com k =1,...,7.
Para k € {1,...,7r}, pr—0bx € autovalor laplaciano sem sinal de G com multiplicidade

pelo menos s, — 1.
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Além disso, ainda conforme Fritscher e Trevisan [24], os outros r auto-

valores laplacianos sem sinal de GG sao os autovalores da matriz

p1+bi(sy —1)

52\/8182

bgw/8182

P2 + bQ(SQ — 1)

bgw/5183
bgw /S9S3

p3 + bs(s3 — 1)

by+/S15,
by+/S25,

b3\/81$3 b3,/8283

b,+/S35,

br\/ S15r br\/ 525y br\/ 538y DPr + br(sr - ]-)

Esses resultados sé fazem sentido no caso em que pelo menos um dos
blocos da sequéncia binaria de G tem tamanho maior ou igual a 2, ou seja, s; > 2,
para algum i € {1,2,...,r}. De fato, se s = s = -+ = s, = 1, entdor = n e
o Teorema 4.3 nao determina nenhum autovalor laplaciano sem sinal de G. Além

disso, neste caso a matriz em (4.1) é L*(G).

Exemplo 4.4. Considere o grafo threshold G dado pela sequéncia bindria 021301.
Vamos identificar os elementos necessdrios para determinar os autovalores laplaci-
anos sem sinal que sao dados pelo Teorema 4.3 e construir a matriz (4.1). Temos

quer =4 e

51:0, b2:1, b3:06b4:1,
s51=2, s9=3, s3=1 e s4=1,
pr=4, pp=5 ps=1 ¢ py=0.

Pelo Teorema 4.3, p1 — by = 4 € autovalor laplaciano sem sinal de G
com multiplicidade pelo menos sy —1 =1 e py — by = 4 € autovalor laplaciano sem
sinal de G com multiplicidade pelo menos s — 1 = 2. Para os outros dois blocos,
nao temos autovalores determinados pelo Teorema 4.3, pois s3 = s, = 1. Portanto,

4 € autovalor laplaciano sem sinal de G com multiplicidade 3 e os outros autovalores
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laplacianos sem sinal de G sdo os autovalores da matriz

44 02-1) 1v2-3 0v2-1 1v2-1
V23 5+13-1) 0/3-1 V31
0v2-1 0v3-1 140(1-1) 1V1-1
1v2-1 V31 W11 6+1(1-1)

o
SICIR-
—_ = O O
° = &
wl DN

N

4.2 A energia laplaciana sem sinal do grafo split completo

Nesta secao, iremos calcular a energia laplaciana sem sinal dos grafos
split completos e provaremos qual é o grafo split completo com a maior energia
laplaciana sem sinal. A principal razao para estarmos estudando tal classe de grafos
é que conjecturamos que o grafo candidato a ter maior energia laplaciana sem sinal

dentre todos os grafos com n vértices pertence a essa classe.

Conforme experimentos computacionais realizados com a ajuda do Pro-
fessor Joao Batista Carvalho, foi constatado que, na classe dos grafos threshold, é
um grafo split completo que possui a maior energia laplaciana sem sinal para to-
dos os valores de n < 31. Os experimentos envolveram o cédlculo do espectro dos
grafos threshold, conseguindo dessa forma calcular as energias laplaciana sem sinal
dos grafos com determinado niimero de vértices. Posteriormente, realizou-se a com-
paracao entre todos esses valores para encontrar qual era o grafo threshold com a
maior energia laplaciana sem sinal. Como o processo se torna extenuante conforme
o numero de vértices aumenta, tais experimentos nao puderam ser estendidos para

valores maiores de n.

Conforme definimos no Capitulo 2, um grafo G com n > 2 vértices é
split completo se G é formado por um conjunto independente de k vértices e uma
clique com n — k vértices, com k € {1,...,n}, onde todos os k vértices do conjunto
independente sao adjacentes aos n — k vértices da clique. Além disso, o grafo split

completo com n > 2 vértices é um grafo threshold com sequéncia binaria dada por
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0%1"~*. Denotaremos tais grafos por G(k), k € {1,...,n}. A Figura 4.2 representa
um grafo G(k).

Figura 4.2: Grafo G(4)

Iremos inicialmente calcular a energia laplaciana sem sinal dos grafos

split completos.

Teorema 4.5. A energia laplaciana sem sinal do grafo split completo G(k) de ordem

n>2 comke{l,...,n}, é€dada por:

\/(n — 2)2 + 4k(n . k) + 2k2—2kn—2k+n27 se k< 1+\/4n+1'

n 2
\/(n — 2)2 n 4k’(n — k’) + 2nk2—2kn—2k3+2k%+2n—n? se k> 1+VAn+1

n ) 2

LE(G(k)) =

Demonstracao. Vamos primeiramente calcular os autovalores laplacianos sem sinal
de G(k). Os vértices correspondentes ao bloco 0¥ tém todos o mesmo grau n—k e os
vértices correspondentes ao bloco 1" tém todos o mesmo grau n— 1. Pelo Teorema
4.3, n —k e n — 2 sdo autovalores laplacianos sem sinal de G(k) com multiplicidades

k—1en—k— 1, respectivamente.

Os outros dois autovalores laplacianos sem sinal sao os autovalores da

matriz (4.1) que, neste caso, é dada por

n—k k(n — k)
k(n—k) 2n—Fk—2

(4.2)
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os quais podem ser facilmente calculados e sao iguais a

3n—2k—2—/(n—2)2+4k(n — k)
2

o= 1i(k) =

C3n—2k—2+/(n—2)2+4k(n — k)
— 5 ,

(Usaremos a notacao [y (k) ou l3(k) quando for necessaria a mencao de que os auto-

lg = lg(k’) .

valores [; e [y sao fungoes de k.)

Vamos agora calcular o grau médio do grafo G(k) e, logo apds, localizar

os autovalores que sao maiores e os que sao menores que o grau médio. Temos que

_ 1 <&

_ %~(k(n—k)+(n—k)(n—1))

n?—n—~kK+k
" )

(4.3)

Se k =1, entao o grafo é G(1) = K, cujo espectro laplaciano sem sinal
é {(n—2)"1 (2n — 2)M}. Neste caso, d = n — 1 e, utilizando a Proposicio 2.22

temos que

LET(G1) = 2-2n—2)—2-(n—1)-1

= 2n— 2.

Consideremos agora o caso em que k > 2. E possivel verificar que
Lh<n—k<ded<l, Japara o autovalor n — 2, temos duas possibilidades:
(i) Se k? < n + k, temos que d > n — 2;
(ii) Se k? > n + k, temos que d < n — 2.
Ou seja, precisamos separar o cdlculo da energia laplaciana sem sinal
de G(k) em dois casos: (i) n—2<de (i) n—2>d.
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(i) Se n — 2 < d, usando a Proposicdo 2.22 e lembrando que d = nlon—kitk o

n
3n—2k—2++/(n—2)2+4k(n—k)

Iy = 5 , obtemos

LEY(G(k)) = 2y —2d
2n? — 2n — 2k + 2k
n

= 3n—2k—2+4+/(n—2)2 +4k(n —k) —

n? 4+ 2k? — 2nk — 2k
- .

= /(n—2)2+4k(n— k) +

Estd provado dessa forma o caso (i). O caso (ii) é provado de modo
analogo, por isso o faremos aqui de modo mais reduzido. Se n — 2 > d, utilizando

agora a Proposicao 2.23, temos

LET(G(k)) = 2kd—2(l, +(k—1)-(n—k))
n?—n—k?>+k

= 2%k —3n+2k+24+/(n—2)2+4k(n — k) +
n

—2nk + 2k + 2n — 2k

onk? — 2kn — 2k3 + 2k% + 2n — n?
- .

= V(n—2)2+4k(n— k) +

[]

Note que, em ambos os casos acima poderiamos ter utilizado tanto a
Proposicao 2.22, quanto a Proposicao 2.23. O resultado obtido seria exatamente o

mesimo.

Agora que ja sabemos qual é a energia laplaciana sem sinal de um grafo

G(k), vamos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Se n < 6, o grafo split completo com n vértices que tem a maior
energia laplaciana sem sinal € o grafo completo K,, = G(1). Sen > 6, o grafo split

completo com n vértices que tem a maior energia laplaciana sem sinal € G ((2"3—_1W )

Vamos inicialmente provar alguns lemas auxiliares a fim de facilitar a

demonstragao do teorema. Como a energia laplaciana sem sinal do grafo G(k) possui
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dois possiveis valores conforme o valor de k, utilizaremos a seguinte notagao

n? + 2k? — 2kn — 2k
n

LEf (k) == +/(n—2)2 +4k(n — k) +

o2nk? — 2kn — 2k + 2k% + 2n — n?
- .

LES (k) :==/(n—2)2 4+ 4k(n — k) +

Lembrando que, nos resultados a seguir, vamos considerar LE; (k) e
LE; (k) como funcoes que assumem valores em todos os nimeros reais maiores ou
iguais a zero, mas na verdade estamos somente interessados nos casos em que k ¢
um numero natural.

3n—2k—2—+/(n—2)2+4k(n—k)

Lema 4.7. O autovalor laplaciano sem sinal l,(k) = 5 de

G(k) € nao-crescente como fungao de k (com 1 <k <n).

Demonstragao. Precisamos ver sob que condigoes teremos I (k—1)—1;(k) > 0. Para

que isso ocorra, devemos ter

24/ (n—22+4k(n—k) > /(n—22+4(k—1)(n—k+1)

0 que é equivalente a

V(n—2)2+4k(n —k)+n—2k+2>0.

Se k = n, temos que a desigualdade acima ¢é valida. Consideremos,

portanto, £ < n — 1. Neste caso, n — k + 2 > 0 e basta provarmos que

V(n—2)2+4k(n—k)—k >0,
mas essa desigualdade é equivalente a
n® —dn+4nk —5k*+4 > 0
que pode ser escrita como
(n—Fk)n—k—4)4+442k(3n—-3k—-2) > 0.
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Agora, note que (n—k)(n—k—4)+4 > 0e 2k(3n—3k—2) > 0, donde
a desigualdade acima ¢é verdadeira para qualquer valor de k < n — 1, provando que

[1(k) é nao-crescente em k. O

Lema 4.8. Sen > 6, a fungio LE] (k) atinge seu mdzimo em k = 1.

Demonstragdo. Primeiramente, plotamos o grafico de LE] (k) para alguns valores
de n e obtemos o comportamento apresentado no grafico da Figura 4.3. Note que,
o valor maximo da fungao LE; (k) realmente parece ocorrer em k = 1. A seguir
confirmaremos tal fato.

198 1
1971
196
1951
194
1931
192+
1914
190

189+

Figura 4.3: Grafico da fungao LE; (k) com n = 100

Para k = 1, o grafo G(1) é o grafo completo K,, com n vértices, o qual
sabemos que satisfaz LE] (K,) = 2n — 2. Agora, se k > 2, precisamos ver sob que

condicoes teremos
LE] (k) <2n—2,

ou seja,

24 9k? — 2kn — 2
\/(7’L—2)2+4k(n—k)+njL k kn k§2n—2.
n
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Fazendo as simplificagbes necessarias, chegamos que a desigualdade

acima ¢é equivalente a desigualdade

Ak(k — 1) (=k* + (2n+ 1)k — n* — 2n) < 0.

Como k > 2, a desigualdade acima ¢ valida se, e somente se,
k* — (2n + 1)k +n® +2n > 0.

A equagao do segundo grau em k a esquerda nao possui raizes reais, donde a desi-

gualdade desejada é sempre verdadeira, para qualquer 2 < k£ < n. O

Para a fungao LF; (k), inicialmente plotamos o seu grafico para alguns
valores de n e obtemos o comportamento apresentado no grafico da Figura 4.4, o
qual plotamos com n = 100. Note que, o valor méximo da funcao LFE; (k) parece
ocorrer para k entre 60 e 70, conforme o que esperamos, uma vez que (2'103&} = 67.

Nos lemas a seguir confirmaremos tal fato.

2500
2000
1500
1000

500+

26 4b 60 86 1A0
Figura 4.4: Grafico da fungdao LE; (k) com n = 100

Lema 4.9. Se n > 6, temos que LES (k) é ndo-decrescente como funcao de k no

2n—1}

intervalo [2, S
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Demonstragdo. Vamos reescrever a férmula para LE; (k) de modo a facilitar as
contas. Olhando para a demonstragao do Teorema 4.5, usaremos uma féormula para
LES (k) na qual nao substitufmos o valor de I;(= l1(k)), a qual é a seguinte

2 K4k
LES (k) = 2k- TP R TN o1 (k) — 20k + 2K% + 20 — 2k
n

—2nly (k) — 23 — dnk + 2k + 2nk? + 2n?
- .

Agora, substituindo k£ por k — 1 na férmula acima obtemos

—2nly(k — 1) — 2k + 8k* — 10k — 8nk + 6n + 2nk* + 2n* + 4
" :

LEf(k—1) =

Para verificar sob que condicoes teremos LE; (k) nao-decrescente, de-
vemos encontrar os valores de k para os quais LE; (k) — LES (k — 1) > 0, ou seja,
devemos encontrar os valores de k para os quais

2n(ly(k — 1) — 1;(k)) — 6k* + 10k + 4nk — 6n — 4
n

> 0.

A desigualdade acima é equivalente a

2n(ly(k — 1) — l1(k)) — 6k* + (4n + 10)k — 6n — 4 > 0.

Pelo Lema 4.7 temos que [(k — 1) — [1(k) > 0, portanto para verificar

quando a desigualdade acima é verdadeira, precisamos verificar quando teremos

—6k* + (4n + 10)k — 6n — 4 > 0. (4.4)

As  raizes da equacao do  segundo grau em Kk,
—6k* + (4n + 10)k — 6n — 4 = 0, sao dadas por

2n+ 54+ +4n?2 — 16n + 1
6 )

k1,2 = (kl < k’z)

Fazendo a andlise de sinais, temos que a inequagao (4.4) é verdadeira
se, e somente se

ky <k < k.

80



2”3’ L provando

E possivel provar que, se n > 5, entao k; < 2 e ky >

2n—1
3

assim, que se k estd entre 2 e , LES (k) é nao-decrescente em k. O

Lema 4.10. Se n > 6, temos que LES (k) € ndo-crescente como fungdo de k no

intervalo [2”3_1 + 2, n}

Demonstracao. Vamos utilizar as mesmas relagoes obtidas no lema anterior e para
verificar sob que condicoes teremos LE; (k) nao-crescente, devemos encontrar os
valores de k para os quais LE (k) — LES (k — 1) < 0, ou seja, devemos encontrar

os valores de k para os quais

2n(ly(k — 1) — 11(k)) — 6k* + 10k + 4nk — 6n — 4 <0

n

A desigualdade acima é equivalente a

2n(ly(k — 1) — 11 (k) — 3) — 6k + (4n + 10)k — 4 < 0. (4.5)

Vamos provar inicialmente que [;(k — 1) — [;(k) — 3 < 0, o que é equi-

valente &

V(n=2)2+4k(n—k) <4+ (n—2)2+4(k—1)(n—k+1).

Elevando ambos os lados ao quadrado e fazendo as devidas simpli-
ficagoes, a desigualdade acima se torna

20k* — (20n + 20)k — 3n® +26n + 9 < 0,

que é uma inequacao do segundo grau em k, a qual é satisfeita se, e somente se,

_ 5n+5—2y10n% —20n — 5 e 5n 4+ 5+ 2v/10n2 — 20n — 5
N 10 10

k’l . = k?g.

Agora, se n > 4 é possivel provar que k; < 1 e ky > n, ou seja, para

qualquer valor de k entre 1 e n teremos Iy (k — 1) — l1(k) — 3 < 0.
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Voltando em (4.5) resta verificar quais sao as condigdes necessarias para

que tenhamos

—6k* + (4n + 10)k — 4 < 0. (4.6)

As rafzes da equacgio do segundo grau em k, —6k% + (4n + 10)k — 4 = 0, sdo

2n+5++/4n?2 +20n+1
6 )

k:3,4 = (k:3 < k4)a

ou seja, a inequagao (4.6) é satisfeita se, e somente se, k < k3 ou k > k4. Mas, é
possivel provar que, para qualquer valor de n, temos k3 < 1 e ky < %j@. Portanto,
se k > 221 + 2 a desigualdade (4.5) ¢ satisfeita, donde LE; (k) ¢ nao-crescente para

esses valores de k. O

Lema 4.11. Se n > 6, a funcio LES (k) atinge seu mdzimo em k = [221].

3
Demonstragao. Pelos Lemas 4.9 e 4.10, o maximo ocorre para algum ponto no in-
tervalo

2n —1 2n —1
_[2n L

1 :
3 3

+3

Aqui, precisamos levar em conta que k assume somente valores inteiros
(0 que nao era levado em conta nos lemas anteriores), e por isso, precisamos adicionar
um ponto acima e um abaixo no intervalo I. Agora, para cada um dos possiveis
valores inteiros no intervalo I, dependendo do valor de n, vamos calcular LE; (k)
e verificar por comparacao qual é o valor maximo. Conforme o valor de n uma, e

somente uma, das trés seguintes possibilidades é satisfeita

(i) 221 ¢ um nimero inteiro;

(i) & é um ndmero inteiro;

(ili) 2% ¢ um nimero inteiro.
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Para cada uma dessas possibilidades precisamos verificar quais sao os
nameros inteiros pertencentes ao intervalo I e, para cada um desses niimeros, cal-
cular o valor de LE; (k). Por fim, resta comparar esses valores e verificar qual é o
maior. Por exemplo, se ocorre (i) acima, os valores inteiros pertencentes ao intervalo
I sao

2n — 1 1 2n —1 271—1+ 2n—1+ 2n—1
3 7 3 3 3

w

294
8n? — 391 — 66 + 9v/17n2 — 20n — 28 + —>

8
8n? — 39n + 42 4+ 9v/17n2 — 32n + 32 + ﬁ)

8
8n% — 39n + 42 + 9V 17n2 — 44n + 20 + —)
mn

h
S
S/ N 7 N 7 N 7N /N
[\
3
+OJ
[\
~
Il
|H
7~ N 7N 7/ N 7/ N

3 27
2 5 100
e (222) = . (8n% — 390 — 66 4+ 9v/17n? — 560 — 64 — —
3 27 n
2 8 1 640
LEF (Z2E2) = (802 — 390 — 282 4+ 9V/ITn? — 681 — 220 — ~—
3 27 n
Comparando esses valores, é possivel verificar que LE;" (2"3—’1) é 0 maior

de todos, se n > 5. Procedendo de modo andlogo para os casos (ii) e (iii) obtemos,
respectivamente, que LE+( ) e LE; (2"; 1) sao maximos, provando assim que

LEY (k) atinge seu méximo em k = [2=1]. O

Agora, combinando os Lemas 4.8 e 4.11 demonstramos facilmente o

Teorema 4.6.

Demonstragao. (Teorema 4.6) Para demonstrar o resultado para n < 6, calculamos
a energia laplaciana sem sinal dos 10 possiveis grafos split completos G(k) com
n < 6 vértices e verificamos que o grafo completo G(1) é o grafo com maior energia

laplaciana sem sinal para cada um dos valores de n.
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Para n > 6, como k = (2"3’ 1-‘ satisfaz k > /antl V;”“, basta provarmos

que LE; (’—%D é maior do que 2n — 2, que é o maior valor que LE] (k) pode

assumir, o que finaliza a demonstracao do resultado. Mas isso pode ser verificado

2n—1 2n .. 2n+l

facilmente, por comparagao direta, nos casos em que ==, = 2= ¢ inteiro. [

4.3 Algumas classes de grafos que satisfazem a conjectura

Nesta se¢ao vamos determinar algumas classes de grafos que tém energia

laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
2n—1
G ([#57])-

Dado um grafo G com n vértices e m arestas, nosso objetivo é de-

terminar sob que condigoes teremos LET(G) < LE* (G ([%-‘)) Para isso, a

nossa estratégia é encontrar uma cota superior “a”para LET(G) e uma cota inferior

“b’para LE™ (G (P”—;q)) e, posteriormente comparar os valores a e b a fim de

verificar quando a < b (veja Figura 4.5).

Figura 4.5: Comparando os valores LE™(G) e LE™ (([%]))

Pela Proposicao 2.23, temos que

LET(G) =2atd —2 Z ;-

¢:<d
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Como a matriz LT é positiva semidefinida, temos que ¢; > 0, para todo ¢ =

1,2,...,n, donde
LE*(G)<2a7d—2) 0=2a"d.
¢:<d

Obtemos dessa forma a cota a = 2a™d.

Na Secao 4.2 provamos que, se n > 6, a energia laplaciana sem sinal

2n—1
3

do grafo G(k), k =1,...,n, ¢ méxima para k = |
dada por

L(k) := LES (k) = \/(n — 2)2 + 4k(n — k) +

] e, neste caso, esta energia ¢é

2nk? — 2kn — 2k3 + 2k% + 2n — n?

n

2n—1 2n

Dado n > 6, note que k = {%W pode ser igual a ==, =
para estes valores, a fungao L(k) definida acima, é dada por
I 2n—1\  8n®4+9ny/17n? — 32n+ 32 — 39n> + 42n + 8
3 B 27n ’
I <2n> 8n? + 9/17n2 — 36n + 36 — 39n + H4
i e
3 27

I (Zn—i- 1) 81 +9nv/17n? — 40n + 32 — 39n® + 5dn + 4
3 B 27n ‘

E facil ver que

2 () 13

e, além disso,

L<2n—1) B 8n3 + 9v/17n2 — 32n + 32n — 39n? 4+ 42n + 8
3 27n
8n3 + 9v/16n2 — 48n + 36n — 39n? 4+ 42n + 8
- 2Tn
8 —3n*—12n+38
N 27n '

Portanto, da relagao (4.7), temos que

3 9.2 _ _
8n 3n 12n + 8 < 2n — 1 < 2n — 1 .
2Tn - 3 - 3
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8n3—3n2—12n+8

Obtemos dessa forma a cota b = o

Portanto, estamos procurando

condicoes sobre a, m e n a fim de que tenhamos

2a+3§ 8n —3n?2—12n + 8
27n

(veja Figura 4.6).

| | | |
[ [ [ [

LEY(G) < 2atd < w < LE* (G((MD)
?

Figura 4.6: Condicdes para verificar se LET(G) < LE™T (G ([252]))

Substituindo d por 22 na relacio acima e isolando at obtemos
o C

8n® —3n? — 12n + 8
< = . 4.9
@ = 108m filn,m) (4.9)

Provamos dessa forma o seguinte resultado.

Teorema 4.12. Seja G um grafo com n > 6 vértices e m arestas, e denote por a+
o numero de autovalores laplacianos sem sinal de G que sao menores ou iguais ao
grau, médio. Se

+ < 8n3 —3n?2 —12n+ 8

a b
- 108m

entao a energia laplaciana sem sinal de G é menor ou igual a energia laplaciana

sem sinal de G ([Q"PTW)

Exemplo 4.13. Os grafos com nimero de vértices n, nimero de arestas m e nimero
de autovalores laplacianos sem sinal menores ou iguais ao grau médio ot dados pela
Tabela 4.1 sdo exemplos de grafos que tém energia laplaciana sem sinal menor ou

igual a energia laplaciana sem sinal de G (P"—B_l-‘)
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Numero de vértices | Numero de arestas at
n =21 m = 50 at <13
n =21 m = 80 at <
n = 40 m = 150 at <31
n = 40 m = 300 at <15
n = 100 m = 1000 at <73
n = 100 m = 1500 at <49
n = 500 m = 20000 at <462
n = 500 m = 30000 at < 308

Tabela 4.1: Parametros n, m e a™ de grafos que tém energia laplaciana sem sinal

menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato

Como a™ < n, se fi(n,m) > n, qualquer grafo com n vértices e m
arestas tera energia laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem

sinal do grafo candidato. Mas, por (4.9), fi(n,m) > n se, e somente se,

8n® —3n2 —12n+8

= 108

Com isso, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.14. Seja G um grafo com n > 6 vértices e m arestas. Se

8n® —3n* —12n+8

m < T08n = fa(n) (4.10)

entao a energia laplaciana sem sinal de G é menor ou igual a energia laplaciana

sem sinal de G (P”?’_W)

Note que, para qualquer grafo G, o nimero de arestas m é no maximo

n(n—1)
2

~ .. , 2
, e a expressao a direita em (4.10) é de ordem 2%, donde o Teorema

igual a o

4.14 implica que uma grande quantidade de grafos tem energia laplaciana sem sinal

menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de G ((%w )
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Exemplo 4.15. Os grafos com nimero de vértices n e niumero de arestas m dados
pela Tabela 4.2 sao exemplos de grafos que tém energia laplaciana sem sinal menor

ou 1gual a energia laplaciana sem sinal de G (’_%-‘ )

Numero de vértices | Numero de arestas

n =20 m < 28

n =30 m < 65

n = 40 m < 117
n="70 m < 360

n = 100 m < 737

n = 200 m < 2957

n = 500 m < 18504

n = 1000 m < 74046

Tabela 4.2: Parametros n e m de grafos que tém energia laplaciana sem sinal menor

ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
4.3.1 Arvores

Pela Proposicao 2.6, temos que a energia laplaciana sem sinal de qual-
quer arvore é igual a energia laplaciana dessa arvore, uma vez que as arvores sao

grafos bipartidos. Portanto, o resultado a seguir é consequéncia direta dos resultados

de [22].

Teorema 4.16. Seja G uma drvore com n vértices. Entao G tem energia laplaciana

sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de G ([%w )

Demonstragao. Fritscher et al. [22] provaram que a estrela S, com n vértices tem
a maior energia laplaciana (por consequéncia, laplaciana sem sinal) dentre todas as

arvores com n vértices. Além disso, a energia laplaciana (sem sinal) de S,, é dada
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por

LE*(S,) = LE(S,) = 2n — 4+ =
n

Comparando esse valor com o lado esquerdo da expressao (4.8), temos

que

3 9.2
2n_4+%§8n 3n 12n + 8
n 2Tn

se, e somente se, n > 6. Para n < 6, o resultado pode ser obtido por comparagao
direta. Isso prova que, dado n, qualquer arvore com n vértices tem energia laplaciana

sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de G ((%W ) O]

4.3.2 Grafos c-ciclicos

Um grafo c-ciclico G com n vértices é um grafo que possui exatamente
n+c—1 arestas, ¢ > 0. Vamos ver agora algumas condicoes sobre ¢ de modo que um
grafo c-ciclico tenha energia laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana

sem sinal do grafo candidato.

Usando o Teorema 4.14, precisamos verificar quando n+c¢—1 < fy(n).

E f4cil obter o seguinte resultado.

Teorema 4.17. Seja G um grafo c-ciclico com n > 6 vértices. Se

3 _111n?
CSSn n® + 96n + 8 (4.11)
108n

entio G tem energia laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem

sinal de G ({MD

3

Exemplo 4.18. Os grafos c-ciclicos com nimero de vértices n e valor de ¢ dados
pela Tabela 4.3 sao exemplos de grafos que tém energia laplaciana sem sinal menor

ou igual a energia laplaciana sem sinal de G (’_%-‘ )
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Numero de vértices | Valor de ¢
n =20 c<9
n =30 c < 36
n = 40 c <178
n="70 c <291
n = 100 c <638
n = 200 c < 2758
n = 500 c < 18005
n = 1000 c < 73047

Tabela 4.3: Parametros n e ¢ de grafos c-ciclicos que tém energia laplaciana sem

sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato

Fizando agora o valor de c e deizando varidavel o valor den, obtemos ou-
tros parametros para que um grafo c-ciclico com numero de vértices n tenha energia

laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de G (P”T_lD

Valor de ¢ | Numero de vértices
c=1 n>14
c=2 n>15
c=3 n > 16
c=10 n > 20
¢ =50 n >33
c =100 n > 44
¢ = 500 n > 90
¢ = 1000 n > 124

Tabela 4.4: Parametros ¢ e n de grafos c-ciclicos que tém energia laplaciana sem

sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
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Em particular, para grafos uniciclicos e biciclicos temos os seguintes

corolarios.

Corolario 4.19. Se G € um grafo uniciclico conexo com n vértices, entao G tem

energia laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de

a([=51)-

Demonstra¢ao. Usando o Teorema 4.17 com ¢ = 1, obtemos o resultados para n >
14. Se n < 14, na Proposicao 3.4 encontramos quais sao os grafos uniciclicos com a
maior energia laplaciana sem sinal. Por comparacao direta entre os valores dessas

energias com a energia LE™ (G (]—@W)), provamos o resultado nesse caso. O]

Corolario 4.20. Se G é um grafo biciclico com n vértices, entao G tem energia

laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal de G ({%w )

Demonstracao. Usando o Teorema 4.17 com ¢ = 2, o resultado segue no caso em
que n > 15. Se n < 15, usando o software SAGE [50], encontramos os grafos com
a maior energia laplaciana sem sinal dentre os grafos biciclicos. A partir disso, por
comparagao direta desses valores com LE™ (G (P”T_l-‘)), obtemos o resultado neste

caso. O
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5 CONCLUSAO

Os artigos tratando da energia laplaciana sem sinal que ja existiam até o
momento em que comecamos os estudos referentes a essa tese eram mais basicos, no
sentido de que, ou tratavam principalmente de resultados equivalentes aos existentes
para a energia laplaciana, ou relacionavam algumas propriedades das energias usual,
laplaciana e laplaciana sem sinal de um grafo. Dessa forma, podemos afirmar que
tal tese é um dos trabalhos pioneiros com enfoque principal na energia laplaciana

sem sinal.

Neste trabalho estudamos, principalmente, a teoria extremal para o
caso da energia laplaciana sem sinal, teoria essa que ja é classica quando se trata

das outras energias associadas a um mesmo grafo.

Para se calcular a energia laplaciana sem sinal de um grafo é necessario
calcular o espectro da matriz laplaciana sem sinal desse grafo. No entanto, como
é sabido, nao é nada facil calcular tal espectro, uma vez que para isso é preciso
encontrar as raizes de um polinomio de grau n, onde n é o nimero de vértices do

grafo em questao.

Por essa razao, quando trabalhamos com a energia laplaciana sem si-
nal é mais comum e, algumas vezes mais facil, se procurar por cotas inferiores ou

superiores bem como determinar grafos extremais para tal parametro.

Nesse sentido, trabalhamos em um primeiro momento na classe de gra-
fos uniciclicos conexos onde, além de determinarmos uma cota justa para a energia
laplaciana sem sinal, também formulamos a conjectura de qual o grafo uniciclico
conexo que possui a maior energia laplaciana sem sinal. Além disso, reforcamos tal
conjectura provando que uma grande quantidade de grafos possui energia laplaciana

sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato.
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Posteriormente verificamos que, com meras adaptacoes, os resultados
obtidos para a energia laplaciana sem sinal também eram validos para a energia
laplaciana. Assim, também estudamos o problema extremal na classe dos grafos

uniciclicos conexos para a energia laplaciana.

De fato, se um grafo G possui pelo menos 12 vértices e pelo menos 9
autovalores laplacianos (respectivamente, laplacianos sem sinal) maiores ou iguais
ao grau médio, entdo G tem energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem
sinal) menor do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal)
do grafo candidato. Esses resultados acerca dos grafos uniciclicos deram origem ao

artigo [13].

Ainda com relacao ao problema extremal, estabelecemos a conjectura
de qual é o grafo dentre todos os grafos com n vértices que possui a maior energia
laplaciana sem sinal. Além disso, reforcamos tal conjectura provando que alguns
grafos com determinada quantidade de vértices, de arestas, de autovalores menores
que o grau médio e de ciclos possuem energia laplaciana sem sinal menor ou igual
a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Em particular, provamos que as
arvores, os grafos uniciclicos e biciclicos tém energia laplaciana sem sinal menor ou
igual & energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. O artigo [45] retine esses

resultados acerca da teoria extremal para a energia laplaciana sem sinal.

Existe muito trabalho para ser feito ainda, principalmente com relacao
ao problema geral. E preciso provar que outras classes de grafos possuem energia
laplaciana sem sinal menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
ou encontrar outras formas de provar que a conjectura é verdadeira. Na classe
dos grafos uniciclicos, resta provar que os grafos que possuem até 9 autovalores
laplacianos (respectivamente, laplacianos sem sinal) maiores ou iguais ao grau médio,
possuem energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) menor ou igual

a energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) do grafo candidato.
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Além disso, nesse trabalho destacamos somente o problema extremal
maximo. Com relagao ao grafo que possui a menor energia laplaciana sem sinal
dentre todos os grafos com determinado nimero de vértices, ou mesmo em classes
mais restritas como, por exemplo, na classe dos grafos uniciclicos, nada foi estudado

até o momento.

Como trabalhos futuros pretendemos estudar o problema extremal mi-
nimo, bem como tentar outras técnicas para demostrar os casos restantes no pro-

blema extremal méaximo.

Espectro complementar de um grafo

Durante o iltimo ano de doutorado, iniciamos o estudo do problema de
autovalor complementar sob o ponto de vista da Teoria Espectral de Grafos. Dada
uma matriz simétrica A de ordem n, o problema que consiste em encontrar um

nimero real A e um vetor x € R" — {0} satisfazendo

w=Ar — \z (5.1)
x>0,w>0 (5.2)
zTw =0 (5.3)

com w € R", é denominado problema de autovalor complementar. Se A € R e
xr € R™— {0} satisfazem o problema de autovalor complementar (5.1)-(5.3), A é dito

autovalor complementar e x é um autovetor complementar associado.

Note que, se w = 0 e nao impomos condi¢ao sobre o vetor z, entao
o problema de autovalor complementar se reduz ao problema classico de autovalor

Ax = \x.

No caso em que A é a matriz de adjacéncia de um grafo qualquer G,

se A satisfaz o problema de autovalor complementar (5.1)-(5.3), dizemos que X é

94



um autovalor complementar do grafo G e o conjunto de todos os autovalores com-

plementares distintos de um grafo G' é chamado de espectro complementar do grafo

G.

Um dos motivos pelos quais estamos interessados nesse problema foi
exposto por Seeger em [48]. Segundo ele, o espectro complementar de um grafo G
parece representar melhor um grafo em relacao aos outros espectros classicos asso-
ciados a um grafo qualquer (espectro usual, espectro laplaciano, espectro laplaciano
sem sinal...), uma vez que nao existem pares coespectrais com relagdo ao espectro
complementar para grafos com até 7 vértices ([48]). Além disso, baseados em alguns
experimentos que estamos realizando, acreditamos que para grafos com 8 vértices

também nao existam pares coespectrais com relacao ao espectro complementar.

Em Fernandes et al. [21] foi provado que o espectro complementar de
G é formado pelos raios espectrais (maior autovalor da matriz de adjacéncia) dos

subgrafos induzidos de GG, sem contar as multiplicidades.

Se G é um grafo desconexo o raio espectral de G é o méximo dos raios
espectrais de cada uma das componentes conexas de (G, uma vez que o espectro de
um grafo desconexo é a uniao do espectro das componentes conexas de G. Portanto,
é suficiente considerar G um grafo conexo. Além disso, também é suficiente consi-
derarmos somente os subgrafos induzidos conexos de GG para o calculo do espectro
complementar de GG, exatamente pelo mesmo motivo: o raio espectral de um sub-
grafo induzido desconexo é o maior dos raios espectrais das componentes conexas

desse subgrafo.

Assim, a fim de determinar o espectro complementar de um grafo, é ne-
cessario determinar o raio espectral do grafo em questao, bem como de todos os seus
subgrafos induzidos conexos. Vale destacar que, a priori, nao temos conhecimento
acerca do nimero de autovalores complementares de um grafo, uma vez que esse

numero estd associado a quantidade de subgrafos induzidos conexos que possuem
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raios espectrais distintos entre si. Esse é um fator negativo no estudo do espectro
complementar comparado aos outros espectros associados a um grafo, onde sabemos

exatamente qual é o nimero de autovalores em questao.

Note que, se os grafos de uma determinada classe possuem raios espec-
trais distintos entre si, entao os espectros complementares dos grafos dessa classe
também serao distintos entre si. Portanto, nosso objetivo inicial é procurar por

classes de grafos onde os raios espectrais sao distintos.

Nesse sentido, durante nosso estudo conseguimos determinar um orde-
namento pelo raio espectral na classe das lollipops (grafo obtido anexando um ciclo
Cy a um vértice pendente de um caminho P, j, com 3 < k < n), onde o grafo lolli-
pop com o maior raio espectral é aquele formado por um triangulo C5 e um caminho
P,_3, e o grafo lollipop que tem o menor raio espectral é o ciclo C),. Assim, os grafos
lollipops com n vértices tém raios espectrais distintos entre si e, por consequéncia,

os grafos dessa classe possuem espectros complementares distintos entre si.

Como trabalhos futuros pretendemos dar prosseguimento ao estudo so-
bre o espectro complementar de um grafo, estabelecendo principalmente classes de
grafos que sao determinados por esse espectro ou que possuam diferentes espectros
entre os seus grafos, bem como trabalhar para encontrar outras propriedades de tal

espectro.
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arvore, 15 k-regular, 14
pendente, 65 bipartido, 16

caterpillar, 30
aresta, 11
complementar, 12
incidente, 11
completo, 14
pendente, 13

conexo, 13
caminho, 13 desconexo, 13
comprimento de um, 13 nulo, 12
ciclo, 13 split, 16
comprimento de um, 13 split completo, 16
cintura de um grafo, 16 threshold, 70
clique, 15 uniciclico, 16
componente conexa, 14 grau de um vértice, 12
conjunto independente, 12 grau médio, 13
diametro, 14 matriz
distancia entre dois vértices, 14 de adjacencia, 17

) laplaciana, 17
energia
laplaciana sem sinal, 17
de um grafo, 24

de uma matriz, 26 particao equilibrada, 22
laplaciana, 24 passeio, 13
laplaciana sem sinal, 25 comprimento de um, 13
estrela, 15 fechado, 13
floresta, 15 polinomio caracteristico de um grafo, 18
folha, 15 subgrafo, 12
orafo, 11 induzido, 12
c-ciclico, 16, 89 vértice, 11
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adjacente, 11
dominante, 12
isolado, 12
pendente, 13
quase-pendente, 13

valores singulares, 26
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