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Flávia e Alexandre.

Finalmente, agradeço aos amigos e colegas Leandro, Joyce, Ćıntia, Ro-
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Resumo

Nesta tese descrevemos as subálgebras coideais à direita que contêm to-

dos elementos group-like dos grupos quânticos multiparâmetro U+
q (g) e Uq(g),

onde g é uma álgebra de Lie simples de tipo G2, no caso em que o parâmetro

principal de quantização q não é raiz da unidade. Se q possui ordem multi-

plicativa finita t, t > 4, t 6= 6, a mesma classificação vale para as subálgebras

coideais à direita homogêneas da versão multiparâmetro do grupo quântico

de Lusztig uq(g).

Abstract

In this thesis we describe the right coideal subalgebras containing all

group-like elements of the multiparameter quantum groups U+
q (g) and Uq(g),

where g is a simple Lie algebra of type G2, while the main parameter of

quantization q is not a root of 1. If the multiplicative order t of q is finite,

t > 4, t 6= 6, then the same classification remains valid for homogeneous

right coideal subalgebras of the multiparameter version of the small Lusztig

quantum group uq(g).
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1.6 Álgebra de Kac-Moody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.7 U+
q (g),u+

q (g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.8 Cálculo Diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.9 Uq(g),uq(g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introdução

Álgebras comódulo sobre uma álgebra de Hopf surgem naturalmente na

Teoria de Galois em que ações de álgebras de Hopf são os objetos de Ga-

lois; como por exemplo em A. Masuoka e T. Yanai [14], A. Milinski [15],

S. Westreich e T. Yanai [21] e T. Yanai [22, 23]. Em particular, o Teo-

rema de Correspondência de Galois para ações em uma álgebra livre fornece

uma correspondência um a um entre as subálgebras coideais à direita e as

subálgebras livres intermediárias; ver V.O. Ferreira, L.S.I. Murakami, e A.

Paques [2]. Além disso, a noção de subálgebras coideais unilaterais também é

de importância fundamental na Teoria de Grupos Quânticos: o trabalho de G.

Letzter [13] fornece um panorama do uso de subálgebras coideais unilaterais

na construção de pares simétricos quânticos, na formação de Harish-Chandra

módulos quânticos e na produção de espaços simétricos quânticos.

Recentemente V. K. Kharchenko e A. V. Lara Sagahón [11] forneceram

uma classificação completa das subálgebras coideais à direita que contém o

coradical k[G] para o grupo quântico Uq(sln+1), usando o método de con-

strução da base PBW criado [10]. Como consequência, eles determinaram

que a álgebra de Borel quântica U+
q (g), g = sln+1, contém (n+ 1)! diferentes

subálgebras coideais à direita que incluem o coradical. Pelo mesmo método,

se g = so2n+1 é uma álgebra de Lie simples de tipo Bn então U+
q (g) possui

(2n)!! subálgebras coideais à direita que incluem o coradical [12]. Em am-

bos casos este número coincide com a ordem do grupo de Weyl definido pela

álgebra de Lie g. Estes fatos nos induzem a conjecturar que para uma álgebra
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de Lie de dimensão finita arbitrária g o número de subálgebras coideais à di-

reita que incluem o coradical de U+
q (g) coincide com a ordem do grupo de

Weyl definido por g (ver [12]).

Neste trabalho, usando o mesmo método de construção de base PBW,

provamos esta conjectura para o caso em que g é uma álgebra de Lie simples

de tipo G2. Mais precisamente, mostramos que o reticulado de subálgebras

coideais à direita que contém o coradical é dado pela figura:

U+
q (g)

〈[x1, x2]〉

〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

〈[[x1, x2], x2]〉

〈[[[x1, x2], x2], x2]〉

〈x2〉

k[G]

〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉

〈[x2, [x2, x1]]〉

〈[x2, x1]〉

〈x1〉

〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉

Nesta figura os elementos representam geradores das subálgebras coideais

à direita que contém o coradical (note que cada subálgebra coideal à direita

é gerada sobre k[G] por um único elemento). Se o parâmetro principal de

quantização q possui ordem multiplicativa finita t, t > 4 e t 6= 6, então as

subálgebras coideais à direita que contém o coradical do grupo quântico de

Lusztig u+
q (g) formam o mesmo reticulado.

No último caṕıtulo estudamos ainda as subálgebras coideais à direita
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que contém o coradical da álgebra de Kac-Moody quântica Uq(g). Aqui

novamente determinamos o reticulado completo para o caso G2 e conclúımos

que este grupo quântico possui 60 subálgebras coideais à direita contendo

k[G]. No entanto, neste caso ainda não se sabe o significado deste número,

mas espera-se uma relação com a álgebra de Lie simples deste mesmo tipo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo daremos as definições e os resultados principais usados no

trabalho. Estes resultados já são conhecidos e publicados conforme as re-

ferências dadas.

1.1 Álgebra de Hopf

Nesta seção introduziremos os conceitos necessários para definir uma álge-

bra de Hopf. Estes conceitos são amplamente conhecidos e podem ser encon-

trados nos livros [17] e [1].

Seja k um corpo. Denotaremos o produto tensorial sobre k por simples-

mente ⊗.

Definição 1.1.1. Uma k-álgebra (ou simplesmente álgebra) é um k-espaço

vetorial A com duas aplicações k-lineares, multiplicação m : A ⊗ A → A e
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unidade u : k→ A, tais que os seguintes diagramas são comutativos:

A⊗ A⊗ A m⊗idA //

idA⊗m

��

A⊗ A

m

��
A⊗ A m

// A

A⊗ A

m

��

k⊗ A

'
%%KKKKKKKKKK

u⊗idA

99sssssssss
A⊗ k

'
yyssssssssss

idA⊗u
eeKKKKKKKKK

A

Note que o primeiro diagrama representa a associatividade da multi-

plicação e o segundo a existência de unidade de A, dada por 1A = u(1k).

Definição 1.1.2. Sejam V,W k-espaços vetoriais. Definimos uma aplicação

k-linear chamada aplicação twist τ : V ⊗W → W ⊗V por τ(v⊗w) = w⊗v.

Definição 1.1.3. Dizemos que uma álgebra A é comutativa se em A ⊗ A

vale m ◦ τ = m.

A definição acima equivale a dizer que ab = ba para todos a, b ∈ A, ou

seja, coincide com a definição usual de álgebra comutativa.

Definição 1.1.4. Sejam A e B álgebras com multiplicações mA e mB e

unidades uA e uB, respectivamente. Uma aplicação f : A → B é um homo-

morfismo de álgebras se os seguintes diagramas são comutativos:

A⊗ A f⊗f //

mA

��

B ⊗B

mB

��
A

f
// B

k
uA //

uB

��?
??

??
??

??
??

??
??

? A

f

��
B

Dualizando a definição de álgebra obtemos a definição de coálgebra.

Definição 1.1.5. Uma k-coálgebra (ou simplesmente coálgebra) é um k-

espaço vetorial C com duas aplicações k-lineares, comultiplicação ∆ : C →
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C ⊗ C e counidade ε : C → k, tais que os seguintes diagramas são comuta-

tivos:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗idC

��
C ⊗ C

idC⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C
'

%%KKKKKKKKKK
'

yyssssssssss

∆

��

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗idC

eeKKKKKKKKK idC⊗ε

99sssssssss

Usaremos a seguinte notação (conhecida como notação de Sweedler) para

expressar o coproduto de um elemento c ∈ C:

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2, ∆n(c) =
∑

c1 ⊗ . . .⊗ cn+1.

Definição 1.1.6. Dizemos que uma coálgebra C é cocomutativa se τ◦∆ = ∆.

Definição 1.1.7. Dada uma coálgebra C, um subespaço vetorial I ⊆ C é

dito:

1. uma subcoálgebra se ∆(I) ⊆ I ⊗ I;

2. um coideal à direita (respectivamente, à esquerda) se ∆(I) ⊆ I ⊗ C

(∆(I) ⊆ C ⊗ I);

3. um coideal se ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I e ε(I) = 0.

Note que se I é um coideal, em geral, I não é um coideal à direita ou à

esquerda. Se I é coideal à direita e à esquerda, então I é uma subcoálgebra.

Definição 1.1.8. Sejam C e D coálgebras com comultiplicações ∆C e ∆D

e counidades εC e εD, respectivamente. Uma aplicação f : C → D é um
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homomorfismo de coálgebras se os seguintes diagramas são comutativos:

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

f⊗f
// D ⊗D

C
f //

εC

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@ D

εD

��
k

Definição 1.1.9. Um k-espaço vetorial B é dito uma biálgebra se existem

aplicações k-lineares m : B⊗B → B, u : k→ B,∆ : B → B⊗B e ε : B → k

tais que (B,m, u) é uma álgebra, (B,∆, ε) é uma coálgebra e vale uma das

seguintes condições (equivalentes):

1. ∆ e ε são homomorfismos de álgebras,

2. m e u são homomorfismos de coálgebras.

Definição 1.1.10. Um subespaço I ⊆ B é um biideal se I é um ideal e um

coideal.

Definição 1.1.11. Uma aplicação f : B → B′ é dita um homomorfismo

de biálgebras se f é simultaneamente um homomorfismo de álgebras e de

coálgebras.

Definição 1.1.12. Sejam C uma coálgebra e c ∈ C.

1. c é dito um elemento group-like se ∆c = c⊗c e ε(c) = 1. O conjunto de

todos elementos group-like de C é denotado por G(C), ou simplesmente

por G.

2. Para g, h ∈ G(C), c é dito (g, h)-primitivo se ∆c = c ⊗ g + h ⊗ c

e ε(c) = 0. O conjunto de todos elementos (g, h)-primitivos de C é

denotado por Pg,h(C). Se C = B é uma biálgebra e g = h = 1, os

elementos de P (B) = P1,1(B) são simplesmente ditos primitivos.
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Definição 1.1.13. Sejam (C,∆, ε) uma coálgebra e (A,m, u) uma álgebra.

Definimos no conjunto Homk(C,A) uma estrutura de álgebra em que a

unidade é dada por uε e a multiplicação é dada pelo produto convolução

∗:

f ∗ g = m ◦ (f ⊗ g) ◦∆

para todos f, g ∈ Homk(C,A).

Usando a notação de Sweedler temos:

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2)

para todos f, g ∈ Homk(C,A) e c ∈ C.

Definição 1.1.14. Seja (H,m, u,∆, ε) uma biálgebra. Dizemos que H é uma

álgebra de Hopf se existe um elemento S ∈ Homk(H,H) que é o inverso de

idH com relação ao produto convolução ∗, isto é:∑
S(h1)h2 = ε(h)1H =

∑
h1S(h2)

para todo h ∈ H. A aplicação S é chamada ant́ıpoda de H.

Definição 1.1.15. Uma álgebra de Hopf H é dita um grupo quântico se H

é não-comutativa como álgebra e não-cocomutativa como coálgebra.

Proposição 1.1.16. [1, Proposition 4.2.6] Seja H uma álgebra de Hopf com

ant́ıpoda S. Então:

i) S(hg) = S(g)S(h),

ii) S(1H) = 1H ,

iii) ∆(S(h)) =
∑
S(h2)⊗ S(h1),

iv) ε(S(h)) = ε(h),
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para todos g, h ∈ H.

As propriedades i) e ii) significam que S é um antihomomorfismo de

álgebras, e as propriedades iii) e iv) que S é um antihomomorfismo de

coálgebras.

Observação 1.1.17. Se H é uma álgebra de Hopf, então o conjunto G(H)

dos elementos group-like de H é um grupo. De fato:

1. 1H ∈ G(H), pois ∆(1H) = 1H ⊗ 1H e ε(1H) = 1k.

2. Se g, h ∈ G(H) então ∆(gh) = ∆(g)∆(h) = (g ⊗ g)(h ⊗ h) = gh ⊗ gh
e ε(gh) = ε(g)ε(h) = 1, ou seja, gh ∈ G(H).

3. Dado g ∈ G(H), temos g−1 = S(g) ∈ G(H) pois, por 1.1.16, ∆(S(g)) =

S(g)⊗ S(g), ε(S(g)) = ε(g) = 1k e pela definição de S temos S(g)g =

gS(g) = ε(g)1H = 1H .

Definição 1.1.18. Um subespaço I ⊆ H é dito um ideal de Hopf se I é um

biideal e S(I) ⊆ I.

Definição 1.1.19. Uma aplicação f : H → H ′ é dita um homomorfismo

de álgebras de Hopf se é um homomorfismo de biálgebras e f(SH(h)) =

SH′(f(h)) para todo h ∈ H, onde SH e SH′ denotam respectivamente as

ant́ıpodas de H e H ′.

Definição 1.1.20. Uma álgebraA é dita umaH-módulo álgebra (à esquerda)

se:

1. A é um H-módulo (à esquerda) via h⊗ a 7→ h · a

2. h · (ab) =
∑

(h1 · a)(h2 · b)

3. h · 1A = ε(h)1A

para todos h ∈ H, a, b ∈ A.
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Definição 1.1.21. Seja A uma H-módulo álgebra à esquerda. A álgebra

produto smash A#H é a álgebra que coincide com A⊗H como espaço vetorial

e que tem multiplicação dada por

(a#h)(b#k) =
∑

a(h1 · b)#h2k,

para todos a, b ∈ A e h, k ∈ H.

Note que podemos identificar A com A#1H ⊆ A#H e H com 1A#H ⊆
A#H, e frequentemente denotamos o elemento a#h = (a#1H)(1A#h) por

ah. Usando esta notação temos ha = (1A#h)(a#1H) =
∑

(h1 · a)h2.

1.2 Álgebra de Hopf de Caracteres

Definição 1.2.1. Uma função χ : G→ k \ {0} é dita um caracter do grupo

G se χ é um homomorfismo de grupos.

Definição 1.2.2. Uma álgebra de Hopf H é dita uma álgebra de Hopf de

caracteres se o grupo G de todos os elementos group-like é comutativo e H

é gerada sobre k[G] por elementos skew-primitivos semi-invariantes, isto é,

por elementos ai, i ∈ I, de H tais que para cada i ∈ I existem gi ∈ G e χi

um caracter do grupo G tais que:

∆(ai) = ai ⊗ 1 + gi ⊗ ai, g−1aig = χi(g)ai, ∀g ∈ G.

Definição 1.2.3. Dizemos que x é uma variável quântica se um elemento

group-like g ∈ G e um caracter χ, que serão denotados gx e χx, estão associ-

ados a x.

Seja xi uma variável quântica associada a ai. No conjunto X = {xi|i ∈ I},
uma palavra u é um monômio com variáveis em X. Para cada palavra u

em X denotamos por gu o elemento de G obtido de u substituindo cada

xi por gi. Da mesma maneira denotamos por χu o caracter obtido de u

16



substituindo cada xi por χi. O produto entre duas palavras u, v de X é

definido como a justaposição de u e v, ou seja, u · v = uv. Definimos um

skew-comutador bilinear nas combinações lineares homogêneas de palavras

(ou seja, nas combinações lineares de palavras de mesmo grau) pela fórmula

[u, v] = uv − χu(gv)vu, (1.2.1)

onde denotamos χu(gv) por p(u, v) ou simplesmente por puv. Estes colchetes

estão relacionados com o produto através das seguintes identidades:

[u · v, w] = pvw[u,w] · v + u · [v, w], (1.2.2)

[u, v · w] = [u, v] · w + puvv · [u,w]. (1.2.3)

O grupo G age na álgebra livre k〈X〉 por g−1ug = χu(g)u, onde u é

um monômio arbitrário em X. A skew-álgebra de grupo G〈X〉 possui uma

estrutura natural de álgebra de Hopf de caracteres dada por:

∆(xi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ xi, i ∈ I, ∆(g) = g ⊗ g.

1.3 Super-letras e super-letras duras

Seja H uma álgebra de Hopf de caracteres. Em particular, podemos con-

siderar H = G〈X〉, onde X = {xi|i ∈ I}, ou H como sendo a imagem de

G〈X〉 por um homomorfismo de álgebras de Hopf.

Definição 1.3.1. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Um subcon-

junto Y ⊆ X é dito um subconjunto dirigido se todo par de elementos em

Y possui uma cota superior. Dizemos que X é completamente ordenado se

todo subconjunto dirigido Y possui um supremo.

Definição 1.3.2. A constituição de uma palavra u em G ∪ X, onde G é o

grupo dos elementos group-like de H e X é o conjunto das variáveis {xi|i ∈
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I}, é uma familia quase-nula de inteiros não-negativos {mx, x ∈ X} tais que

u possui mx ocorrências de x.

Seja Γ+ o monóide livre aditivo (comutativo) gerado por X. Dada uma

ordem completa arbitrária > no conjunto X, o monóide Γ+ torna-se comple-

tamente ordenado com a seguinte ordem:

m1xi1 +m2xi2 + . . .+mkxik > m′1xi1 +m′2xi2 + . . .+m′kxik (1.3.1)

se xi1 > xi2 > . . . > xik em X e o primeiro número não-nulo da esquerda para

a direita em (m1 −m′1,m2 −m′2, . . . ,mk −m′k) é positivo. Associamos um

grau D(u) =
∑

x∈X mxx ∈ Γ+ a uma palavra u em G∪X, onde {mx|x ∈ X}
é a constituição de u. Se f =

∑n
i=1 αiui ∈ G〈X〉, com 0 6= αi ∈ k, definimos

D(f) = max{D(ui)|1 ≤ i ≤ n}. (1.3.2)

No conjunto de todas palavras em X fixamos a ordem lexicográfica com

prioridade da esquerda para a direita, onde o ińıcio próprio de uma palavra

é considerado maior que a palavra toda.

Definição 1.3.3. Considere um conjunto de relações

wi = fi, i ∈ I, (1.3.3)

onde wi é uma palavra em X e fi é uma combinação linear de palavras

menores que wi. Dizemos que o sistema (1.3.3) é fechado para composições

se nenhuma palavra wi possui algum wj como subpalavra para i 6= j.

Proposição 1.3.4. ([20, Diamond Lemma]) Se o sistema (1.3.3) é fechado

para composições, então as palavras que não possuem nenhum wi como sub-

palavra formam uma base para a álgebra definida pelas relações (1.3.3).

Definição 1.3.5. Uma palavra não-vazia u é dita uma palavra standard (ou

palavra de Lyndon, ou palavra de Lyndon-Shirshov) se vw > wv para toda
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decomposição u = vw com v, w não-vazios.

Definição 1.3.6. Uma palavra não-associativa é uma palavra onde colchetes

[, ] (1.2.1) são arranjados de alguma forma para definir como aplicar a mul-

tiplicação.

Se [u] denota uma palavra não-associativa, denotamos por u a palavra

associativa obtida de [u] removendo os colchetes. Note que cada palavra não-

associativa [u] gera uma única palavra associativa u. No entanto a rećıproca

não é verdadeira, isto é, se temos uma palavra associativa u, em geral pode-

mos obter mais de uma palavra não-associativa usando diferentes alinhamen-

tos de colchetes.

Por exemplo, se [u] = [[x1, x2], x2], temos u = x1x
2
2. Por outro lado, de

u = x1x
2
2 podemos gerar [u]1 = [[x1, x2], x2] e [u]2 = [x1, [x2, x2]].

Definição 1.3.7. O conjunto de palavras standard não-associativas é o maior

conjunto (denotado SL) que contém todas as variáveis xi e satisfaz as seguin-

tes propriedades:

1. Se [u] = [[v], [w]] ∈ SL então [v], [w] ∈ SL e v > w são standard.

2. Se [u] = [[[v1], [v2]], [w]] ∈ SL então v2 ≤ w.

Teorema 1.3.8. (Teorema de Shirshov, [19, Lemma 2]) Toda palavra stan-

dard u possui um único alinhamento de colchetes tal que a palavra não-

associativa [u] é standard.

Para encontrar o alinhamento de colchetes garantido pelo Teorema de

Shirshov, escolhemos os fatores v, w da decomposição não-associativa [u] =

[[v], [w]] de forma que v, w sejam palavras standard tais que u = vw e v

possua comprimento minimal (ver [20]).

No exemplo anterior vimos que a palavra associativa u = x1x
2
2 gera [u]1 =

[[x1, x2], x2] e [u]2 = [x1, [x2, x2]]. No entanto, [u]2 = [x1, [x2, x2]] não é uma

palavra não-associativa standard, pois v = x1 e w = x2
2, e w não é uma

palavra associativa standard.
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Definição 1.3.9. Uma super-letra é um polinômio que é uma palavra stan-

dard não-associativa, onde os colchetes significam (1.2.1). Uma super-palavra

é uma palavra em super-letras. Uma G-super-palavra é uma super-palavra

multiplicada à esquerda por um elemento group-like.

Podemos verificar que [u] = [x1, x2] e [v] = [[x1, x2], x2] são super-letras,

pois ambas são palavras standard não-associativas. Com isso, os produtos

[v][u][v] = [[x1, x2], x2][x1, x2][[x1, x2], x2] e [u][v] = [x1, x2][[x1, x2], x2] são

exemplos de super-palavras. Se g ∈ G é um elemento group-like de H,

conclúımos que g[[x1, x2], x2][x1, x2][[x1, x2], x2] e g[x1, x2][[x1, x2], x2] são G-

super-palavras.

Usando o Teorema de Shirshov, toda palavra standard u define uma única

super-letra que será denotada por [u]. A ordem nas super-letras é definida

da maneira natural: [u] > [v]⇔ u > v.

Definição 1.3.10. Uma super-letra [u] é dita dura em H se o seu valor em

H não é uma combinação linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em

super-letras menores que [u] e G-super-palavras de menor grau.

Se a super-letra [u] não é dura em H, diremos que [u] é suave em H. Em

geral, é muito dif́ıcil decidir se uma super-letra é dura ou suave. Para isto,

utilizaremos os seguintes resultados conhecidos:

Proposição 1.3.11. ([6, Corollary 2]) Uma super-letra [u] é dura em H se e

somente se o valor em H da palavra standard u não é uma combinação linear

de valores de palavras menores com o mesmo grau (1.3.2) e G-palavras de

menor grau.

Suponhamos por exemplo que estamos numa álgebra de Hopf H em que

vale a relação [x1, [x1, x2]] = 0, onde x1 > x2. Desenvolvendo os colchetes

obtemos x2
1x2 − p12(1 + p11)x1x2x1 + p2

12p11x2x
2
1 = 0. Vejamos que a super-

letra [x1, [[x1, x2], x2]] é suave em H. Pela proposição anterior basta ver que
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x2
1x

2
2 é uma combinação linear de valores de palavras menores com o mesmo

grau. De fato,

x2
1x

2
2 = (p12(1 + p11)x1x2x1 − p2

12p11x2x
2
1)x2 = αx1x2x1x2 + βx2x

2
1x2.

Logo, [x1, [[x1, x2], x2]] é suave em H.

Proposição 1.3.12. ([8, Lemma 4.8]) Seja B um conjunto de super-letras

que contém x1, . . . , xn. Se cada par [u], [v] ∈ B, u > v satisfaz uma das

seguintes condições

1) [[u], [v]] não é uma palavra standard não-associativa;

2) a super letra [[u], [v]] não é dura em H;

3) [[u], [v]] ∈ B;

então o conjunto B contém todas super-letras duras em H.

Definição 1.3.13. Dizemos que a altura h = h([u]) de uma super-letra [u]

dura em H é o menor número inteiro positivo tal que

1. puu é uma raiz t-ésima primitiva da unidade e h = t ou h = tlr, onde

l = char(k),

2. o valor de [u]h em H é uma combinação linear de super-palavras de

mesmo grau (1.3.2) em super-letras menores que [u] e G-super-palavras

de menor grau.

Se não existe tal número, dizemos que a altura de [u] é infinita.

Definição 1.3.14. Uma álgebra H ⊆ G〈X〉 é dita homogênea se H é grad-

uada por Γ+, ou seja, H =
⊕

γ∈Γ+ Hγ e Hγ1Hγ2 ⊆ Hγ1+γ2 . Dizemos que

h ∈ H é um elemento homogêneo se h ∈ Hγ para algum γ ∈ Γ+.
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Esta definição pode ser naturalmente estendida. Se H é homogênea e

ξ : H → Y é um homomorfismo de álgebras, dizemos que Imξ é homogênea

se Kerξ é um ideal graduado de H, isto é, Kerξ =
⊕

γ∈Γ+(Kerξ ∩Hγ).

Se H é uma álgebra homogênea, podemos desconsiderar as G-super-

palavras em 1.3.10, 1.3.11 e 1.3.13.

1.4 Geradores PBW

Definição 1.4.1. Sejam S uma k-álgebra e A uma subálgebra com uma base

fixada {aj|j ∈ J}. Um subconjunto totalmente ordenado W ⊆ S é dito um

conjunto de geradores de Poincaré-Birkhoff-Witt de S sobre A (ou geradores

PBW de S sobre A) se existe uma função h : W → Z+ ∪ ∞, dita função

altura, tal que o conjunto de todos produtos

ajw
n1
1 wn2

2 . . . wnk
k , (1.4.1)

onde j ∈ J , w1 < w2 < . . . < wk ∈ W , ni < h(wi), 1 ≤ i ≤ k é uma base de

S. O valor h(w) é dito altura de w em W . Se A = k, então chamamos W

simplesmente de conjunto de geradores PBW de S.

Definição 1.4.2. Seja W um conjunto de geradores PBW de uma álgebra S

sobre uma subálgebra A. Suponhamos que o conjunto de todas palavras em

W , como um monóide livre, possui sua própria ordem ≺ (isto é, a ≺ b implica

cad ≺ cbd para todas palavras a, b, c, d ∈ W ). Uma palavra ĺıder de s ∈ S
é a palavra maximal m = wn1

1 wn2
2 . . . wnk

k que aparece na decomposição de s

na base (1.4.1). Um termo ĺıder de s é a soma am de todos os termos αiaim

que aparecem na decomposição de s na base (1.4.1), onde m é a palavra ĺıder

de s.

Teorema 1.4.3. ([6, Theorem 2]) Seja H uma álgebra de Hopf de caracteres.

Os valores de todas super-letras duras em H com a função altura definida em

1.3.13 formam um conjunto de geradores PBW para H sobre k[G].
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Teorema 1.4.4. [10, Theorem 1.1] Seja H uma álgebra de Hopf de carac-

teres. Toda subálgebra coideal à direita U que contém todos os elementos

group-like de H possui uma base PBW BU sobre k[G] que pode ser estendida

a uma base PBW BHU
de H sobre k[G].

A base PBW BU de U sobre k[G] dada em 1.4.4 pode ser obtida da base

PBW de H dada no Teorema 1.4.3 da maneira descrita a seguir.

Suponho que para uma dada super-letra dura em H, [u], existe um ele-

mento c ∈ U

c = [u]s +
∑

αiWi +
∑

βjVj (1.4.2)

onde os Wi’s são super-palavras da base começando com super-letras menores

que [u], D(Wi) = sD(u), e Vj são G-super-palavras com D(Vj) < sD(u). Se

U for uma subálgebra homogênea podemos supor βj = 0 para todo j, ou seja,

podemos desconsiderar as G-super-palavras. Fixamos um destes elementos

com s minimal e denotamos por cu. Logo, para cada super-letra [u] dura em

H temos no máximo um elemento cu.

Definimos a função altura pela seguinte proposição.

Proposição 1.4.5. ([10, Lemma 4.3]) Na representação (1.4.2) de um de-

terminado elemento cu, temos s = 1, ou p(u, u) é uma raiz t-ésima primitiva

da unidade e s = t, ou (no caso de caracteŕıstica positiva) s = t(chark)r.

Se a altura de [u] em H é infinita, então a altura de cu em U também

é definida como infinita. Se a altura de [u] em H é t e p(u, u) é uma raiz

t-ésima primitiva da unidade, então, pela proposição acima, s = t (note que

na representação (1.4.2) o número s é menor que a altura de [u]). Neste

caso, a altura de cu em U é definida também como t. Se a caracteŕıstica l é

positiva e a altura de [u] em H é tlr, então definimos a altura de cu em U

por tlr/s (logo, em caracteŕıstica zero a altura de cu em U é sempre igual à

altura de [u] em H).

Proposição 1.4.6. ([10, Proposition 4.4]) Seja U uma subálgebra coideal à

direita. Um elemento c ∈ H pertence a U se e somente se todos geradores
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PBW de c na base BHU
pertencem a BU. Em particular, o conjunto BU de

todos elementos cu escolhidos com a função altura definida acima forma um

conjunto de geradores PBW para U sobre k[G].

1.5 Matriz de Cartan

Definição 1.5.1. Uma matriz de Cartan generalizada é uma matriz de

números inteiros C =‖ aij ‖ tal que:

1. aii = 2 para todo i,

2. aij ≤ 0 para todos i 6= j,

3. aij = 0 se e somente se aji = 0.

Dada uma álgebra de Lie L, podemos construir uma matriz de Cartan

generalizada através de seu diagrama de Dynkin. Para isto fazemos

aji
aij

=
di
dj
,

onde di é o peso do vértice i e aijaji é o número de linhas que conectam os

vértices i e j. Se os vértices i e j não estão conectados, então aij = aji = 0.

Por exemplo, a álgebra de Lie de tipo A3, cujo diagrama de Dynkin é

© © ©

possui matriz de Cartan:  2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2


Da mesma forma, a álgebra de Lie de tipo G2 possui diagrama de Dynkin

© ≡≡ ©
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e portanto sua matriz de Cartan é da forma:(
2 −1

−3 2

)

1.6 Álgebra de Kac-Moody

As definições e todos resultados citados nesta seção podem ser encontrados

detalhadamente em [4].

Definição 1.6.1. Uma realização de uma matriz complexa A = (aij)n×n

é uma tripla (h,Π,Π∨), onde h é um espaço vetorial complexo, e Π =

{α1, . . . , αn} ⊂ h∗, Π∨ = {α∨1 , . . . , α∨n} ⊂ h satisfazem as seguintes condições:

1. os conjuntos Π e Π∨ são ambos linearmente independentes;

2. αj(α
∨
i ) = aij para i, j = 1, . . . , n.

Duas realizações (h,Π,Π∨) e (h1,Π1,Π
∨
1 ) são ditas isomorfas se existe um

isomorfismo de espaços vetoriais φ : h→ h1 tal que φ(Π∨) = Π∨1 e φ∗(Π1) =

Π.

Para toda matriz An×n existe uma única realização (h,Π,Π∨) a menos de

isomorfismo ([4, Proposition 1.1]).

Definição 1.6.2. Sejam A = (aij)n×n uma matriz complexa e (h,Π,Π∨)

uma realização de A. Definimos a álgebra de Lie g̃(A) pelos geradores ei, fi,

com i = 1, . . . , n e h, e pelas relações:

1. [ei, fj] = δijα
∨
i ,

2. [h, h′] = 0,

3. [h, ei] = αi(h)ei,

4. [h, fi] = −αi(h)fi,
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onde h, h′ ∈ h.

Por [4, Theorem 1.2], entre os ideais de g̃(A) cuja intersecção com h é

trivial, existe um único ideal maximal r.

Definição 1.6.3. Sejam A = (aij)n×n uma matriz complexa, (h,Π,Π∨) uma

realização de A e g̃(A) a álgebra de Lie definida em 1.6.2. Definimos a álgebra

de Lie g(A) como sendo a álgebra quociente

g(A) = g̃(A)/r,

onde r é o único ideal maximal de g̃(A) cuja intersecção com h é trivial. A

matriz A é dita matriz de Cartan da álgebra de Lie g(A). No caso em que

A é uma matriz de Cartan generalizada, dizemos que g(A) é uma álgebra de

Kac-Moody .

A partir deste momento denotaremos as álgebras de Kac-Moody por sim-

plesmente g.

Toda álgebra de Kac-Moody g possui a seguinte decomposição

g = n− ⊕ h⊕ n+,

onde n+ denota a subálgebra de g gerada por e1, . . . , en e n− denota a

subálgebra de g gerada por f1, . . . , fn.

Definição 1.6.4. Seja g uma álgebra de Kac-Moody. Chamamos de subálge-

bra de Borel a subálgebra de g definida por g+ = h⊕ n+.

1.7 U+
q (g),u+

q (g)

Definição 1.7.1. Sejam X = {x1, x2, . . . , xn} um conjunto de variáveis,

C =‖ aij ‖ uma matriz de Cartan generalizada simetrizável pela matriz
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D = diag(d1, . . . , dn), isto é, diaij = djaji, e g a álgebra de Kac-Moody deter-

minada por C. Supomos que os parâmetros de quantização pij = p(xi, xj) =

χi(gj) são relacionados por

pii = qdi , pijpji = qdiaij , 1 ≤ i, j ≤ n. (1.7.1)

A quantização multiparâmetro U+
q (g) da subálgebra de Borel g+ é uma álgebra

de Hopf de caracteres definida pelas seguintes relações (conhecidas como

relações de Serre) com skew-comutador (1.2.1) como operação de Lie:

[[. . . [[xi, xj], xj], . . .], xj] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n, (1.7.2)

onde xj aparece 1− aji vezes.

Observação 1.7.2. Por [5, Theorem 6.1], os lados esquerdos de cada uma

destas relações (1.7.2) são elementos skew-primitivos em G〈X〉. Portanto,

o ideal gerado por estes elementos é um ideal de Hopf. De fato, se x é um

skew-primitivo e I = HxH é o ideal gerado por x, temos:

∆(x) = x⊗ 1H + g ⊗ x, ε(x) = 0,

para algum g ∈ G. Logo,

∆(hxl) = ∆(h)∆(x)∆(l) = ∆(h)(x⊗ 1)∆(l) + ∆(h)(g ⊗ x)∆(l) =

= h1xl1 ⊗ h2l2 + h1gl1 ⊗ h2xl2

e temos ∆(hxl) ∈ I ⊗ H + H ⊗ I para todos h, l ∈ H. Além disso, como∑
S(h1)h2 =

∑
h1S(h2) = ε(h)1H , fazendo h = x temos

ε(x)1H = 0 = xS(1H) + gS(x) = x+ gS(x)
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de onde obtemos S(x) = g−1x ∈ I. Portanto,

S(hxl) = S(l)S(x)S(h) ∈ I

para todos h, l ∈ H.

Observação 1.7.3. Se q ∈ k não é raiz da unidade e a matriz de Cartan

C =‖ aij ‖ é de tipo finito, então por [11, Lemma 3.1] U+
q (g) é uma álgebra

homogênea.

Proposição 1.7.4. ([11, Corollary 3.2]) Se q ∈ k não é raiz da unidade e

a matriz de Cartan C =‖ aij ‖ é de tipo finito, então toda subálgebra U de

U+
q (g) contendo G, o grupo dos elementos group-like, é homogênea.

Definição 1.7.5. Se a ordem multiplicativa t de q é finita, isto é, se q é uma

raiz t-ésima da unidade, definimos u+
q (g) como sendo a álgebra quociente

G〈X〉/Λ, onde Λ é o maior ideal de Hopf em G〈X〉(2) (G〈X〉(2) denota o ideal

dos polinômios não comutativos sem termos livres e lineares). Certamente Λ

contém todos os elementos skew-primitivos de G〈X〉(2) (pois cada um deles

gera um ideal de Hopf). Logo, por 1.7.2, as relações (1.7.2) também valem

em u+
q (g).

Observação 1.7.6. Como u+
q (g) = G〈X〉/Λ e por [9, Lemma 2.2] Λ é um

ideal homogêneo, temos que u+
q (g) também é uma álgebra homogênea. A

diferença neste caso é que não vale a Proposição 1.7.4, isto é, nem toda

subálgebra de u+
q (g) que contém k[G] é homogênea.

1.8 Cálculo Diferencial

Definição 1.8.1. A subálgebra gerada por x1, . . . , xn sobre k contida em

U+
q (g) (respectivamente, u+

q (g)) admite um cálculo diferencial definido por

∂i(xj) = δji , ∂i(uv) = ∂i(u)v + p(u, xi)u∂i(v),
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para xi ∈ X.

Proposição 1.8.2. ([12, Lemma 2.10]) Seja [u] ∈ k〈X〉 um elemento ho-

mogêneo em cada xi. Se puu é uma raiz t-ésima primitiva da unidade, então

∂i([u]t) = p(u, xi)
t−1 [[u], [[u], . . . [[u]︸ ︷︷ ︸

t−1

, ∂i([u])] . . .]].

Proposição 1.8.3. (Critério de Milinski-Schneider, ver [16]) Se um polinômio

f ∈ k〈X〉 sem termo livre é tal que ∂i(f) = 0 em u+
q (g) para todo i ∈

{1, . . . , n}, então f = 0 em u+
q (g).

Definição 1.8.4. Seja S uma subálgebra de A = k〈X〉. Dizemos que S é

uma subálgebra diferencial se ∂i(s) ∈ S para todo s ∈ S e todo xi ∈ X.

Observação 1.8.5. Por [11, Lemma 2.10], sabemos que existe uma cor-

respondência entre as subálgebras coideais à direita homogêneas contendo

k[G] de uma álgebra de Hopf de caracteres H e as subálgebras diferenciais

de A = k〈X〉. Toda subálgebra coideal à direita homogênea H contendo

k[G] é da forma U = UA#k[G], onde UA = A ∩U.

1.9 Uq(g),uq(g)

Seja g a álgebra de Kac-Moody definida pela matriz de Cartan generalizada

C =‖ aij ‖.

Definição 1.9.1. Consideremos agora um novo conjunto de variáveis X− =

{x−1 , x−2 , . . . , x−n }. Suponhamos que um grupo abeliano F , gerado pelos el-

ementos f1, f2, . . . , fn age no espaço linear gerado por X− de forma que

fj(x
−
i ) = p−1

ji x
−
i , onde pij são os mesmos parâmetros (1.7.1) que definem

U+
q (g). As relações (1.7.1) permanecem invariantes se substitúımos pij por

p−1
ji e q por q−1. Com isto podemos definir a álgebra de Hopf de caracteres

U−q (g) por U+
q−1(g) com os caracteres χi−, 1 ≤ i ≤ n tais que χi−(fj) = p−1

ji .
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Podemos estender os caracteres χi a G× F por

χi(fj) := pji = χj(gi).

De fato, se
∏

k f
mk
k = 1 em F , aplicando a x−i temos

∏
k p
−mk
ki = 1, pois

χi(
∏

k f
mk
k ) =

∏
k p
−mk
ki . Da mesma maneira, estendemos os caracteres χi− a

G× F por

χi− = (χi)−1

No que segue denotamos por H o grupo quociente (G×F )/N , onde N é

um subgrupo arbitrário satisfazendo χi(N) = 1, 1 ≤ i ≤ n. Por exemplo, se

os parâmetros de quantificação satisfazem as condições de simetria adicionais

pij = pji, 1 ≤ i, j ≤ n, como em alguns casos de quantificações conhecidas,

então χi(g−1
k fk) = p−1

ik pki = 1, e podemos tomar N como sendo o subgrupo

gerado por g−1
k fk, 1 ≤ k ≤ n. Neste caso em particular, os grupos H, G, F

podem ser identificados.

No caso geral podemos supor, sem perda de generalidade, que G,F ⊆ H.

Certamente χi, 1 ≤ i ≤ n são caracteres de H e H age no espaço gerado por

X ∪X− através destes caracteres e seus inversos.

Definição 1.9.2. Considere a skew-álgebra de grupo H〈X ∪X−〉 como uma

álgebra de Hopf de caracteres:

∆(xi) = xi ⊗ 1H + gi ⊗ xi, ∆(x−i ) = x−i ⊗ 1H + fi ⊗ x−i ,

g−1xig = χi(g) · xi, g−1x−i g = (χi)−1(g) · x−i , g ∈ H. (1.9.1)

Definimos a álgebra Uq(g) como o quociente de H〈X ∪X−〉 pelas seguintes

relações:

[[. . . [[xi, xj], xj], . . .], xj] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n,

[[. . . [[x−i , x
−
j ], x−j ], . . .], x−j ] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n,
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onde xj e x−j aparecem 1− aji vezes e

[xi, x
−
j ] = δji (1− gifi), 1 ≤ i, j ≤ n, (1.9.2)

onde os colchetes estão definidos em H〈X ∪ X−〉 pela estrutura de álgebra

de Hopf de caracteres como em (1.2.1). Por (1.7.1) e [5, Theorem 6.1], todos

polinômios dados pelo lado esquerdo das relações acima são skew-primitivos

em H〈X ∪X−〉, logo eles definem um ideal de Hopf de H〈X ∪X−〉, isto é,

o homomorfismo natural

H〈X ∪X−〉 → Uq(g)

define uma estrutura de álgebra de Hopf de caracteres em Uq(g).

Definição 1.9.3. Se q possui ordem multiplicativa finita, então uq(g) é

definido pelas relações (1.9.2) e u = 0, u ∈ Λ, u− = 0, u− ∈ Λ−, onde

Λ,Λ− são os maiores ideais de Hopf em G〈X〉(2) e F 〈X−〉(2), que são os

ideais de polinômios não comutativos sem termos livres e lineares de G〈X〉
e F 〈X−〉, respectivamente.

Observação 1.9.4. Nos casos Uq(g) e uq(g) não estamos mais trabalhando

em G〈X〉 e sim em H〈X ∪ X−〉. Neste contexto, consideraremos como ho-

mogêneas as álgebras graduadas por Γ, o grupo aditivo gerado por Γ+.

Se definimos D(x−i ) = −D(xi) = −xi, D(H) = 0 (pois desta forma

as relações (1.9.2) são homogêneas), por [11] as álgebras Uq(g) e uq(g) são

graduadas por Γ, ou seja, são homogêneas.

Proposição 1.9.5. ([11], Corollary 3.3) Se q não é raiz da unidade e a

matriz de Cartan C =‖ aij ‖ é de tipo finito, então toda subálgebra U de

Uq(g) contendo H é Γ-homogênea.

Este resultado não é válido para uq(g) quando q é raiz da unidade.

Neste caso podem existir subálgebras que contenham H e que não sejam

homogêneas.

31



Por [11], a subálgebra de Uq(g) gerada por G e x1, x2, . . . , xn é isomorfa a

U+
q (g). Analogamente, a subálgebra de Uq(g) gerada por F e x−1 , x

−
2 , . . . , x

−
n

é isomorfa a U−q (g). Mais ainda, temos a seguinte decomposição (chamada

decomposição triangular):

Uq(g) = U−q (g)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (g).

Para o caso uq(g) também vale o mesmo resultado:

uq(g) = u−q (g)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] u
+
q (g).

Estes são os resultados que necessitaremos para os próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 2

As álgebras U+
q (G2), u+

q (G2) e

seus geradores PBW

Neste caṕıtulo vamos definir e explicitar um conjunto de geradores PBW

para U+
q (g) (respectivamente, u+

q (g), se qt = 1 para t > 4, t 6= 6), onde g é

uma álgebra de Lie de tipo G2.

2.1 Definindo U+
q (G2), u+

q (G2)

Seja G2 a álgebra de Lie definida pela matriz de Cartan:(
2 −1

−3 2

)

Para descrever U+
q (G2) precisamos encontrar as relações (1.7.1) entre os

parâmetros de quantização pij e (1.7.2) entre as variáveis quânticas x1, x2.

Como vale a relação diaij = djaji, temos neste caso −d1 = −3d2 e podemos

supor d1 = 3 e d2 = 1. Obtemos então:

p11 = qd1 = q3,
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p22 = qd2 = q,

p12p21 = qdiaij = q−3.

Para obter as relações de Serre (1.7.2) note que 1 − a12 = 2 e 1 − a21 = 4.

Logo,

[x1, [x1, x2]] = 0, [[[[x1, x2], x2], x2], x2] = 0, (2.1.1)

pois pela definição xj aparece 1− aji vezes.

No caso em que a ordem multiplicativa t de q é finita, assim como na

Definição 1.7.5, definimos u+
q (G2) como G〈x1, x2〉/Λ, onde Λ é o maior ideal

de Hopf em G〈x1, x2〉(2), que (recordemos) é o ideal dos polinômios não co-

mutativos sem termos livres e lineares.

Lembramos que cada skew-primitivo de G〈x1, x2〉(2) gera um ideal de

Hopf, e portanto Λ contém todos estes elementos. Logo, pela Observação

1.7.2 valem as relações (2.1.1) em u+
q (G2).

No que segue supomos q6 6= 1 e q4 6= 1.

2.2 Super-letras duras em U+
q (G2), u+

q (G2)

Antes de enunciar a próxima proposição faremos alguns cálculos preparató-

rios que serão necessários para sua demonstração. Usando (1.2.1), as relações

em (2.1.1) podem ser escritas como

x1x
4
2 + a1x2x1x

3
2 + a2x

2
2x1x

2
2 + a3x

3
2x1x2 + a4x

4
2x1 = 0, (2.2.1)

x2
1x2 + b1x1x2x1 + b2x2x

2
1 = 0, (2.2.2)

onde

a1 = −p12p
[4]
22, a2 = p2

12p22p
[3]
22(p2

22 + 1), a3 = −p3
12p

3
22p

[4]
22, a4 = p4

12p
6
22,

(2.2.3)

b1 = −p12(1 + p11), b2 = p2
12p11,
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com p[n] = 1 + p+ ...+ pn−1. Note que supomos q4 6= 1 e q6 6= 1 para que os

coeficientes explicitados em (2.2.3) não sejam nulos.

Multiplicamos (2.2.1) à esquerda por x1 e (2.2.2) à direita por x3
2. A

diferença obtida entre estas duas relações gera uma nova relação

(a1−b1)x1x2x1x
3
2 = −a2x1x

2
2x1x

2
2−a3x1x

3
2x1x2−a4x1x

4
2x1+b2x2x

2
1x

3
2. (2.2.4)

Agora multiplicamos (2.2.1) à esquerda por (a1 − b1)x1x2, e (2.2.4) à

direita por x2. Novamente a diferença fornece uma nova relação

{a1(a1 − b1)− a2}x1x
2
2x1x

3
2 = {a3 − a2(a1 − b1)}x1x

3
2x1x

2
2

+{a4 − a3(a1 − b1)}x1x
4
2x1x2 − a4(a1 − b1)x1x

5
2x1 − b2x2x

2
1x

4
2. (2.2.5)

Da mesma maneira, se multiplicamos (2.2.2) à direita por (a1 − b1)x1x
3
2,

e (2.2.4) à esquerda por x1, a diferença entre as relações obtidas após a

substituição de todas subpalavras x2
1x2 por −b1x1x2x1 − b2x2x

2
1 define uma

nova relação

(a2b1 − {b1(a1 − b1) + b2}b1)x1x2x1x2x1x
2
2 = {b1(a1 − b1) + b2}b2x1x

2
2x

2
1x

2
2

−a3b1x1x2x1x
2
2x1x2 − a4b1x1x2x1x

3
2x1 +W. (2.2.6)

onde W é uma combinação linear de palavras com primeira letra x2.

Agora podemos provar o seguinte resultado.

Proposição 2.2.1. Todas as super-letras duras em U+
q (G2) (respectivamente,
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em u+
q (G2)) estão contidas na seguinte lista:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],

[C] = [[x1, x2], [[x1, x2], x2]], (2.2.7)

[D] = [[x1, x2], x2],

[E] = [[[x1, x2], x2], x2],

[F ] = x2.

Demonstração. Para provar esta proposição veremos que este conjunto sa-

tisfaz as condições da Proposição 1.3.12, isto é, para todo par ([X], [Y ])

neste conjunto tal que X > Y , a palavra não-associativa [[X], [Y ]] pertence a

este conjunto, ou não é uma palavra standard não-associativa, ou define uma

super-letra suave em U+
q (G2). Se uma destas 3 possibilidades é satisfeita para

todo par posśıvel, então a Proposição 1.3.12 prova que todas as super-letras

duras em U+
q (G2) estão contidas na lista (2.2.7).

Temos 15 possibilidades. Em 4 casos [[A], [F ]] = [B], [[B], [D]] = [C],

[[B], [F ]] = [D] e [[D], [F ]] = [E]. Em 5 outros casos ([[A], [B]], [[A], [C]],

[[A], [D]], [[A], [E]] e [[E], [F ]]) a palavra não-associativa é suave pela Proposi-

ção 1.3.11, pois a palavra associativa obtida omitindo os colchetes contém

subpalavras x1x
4
2 ou x2

1x2, e portanto pelas relações (2.2.1) e (2.2.2) é uma

combinação linear de palavras menores em U+
q (G2). Em dois casos, [[C], [E]]

e [[C], [F ]], a palavra não é standard como palavra não-associativa. Restam

então apenas 4 casos a serem considerados:

• [[D], [E]]: a relação (2.2.5) mostra que a palavra DE é uma combinação

linear de palavras menores em U+
q (G2). Logo, pela Proposição 1.3.11,

a super-letra é suave.

• [[B], [C]]: como BC = (x1x2)3x2, a relação (2.2.6) mostra que a palavra

BC é uma combinação linear de palavras menores. Outra vez pela

36



Proposição 1.3.11 obtemos que a super-letra é suave.

• [[B], [E]]: neste caso BE = x1x2x1x
3
2, e usamos a relação (2.2.4).

• [[C], [D]]: multiplicamos a relação (2.2.6) à direita por (a1 − b1)x2, e

(2.2.4) à esquerda por (a2b1 − {b1(a1 − b1) + b2}b1)x1x2. O termo ĺıder

da diferença é igual a

{a3b1(a1 − b1)− a2(a2b1 − {b1(a1 − b1) + b2}b1)}x1x2x1x
2
2x1x

2
2

= −p5
12p

5
22(1 + p3

22)(1 + p2
22)CD.

Logo, CD também é uma combinação linear de palavras menores.

Então, pela Proposição 1.3.12, o conjunto {[A], [B], [C], [D], [E], [F ]} con-

tém todas as super-letras duras em U+
q (G2).

Como u+
q (G2) é imagem homomorfa de U+

q (G2), todas as super-letras

suaves em U+
q (G2) são suaves em u+

q (G2). Conclúımos que a lista (2.2.7)

também contém todas as super-letras duras em u+
q (G2). �

É importante ressaltar que o resultado acima foi provado por V. K.

Kharchenko. Não indicamos referência pois o mesmo nunca foi publicado. A

seguir terminaremos a prova de que as super-letras duras determinadas nesta

proposição formam realmente uma base PBW para U+
q (G2).

2.3 Tabela de derivadas de U+
q (G2), u+

q (G2)

Pela Definição 1.8.1, a subálgebra A = k〈x1, x2〉 de U+
q (G2) (respectiva-

mente, u+
q (G2)) admite um cálculo diferencial

∂i(xj) = δji , ∂i(uv) = ∂i(u) · v + p(u, xi)u · ∂i(v) (2.3.1)

para i = 1, 2.

37



Pela Observação 1.8.5, sabemos que as subálgebras coideais à direita ho-

mogêneas contendo k[G] são da forma U = UA#k[G], onde UA = A ∩ U

é uma subálgebra diferencial de A = k〈x1, x2〉 e G é o conjunto de todos

elementos group-like. Logo, conhecendo as subálgebras diferenciais pode-

mos descrever as subálgebras coideais à direita homogêneas de U+
q (G2) e de

u+
q (G2) que contêm k[G].

Usando as fórmulas (2.3.1) temos o seguinte resultado.

Proposição 2.3.1. As derivadas dos elementos da lista (2.2.7) estão dadas

na figura 2.1.

∂1 ∂2

[A] 1 0
[B] (1− q−3)x2 0
[C] q2(1− q−3)2x2[D] + p21(1− q−3)(q3 − q2 − q)[E] 0
[D] (1− q−3)(1− q−2)x2

2 0
[E] (1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)x3

2 0
[F ] 0 1

Figura 2.1: Tabela de Derivadas

Demonstração. Como [A] = x1 e [F ] = x2, pela definição, ∂1([A]) = 1,

∂2([A]) = 0, ∂1([F ]) = 0, ∂2([F ]) = 1.

Para [B] temos [B] = [x1, x2] = x1x2 − p12x2x1. Usando (2.3.1),

∂1([B]) = ∂1(x1x2)− p12∂1(x2x1) =

= ∂1(x1)x2 + p11x1∂1(x2)− p12(∂1(x2)x1 + p21x2∂1(x1)) =

= x2 − p12p21x2 = (1− q−3)x2,

∂2([B]) = ∂2(x1x2)− p12∂2(x2x1) =

= ∂2(x1)x2 + p12x1∂2(x2)− p12(∂2(x2)x1 + p22x2∂2(x1)) =

= p12x1 − p12x1 = 0.
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Para [D] = [[x1, x2], x2] = [[B], x2] = [B]x2 − p12p22x2[B] temos

∂1([D]) = ∂1([B]x2)− p12p22∂1(x2[B]) =

= ∂1([B])x2 + p11p21[B]∂1(x2)− p12p22(∂1(x2)[B] + p21x2∂1([B])) =

= (1− p12p21)x2
2 + 0− 0− p12p22p21(1− p12p21)x2

2 =

= (1− p12p22p21)(1− p12p21)x2
2 = (1− q−3)(1− q−2)x2

2,

∂2([D]) = ∂2([B]x2)− p12p22∂2(x2[B]) =

= ∂2([B])x2 + p12p22[B]∂2(x2)− p12p22(∂2(x2)[B] + p22x2∂2([B])) =

= 0 + p12p22[B]− p12p22[B]− 0 = 0.

Novamente, para [E] = [[[x1, x2], x2], x2] = [[D], x2] = [D]x2 − p12p
2
22x2[D]

temos

∂1([E]) = ∂1([D]x2)− p12p
2
22∂1(x2[D]) =

= ∂1([D])x2 + p11p
2
21[D]∂1(x2)− p12p

2
22(∂1(x2)[D] + p21x2∂1([D])) =

= (1− p12p
2
22p21)(1− p12p22p21)(1− p12p21)x3

2 =

= (1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)x3
2,

∂2([E]) = ∂2([D]x2)− p12p
2
22∂2(x2[D]) =

= ∂2([D])x2 + p12p
2
22[D]∂2(x2)− p12p

2
22(∂2(x2)[D] + p22x2∂2([D])) =

= 0 + p12p
2
22[D]− p12p

2
22[D]− 0 = 0.

Finalmente, para [C] = [[x1, x2], [[x1, x2], x2]] = [B][D] − p11p
2
12p21p

2
22[D][B]
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temos

∂1([C]) = ∂1([B][D])− p11p
2
12p21p

2
22∂1([D][B]) =

= ∂1([B])[D] + p11p21[B]∂1([D])−

− p11p
2
12p21p

2
22(∂1([D])[B] + p11p

2
21[D]∂1([B])) =

= (1− p12p21)x2[D] + p11p21(1− p12p22p21)(1− p12p21)[B]x2
2−

− p12p
2
22(1− p12p22p21)(1− p12p21)x2

2[B]− p21p
2
22(1− p12p21)[D]x2.

Note que os elementos [D]x2 e [B]x2
2 não são elementos da base, pois [B] > x2

e [D] > x2. Para escrever ∂1([C]) na base PBW, usamos

[E] = [D]x2 − p12p
2
22x2[D],

[D] = [B]x2 − p12p22x2[B],

de onde obtemos

[D]x2 = [E] + p12p
2
22x2[D],

[B]x2
2 = [D]x2 + p12p22x2[B]x2 = [E] + p12p22(1 + p22)x2[D] + p2

12p
2
22x

2
2[B].

Usando estas relações obtemos finalmente

∂1([C]) = (1− p12p21)x2[D] + p11p21(1− p12p22p21)(1− p12p21)([E]+

+ p12p22(1 + p22)x2[D] + p2
12p

2
22x

2
2[B])−

− p12p
2
22(1− p12p22p21)(1− p12p21)x2

2[B]− p21p
2
22(1− p12p21)([E]+

+ p12p
2
22x2[D]) = (1− p12p21)x2[D](1 + p22(1 + p22)(1− p12p22p21)−

− p22) + p21(1− p12p21)[E](p11(1− p12p22p21)− p2
22)+

+ p12p
2
22(1− p12p22p21)(1− p12p21)x2

2[B](p12p11p21 − 1) =

= q2(1− q−3)2x2[D] + p21(1− q−3)(q3 − q2 − q)[E],
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∂2([C]) = ∂2([B][D])− p11p
2
12p21p

2
22∂2([D][B]) =

= ∂2([B])[D] + p12p22[B]∂2([D])− p12p
2
22(∂2([D])[B]+

+ p12p
2
22[D]∂2([B])) = 0 + 0− 0− 0 = 0.

�

2.4 Os geradores PBW de U+
q (G2)

Nesta seção encontraremos elementos que formam uma base PBW para

U+
q (G2) e suas respectivas alturas.

Lema 2.4.1. Para [A], [B], [C], [D], [E], [F ] da lista (2.2.7), temos p(A,A) =

q3, p(B,B) = q, p(C,C) = q3, p(D,D) = q, p(E,E) = q3 e p(F, F ) = q.

Demonstração. Como [A] = x1 e [F ] = x2 temos claramente p(A,A) = p11 =

q3 e p(F, F ) = p22 = q. Para [B] = [x1, x2] temos

p(B,B) = p(x1x2, x1x2) = p(x1x2, x1)p(x1x2, x2) = p11p21p12p22 = q3q−3q = q.

Usando que [C] = [[x1, x2], [[x1, x2], x2]], obtemos

p(C,C) = p(x1x2x1x2x2, x1x2x1x2x2) = p(x1x2x1x
2
2, x1)2p(x1x2x1x

2
2, x2)3 =

= p4
11p

6
21p

6
12p

9
22 = q12q−18q9 = q3.

Para [D] = [[x1, x2], x2] temos

p(D,D) = p(x1x2x2, x1x2x2) = p(x1x
2
2, x1)p(x1x

2
2, x2)2 =

= p11p
2
21p

2
12p

4
22 = q3q−6q4 = q.
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Analogamente, [E] = [[[x1, x2], x2], x2] e

p(E,E) = p(x1x2x2x2, x1x2x2x2) = p(x1x
3
2, x1)p(x1x

3
2, x2)3 =

= p11p
3
21p

3
12p

9
22 = q3q−9q9 = q3.

�

Teorema 2.4.2. Se q não é raiz da unidade, então os valores em U+
q (G2)

das super-letras

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],

[C] = [[x1, x2], [[x1, x2], x2]],

[D] = [[x1, x2], x2],

[E] = [[[x1, x2], x2], x2],

[F ] = x2,

formam um conjunto de geradores PBW para U+
q (G2) sobre k[G], e cada

super-letra possui altura infinita. Se supomos x1 > x2, então A > B > C >

D > E > F .

Demonstração. Primeiro vejamos que todas estas super-letras são não-nulas.

Para os casos [A], [B], [D], [E], [F ] temos que nenhuma destas super-letras é

nula em U+
q (G2) pois todas possuem grau menor que 2 para x1 e menor que

4 para x2, logo não satisfazem as relações dadas por (2.1.1). Falta analisar a

super-letra [C], que possui grau (2,3). Se [C] = 0 em U+
q (G2), então [C] = 0

na álgebra definida apenas pela primeira relação dada em eqrefrel. Mas, pela

Definição 1.3.3 esta álgebra é fechada para composições. Como a palavra

C = x1x2x1x
2
2 não possui a subpalavra x2

1x2, pela Proposição 1.3.4, temos

[C] 6= 0.
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Uma super-letra [u] é dura em U+
q (G2) se o seu valor em U+

q (G2) não é

uma combinação linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-

letras meno-res que [u]. Note que basta verificar que [u] não é combinação

linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-letras duras menores

que [u]. De fato, uma super-letra suave [u] é uma combinação linear

[u] =
∑
i

αi[vi1 ][vi2 ] . . . [vik ]

onde [vij ] < [u] para todos i, j e o grau de [vi1 ][vi2 ] . . . [vik ] é o mesmo grau

de [u]. Se uma das super-letras [vij ] é suave, podemos substituir

[vij ] =
∑
l

βl[wl1 ][wl2 ] . . . [wlm ]

onde [wln ] < [vij ] para todos l, n e o grau de [wl1 ][wl2 ] . . . [wlm ] é o mesmo

grau de [vij ]. Então temos [wln ] < [vij ] < [u] e o grau de [wln ] é menor ou

igual ao grau de [vij ] que é menor ou igual ao grau de [u]. Mas temos apenas

um número finito de super-letras menores que [u] com grau menor ou igual

ao grau de [u], então este processo tem que terminar. Logo, podemos supor

que todos [vij ] são duros em U+
q (G2), após fazer as substituições necessárias.

Agora vejamos que todas super-letras da lista (2.2.7) são duras. Como

[F ] é a menor super-letra da lista, não pode ser escrita como uma combinação

linear não-vazia de super-palavras em super-letras duras menores. Logo, [F ]

é dura. A próxima super-letra da lista é [E], que possui grau (1, 3). [E]

também não pode ser escrita como combinação linear não-vazia de super-

palavras em super-letras duras menores, pois a única é [F ] que possui grau

(0, 1). Da mesma forma, a super-letra [D] possui grau (1, 2), e este grau não

é combinação dos graus de [E] e [F ]. Novamente, analisando os graus de [C],

[B] e [A] (que são (2, 3), (1, 1) e (1, 0)), vemos que [A], [B], [C], [D], [E] e [F ]

são super-letras duras.

Como as super-letras da lista (2.2.7) são todas super-letras duras em

43



U+
q (G2), pelo Teorema 1.4.3, elas formam um conjunto de geradores PBW

para U+
q (G2) sobre k[G]. Falta apenas ver que todas as alturas são infinitas.

Pelo Lema 2.4.1, sabemos que para toda super-letra dura [u] temos que

p(u, u) = q ou p(u, u) = q3. Mas estamos supondo que q não é raiz da

unidade. Então p(u, u) não é raiz t-ésima primitiva da unidade para nenhum

t e pela Definição 1.3.13 temos h([u]) infinita. �

2.5 O caso u+
q (G2)

Nesta seção veremos que U+
q (G2) e u+

q (G2) possuem a mesma base PBW,

porém seus elementos possuem alturas distintas.

Antes de irmos para o próximo lema, faremos algumas considerações que

serão usadas para demonstrá-lo. Sabemos da demonstração do Teorema 2.4.2

que uma super-letra [u] é dura se o seu valor em H não é uma combinação

linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-letras duras menores

que [u]. Também sabemos da Proposição 2.2.1 que todas super-letras duras

em u+
q (G2) pertencem a {[A], [B], [C], [D], [E], [F ]}.

Como a super-letra [[C], [F ]] não é dura, ela é uma combinação linear de

super-palavras de mesmo grau em super-letras duras menores que [[C], [F ]],

que são [D], [E] e [F ]. O grau de [[C], [F ]] é (2, 4), a a única combinação

posśıvel de [D], [E] e [F ] com grau (2, 4) é [D]2. Conclúımos que

[[C], [F ]] = α[D]2, α ∈ k. (2.5.1)

Da mesma forma, [[C], [E]] não é dura e possui grau (3, 6), logo,

[[C], [E]] = β[D]3, β ∈ k. (2.5.2)
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Da mesma maneira vejamos que

[[B], [C]] = [[C], [D]] = [[D], [E]] = 0. (2.5.3)

A super-letra [[B], [C]] não é dura e possui grau (3, 4). Mas não existe ne-

nhuma combinação de [C], [D], [E] e [F ] (as super-letras duras menores que

[[B], [C]]) com este grau. Portanto, obtemos [[B], [C]] = 0. O mesmo método

pode ser usado para obter [[C], [D]] = [[D], [E]] = 0.

Lema 2.5.1. Seja [u] uma super-letra da lista (2.2.7). Então

[[u], [[u], . . . [[u]︸ ︷︷ ︸
l

, ∂i([u])] . . .]] = 0,

para l = 1 se [u] ∈ {[A], [E], [F ]}, l = 2 se [u] = [C], e l = 3 se [u] ∈
{[B], [D]}.

Demonstração. Inicialmente consideramos [u] = [A] = x1. Neste caso temos

[[A], ∂1([A])] = [x1, 1] = 0.

Se [u] = [B], então

[[B], ∂1([B])] = (1− q−3)[[B], x2] = (1− q−3)[D],

[[B], [D]] = [C].

Como por (2.5.3) temos [[B], [C]] = 0, obtemos a igualdade desejada para

l = 3.

No caso [u] = [C], usando (2.5.1), (2.5.3), (2.5.2) e (1.2.3) temos

[[C], ∂1([C])] = α[[C], x2] · [D] + βx2 · [[C], [D]] + γ[[C], [E]] = δ[D]3,

[[C], [D]3] = ε[[C], [D]] · [D]2 + θ[D] · [[C], [D]] · [D] + λ[D]2 · [[C], [D]] = 0,

com α, β, γ, δ, ε, θ, λ ∈ k.
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Se [u] = [D], então

[[D], x2] = [E], [[D], [E]] = 0,

e de (1.2.3) obtemos as seguintes relações

[[D], [[D], x2
2]] = [[D], [[D], x2] · x2] + [[D], αx2 · [[D], x2]] =

= [[D], [E]x2] + [[D], αx2[E]] =

= [E] · [[D], x2] + β[[D], [E]] · x2 + αx2 · [[D], [E]]+

+ γ[[D], x2] · [E] = δ[E]2,

com α, β, γ, δ ∈ k e

[[D], [E]2] = [E] · [[D], [E]] + ε[[D], [E]] · [E] = 0,

com ε ∈ k, de onde obtemos

[[D], [[D], [[D], ∂1([D])]]] = 0.

Para [u] = [E] temos

[[E], x2] = 0,

e de (1.2.3) segue que

[[E], x3
2] = [[E], x2] · x2

2 + αx2 · [[E], x2] · x2 + βx2
2 · [[E], x2] = 0,

com α, β ∈ k. Logo, [[E], ∂1([E])] = 0.

Nossa última possibilidade é [u] = [F ] = x2. Neste caso,

[[F ], ∂2([F ])] = [x2, 1] = 0.
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Falta apenas ver que

[[u], ∂2([u])] = 0

para [u] ∈ {[A], [B], [C], [D], [E]} e

[[F ], ∂1([F ])] = 0.

Mas isto é óbvio, pois temos ∂2([A]) = ∂2([B]) = ∂2([C]) = ∂2([D]) =

∂2([E]) = ∂1([F ]) = 0. �

Teorema 2.5.2. Se q possui ordem multiplicativa finita t, t > 4, t 6= 6, então

os valores em u+
q (G2) das super-letras da lista (2.2.7) formam um conjunto de

geradores PBW para u+
q (G2) sobre k[G]. A altura h de [u] ∈ {[B], [D], [F ]}

é igual a t. Para [u] ∈ {[A], [C], [E]} temos h = t se 3 não é divisor de t e

h = t
3

caso contrário. Para qualquer caso temos [u]h = 0 em u+
q (G2).

Demonstração. Da mesma forma que no Teorema 2.4.2 vemos que as super-

letras da lista (2.2.7) são todas duras em u+
q (G2) analisando os seus graus

(para ver que elas não podem ser combinações lineares não-vazias de super-

palavras de mesmo grau em super-letras menores e que são não-nulas). No-

vamente pelo Teorema 1.4.3, elas formam um conjunto de geradores PBW

para u+
q (G2) sobre k[G]. Agora vejamos as suas alturas.

Inicialmente notamos que, se p(u, u) é raiz tu-ésima primitiva da unidade

e

[[u], [[u], . . . [[u]︸ ︷︷ ︸
tu−1

, ∂i([u])] . . .]] = 0.

Então, pelo Lema 1.8.2 temos ∂i([u]tu) = 0 em u+
q (G2).

No caso [u] ∈ {[B], [D], [F ]}, temos p(u, u) = q. Logo tu = t, pois q é raiz

t-ésima primitiva da unidade. Pelos Lemas 1.8.2 e 2.5.1, temos ∂i([u]t) = 0

em u+
q (G2) para i = 1, 2 e t ≥ 5. Agora aplicamos o critério de Milinski-

Schneider (Lema 1.8.3), e obtemos [u]t = 0. Conclúımos que t é a altura de

[B], [D], [F ].
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Para [u] ∈ {[A], [C], [E]}, temos p(u, u) = q3. Novamente q é raiz t-ésima

primitiva da unidade, e portanto tu é igual a t se 3 não é um divisor de t e t
3

caso contrário. Pelos Lemas 1.8.2 e 2.5.1, temos ∂i([u]tu) = 0 em u+
q (G2) para

i = 1, 2 e tu ≥ 3. Como t ≥ 5 e t 6= 6, basta termos tu ≥ 3. Novamente o

critério de Milinski-Schneider fornece [u]tu = 0. Logo, a altura de [A], [C], [E]

é t ou t
3
. �

Corolário 2.5.3. O expoente s dado em (1.4.2) é 1 para todo gerador PBW

[u].

Demonstração. Pelo Lema 1.4.5, sabemos que s = 1 ou p(u, u) é raiz t-

ésima primitiva da unidade e s = t, ou (no caso de caracteŕıstica positiva)

s = t(chark)r. Como pelo Teorema 2.5.2 temos [u]t = 0 se p(u, u) é raiz

t-ésima primitiva da unidade, obtemos s = 1. �

Agora que já explicitamos um conjunto de geradores PBW para U+
q (G2) e

para u+
q (G2) com suas respectivas alturas, passaremos ao estudo das subálge-

bras coideais à direita e de seus geradores PBW.
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Caṕıtulo 3

O reticulado de coideais de

U+
q (G2), u+

q (G2)

Neste caṕıtulo vamos descrever todas subálgebras coideais à direita (ho-

mogêneas) contendo k[G] do grupo quântico multiparâmetro U+
q (G2) (res-

pectivamente, de u+
q (G2)).

3.1 Encontrando os posśıveis geradores PBW

Proposição 3.1.1. Seja U uma subálgebra coideal à direita (homogênea)

de U+
q (G2) (respectivamente, u+

q (G2)) que contém k[G]. Então os geradores

PBW de U estão contidos na lista

x1,

[B] ou [x2, x1],

[D] ou [x2, [x2, x1]],

[E] ou [x2, [x2, [x2, x1]]],

[C] ou [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]],

x2.

Mais ainda, cada coideal possui no máximo um gerador de cada linha.
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Demonstração. Seja U uma subálgebra coideal à direita (homogênea) de

U+
q (G2) (respectivamente, u+

q (G2)) que contém k[G]. Pela Proposição 1.4.6

e pelo Corolário 2.5.3, os geradores PBW de U são da forma

[u] +
∑

αiWi

onde [u] é uma super-letra dura e os Wi’s são super-palavras da base iniciando

por super-letras menores que [u] tais que D(Wi) = D([u]). Temos então as

seguintes possibilidades:

x1,

[B] + αx2x1,

[D] + αx2
2x1 + βx2[B],

[E] + αx3
2x1 + βx2

2[B] + γx2[D],

[C] + αx3
2x

2
1 + βx2

2[B]x1 + γx2[D]x1 + δx2[B]2 + ε[D][B] + τ [E]x1,

x2.

Além disso, pela construção desses geradores, o conjunto de geradores

PBW de U não possui mais do que um gerador de cada um dos seis tipos

listados acima. Em particular, toda subálgebra coideal à direita homogênea

própria de U+
q (G2) ou u+

q (G2) possui no máximo cinco geradores PBW.

Nosso objetivo é calcular todos coeficientes posśıveis para os geradores da

lista acima.

Suponha que [B] + αx2x1 é um gerador de U. Como UA = U ∩A é uma

subálgebra diferencial, os seguintes elementos estão em U:

1. ∂2([B] + αx2x1) = αx1,

2. ∂1([B] + αx2x1) = (1− q−3 + αp21)x2.

Se α 6= 0 e (1−q−3 +αp21) 6= 0, então x1 e x2 estão em U, e U = U+
q (G2).

Logo, podemos supor que α = 0 ou (1− q−3 + αp21) = 0. No primeiro caso,
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[B] é um gerador para U. No segundo caso, α = (q−3 − 1)/p21 e o gerador é

[B] + αx2x1 = [B] +
(q−3 − 1)x2x1

p21

= x1x2 − p−1
21 x2x1 = −p−1

21 [x2, x1].

Suponha agora que [D] + αx2
2x1 + βx2[B] é um gerador de U. Então U

contém os seguintes elementos:

1. ∂2([D] + αx2
2x1 + βx2[B]) = α(1 + q)x2x1 + β[B],

2. ∂2
2([D] + αx2

2x1 + βx2[B]) = α(1 + q)x1,

3. ∂1([D]+αx2
2x1 +βx2[B]) = ((1−q−3)(1−q−2)+αp2

21 +βp21(1−q−3))x2
2,

4. ∂1∂2([D] + αx2
2x1 + βx2[B]) = (α(1 + q)p21 + β(1− q−3))x2.

Novamente temos duas possibilidades. Uma é que x2 ∈ U. Neste caso,

pela segunda linha, α = 0. Se β = 0, então [D] é um gerador. Se β 6= 0, então

[D] também pode ser considerado um gerador. De fato, ∂2([D] + βx2[B]) =

β[B], mas [B], x2 ∈ U implica [D] ∈ U. A segunda possibilidade é que

x1 ∈ U, e pelas linhas 3 e 4 obtemos

• (1− q−3)(1− q−2) + αp2
21 + βp21(1− q−3) = 0,

• α(1 + q)p21 + β(1− q−3) = 0.

Resolvendo este sistema (de duas equações e duas variáveis) obtemos

α =
(1− q−3)(1− q−2)

qp2
21

, β = −(1− q−2)(1 + q)

p21q

e o gerador é

[D] +
(1− q−3)(1− q−2)

qp2
21

x2
2x1 −

(1− q−2)(1 + q)

p21q
x2[B] = q−1p−2

21 [x2, [x2, x1]].

Se [E] + αx3
2x1 + βx2

2[B] + γx2[D] é um gerador de U, temos:
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1. ∂2([E]+αx3
2x1 +βx2

2[B]+γx2[D]) = α(1+q+q2)x2
2x1 +β(1+q)x2[B]+

γ[D],

2. ∂2
2([E]+αx3

2x1+βx2
2[B]+γx2[D]) = α(1+q+q2)(1+q)x2x1+β(1+q)[B],

3. ∂3
2([E] + αx3

2x1 + βx2
2[B] + γx2[D]) = α(1 + q + q2)(1 + q)x1,

4. ∂1∂
2
2([E] +αx3

2x1 +βx2
2[B] +γx2[D]) = (1 + q)(α(1 + q+ q2)p21 +β(1−

q−3))x2,

5. ∂1∂2([E] + αx3
2x1 + βx2

2[B] + γx2[D]) = (αp2
21(1 + q + q2) + βp21(1 +

q)(1− q−3) + γ(1− q−3)(1− q−2))x2
2,

6. ∂1([E] + αx3
2x1 + βx2

2[B] + γx2[D]) = ((1 − q−3)(1 − q−2)(1 − q−1) +

αp3
21 + βp2

21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2))x3
2.

Se x2 ∈ U, pela linha 3 temos α = 0 e restam 3 possibilidades. Se

β = γ = 0, então [E] é um gerador. Se β = 0 e γ 6= 0, então [E]+γx2[D] ∈ U,

e

∂1([E] + γx2[D]) = (1− q−3)(1− q−2)((1− q−1) + γp21)x3
2,

∂2([E] + γx2[D]) = γ[D].

Logo [E] ∈ U e ainda podemos considerar [E] como um gerador. Se β 6= 0,

então [E] + βx2
2[B] + γx2[D] ∈ U. Neste caso

∂2
2([E] + βx2

2[B] + γx2[D]) = β(1 + q)[B]

∂1([B]) = (1− q−3)x2

fornecem [E] ∈ U.

Se x1 ∈ U, então pelas linhas 4, 5 e 6 obtemos

• α(1 + q + q2)p21 + β(1− q−3) = 0,

• αp2
21(1 + q + q2) + βp21(1 + q)(1− q−3) + γ(1− q−3)(1− q−2) = 0,
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• (1−q−3)(1−q−2)(1−q−1)+αp3
21+βp2

21(1−q−3)+γp21(1−q−3)(1−q−2) =

0.

Resolvendo este sistema temos que o gerador [E]+αx3
2x1+βx2

2[B]+γx2[D]

é um múltiplo de [x2, [x2, [x2, x1]]].

Nossa última possibilidade é que [C] + αx3
2x

2
1 + βx2

2[B]x1 + γx2[D]x1 +

δx2[B]2 + ε[D][B] + τ [E]x1 é um gerador de U. Então U contém

1. ∂2∂1∂
2
2([C]+αx3

2x
2
1+βx2

2[B]x1+γx2[D]x1+δx2[B]2+ε[D][B]+τ [E]x1) =

(1 + q)(αp21(1 + q + q2)(1 + q3) + β(1 + q−3))x1,

2. ∂3
2∂1([C]+αx3

2x
2
1 +βx2

2[B]x1 +γx2[D]x1 +δx2[B]2 +ε[D][B]+τ [E]x1) =

(αp3
21(1 + q3) + βp2

21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) + τ(1− q−3)(1−
q−2)(1− q−1))(1 + q + q2)(1 + q)x1,

3. ∂3
2([C] +αx3

2x
2
1 + βx2

2[B]x1 + γx2[D]x1 + δx2[B]2 + ε[D][B] + τ [E]x1) =

α(1 + q + q2)(1 + q)x2
1,

4. ∂2
2∂1∂2([C]+αx3

2x
2
1+βx2

2[B]x1+γx2[D]x1+δx2[B]2+ε[D][B]+τ [E]x1) =

(αp2
21(1+q+q2)(1+q3)+βp21(1+q)(1−q−3)+γ(1−q−3)(1−q−2))(1+

q)x1,

5. ∂2
1([C] +αx3

2x
2
1 + βx2

2[B]x1 + γx2[D]x1 + δx2[B]2 + ε[D][B] + τ [E]x1) =

p21(p2
21(αp3

21(1 + q3) + βp2
21(1 − q−3) + γp21(1 − q−3)(1 − q−2) + τ(1 −

q−3)(1 − q−2)(1 − q−1)) + p21(1 − q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1 − q−3) + ε(1 −
q−3)(1 − q−2) + δp21q(1 − q−3)) + (1 − q−3)(1 − q−2)(γp3

21q
3 + q2(1 −

q−3)2 + δp2
21q

3(1 − q−3) + εp21q
2(1 − q−3)) + (1 − q−3)(1 − q−2)(1 −

q−1)q3(εp21(1− q−3) + τp2
21 + (1− q−3)(1− q−1 − q−2)))x3

2,

6. ∂1∂2∂1([C]+αx3
2x

2
1+βx2

2[B]x1+γx2[D]x1+δx2[B]2+ε[D][B]+τ [E]x1) =

(p2
21(1 + q+ q2)(αp3

21(1 + q3) + βp2
21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) +

τ(1 − q−3)(1 − q−2)(1 − q−1)) + p21(1 + q)(1 − q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1 −
q−3)+ε(1−q−3)(1−q−2)+δp21q(1−q−3))+(1−q−3)(1−q−2)q2(γp3

21q+

(1− q−3)2 + δp2
21q(1− q−3) + εp21(1− q−3)))x2

2,
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7. ∂1∂
2
2∂1([C]+αx3

2x
2
1+βx2

2[B]x1+γx2[D]x1+δx2[B]2+ε[D][B]+τ [E]x1) =

(p21(1 + q+ q2)(αp3
21(1 + q3) + βp2

21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) +

τ(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)) + (1− q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1− q−3) + ε(1−
q−3)(1− q−2) + δp21q(1− q−3)))(1 + q)x2,

8. ∂2
1∂

2
2([C]+αx3

2x
2
1 +βx2

2[B]x1 +γx2[D]x1 +δx2[B]2 +ε[D][B]+τ [E]x1) =

p21(1 + q)(1 + q3)(αp21(1 + q + q2) + β(1− q−3))x2,

9. ∂2
1∂2([C]+αx3

2x
2
1 +βx2

2[B]x1 +γx2[D]x1 +δx2[B]2 +ε[D][B]+τ [E]x1) =

p21(p21(αp2
21(1 + q+ q2)(1 + q3) + βp21(1 + q)(1− q−3) + γ(1− q−3)(1−

q−2))+(1−q−3)(1+q)(βp2
21q

3 +δ(1−q−3))+(1−q−3)(1−q−2)q3(γp21 +

δ(1− q−3)))x2
2,

10. ∂1∂2∂1∂2([C] + αx3
2x

2
1 + βx2

2[B]x1 + γx2[D]x1 + δx2[B]2 + ε[D][B] +

τ [E]x1) = (1 + q)(p21(αp2
21(1 + q + q2)(1 + q3) + βp21(1 + q)(1− q−3) +

γ(1− q−3)(1− q−2)) + (1− q−3)(βp2
21q

3 + δ(1− q−3)))x2.

Se x2 ∈ U, então pelas 4 primeiras igualdades temos

• αp21(1 + q + q2)(1 + q3) + β(1 + q−3) = 0,

• αp3
21(1 + q3) + βp2

21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) + τ(1− q−3)(1−
q−2)(1− q−1) = 0,

• α = 0,

• αp2
21(1+ q+ q2)(1+ q3)+βp21(1+ q)(1− q−3)+γ(1− q−3)(1− q−2) = 0.

Resolvendo este sistema obtemos α = β = γ = τ = 0. Neste caso o

gerador é [C]. Se δ = ε = 0, isto é óbvio. Se δ ou ε é diferente de zero, então

∂2
2∂1([C] + δx2[B]2 + ε[D][B]) = (1− q−3)(1 + q)(δp21(1 + q) + ε(1− q−2))[B],

∂1([B]) = (1− q−3)x2,

[D] = [[B], x2]
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implicam que [C] pertence a U. Note que se δp21(1+q)+ε(1−q−2) = 0, temos

δ = − ε(1−q−2)
p21(1+q)

. Logo, δ 6= 0 e ε 6= 0, e como ∂2∂1∂2([C]+δx2[B]2 +ε[D][B]) =

−ε(1− q−3)(1− q−2)p−1
21 [B], obtemos [B] ∈ U.

Se x1 ∈ U, pelas igualdades 5 a 10 temos

• p2
21(αp3

21(1+q3)+βp2
21(1−q−3)+γp21(1−q−3)(1−q−2)+τ(1−q−3)(1−

q−2)(1 − q−1)) + p21(1 − q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1 − q−3) + ε(1 − q−3)(1 −
q−2)+δp21q(1−q−3))+(1−q−3)(1−q−2)q2(γp3

21q+(1−q−3)+δp2
21q(1−

q−3) + εp21(1 − q−3)) + (1 − q−3)(1 − q−2)(1 − q−1)q3(εp21(1 − q−3) +

τp2
21 + (1− q−3)(1− q−1 − q−2)) = 0,

• p2
21(1 + q + q2)(αp3

21(1 + q3) + βp2
21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) +

τ(1 − q−3)(1 − q−2)(1 − q−1)) + p21(1 + q)(1 − q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1 −
q−3)+ε(1−q−3)(1−q−2)+δp21q(1−q−3))+(1−q−3)(1−q−2)q2(γp3

21q+

(1− q−3) + δp2
21q(1− q−3) + εp21(1− q−3)) = 0,

• p21(1 + q + q2)(αp3
21(1 + q3) + βp2

21(1− q−3) + γp21(1− q−3)(1− q−2) +

τ(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)) + (1− q−3)(βp3
21q

3 + δp21(1− q−3) + ε(1−
q−3)(1− q−2) + δp21q(1− q−3)) = 0,

• αp21(1 + q + q2) + β(1− q−3) = 0,

• p21(αp2
21(1+q+q2)(1+q3)+βp21(1+q)(1−q−3)+γ(1−q−3)(1−q−2))+(1−

q−3)(1+q)(βp2
21q

3+δ(1−q−3))+q3(1−q−3)(1−q−2)(γp21+δ(1−q−3)) =

0,

• p21(αp2
21(1 + q + q2)(1 + q3) + βp21(1 + q)(1 − q−3) + γ(1 − q−3)(1 −

q−2)) + (1− q−3)(βp2
21q

3 + δ(1− q−3)) = 0.

Resolvendo este sistema vemos que o gerador [C] + αx3
2x

2
1 + βx2

2[B]x1 +

γx2[D]x1 +δx2[B]2 +ε[D][B]+τ [E]x1 é um múltiplo de [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]].

Com isto esgotamos todas as possibilidades para os geradores de U e

chegamos à lista desejada. �
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3.2 O caso U+
q (G2)

Teorema 3.2.1. Se q não é raiz da unidade, então o reticulado de subálgebras

coideais à direita contendo k[G] de U+
q (G2) é dado pela figura 3.1.

U+
q (G2)

〈[x1, x2]〉

〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

〈[[x1, x2], x2]〉

〈[[[x1, x2], x2], x2]〉

〈x2〉

k[G]

〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉

〈[x2, [x2, x1]]〉

〈[x2, x1]〉

〈x1〉

〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉

Figura 3.1: Reticulado de Subálgebras Coideais à Direita

Demonstração. Seja U uma subálgebra coideal à direita que contém k[G].

Por 1.7.4, sabemos que U é homogênea. Logo, pela Proposição 3.1.1 os

posśıveis geradores PBW para U são

x1,

[B] ou [x2, x1],

[D] ou [x2, [x2, x1]],

[E] ou [x2, [x2, [x2, x1]]],

[C] ou [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]],

x2.
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Observamos que 〈[u]〉 significa a menor subálgebra coideal à direita con-

tendo [u] e k[G].

A subálgebra coideal à direita gerado por x2 possui {x2} como conjunto

de geradores PBW. Da mesma maneira, a subálgebra coideal à direita gerada

por x1 possui como gerador PBW {x1}.
Se [E] ∈ U, então x2 ∈ U, pois

∂1([E]) = (1− q−3)(1− q−2)(1− q−2)x3
2.

Logo, 〈[E]〉 possui como geradores PBW {x2, [E]}.
Se [D] ∈ U, então x2 e [E] pertencem a U, pois

∂1([D]) = (1− q−3)(1− q−2)x2
2

e

[E] = [[D], x2]

e 〈[D]〉 possui como geradores PBW {x2, [D], [E]}.
Se [C] ∈ U, então x2, [D] e [E] estão em U, pois

∂2∂1([C]) = q2(1− q−3)2[D],

de onde obtemos que 〈[C]〉 possui como geradores PBW {x2, [C], [D], [E]}.
Se [B] ∈ U, então x2, [C], [D], [E] ∈ U, pois

∂1([B]) = (1− q−3)x2

e

[C] = [[B], [[B], x2]] = [[B], [D]].

Logo, obtemos que a subálgebra coideal à direita gerada por [B] possui ge-

radores PBW {x2, [B], [C], [D], [E]}.
Se incluirmos x1 em qualquer um destes 4 coideais, temos U = U+

q (G2),
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pois x2 pertence a todos eles.

Se [x2, x1] ∈ U, então x1 ∈ U pois

∂2([x2, x1]) = ∂2(x2x1)− p21∂2(x1x2) =

= ∂2(x2)x1 + p22x2∂2(x1)− p21(∂2(x1)x2 + p12x1∂2(x2)) =

= x1 − p21p12x1 = (1− q−3)x1,

e 〈[x2, x1]〉 possui como geradores PBW {x1, [x2, x1]}.
Se [x2, [x2, x1]] ∈ U, então x1, [x2, x1] ∈ U, pois

∂2([x2, [x2, x1]]) = ∂2(x2[x2, x1])− p22p21∂2([x2, x1]x2) =

= ∂2(x2)[x2, x1] + p22x2∂2([x2, x1])−

− p22p21(∂2([x2, x1])x2 + p22p12[x2, x1]∂2(x2)) =

= [x2, x1] + p22(1− q−3)[x2, x1]− p21p12q
2[x2, x1] =

= (1 + q)(1− q−2)[x2, x1].

Portanto, 〈[x2, [x2, x1]]〉 possui como geradores PBW {x1, [x2, x1], [x2, [x2, x1]]}.
Se [x2, [x2, [x2, x1]]] ∈ U, então x1, [x2, x1], [x2, [x2, x1]] ∈ U pois

∂2([x2, [x2, [x2, x1]]]) = ∂2(x2[x2, [x2, x1]])− p2
22p21∂2([x2, [x2, x1]]x2) =

= ∂2(x2)[x2, [x2, x1]] + p22x2∂2([x2, [x2, x1]])−

− p2
22p21(∂2([x2, [x2, x1]])x2 + p2

22p12[x2, [x2, x1]]∂2(x2)) =

= [x2, [x2, x1]] + p22(1 + q)(1− q−2)[x2, [x2, x1]]−

− p21p12q
4[x2, [x2, x1]] = q2(1− q−3)[x2, [x2, x1]]

implica que os geradores PBW são {x1, [x2, x1], [x2, [x2, x1]], [x2, [x2, [x2, x1]]]}.
Se o elemento [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]] pertence a U, então os elementos
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x1, [x2, x1], [x2, [x2, x1]] e [x2, [x2, [x2, x1]]] também pertencem a U pois

∂1([[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]) = ∂1([x1, x2][x2, [x2, x1]])−

− p2
12p11p

2
22p21∂1([x2, [x2, x1]][x1, x2]) =

= ∂1([x1, x2])[x2, [x2, x1]]+

+ p11p21[x1, x2]∂1([x2, [x2, x1]])−

− p12q
2(∂1([x2, [x2, x1]])[x1, x2]+

+ p2
21p11[x2, [x2, x1]]∂1([x1, x2])) =

= (1− q−3)x2[x2, [x2, x1]]+

+ p2
21p11(1− q−3)[x2, [x2, x1]]x2 =

= (1− q−3)[x2, [x2, [x2, x1]]].

Então {x1, [x2, x1], [x2, [x2, x1]], [x2, [x2, [x2, x1]]], [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]} é um

conjunto de geradores PBW para U.

Novamente, se incluirmos x2 em qualquer um destes quatro coideais temos

U = U+
q (G2).

Pelo fato de uma subálgebra coideal à direita não possuir mais de dois

geradores da mesma linha da lista de posśıveis geradores, conclúımos que

estas são todas subálgebras coideais à direita de U+
q (G2) que contém k[G], e

obtemos a figura 3.1. O teorema está provado. �

3.3 O caso u+
q (G2)

Teorema 3.3.1. Se q possui ordem multiplicativa finita t > 4, t 6= 6, então a

figura 3.1 representa o reticulado de subálgebras coideais à direita homogêneas

contendo k[G] de u+
q (G2).

Demonstração. A prova é análoga à do Teorema 3.2.1. A única diferença para

este caso é que não podemos garantir que toda subálgebra coideal à direita
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contendo k[G] de u+
q (G2) é homogênea. Temos então apenas o reticulado de

subálgebras coideais homogêneas e não o reticulado completo das subálgebras

coideais à direita contendo k[G]. �
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Caṕıtulo 4

O reticulado de coideais de

Uq(G2), uq(G2)

Neste caṕıtulo trabalharemos com a álgebra Uq(G2), definida por quatro

geradores x1, x2, x
−
1 , x

−
2 e pelas relações

[[[[x1, x2], x2], x2], x2] = 0, [x1, [x1, x2]] = 0,

[[[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ], x−2 ] = 0, [x−1 , [x

−
1 , x

−
2 ]] = 0,

[xi, x
−
j ] = δji (1− gifi), i, j = 1, 2,

como na Definição 1.9.2.

4.1 A decomposição triangular

Como vimos na seção 1.7, a subálgebra de Uq(G2) gerada por G e x1, x2

é isomorfa a U+
q (G2). Analogamente, a subálgebra de Uq(G2) gerada por F

e x−1 , x
−
2 é isomorfa a U−q (G2). Mais ainda, temos a seguinte decomposição
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(chamada decomposição triangular):

Uq(G2) = U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Analogamente, se q é raiz da unidade, temos

uq(G2) = u−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] u
+
q (G2).

Neste momento gostaŕıamos que toda subálgebra coideal à direita de

Uq(G2) (ou de uq(G2)) que contém k[H] possua uma decomposição trian-

gular, e que para duas subálgebras coideais à direita quaisquer k[F ] ⊆ U− ⊆
U−q (G2) (ou u−q (G2)), k[G] ⊆ U+ ⊆ U+

q (G2) (ou u+
q (G2)) o produto tensorial

U = U− ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U+ (4.1.1)

seja uma subálgebra coideal à direita. Na verdade temos os seguintes resul-

tados:

Lema 4.1.1. Seja q ∈ k. Se q não é raiz da unidade, toda subálgebra coideal

à direita U ⊇ k[H] de Uq(G2) possui uma decomposição (4.1.1), onde U+ ⊇
k[G] e U− ⊇ k[F ] são subálgebras coideais à direita de U+

q (G2) e U−q (G2),

respectivamente. Se q possui ordem multiplicativa finita t, t > 4, t 6= 6, o

mesmo resultado vale para as subálgebras coideais à direita homogêneas de

uq(G2).

Demonstração. Pela decomposição triangular (4.1), o conjunto de super-

letras P = P− ∪ P+ é um conjunto de geradores PBW para Uq(G2) sobre

k[H], onde P− é o conjunto de geradores PBW de U−q (G2)

{x−1 , x−2 , [x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], [[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ], [[x−1 , x

−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]}
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e P+ é o conjunto de geradores PBW de U+
q (G2)

{x1, x2, [x1, x2], [[x1, x2], x2], [[[x1, x2], x2], x2], [[x1, x2], [[x1, x2], x2]]}.

Fixamos a seguinte ordem nos geradores skew-primitivos

x1 > x2 > x−1 > x−2 . (4.1.2)

Pela Proposição 1.4.6, a subálgebra U possui geradores PBW da forma

[u] +
∑

αiWi +
∑

βjVj ∈ U, (4.1.3)

onde [u] ∈ P , Wi são as palavras da base que começam com super-letras

menores que [u], D(Wi) = D(u), e Vj são G-super-palavras com D(Vj) <

D(u). Pela definição de grau dada em (1.3.2), todos Wi’s possuem a mesma

constituição que o termo ĺıder [u]. Logo, todos Wi’s e o termo ĺıder [u]

pertencem à mesma componente da decomposição triangular (isto é, eles

possuem apenas elementos de X, ou apenas elementos de X−, não podem

possuir ambos). Falta provar que não há termos Vj.

Note que a subálgebra U é homogênea. De fato, se q não é raiz da

unidade, pelo Corolário 1.9.5, a álgebra U é homogênea. Se q possui ordem

multiplicativa finita, U é homogênea por hipótese. Logo, todos geradores

PBW podem ser escolhidos Γ-homogêneos também. Isto significa que a−c =

aj − cj e b − d = bj − dj, supondo que ax1 + bx2 + cx−1 + dx−2 é o grau de

[u] e ajx1 + bjx2 + cjx
−
1 + djx

−
2 é o grau de Vj, para todo j. No entanto, isto

contradiz a hipótese de que D(Vj) < D(u), como mostraremos a seguir.

Se o termo ĺıder [u] ∈ P−, então a = b = 0, de onde aj = bj = 0, pela

ordem definida em (1.3.1). Então c = cj e d = dj, e D(Vj) = D(u). Se

[u] ∈ P+, então c = d = 0 e a = aj − cj, b = bj − dj. Mas então aj ≥ a,

bj ≥ b, cj ≥ c e dj ≥ d, e portanto D(Vj) ≥ D(u).

Agora podemos ver que todos geradores PBW pertencem a U−q (G2) ou a
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U+
q (G2) (analogamente, pertencem a u−q (G2) ou a u+

q (G2)). Logo, U possui

a decomposição (4.1.1). �

Lema 4.1.2. ([11, Lemma 9.3]) O produto tensorial (4.1.1) é uma subálgebra

coideal à direita se e somente se

[U+,U−] ⊆ U− ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U+.

Observação 4.1.3. Por [11, Theorem 11.1], para provar que [U+,U−] ⊆
U− ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U

+ basta provar que [u+, u−] ∈ U− ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+

para todos geradores PBW u+ de U+ e u− de U−.

Estes resultados serão as ferramentas principais para determinar as subál-

gebras coideais à direita de Uq(G2) (analogamente, as subálgebras coideais à

direita homogêneas de uq(G2)).

4.2 U−q (G2), u−q (G2)

Para usar o Lema 4.1.2, precisamos conhecer as subálgebras coideais à

direita da álgebra U−q (G2). Já sabemos do caṕıtulo 2 que a álgebra U+
q (G2)

é definida pelas relações

p11 = p3
22 = (p12p21)−1 = q3

e

[x1, [x1, x2]] = 0, [[[[x1, x2], x2], x2], x2] = 0.

Assim como na Definição 1.9.1, definimos U−q (G2) por U+
q−1(G2), ou seja,

consideramos q′ = q−1. Conclúımos então que o reticulado de coideais de

U−q (G2) é análogo ao reticulado de coideais de U+
q (G2) dado na figura 3.1,

apenas substituindo x1 por x−1 , x2 por x−2 e G por F :
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U−q (G2)

〈[x−1 , x−2 ]〉

〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉

〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉

〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉

〈x−2 〉

k[F ]

〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉

〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉

〈[x−2 , x−1 ]〉

〈x−1 〉

〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉

Figura 4.1: Reticulado de Subálgebras Coideais à Direita

Novamente aqui o mesmo reticulado vale para as subálgebras coideais à

direita homogêneas de u−q (G2).

4.3 Os skew-comutadores entre os posśıveis

geradores PBW

O objetivo desta seção é apresentar os resultados necessários para aplicar

o Lema 4.1.2 e a Observação 4.1.3. Estes cálculos estão desenvolvidos no

apêndice do trabalho. Iniciamos com algumas observações que serão úteis.

Seja U+ uma subálgebra coideal à direita (homogênea) que contém k[G]

de U+
q (G2) (u+

q (G2)). Pela Proposição 3.1.1, os únicos geradores PBW posśı-

veis para U+ são:

x1,

[x1, x2] ou [x2, x1],
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[[x1, x2], x2] ou [x2, [x2, x1]],

[[[x1, x2], x2], x2] ou [x2, [x2, [x2, x1]]],

[[x1, x2], [[x1, x2], x2]] ou [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]],

x2.

Analogamente, se U− é uma subálgebra coideal à direita (homogênea)

que contém k[F ] de U−q (G2) (u−q (G2)), como U−q (G2) = U+
q−1(G2), temos os

seguintes posśıveis geradores:

x−1 ,

[x−1 , x
−
2 ] ou [x−2 , x

−
1 ],

[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ] ou [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]],

[[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ] ou [x−2 , [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]],

[[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]] ou [[x−1 , x

−
2 ], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]],

x−2 .

Agora estamos prontos para listar os skew-comutadores entre todos os

posśıveis geradores PBW das subálgebras coideais à direita (homogêneas)

que contém k[H] de U+
q (G2) e U−q (G2) (u+

q (G2) e u−q (G2)).

(1) [x1, x
−
1 ] = 1− g1f1

(2) [x1, x
−
2 ] = 0

(3) [x1, [x
−
1 , x

−
2 ]] = (1− q−3)x−2 g1f1

(4) [x1, [x
−
2 , x

−
1 ]] = p21(1− q3)x−2

(5) [x1, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = −q−1(1− q−3)(1− q−2)(x−2 )2g1f1

(6) [x1, [[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = q−3(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)(x−2 )3g1f1

(7) [x1, [[x
−
1 , x

−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = −q(1−q−3)2x−2 [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g1f1−p21q(1−

q−3)(1 + q − q−1)[[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]g1f1

(8) [x2, x
−
1 ] = 0

(9) [x2, x
−
2 ] = 1− g2f2
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(10) [x2, [x
−
1 , x

−
2 ]] = p12(1− q3)x−1

(11) [x2, [x
−
2 , x

−
1 ]] = (1− q−3)x−1 g2f2

(12) [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = p12(1 + q − q2 − q3)[x−1 , x

−
2 ]

(13) [x2, [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]] = (1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2

(14) [x2, [[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = p12(1− q3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]

(15) [x2, [x
−
2 , [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = q2(1− q−3)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]g2f2

(16) [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = p2

12(1−q)(1+q−q−1−q−2)[x−2 , x
−
1 ]2g2f2−

p3
12q

7(1− q−3)2(1 + q − q−1 − q−2)x−2 [x−2 , x
−
1 ]x−1 g2f2 + p3

12q(1− q3)(1 +

q − q−1 − q−2)[x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]x−1 g2f2

(17) [[x1, x2], x−1 ] = −p12(1− q−3)g1f1x2

(18) [[x1, x2], x−2 ] = (1− q−3)x1

(19) [[x1, x2], [x−2 , x
−
1 ]] = (1− q−3)(1− g1f1g2f2)

(20) [[x1, x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = p21(1− q−3)(1− q2)(1 + q)x−2

(21) [[x2, x1], x−1 ] = (1− q−3)x2

(22) [[x2, x1], x−2 ] = −p21(1− q−3)g2f2x1

(23) [[x2, x1], [x−1 , x
−
2 ]] = (1− q−3)(1− g2f2g1f1)

(24) [[x2, x1], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 g2f2g1f1

(25) [[x2, x1], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = −q(1− q−3)(1− q2)(x−2 )2g2f2g1f1

(26) [[x2, x1], [[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = q2(1− q−3)2[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g2f2g1f1

(27) [[[x1, x2], x2], x−1 ] = [[x1, x2]x2, x
−
1 ] − p12p22[x2[x1, x2], x−1 ] = −p2

12(1 −
q−3)(1− q−2)g1f1x

2
2
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(28) [[[x1, x2], x2], x−2 ] = [[x1, x2]x2, x
−
2 ] − p12p22[x2[x1, x2], x−2 ] = (1 + q −

q−1 − q−2)[x1, x2]

(29) [[[x1, x2], x2], [x−2 , x
−
1 ]] = −p12q(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)g1f1g2f2x2

(30) [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g

2
2f

2
2 )

(31) [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = p21(1−q−3)(1−q−2)(1+q)(1−q3)x−2

(32) [[x2, [x2, x1]], x−1 ] = (1− q−3)(1− q−2)x2
2

(33) [[x2, [x2, x1]], x−2 ] = p21(1− q + q−1 − q2)g2f2[x2, x1]

(34) [[x2, [x2, x1]], [x−1 , x
−
2 ]] = (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x2

(35) [[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g

2
2f

2
2 )

(36) [[x2, [x2, x1]], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = q2(1−q−3)2(1−q−2)(1+q)x−2 g1f1g

2
2f

2
2

(37) [[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = −p12q

3(1 − q−3)2(1 − q−2)(1 +

q)[x−1 , x
−
2 ]

(38) [[[[x1, x2], x2], x2], x−1 ] = −p3
12(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)g1f1x

3
2

(39) [[[[x1, x2], x2], x2], x−2 ] = q2(1− q−3)[[x1, x2], x2]

(40) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , x
−
1 ]] = −p2

12q
4(1− q−3)2(1− q2)g1f1g2f2x

2
2

(41) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = −p12q

4(1−q−3)2(1−q−2)(1+q)g1f1g
2
2f

2
2x2

(42) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = q2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)(1−

g1f1g2f2)g2f2

(43) [[x2, [x2, [x2, x1]]], x−2 ] = p21q(1− q−3)g2f2[x2, [x2, x1]]

(44) [[x2, [x2, [x2, x1]]], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = (1− q−3)(1− q−2)(1− q2)(1 + q)x2

(45) [[x2, [x2, [x2, x1]]], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = q2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)(1−

g1f1g
3
2f

3
2 )
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(46) [[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]], x−2 ] = −q−1(1+q)(1−q+q−1−q2)g2f2[x2, x1]2−
p12q

2(1− q + q−1 − q2)(1− q−3)2g2f2x2[x2, x1]x1 + p12q
2(1− q + q−1 −

q2)(1− q−3)g2f2[x2, [x2, x1]]x1

(47) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], x−2 ] = (1− q3)(1− q−2)[x1, x2]2

(48) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], x−1 ] = −p2
12q

3(1−q−3)g1f1[[[x1, x2], x2], x2]−p3
12q

4(1−
q−3)(1− q−2)(1 + q)g1f1x2[[x1, x2], x2]

(49) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], [x−2 , x
−
1 ]] = −p12q

4(1− q−3)2g1f1g2f2[[x1, x2], x2]

(50) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = q2(1−q−3)2(1−q−2)(1+q)[x1, x2]

4.4 Subálgebras coideais à direita de Uq(G2),

uq(G2)

Nesta seção vamos aplicar o Lema 4.1.2 para determinar as subálgebras

coideais à direita (homogêneas) de Uq(G2) (uq(G2)).

Lema 4.4.1. Seja U− uma subálgebra coideal à direita (homogênea) de

U−q (G2) (u−q (G2)). Então U−⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G] é uma subálgebra coideal

à direita (homogênea) de Uq(G2) (uq(G2)). Analogamente, se U+ é uma

subálgebra coideal à direita (homogênea) de U+
q (G2) (u+

q (G2)), então k[F ]⊗k[F ]

k[H] ⊗k[G] U+ é uma subálgebra coideal à direita (homogênea) de Uq(G2)

(uq(G2)).

Demonstração. Basta notar [k[G],U−] = k[G]U−−U−k[G] = U−k[G], pois

ug = χu(g)gu para todos u ∈ U−, g ∈ G. Logo, o resultado decorre do Lema

4.1.2. A prova é análoga para U+. �

Teorema 4.4.2. Se q ∈ k não é raiz da unidade, o reticulado de subálgebras

coideais à direita de Uq(G2) é composto pelas 4 figuras a seguir. Se q possui
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ordem multiplicativa finita t, t > 4, t 6= 6, o mesmo reticulado determina as

subálgebras coideais à direita homogêneas de uq(G2).

〈U−q (G2), U+
q (G2)〉

〈U−q (G2), x2〉 〈x2, U
+
q (G2)〉

〈U−q (G2), 1〉 〈1, U+
q (G2)〉

〈[x−1 , x−2 ], 1〉 〈1, [x1, x2]〉

〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]], 1〉 〈1, [[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ], 1〉 〈1, [[x1, x2], x2]〉

〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ], 1〉 〈1, [[[x1, x2], x2], x2]〉

〈x−2 , x2〉

〈x−2 , 1〉 〈1, x2〉

〈1, 1〉
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〈U
− q

(G
2
),

U
+ q

(G
2
)〉

〈U
− q

(G
2
),

x
1
〉

〈[
x
− 1

,
x
− 2

],
[x

2
,
x
1
]〉

〈x
− 2

,
U

+ q
(G

2
)〉

〈U
− q

(G
2
),

1
〉

〈[
x
− 1

,
x
− 2

],
x
1
〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

]]
,
[x

2
,
x
1
]〉
〈[

[x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
〉 〈

[[
[x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
− 2

],
[x

2
,
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
]〉

〈1
,
U

+ q
(G

2
)〉

〈[
x
− 1

,
x
− 2

],
1
〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

]]
,
x
1
〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
[x

2
,
x
1
]〉

〈[
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
− 2

],
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
〉

〈x
− 2

,
[x

2
,
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
]〉

〈1
,
[[

x
1
,
x
2
],

[x
2
,
[x

2
,
x
1
]]
]〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

]]
,
1
〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
1
〉

〈[
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
− 2

],
[x

2
,
x
1
]〉

〈x
− 2

,
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
〉

〈1
,
[x

2
,
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
]〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
1
〉

〈[
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
− 2

],
x
1
〉

〈x
− 2

,
[x

2
,
x
1
]〉

〈1
,
[x

2
,
[x

2
,
x
1
]]
〉

〈[
[[

x
− 1

,
x
− 2

],
x
− 2

],
x
− 2

],
1
〉

〈x
− 2

,
x
1
〉

〈1
,
[x

2
,
x
1
]〉

〈x
− 2

,
1
〉

〈1
,
x
1
〉

〈1
,
1
〉
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〈U
− q

(G
2
),

U
+ q

(G
2
)〉

〈U
− q

(G
2
),

x
2
〉

〈[
x
− 2

,
x
− 1

],
[x

1
,
x
2
]〉

〈x
− 1

,
U

+ q
(G

2
)〉

〈U
− q

(G
2
),

1
〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
],

[[
[x

1
,
x
2
],

x
2
],

x
2
]〉
〈[

x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
,
[[

x
1
,
x
2
],

x
2
]〉
〈[

x
− 1

,
x
− 2

],
[[

x
1
,
x
2
],

[[
x
1
,
x
2
],

x
2
]]
〉

〈x
− 1

,
[x

1
,
x
2
]〉

〈1
,
U

+ q
(G

2
)〉

〈[
[x
− 1

,
x
− 2

],
[x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
],

1
〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
],

x
2
〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
,
[[
[x

1
,
x
2
],

x
2
],

x
2
]〉

〈[
x
− 2

,
x
− 1

],
[[

x
1
,
x
2
],

x
2
]〉

〈x
− 1

,
[[

x
1
,
x
2
],

[[
x
1
,
x
2
],

x
2
]]
〉

〈1
,
[x

1
,
x
2
]〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
],

1
〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
,
x
2
〉

〈[
x
− 2

,
x
− 1

],
[[
[x

1
,
x
2
],

x
2
],

x
2
]〉

〈x
− 1

,
[[

x
1
,
x
2
],

x
2
]〉

〈1
,
[[

x
1
,
x
2
],

[[
x
1
,
x
2
],

x
2
]]
〉

〈[
x
− 2

,
[x
− 2

,
x
− 1

]]
,
1
〉

〈[
x
− 2

,
x
− 1

],
x
2
〉

〈x
− 1

,
[[
[x

1
,
x
2
],

x
2
],

x
2
]〉

〈1
,
[[

x
1
,
x
2
],

x
2
]〉

〈[
x
− 2

,
x
− 1

],
1
〉

〈x
− 1

,
x
2
〉

〈1
,
[[
[x

1
,
x
2
],

x
2
],

x
2
]〉

〈x
− 1

,
1
〉

〈1
,
x
2
〉

〈1
,
1
〉
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〈U−q (G2), U+
q (G2)〉

〈U−q (G2), x1〉 〈x1, U
+
q (G2)〉

〈U−q (G2), 1〉 〈1, U+
q (G2)〉

〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]], 1〉 〈1, [[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉

〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]], 1〉 〈1, [x2, [x2, [x2, x1]]]〉

〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]], 1〉 〈1, [x2, [x2, x1]]〉

〈[x−2 , x−1 ], 1〉 〈1, [x2, x1]〉

〈x−1 , x1〉

〈x−1 , 1〉 〈1, x1〉

〈1, 1〉

Note que nas figuras anteriores 〈x−, y〉 denota a menor subálgebra coideal

de Uq(G2) que contém x−, y e k[H], isto é, 〈x−〉⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈y〉 se usamos

a decomposição triangular.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.1, toda subálgebra coideal à direita (homogê-

nea) que contém k[H] é da forma (4.1.1). Logo, pela Observação 4.1.3 e pelo

Lema 4.1.2, basta calcular os skew-comutadores entre os geradores PBW de

U+,U−.

Como U+
q (G2) e U−q (G2) (u+

q (G2) e u−q (G2)) possuem cada um 12 subálge-

bras coideais à direita (homogêneas) contendo respectivamente k[G] e k[F ],

pelo Lema 4.1.1 temos 144 casos de posśıveis subálgebras coideais à direita

(homogêneas) para analisar.

Pelo Lema 4.4.1, temos 23 subálgebras coideais à direita:
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1. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

2. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

3. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

4. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

5. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

6. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

7. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

8. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

9. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

10. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

11. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

12. k[F ]⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2),

13. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

14. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

15. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

16. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

17. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

18. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

19. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

20. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],
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21. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

22. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G],

23. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] k[G].

Por (1),

[x1, x
−
1 ] = 1− g1f1 ∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉.

Usando (8) temos

[x2, x
−
1 ] = 0 ∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Por (38),

[[[[x1, x2], x2], x2], x−1 ] = −p3
12(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)g1f1x

3
2

∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).
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De (27),

[[[x1, x2], x2], x−1 ] = −p2
12(1− q−3)(1− q−2)g1f1x

2
2

∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Usando (48),

[[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], x−1 ] = −p2
12q

3(1− q−3)g1f1[[[x1, x2], x2], x2]

− p3
12q

4(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)g1f1x2[[x1, x2], x2]

∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Com (17) obtemos

[[x1, x2], x−1 ] = −p12(1− q−3)g1f1x2 ∈ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉

⊆ 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Logo, temos 7 subálgebras coideais à direita:

24. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

25. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

26. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

27. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

28. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,
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29. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

30. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Analogamente, por (2), (9), (18), (22), (28), (33), (39), (43) e (47)

temos mais 6 subálgebras coideais à direita:

31. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

32. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

33. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

34. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

35. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

36. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Usando (11), (19), (29), (40) e (49), mais os casos que já foram anal-

isados, obtemos 5 novas subálgebras coideais à direita:

37. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

38. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

39. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

40. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

41. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉.

Por (13), (30) e (41) temos ainda:

42. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

43. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,
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44. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉.

Com (15) e (42) obtemos mais 2 subálgebras coideais à direita:

45. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

46. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉.

De (6), (25), (36) e (45) obtemos as seguintes subálgebras coideais à

direita:

47. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

48. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

49. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

50. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉.

Por (5), (24) e (35) temos 3 novas subálgebras coideais à direita:

51. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

52. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

53. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉.

Com (7) e (26) conclúımos que as seguintes combinações são subálgebras

coideais à direita:

54. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

55. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉.

De (3) e (23) temos mais 2 subálgebras coideais à direita:

56. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,
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57. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉.

Finalmente, por (1) a (3), (5) a (10), (12), (14) e (16), obtemos:

58. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

59. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉.

Temos até agora 59 subálgebras coideais à direita. Incluindo o caso tri-

vial Uq(G2) = U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2) completamos 60. Com estas

subálgebras coideais formamos os quatro reticulados desejados. O primeiro

reticulado pode ser interpretado como as subálgebras coideais à direita que

surgem de combinações do lado direito da Figura 3.1 com o lado direito da

Figura 4.1. No segundo estão as combinações do lado esquerdo da Figura 3.1

com o lado direito da Figura 4.1. No terceiro temos as combinações do lado

direito da Figura 3.1 com o lado esquerdo da Figura 4.1. No último anali-

samos os lados esquerdos de ambas figuras. Note que algumas subálgebras se

repetem. Por exemplo, U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2) aparece nos quatro

reticulados, e U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉 aparece em dois.

Para terminar a demonstração do Teorema faltam ainda 84 casos a serem

considerados. Veremos a seguir que estes casos não são subálgebras coideais

à direita.

Como, por (21), [[x2, x1], x−1 ] = (1− q−3)x2 e

x2 /∈〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉 ⊇

〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉 ⊇

〈[x2, [x2, x1]]〉 ⊇ 〈[x2, x1]〉,

exclúımos os seguintes 24 casos:

1. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

2. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,
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3. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

4. 〈x−1 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

5. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

6. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

7. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

8. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

9. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

10. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

11. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

12. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

13. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

14. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

15. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

16. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

17. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

18. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

19. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

20. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

21. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, x1]〉,

22. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,
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23. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

24. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉.

Por (39), [[[[x1, x2], x2], x2], x−2 ] = q2(1− q−3)[[x1, x2], x2]. Logo, como

[[x1, x2], x2] /∈ 〈[[[[x1, x2], x2], x2]〉,

exclúımos mais dois casos:

25. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[[x1, x2], x2], x2]〉,

26. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[[x1, x2], x2], x2]〉.

Usando (28), temos [[[x1, x2], x2], x−2 ] = (1 + q− q−1− q−2)[x1, x2]. Como

[x1, x2] /∈ 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉 ⊇ 〈[[x1, x2], x2]〉,

então os seguintes 4 casos não são subálgebras coideais à direita:

27. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2]〉,

28. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2]〉,

29. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

30. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉.

De (18) sabemos que [[x1, x2], x−2 ] = (1− q−3)x1, o que exclui:

31. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

32. U−q (G2)⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉.

Por (14), [x2, [[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = p12(1− q3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ], excluindo:

33. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

34. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,
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35. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

36. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

37. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

38. 〈[[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

Em (12) temos [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = p12(1 + q − q2 − q3)[x−1 , x

−
2 ], o que

exclui:

39. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

40. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

41. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

42. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

43. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

44. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2),

45. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

46. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

47. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

48. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

49. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

50. 〈[[x−1 , x−2 ], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U

+
q (G2).

Usando (10), sabemos que [x2, [x
−
1 , x

−
2 ]] = p12(1−q3)x−1 e exclúımos mais

6 casos:

51. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,
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52. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

53. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

54. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

55. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

56. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2).

A igualdade dada por (4), [x1, [x
−
2 , x

−
1 ]] = p21(1 − q3)x−2 , elimina mais 8

casos:

57. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

58. 〈[x−2 , x−1 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2),

59. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

60. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2),

61. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

62. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U
+
q (G2),

62. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x1〉,

64. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] U

+
q (G2).

De (44) sabemos que [[x2, [x2, [x2, x1]]], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = (1 − q−3)(1 −

q−2)(1− q2)(1 + q)x2, o que exclui:

65. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

66. 〈[[x−1 , x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉.

Por (37) [[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = −p12q

3(1 − q−3)2(1 −
q−2)(1 + q)[x−1 , x

−
2 ], excluindo:
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67. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

68. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

69. 〈[[x−1 , x−2 ], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉.

Pela igualdade dada por (34), [[x2, [x2, x1]], [x−1 , x
−
2 ]] = (1 − q−3)(1 −

q−2)(1 + q)x2, os seguintes casos não são subálgebras coideais à direita:

70. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, x1]]〉,

71. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

72. 〈[x−1 , x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉.

Em (31) temos [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = p21(1−q−3)(1−q−2)(1+

q)(1− q3)x−2 , eliminando os casos:

73. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉,

74. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], x2]〉.

De (50) obtemos [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = q2(1− q−3)2(1−

q−2)(1 + q)[x1, x2], o que exclui:

75. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

76. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

77. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉.

Usando (20), [[x1, x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = p21(1 − q−3)(1 − q2)(1 + q)x−2 ,

eliminando:

78. 〈[x−2 , [x−2 , x−1 ]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

79. 〈[x−2 , [x−2 , [x−2 , x−1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉,

80. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[x1, x2]〉.

84



Para os últimos 4 casos usaremos a Proposição 1.4.6. Temos em (46),

[[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]], x−2 ] = −p12q
2(1−q+q−1−q2)(1−q−3)2g2f2x2[x2, x1]x1+

p12q
2(1− q + q−1 − q2)(1− q−3)g2f2[x2, [x2, x1]]x1 − q−1(1 + q)(1− q + q−1 −

q2)g2f2[x2, x1]2. Como x2 /∈ 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉, usando a proposição,

exclúımos:

81. 〈x−2 〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

82. 〈[[[x−1 , x−2 ], x−2 ], x−2 ]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉.

Analogamente, por (16) temos [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = p2

12(1 −
q)(1+q−q−1−q−2)[x−2 , x

−
1 ]2g2f2−p3

12q
7(1−q−3)2(1+q−q−1−q−2)x−2 [x−2 , x

−
1 ]x−1

g2f2 + p3
12q(1 − q3)(1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]x−1 g2f2. Sabendo que

x−2 /∈ 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉, novamente pela Proposição 1.4.6 exclúımos

as últimas duas possibilidades:

83. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈x2〉,

84. 〈[[x−1 , x−2 ], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]〉 ⊗k[F ] k[H]⊗k[G] 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉.

Com isto esgotamos todas as possibilidades e provamos que os 60 casos ini-

ciais são todas as subálgebras coideais à direita (homogêneas) que contém

k[H] de Uq(G2) (uq(G2)).

Em resumo, temos a seguinte tabela:
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U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 U8 U9 U10 U11 U12

U−1 X

U−2 X X X

U−3 X X X X

U−4 X X X X X X

U−5 X X X X X X X X

U−6 X X X X X X X X X X X X

U−7 X X X X X X X

U−8 X X X X X

U−9 X X X X

U−10 X X X

U−11 X X X

U−12 X X X X
onde

U1 = 〈[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]]〉,

U2 = 〈[x2, [x2, [x2, x1]]]〉,

U3 = 〈[x2, [x2, x1]]〉,

U4 = 〈[x2, x1]〉,

U5 = 〈x1〉,

U6 = k[G],

U7 = 〈x2〉,

U8 = 〈[[[x1, x2], x2], x2]〉,

U9 = 〈[[x1, x2], x2]〉,

U10 = 〈[[x1, x2], [[x1, x2], x2]]〉,

U11 = 〈[x1, x2]〉,

U12 = U+
q (G2),
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e usamos notação análoga para as subálgebras coideais à direita U−. O

teorema está provado. �
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Apêndice

Neste apêndice estão desenvolvidos todos os skew-comutadores que foram

apenas listados na Seção 4.3.

Note que, de acordo com a Definição 1.9.2, temos:

p(u, v) = puv, p(u, v−) = pvu, p(u−, v) = p−1
uv , p(u−, v−) = p−1

vu .

Temos também as seguintes relações, que decorrem de (1.9.1):

x1g1 = p11g1x1, x1g2 = p12g2x1, x1f1 = p11f1x1, x1f2 = p21f2x1,

x2g1 = p21g1x2, x2g2 = p22g2x2, x2f1 = p12f1x2, x2f2 = p22f2x2,

g1x
−
1 = p11x

−
1 g1, g2x

−
1 = p12x

−
1 g2, f1x

−
1 = p11x

−
1 f1, f2x

−
1 = p21x

−
1 f2,

g1x
−
2 = p21x

−
2 g1, g2x

−
2 = p22x

−
2 g2, f1x

−
2 = p12x

−
2 f1, f2x

−
2 = p22x

−
2 f2.

Para simplificar os cálculos, usaremos ainda as fórmulas

[[u, v], w−] = [u, [v, w−]] + pwv[[u,w
−], v],

[u, [v−, w−]] = [[u, v−], w−] + pvu[v
−, [u,w−]],

[u · v, w] = pvw[u,w] · v + u · [v, w],
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[u, v · w] = [u, v] · w + puvv · [u,w].

Agora estamos prontos para realizar os cálculos necessários.

(1) [x1, x
−
1 ] = 1− g1f1

(2) [x1, x
−
2 ] = 0

(3) [x1, [x
−
1 , x

−
2 ]] = [[x1, x

−
1 ], x−2 ] + p11[x−1 , [x1, x

−
2 ]] = (1 − g1f1)x−2 − x−2 (1 −

g1f1) = −g1f1x
−
2 +x−2 g1f1 = −p12p21x

−
2 g1f1 +x−2 g1f1 = (1−q−3)x−2 g1f1

(4) [x1, [x
−
2 , x

−
1 ]] = [x1, x

−
2 x
−
1 ]− p−1

12 [x1, x
−
1 x
−
2 ] = [x1, x

−
2 ]x−1 + p21x

−
2 [x1, x

−
1 ]−

p−1
12 [x1, x

−
1 ]x−2 −p−1

12 p11x
−
1 [x1, x

−
2 ] = p21x

−
2 (1−g1f1)−p−1

12 (1−g1f1)x−2 =

p21x
−
2 −p21x

−
2 g1f1−p−1

12 x
−
2 +p−1

12 p12p21x
−
2 g1f1 = (p21−p−1

12 )x−2 = p21(1−
q3)x−2

(5) [x1, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = [[x1, [x

−
1 , x

−
2 ]], x−2 ] + p11p21[[x−1 , x

−
2 ], [x1, x

−
2 ]] = (1 −

q−3)x−2 g1f1x
−
2 −p−1

22 x
−
2 (1−q−3)x−2 g1f1 = (1−q−3)(p12p21−p−1

22 )(x−2 )2g1f1 =

−q−1(1− q−3)(1− q−2)(x−2 )2g1f1

(6) [x1, [[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = [[x1, [[x

−
1 , x

−
2 ], x−2 ]], x−2 ]+[[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ], [x1, x

−
2 ]]p11p

2
21 =

−q−1(1−q−3)(1−q−2)(x−2 )2g1f1x
−
2 +q−2q−1(1−q−3)(1−q−2)(x−2 )3g1f1 =

q−3(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)(x−2 )3g1f1

(7) [x1, [[x
−
1 , x

−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = −q(1−q−3)2x−2 [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g1f1−p21q(1−

q−3)(1 + q − q−1)[[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]g1f1

(8) [x2, x
−
1 ] = 0

(9) [x2, x
−
2 ] = 1− g2f2

(10) [x2, [x
−
1 , x

−
2 ]] = p12(1− q3)x−1

(11) [x2, [x
−
2 , x

−
1 ]] = (1− q−3)x−1 g2f2
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(12) [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = [x2, [x

−
1 , x

−
2 ]x−2 ]−p−1

21 p
−1
22 [x2, x

−
2 [x−1 , x

−
2 ]] = [x2, [x

−
1 , x

−
2 ]]x−2 +

p12p22[x−1 , x
−
2 ][x2, x

−
2 ]−p−1

21 p
−1
22 [x2, x

−
2 ][x−1 , x

−
2 ]−p−1

21 p
−1
22 p22x

−
2 [x2, [x

−
1 , x

−
2 ]] =

p12(1− q3)x−1 x
−
2 + p12p22[x−1 , x

−
2 ](1− g2f2)− p−1

21 p
−1
22 (1− g2f2)[x−1 , x

−
2 ]−

p−1
22 p

−1
21 p22x

−
2 p12(1−q3)x−1 = p12(1−q3)[x−1 , x

−
2 ]+p12q[x

−
1 , x

−
2 ]−p12q

2[x−1 , x
−
2 ]−

p12q[x
−
1 , x

−
2 ]g2f2 + p12q

2g2f2[x−1 , x
−
2 ] = (p12q

4q−3 − p12q)g2f2[x−1 , x
−
2 ] +

p12(1 + q − q2 − q3)[x−1 , x
−
2 ] = p12(1 + q − q2 − q3)[x−1 , x

−
2 ]

(13) [x2, [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]] = [x2, x

−
2 [x−2 , x

−
1 ]]−p−1

22 p
−1
12 [x2, [x

−
2 , x

−
1 ]x−2 ] = [x2, x

−
2 ][x−2 , x

−
1 ]+

p22x
−
2 [x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]−p−1

22 p
−1
12 [x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]x−2 −p−1

22 p
−1
12 p22p12[x−2 , x

−
1 ][x2, x

−
2 ] =

(1− g2f2)[x−2 , x
−
1 ] +p22x

−
2 (1− q−3)x−1 g2f2−p−1

22 p
−1
12 (1− q−3)x−1 g2f2x

−
2 −

[x−2 , x
−
1 ](1 − g2f2) = [x−2 , x

−
1 ] − g2f2[x−2 , x

−
1 ] + p22(1 − q−3)x−2 x

−
1 g2f2 −

p22p
−1
12 (1−q−3)x−1 x

−
2 g2f2−[x−2 , x

−
1 ]+[x−2 , x

−
1 ]g2f2 = (1−q−1)[x−2 , x

−
1 ]g2f2+

q(1− q−3)[x−2 , x
−
1 ]g2f2 = (1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2

(14) [x2, [[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = [x2, [[x

−
1 , x

−
2 ], x−2 ]x−2 ]−p−2

22 p
−1
21 [x2, x

−
2 [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]] =

[x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]]x−2 +p12p

2
22[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ][x2, x

−
2 ]−p−2

22 p
−1
21 [x2, x

−
2 ][[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]−

p−2
22 p

−1
21 p22x

−
2 [x2, [[x

−
1 , x

−
2 ], x−2 ]] = p12(1+q−q2−q3)[x−1 , x

−
2 ]x−2 +p12p

2
22[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]

(1 − g2f2) − p−2
22 p

−1
21 (1 − g2f2)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ] − p−1

21 p
−1
22 p12(1 + q − q2 −

q3)x−2 [x−1 , x
−
2 ] = p12(1+q−q2−q3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]+(p12q

2−p12q)[[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]−

(p12q
2 − p12q

2)[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f2 = p12(1− q3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]

(15) [x2, [x
−
2 , [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = [x2, x

−
2 [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]−p−2

22 p
−1
12 [x2, [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]x−2 ] =

[x2, x
−
2 ][x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]+p22x

−
2 [x2, [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]−p−2

22 p
−1
12 [x2, [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]x−2 −

p−2
22 p

−1
12 p

2
22p12[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]][x2, x

−
2 ] = (1−g2f2)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]+p22(1+q−

q−1 − q−2)x−2 [x−2 , x
−
1 ]g2f2 − p−2

22 p
−1
12 (1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2x

−
2 −

[x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]](1 − g2f2) = p22(1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]g2f2 =

q2(1− q−3)[x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]g2f2

(16) [x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = [[x2, [x

−
1 , x

−
2 ]], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]+p12p22[[x−1 , x

−
2 ],

[x2, [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = p12(1−q3)x−1 [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]−−p2

22p12p
−2
21 p

−2
22 p

−1
11 p

−1
12 p12(1−

q3)[x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]x−1 + p12p22(1 + q − q−1 − q−2)[x−1 , x

−
2 ][x−2 , x

−
1 ]g2f2 −

p−1
12 p

−1
22 p

−2
21 p

−2
22 p

−1
11 p

−1
12 p12p22(1+q−q−1−q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2[x−1 , x

−
2 ] = p12(1−
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q3)(p12q
2(1−q−2)[x−2 , x

−
1 ]2+p2

12q
3[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]x−1 )−p3

12q
3(1−q3)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]x−1 +

p12q(1 + q − q−1 − q−2)(p12(1 − q3)x−2 x
−
1 − p12[x−2 , x

−
1 ])[x−2 , x

−
1 ]g2f2 −

p12(1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , x
−
1 ](p12(1 − q3)x−2 x

−
1 − p12[x−2 , x

−
1 ])g2f2 =

−p3
12q

7(1−q−3)2(1+q−q−1−q−2)x−2 [x−2 , x
−
1 ]x−1 g2f2 +p2

12(1−q)(1+q−
q−1−q−2)[x−2 , x

−
1 ]2g2f2+p3

12q(1−q3)(1+q−q−1−q−2)[x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]x−1 g2f2

(17) [[x1, x2], x−1 ] = [x1x2, x
−
1 ] − p12[x2x1, x

−
1 ] = p12[x1, x

−
1 ]x2 + x1[x2, x

−
1 ] −

p12p11[x2, x
−
1 ]x1 − p12x2[x1, x

−
1 ] = p12(1 − g1f1)x2 − p12x2(1 − g1f1) =

p2
12p21g1f1x2 − p12g1f1x2 = −p12(1− q−3)g1f1x2

(18) [[x1, x2], x−2 ] = [x1x2, x
−
2 ] − p12[x2x1, x

−
2 ] = p22[x1, x

−
2 ]x2 + x1[x2, x

−
2 ] −

p12p21[x2, x
−
2 ]x1 − p12x2[x1, x

−
2 ] = x1(1 − g2f2) − p12p21(1 − g2f2)x1 =

(1− q−3)x1

(19) [[x1, x2], [x−2 , x
−
1 ]] = [x1x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]−p12[x2x1, [x

−
2 , x

−
1 ]] = p12p22[x1, [x

−
2 , x

−
1 ]]x2+

x1[x2, [x
−
2 , x

−
1 ]]−p12p11p21[x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]x1−p12x2[x1, [x

−
2 , x

−
1 ]] = p12p21q(1−

q3)x−2 x2+(1−q−3)x1x
−
1 g2f2−(1−q−3)x−1 g2f2x1−p12p21q(1−q3)x2x

−
2 =

(q3−1)x−1 x1g2f2+(1−q−3)g2f2−(1−q−3)g1f1g2f2−(1−q−3)x−1 g2f2x1−
q−3(1− q3) + q−3(1− q3)g2f2 = (1− q−3)(1− g1f1g2f2)

(20) [[x1, x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = [[[x1, x2], x−2 ], [x−2 , x

−
1 ]]+p21p22[x−2 , [[x1, x2], [x−2 , x

−
1 ]]] =

(1− q−3)x1[x−2 , x
−
1 ]−p21p22p11p12p

−1
22 p

−1
12 (1− q−3)[x−2 , x

−
1 ]x1 +p21p22(1−

q−3)x−2 (1− g1f1g2f2)− p21p22(1− q−3)p−1
21 p

−1
22 p

−1
22 p

−1
12 (1− g1f1g2f2)x−2 =

(1 − q−3)[x1, [x
−
2 , x

−
1 ]] + p21p22(1 − q−3)(1 − q)x−2 = p21(1 − q−3)(1 −

q−3)x−2 + p21p22q(1− q−3)(1− q)x−2 = p21(1− q−3)(1 + q − q2 − q3)x−2

(21) [[x2, x1], x−1 ] = (1− q−3)x2

(22) [[x2, x1], x−2 ] = −p21(1− q−3)g2f2x1

(23) [[x2, x1], [x−1 , x
−
2 ]] = (1− q−3)(1− g2f2g1f1)

(24) [[x2, x1], [x−1 , x
−
2 ], x−2 ] = [[[x2, x1], [x−1 , x

−
2 ]], x−2 ]+p12p11p22p21[[x−1 , x

−
2 ], [[x2, x1], x−2 ]] =

(1 − q−3)(1 − g2f2g1f1)x−2 − p22p21p
−1
21 p

−1
22 (1 − q−3)x−2 (1 − g2f2g1f1) −
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qp21(1−q−3)[x−1 , x
−
2 ]g2f2x1+qp21(1−q−3)p−1

21 p
−1
22 p

−1
12 p

−1
11 p

−1
22 p

−1
21 g2f2x1[x−1 , x

−
2 ] =

(1 − q−3)(1 − q−1)x−2 g2f2g1f1 − p21q(1 − q−3)[x−1 , x
−
2 ]g2f2x1 + q−1(1 −

q−3)g2f2((1−q−3)x−2 g1f1+p11p21[x−1 , x
−
2 ]x1) = (1−q−3)(1−q−1)x−2 g2f2g1f1−

p21q(1−q−3)[x−1 , x
−
2 ]g2f2x1+q(1−q−3)2x−2 g2f2g1f1+p21q

2(1−q−3)p12p21q
2

[x−1 , x
−
2 ]g2f2x1 = (1− q−3)(1− q−2)(1− q)x−2 g1f1g2f2

(25) [[x2, x1], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = [[[x2, x1], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]], x−2 ]+p12p11p

2
22p

2
21

[[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], [[x2, x1], x−2 ]] = (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 g1f1g2f2x

−
2 −

p22p21p
−1
21 p

−2
22 (1−q−3)(1−q−2)(1+q)(x−2 )2g1f1g2f2−p2

21q
2[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ](1−

q−3)g2f2x1 + p2
21q

2(1 − q−3)p−1
12 p

−1
11 p

−2
22 p

−2
21 p

−1
21 p

−2
22 g2f2x1[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ] =

−p2
21q

2(1−q−3)[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f2x1+q−2(1−q−3)g2f2(p2

21p11[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]x1−

q−1(1− q−3)(1− q−2)(x−2 )2g1f1) = −q(1− q−3)2(1− q−2)(x−2 )2g1f1g2f2

(26) [[x2, x1], [[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = [[[x2, x1], [x−1 , x

−
2 ]], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]] +

p12p11p22p21[[x−2 , x
−
1 ], [[x1, x2], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = (1−q−3)(1−g2f2g1f1)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]−

p12p11p
2
22p

2
21p
−1
11 p

−1
12 p

−2
21 p

−2
22 (1− q−3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ](1− g2f2g1f1) + p22(1−

q−3)(1 − q−2)(1 + q)[x−1 , x
−
2 ]x−2 g2f2g1f1 − p22(1 − q−3)(1 − q−2)(1 +

q)p−1
12 p

−1
11 p

−1
22 p

−1
21 p

−1
11 p

−1
12 p

−1
21 p

−1
22 x

−
2 g2f2g1f1[x−1 , x

−
2 ] = (1−q)(1−q−3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]

g1f1g2f2 + p22(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)[x−1 , x
−
2 ]x−2 g2f2g1f1 − p12p

3
22(1−

q−3)(1−q−2)(1+q)x−2 [x−1 , x
−
2 ]g2f2g1f1 = (1−q)(1−q−3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g1f1g2f2+

p22(1−q−3)(1−q−2)(1+q)[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f1g1f1 = (1−q−3)(1−q+q(1−

q−2)(1 + q))[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f2g1f1 = q2(1− q−3)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g1f1g2f2

(27) [[[x1, x2], x2], x−1 ] = [[x1, x2]x2, x
−
1 ]−p12p22[x2[x1, x2], x−1 ] = p12[[x1, x2], x−1 ]x2+

[x1, x2][x2, x
−
1 ]−p12p22p11p12[x2, x

−
1 ][x1, x2]−p12p22x2[[x1, x2], x−1 ] = −p2

12(1−
q−3)g1f1x

2
2 + p3

12p21p22(1− q−3)g1f1x
2
2 = −p2

12(1− q−3)(1− q−2)g1f1x
2
2

(28) [[[x1, x2], x2], x−2 ] = [[x1, x2]x2, x
−
2 ]−p12p22[x2[x1, x2], x−2 ] = p22[[x1, x2], x−2 ]x2+

[x1, x2][x2, x
−
2 ]−p12p22p21p22[x2, x

−
2 ][x1, x2]−p12p22x2[[x1, x2], x−2 ] = p22(1−

q−3)x1x2 + [x1, x2](1 − g2f2) − q−1(1 − g2f2) − p12p22(1 − q−3)x2x1 =

(1 + q − q−1 − q−2)[x1, x2]

(29) [[[x1, x2], x2], [x−2 , x
−
1 ]] = [[x1, x2], [x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]]+p22p12[[[x1, x2], [x−2 , x

−
1 ]], x2] =

92



(1−q−3)[x1, x2]x−1 g2f2−p12p22p21p22p11p12(1−q−3)x−1 g2f2[x1, x2]+p12p22(1−
q−3)(1−g1f1g2f2)x2−p12p22p12p22p

−1
22 p

−1
12 (1−q−3)x2(1−g1f1g2f2) = (1−

q−3)(p12p11x
−
1 [x1, x2]−p12(1−q−3)g1f1x2)g2f2−p12q

2(1−q−3)x−1 g2f2[x1, x2]−
(1−q−1)p12q(1−q−3)g1f1g2f2x2 = −p12(1−q−3)2q2g1f1g2f2x2−p12q(1−
q−1)(1− q−3)g1f1g2f2x2 = −p12(1− q−3)q(1− q−2)(1 + q)g1f1g2f2x2

(30) [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = [[[x1, x2], x2], [x−2 , x

−
1 ]]+p21q

2[x−2 , [[x1, x2], x2]] =

(1 + q − q−1 − q−2)[x1, x2][x−2 , x
−
1 ] − p−1

22 p
−1
12 p21p

2
22p11p

2
12(1 + q − q−1 −

q−2)[x−2 , x
−
1 ][x1, x2]− p21q

2p12q(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 g1f1g2f2x2 +

(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)p−1
22 p

−1
12 p21p

2
22p11p

2
12g1f1g2f2x2x

−
2 = (1 + q −

q−1− q−2)((1− q−3)(1− g1f1g2f2) + q[x−2 , x
−
1 ][x1, x2])− q(1 + q− q−1−

q−2)[x−2 , x
−
1 ][x1, x2]−(1−q−3)(1−q−2)(1+q)x−2 g1f1g2f2x2+(1−q−3)(1−

q−2)(1+q)g1f1g2f2(1−g2f2 +qx−2 x2) = (1+q−q−1−q−2)(1−q−3)(1−
g1f1g2f2) − (1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)x−2 g1f1g2f2x2 + (1 − q−3)(1 −
q−2)(1 + q)g1f1g2f2(1− g2f2) + (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 g1f1g2f2x2 =

(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g
2
2f

2
2 )

(31) [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = [[[x1, x2], x2], x−2 ], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]+p21q

2

[x−2 , [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]]] = (1+q−q−1−q−2)[x1, x2][x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]−

p2
21p

4
22p11p

2
12p
−2
22 p

−1
12 (1 + q − q−1 − q−2)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]][x1, x2] + p21q

2(1 −
q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 (1− g1f1g

2
2f

2
2 )− p21q

2p−1
21 p

−2
22 p

−2
22 p

−1
12 (1− q−3)(1−

q−2)(1 + q)(1 − g1f1g
2
2f

2
2 )x−2 = (1 + q − q−1 − q−2)(p21(1 − q−3)(1 −

q−2)(1 + q)x−2 + p2
21p

2
22p11p12[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]][x1, x2])− p21q

2(1 + q − q−1 −
q−2)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]][x1, x2] + p21q

2(1− q−1)(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 =

p21(1−q−3)(1+q)((1−q−2)(1+q−q−1−q−2)+q2(1−q−1)(1−q−2))x−2 =

p21q(1− q−3)2(1 + q)(1− q−2)x−2

(32) [[x2, [x2, x1]], x−1 ] = [x2[x2, x1], x−1 ]−p22p21[[x2, x1]x2, x
−
1 ] = p12p11[x2, x

−
1 ][x2, x1]+

x2[[x2, x1], x−1 ] − p22p12p21[[x2, x1], x−1 ]x2 − p22p21[x2, x1][x2, x
−
1 ] = (1 −

q−3)x2
2 − q−2(1− q−3)x2

2 = (1− q−3)(1− q−2)x2
2

(33) [[x2, [x2, x1]], x−2 ] = [x2[x2, x1], x−2 ]−p22p21[[x2, x1]x2, x
−
2 ] = p22p21[x2, x

−
2 ][x2, x1]+

x2[[x2, x1], x−2 ]−p22p22p21[[x2, x1], x−2 ]x2−p22p21[x2, x1][x2, x
−
2 ] = p22p21(1−
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g2f2)[x2, x1]−p21(1−q−3)x2g2f2x1+p2
22p

2
21(1−q−3)g2f2x1x2−p22p21[x2, x1](1−

g2f2) = −p21q
2(1− q−3)g2f2[x2, x1]−p21qg2f2[x2, x1] +p21g2f2[x2, x1] =

p21(1− q + q−1 − q2)g2f2[x2, x1]

(34) [[x2, [x2, x1]], [x−1 , x
−
2 ]] = [x2, [[x2, x1], [x−1 , x

−
2 ]]]+p12p11p22p21[[x2, [x

−
1 , x

−
2 ]], [x2, x1]] =

(1−q−3)x2(1−g2f2g1f1)−p22p21p12p22(1−q−3)(1−g1f1g2f2)x2+p12(1−
q3)x−1 [x2, x1]− p22p21p

−1
12 p

−1
11 p

−1
22 p

−1
21 p12(1− q3)[x2, x1]x−2 = (1− q−3)(1−

q−1)x2+p12(1−q3)x−1 [x2, x1]−q−3(1−q3)((1−q−3)x2+p12q
3x−1 [x2, x1]) =

(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x2

(35) [[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = [x2, [[x2, x1], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] + p12p

2
22p11p

2
21

[[x2, [[x
−
1 , x

−
2 ], x−2 ]], [x2, x1]] = (1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)x2x

−
2 g2f2g1f1 −

p22p21p12p
2
22(1−q−3)(1−q−2)(1+q)x−2 g2f2g1f1x2 +p21q

2p12(1+q−q2−
q3)[x−1 , x

−
2 ][x2, x1]−q−1p22p21p

−1
12 p

−1
11 p

−2
22 p

−2
21 (1+q−q2−q3)[x2, x1][x−1 , x

−
2 ] =

(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 − g2f2 + qx−2 x2)g2f2g1f1 − (1 − q−3)(1 −
q−2)(1 + q)x−2 g2f2g1f1x2 + q−1(1 + q− q2− q3)[x−1 , x

−
2 ][x2, x1]− q−2(1 +

q − q2 − q3)((1 − q−3)(1 − g2f2g1f1) + p12p11p22p21[x−1 , x
−
2 ][x2, x1]) =

(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g
2
2f

2
2 )

(36) [[x2, [x2, x1]], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = [[[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]], x−2 ]+p2

12

p11p
4
22p

2
21[[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ], [[x2, [x2, x1]], x−2 ]] = (1−q−3)(1−q−2)(1+q)(1−

g2
2f

2
2 g1f1)x−2 − p2

22p21p
−1
21 p

−2
22 (1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x−2 (1− g2

2f
2
2 g1f1) +

qp21(1−q+q−1−q2)[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f2[x2, x1]−p−2

12 p
−1
11 p

−4
22 p

−2
21 p

−1
21 p

−2
22 qp21(1−

q + q−1 − q2)g2f2[x2, x1][[x−1 , x
−
2 ], x−2 ] = (1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 −

q)x−2 g
2
2f

2
2 g1f1+p21q(1−q+q−1−q2)[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]g2f2[x2, x1]−q−2(1−q+

q−1−q2)g2f2((1−q−3)(1−q−2)(1+q)x−2 g
2
2f

2
2 g1f1+p12p11p

2
22p

2
21[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ][x2, x1]) =

(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 − q − 1 + q + q−1 − q−2)x−2 g
2
2f

2
2 g1f1 =

q2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)x−2 g1f1g
2
2f

2
2

(37) [[x2, [x2, x1]], [[x−1 , x
−
2 ], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]]] = −p12q

3(1 − q−3)2(1 − q−2)(1 +

q)[x−1 , x
−
2 ]

(38) [[[[x1, x2], x2], x2], x−1 ] = [[[x1, x2], x2]x2, x
−
1 ]−p12p

2
22[x2[[x1, x2], x2], x−1 ] =
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p12[[[x1, x2], x2], x−1 ]x2+[[x1, x2], x2][x2, x
−
1 ]−p12p

2
22p11p

2
12[x2, x

−
1 ][[x1, x2], x2]−

p12p
2
22x2[[[x1, x2], x2], x−1 ] = −p3

12(1 − q−3)(1 − q−2)g1f1x
3
2 + p3

12q
2(1 −

q−3)(1− q−2)p12p21g1f1x
3
2 = −p3

12(1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)g1f1x
3
2

(39) [[[[x1, x2], x2], x2], x−2 ] = [[[x1, x2], x2]x2, x
−
2 ]−p12p

2
22[x2[[x1, x2], x2], x−2 ] =

p22[[[x1, x2], x2], x−2 ]x2+[[x1, x2], x2][x2, x
−
2 ]−p12p

4
22p21[x2, x

−
2 ][[x1, x2], x2]−

p12p
2
22x2[[[x1, x2], x2], x−2 ] = p22(1+q−q−1−q−2)[x1, x2]x2+[[x1, x2], x2](1−

g2f2) − q(1 − g2f2)[[x1, x2], x2] − p12q
2(1 + q − q−1 − q−2)x2[x1, x2] =

q(1+ q− q−1− q−2)[[x1, x2], x2]+(1− q)[[x1, x2], x2]− [[x1, x2], x2]g2f2 +

qg2f2[[x1, x2], x2] = q2(1− q−3)[[x1, x2], x2]

(40) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , x
−
1 ]] = [[[x1, x2], x2], [x2, [x

−
2 , x

−
1 ]]]+p22p12[[[[x1, x2], x2],

[x−2 , x
−
1 ]], x2] = (1 − q−3)[[x1, x2], x2]x−1 g2f2 − p12p

2
22p21p

2
22p11p

2
12(1 −

q−3)x−1 g2f2[[x1, x2], x2] − p2
12q

2(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)g1f1g2f2x
2
2 +

p12p
2
22p
−1
22 p

−1
12 p

2
12q

2(1−q−3)(1−q−2)(1+q)x2g1f1g2f2x2 = (1−q−3)(−p2
12(1−

q−3)(1−q−2)g1f1x
2
2+p11p

2
12x
−
1 [[x1, x2], x2])g2f2−p2

12q
4(1−q−3)x−1 g2f2[[x1, x2], x2] =

−p2
12(1− q−3)2(1− q−2)q4g1f1g2f2x

2
2

(41) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = [[[x1, x2], x2], [x2, [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]]+p2

22p12

[[[[x1, x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]], x2] = (1+q−q−1−q−2)[[x1, x2], x2][x−2 , x

−
1 ]g2f2−

p12p
2
22p

2
21p

4
22p11p

2
12(1 + q− q−1− q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2[[x1, x2], x2] + p12q

2(1−
q−3)(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g

2
2f

2
2 )x2 − p12p

2
22p
−2
22 p

−1
12 p12q

2(1− q−3)(1−
q−2)(1 + q)x2(1− g1f1g

2
2f

2
2 ) = (1 + q − q−1 − q−2)(−p12q(1− q−3)(1−

q−2)(1+q)g1f1g2f2x2 +p21p
2
22p11p

2
12[x−2 , x

−
1 ][[x1, x2], x2])g2f2−p12q

3(1−
q − q−1 − q−2)[x−2 , x

−
1 ]g2f2[[x1, x2], x2] − p12q

2(1 − q−3)(1 − q−2)(1 +

q)g1f1g
2
2f

2
2x2 + p12(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)g1f1g

2
2f

2
2x2 = −p12q

3(1 −
q−3)(1−q−2)(1+q)(1+q−q−1−q−2 +q−1−1)g1f1g

2
2f

2
2x2 = −p12q

4(1−
q−3)2(1− q−2)(1 + q)g1f1g

2
2f

2
2x2

(42) [[[[x1, x2], x2], x2], [x−2 , [x
−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]] = [[[x1, x2], x2], [x2, [x

−
2 , [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]]]+

p3
22p12[[[[x1, x2], x2], [x−2 , [x

−
2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]], x2] = q2(1−q−3)[[x1, x2], x2][x−2 , [x

−
2 , x1−]]

g2f2−p12p
2
22p

3
21p

6
22p11p

2
12q2(1−q−3)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]g2f2[[x1, x2], x2]+p12q

3p21(1−
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q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 − q3)x−2 x2 − p12p22p
−3
22 p

−1
12 p12q

3p21(1 − q−3)(1 −
q−2)(1 + q)(1 − q3)x2x

−
2 = q2(1 − q−3)(1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 −

g1f1g
2
2f

2
2 )+p2

21p
4
22p11p

2
12[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]][[x1, x2], x2]g2f2−q4(1−q−3)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]

g2f2[[x1, x2], x2]+(1−q−3)(1−q−2)(1+q)(1−q3)x−2 x2−q−1(1−q−3)(1−
q−2)(1 + q)(1 − q3)(1 − g2f2 + p22x

−
2 x2) = q2(1 − q−3)2(1 − q−2)(1 +

q)(g2f2 − g1f1g
3
2f

3
2 ) + q4(1− q−3)[x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]g2f2[[x1, x2], x2]− q4(1−

q−3)[x−2 [x−2 , x
−
1 ]]g2f2[[x1, x2], x2]−q−1(1−q−3)(1−q−2)(1+q)(1−q3)(1−

g2f2) = q2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g
3
2f

3
2 )

(43) [[x2, [x2, [x2, x1]]], x−2 ] = [x2[x2, [x2, x1]], x−2 ]−p2
22p21[[x2, [x2, x1]]x2, x

−
2 ] =

p2
22p21[x2, x

−
2 ][x2, [x2, x1]]+x2[[x2, [x2, x1]], x−2 ]−p3

22p21[[x2, [x2, x1]], x−2 ]x2−
p2

22p21[x2, [x2, x1]][x2, x
−
2 ] = p21q

2(1−g2f2)[x2, [x2, x1]]+p21(1−q+q−1−
q2)x2g2f2[x2, x1]−q3p2

21(1−q+q−1−q2)g2f2[x2, x1]x2−p21q
2[x2, [x2, x1]](1−

g2f2) = −p21q
2g2f2[x2, [x2, x1]] + p21q

3g2f2[x2, [x2, x1]] + p21q
2(1 − q +

q−1− q2)g2f2x2[x2, x1]−p2
21q

3(1− q+ q−1− q2)g2f2[x2, x1]x2 = p21q(1−
q−3)g2f2[x2, [x2, x1]]

(44) [[x2, [x2, [x2, x1]]], [[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]] = [[[x2, [x2, [x2, x1]]], [x−1 , x

−
2 ]], x−2 ]+p3

12p11

p3
22p21[[x−1 , x

−
2 ], [[x2, [x2, [x2, x1]]], x−2 ]] = q2(1 − q−3)2(1 − q−2)x2

2x
−
2 −

p3
22p21p

−1
21 p22−1q2(1−q−3)2(1−q−2)x−2 x

2
2+p2

12q
3p21q(1−q3)[x−1 , x

−
2 ]g2f2[x2, [x2, x1]]−

p−3
12 p

−1
11 p

−3
22 p21−1p21−1p−1

22 p
2
12q

3p21q(1−q3)g2f2[x2, [x2, x1]][x1, x
−
2 ] = q2(1−

q−3)2(1− q−2)((1 + q)x2 − q(1 + q)g2f2x2 + q2x−2 x
2
2)− q4(1− q−3)2(1−

q−2)x−2 x
2
2+p12q(1−q3)[x−1 , x

−
2 ]g2f2[x2, [x2, x1]]−(1−q3)g2f2((1−q−3(1−

q−2(1+q)x2+p2
12p

2
22p11p21[x−1 , x

−
2 ][x2, [x2, x1]] = q2(1−q−3)2(1−q−2)(1+

q)x2 − q3(1 − q−3)2(1 − q−2)(1 + q)g2f2x2 + q3(1 − q−3)2(1 − q−2)(1 +

q)g2f2x2 = q2(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)x2

(45) [[x2, [x2, [x2, x1]]], [[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ], x−2 ]] = [[[x2, [x2, [x2, x1]]], [[x−1 , x

−
2 ], x−2 ]], x−2 ]+

p3
12p11p

6
22p

2
21[[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ], [[x2, [x2, [x2, x1]]], x−2 ]] = q2(1−q−3)2(1−q−2)(1+

q)x2x
−
2 − p3

22p21p
−1
21 p

−2
22 q

2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)x−2 x2 + p12q
3p21q(1−

q3)[[x−1 , x
−
2 ], x−2 ]g2f2[x2, [x2, x1]]−p−1

21 p
−2
22 p

−3
12 p

−1
11 p

−6
22 p

−2
21 q(1−q3)g2f2((1−

q−3)(1−q−2)(1+q)(1−g1f1g
2
2f

2
2 )+p2

12p11p
4
22p

2
21[[x−1 , x

−
2 ], x−2 ][x2, [x2, x1]]) =
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q2(1− q−3)2(1− q−2(1 + q)(1− g2f2)− q−1(1− q3)(1− q−3)(1− q−2)(1 +

q)(g2f2 − g1f1g
3
2f

3
2 ) = q2(1− q−3)2(1− q−2)(1 + q)(1− g1f1g

3
2f

3
2 )

(46) [[[x1, x2], [x2, [x2, x1]]], x−2 ] = [[x1, x2], [[x2, [x2, x1]], x−2 ]]+p21p
2
22[[[x1, x2], x−2 ],

[x2, [x2, x1]]] = p21(1−q+q−1−q2)[x1, x2]g2f2[x2, x1]−p2
12p11p

3
22p

3
21(1−

q+q−1−q2)g2f2[x2, x1][x1, x2]+p21q
2(1−q−3)x1[x2, [x2, x1]]−p2

12p11p
2
22p21p

−2
22 p

−1
21 p21q

2(1−
q−3)[x2, [x2, x1]]x1 = p21q

−1(1− q + q−1 − q2)g2f2(q3p12(1− q−3)x2x1 −
p12q

3[x2, x1])[x2, x1]−p21(1−q+q−1−q2)g2f2[x2, x1]q3p12(1−q−3)x2x1−
p12q

3[x2, x1])+p21q
2(1−q−3)(p12q[x2, x1]2+p2

12q
3[x2, [x2, x1]]x1)−p12q

2(1−
q−3)[x2, [x2, x1]]x1 = −p12q

2(1−q+q−1−q2)(1−q−3)2g2f2x2[x2, x1]x1 +

p12q
2(1− q + q−1 − q2)(1− q−3)g2f2[x2, [x2, x1]]x1 − q−1(1 + q)(1− q +

q−1 − q2)g2f2[x2, x1]2

(47) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], x−2 ] = [[x1, x2], [[[x1, x2], x2], x−2 ]]+p21p
2
22[[[x1, x2], x−2 ],

[[x1, x2], x2]] = (1+q−q−1−q−2)[x1, x2]2−p11p
2
12p21p

2
22p21p22(1+q−q−1−

q−2)[x1, x2]2 +p21q
2(1−q−3x1[[x1, x2], x2]−p11p

2
12p21p

2
22p
−1
21 p

−2
22 p21q

2(1−
q−3)[[x1, x2], x2]x1 = −p12q

2(1−q−3)[[x1, x2], x2]x1+p21q
2(1−q−3)(p12q(1−

q−2)[x1, x2]2 + p2
12q

3[[x1, x2], x2]x1) = (1− q−3)(1− q−2)[x1, x2]2

(48) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], x−1 ] = [[x1, x2], [[[x1, x2], x2], x−1 ]]+p11p12[[[x1, x2], x−1 ],

[[x1, x2], x2]] = −p2
12(1−q−3)(1−q−2)[x1, x2]g1f1x

2
2+p11p

2
12p21p

2
22p11p12p

2
12(1−

q−3)(1−q−2)g1f1x
2
2[x1, x2]−p2

12p11(1−q−3)g1f1x2[[x1, x2], x2]+p11p
2
12p21p

2
22

p−1
11 p

−2
12 p

−2
12 p11(1−q−3[[x1, x2], x2]g1f1x2 = −p2

12q
3(1−q−3)(1−q−2)g1f1([[[x1, x2], x2], x2]+

p12q(1+q)x2[[x1, x2], x2]+p2
12q

2x2
2[x1, x2])+p4

12q
5(1−q−3)(1−q−2)g1f1x

2
2[x1, x2]−

p2
12q

3(1− q−3)g1f1x2[[x1, x2], x2] +p12q
2(1− q−3)g1f1([[[x1, x2], x2], x2] +

p12q
2x2[[x1, x2], x2]) = −p2

12q
3(1− q−3)g1f1[[[x1, x2], x2], x2]− p3

12q
4(1−

q−3)(1− q−2)(1 + q)g1f1x2[[x1, x2], x2]

(49) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], [x−2 , x
−
1 ]] = [[x1, x2], [[[x1, x2], [x−2 , x

−
1 ]]]+p21p22p11p12

[[[x1, x2], [x−2 , x
−
1 ]], [[x1, x2], x2]] = −p12q(1−q−3)(1−q−2)(1+q)[x1, x2]g1f1g2f2x2+

p11p
2
12p21p

2
22p21p22p11p12p12q(1−q−3)(1−q−2)(1+q)g1f1g2f2x2[x1, x2]+

q(1 − q−3)(1 − g1f1g2f2)[[x1, x2], x2] − p11p
2
12p21p

2
22p
−1
21 p

−2
22 p

−1
11 p

−2
12 q(1 −
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q−3[[x1, x2], x2](1−g1f1g2f2) = −p−12q3(1−q−3)(1−q−2)(1+q)g1f1g2f2([[x1, x2], x2]−
p12qx2[x1, x2]) + p2

12q
4(1− q−3)(1− q−2)(1 + q)g1f1g2f2x2[x1, x2] + q(1−

q−3)(1−g1f1g2f2)[[x1, x2], x2]−q(1−q−3)[[x1, x2], x2]+q(1−q−3)qg1f1g2f2[[x1, x2], x2] =

−p12q
4(1− q−3)2g1f1g2f2[[x1, x2], x2]

(50) [[[x1, x2], [[x1, x2], x2]], [x−2 , [x
−
2 , x

−
1 ]]] = [[x1, x2], [[[x1, x2], x2], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]]]+

p2
21p

4
22p11p

2
12[[[x1, x2], [x−2 , [x

−
2 , x

−
1 ]]], [[x1, x2], x2]] = (1−q−3)(1−q−2)(1+

q)[x1, x2](1− g1f1g
2
2f

2
2 )− p11p

2
12p21p

2
22p

2
21p

2
22p11p12(1− q−3)(1− q−2)(1 +

q)(1 − g1f1g
2
2f

2
2 )[x1, x2] + qp21(1 − q−3)(1 − q2)(1 + q)x−2 [[x1, x2], x2] −

p11p
2
12p21p

2
22p21−2p−4

22 p
−1
11 p

−2
12 qp21(1− q−3)(1− q2)(1 + q)((1 + q − q−1 −

q−2)[x1, x2] + p21q
2x−2 [[x1, x2], x2]) = (1 − q−3)(1 − q−2)(1 + q)(1 −

q)[x1, x2]+p21q(1− q−3)(1− q2)(1+ q)x−2 [[x1, x2], x2]− q−1(1− q−3)(1−
q2)(1+q)(1+q−q−1−q−2)[x1, x2]+p21q(1−q−3)(1−q2)(1+q)x−2 [[x1, x2], x2] =

q2(1− q−3)2(1 + q)(1− q−2)[x1, x2]
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