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Introdução

ESte trabalho consiste do estudo de alguns tópicos de IFS (Sis-
temas de Funções Iteradas, na sigla em inglês) tendo por

base um trabalho recente por Mengue e Oliveira, como: probabili-
dades holonômicas, entropia de uma probabilidade holonômica e
pressão de uma função contı́nua.

Probabilidades Holonômicas, Entropia e
Pressão

Sejam X e Z espaços métricos compactos. Para cada
x ∈ X é associado um mapa contrativo τx : Z → Z.

Definição 1 Uma probabilidade π é dita holonômica com respeito
à famı́lia de mapas {τx : x ∈ X} se satisfizer∫

g(τx(z))dπ(x, z) =

∫
g(z)dπ(x, z)

para toda função g : Z → Z contı́nua. O conjunto das probabilida-
des holonômicas é denotado por Π(τ ).

Para uma probabilidade α sobre X e uma função c(x, z) de
Lipschitz é definido o operador Lc,α : C(Z)→ C(Z) por

Lc,α(ψ)(z) =

∫
ec(x,z)ψ(τx(z))dα(x).

Exemplo
Se X = {1, 2, 3, 4} e α = (p1, p2, p3, p4) então o operador Lc,α

é dado por

Lc,α(h)(z) =

4∑
i=1

ec(xi,z)+log(pi)h(τxi(z)).

Definição 2 Dado o operador Lc,α, a entropia de uma probabili-
dade holonômica π relativa a α é dada por

Hα(π) = − sup

{∫
c(x, z)dπ : c é Lipschitz e Lc,α(1) = 1

}
.

Da mesma forma, a pressão de uma função contı́nua c, relativa-
mente a α, é definida por

Pα(c) = sup
π∈Π(τ)

[∫
cdπ + Hα(π)

]
.

Teorema 1 Existe um único autovalor positivo λ associado a uma
autofunção h estritamente positiva para Lc,α e λ é igual ao raio es-
pectral de Lc,α sobre C(Z). A autofunção h associada a λ é única
a menos de multiplicação por uma constante.

Definição 3 Dado o operador Lc,α, tal que Lc,α(1) = 1, o seu dual
L∗c,α é definido por ∫

ψ(z)dL∗(P ) =

∫
L(ψ)dP

Teorema 2 Existe uma única probabilidade ρ invariante pela ação
do operador dual L∗c,α. Para toda função Lipschitz u : Z → R tem-
se que

Lnc,α(u)→
∫
udρ

Se Lc,α(1) = 1 a probabilidade π ∈ P (X × Z) definida por∫
g(x, z)dπ =

∫ ∫
ec(x,z)g(x, z)dα(x)dρ(z)

é chamada probabilidade holonômica associada à função c.

Teorema 3 (Princı́pio Variacional) Se c é de Lipschitz, então
Pα(c) = log(λ) onde λ é o único autovalor positivo associado a
uma autofunção positiva h para Lc,α. Se π é a probabilidade ho-
lonômica associada à função normalizada c̄ := c + log(h ◦ τx) −
log(h)− log(λ), então

Pα(c) =

∫
cdπ + Hα(π)
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