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A Teoria Espectral de Grafos busca analisar propriedades estruturais dos grafos através de matrizes e de seus autovalores. Embora a teoria tenha comegado em
meados do século XX, o teorema da Matriz-Arvore é reconhecido como um de seus primeiros resultados. Publicado por Kirchhoff em 1847, o teorema conecta diversos
conceitos fundamentais da teoria matricial e da teoria de grafos. Ainda que tenha sido originalmente aplicado por Kirchhoff em seus estudos sobre circuitos elétricos,
o resultado é de vasta aplicabilidade. O teorema relaciona o numéro de arvores geradoras de um grafo com o determinante de qualquer menor principal de ordem
n — 1 da matriz laplaciana. A prova que sera apresentada neste trabalho utilizard como recurso multigrafos, é evidente que o resultado é valido para grafos simples
pois esses sao casos particulares de multigrafos.

Um multigrafo é um estrutura G = (V, E), sendo V' o conjunto dos vértices e E' o multiconjunto das arestas, onde se e € E entao e = {u,v} sendo u,v € V com
u # v. Com excecao das aplicagoes todo grafo referido neste trabalho é um multigrafo finito. Note que caso a multiplicidade de qualquer elemento de F for igual a 1
entdo obtemos um grafo simples, ou seja sem arestas multiplas. Seja D a matriz diagonal dos vértices de um grafo G (ou seja, a matriz D tal que (D);; é o grau do
i-ésimo vértice de G) e seja A a matriz de adjacéncia de G. A matriz L = D — A é chamada a matriz laplaciana do grafo G.

Chamamos por arvore geradora o subgrafo H(V' E') tal que E' C E e V' =V onde H é conexo e nao possui ciclos, lagos e arestas multiplas. Denotamos por
7(G) o nimero de arvores geradoras do grafo G. Denotamos por Gxe o grafo obtido de G retirando-se uma aresta e e por G/e o grafo obtido de G contraindo uma
aresta e removendo qualquer lago produzido, no entanto mantendo as arestas multiplas.

O Teorema da Matriz-Arvore. Seja G um grafo e L(G) a sua matriz laplaciana. Seja u um vértice arbitrario
de G. Seja L(G), o menor principal de L(G) retirando-se a linha e a coluna correspondente ao vértice u, entao
det(L(G),,) é igual ao ntimero de arvores geradoras de G.

A Formula de Kirchhoff, publicada em 1847,
descreve a condutancia efetiva de circuitos elétricos
resistivos lineares. Representamos o circuito por um
grafo G e definimos o conjunto C' = {c. | e € E'} onde
ce ¢ a condutancia da aresta e. Seja ¢! = [Teer ce
definimos o polindémio chamado enumerador de arvore
geradora por T(G;C) = ZTG’T(G) c’'. Seja yup a con-
duténcia efetiva entre os vértices a e b, a formula de
Kirchhoff afirma
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A afirmacgdo é provada por Kirchhoff essencialmente
usando o teorema da Matriz-Arvore e a regra de Cra-
mer.

Como corolario do teorema da Matriz-Arvore te-
mos que 7(G) = n~2det(J + L), onde J é a matriz
com todas as entradas iguais a 1. Como L e J comu-
tam, é possivel mostrar que os autovalores de J + L
sao a soma dos correspondentes autovalores de L e J.
Como o determinante é o produto dos autovalores, ob-

temos
T(G) _ NluQ‘“N'ﬂ—l'
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Como L é singular, pois suas colunas somam zero,
conclui-se que se G é conexo a multiplicidade do auto-
valor 0 é igual a 1. Caso G for desconexo, analisando
as submatrizes de L correspondente a cada compo-
nente, deduzi-se que a multiplicidade do autovalor 0
¢ igual ao nimero de Componentes Conexas do
grafo.

O operador matricial Up(t) = exp(itL) representa
um Quantum Walk em tempo continuo em G. Dize-
mos que G admite transferéncia laplaciana perfeita de
estado de um vértice u para o vértice v se existe t > 0
e v € C tal que

Ur(t)ey = vey.

E possivel mostrar que para qualquer grafo a tranfe-
réncia laplaciana perfeita de estado nao pode acontecer
entre vértices gémeos com um ou dois vizinhos em co-
mum. Entdo, aplicando o teorema da Matriz-Arvore,
mostra-se que tal fendmeno em &arvores podera acon-
tecer apenas entre vértices gémeos. Portanto, a tinica
arvore que permite transferéncia laplaciana perfeita de
estado é o caminho entre dois vértices.

O teorema serd provado por indu¢do em m = |E|. Seja e uma aresta de G, entdo cada

s arvore geradora de G ou contém e ou nao contém. Ha uma bijecdo entre as drvores geradoras
G que nao contém e e as arvores geradoras de G/e, portanto ha 7(G/e) arvores geradoras
que nao contém e. As demais arvores serao contadas por 7(G \ €). Segue que,

7(G) =717(G~¢€e)+7(G/e). (1)

; Seja e={u,v}, a matriz laplaciana L(G) difere em exatamente quatro entradas em relagao
a matriz L(G \ e), correspondentes a aresta e. Ao retirarmos as entradas correspondentes ao
vértice u obtemos que L, (G) difere de L, (G \ e) em apenas uma entrada, sendo (Ly(G))w =
(Ly(G \ €))y + 1. Avaliando L,(G) por expansao de Laplace na linha correpondente ao
vértice v, obtemos

ulril[f..,l[(r';} = 24
f det(Ly,(G)) = Z lyr det(Lyyr(Q)) + (lyy — 1) det(Lyy (G)) + det(Lyy (G))
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=det(L,(G \ e)) + det(Lyw(G)).
Como L(G/e) tem as linhas e colunas indexadas por V(G)\ {u, v} com entradas zy iguais

a (L(G))ay, temos que L,(G/e) = Lyw(G). Entao

det(L(G)y) = det(Ly (G \ €)) + det(L,(G/e)).
Por indugao, det(L,(G \ e)) = 7(G \ e) e det(L,(G/e)) = 7(G/e); segue de (1) a conclusao

| da prova do teorema.
det(Ly(G/e)) = 13
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det(L.(G \e)) =11
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