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Introducao Formulacao geral

Ao definirmos novos estimadores para um parametro de interesse, comumente estes
satisfazem propriedades assintoticas interessantes, como consisténcia, auséncia de vicio e
algum tipo de teorema central do limite. Porém, em pequenas amostras, alguns
estimadores, em especifico, aqueles baseados na teoria de maxima verossimilhanca,
apresentam vicio. Existem varias técnicas para corrigir este vicio em pequenas amostras.
As mais conhecidas e utilizadas estdo o ajuste de Skovgaard (Skovgaard, 2001), a
corre¢do de Cox-Snell (Cox and Snell, 1968) e as correcdes de Bartlett (Bartlett, 1937),
sendo a ultima a qual estamos interessados neste trabalho, pois possui acuracia de mais
alta ordem e pode ser facilmente implementada em uma linguagem matricial de
programacao, como apresenta Cordeiro, 1993.

Neste trabalho estamos interessados em estudar a correcio de Bartlett e Skovgaard no
contexto dos modelos SARFIMA de Pumi et al. (2017). Os modelos SARFIMA s3o uma
generalizagdo do ja bem conhecido modelo SARMA de Rocha e Cribari-Neto (2009), que
sao modelos dinamicos para séries temporais limitadas. A ideia é substituir a estrutura de
dependéncia do tipo ARMA, que modela a média condicional do processo, por uma
estrutura ARFIMA, permitindo que a média condicional do processo apresente longa
dependéncia. Embora tendo motivacoes semelhantes, a teoria assintotica dos modelos
BARFIMA é mais geral, sendo baseada na teoria de verossimilhanca parcial que
generaliza a abordagem de verossimilhanca condicional presente na teoria assintética dos
modelos SARMA. Neste trabalho temos por objetivo de estudar as correcoes de Bartlett
(delineada neste poster) e de Skovgaard (trabalho em andamento) para modelos

BARFIMA.

Modelos dinamicos para séries temporais limitadas

Neste trabalho estamos interessados em modelos do tipo observation driven em que a
distribuicao condicional da série temporal dado passado segue uma distribuicao beta.
Mais especificamente, seja {y;:}2°; um processo estocastico de interesse tomando valores
(ou apropriadamente reescalado) no intervalo (0,1) e seja x, um vetor /-dimensional de
covariaveis exodgenas no tempo t. Seja .%; a sigma-algebra gerada pela informacao
conhecida até o tempo t. A classe de processos que estamos interessados neste trabalho
apresenta distribuicao condicional dada pela seguinte parameterizacao da distribuicao
beta (conforme Ferrari e Cribari-Neto, 2004)
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para todo 0 < y; < 1,onde 0 < pu; < 1 e v > 0. Observe que E(y;|.7; 1) = u: €
Var(y:| 1) = “t(ll;“t). Neste caso o parametro v é um parametro de precisdo do
modelo. O segundo passo é parametrizar a média condicional 1;. Sendo g : (0,1) — R

uma funcao de ligacao, consideramos a seguinte especificacao para (i,

/
g(pe) = X 1B + 7t (2)
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onde 3 = ([, ..., ;) sdo os coeficientes relacionados com as covaridveis e 7; é um
termo aditivo responsavel por modelar a correlacao serial presente em ;. A especificacao

de 7; depende da estrutura de dependéncia que se quer estudar. Na auséencia de 7,
obtemos o modelo de regressdo Beta de Ferrari e Cribari-Neto (2004). Se 7; segue um

modelos ARMA, temos o modelo SARMA de Rocha e Cribari-Neto (2009). Quando 7;
segue um ARFIMA, temos os modelos SARFIMA de Pumi et al. (2017).
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Modelos ARFIMA(p, d, q)

Lembramos que um processo estacionario X; é dito ser um processo ARFIMA(p, d, q) se
for solucao estacionaria de

O(B)X: = 0(B)(1 — B) ‘e
onde B é o operador de diferenca dado por
B(X,)=X,;, j€EZ,
H(B)=1—p1B—---—¢,B” e 0(B) =1+ 6B+ ---+ 0,89 sdo os operadores

autoregressivo e de média-moével, respectivamente; ¢(B) e 6(B) n3o tém raizes em
comum, (1 — B)~¢ é o operador de diferenciacdo fracionaria, definido pela expans3o
binomial
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[+ 1) (d)

(1— B)_d — Z WJBj = 7(B), onde mi(B) =

para d < % d=#0,—1,—2,---, e {e;}+ez é um processo ruido branco.

Correcao de Bartlett

A ideia de melhorar a aproximacdo y? a distribuicio sob hipétese nula da estatistica w
do teste da Razao da log-Verossimilhanca, multiplicando w por um escalar, foi
primeiramente introduzida por Bartlett (1937) e colocada numa estrutura geral por
Lawley (1956). Estritamente falando, a correcdo de Bartlett é uma transformagdo escalar
aplicada na estatistica do Teste da Razao de Verossimilhanca que resulta numa
estatistica aperfeicoada, com distribuicdo x? sob hipdtese nula de ordem 0" . Isto
representa uma melhora clara em relacao a estatistica original, no sentido que a RV tem
distribuicdo x* sob a hip “étese nula, mas apenas de ordem O(1).

Na tentativa de corrigir a estatistica acima mencionada, Bartlett argumentou o seguinte,
supondo sob hipdtese nula simples ou composta:

E(w) = pc + O(n>?) (3)

Onde p é a diferenca de dimensdes dos espacos paramétricos sob as hipdteses nula e
alternativa, n é o tamanho amostral e ¢ uma constante igual a um mais o termo de
ordem O™ que pode ser estimado consistentemente sob Hy. Pode-se mostrar que o
valor esperado da estatistica w* = w/c é mais préximo ao da distribui¢do X,% que o valor
esperado de w. A constante ¢ é amplamente conhecida como a correcao de Bartlett.
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Lawley (1956) obteve os momentos de certas derivadas da fun¢do de log-verossimilhanga
para proporcionar uma formula geral para a correcao ¢ de Bartlett e para mostrar que
todos os cumulantes da estatistica ajustada w* concordam com os da distribuicio y? de
referéncia com erros da ordem n~2. Hayakawa (1977) obteve a expans3o assintética da
estatistica w para ordem n~! sob a hipétese nula. Por fim, Cordeiro (1993) obteve uma
forma matricial geral para as Correcoes de Bartlett para testar qualquer hipdtese nula
composta.

Denota-se a funcdo de log-verossimilhanca dos dados completos por [ = /() que
depende dos paramétros desconhecidos 5 = ([, . . . ,6P)T. O autor utiliza a seguinte
notacao tensorial para os cumulantes mistos das derivadas da log-verossimilhanca:

ks = E(0%1/08,00), kst = E(0%1/08,08:008;), k'Y = Ok,s/0p;

e assim por diante. A matriz de informacdo total é K = {—k.} e K1 = {—k"} sua
Inversa.

Os valores de / no verdadeiro parametro e na estimativa de maxima verossimilhanca 3
sio Iy e I,, respectivamente. Lawley mostrou que 2IE(/, — k) = p + &, + O(n"?) onde o
termo de correcao ¢, de ordem % é dado por:
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A formulacao matricial a seguir, dada por Cordeiro, visa facilitar as computacoes
numeéricas e algébricas das correcoes de Bartlett. Para expressar €, em forma matricial €
(til definir as seguintes matrizes p x p A, P(t) ¢ Q) para t = 1, ..., p. Usando
notacao matricial, pode-se escrever:

Z /rstu — tl’(K_lL),
p

onde L é uma matriz p x p definida pelo (r, s)-ésimo elemento igual ao tr(K LA,
Tem-se também:

1 v
> KKk { Shievksns — keokly) + ki )kﬁv‘é’}
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1
= —ctr(K ML) + tr(K M) — tr(K M),

onde My, M, e M5 sdo matrizes p X p definidas pelos (r, s)-ésimos elementos

tr(K='PTK=1P%), tr(K'PTK~1Q1)T) e tr(K~1Q"'K~1Q®). Adicionalmente,
1 u
E

1
— —Ztr(K_lNl) + tr(K™ Np) — tr(K™'Ns),

onde N;, N, e N3 sdo matrizes p X p definidas analogamente por

Ny = {tr(PP K Dtr(PPKYY, No={tr(P K )tr(QK 1)}

Ny = {tr(Q K Htr(Q°K1)}.
Das equacoes acima, obtemos a reducao
e, = tr[K (L — M — N)], (4)
onde M:—%M1+M2—M3e N:—%N1+N2—N3.
Na pratica, (4) pode ser utilizada sem muita dificuldade. Em geral, estamos interessados

. 0 .
em testar uma hipotese nula composta Hy : 5y = 5§ ) contra uma alternativa composta
H, : Hy falsa. O critério da razao de verossimilhanca para esse teste é dado por

w = 2{/(@\1, 3\2) — (54, ﬁéo))}. Assim, a correcdo de Bartlett pode ser escrita como:

Ep — Eq

p—q

onde ambos ¢, e £, podem ser obtidos de (4). A distribuicdo de w geralmente tem um
erro de ordem n~! em relacdo a distribuicdo X%_q, mas a correcao ¢ de Bartlett torna o
termo n~ ! igual a zero e a distribuicio de w* se aproxima muito mais da distribuic3o
X%)—q do que a distribuicao de w.

c=1+
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