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RESUMO

A infeccao pelo virus da Dengue constitui atualmente um dos maiores
problemas da satide publica pelo mundo inteiro, porque se tornou doenca re-
emergente em varias regioes tropicais do mundo, inclusive no Brasil, e ¢ causada
por qualquer um de quatro sorotipos distintos. Por tratar-se da infeccao viral ur-
bana mais difundida no mundo, varias pesquisas em modelagem de epidemias tém se
preocupado em fornecer uma fundamentacao racional para tomadas de decisao, tais
como adotar estratégias de vacinacao ou outras estratégias, com o objetivo de con-
trolar a propagacao da doenga. O objetivo deste trabalho ¢ o de modelar e ilustrar

algumas estratégias alternativas para erradicar esta doenca infecciosa.

Partindo da versao basica do modelo epidemiolégico deterministico
compartimental continuo SEIR (suscetiveis -> expostos -> infecciosos -> recupera-
dos), como um sistema de oito equagoOes diferenciais, determinamos os estados de
equilibrio e a sua analise de estabilidade local, e apresentamos algumas simulagoes
numeéricas, para ilustrar os resultados analiticos. A seguir, propomos um modelo
discreto correspondente, do qual reconhecemos estados de equilibrio livre da doenca
e estados de equilibrio endémico, e, através de um enfoque de rede de mapas acopla-
dos, incluimos uma estrutura espacial na qual as populacoes se movimentam por

difusao.

Por fim, mostramos, através de simulacoes numeéricas, que a doenca
pode ser erradicada do ambiente todo, por meio da retirada de acumuladores de
ovos dos mosquitos, em uma area parcial do habitat todo que estid em equilibrio
endémico; entao, esta estratégia tem um efeito desestabilizante, no sentido de que a
estabilidade do estado endémico pode ser destruida, levando o habitat inteiro para

o estado de equilibrio livre da doenga.
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ABSTRACT

Dengue virus infection is nowadays one of the major worldwide public
health problems, because it has become an important re-emerging disease in many
tropical regions of the world, including Brazil, and it is caused by any one of four
distinct serotypes. As the moste widespread urban virus infection, several researches
of epidemics modeling have focused on providing a rational basis for decision making,
such as vaccination strategies or other strategies, in order to control the spread of this
disease. The aim of this work is to model and illustrate some alternative strategies

to eradicate this infectious disease.

Starting from the basic version of the SEIR (susceptible -> exposed ->
infective -> removed) deterministic compartmental epidemic continuous model, as
a system of eight differential equations, the equilibrium states and local stability
analysis are carried out, and some numerical simulations are presented to illustrate
the analytical results. Then we propose a discrete corresponding model, where we
identify disease-free and endemic stable equilibrium states, and through a coupled
map lattice approach, we include a spatial structure where the populations are

allowed to follow a diffusive movement.

Finally, it is shown through numerical simulations that this disease can
be eradicated from the overall environment by removing reservoirs of mosquito eggs
from only a partial area of the habitat. Therefore, this strategy has a destabilizing
effect, in the sense that the stability of the endemic state can be destructed and the

entire habitat goes to the disease-free equilibrium state.



1 INTRODUCAO

Modelos matematicos estao sendo bastante aplicados na area de epi-
demiologia e tem se tornado uma ferramenta importante na analise da propagacao

e controle de doencas infecciosas.

Um tipo de modelo muito utilizado para estudar a dinamica de epi-
demias é o modelo compartimental, onde a populacao é dividida em compartimentos.
Um individuo pertence a um ou outro compartimento dependendo do seu estado com
relacao a doenca. Neste trabalho, os individuos podem ser classificados da seguinte

forma;:

a) Suscetiveis: os individuos nesta classe podem adquirir a doenga se

estiverem expostos a ela. O numero de individuos suscetiveis é representado por S.

b) Expostos ou Infectados: sio os individuos que adquirem a doenga
porém ainda nao a passam para outro individuo, ou seja, estao incubando a doenca.
Se a doenca nao tiver este periodo de incubacao, este compartimento nao seré in-

cluido no modelo. O nimero de individuos expostos ¢é representado por E.

c¢) Infecciosos, infectivos ou Infectantes: sido os individuos que
podem transmitir a doencga para algum suscetivel que entre em contato com ele. O

nimero de individuos desta classe é representado por I.

e) Removidos: depois de infectados, os individuos ou se recuperam
e adquirem imunidade para a doenca ou entao morrem. Dependendo da doenca
esse periodo de imunidade pode durar a vida toda (imunidade vitalicia) ou entdo
durar apenas um periodo de tempo. Neste caso, os individuos voltam a ser susceti-
veis, podendo contrair a doenga novamente. O niimero de individuos desta classe é

representado por R.

Quanto aos tempos caracteristicos de uma doenca, podemos ter:



a) Periodo Latente: ¢ o periodo em que o individuo esté infectado
mas nao transmite a doenga. Este é o intervalo de tempo durante o qual o individuo

permanece no compartimento dos expostos.

b) Periodo Infeccioso: ¢é o periodo durante o qual um individuo in-
feccioso pode passar a doenca para um individuo suscetivel. Este é o intervalo de

tempo durante o qual o individuo permanece no compartimento dos infecciosos.

¢) Periodo de Recuperacao: ¢ o periodo em que o individuo nao
¢ mais infeccioso e nem suscetivel. Se o individuo se torna imune & doenca, esse

periodo equivale a todo o resto de sua vida.

Neste trabalho estudaremos modelos de transmissao do virus da Dengue,
seja com equagoes diferenciais (modelos com tempo continuo) ou equagoes a dife-
rencas (modelos com tempo discreto), sendo que a este tltimo, acrescentaremos
uma abordagem de rede de mapas acoplados, para representar a movimentacao das

populacoes tanto de mosquitos quanto de humanos.

1.1 A Dengue

As doencas infecciosas foram as principais causas das mortes durante o
ultimo milénio. A expectativa de vida era frequentemente limitada por recorrentes
epidemias incontroladas. Depois da segunda guerra mundial, com a realizacao de
pesquisas em termos de vacinacao, antibioticos e melhorias das condicoes de vida,
pensava-se que as doencas infecciosas fossem desaparecer. Porém, as doencas in-
fecciosas continuam sendo a maior causa de mortalidade ainda hoje em dia (AIDS,
Hepatite, Malaria, Febre Amarela, Dengue e outras) (DEROUICH; BOUTAYEB,
2006).

A Dengue é uma arbovirose (virose transmitida de um hospedeiro para
outro por meio de um ou mais tipos de artropodes) causada por um virus que é

transmitido para o homem através da picada do mosquito Aedes aegypti, que, por



ser domiciliado, é um dos mais eficientes transmissores da dengue. Conforme Yang,
Ferreira e Ternes (2003), ela possui somente um ciclo epidemiologico (urbana) e tem

como principais elos o0 homem (hospedeiro) e o mosquito (vetor) .

A infeccao se da da seguinte forma: a fémea do mosquito, suscetivel,
infecta-se com o virus da dengue quando se alimenta de um individuo humano in-
fectante (no periodo de viremia - periodo de transmissibilidade que ocorre quando
houver virus no sangue). Depois 0o mosquito passa um intervalo de tempo como
infectado mas ainda nao infeccioso, periodo este que vai desde a ingestao do sangue
infectado até o momento em que é capaz de transmitir o virus pela sua reaplicacao
nas glandulas salivares. Apoés esse periodo de incubacao, o mosquito torna-se infec-
tante (transmitindo o virus) até a sua morte, sem nada sofrer e nem sequer apresenta

lesbes minimas.

Com relacao ao ser humano, quando um mosquito infectante injeta virus
da dengue no humano suscetivel, durante a sua alimentacao, este também passara
por um periodo de incubacao que em geral varia de 4 a 6 dias (no minimo 3 dias e
no maximo 10 dias). Passado este periodo, a dengue pode evoluir para sua forma
assintomética ou para sua forma classica com febre, mialgias (dores nos musculos
dos ombros, pescogo, testa ou qualquer outro) e artralgias (que é a sintomatolo-
gia dolorosa associada a uma ou mais articulagoes) e posteriormente o individuo
desenvolve imunidade especifica de longa duracdo. A dengue pode ainda evoluir
para a forma grave, conhecida como "Dengue Hemorragica" ou Febre Hemorragica
da Dengue (FHD) / Sindrome do Choque da Dengue (SCD), que tem sintomas
semelhantes aos da Dengue Cléssica, no inicio do quadro clinico, porém evolui com
tendéncia a hemorragias, dores abdominais intensas, palidez cutanea, pele pegajosa
e fria, agitacao, sonoléncia, dificuldade respiratoria, pulso rapido e fraco, podendo
levar o paciente ao choque e a morte. O mosquito macho nao transmite a doenca,

pois alimenta-se da seiva de plantas.

Existem quatro sorotipos da dengue (Den 1, Den 2, Den 3 e Den 4),

sendo que um individuo infectado por um sorotipo se torna imune para esse sorotipo



(CIRINO; SILVA, 2004). A dengue apresenta baixa imunidade cruzada (termo em-
pregado quando um anticorpo induzido especificamente para um antigeno A é capaz
de reconhecer um antigeno B contra o qual este nao foi especificamente gerado),
ocorrem as chamadas infeccoes secundarias apos a primeira infeccao por um deter-
minado sorotipo, entretanto nao ha evidéncias que possa ocorrer uma reinfec¢ao pelo
mesmo sorotipo. Acredita-se que a infec¢ao primaria por um dos virus ocasiona o
quadro classico da virose, porém ao ocorrer uma reinfeccao por outro sorotipo, em

um intervalo inferior a 5 anos, seria entao desencadeado o quadro hemorragico da

dengue (YANG, 2003).

Neste trabalho, estudaremos um modelo SEIR (Suscetivel, Exposto,

Infeccioso, Recuperado), considerando que um tnico sorotipo circula no ambiente.

A dengue é a virose urbana mais difundida no mundo. Com excecao
da Europa, ocorre em todos os continentes. E uma doenca de &reas tropicais e
subtropicais, onde as condi¢oes do meio ambiente favorecem o desenvolvimento do

mosquito Aedes aegypti.

No Brasil ha relatos de provéaveis epidemias de dengue no inicio deste
século: em 1916, em Sao Paulo, e em 1923, em Niter6i. Entretanto, a primeira
epidemia documentada clinica e laboratorialmente ocorreu em Boa Vista, Roraima,

em 1982.

A cada ano a doenca vem se repetindo no Brasil, onde o maior ntiimero
de casos se concentra no periodo de chuvas, que é a época em que as condigoes
ambientais sao propicias para o desenvolvimento e proliferagao do mosquito vetor.
A partir de 1994, as epidemias tém apresentado maior vulto, espalhando-se para

todas as regioes geograficas.

De acordo com a Secretaria de Estado da Saide de Sao Paulo, os
primeiros casos de dengue hemorragica apareceram no Rio de Janeiro em 1990,
com a introduc¢ao de um novo sorotipo, o Den 2. Com a disseminagao desse sorotipo

para outras regioes do pais, infectando pessoas que ja haviam contraido a doenca an-



teriormente, foram surgindo casos de dengue hemorragica em outros estados (Ceara,
Espirito Santo, Rio Grande do Norte, Pernambuco e Rio de Janeiro). De acordo
com a Organizagdo Mundial da Satide (OMS), atualmente, a dengue é a arbovirose
mais comum que atinge o homem e estima-se que entre 50 a 100 milhdes de pessoas

se infectem anualmente, em mais de 100 paises.

Yang e Ferreira (2008) afirmam que a erradica¢ao do mosquito (vetor)
através de mecanismos de controle tem sido uma estratégia adotada para prevenir
as ocorréncias de surtos de dengue, pois as vacinas contra a dengue ainda nao estao
disponiveis (encontram-se em fase experimental). Entre essas estratégias, pode-
mos citar a utilizada por Esteva e Yang (2006), que sugere e apresenta um modelo
matematico para se controlar o mosquito transmissor da dengue, usando uma técnica
de liberacao de mosquitos machos estéreis. Outra estratégia serd por nos apresen-

tada e analisada, e consistird em reduzir os acumuladores de ovos dos mosquitos.

1.2 O Numero Reprodutivo Béasico - R

O numero reprodutivo béasico (ou taxa reprodutiva bésica) Ry é o
nimero médio de individuos diretamente infectados por um individuo infeccioso du-
rante todo o seu periodo infeccioso, quando ele entra em uma populacao totalmente

suscetivel (GIESECKE, 2002).

Um exemplo disso pode ser esquematizado como na Figura 1.1, onde
uma determinada doenca é levada para dentro do grupo onde indicamos "inicio".
Nesta figura, as circunferéncias representam individuos; quando vazias sao susceti-
veis; quando preenchidas sao infecciosos e o niimero de suscetiveis para os quais um

infeccioso passa a doenca esta indicado no esquema.

Passado um certo tempo, teremos um total de 15 infectados que pe-

garam a doenca, através de 10 individuos infecciosos. A média de % = 1,5 indivi-

duos infectados por um individuo infeccioso implica que Ry = 1, 5.
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Figura 1.1: Esquema de espalhamento de uma infeccao na populagao durante o
periodo infeccioso.

Se uma doenca confere imunidade apo6s a infecgao, entao o ntmero de
suscetiveis decrescerd com o tempo e aumentard o nimero de contatos de pessoas
infecciosas com pessoas imunes. A taxa reprodutiva atual, R, entao decresce com o

espalhamento da infeccao mas a taxa reprodutiva bdsica Ry nao é afetada com isto.
A questao é: quando podera ocorrer uma epidemia?

Na situacao apresentada na Figura 1.1, a média foi de que toda pessoa
infecciosa passou a doenca para mais do que uma pessoa suscetivel induzindo que
a condicao necessaria para uma epidemia é que Ry seja maior que 1. Assim, existe

trés situagoes possiveis:

1*) Ry > 1: existira uma epidemia, pois o namero de individuos infec-

tados sempre aumentara.

2%) Ry = 1: a doenga se tornara endémica, ou seja, permanecera na

meio porém de forma controlada.



3*) Ry < 1: apoOs um certo tempo a doenga desaparecerd, ja que as
novas ondas de infeccao na populacao consistirao de menos individuos do que a

anterior.

No decorrer do trabalho surgirao novos parametros, cujas defini¢oes

serao apresentadas no contexto, conforme a necessidade.

Em nosso trabalho, o capitulo 2 serd dedicado a descricao da transmis-
sao da dengue através de um modelo béasico SEIR continuo, com equacgoes diferen-
ciais, proposto por Yang et al. (2009). No capitulo 3, proporemos e estudaremos
um modelo SEIR discreto, governado por equagoes a diferengas baseadas no modelo
continuo apresentado no capitulo 2. No capitulo 4, o espaco sera incluido no modelo
proposto no capitulo 3, usando a abordagem de redes de mapas acoplados, onde

incluiremos mobilidade das populacoes.

Uma técnica de controle sera sugerida e analisada no capitulo 5, onde
mostraremos que uma retirada de acumuladores de ovos dos mosquitos, em uma area
parcial do habitat todo que esta em situacao endémica, pode promover o controle da
doenca levando todo o habitat ao equilibrio livre da doenca. Conclusoes e sugestoes
para trabalhos futuros serao apresentadas no capitulo 6. Complementarmente, al-

guns calculos auxiliares serao apresentados nos apéndices.



2 O MODELO BASICO SEIR CONTINUO
PARA A TRANSMISSAO DA DENGUE

Modelos continuos podem ser representados por Sistemas de Equacoes
Diferenciais Ordinarias, cuja variavel independente é geralmente o tempo, ou por
Sistemas de Equacoes Diferenciais Parciais, quando consideramos como variaveis
independentes, além do tempo, as variaveis "espago" e/ou possivelmente alguma

outra variavel independente.

2.1 O Modelo

O Modelo Basico SEIR Continuo que apresentaremos a seguir é aquele
proposto por Yang et al. (2009), constituido por um sistema de equagoes diferenci-
ais ordindrias, cuja varidvel independente é o tempo. Como o virus da dengue se
propaga por causa da interagao entre a populacao humana e a dos mosquitos Aedes
aegypti em areas urbanas, o modelo compartimental modelara a variacao de ambas
as populacoes. Também serd considerada apenas a populacao de fémeas pois apenas

elas sao hematofagas.

A espécie humana seré dividida em quatro grupos: 1) os Suscetiveis,
2) os Expostos (ou Infectados), 3) os Infecciosos e 4) os Recuperados, sendo que
estes tltimos adquirem imunidade apds a recuperacao; as populagoes desses grupos

serao representadas, respectivamente, pelas letras S, E, I e R.

A espécie de mosquitos também sera dividida em 4 grupos: 1) o grupo
que inclui as Fases Ovo, Larva e Pupa que serd denominando como Fase Aquatica,
2) os Suscetiveis, 3) os Expostos (ou Infectados) e 4) os Infecciosos, sendo que
estes nao se recuperam pois a expectativa de vida do mosquito é muito pequena
quando comparada com a do virus da dengue; as populacoes desses grupos serao

representadas, respectivamente, pelas letras A, My, My e M;.



O modelo basico SEIR continuo, que escreveremos abaixo, resulta das

seguintes hipoteses e consideracoes:

Representando por ¢ a taxa de oviposi¢ao das fémeas, por k (0 < k < 1)
a fracdo de ovos viaveis (a mortalidade dos ovos estd imbutida) que se transformarao
em larvas e sendo f (0 < f < 1) a fracao destes que sao fémeas, tem-se que kf¢
é a taxa de crescimento intrinseco per capita da populacao de mosquitos fémeas
na Fase Aquéatica. Considerando que toda a populacao de mosquitos fémeas, seja
ela suscetivel, infectada ou infecciosa, contribuem para a oviposicao, e sendo C a
capacidade dos criadouros em que os mosquitos colocam seus ovos, concluimos que

kfo(My + My + Ms) (1 — g)

é a taxa de variacao da populacao A neste compartimento, devida ao seu crescimento

intrinseco.

Para completar a equagao diferencial para a populacao A(t), acrescen-
tamos dois termos para a taxa de reducao desta populacao: um desses termos,
relacionado com o aumento da populagao de mosquitos fémea suscetiveis, na me-
dida em que ocorre a eclosao das pupas e o outro, relacionado com a mortalidade
na Fase Aquatica (a mortalidade larva/pupa). Considerando que ambas as redugoes

ocorrem a uma taxa proporcional a populagao A, e sendo 7, e p, as constantes de

proporcionalidade respectivas, obtemos a equacao diferencial para % sob a forma,
dA A
E = kf¢(M1 + MQ + Mg) <1 — 5) — (7Tq + ,uq)A (21)

Conforme comentado anteriormente, a eclosao das pupas, representada
pelo termo 7 A, leva ao aumento da populacao M; de mosquitos fémeas suscetiveis.
Considerando que # é a expectativa de vida dos mosquitos fémeas suscetiveis, temos
que prM; é a taxa de morte da populagao M;. Por outro lado, mosquitos fémeas
suscetiveis tornam-se infectados ao picarem humanos infecciosos; supondo que isto
ocorra a uma taxa total 3, M; proporcional a ambas as populacées M e I, obtemos,

s~ dMy ~ . N L. .
para a taxa de variagao “;+ da populagao de mosquitos fémeas suscetiveis, a seguinte
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equacao diferencial:

dM
71 = 7TqA — ﬁm[Ml — ,ufMl (22)

Os mosquitos fémeas suscetiveis que picaram humanos infecciosos, deixam
a classe dos suscetiveis e vao para a classe M, dos infectados. Considerando que i
é a expectativa de vida dos mosquitos fémeas infectados (a mesma dos mosquitos

femeas suscetiveis), temos que ppM, é a taxa de morte desta populagao.

Além disso, representando por = o periodo médio de incubacgao dos

[N Yy

mosquitos, tem-se que yM, serd a taxa com a qual os mosquitos fémeas infectados

saem desta classe, passando para a classe dos infecciosos. Assim, para a taxa de

variacao % da populagao de mosquitos fémeas infectados, temos
d M.
d; = BT My — Y My — iy M. (2.3)

Além dos mosquitos que saem do compartimento dos infectados e pas-
sam para o compartimento dos infecciosos a uma taxa yMs, supoe-se que 0s mosquitos
infecciosos morram a uma taxa pyMs, dado que H—lf seja a sua expectativa de vida
(a mesma dos mosquitos fémeas suscetiveis e também dos infectados). Como a po-

pulacao de mosquitos fémeas nao se recupera, ou seja, eles sempre transmitirao a

doenca durante o seu curto periodo de vida (quando comparado com a do virus da

dengue), a taxa de variacao % da populagao de mosquitos fémeas infecciosos tem
a forma
dMs

Resta ainda escrever as equagcoes diferenciais para as taxas de variacao

das populacoes S, E, I e R da espécie humana.

Como a duragao de uma geracao na populacao de mosquitos fémea é
de alguns dias, enquanto que na populacao de humanos é de dezenas de anos, esta
¢ muito maior que aquela, o que justifica trabalhar com a populacao de humanos

constante (), isto é, com a taxa de natalidade per capita p igual & de mortalidade
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per capita (as mortes sao repostas por recém nascidos e ;% a expectativa de vida em

cada compartimento).

Representando por N o tamanho da populacao total de humanos
(N=S({t)+ E(t)+ I(t)+ R(t)) e por i as taxas de nascimento e morte per capita
da populacao de humanos suscetiveis, e considerando que a populagao de humanos,
sejam suscetiveis, infectados, infecciosos ou recuperados, todos geram filhos susce-
tiveis, de modo que /N é a taxa de nascimento da populacao de humanos e uS é
a taxa de morte da populacao de humanos suscetiveis. Por outro lado, os humanos
suscetiveis sao infectados durante a alimentagao dos mosquitos infecciosos. Supondo
que isto ocorra a uma taxa [, M3S, que depende da frequéncia de picadas dadas nos
humanos suscetiveis pelos mosquitos infecciosos, obtemos, para a taxa de variacao

ds = s se i o1
% da populagao humanos suscetiveis, a equagao diferencial:

% = uN — B, M3S — pS. (2.5)

Os humanos suscetiveis que foram picados por mosquitos fémeas infec-
ciosos, deixam a classe dos suscetiveis e vao para a classe dos infectados. Por outro
lado, sendo i o periodo médio de incubacao, temos que aff é a taxa de humanos
infectados que saem desta classe e passam para a classe dos infecciosos. Lembrando,

ainda, que pF é a taxa de morte da populacao de humanos infectados, obtemos, para

a taxa de variacao ‘fi—]f da populacao de humanos infectados, a equacao diferencial:

dE
E = ﬁhMgS — OéE — IUE (26)
Além dos humanos que saem do compartimento dos infectados e passam
para o compartimento dos infecciosos a uma taxa aF, supoe-se que % seja o periodo
médio de recuperacao, isto é, que os humanos infecciosos se recuperem e adquiram
imunidade a uma taxa nl. Lembrando, ainda, que p/ é a taxa de morte da popu-

lacao de humanos infecciosos, obtemos para a taxa de variacao % da populacao de

humanos infecciosos, a equacao diferencial:

dI
& WE—nl —ul. 2.
o = aB =l —u (2.7)
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Ao adquirirem imunidade, os humanos infecciosos saem da classe dos
infecciosos e vao para a classe dos recuperados; e estes, por sua vez, morrem a uma
. -~ dR ~
taxa pR. Assim, para a taxa de variagao - da populagao de humanos recuperados,

temos:

dR
=yl — uR. 9.
o= (2.8)

Na Figura 2.1, temos o fluxograma deste modelo para a propagacao do

virus da dengue e que corresponde ao seguinte sistema de equagoes diferenciais:

k £ (M, +M+M,) (1 - A/C) o

!

HeAe—o/ A —= S
\I/?HA B, M,S
uM,«—| M, —> uE
PnIM, oE
M, <—| M, —= ul
nl
peM; €—| M, —> uR

Figura 2.1: Fluxograma representando como se d4 a transmissao do virus da dengue,
onde na coluna do lado direito temos os compartimentos da populacao
de humanos e na coluna do lado esquerdo temos os compartimentos da
populacao de mosquitos fémeas.
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e Populacao de Mosquitos Fémeas

% = kfo(My + My + M) (1 - g) — (g + 1A, (2.9)
= A (Bl + )M, (210)
e = BuIMy— (v + )M, (2.11)
b = My gy (2.12)

e Populacao de Humanos

as
o = M- (BnM3 + p)S, (2.13)
dE
al
= = aB—(+pl. (2.15)
dR

Das equagoes diferenciais (2.13)-(2.16), podemos verificar que

dS dE dI dR
%—FE—Fa—F%—/LN—,u(S—FE-FI-FR)—O,

visto que S+ F + I+ R = N, confirmando a hipotese de que a populacao total de

humanos é constante, na escala de tempo em consideragao.

As equagoes para as populacoes S, E, I e R podem ser divididas pela
populacao contante N, e assim serem escritas em termos de fragoes de individuos s,
e, 1 e  que sdo, respectivamente, suscetiveis, expostos (ou infectados), infecciosos e

recuperados, onde para a soma, tem-se:
s+et+it+r=1, (2.17)
e cada uma delas podera assumir valores no intervalo [0, 1].

O novo sistema a ser considerado é, portanto:
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dA A
O = Wo0h+ M+ (1- 5 )~ (A, (219)
dM
dtl = 1A — (Boi + puy) My, (2.19)
d M- .
== iy — (7 + ) Mo, (2.20)
dM.
73 = yMz — pyMs, (2.21)
ds
5 = H— (B p)s, (2.22)
de
E = ﬁhMgs — (Cl{ + /,L)e, (223)
g
d_zzf = ae— (n+ p)i, (2.24)
ar_ i (2.25)
o = M :

sendo que as quatro primeiras foram renumeradas, mas sao as mesmas (2.9)-(2.12)

obtidas anteriormente.

As variaveis e os parametros envolvidos neste modelo sao todos posi-

tivos. Suas dimensoes sao as seguintes:
[My] = [Ms] = [M3s] = [A] = [C] = [populagdo de mosquitos],
(ko] = [rg] = [ng] = [ps] = [Bu] = [v] = [u] = [o] =[] 7",

(8] = [t] ! [populagdo de humanos]™.

2.2 Equilibrios e Analise de sua Estabilidade

Em Epidemiologia podemos observar as seguintes situagoes:

a) A populac¢do ndo tem a doenca em seu meio e esta livre de contrai-la (equilibrio

livre da doenga);
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b) A populagao pode ter a doenca em seu meio, ela pode contrai-la, porém a doenca
se propaga de maneira controlada apos um certo tempo (equilibrio

endémico);

¢) A maioria ou até a totalidade da populacao pode ter a doenga, e ela se espalha de
maneira muito rapida e incontrolavel atingindo picos que podem voltar
a aparecer periodicamente ou entao depois de um certo tempo vir a ser

controlada.

Dado que um dos principais problemas é o de como controlar a trans-
missao da dengue de forma que nao ocorram epidemias, estamos interessados em

saber quando e sob que condicoes o equilibrio livre da doenca é estavel.

No que segue, identificaremos no nosso modelo epidemiolégico os tipos

de equilibrio acima apresentados.

Considerando o modelo representado pelo sistema (2.18)-(2.25), os pon-

tos de equilibrios sao os pontos
* * * * ok x ok ok
(A 7M17M27M378 ,€,1,T )7

que satisfazem o sistema obtido igualando a zero todas as taxas de variagao. Ob-
servamos, entretanto, que, para o estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio
deste sistema, podemos trabalhar sem o compartimento dos recuperados r, pois esse
compartimento nao influencia no comportamento dos demais, e de (2.17) poderemos

obter seu valor fazendor =1 —5s—e¢e — 1.

Resolvendo
dA  dM,  dM,  dMs  ds  de _ di _
P T T N T N7 N T 7R

e calculando r a partir de (2.17), encontramos trés pontos de equilibrio que sio:

1°) O equilibrio Sy, que é caracterizado pela auséncia de mosquitos e a populagao

humana é toda suscetivel;
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2°) O equilibrio S,,, que é caracterizado por termos a populagao de humanos e de
mosquitos coexistindo porém livre de doenca; a populacao de humanos

¢ toda suscetivel e ndo existe mosquito infectado (nem infeccioso);

3°) O equilibrio Sy, que é o nivel endémico, ou seja, as populagdes tem a doenga no

meio delas, de forma controlada (equilibrada).

No que segue, adotaremos a seguinte sequéncia de passos para cada um

dos equilibrios acima mencionados:

- Identificacao das populacoes de equilibrio em cada compartimento;

- Analise da estabilidade - para tanto, faremos uso de conhecimentos auxiliares
apresentados nos Apéndices A e B; esta analise levara & definicao de
parametros de bifurcacao adimensionais, que representaremos por )y e

Ry;

- Resolucao numérica do sistema, que nos possibilitard acompanhar o comporta-
mento do sistema ao longo do tempo, antes de atingir o equilibrio em
questao; para isto atribuiremos valores convenientes aos parametros e
as condicoes iniciais, em cada situacao. Nessas condicoes iniciais, além
de obedecer a equacao (2.17) para a populagdo de humanos, adotamos
para os mosquitos um ntamero de 200 para A(0), e um total de 1000

para a soma M;(0) + M(0) + M;(0) de mosquitos fémeas adultos.

O método numeérico adotado para resolver o sistema (2.18)-(2.25) sera
o de Runge-Kutta de quarta ordem, cujo erro total acumulado é de ordem h*. O
passo utilizado foi A = 0,01. Como ferramenta matematica, utilizou-se o software

Maple.
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1°) Equilibrio sem mosquitos S

O equilibrio sem mosquitos (e como consequéncia livre da dengue) é

dado por
(A" M5 My; My s™;e*5i%5r™) = (0,050, 0; 1505 0;0), (2.26)
ou seja, toda a populacao de humanos suscetiveis permanece suscetivel por nao haver

o vetor, que é o elo de ligacao entre o virus da dengue e a populagao de humanos.

Linearizando o sistema (2.18)-(2.25) (sem o compartimento dos recupe-
rados) proximo ao ponto de equilibrio Sy, temos que a matriz Jacobiana do sistema,

aplicada no ponto de equilibrio (ver equagao (A.7) do Apéndice A) é dada por

—ma—pg kf6 kfé kfé 0 0 0
Tq —[Lf 0 0 0 0 0
0 0 —y—ps 0 0 0 0
Js, = 0 0 ¥ —pup 0 0 0 (2.27)
0 0 0 B —p 0 0
0 0 0 Bn 0 —a—p 0
0 0 0 0 0 o} —-n—u

Para que este ponto de equilibrio seja linearmente estavel, todos os
autovalores do sistema deverao ter parte real negativa. Os autovalores A;

(j =1,2,...,7) sao as raizes do seguinte polinémio caracteristico de grau 7:
P(A) = (+pAA) (atp+A) (A (M) (== = A) (=g — pg = A) (—pp = A) =k fémy),
de onde, de imediato, obtemos cinco raizes:

M=—+p), =—(pt+a), a=—p, M=—pup e As=—(7+uy), (2.28)

que sao certamente reais e negativas, visto que n, u, a, py e v sao todas constantes

positivas, e as outras duas raizes satisfazem G(\) = 0, onde

GA) = (=g —pg = N (=py = A) = kfomy = (2.29)

= Nk (4 g+ N Ty pafty — kfomg.
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Para analisarmos o sinal dos autovalores do polinémio G(\) represen-
tado por (2.29) usaremos as condigoes de Routh-Hurwitz (ver se¢ao B.1 do Apéndice
B), que neste caso estabelecem como condigdes necessarias e suficientes para que as

duas raizes de G(\) = A\? + ay A + ay tenham parte real negativa:

12) O coeficiente do termo linear a; = (m,+ f14 + pt5), deve ser positivo (da equagao

(B-3));

22) O termo independente ay = pymy + ptqpty — k fomy também deve ser positivo (da
equagao (B.2)).
Observamos que a; ¢ sempre positivo pois my > 0, p1g > 0 e puy > 0.

O termo independente ay é positivo quando

Q0<17

onde definimos o parametro adimensional:

Qo = kfory  kfo Tq
‘= fp (g + tq) a 1273 <7rq+:“q)’

(2.30)

que pode ser interpretado como o niimero de descendéncia basico, pois o fator I‘;f—f
representa a probabilidade de que ovos colocados pelos mosquitos fémeas sejam

viaveis, transformando-se em larvas de mosquitos fémeas durante o seu periodo de

Tq
(mq+iiq)

mento A sobreviva ao periodo "aquatico" e passe para seu estado suscetivel.

vida, e o fator representa a probabilidade de que um individuo do comparti-

Portanto )y, definido em (2.30), é o nimero de descendentes de mosquitos
fémeas que sobrevivem e se tornam mosquitos fémeas suscetiveis, e, quando (g < 1,

o ponto de equilibrio sem mosquitos é assintoticamente linearmente estavel.

Das resolugoes numéricas, apresentamos os graficos obtidos para o com-
portamento das populagoes de mosquitos e humanos suscetiveis (Figura 2.2), bem
como de mosquitos e humanos infecciosos (Figura 2.3), para valores de parametros

tais que @y < 1.
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Figura 2.2: Gréficos das populagoes de mosquitos e humanos suscetiveis, da solucao
do sistema (2.18)-(2.25), quando os parametros sao tais que Qo < 1.

Observamos nas Figuras 2.2 e 2.3, que a populacao de mosquitos susce-
tiveis M7, mosquitos infecciosos M3 e humanos infecciosos ¢ tendem a zero, enquanto
que a populacao de humanos suscetiveis s tende ao valor méximo 1, o que esta de

acordo com as coordenadas do ponto de equilibrio, determinado em (2.26).

Para esses gréaficos foram adotados os seguintes valores para os parame-
tros: k=0,8; f=0,8,¢=0,9; C =500, 7y =0,5; ptg =0,3; B, = 0,4; uy =0,4;
vy=20,3; u=0,4; 8, =0,09; « =0,6 e n = 0,5 resultando em

kfom,

D= fp (g =+ Hg)

= (,8000000000 < 1,

e condigoes iniciais: A% =200, MY =998, MY =0, M =2,5"=1,e=0,i"=0e

0 = 0.

Nos graficos obtidos através da resolugao numérica do sistema, obser-
vamos que inicialmente ha um crescimento do niimero de mosquitos infecciosos M3
e de humanos infecciosos 7, e uma reducao no nimero de mosquitos suscetiveis M;

e de humanos suscetiveis s, mas ap6s um certo tempo, o comportamento de M3, 7,
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Figura 2.3: Gréficos das populagoes de mosquitos e humanos infecciosos, da solucao
do sistema (2.18)-(2.25), quando os parametros sao tais que Qo < 1.

s é alterado até que, em t = 200, as populacoes de cada compartimento sao:

A = T7,4126x 107" ~0,
M, = 9,9442 x 107! ~ 0,
M, = 1,9357 x 107'%® ~ 0,
My = 17,3731 x 107 ~ 0,

s = 0,9999 ~ 1,

e = 1,1059 x 1071 ~ 0,

i = 1,3271 x 1071 ~ 0,

r = 3,76x 108 ~0,
o que esta muito proximo do ponto de equilibrio calculado.

Podemos concluir que, inicialmente, houve um espalhamento da doenca

(epidemia: % > 0), infectando aproximadamente 24% da popula¢ao de humanos.

Com o passar do tempo, a populacao de humanos volta a ser toda suscetivel e, a

doenca, passa a ser eliminada do meio. Com relagao a populagao de mosquitos infec-

ciosos que inicialmente também cresce, ap6s passar por um valor maximo, diminui,
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tendendo a zero com o passar do tempo. A populacdo de mosquitos suscetiveis

também desaparece do ambiente apos um certo tempo.

Este ponto de equilibrio, para @y < 1, é do tipo a), segundo classificagao
no inicio desta se¢do, ou seja, apoés um certo tempo (em torno de t = 100 nos
graficos apresentados) a doenga nao esta mais no meio e nao se podera contrai-la. A
populacao de mosquitos foi a extin¢ao e a populacao de humanos é toda suscetivel.
Se tomarmos valores de parametros de tal forma que Q¢ > 1, este ponto de equilibrio

seria instavel.
2°) Equilibrio S,, com mosquitos mas livre de doenga

O equilibrio com mosquitos porém livre da dengue é dado por

1 m 1
A M My M3 s™e* i r™) = (C (1 — —) e (1 — —) ;0;0;1;0;0;0) ,
(A7 M35 M Mg ) o)\ G
(2.31)
onde, na populacao de humanos, todos sao suscetiveis e também na populacao de

mosquitos adultos existem apenas mosquitos suscetiveis, ou seja, nao ha virus da

dengue circulando no meio.

Para que este ponto de equilibrio exista, ou seja, para que seja biologi-

camente vidvel, € necessdrio que Qg > 1.

Linearizando o sistema (2.18)-(2.25) (sem o compartimento dos recu-
perados) proximo ao ponto de equilibrio S,,, a matriz Jacobiana Js , (ver equacao

(A.7) do Apéndice A) neste equilibrio ¢ dada por
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o a0 0 0 0 —%

0 0 —y—p; 0 0 0 %

0 0 vy —py 0 0 0

0 0 0 —Bn —p 0 0

0 0 0 O, 0 —a—u 0

0 0 0 0 0 o —-n—u
(2.32)

Para que este ponto de equilibrio seja linearmente estavel, todos os
autovalores do sistema deverao ter parte real negativa. Os autovalores A;

(j =1,2,...,7) sao as raizes do seguinte polindémio caracteristico de grau 7:

P(A) = (== N Hi (N Hx(N), (2.33)
onde
H) = ha(y) — 9T (2.34)
Qo
Hy(\) = ha()) — ayﬁhﬁmC’Z—j (1 - é) , (2.35)
com
I GEP T E.Cl SR S B
h(A) = (—pr—A) ( kfﬁﬁﬂf (1 Qo) Tq = Hq )‘) )
ho(A) = (—a—p—=XN(=y—pr =N (=n—p—=A)(—pr—A).
Da equagao (2.33) temos de imediato um autovalor: A\; = —pu, que é

real e negativo; os outros seis autovalores correspondem as raizes dos polinémios

Hi(\) e Hy(N).

Para verificarmos que o polinomio H; tem seus autovalores com parte
real negativa, utilizaremos as condi¢oes de Routh-Hurwitz e, para mostrarmos que
os autovalores de Hs também tem parte real negativa, bastara encontrar condigoes

para que o termo independente de Hy seja positivo (ver se¢ao B.2 do Apéndice B).
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Autovalores de H;: Podemos escrever H; sob a forma:

A2 b\ + by,
onde
1
by = kfom, (1 - Q_) + Mg+ fg T By, (2.36)
0
2
b = bfom, (1= 5 ) + sl + ). (237

As condigoes necessarias e suficientes para que as duas raizes de Hy(\)
tenham ambas parte real negativa sao:
12) O coeficiente do termo linear by, deve ser positivo (da equagao (B.3));
22) O termo independente by também deve ser positivo (da equagao (B.2));
Observe que o coeficiente by é sempre positivo, pois (Jg > 1 e 0s para-
metros k, f, ¢, mq, [y € fig, s30 todos positivos.

O termo independente by, certamente é positivo pois, partindo de by > 0,

obtém-se:

kfom, (i — 1) < pp(mg + pg) <

Qo
kfom, 2
fp (g + Hg) (QO 1) <le
2
Qo >1 Ok

Autovalores de H,: Como mostrado na secao B.2, basta analisarmos

o termo independente de Hy(\), que é de grau 4, dado por:

1
as = (v + ppplet ) + 1) — 0y BB C (1 - —) |
125 Qo
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e, juntamente com os resultados da secao B.2, do Apéndice B, concluimos que os

autovalores de H, sao reais e ainda que a4 é positivo quando:

(v + g+ 1) (7 + 1) — @y Bn B C—2 (1 _ L) PN
My Qo

(v + po)pep(e+ @) (7 + 1) > BB C—2 (1 - i) &
125 Qo

Ry<1
onde definimos o parametro adimensional

a3 1- )

B = i rat B+ )

(2.38)

que é o nimero reprodutivo basico do modelo, pois ele é o limiar para que este

equilibrio seja ou nao estavel.
Portanto, para Ry < 1, os autovalores sao negativos.

Para interpretarmos o ntimero reprodutivo basico Ry dado por (2.38),
substituiremos nesta equacao 3,, por NG/ , onde N é a populacao de humanos e
assumiremos que um mosquito ¢ introduzido dentro de um meio onde, em ambas as

populacoes de humanos e de mosquitos, todos sao suscetiveis.

A expressao (2.38) para Ry pode ser reescrita sob a forma

vy  MB, a NB,
YHug owp oatp o ntp

Ry

onde
_ 1
M:Mf:ﬂc(1__),
253 Qo

pois, ao introduzirmos um mosquito infeccioso em um meio onde todos sao susce-
tiveis (M = M| para os mosquitos e s = 1 para os humanos), este mosquito pica

um niumero médio de u_fh humanos suscetiveis durante o seu periodo infeccioso, que

é igual a % Estes humanos, agora expostos, sobrevivem ao periodo de incubacao

com probabilidade =2, e entao, quando infecciosos, sao picados por mosquitos sus-
o+

NBy,

cetiveis numa meédia de ,
n+p

durante seu periodo infeccioso. A probabilidade desses

mosquitos expostos sobreviverem o periodo de incubagao e se tornarem infecciosos é
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dada por ﬁ Portanto, concluimos que, para termos um caso efetivo da transmis-
sao do virus da dengue, é necesssario que um mosquito infectado pique um humano
suscetivel, tornando o humano infeccioso (ap6s passar pelo periodo de incubagao),
e este, por sua vez, seja picado por um mosquito suscetivel, tornando o mosquito

infeccioso (também apods passar pelo periodo de incubacao).

Assim, para Qg > 1 e Ry < 1, o equilibrio livre da doenca é assinto-

ticamente linearmente estavel.

Das resolugoes numéricas, apresentamos os graficos obtidos para o com-
portamento das populagoes de mosquitos e humanos suscetiveis (Figura 2.4), bem
como de mosquitos e humanos infecciosos (Figura 2.5), para valores de parametros

tais que Qg > 1 e Ry < 1.

1

900 W
800 0.8
700

600 0.6

M 500 S

400 0,4
3004

200 024
100

0 T T T T 1 0 T T T T T T T 1
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Figura 2.4: Graficos das populagdes de mosquitos e humanos suscetiveis em diferen-
tes tempos, da solugao do sistema (2.18)-(2.25), quando os parametros
sao tais que Qg > 1e Ry < 1.

Observamos nas Figuras 2.4 e 2.5 que a populacao de mosquitos e hu-
manos infecciosos, Mjs e i, tendem a zero, enquanto que a populacao de humanos
suscetiveis s tende ao valor unitirio e a populagao de mosquitos suscetiveis M,
tende a um valor constante nao nulo, o que esti de acordo com o ponto de equilibrio

determinado em (2.31).
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Figura 2.5: Graficos das populacoes de mosquitos e humanos infecciosos em diferen-
tes tempos, da solugao do sistema (2.18)-(2.25), quando os parametros
sao tais que Qo > 1 e Ry < 1.

Esses graficos correspondem aos seguintes valores dos parametros:
k=08 f=08 ¢ =09 C=2500m=0,8 n, =0,3 B =0,3; up = 0,4;
vy=0,3; 0u=0,4; 3, =0,1; a = 0,6 e n = 0,5 resultando em

kfom,

Qo= fp (g + Hg)

=1,047272727 > 1

Ry = 0,9672618983 < 1,
e condigoes iniciais: A% =200, MY =998, MY =0, M =2,5"=1,e=0,i"=0e

r? = 0.

O ponto de equilibrio S,, é dado por (2.31) e, substituindo os valores dos

parametros utilizados na construgao dos gréaficos, encontramos os seguintes valores:
(A*; My My My s™5 e i r™) = (22, 569444305 45, 13888860; 0; 0; 1; 05 0; 0).
Nos gréficos obtidos através da resolucao numeérica, observamos que

inicialmente h& um crescimento no nimero de mosquitos e de humanos infecciosos,

e uma reducao no numero de mosquitos e humanos suscetiveis, mas para t =~ 20,
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o comportamento de Mj3, ¢, é alterado até que em ¢ = 600, as populacoes de cada

compartimento sao:

A = 225694,
M, = 45,1356,
M, = 10,0019 ~ 0,
Ms; = 10,0015 >0,

s = 0,9996 ~ 1,

e = 0,0001 ~ 0,

¢ = 0,0001 ~ 0,

r = 0,0001 ~ 0,
0 que esta muito proximo do ponto de equilibrio calculado a partir de (2.31).

Podemos concluir que, inicialmente, houve um espalhamento da doenca
(epidemia: % > 0), infectando aproximadamente 24% da popula¢ao de humanos.
Com o passar do tempo, a populacao de humanos volta a ser toda suscetivel en-
quanto, a doenca, passa a ser eliminada do meio. O mesmo acontece com a populacao
de mosquitos que, inicialmente, passa a ter um numero consideravel de infecciosos e,
apoés passar por um valor maximo, diminui, tendendo a zero com o passar do tempo,

sendo que a de suscetiveis diminui, mas permanece no ambiente.

Este ponto de equilibrio para Qo > 1 e Ry < 1 também é do tipo a)
segundo a classificacao no inicio desta secao 2.2, ou seja, apdés um certo tempo, a
doenca nao esta mais no meio, pois tem-se apenas mosquitos e humanos suscetiveis,

e nao ha mais a possibilidade de contrair a doenca.
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3°) Equilibrio Endémico Sy
O equilibrio endémico, representado por
(A" My My My s™5 ey i), (2.39)

é constituido por todos os compartimentos contendo um valor nao nulo e pode ser

escrito da seguinte forma

. b
4= C(l Qo)’

I S ) VICRIDIURED)
1 BrBma [1 _ () (ntp) *] ’
hPmMAY ap t
Y N CR DIV DL
2 - )
Buay [1 _ <a+;2£n+u)l-*}
’ B [1 — latilrta) Z} ’ '
QL ’
S 7,
(0%
» Ry—1
1 =
Bm (tp)(n+p)
oy Rotetl
r* = 1—s"—e" —i".

Observe que este equilibrio existe (isto é, biologicamente viavel) so-

mente quando Qg > 1 e Ry > 1.

Quanto & estabilidade deste equilibrio, o polinomio caracteristico
mostrou-se bastante complicado e, por isso, verificamos apenas através de simulagoes
numéricas que, para Qo > 1 e Ry > 1, este equilibrio endémico é assintoticamente

linearmente estavel.

Nas Figuras 2.6, 2.7 e 2.8 apresentamos os graficos das populagoes de
mosquitos e de humanos suscetiveis - M;(t) e s(t) - e infecciosos - Mj(t) e i(t) -
obtidos através da resolucao numérica do modelo, usando valores para os parame-

tros, tais que Qg > 1 e Ry > 1. Nas Figuras 2.7 e 2.8, o gréfico a direita é apenas
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uma ampliagao daquele a esquerda, para melhor visualizagao do que ocorre para
t pequeno. Nestes graficos, observamos que as populagoes de mosquitos e de hu-
manos, tanto infecciosos quanto suscetiveis, tendem a valores constantes nao nulos.

A populacao em cada compartimento tende ao valor do ponto de equilibrio.

Na Figura 2.6, podemos observar que a populacao de mosquitos sus-
cetiveis permanece no meio, apesar de diminuir inicialmente e que a populacao de
humanos suscetiveis, apesar de diminuir inicialmente, volta a crescer, tendendo a
um valor constante nao nulo. Nas Figuras 2.7 e 2.8 observamos, inicialmente, que
as populagoes de mosquitos M;(t) e humanos i(t) infecciosos crescem muito rapi-
damente ocorrendo epidemia (% > 0) e que, apés passarem por valores maximos

p o que, apos p p :
diminuem, tendendo a valores constantes nao nulos, ou seja, a doenga permanece no

meio, de forma controlada.

11
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t t

Figura 2.6: Graficos das populagoes de mosquitos e humanos suscetiveis, da solucao
do sistema (2.18)-(2.25), quando os parametros sao tais que Qg > 1 e
Ry > 1.

Para esses graficos foram adotados os seguintes valores para os parame-
tros: k=0,8; f =0,8,¢=0,9; C =500, 7y =0,8; ptg = 0,3; B, = 0,8; uy = 0,4;
v=0,3; u=0,4; B, =0,6; «a =0,6 e n = 0,5 resultando em

kfom,

Qo = ruf(ﬂ'q + 1q)

=1,047272727 > 1
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Figura 2.7: Gréficos da populacao de mosquitos infecciosos, da solucao do sistema
(2.18)-(2.25), quando os parametros sao tais que Qg > 1 e Ry > 1.

Ry = 15,47619038 > 1,
e condigoes iniciais: A° = 200, MY =998, M9 =0, MY =2,s"=1,¢"=0,i"=0c¢

r? = 0.

As componentes do ponto de equilibrio Sy sdo dadas por (2.40) que,
para os valores dos parametros correspondentes aos gréaficos tracados nas Figuras

2.6, 2.7 e 2.8, fornecem:

A* = 22,5604,

My = 30,4529,

M; = 83920,
M; = 6,2940,
s* = 0,0958,
e* = 0,3617,
i = 0,2411,

r* = 0,3014,
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Figura 2.8: Graficos da populacao de humanos infecciosos, da solugao do sistema
(2.18)-(2.25), quando os parametros sao tais que Qg > 1 e Ry > 1.

os quais, considerando 4 casas decimais, estao bem proximos dos valores:

A = 22,5695,

M, = 30,4529,

M, = 8,3920,
M; = 6,2940,
s = 0,057,
e = 0,3616,
i = 0,2411,
ro= 0,3014,

obtidos em t = 300.

Este ponto de equilibrio para Qo > 1 e Ry > 1 é do tipo b) na classifi-
cacao apresentada no inicio desta secao 2.2, pois parte da populacao de suscetiveis
contraiu a doenca e, depois de um certo tempo, permanceram controladas, tendendo

a um valor constante nao nulo.
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2.3 Adimensionalizando o Modelo

Adimensionalizar um modelo significa encontrar os parametros adimen-
sionais relevantes do sistema, os quais em geral sao combinacoes adequadas dos

parametros dimensionais do modelo original.

Existem varias maneiras de adimensionalizar um modelo. Nesta secao
mostraremos uma das possiveis adimensionaliza¢oes do modelo (2.18)-(2.25). Para
isso, comecamos por identificar as unidades das variaveis e dos parametros envolvidos

neste modelo, como segue:
[M1] = [Ms] = [M3] = [A] = [C] = [populagao de mosquitos],

(k6] = [rg] = [ng] = [ps] = [Bu] = [v] = ] = [o] = [(] ",

(8] = [t] ! [populagio de humanos]™.

As variaveis s, e, i, 7 sao proporc¢oes na populacao total de humanos,
tais que s + e+ 1+ 1r = 1, ou seja, cada uma destas proporcoes ¢ adimensional e

pertence ao intervalo [0, 1].

Se definirmos como nova variavel independente, um tempo adimensional
7, onde
r=t kfo 2, (2.41)
My
e como novas variaveis dependentes, as populagoes adimensionais a, my, mso, ms,

onde

Bn

a = A ——), 2.42
) (2.42)
mp = M1 L ﬂ, (243)
(g + Hg) T

my = M, — D M (2.44)
(g + Hg) T

ms = M3 ﬁh ﬂ, (245)

<7Tq + Nq) Tq
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além de s, e, 7, 7, que ja sao adimensionais, obtém-se o seguinte sistema adimensional:

da 1
u (m1 +ma +mg3) (1 — Pra) — @a, (2.46)
d
% = Pa— (Bi+ P)my, (2.47)
d
% = Pymyi — (P + P2)mo, (2.48)
d
T = Puny — Pyms, (2.49)
dt
ds
o = - (Psms + F5)s, (2.50)
de
n Pemas — (Pr + Ps)e, (2.51)
5
d_z = Pre— (Bsi+ Py)i, (2.52)
dr )
o = Dy b (2.53)

que envolvem os 9 seguintes parametros adimensionais:

1
Q = — 1 2.54
’ w(mg + 1) ( )
(g + Hq)
P = —— 2.55
' BC (2.55)
Py, = pupw, (2.56)
Py = fuw, (2.57)
P, = , (2.58)
Ps = uw, (2.59)
Po = “Lu(my+ ), (2.60)
Ky
P, = aw, (2.61)
Py = nw, (2.62)
onde
= _Hr
kfom,

Neste modelo o nimero de parametros diminuiu, mas nao de forma

significativa, pois passamos de 13 para 9 parametros.
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Cabe observar que o parametro adimensional @y em (2.54) é o mesmo
previamente definido em (2.30) na se¢ao 2.2, quando estudamos os equilibrios do

modelo dimensional.

Provavelmente exista outra adimensionalizacao que evidencie, além de

Qo, também R, definido em (2.38), como um parametro relevante do modelo.
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3 O MODELO SEIR DISCRETO PARA A
TRANSMISSAO DA DENGUE

A primeira parte deste capitulo sera dedicada a construcao do seguinte

modelo discreto para a transmissao da dengue:

AL = IO £ptem TEA | £t TERAT | e TE AT (1 — pg)Ate ™ (3.1)
M = (1= pg) (1= e ™) A 4 (1 — ) Mie ", (3.2)
MG = (1= pup) (1= e MY MY + (1 — pup) Mie ™, (3.3)
My = (1= pp) (1 — e )My + (1 — py) M, (3.4)
S = N 4 (1 — p)Ste M3, (3.5)
EFY = (1—p)(1—eMM)St 4 (1 — p)Ele™, (3.6)
I'' = 1-p(A—e)E + (1 —p)lte™, (3.7)
R = 11—l —eMI'+(1—pR" (3.8)

Apos justificar cada uma das equagoes a diferencas (3.1)-(3.8) em cor-
respondéncia com cada uma das equagoes diferenciais do sistema (2.18)-(2.25), in-

vestigaremos os comportamentos descritos pelas equagoes do sistema discreto.
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A seguir justificaremos a construcao deste modelo discreto, onde ;1 é a
taxa per capita de natalidade e de mortalidade da populacao humana, uy é a taxa
per capita de mortalidade da populacao de mosquitos e i, é a taxa per capita de

mortalidade da populacao do compartimento A.

Uma vez discretizado no tempo, iremos no proximo capitulo introduzir
no modelo o espaco também discretizado, para entao implementar computacional-
mente a rede de mapas acoplados assim obtida. Nosso objetivo agora é o de com-
parar o comportamento do sistema resultante do modelo em tempo discreto sem
distribuicao espacial com aquele que resulta do modelo com tempo e espaco discre-

tos.

3.1 Construcao do Modelo

e O compartimento A - Fase Aquatica

Na equacio para 22 do sistema continuo, temos a expressio:
dt 9

C
(7q + 129) A (3.9)

kfoM, (1 - g) + kfoM, (1 — g) + kfoMs; (1 - é) _

cujos trés primeiros termos sao contribuicoes do tipo "modelo logistico",
cujo termo competitivo é proporcional a M;A (i = 1,2,3). Usando a
equagao (C.8) do Apéndice C, podemos escrever, para cada termo do
tipo

eron (1-5)
no modelo continuo, um correspondente termo sob a forma

kfo at
= A

O Nte™ (3.10)

no modelo discreto.

O termo (3.10) representa a populacdo do compartimento A (fases
ovo, larva e pupa) que "nasce" na geracao t + 1 tendo por progeni-

tor mosquitos fémeas do compartimento M,;.
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Ao 1altimo termo da equacao (3.9), a saber, (7, + p,)A, correspondera
a um termo (1 — u,)A’e¢"™ no modelo discreto, pois (1 — u,)A" é a
populacao da fase A da geracao t que sobreviveu para a geragao t + 1

—Tq

e que, multiplicada por um fator e (usando a equagao (C.4), do
Apeéndice C), representa a populagao que continuara no compartimento

A na proxima geragao, sendo 7, um parametro positivo.

Assim, a equacao discreta, que corresponde a equacao (3.10) continua,

para o compartimento A na geracao ¢t + 1 é dada por

AL = kfo [Mfe_%(mt + Mée_%(mt + Mge_w%At] + (1 — pg)Ale™™

(3.11)

que é a equagao a diferencas (3.1).

O compartimento M; - Mosquitos Suscetiveis

Como e~ ™ ¢ a fracao que fica no compartimento A na geracao seguinte,
temos que (1—e~") seré a fracao que deixa o compartimento A. Entao,
a quantidade (1 — p,)(1 — e”™)A" representa, da populagao que deixa
o compartimento A, a parte que se torna mosquitos fémeas jovens, ou

seja, passam a pertencer ao compartimento M.

Enquanto esses mosquitos "entram" no compartimento M7, uma quan-
tidade de mosquitos fémeas adultos sobreviventes da geracao ¢ tornam-
se infectados ao picarem humanos infecciosos. O termo que representa
essa passagem de mosquitos suscetiveis para mosquitos infectados é
dado por (1 — uf)Mfe_ﬁmIt (ver equagao (C.12), do Apéndice C), onde
e~ Pm!" representa a fracao da populacao que fica no compartimento M,

sendo [, um parametro positivo.

Assim, a equacao discreta para o compartimento M; na geracao t+ 1 é

dada por

MY = (1= ) (1 — e ™) At + (1 — pug) Mte 51" (3.12)
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que ¢é a equagao a diferencas (3.2).

O compartimento M; - Mosquitos Expostos ou Infectados

A quantidade (1 — ps)(1 — e PmI)M? representa, da populacio que
deixa o compartimento M, a parte que se torna mosquitos fémeas in-
fectados, ou seja, passam a pertencer ao compartimento M,. Enquanto
esses mosquitos "entram'" no compartimento Ms, uma quantidade de
mosquitos fémeas adultos sobreviventes da geracao ¢ tornam-se infec-
ciosos, passado o periodo de incubacao. O termo que representa essa
passagem de mosquitos infectados para mosquitos infecciosos é dado
por (1 — up)Mie™™ (usando a equagio (C.4), do Apéndice C), onde e~
representa a fracao da populacao que fica no compartimento Ms, sendo

v um parametro positivo.

Assim, a equacao discreta para o compartimento M na geracao t+1 é

dada por
MY = (1= ) (1 — B+ (L= p)Mle™ (3.13)
que é a equagao a diferencgas (3.3).

O compartimento M3 - Mosquitos Infecciosos

A quantidade (1—ps)(1—e™7)M! representa, da populagao que deixa o
compartimento Ms, a parte que se torna mosquitos infecciosos, ou seja,
passam a pertencer ao compartimento Ms. Enquanto esses mosquitos
"entram'" no compartimento M;3, uma quantidade de mosquitos fémeas
adultos sobreviventes da geracao ¢ continuam na geragao ¢t + 1, pois os
mosquitos infecciosos nao se recuperam, ou seja, transmitem a doenca

durante todo o seu periodo de vida.

Assim, a equacao discreta para o compartimento M3 na geracao t+ 1 é
dada por
My = (1= pg) (1= )My + (1 — i) Mg (3.14)

que é a equagao a diferencas (3.4).
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e O compartimento S - Humanos Suscetiveis

Considerando a equacao diferencial para a populacao de humanos sus-

cetiveis do modelo continuo, dada por

as
o N — (Bn M3z + p)S (3.15)

a equagdo a diferencas para S tera um termo uN (N é igual & soma
St + E'+ I' + R' que se mantém constante) representando o nasci-
mento de novos individuos na geragao ¢t + 1 (esses recém nascidos nao

se infectam).

De forma andaloga ao que foi feito com a populagao de mosquitos, o
ultimo termo da equagao (3.15), dado por (5, M3 + n)S, é substituido
pelo termo (1 — p)Ste M5 onde (1 — p)S* é a populacdo do com-
partimento S da geracao t que sobrevive para a geracao t + 1, que
multiplicado pelo fator e~ PnM; representa a populacao que continuaréa
suscetivel para a proxima geracao. Sendo (3, um parametro positivo, o
fator e #Ms modela o contato com mosquitos infecciosos e representa

a fracao da populagao que fica no compartimento S.

Assim, a equacao discreta para o compartimento S na geracao t + 1 é
dada por
S = N + (1 — p)Ste M3 (3.16)

que é a equagao a diferencgas (3.5).

e O compartimento /¥ - Humanos Expostos ou Infectados

A quantidade (1 —p)(1—e P+M5)S* representa, da populacio que deixa
o compartimento S, a parte que se torna humanos infectados, ou seja,
passam a pertencer ao compartimento £. Enquanto esses humanos "en-
tram" no compartimento F, uma quantidade de outros sobreviventes
da geracao t tornam-se infecciosos, passado o periodo de incubagao. O

termo que representa essa passagem de infectado para infeccioso é dado
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por (1 — p)E'e™®, onde e~ representa a fragao da populagiao que fica

no compartimento £, sendo « um parametro positivo.

Assim, a equacao discreta para o compartimento E na geracao t + 1 é

dada por
EM = (1= p)(1 — e PME)St 4 (1 — p)Ele™® (3.17)
que é a equagao a diferencas (3.6).

O compartimento / - Humanos Infecciosos

A quantidade (1 — u)(1 — e ®)E" representa, da populacio que deixa
o compartimento F, a parte que se torna humanos infecciosos, ou seja,
passam a pertencer ao compartimento /. Enquanto esses humanos "en-
tram" no compartimento I, uma quantidade (1 — p)I*e™" de humanos
sobreviventes da geracao t se recuperam, ap6s passarem pelo periodo
infeccioso, onde e~ representa a fracao da populacao que fica no com-

partimento /, sendo 1 um parametro positivo.

Assim, a equacgao discreta para o compartimento I na geracao t+ 1 é
dada por
I''=(1—p)(1—e*)E + (1 —p)le™

que é a equagao a diferencas (3.7).

O compartimento R - Humanos Recuperados

A quantidade (1 — p)(1 — e~7)I* representa, da populagdao que deixa o
compartimento 7, a parte que se torna humanos recuperados, ou seja,
passam a pertencer ao compartimento R. Enquanto esses humanos
"entram" no compartimento R, uma quantidade (1 — 1) R* de humanos
sobreviventes da geragao t continuam na geracao t + 1, pois eles se

tornam imunes ao tipo de virus adquirido.

Assim, a equacao discreta para o compartimento R na geragao t+ 1 é
dada por
R = (1— p)(1— e )I' + (1 p)R"
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que é a equagao a diferencas (3.8).

Assim é que, da interacao entre mosquitos e humanos, construimos o
modelo discreto para a transmissdo da dengue constituido pelas equagoes (3.1)-
(3.8). Observamos que, assim como das equagoes (2.22)-(2.25) do modelo continuo
tinhamos S+ E + I + R constante, agora temos (3.5)-(3.8) que S*! + FiHl 4 i+ 4

R = S+ F' 4+ I'+ R, confirmando que a populacdo total de humanos é constante.

Verificamos que esse modelo satisfaz propriedades basicas de qualquer

modelo epidemiologico, a saber:

Na auséncia de mosquitos, uma populacao de humanos, onde todos sao suscetiveis,

deve permanecer suscetivel (sem doenga);

Uma populagao de mosquitos, onde nenhum ¢é infectado, em uma populacao de

humanos suscetiveis, deve permanecer suscetivel (sem doenga);

Dada inicialmente uma populacao de mosquitos suscetiveis, aos quais se acres-
centam alguns infecciosos e, uma populacgao de humanos onde todos
sao suscetiveis, se nao houver contato entre humanos e mosquitos, a

populag¢ao de humanos deve permanecer suscetivel (sem doenca);

Dada inicialmente uma populacao de mosquitos todos suscetiveis e uma populacao
de humanos onde alguns sao infecciosos, se nao houver contato entre

humanos e mosquitos, a doenca desaparecerd do ambiente.

3.2 Equilibrios do Sistema

Nesta secao apresentaremos gréaficos que nos mostram a presenca de
transientes nas primeiras geracoes, e depois, o sistema se aproxima de diferentes
pontos de equilibrio estaveis do sistema (3.1)-(3.8), dependendo dos valores dos

parametros e das condicoes iniciais.
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Neste trabalho nao faremos uma abordagem analitica para o modelo
discreto por ele ser um modelo constituido de muitas equagoes e parametros, o que
dificultaria a analise dos pontos de equilibrios, e também por nosso objetivo ser o
de construir um modelo discreto que modele a transmissao da dengue para, no
proximo capitulo, anexar a este modelo discreto o espago, através de uma rede de

mapas acoplados.

Para uma abordagem analitica de um sistema constituido por equagoes
a diferencas (sistema discreto), encontramos em Keshet-Edelstein (1988) as Condigoes
de Jury, que sdo condigoes necessarias para que os autovalores \; (i = 1,...,8) da
matriz jacobiana do sistema linearizado sejam tais que |)\;| < 1. Essas condigoes
envolvem os parametros do sistema, e determinam regioes no espago de parametros,
nas quais os autovalores satisfazem |\;| < 1 e, como consequéncia, nos levarao a

estabilidade do equilibrio considerado.

No que segue, apresentaremos resultados escolhidos entre intimeras si-
mulagoes do modelo (3.1)-(3.8), das quais selecionamos uma situagao especifica para

cada tipo de equilibrio obtido. Utilizamos o software Maple para simulacoes.

Como condigoes iniciais, mantivemos as mesmas populagoes totais, con-
sideradas na secao 3.2, e os parametros foram ajustados convenientemente de modo
a exibir o equilibrio desejado. Desses parametros, fixamos k, f, ¢, C, 7, 1q, pif, 7,

i, o e n e analisamos a influéncia no sistema variando as taxas de contato (3, e .

Cabe esclarecer que os equilibrios encontrados sao sempre estaveis para
os valores atribuidos aos parametros em cada caso, visto que equilibrios atratores

sao equilibrios estaveis do sistema.
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a) Equilibrio Livre da Doenga, com populagao inicial de mosquitos infec-

closos

Considerando as seguintes condigoes iniciais: A% = 240.100, M) =
480.200, MY =0, MY =6, E° = 1= R = 0 e S° = 1.200.500 e o
conjunto de parametros: k = 0,8; f = 0,8; ¢ = 0,9; C = 1.200.500,
g = 0,5, pg = 0,3; B = 0,000001; py = 0,45 v =0,3; p = 0,4
By = 0,000001; o = 0,6; n =0, 5.
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4 M,
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geragoes geragoes
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Figura 3.1: Graficos da populacao de mosquitos do modelo discreto ilustrando o
equilibrio livre da doenca, as condigoes iniciais e os valores dos parame-
tros utilizados estao indicados na se¢ao 3.2 a).

Podemos observar, nas Figuras 3.1 e 3.2, o seguinte comportamento:
Inicialmente tanto a populacao de mosquitos suscetiveis quanto a de

humanos suscetiveis se tornam infectadas. Com o passar das geragoes,
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as populacoes tanto de mosquitos quanto de humanos infectados e in-
fecciosos tendem a zero; isto acontece pois as taxas de contato (), e
B sa0 pequenas, apesar de, inicialmente, termos mosquitos infecciosos
no ambiente; em termos do nimero reprodutivo basico Ry, a situacao
seria a de Ry < 1. A populacao de humanos suscetiveis tende ao valor
total da sua populacao, a de mosquitos suscetiveis e a populacao da
fase aquética crescem e tendem a um valor constante nao nulo. Temos,
portanto, o equilibrio livre da doenca com populagao inicial de

mosquitos infecciosos.

Este equilibrio também foi encontrado no modelo continuo.

1,2005% 10° W
1,200499% 10°
1,200498x 10°
1,200497x 10°

1,200496x 10° - 1

1,200495% 10°

T T T 1 0 T T T T 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
geragoes geragoes

0,64

0,54

0,4

03

0,54 0.2

0,14

geragoes geragoes

Figura 3.2: Graficos da populagao de humanos do modelo discreto ilustrando o equi-
librio livre da doenca, as condicoes iniciais e os valores dos parametros
utilizados estao indicados na se¢ao 3.2 a).
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b) Equilibrio Livre da Doenga, com populagao inicial de humanos infec-

ciosos

Considerando as seguintes condigoes iniciais: A% = 240.100, M) =
480.200, MY = MY =0, E° = R® =0, S® = 1.200495 e I =5 e o
conjunto de parametros: k = 0,8; f = 0,8; ¢ = 0,9; C = 1.200.500,
g = 0,5, pg = 0,3; B = 0,000001; pr = 0,45 v =0,3; p = 0,4
By = 0,000001; o = 0,6; n =0, 5.
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Figura 3.3: Graficos da populacao de mosquitos do modelo discreto ilustrando o
equilibrio livre da doenca, as condigoes iniciais e os valores dos parame-
tros utilizados estao indicados na se¢ao 3.2 b).

Podemos observar, nas Figuras 3.3 e 3.4, o seguinte comportamento:
Inicialmente tanto a populacao de mosquitos suscetiveis quanto a de

humanos suscetiveis se tornam infectadas. Com o passar das geragoes,
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as populacoes tanto de mosquitos quanto de humanos infectados e in-
fecciosos tendem a zero; isto acontece pois as taxas de contato (), e
G sd0 pequenas, apesar de, inicialmente, termos casos de humanos
infecciosos no ambiente; em termos do nimero reprodutivo basico Ry,
também a situacao seria a de Ry < 1. A populacao de humanos susce-
tiveis tende ao valor total da sua populacao, a de mosquitos suscetiveis
e a populacao da fase aquatica crescem e tendem a um valor constante
nao nulo. Temos, portanto, o equilibrio livre da doenca com po-

pulacgao inicial de humanos infecciosos.

0,254
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0,204
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Figura 3.4: Graficos da populagao de humanos do modelo discreto ilustrando o equi-
librio livre da doenca, as condicoes iniciais e os valores dos parametros
utilizados estao indicados na segao 3.2 b).
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Cabe ressaltar que o comportamento do sistema, para essas condigoes
iniciais, com populacao inicial de humanos infecciosos, foi semelhante
ao do item anterior (item a)), quando tomamos populacdo inicial de

mosquitos infecciosos.

¢) Equilibrio Endémico, com populagao inicial de mosquitos infecciosos

Considerando as seguintes condicoes iniciais: A° = 240.100, MY =
480.200, MY = 0, MY =6, S° = 1.200500 e E° = ° = R® =0 e 0
conjunto de parametros: k£ = 0,8; f = 0,8; ¢ = 0,9; C' = 1.200.500;
g =0,5; pg = 0,3; B = 0,4; iy =0,4; v=0,3; p=0,4; B, = 0,6;
a=0,6;n=0,5.
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Figura 3.5: Gréficos da populacao de mosquitos do modelo discreto ilustrando o
equilibrio endémico, as condicoes iniciais e os valores dos parametros
utilizados estao indicados na se¢io 3.2 c).
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Figura 3.6: Graficos da populagao de humanos do modelo discreto ilustrando o equi-
librio endémico, as condicoes iniciais e os valores dos parametros utiliza-
dos estao indicados na segao 3.2 c).

Nas Figuras 3.5 e 3.6, as populagoes se comportam da seguinte maneira:

A populagao da fase aquatica, assim como a populagao de mosquitos in-

fectados e infecciosos, crescem e tendem a um valor constante nao nulo;

a populacao de mosquitos suscetiveis inicialmente diminui e, depois de

algumas geragoes, volta a crescer, tendendo a um valor de equilibrio.

A populagao de humanos suscetiveis diminui até atingir um equilibrio e

a populacao de humanos infectados e infecciosos, crescem inicialmente,

ocorrendo epidemia (I > I') e, apos atingirem um valor maximo,

diminuem, tendendo a um valor constante nao nulo. Como consequén-
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cia, a populacao de humanos recuperados também cresce e tende a um

valor constante e nao nulo.

Como todas as populagoes tendem a valores constantes nao nulos, re-

conhecemos, portanto, um equilibrio endémico.

Assim, com uma populagao inicial de infecciosos, ao aumentarmos a
taxa de contato entre humanos e mosquitos, ou seja, quanto mais hu-
manos os mosquitos picarem, maior a chance de ocorrer epidemia. Em

termos do nimero reprodutivo basico Ry, a situacao seria a de Ry > 1.

Este equilibrio também foi encontrado no modelo continuo.

d) Equilibrio Endémico, com populagao inicial de humanos infecciosos

Considerando as seguintes condigoes iniciais: A° = 240.100, MY =
480.200, MY =0, M9 =0, S° = 1.200.495, E° = R =0e I°=5¢
o conjunto de parametros: k = 0,8; f =0,8; ¢ =0,9; C' = 1.200.500;
g =0,5; pig = 0,3; B, = 0,4; py = 0,4, v=0,3; p=0,4; 8, = 0,6;
a=0,6;n7=0,5.

Nas Figuras 3.7 e 3.8, as populagoes se comportam da seguinte maneira:

A populacao da fase aquatica, assim como a populacao de mosquitos in-
fectados e infecciosos, crescem e tendem a um valor constante nao nulo;
a populacao de mosquitos suscetiveis inicialmente diminui e, depois de

algumas geragoes, volta a crescer, tendendo a um valor de equilibrio.

A populagao de humanos suscetiveis diminui até atingir um equilibrio e
a populacao de humanos infectados e infecciosos, crescem inicialmente,
ocorrendo epidemia ('™ > I') e, apds atingirem um valor méximo,
diminuem, tendendo a um valor constante nao nulo. Como consequén-
cia, a populacao de humanos recuperados também cresce e tende a um

valor constante e nao nulo.

Reconhecemos, portanto, um equilibrio endémico.
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Figura 3.7: Graficos da populacao de mosquitos do modelo discreto ilustrando o
equilibrio endémico, as condigoes iniciais e os valores dos parametros
utilizados estao indicados na segao 3.2 d).

Cabe ressaltar que o comportamento do sistema, para essas condigoes
iniciais, com populacao inicial de humanos infecciosos, foi semelhante
ao do item anterior (item e)), quando tomamos populacdo inicial de
mosquitos infecciosos. Também neste caso, em termos do ntimero re-

produtivo basico Ry, a situacao seria a de Ry > 1.
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Figura 3.8: Graficos da populagao de humanos do modelo discreto ilustrando o equi-

librio endémico, as condicoes iniciais e os valores dos parametros utiliza-
dos estao indicados na segao 3.2 d).

Ao variarmos os parametros (3, e 3, nao observamos a solu¢ao do sis-

tema tender ao FEquilibrio sem Mosquito.
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4 O MODELO DISCRETO PARA A
TRANSMISSAO DA DENGUE COM
MOVIMENTACAO POR DIFUSAO
UTILIZANDO REDE DE MAPAS
ACOPLADOS

Nos capitulos anteriores estudamos modelos de transmissao da Dengue
formados por equagoes diferenciais ordinarias, cuja tinica variavel independente era
o tempo (capitulo 2), e também construimos um modelo formado por equagoes a
diferencas onde o tempo era contado através das geragbes (capitulo 3). Portanto,
até agora, nao consideramos a variavel independente espago; é como se o sistema

fosse espacialmente homogéneo.

Neste capitulo, acrescentaremos a variavel espacial no modelo de trans-
missao da dengue discreto estudado no capitulo 3, utilizando as Redes de Mapas
Acoplados em um reticulado (malha, rede) bidimensional 49 x 49, no qual admi-
tiremos que as populagoes se movimentam. O meio serd dividido em um reticulado
retangular no qual as populagoes sdo distribuidas em sitios (patches). Cada sitio é
identificado por dois indices (i, 7), onde i representa a linha e j representa a coluna

do reticulado.

Conforme Bunimovich (2005) as Redes de Mapas Acoplados foram in-
troduzidas simultaneamente e independentemente por K. Kaneko, R. Kapral e S.
Kuznetsov em 1983 — 84. A evolucao do sistema é descrita em uma escala global
a partir de um conjunto de processos locais juntamente com as interagoes entre os

diversos sitios que compoem o dominio.

No nosso estudo, o comportamento sera obtido em uma sequéncia de
eventos constituidos, em cada geracdo, por duas etapas: a movimentagao (disper-

sao) e a dinAmica vital.
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4.1 Regras de Movimentagao e Condigoes de Fronteira

Neste trabalho, consideraremos um movimento do tipo difusao, tanto
para a populacao de mosquitos quanto para a populacao de humanos em um reti-

culado 49 x 49 (bidimensional).

Quanto ao alcance da movimentagao sobre este reticulado, vamos supor
que seja apenas local, isto é, entre os vizinhos mais proximos. Se considerarmos a
populacao em algum sitio (i, 7), parte dela ird se movimentar para os sitios (i, j+ 1),

(1,7 —1), (i+1,7) e (i —1,4), ou seja, em uma vizinhanca definida por:
Vig=A{67+1),0,7-1),0@+1,7),6@—17)} (4.1)
com?=1,...,49e 7=1,...,49.

A populagao no sitio (i, j) na geragao t apos a movimentagao sera dada
pela populagao (7,7) na geracao t antes da movimenta¢ao, menos a parte da po-
pulagdo (7,7) que saiu e foi para os sitios pertencentes a V;;, mais uma parte da

populagao dos sitios de V; ; que vem para o sitio (i, j).

Somente ap6s a movimentacao, ocorrera a interagao entre as populagoes
(a0 incluirmos a dinamica vital que sdao: os nascimentos, mortes, contato entre

humanos e mosquitos, entre outros), resultando nas populagoes da geragao t + 1.

Os quadros abaixo representam de forma resumida a movimentacao que

ocorre entre os sitios.

Namero de Nimero de Nimero de
Nimero de

individuos no individuos que individuos
individuos no

sitio (4, 4), saem do sitio dos sitios
sitio (i,7),

= |na geragdo | - | (¢,j) e vao| + |de Vi; que

na geracao t,

t, antes da para os sitios entram no
ap6s a movi-

movimen- de V,;, na sitio (4,j) na
mentacao

tacao geracgao t geracgao t
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Podemos ainda representar esta movimentagao diagramaticamente (ver

Figura 4.1), onde X}, é uma populagdo no sitio (i,7) na geragdo t, antes da movi-

(i.j*1) (i.j+1)

Sy E,
S: E4
: . (i.j) . o @i.j) L
Xy |=—(@-1,5) (+1,j) 4 G-1.)) (i+1.,))
Sy E,
S E
(.j-1) (.j-1)

Figura 4.1: Representagdo da movimentagao entre os sitios (patches) (i,j) e sua
vizinhanga de acordo com a equagao (4.2).

mentacio, mostrando que, para a populacio X'

ij» ap0s a movimentagao, tem-se:

4 4
X=X -> S+ > B, (4.2)
k=1 k=1

sendo S as saidas do sitio (i,7) e Ej as entradas no sitio (i,7), com k= 1,...,4.

Apobs a movimentacao entre os sitios, ocorre a dinamica vital em cada
compartimento, resultando na populagao da geragao ¢t + 1. No nosso modelo, a
partir da dinamica vital estabelecida no sistema (3.1)-(3.8), teremos as populagoes

da geracao t + 1 em cada compartimento, como sendo:
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AL = ko [Mit -rGan + Mte -ran + Méte_ﬁAt + (1 — pg)Ate™™,
MY = (1 ) (1— e ™) A" 4 (1 — py) Myte T,

ME = ()= M (1 ) M

MY = (1= pp)(1— e )My + (1 — pg) My,

S — N+ (1—p)S e_ﬁhMét,

B = (1—p)(1— e M) S 4 (1 ) e,
I = (=) —eE + (1 —p)'e™,
R = (1-p)(1—eI'+(1-pR",

onde A", M, My, My, S*, E', I'" e R" sdao as populacoes dos compartimentos
da fase aquatica, dos mosquitos suscetiveis, mosquitos infectados, mosquitos infec-
ciosos, humanos suscetiveis, humanos infectados, humanos infecciosos e humanos
recuperados, respectivamente, da geragao t, apoés a movimentacao, calculadas por

uma equagao do tipo (4.2).

Para descrevermos a difusao de uma populagao X no reticulado 51 x51,
consideraremos um parametro de movimentacao px, com 0 < pux < 1, como sendo
a propor¢ao da populacdo X de cada compartimento que sai do sitio (4, 7) e vai para
os sitios vizinhos, isto é, se o movimento for isotropico, cada saida Sy sera igual a

B Xt e cada entrada Ej, sera igual a < da populagao do sitio de origem.

Assim, para uma populacao qualquer X{j em algum compartimento,
seja dos mosquitos ou dos humanos, podemos escrever explicitamente os diversos
termos da equagao (4.2) como segue:

o= X! X st O EX et P et _'u_XX?.

HXx ¢ Hx <t HX -t KX <+
+4X’L+lj+4XZ 1,]+ 4X+1+4X] 1
ou ainda,
/ 175’
Xi,tj = (1 - NX)Xf + e Z an,h (4-3)

(m,l)eVij
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que pode ser ilustrada pelo diagrama da Figura 4.2.
(.j+1)
E,

Q.j) B
(1'1 SJ) (l+1 .._,)

E,

i.J-D

Figura 4.2: Forma mais compacta para a movimentacao do tipo difusao entre os
sitios, de acordo com a equagao (4.3).

Para evitar confusao, chamamos a atencao de que o parametro px é o
parametro de movimentacao, onde X indica a populacao cuja movimentacao esta
sendo considerada. Os demais i, que estao envolvidos na dinamica vital do sistema,
(ftq, f1f € ), sdo as taxas de mortalidade das populagdes da fase aquatica, mosquitos

e humanos.

Para simulacoes deste capitulo, foram utilizadas Condigoes de Fron-
teira Reflexiva, ou seja, ao chegarem na fronteira, os individuos sao refletidos
para dentro do reticulado, permanecendo, portanto, no interior do dominio. Esta
condicao é usada, por exemplo, quando as condicoes de sobrevivéncia dos individuos

forem favoraveis dentro do dominio, mas desfavoraveis fora dele.
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4.2 Simulacgoes

Organizaremos nossas simulacoes de modo a investigar como variam os

estados assintéticos, a medida que variamos as taxas de contato 3, e (3, envolvidas.

Para a difusao, utilizaremos parametros de movimentacao para a fase
aquatica p4, para os mosquitos fémeas adultos pp, = par, = K, para os humanos
infecciosos py, e para humanos nao infecciosos pus = g = pg. Para a fase aquatica,
manteremos os individuos estéticos, ou seja, ua = 0; para os humanos infecciosos,
também consideraremos que nao se movimentam, isto ¢, y; = 0, uma vez que 0s
doentes deverao permanecer em repouso; e para os compartimentos dos mosquitos
fémeas adultos, atribuiremos uma taxa de movimentagao pa;, = far, = Har que
representaremos por [i,,, com valor u,, = 0,4, menor do que a dos humanos susceti-
veis, expostos e recuperados g = pp = [t que representaremos por iy, com valor

Up = 0,6

Para as populagoes iniciais em cada sitio, consideraremos as mesmas po-
pulagoes totais utilizadas no capitulo 3, mas distribuidas igualmente (exceto no sitio
central, que conterd os individuos inicialmente infecciosos - humanos ou mosquitos,

quando existirem) entre os diversos sitios do habitat da malha de tamanho 49 x 49.

Para construirmos a fronteira reflexiva, consideramos uma malha de
tamanho 51 x 51, sendo que em suas bordas (i = 1,7 =51, j = 1e j = 51)a
populacao é nula. Portanto, o habitat a ser considerado na dinamica sera o habitat
49 x 49 proveniente de ¢ = 2,...,50 e 5 = 2,...,50. O sitio central, considerando as

bordas reflexivas, é o sitio (¢, 7) = (26,26) na malha 51 x 51 (ver Figura 4.3).

Na malha 51 x 51, o nimero de sitios nos quais a populacao é nao nula
¢ (descontando-se as bordas que mantemos com populagdo nula) de 49 x 49—2401
sitios. Assim sendo, teremos, em cada sitio (4, 7) # (26, 26), as seguintes populagoes

iniciais:
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1° sitio 25° sitio 49° sitio
da linha i ou da linha i ou da linha i ou
da coluna j da coluna j da coluna j

Figura 4.3: Representacao da dinamica do sistema, considerando fronteiras reflexi-
vas em uma malha de tamanho 51 x 51.

AY = 240.100 + 2401 = 100 individuos,
M? = 480.200 <+ 2401 = 200 individuos,
M) = 0,
My = 0,

S = 1.200.500 <+ 2401 = 500 individuos,

E° = 0,
I° = 0,
R = 0.

No sitio central (i, j) = (26, 26), teremos para A%, MY, MY, E° e R, as

mesmas populacoes iniciais que aquelas em qualquer sitio nao central.
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O sitio central é aquele que abriga individuos inicialmente infecciosos.
Se estes forem mosquitos adultos infecciosos, entao neste sitio, teremos 6 mosquitos
adicionais:

Mg =

enquanto que S° e I° terdo os mesmos valores (500 e 0 respectivamente) que nos
demais sitios. Se estes forem humanos infecciosos, entao no sitio (26, 26), suporemos

que, do total de 500 humanos, 5 sejam infecciosos, isto é:
I"=5 e S% =495,

porque nas nossas simulagoes, humanos infecciosos sao pessoas que viajaram e,
quando retornaram, estavam infecciosos. As populagoes iniciais A°, M, MY, MY,
E°, R°, serdo as mesmas que em qualquer sitio nao central. Vale lembrar que a

populacao total dos humanos se mantém constante a cada geracao.

Variando as taxas de contato, a partir das condicoes iniciais como es-
pecificado acima, e mantendo fixos todos os demais parametros, iremos investigar
qual a evolucao temporal do sistema, em cada um dos sitios na estrutura espacial

estabelecida, bem como para qual tipo de equilibrio tende o sistema.

Dois tipos de graficos serdao apresentados: 1) gréaficos das populagoes-
solugao ao longo da linha i = 26 (da fase aquatica, dos mosquitos e dos humanos) em
cada compartimento nos sitios (26, 7), com j = 2,..50; estes graficos serao tragados
em escalas diferentes, sendo que, como ponto méaximo do intervalo mostrado no
eixo vertical para cada compartimento, colocamos o maior valor dentre todos os dos
sitios considerados. 2) graficos da distribuicao das densidades populacionais em todo
o reticulado, em alguns tempos fixos, considerando apenas o habitat de tamanho

49 x 49 que é onde ocontece a dinamica do sistema.
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1. Populagao inicial de humanos infecciosos
Neste caso, consideraremos as seguintes condigoes iniciais:
e No sitio i = j = 26, as condicoes iniciais serdo: A° = 100,

MY =200, M9 =0, MY =0, S® =495, E° =0, I°=5¢ R° =0,

ou seja, a populagao de mosquitos é toda suscetivel;

e Nos sitios restantes, as condicdes iniciais serao: A = 100,
MY = 200, MY =0, M) = 0, S® =500, E° =0, I =0 e
R =0.

1°) Equilibrio Livre da Doenca
Considerando as taxas de contato, entre humanos suscetiveis e
mosquitos infecciosos e entre mosquitos suscetiveis e humanos in-
fecciosos, (,, e [ respectivamente, pequenas, e com 0s seguintes
valores para os parametros: £k =0,8; f =0,8; ¢ =0,9; C' = 500;
g = 0,9 pg = 0,35 By = 0,001; pp = 0,45 v = 0,3; p = 0,4;
B =0,001; a = 0,6; n = 0, 5; espera-se que, apesar de em cada si-
tio termos populagoes iniciais de humanos e mosquitos suscetiveis
e no sitio central humanos infecciosos, como as taxas de contato
Bm € B, sao pequenas, a doenca nao consiga se desenvolver e nem

permanecer no ambiente.

Da Figura 4.4, podemos concluir que a populagao do comparti-
mento A, em cada sitio, cresce com o passar das geragoes e apos
um certo ntiimero de iteragoes (geragoes), ela nao se altera, ou seja,
fica em estado de equilibrio. O mesmo acontece com a populagao
de mosquitos suscetiveis (M), que cresce e permanece inalterada
depois de passar por um numero de geracoes. Ja a populagao
de mosquitos infectados (M,), que cresce inicialmente, depois de-
cresce tendendo a zero. Para a populacao de mosquitos infecciosos

(M3), observamos o mesmo comportamento que para os infectados,
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Figura 4.4: Graficos das populagoes dos compartimentos A, My, My e Ms; respecti-
vamente nos sitios (26,7), j = 1,2,...,51, para diferentes geragoes com
populacao inicial de humanos infecciosos e taxas de contato 3,, = 0,001

e 5}1 = 0,001

ou seja, cresceu inicialmente e depois decresceu, também tendendo

a Zero.

Na Figura 4.5, a populagao de humanos suscetiveis nas primeiras
geragoes & um pouco menor em torno do sitio central (26, 26),
onde, desde o inicio, temos menos individuos suscetiveis e, além
disso, alguns se tornam infectados; mas com o passar das gera-
coes, ela atinge em todos os sitios o valor total da populacao de
humanos (S* = 500); isto acontece pois o contato é tao pequeno
que faz com que nao haja mais evidéncias de novos infectados. No

grafico das solugoes para a populacao de suscetiveis, observa-se o
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Figura 4.5: Gréficos das populagoes dos compartimentos S, E, I e R respectiva-

mente nos sitios (26,7), 7 = 1,2,...,51, para diferentes geragdes com
populacao inicial de humanos 1nfecc1osos e taxas de contato [3,, = 0,001
e ﬁh = 0, 001.

efeito das bordas que pode acontecer ao utilizarmos condicoes de
fronteira reflexiva. Com relacao a populagao de humanos infecta-
dos (F), ela cresce inicialmente, mas com o passar das geragoes
também decresce, tendendo a zero apds algum tempo. O mesmo
comportamento acontece com a populacao de humanos infecciosos
que comeca com uma populagao de MY = 5 e depois decresce,
também tendendo a zero, comportamento que também se observa

para a populagdo de humanos recuperados (R).
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Portanto, este ¢ um caso em que a doencga foi eliminada do ambi-
ente, permanecendo apenas suscetiveis, ou seja, temos um Equi-
librio Livre da Doenga.
2°) Equilibrio Endémico

Aumentando os valores para as taxas de contato (3, entre humanos
suscetiveis e mosquitos infecciosos e (3, entre mosquitos suscetiveis
e humanos infecciosos, e com os seguintes valores para os parame-
tos: k=0,8 f=0,8 ¢ =0,9 C =500; 7y = 0,5 pg = 0,3;
B = 0,45 py = 0,4, v = 0,3; u = 0,4; B, = 0,6; « = 0,6;
n = 0,5; esperamos que a doencga consiga se desenvolver e per-

manecer no ambiente.

Da Figura 4.6, podemos concluir que, com o passar das geragoes,
a populagao do compartimento A cresce até chegar a um estado
de equilibrio nao nulo. Para a populacao de mosquitos suscetiveis
(M7) observamos que na regido central, com o passar do tempo,
a populacao inicialmente diminui e depois aumenta, o contrério
ocorrendo em sitios afastados da regiao central e, nos graficos em
t > 50, tem-se todos os sitios no mesmo valor de equilibrio que é
M; ~ 180. Com isso, a populac¢do de mosquitos infectados (Ms),
comeca a crescer e se espalhar no reticulado, também tendendo
a um valor de equilibrio nao nulo. De maneira semelhante, como
na populacao de mosquitos infectados, a populagao de mosquitos
infecciosos (M3) também cresce e, depois de um certo nimero de

geragoes, tende a um valor de equilibrio nao nulo.

Na Figura 4.7, vé-se que a populagdo de humanos suscetiveis (.5)
comeca a diminuir na regiao central sendo que isto acontece pois,
neste sitio, tinhamos inicialmente populacao de humanos infec-
ciosos (I); observe que fora da regido central a populagao, no inicio,
nao varia como na populagao de mosquitos suscetiveis; isto acon-

tece porque a populagao de humanos é constante e, em tempos
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Figura 4.6: Graficos das populagoes dos compartimentos A, My, My e Ms; respecti-
vamente nos sitios (26,j), j = 1,2, ...,51, para diferentes geragoes, com
populacgao inicial de humanos infecciosos e taxas de contato (5, = 0,4 e

ﬁh = 076

pequenos, as populacoes nos demais compartimentos de humanos
mantém-se ainda em zero. Apo6s um certo namero de iteragoes (ge-
racgoes), a populagdo de humanos suscetiveis tende a um mesmo
valor constante nao nulo em todos os sitios. A medida em que
a populacao de humanos suscetiveis se torna infectada, a popu-
lacao de humanos infectados (F) cresce e se espalha pelo ambi-
ente, atingindo um valor de equilibrio nao nulo, ap6s um certo
niumero de geracoes. A populacao de humanos infecciosos cresce e
se espalha em todo o reticulado, ja que os humanos infectados se

tornam infecciosos apos passarem pelo periodo de incubagao, tam-
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Graficos das populacoes dos compartimentos S, E, [ e R respectiva-
mente nos sitios (26,7), 7 = 1,2,...,51, para diferentes geragoes, com
populacao inicial de humanos infecciosos e taxas de contato (5, = 0,4 e

Br =0, 6.

bém atingindo um ponto de equilibrio nao nulo, comportamento

que também se observa na populagao de humanos recuperados (R).
Temos, portanto, um Equilibrio Endémico.

Para este caso, apresentaremos a distribuicao espacial das den-
sidades populacionais em todo o reticulado, para observarmos o
efeito da difusao. Nas Figuras 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11, temos repre-
sentadas as densidades populacionais para os compartimentos dos
mosquitos suscetiveis (M), mosquitos infecciosos (Ms3), humanos

suscetiveis (S) e humanos infecciosos (/), respectivamente.
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Em cada uma dessas 4 figuras, apresentamos uma sequéncia de dis-
tribuigoes espaciais de densidades, correspondentes a: (a) t = 1,
(b)t =38, (c)t =16, (d) t =32 ¢ (e) t = 100. A escala de preto e
branco utilizada nestas distribuicoes foi fixada como segue: para
cada uma destas sequéncias, identificamos os valores das densi-
dades populacionais maxima e minima, aos quais atribuimos as

cores branco e preto respectivamente.

30

Figura 4.8: Distribuicao espacial das densidades populacionais de mosquitos susce-
tiveis (A7), em um sistema que atinge o equilibrio endémico, sendo que
a populagao inicial incluia humanos infecciosos. (a) t =1, (b) t =8, (c)
t =16, (d) t =32, (e) t = 100.

Se analisarmos o que ocorre em ¢ = 26 em cada uma dessas se-
quéncias, estaremos ratificando o que foi evidenciado nas Figuras

4.6 e 4.7.

Na Figura 4.8, podemos observar, na regiao central do habitat, que
a populagdo de mosquitos suscetiveis é menor (cor mais escura)
do que fora da regiao central (cor mais clara). Com o passar das
geragoes, esta regiao central vai aumentando, até que a populagao

atinge um estado de equilibrio ndo nulo (um pouco menor que a
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populagao homogénea em ¢t = 1) em todos os sitios (ver grafico de
M na Figura 4.6). Podemos observar a movimentagao por difusao

e ainda, uma simetria na distribuicao da populacao com relagao

ao centro do habitat.

Figura 4.9: Distribuicao espacial das densidades populacionais de mosquitos infec-
ciosos (M3), em um sistema que atinge o equilibrio endémico, sendo que
a populagado inicial incluia humanos infecciosos. (a) t =1, (b) t =8, (¢)
t =16, (d) t =32, (e) t = 100.

Na Figura 4.9 podemos observar a partir de ¢ = 8 que, na regiao
central do habitat, a populacao de mosquitos infecciosos é maior
(cor mais clara) do que fora desta regiao, na qual a populagao é
nula (cor preta). Com o passar das geragoes, esta regiao central
continua aumentando até atingir o estado de equilibrio homogéneo
nao nulo (ver grafico de M3 da Figura 4.6). Também podemos
observar a movimentacao por difusao e a simetria com relacao ao

centro do habitat.
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Figura 4.10: Distribuicao espacial das densidades populacionais de humanos susce-
tiveis (5), em um sistema que atinge o equilibrio endémico, sendo que
a popula¢ao inicial incluia humanos infecciosos. (a) t = 1, (b) t = 8,
(c) t =16, (d) t =32, (e) t = 100.

Na Figura 4.10 vé-se que, na regiao central do habitat, a populacao
de humanos suscetiveis é menor (cor mais escura) do que fora (cor
mais clara). Com o passar das geragoes, esta regido central vai
aumentando, até que a populacao atinja seu estado de equilibrio

homogéneo nao nulo (ver grafico de S na Figura 4.7).

Na Figura 4.11 observamos que, na regiao central do habitat, a
populagao de humanos infecciosos comega a aumentar (cor mais
clara) e, por um processo de difusao simples, aumenta em todo o
habitat até atingir seu estado de equilibrio homogéneo nao nulo

(ver grafico de I da Figura 4.7).
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Figura 4.11: Distribuicao espacial das densidades populacionais de humanos infec-
ciosos (I), em um sistema que atinge o equilibrio endémico, sendo que
a popula¢ao inicial incluia humanos infecciosos. (a) t = 1, (b) t = 8,
(c) t =16, (d) t =32, (e) t = 100.

A analise deste equilibrio endémico pode ainda ser complementada
através do estudo da velocidade da frente de onda da propagacgao

da doenca no habitat.

Para isso, visto que existe uma simetria com relacao ao centro do
habitat, identificamos na linha ¢ = 26, cujas populacoes de cada
sitio ja foram apresentados na Figura 4.7, para diversos t, o valor
de w.(t) > 0, que depende de t, permitindo reconhecer a presenga
de humanos infecciosos I naquela geracao, em todo o sitio (26, 7),

onde j € [26 — w,, 26 + w.] e I ~ 0 para j fora deste intervalo.

A partir dai, construimos o grafico dos pontos (t,26 + w.), apre-

sentado na Figura 4.12,

O grafico confirma que, se inicialmente houver infecciosos apenas
no sitio central, ocorrerd com o passar do tempo, um crescimento
do espago (segmento de reta cujo ponto médio é (i,j) = (26, 26))

ocupado por infecciosos.
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Figura 4.12: Grafico da frente de onda da infeccao para populacao inicial de hu-
manos infecciosos.

Além disso, observamos que este crescimento é linear, o que pode
ser explicado pelo tipo de movimento (isotropico na diregao ver-
tical e horizontal). A velocidade desse movimento de invasao da
infeccao, é aproximadamente igual a inclinacao da reta que melhor
passa por esses pontos, que para este caso é aproximadamente igual
a 0,86 sitios/tempo. Portanto, é possivel prever onde a infec¢ao

estard apos um determinado tempo.

3°) Equilibrio Livre da Doenga, com taxas de contato nulas

Neste caso, apesar de termos populacao inicial nao nula para hu-
manos infecciosos, como a taxa de contato tanto de humanos in-
fecciosos com mosquitos suscetiveis quanto para mosquitos infec-
ciosos com humanos suscetiveis é nula, ou seja, o humano nunca
é picado por um mosquito, decorre que a populacao de suscetiveis
permanecera suscetivel, a populacao de humanos infecciosos ten-
dera a zero apos passar pelo periodo infeccioso e a populagao de
humanos infecciosos que se recuperou também tendera a zero apos

passar pelo periodo de vida.
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Como é simples o entendimento do comportamento das solucoes do
sistema para este caso, nao apresentamos os graficos das solugoes
dos compartimentos, os quais confirmavam o comportamento es-

perado.

Portanto, temos novamente um Equilibrio Livre da Doenca.

2. Populacao inicial de mosquitos infecciosos
Neste caso, consideraremos as seguintes condigoes iniciais:
e No sitio i = j = 26, as condicoes iniciais serdo: A° = 100,

MY =200, M9 =0, MJ =6, S°=500, E°=0,1°=0e R* =0,

ou seja, a populacao de humanos ¢é toda suscetivel;

e Nos sitios restantes, as condicoes iniciais serdao: A’ = 100,
MY = 200, MY = 0, M) = 0, S® =500, E° =0, I =0 e
R =0.

Aqui, podemos pensar como se um numero de mosquitos entrassem em
um ambiente ja doentes (infecciosos). Nosso objetivo é estudar como se
d4 o espalhamento da doenca em torno da populacao de mosquitos in-
fecciosos, considerando um reticulado de 51 x 51 em torno da populagao

doente.

1°) Equilibrio Livre da Doenga
Considerando as taxas de contato entre humanos suscetiveis e
mosquitos infecciosos e entre mosquitos suscetiveis e humanos in-
fecciosos, (3, e O, pequenas, e com os seguintes valores para os
parametros: k = 0,8; f = 0,8; ¢ = 0,9; C = 500; 7, = 0, 5;
pg =0,3; B = 0,001; py =0,4;v=0,3; p=0,4; 8, = 0,001;
a = 0,6; n = 0,5, espera-se que, apesar de em cada sitio termos
populacoes iniciais de humanos e mosquitos suscetiveis e no sitio

central mosquitos infecciosos, como as taxas de contato (3,, e (3, sao



pequenas, a doenga nao consiga se desenvolver e nem permanecer

no ambiente.
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Figura 4.13: Graficos das populacdes dos compartimentos A, M;, My e Mj res-
pectivamente nos sitios (26,7), j = 1,2,...,51, para diferentes gera-
¢oes com populacao inicial de mosquitos infecciosos e taxas de contato

Bm = 0,001 e B, = 0,001.

Na Figura 4.13, observe que a populacao da fase aquéatica cresce

até atingir um estado de equilibrio nao nulo. O mesmo acontece

com a popula¢ao de mosquitos suscetiveis (M;). Ja a populagao

de mosquitos infectados (Ms), que no tempo inicial é nula, comega

a crescer mas com o passar das geragoes diminui, tendendo a zero.

Isto acontece pois as taxas de contato entre humanos e mosquitos

sao muito pequenas. A populac¢ao de mosquitos infecciosos (M),
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que inicialmente era diferente de zero (MJ = 6), também diminui
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. Graficos das populagoes dos compartimentos S, E, I e R respectiva-
mente nos sitios (26, j), 7 = 1,2, ..., 51, para diferentes gera¢oes com po-
pulacao inicial de mosquitos infecciosos e taxas de contato (3, = 0,001

com o passar das geracoes e tende a zero.

Na Figura 4.14, temos a populagdo de humanos suscetiveis (.5)
para diferentes geracoes, sendo que ela praticamente nao sofreu
alteracoes com o passar das geracoes, pois as taxas de contato sao
muito pequenas. Com relacao a populacao de humanos infectados
(E), que nas primeiras gera¢oes nao é nula (pois os humanos sus-
cetiveis sao picados por mosquitos infecciosos), tende a zero. As

populagoes humanos infecciosos (/) e humanos recuperados (R)

também tendem a zero com o passar das geracoes.
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Portanto, este é um caso em que a doencga foi eliminada do am-
biente, permanecendo apenas populacao suscetivel, ou seja, temos

um Equilibrio Livre da Doenga.

2°) Equilibrio Endémico
Aumentando os valores para as taxas de contato (3,, e (5, € com o0s
seguintes valores para os parametos: k = 0,8; f =0,8; ¢ = 0,9;
C = 500; my = 0,5; pg = 0,3; By = 0,45 uy = 0,4; v = 0,3;
w=0,4; B, =0,6; « = 0,6; n = 0,5; esperamos que a doenca

consiga se desenvolver e permanecer no ambiente.
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Figura 4.15: Graficos das populagoes dos compartimentos A, M, My e Mj respecti-
vamente nos sitios (26,7), j = 1,2, ..., 51, para diferentes geragoes com
populacao inicial de mosquitos infecciosos e taxas de contato (3, = 0,4
€ ﬁh = 0, 6.
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Figura 4.16:

Graficos das populacoes dos compartimentos S, E, [ e R respectiva-
mente nos sitios (26,7), j = 1,2,...,51, para diferentes gera¢oes com
populacgao inicial de mosquitos infecciosos e taxas de contato (,, = 0,4

eﬁh:O,G

Na Figura 4.15, para esses valores de parametros, a populacao do
compartimento A cresce, tendendo a um valor de equilibrio nao
nulo. Para a populacdo de mosquitos suscetiveis (M;), observamos
que na regiao central, com o passar do tempo, a populacao inicial-
mente diminui e depois aumenta e o contrario ocorrendo nos sitios
afastados da regiao central; com o passar das geragoes, a populacao
em todos os sitios estao no mesmo valor de equilibrio. Com isso,
as populagoes de mosquitos infectados (Ms) e de mosquitos infec-

ciosos (Ms3), que inicialmente nao eram encontrados no ambiente,
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passaram a crescer, também tendendo a um valor de equilibrio nao

nulo.

Os graficos da Figura 4.16 mostram um comportamento seme-
lhante com os da populagao de mosquitos nos compartimentos F,
I e R. Vemos que a populacao de humanos suscetiveis comeca a
sofrer alteracoes na regiao central do habitat, diminuindo o ntimero
de individuos; com o passar das geracoes, todos os sitios atingem
o mesmo valor, ou seja, um estado de equilibrio nao nulo. As po-
pulacoes dos compartimentos £/, [ e R comecam a crescer com o
passar do tempo e a se espalharem por todo o reticulado, chegando
também a um estado de equilibrio nao nulo. Portanto, este é um
caso em que a doenga permaneceu no ambiente, ou seja, temos um
Equilibrio Endémico.

Também podemos complementar a analise deste equilibrio, através
do estudo da velocidade da frente de onda de propagacao da doenca,
de forma analoga ao caso em que tinhamos populacao inicial de
humanos infecciosos no habitat. Construindo o grafico dos pontos

(t,26 + w,.), apresentado na Figura 4.17 podemos observar que o
50
45

Frente 40-
de
Onda

354

30

T
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Figura 4.17: Grafico da frente de onda da infeccao para populacao inicial de
mosquitos infecciosos.
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crescimento do espaco ocupado pelos infecciosos também é linear.
A velocidade desse movimento de invasao da infeccao é aproxi-
madamente igual a 0,76 sitios/tempo. Para este caso, também
é possivel prever até onde a infeccao terd se alastrado apos um

determinado tempo.

3°) Equilibrio Livre da Doenga, com taxas de contato nulas

Este caso é semelhante ao que quando tinhamos populacao ini-
cial nao nula para humanos infecciosos. Como a taxa de contato
tanto de mosquitos infecciosos e humanos suscetiveis, quanto para
humanos infecciosos com mosquitos suscetiveis é nula, ou seja, o
humano nunca sera picado por um mosquito, decorre que a po-
pulacao de suscetiveis permanecera suscetivel, e a populacao de
mosquitos infecciosos tendera a zero apos passar pelo periodo de
vida.

Como é simples o entendimento do comportamento das solugoes
para este caso, nao apresentamos os graficos das solugoes de cada

compartimento, os quais confirmavam o comportamento esperado.

Portanto, temos novamente um Equilibrio Livre da Doenca.

4.3 Comparativo entre os Modelos Sem e Com

Estrutura Espacial

No capitulo 3, fizemos a andlise do modelo discreto sem considerar
a movimentacao das espécies dos mosquitos e dos humanos. Neste
capitulo consideramos a variavel espaco através das redes de mapas

acoplados.

E interessante comparar como se di o espalhamento da doenca con-
siderando ou nao uma estrutura espacial. Para o caso onde utilizamos
a rede de mapas acoplados, somaremos as populacoes infecciosas de to-

dos os sitios em cada geracao, e faremos os graficos de "populacao versus
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geracao". Para isto consideraremos as populacdes tanto de mosquitos

infecciosos quanto a de humanos infecciosos.

Com o intuito de fazermos esta comparacao, foi considerado que as po-
pulagoes iniciais em cada sitio, foram as mesmas utilizadas no capitulo
3, porém distribuidas igualmente (exceto no sitio central, que contém os
individuos inicialmente infecciosos) entre os diversos sitios do habitat.

Nas Figuras 4.18 e 4.19, podemos observar o comportamento das solucoes

dos compartimentos de humanos e mosquitos infecciosos sem e com es-
trutura espacial. As curvas continuas representam a populacao quando

nao estamos considerando o espaco e as curvas pontilhadas representam

a populacao quando estamos considerando estrutura espacial.
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Figura 4.18: Graficos da populacao de mosquitos e de humanos sem estrutura espa-
cial (linha continua) e com estrutura espacial (pontos), com populagao

inicial de humanos infecciosos.
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Figura 4.19: Graficos da populacao de mosquitos e de humanos sem estrutura espa-
cial (linha continua) e com estrutura espacial (pontos), com populagao

inicial de mosquitos infecciosos.
Observe que ao considerarmos o espaco, a doenca demora mais para se
espalhar e, como consequéncia, a atingir seu estado de equilibrio. Isto
acontece pois o contato se da apenas com os sitios vizinhos (processo
de difusdo) e ndo com toda a populagao, que é o caso de quando nao

estamos considerando estrutura espacial. Podemos dizer que a doenca

se espalha mais lentamente.
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5 ESTRATEGIAS DE CONTROLE DA
DENGUE

Quando uma doenca se instala em um ambiente, muitas tentativas sao
feitas para que ela seja eliminada, tais como, a descoberta de vacinas (remédios), a
retirada das pessoas dos locais de risco, e a eliminacao dos focos através das retiradas

de lugares propicios para o nascimento do agente causador da doenca.

No caso da Dengue, cujo o virus é transmitido para os humanos através
da picada do mosquito Aedes aegypti, enquanto as vacinas contra os quatro soroti-
pos do virus causador da doenca ainda se encontram em fase experimental, outras
estratégias de controle tem sido adotadas para prevenir as ocorréncias de surtos de

dengue.

De acordo com a Superintendéncia de Controle de Endemias de Sao
Paulo (SUCEN/SP, 2009) encontramos uma classificagao para as estratégias de con-
trole, dentre as quais destacamos as mais conhecidas que sao: o controle ambiental,

o controle quimico e o controle biolégico.

O controle ambiental consiste em medidas de ordenamento do meio,
capazes de eliminar o criadouro através da modificagao ou manipulacao dos recipi-
entes, como coleta de residuos so6lidos, coleta seletiva de materiais reciclaveis, cober-
tura de areas de depositos de materiais que acumulam agua, sistema de drenagem,
reindustrializacao de materiais como: pneus, garrafas pets, latas de cerveja entre

outros.

O controle quimico é uma medida importante em situacoes de emer-
géncia, devido a agao rapida do produto com relagao ao mosquito. Ela deve ser de
forma controlada, ja que essa medida pode proporcionar impactos indesejaveis no
ambiente. O uso de inseticidas deve ser utilizado quando outras medidas ja foram

esgotadas.
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O controle biolégico consiste no emprego de inimigos naturais ou
toxinas que eliminam o mosquito. A vantagem desse tipo de controle é que hé
uma seletividade de acao, afetando apenas organismos alvos, acarretando um menor

impacto no ambiente.
No que segue, nosso enfoque classifica-se como controle ambiental.

No capitulo 4, estudamos o que acontece com o passar das geragoes, para
uma doenca descrita pelo modelo (3.1)-(3.8) em uma estrutura espacial do tipo rede
de mapas acoplados. Vimos que, dependendo dos parametros utilizados, poderiamos
ter a doenga no ambiente (seja com populagao inicial de humanos infecciosos ou de
mosquitos infecciosos). Neste capitulo, consideraremos um ambiente em situagao
inicial endémica, e investigaremos o efeito de reduzir a capacidade dos criadouros
(nosso parametro C) em alguma area parcial deste ambiente. Uma reducdo no
parametro C pode ser interpretada como uma retirada de recipientes destinados a

OViposicao.

Cabe ressaltar que o nimero de mosquitos gerados nos focos depende
principalmente do tamanho do recipiente, da oferta de nutrientes para as larvas e

da densidade larvaria no criadouro.

Consideraremos o mesmo habitat que o do capitulo anterior, de tamanho
49 x 49, e os mesmos valores de parametros anteriormente adotados, exceto o C.
A proposta é diminuir o valor de C' em alguma regiao do reticulado e observar o
que ocorrera no todo e, ainda, ver se existe uma area parcial minima na qual, ao
aplicar esta estratégia apenas nesta area, seja promovida uma mudanca em todo
habitat (ou seja, no equilibrio do sistema), como por exemplo, sair do equilibrio
espacialmente homogéneo endémico e ir para o espacialmente homogéneo livre da
doenca. O equilibrio espacialmente homogéneo endémico considerado sera aquele
cujas condigoes iniciais nos levam a um ambiente com a populacao doente; sob essas
mesmas condigoes iniciais, variando o C' e a regiao a qual sera aplicada a estratégia

queremos um ambiente sem a doenca.
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5.1 Variando a Capacidade dos Criadouros -

Consideremos o reticulado 51 x 51 e uma regiao R, constituida por um
quadrado concéntrico, dentro deste reticulado, de tamanho 21 x 21 conforme Figura
5.1, na qual queremos implementar uma campanha para retirada de acumuladores

de ovos do mosquito transmissor da dengue.

504

40

309

20

10 20 30 40 50

Figura 5.1: Dentro do habitat (o todo, 49 x 49), a area parcial 21 x 21 mais clara
define aquela onde serd adotada uma estratégia de controle.

Através de simulacoes numéricas, faremos o estudo das solucoes do
sistema ao diminuirmos os valores de C, na regiao R, e verificaremos se é possivel

controlarmos a doencga, pelo menos em R.

Suponhamos uma situacao inicial, caracterizada por:

e no sitio i = j = 26, condigoes iniciais: A° = 100, M? = 200, MY = 0,
M) =0,5°=495 E° =0, I°=5e R® = 0, ou seja, a populagao de
mosquitos é toda suscetivel e somente neste sitio encontram-se humanos

infecciosos (cinco entre um total de 500 humanos);

e nos sitios restantes, condicdes iniciais: A% = 100, MY = 200, M = 0,

MY =0, 8% =500, E°=0,1°=0e R’ = 0;
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e os seguintes valores de parametros: £k =0,8; f =0,8; ¢ =0,9; 7, = 0,5; py = 0, 3;

No capitulo anterior, haviamos considerado C' = 500 em todos os sitios
do reticulado 51 x 51 e os equilibrios apresentados eram sempre espacialmente ho-
mogéneos (ver Figura 4.6 para os mosquitos e Figura 4.7 para os humanos); estes
equilibrios ja eram atingidos a partir de ¢ = 50. Neste capitulo, consideraremos sem-
pre C' = 500 em todos os sitios fora da regiao R descrita acima e, dentro desta regiao,
variaremos C'. Em outras palavras, comparar com a situacao do capitulo anterior
significa analisar o efeito, no equilibrio que eventualmente venha a ser atingido, da
heterogeneidade espacial colocada no habitat, ao admitirmos valores distintos de C,

dependendo do sitio.

Nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4, que interpretaremos em cada um dos itens
abaixo, apresentamos os graficos das solugoes da populacao de mosquitos suscetiveis
(M), mosquitos infecciosos (Ms), humanos suscetiveis (S) e humanos infecciosos
(I), na geragdo t = 1000, para os seguintes valores de C' na regido R: C = 20,
C =10e C = 10,0001, respectivamente, sendo que este ultimo representa a situacao
onde praticamente nao ha mais acumuladores de ovos (nosso modelo nao permite
substituir C' por zero, visto que C' aparece em um denominador). Os gréficos das
figuras foram tracados em escalas diferentes, sendo que, como ponto maximo do
intervalo mostrado no eixo vertical para cada compartimento, colocamos o maior

valor dentre todos os dos sitios considerados.

1. Na Figura 5.2, temos as solugoes, na geragao t = 1000, das populagoes
dos compartimentos M, Mz, S e I, nos sitios (26,7), 7 = 1,2,..,51,
supondo C' = 20 dentro da regiao R.

Observamos que, ao comparar com as Figuras 4.6 e 4.7, apesar das po-
pulagoes de mosquitos (tanto os suscetiveis M; quanto os infecciosos
M3) terem diminuido consideravelmente dentro desta regido, o mesmo
nao aconteceu com a populacao de humanos suscetiveis e de infecciosos;

o nimero de humanos infecciosos ainda é muito grande. Podemos dizer
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Figura 5.2: Graficos das populagoes de My, Ms, S e I, na geracao t = 1000 nos
sitios (26,7), j = 1,2,...,51, sendo C' = 20 na regiao R e C' = 500 fora
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que este equilibrio é ainda endémico, porém com heterogeneidade espa-
cial. Fora da regiao R, podemos observar que os valores de equilibrio
(M ~ 180, M3 ~ 75, S ~ 200 e I ~ 75) dos sitios sdo 0s mesmos que

os de equilibrio do sistema do capitulo 4, onde tinhamos C' = 500 em
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todos os sitios do habitat (ver Figuras 4.6 e 4.7).

Portanto, apesar do valor de C' em R ser bem menor do que fora de R,

nao foi o suficiente para encontrarmos alguma regiao livre da doenca.

Na Figura 5.3, temos as solugoes, na geracao ¢t = 1000, das populagoes

dos compartimentos M, M3z, S e I, nos sitios (26,7), j = 1,2,..,51,

supondo C' = 10 dentro da regiao R.
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Figura 5.3: Graficos das populagoes de My, Ms, S e I, na geracao t = 1000 nos
sitios (26,7), j = 1,2,...,51, sendo C' = 10 na regiao R e C' = 500 fora
de R.

Comparando com a situagao anterior (Figura 5.2), que corresponde a
C = 20 na regiao R, observamos que, com a diminuicao da capacidade
dos criadouros para C' = 10 na regiao R, ficaram ainda mais reduzidas
as populagoes de mosquitos suscetiveis (M7) e de mosquitos infecciosos
(Ms) nesta regido. Porém, fora dela, elas tenderam ao mesmo valor
constante nao nulo do equilibrio endémico, apresentado na Figura 4.6 do
capitulo 4. Ja a popula¢ao de humanos suscetiveis (S) aumentou em R,
pois o numero de mosquitos infecciosos diminuiu. Como consequéncia,

a populagdo de humanos infecciosos (/) também diminuiu.
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3. Na Figura 5.4, temos as solugoes, na geracao t = 1000, das populacoes
dos compartimentos M, M3z, S e I, nos sitios (26,7), j = 1,2,..,51,
supondo C' = 0.0001 dentro da regiao R.
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Figura 5.4: Graficos das populagoes de M;, M3, S e I, na geracao t = 1000 nos
sitios (26,7), 7 = 1,2,...,51, sendo C' = 0,0001 na regiao R e C' = 500
fora de R.

Neste caso, tomamos C' muito proximo de zero, para verificarmos o com-
? 7
portamento das solucoes quando praticamente nao temos acumuladores

de ovos dos mosquitos.

Com a diminuicao quase que total da capacidade dos criadouros na
regido R, as populac¢oes de mosquitos suscetiveis (M;), de mosquitos
infecciosos (M3) e de humanos infecciosos (/) desapareceram em quase

toda a area da regiao R, sendo que fora desta, tendem ainda ao mesmo
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valor de equilibrio endémico do capitulo 4. Com relagao a populagao
de humanos suscetiveis (5), esta atingiu o valor do equilibrio livre da
doenca (ver Figura 4.5) dentro da regido R, sendo que fora, o valor da

populacao nos sitios, é o mesmo que do equilibrio endémico.

Através das situacoes acima, concluimos que a diminuicao no nimero
de acumuladores de mosquitos (ou entdo, na capacidade dos criadouros) pode nos
levar ao desaparecimento da doenca no meio, sendo que esta desaparece da regiao
especifica na qual a capacidade dos criadouros é muito pequena. Por outro lado,
nos sitios fora de R, as populacoes sao mantidas no valor de equilibrio endémico do

capitulo 4 (como se nao existisse tal regiao R, onde C' foi reduzido).

5.2 Variando a Area de Acao

Considerando novamente um habitat constituido por um reticulado 51 x
51, estamos agora interessados em investigar se existe uma area de agao minima, tal
que o efeito de controle da doenca, através da reducao de C' dentro desta area, seja

observado (em todo o habitat e ndo apenas dentro da regiao R especifica).

Para isso, variaremos a regiao central R interior ao reticulado 51 X
51 (ver Figura 5.1) e verificaremos o que acontece com a doenga no ambiente a
medida que aumentamos essa regiao. A regiao R tem a mesma forma anteriormente
especificada (quadrado concéntrico). As possiveis dimensoes para a regiao R sio as
seguintes: (2n + 1) X (2n+ 1), com n = 0,1,...,24. No que segue, apresentaremos
os resultados obtidos para cinco entre estas configuragoes, a saber: 1 x 1, 11 x 11,
19 x 19, 33 x 33 e 35 x 35. A situacao com R de tamanho 21 x 21 foi apresentada

na se¢ao anterior (Figura 5.4).

Na pratica, reduzir C' em alguma regiao R significa que, nesta regiao R,
sao promovidas campanhas para a eliminacao do mosquito transmissor do virus da

dengue; suponha que a campanha deu certo nesta regiao e que praticamente todos
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os acumuladores de ovos foram retirados. A questao é: qual é a menor area na qual
se deve fazer a campanha - relacdo custo beneficio - (supondo que ela tenha um
6timo resultado), para que a doenca seja erradicada em todo o ambiente (inclusive

fora de R)?

Nos casos abaixo, vamos considerar diversos tamanhos para a regiao
R, na qual C' = 0.0001, e analisar, através dos graficos da solugao de S e de I, em
t = 1000, o que acontece com o sistema quando ele estd em equilibrio. Também
serao considerados os graficos das densidades populacionais de S e de I em todo o
habitat, onde a cor mais escura equivale a menor nimero de individuos; cortes em
i = 26 nestes graficos correspondem aos graficos de S e de I nas posigoes (26, 7),
j=1,2,...,51, apresentados. Os gréficos das figuras foram tragados em escalas dife-
rentes, sendo que, como ponto maximo do intervalo mostrado no eixo vertical para
cada compartimento, colocamos o maior valor dentre todos os dos sitios considera-

dos.

1°) Consideremos inicialmente uma regiao R de tamanho 1 X 1, ou seja, a regiao
em que acontecerd a campanha é constituida apenas pelo sitio central,

onde se situa inicialmente a populagao de humanos infecciosos.
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Figura 5.5: Graficos dos compartimentos dos humanos suscetiveis e infecciosos na
geragao t = 1000, nos sitios (26,7), 7 = 1,2, ...,51, sendo C=0,0001 na
regiao R de tamanho 1 x 1.
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Na Figura 5.5 temos os graficos da distribui¢ao das populagoes de hu-
manos suscetiveis (S) e de humanos infecciosos (I), nos sitios (26, 7)
com j = 1,2,....51, na geracao t = 1000. As densidades populacio-
nais de humanos suscetiveis e humanos infecciosos, respectivamente, na

geragao t = 1000, em todo o ambiente, sao apresentados na Figura 5.6.

Distribuicao espacial das densidades populacionais na geragao t = 1000,
para C=0,0001 na regiao R de tamanho 1 x 1: (a) humanos suscetiveis
e (b) humanos infecciosos.

Considerando uma regiao R constituida por apenas um sitio, obser-
vamos na Figura 5.5, que as populagoes tanto de humanos suscetiveis
quanto de humanos infecciosos tendem ao mesmo nivel de equilibrio

endémico do capitulo 4 (ver Figura 4.7), sem esta regiao R.

Na Figura 5.6, através dos gréficos das densidades populacionais, con-
firmamos que, em todo o dominio, a populacao tanto de humanos sus-

cetiveis quanto de humanos infecciosos vao para o equilibrio endémico.

Sendo assim, concluimos que é necessario ampliar a regiao da cam-

panha, se quisermos erradicar a doenca.

2°) Consideremos agora uma regiao R de tamanho 11 x 11, centralizada no habitat,

constituida por 121 sitios, nos quais acontecera a campanha.

Na Figura 5.7 temos os graficos da distribui¢ao das populagoes de hu-

manos suscetiveis (S) e de humanos infecciosos (I), nos sitios (26, 7)
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com j = 1,2,....51, na geracao t = 1000. As densidades populacio-
nais de humanos suscetiveis e infecciosos, respectivamente, na geragao

t = 1000, em todo o ambiente, sao apresentados na Figura 5.8.
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Figura 5.7: Graficos dos compartimentos dos humanos suscetiveis e infecciosos na
geragao t = 1000, nos sitios (26,7), j = 1,2,...,51, sendo C=0,0001 na
regiao R de tamanho 11 x 11.
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Figura 5.8: Distribuicao espacial das densidades populacionais na geracao ¢t = 1000,
para C=0,0001 na regiao R de tamanho 11 x11: (a) humanos suscetiveis
e (b) humanos infecciosos.

Comparando com a Figura 5.5, observamos mudangas no estado de
equilibrio endémico tanto na populacao de humanos suscetiveis quanto

na de humanos infecciosos, porém a doenca ainda encontra-se em todo
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ambiente, sendo que em nivel bem menor dentro da regiao R, do que
fora dele. Os sitios fora de R, para ambos os compartimentos, tendem

ao mesmo nivel de equilibrio endémico do capitulo 4.

As observagoes acima sao confirmadas através dos graficos das densi-

dades populacionais apresentados na Figura 5.8.

Portanto, necessita-se ampliar ainda mais a regiao da campanha, se

quisermos erradicar a doenca.

3°) Consideremos a regiao R de tamanho 19 x 19, centralizada no habitat, consti-
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tuida por 361 sitios, onde acontecerd a campanha.

Na Figura 5.9 temos os graficos da distribuicao das populagoes de hu-
manos suscetiveis (S) e de humanos infecciosos (I), nos sitios (26, 7)
com j = 1,2,....51, na geracao t = 1000. As densidades populacio-
nais de humanos suscetiveis e infecciosos, respectivamente, na geragao

t = 1000, em todo o ambiente, sao apresentados na Figura 5.10.
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Graficos dos compartimentos dos humanos suscetiveis e infecciosos, na
geragao t = 1000, nos sitios (26,7), j = 1,2,...,51, sendo C=0,0001 na
regiao R de tamanho 19 x 19.

Ao considerarmos esta regiao R, também ocorrem mudancas no es-
tado de equilibrio endémico, tanto na populacao de humanos suscetiveis

quanto na de humanos infecciosos, porém, diferente do que acontece no
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: Distribuicao espacial das densidades populacionais na geracao
t = 1000, para C=0,0001 na regiao R de tamanho 19x 19: (a) humanos
suscetiveis e (b) humanos infecciosos.

caso anterior, nao ha casos da doenca dentro de R. Os sitios fora de R,
para ambos os compartimentos, também tendem aos mesmos valores

do equilibrio endémico do capitulo 4.

Para este caso, obtivemos resultados mais satisfatérios, ji que con-

seguimos eliminar a doenca em uma parte do ambiente considerado.

Isto pode ser confirmado através da Figura 5.10, cujos graficos das den-
sidades populacionais mostram que, em uma grande parte do habitat, a
populacao tanto de humanos suscetiveis quanto de humanos infecciosos
vao para o equilibrio endémico e, na regiao R, a populagao de humanos
suscetiveis aumenta atingindo o valor do equilibrio livre da doenca e
a populagao de humanos infecciosos vai a zero. Ou seja, o equilibrio

endémico da lugar ao equilibrio livre da doenca (S* = 500, I* = 0).

Para conseguirmos um resultado melhor, é importante continuarmos
aumentando a regiao da campanha para tentar eliminar o mosquito, se

quisermos erradicar a doenca em todo o habitat.

Visto que, para a regiao [ x [ = 11 x 11, ainda nao tinhamos a doenca
erradicada e para a regiao [ X [ = 19 x 19 a doenga fora erradicada,

podemos neste momento afirmar que existe um valor "critico", ., onde
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13 < 1. <19, tal que a doenca é erradicada dentro da regiao [ x [
centralizada no habitat, sempre que [ > [.; no entanto, fora de R, as

populacoes se mantém nos valores do equilibrio endémico.

4°) Consideremos a regiao R de tamanho 33 x 33, centralizada no habitat, consti-

5007

400

300+

200+

100+

tuida por 1089 sitios, onde acontecera a campanha.

A regiao 21 x 21, com este mesmo valor de C, ja foi examinada na se¢ao

anterior.

Na Figura 5.11 temos os graficos da distribuicao das populagoes de
humanos suscetiveis (S) e de humanos infecciosos (), nos sitios (26, j)
com j = 1,2,...,51, na geracao t = 1000. As densidades populacionais
de humanos suscetiveis e infecciosos, respectivamente, na geragao

t = 1000, em todo o ambiente, sao apresentados na Figura 5.12.
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Graficos dos compartimentos dos humanos suscetiveis e infecciosos, na
geragao t = 1000, nos sitios (26,7), 7 = 1,2,...,51, sendo C=0,0001 na
regiao R de tamanho 33 x 33.

Para este caso, as mudancas ocorrem em uma regiao consideravel do
ambiente porque R é grande, sendo que, dentro da regiao R, o equi-
librio é aquele livre da doenca; o mesmo que ocorre em R de tamanho
19 x 19. Nos sitios fora de R, os valores de equilibrio, para ambos os

compartimentos, ainda sao os do equilibrio endémico do capitulo 4.
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: Distribuicao espacial das densidades populacionais na geracao
t = 1000, para C=0,0001 na regiao R de tamanho 33 x 33: (a) humanos
suscetiveis e (b) humanos infecciosos.

Isto pode ser confirmado através da Figura 5.12, cujos graficos das
densidades populacionais confirmam que, em uma parte do dominio
(menor que a dos casos anteriores), a populagdo tanto de humanos
suscetiveis quanto de humanos infeciosos vao para o equilibrio endémico
e, na regiao R, a populacao de humanos suscetiveis aumenta chegando
no valor do equilibrio livre da doenca e a de humanos infecciosos vai a

zZero.

Para este caso, obtivemos resultados ainda mais satisfatorios, ja que
conseguimos erradicar a doenca em uma area maior, decorrente do au-
mento da area onde é implementada a campanha. Porém ainda nao

conseguimos eliminar a doenga em todo o habitat.

5°) Consideremos agora uma regidao R de tamanho 35 x 35, centralizada no habitat,

constituida por 1225 sitios, onde acontecerd a campanha.

Na Figura 5.13 temos os graficos da distribuicao das populagoes de
humanos suscetiveis (S) e de humanos infecciosos (), nos sitios (26, j)
com j = 1,2,...,51, na geracao t = 1000. As densidades populacionais
de humanos suscetiveis e infecciosos, respectivamente, na geragao

t = 1000, em todo o ambiente, sao apresentados na Figura 5.14.
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Graficos dos compartimentos dos humanos suscetiveis e infecciosos, na
geragao t = 1000, nos sitios (26,7), 7 = 1,2,...,51, sendo C=0,0001 na
regiao R de tamanho 35 x 35.

Desta vez, conseguimos o resultado tao esperado, o da erradicacao da
doenca, inclusive fora de R, isto é, em todo o habitat. Na Figura
5.13, podemos observar que a populacao de humanos infecciosos é total-
mente nula em todos os sitios e que a populacao de humanos suscetiveis

é totalmente suscetivel.

Através da Figura 5.14, os graficos das densidades populacionais confir-
mam que em todo o habitat, a populacao tanto de humanos suscetiveis
quanto de humanos infeciosos vao para o equilibrio livre da doenca, ou
seja, a populacao de suscetiveis tende para total de S = 500 em cada

sitio e a populacao de infecciosos é nula.

Portanto, nao ha a necessidade de aumentarmos mais a regiao de cam-
panha para a erradicagao da dengue em todo o ambiente, pois esta ja

estd erradicada. Isto seria um custo desnecessario para a comunidade.
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Figura 5.14: Distribuicao espacial das densidades populacionais na geracao
t = 1000, para C=0,0001 na regiao R de tamanho 35 x 35: (a) humanos
suscetiveis e (b) humanos infecciosos.

Com relagao ao espalhamento da dengue, diminuir a capacidade dos
criadouros, através das retiradas de acumuladores de ovos dos mosquitos, mostrou-
se uma boa alternativa, entre as estratégias de controle, tao importantes para a

erradicacao de doencas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, no capitulo 1, comecamos com o estudo de um modelo
de transmissao da dengue continuo, proposto por Yang et al. (2009), constituido
de oito equacoes diferenciais ordinarias, sendo que quatro delas representavam os
compartimentos relacionados aos mosquitos (Fase Aquatica, Mosquitos Suscetiveis,
Mosquitos Expostos - ou Infectados - e Mosquitos Infecciosos) e, as outras quatro
equagoes, representavam os compartimentos relacionados aos humanos (Humanos
Suscetiveis, Humanos Expostos ou Infectados, Humanos Infecciosos e Humanos Re-

cuperados).

Deste modelo continuo, calculamos os equilibrios os quais foram iden-
tificados como: livre da doenca sem mosquitos, livre da doenga com mosquitos e
o endémico. Apresentamos o estudo da estabilidade para cada um dos equilibrios;
graficos mostrando o comportamento do sistema também foram acrescentados no

decorrer do capitulo.

No capitulo 2, propusemos um modelo discreto de transmissao da dengue,
constituido por oito equacoes a diferencas. Através de alguns testes, verificamos que
o modelo estava de acordo com o esperado e, iterando o sistema, observamos o
comportamento das solugoes para cada compartimento do modelo, bem como veri-
ficamos para que tipo de equilibrio o sistema se dirigia. Com este modelo discreto

observamos os seguintes equilibrios: o livre da doenga e o endémico.

O modelo discreto no tempo, cujos termos foram construidos a partir
de equacgoes continuas semelhantes, possui comportamentos qualitativos analogos
aos do modelo continuo, correspondendo porém a valores de parametros distintos.
Pelo fato dos parametros do modelo discreto nao serem os mesmos que os do modelo

continuo, nao fizemos comparacoes quantitativas entre esses dois modelos.

Um objetivo relevante deste trabalho, foi o de acrescentar uma estrutura

espacial na dinamica do sistema discreto e verificar o que acontecia com a solucao
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em funcao da posi¢ao e do tempo, isto é, em cada sitio com o passar das geragoes.
Para isso, utilizamos uma abordagem de Redes de Mapas Acoplados em um

reticulado (rede, ou malha, retangular) de tamanho 49 x 49.

Ao considerarmos modelo com equacoes diferenciais, sem levar em conta
a localizagao da populacao no espaco, estamos supondo que o modelo descreve a
dindmica de um sistema cuja populacao esteja bem misturada. Ao considerarmos
uma estrutura espacial, podemos explorar o comportamento do sistema em popula-
¢oes com densidades diferentes dependendo do local considerado, como por exemplo,
os focos de doencas. O tempo pode ser medido através de geracoes ou ser conside-

rado continuo.

Neste trabalho, fizemos um estudo do comportamento da solucao uti-
lizando rede de mapas acoplados para estruturarmos o espaco a partir de um mo-
delo com tempo discreto; depois, fizemos uma comparacao do modelo em tempo
discreto sem espaco com aquele utilizando estrutura espacial. Outro enfoque seria
considerar uma malha de coordenadas (7, j) mantendo o tempo continuo (FUNK
et al., 2005), e assim trabalhar com um modelo formado por equagoes diferenciais
ordinarias (continuo no tempo) porém com densidade populacional dependendo da
posi¢do no espaco discreto (sitio), comparando assim, o comportamento do sistema
continuo no tempo sem estrutura espacial com o continuo no tempo com estrutura

espacial.

A abordagem do sistema através das redes de mapas acoplados esta
desenvolvida no capitulo 3. Considerando a movimentacao das populacoes de cada
compartimento do sitio (7, 7) apenas entre os quatro sitios vizinhos mais proximos e,
considerando que as populagoes da fase aquética e a de humanos infecciosos nao se
movimentam, estudamos a evolucao temporal das solucoes do sistema nos diversos
sitios do reticulado, e apresentamos os graficos correspondentes as diversas situagoes

exploradas. As condicoes de fronteira utilizadas foram do tipo reflexivas.
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Comparamos os comportamentos obtidos a partir dos modelos sem e
com estrutura espacial, quando ambos se dirigiam para o equilibrio endémico. Con-
cluimos que a doenca se espalha mais lentamente, quando estamos considerando
uma estrutura espacial, e justificamos este fato por estarmos considerando contato

apenas com os vizinhos mais proximos e nao diretamente com toda a populacao.

Para finalizar este trabalho, nos preocupamos em investigar uma al-
ternativa para a erradicao da doenca, através da reducao da capacidade dos cri-
adouros (podemos interpretar isso como retiradas de acumuladores de ovos dos
mosquitos); obtivemos sucesso na determina¢ao de um tamanho minimo de regiao,a
saber, 35 X 35, na qual a adogao desta técnica teria como efeito erradicar a doenca
nao apenas nesta regiao especifica, mas também em todo o habitat de tamanho
49 x 49; ou seja, conseguimos mudar o estado assintotico, de equilibrio endémico

para equilibrio livre da doenca.

O ambiente considerado para este trabalho é um ambiente planejado
com simetrias e homogeneidades, dificilmente encontrados na natureza; portanto,
nao é o de uma situacao real. Estudos podem ser feitos, considerando um ambi-
ente real, onde a distribuicao espacial é heterogénea, ou seja, em cada sitio tem-se
numeros diferentes de individuos para cada compartimento e, com isso, buscar equi-

librios também heterogéneos (padroes).

Outras extensoes deste trabalho poderiam ser:

- utilizar parametros mais realisticos para o sistema. Yang e Ferreira (2008) fazem
um estudo sobre a dengue considerando um modelo formado por 10
compartimentos, sendo que trés deles sao os compartimentos da Fase
Ovo, da Fase Larva e da Fase Pupa, respectivamente. O modelo inclui
efeitos de sazonalidade através de seus parametros, justificado pelo fato
de o crescimento da populacao de mosquito depender da época do ano.
O autor divide o ano em dois periodos, sendo um deles denominado

favoravel (temperatura e umidade elevadas) e o outro, de maior du-
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racao, desfavoravel. As taxas que diferem nesses periodos sao as da fase
aquatica (ovo, larva e pupa) e a de mortalidade do mosquito adulto.
Neste trabalho é investigada a redugao na populagao de mosquitos e
no numero de individuos infecciosos, quando um tnico mecanismo de
controle é introduzido na regiao (larvicida, inseticida ou remocao de
recipentes). No nosso trabalho, nao foi possivel utilizar os parametros

deste artigo, visto que os mesmos nao se adaptam ao nosso modelo.

trabalhar com uma estrutura espacial mais realistica, construida a partir de algum

banco de dados disponivel;

explorar o efeito da fragmentacao da area de controle, considerando criadouros

grandes e pequenos em uma regiao heterogénea;

diversificar tipos de movimentos no habitat: em vez de difusao simples, podemos
supor movimentos de taxia com relacao a alguma substancia quimica

(inseticida), por exemplo;

verificar o efeito causado no comportamento do sistema ao considerarmos a movi-

mentagao dos humanos infecciosos nao nula (p; # 0);

com dados reais, comparar as velocidades de invasao para os dois casos: com
populacao inicial de humanos infecciosos e com populagao inicial de

mosquitos infecciosos;
explorar estratégias de controle que alterariam outros parametros do modelo;

modelar a vacinagao contra os distintos sorotipos da dengue.
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Apéndice A LINEARIZACAO DE SISTEMAS
CONTINUOS AUTONOMOS

Considere o Sistema de Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem Nao-
linear e Auténomo de ordem n, cuja variavel independente é o tempo e as variaveis

dependentes sao x(t), xa(t), ..., ,(t)

dﬂfl

W P 1)), ),

CZ.TQ

— = Paai(0).z2(0), - za(t)), (A1)
dzx,,

- = Po(z1(t), w2(t), ..., (t)).

E praticamente impossivel encontrarmos a solucao analitica do sistema
acima por causa da existéncia dos termos nao-lineares. Neste caso, somente solugoes
numéricas sao possiveis de serem encontradas utilizando algum método numérico

adequado.

Um Ponto de Equilibrio ou Estado Estacionario é um ponto

*

*) no espago das variaveis dependentes tal que, se o estado do sistema

* *
(xf, 25, ... x
for exatamente este ponto, o sistema nao variard, ou seja, permanecera neste ponto,

isto é: Pj(xf, x5, ...,2%) = 0 para todo i = 1,2, ..., n.

Um ponto de equilibrio pode ser estavel ou instavel. Um ponto de
equilibrio é dito estavel se depois de um certo tempo as trajetorias do sistema se

aproximarem dele, caso contrério, ele é dito instavel.

A Linearizacao do Sistema é um procedimento adotado para conhe-
cermos o comportamento qualitativo das solugoes, estando estas proximas de um

determinado Ponto de Equilibrio:

X* = (at, a5, ...,2%) (A.2)

n
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ou seja, quando:

z1(t) = 2] + &1(1), w2(t) = 23+ &(1), .y @a(t) = 27 + &a(D), (A.3)
com &, &, ...,&, valores muito pequenos.

Substituindo (A.3) no sistema (A.1), obtemos

% = Pi(a] +&(1), 25 + &), ..., @, + &(t)),
% = Pz} + & (1), x5+ (L), ... x) + (L)), (A.4)
% = P,(a] +&(t), x5+ &(t), ..., xh + &u(1)).

Para as fungoes do lado direito de (A.4), podemos escrever suas ex-

pressoes em Série de Taylor, como segue:

P&} + E4(t), o + 0(1) = {gi}x )+ +[ ]X
BT
Py(af + & (1), . x) + &u(t) = [g—ﬂ (&) [ ]X
4{i§} {2} +m,
P+ 60 i &) = 52| @+ 5| €
5], & 3],

onde usamos o fato de que B()?*) =0, paratodoi=1,2,...,n
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..., &, sao valores muito pequenos, temos que os termos

quadraticos, bilineares e os de ordem maior que 2, nas expansoes acima, Sa0 menores

ainda. Desprezando esses termos e considerando apenas os termos lineares podemos

escrever uma aproximagao linear para o sistema (A.4), como segue:

dé
dt
dé
dt

s,
dt

Q

Q

Q

| Ox

| Ox

| Oz

oP, ]

0P,

0P,

Ix

1

11X

—

X

1]

f1+...+|:
£1+...+|:
§1+...+{

que pode ser escrito matricialmente da seguinte forma:

ou seja:

onde J(X*) = J(a%, 25, .., @

P

o1

P

ox1

OPy

o1

*
n

0P,

Oxo

0P

Oy

Oz

0P,

£=J(X")E,

oP;
Oxn

oP
Oxn

oP,
Oxn

—

XK=

8P1}
En.s
8xn X
0P,
axj N €n, (A.5)
0P,
| e
&1
“ 1 @e
&n

* *
(xl,x27...,x;§)

) é a matriz do sistema linearizado, também denomi-

nada matriz Jacobiana do sistema (A.1), definida por

J(X*)

—

Py
ox
oP
Ox1

P,
o0z

P
oxo

or,
Oxo

OP,
Oxzo

Py
Ozn,
OP,
Oxn

P,
OTn

e £(t) é o vetor coluna (& (1), & (1), ..., & (1))

X*:(x’l‘,xg,...,x,’;)

A solucao do sistema (A.6) ¢ dada pela combinacao linear:
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g(t) = ClﬁleAlt -+ 02?726)\2t + ...+ CnﬁneAnt, (AS)

onde \; com ¢ = 1,...,n sao os autovalores da matriz Jacobiana do sistema e 7; com

1 =1,...,n sao os autovetores correspondentes a estes autovalores.

Os autovalores A;, Ao, ..., A, da matriz Jacobiana sao as raizes do

Polindmio Caracteristico dado por
P(\) = det(J(X*) — AI), (A.9)

onde I é a matriz identidade de ordem n e o autovetor ¥; relacionado ao autovalor

Ai, com ¢ = 1,...,n satisfaz a equacao:

J(X*)0 = A

De (A.3) vemos que, para que a solucao X () = (21(t), 22(t), ..., zn(t))
do sistema (A.1) tenda ao ponto de equilibrio, quando X (t) estiver proximo do
equilibrio, é necessario que g(t) — 0 quando ¢ — co. Para tanto, é necessario que
a parte real de todos os autovalores da matriz Jacobiana (A.7) seja negativa.

Neste caso, o equilibrio é dito linearmente estavel.

Para verificarmos os sinais da parte real dos autovalores, sem precisar
calcular estes autovalores, podem ser usadas as condi¢oes de Routh-Hurwitz, que

apresentaremos no Apéndice B.
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Apéndice B SOBRE AS RAIZES DE UM
POLINOMIO

B.1 As Condicoes de Routh-Hurwitz

As condicoes necessarias e suficientes para que as raizes de um polinomio

de grau n:

POA) = A"+ a N+ a\" 2+ ap A+ ap,

(B.1)

onde a;, 1 = 1,...,n, sdo todos coeficientes reais e a, # 0, tenham parte real ne-

gativa sao as Condi¢oes de Routh-Hurwitz. Exitem varias formas equivalentes

para estas condicoes, uma das quais é constituida por:

an, >0,
juntamente com,

D, = a; > 0,

a, a
Dy = det| = | >0,

1 a

ap as as

0 ap das

a; agz das

1 ay au

0 a asz . . .
D, = det > 0,

0 1 a9

0 0 Qg

parak=1,..,n—1.

(B.2)

(B.5)

(B.6)
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B.2 Uma outra forma de analisar raizes de um polinémio

Nesta se¢ao, adotaremos a abordagem de Leite, Bassanezi e Yang (2000)
para mostrar que o polindmio Hs(A), obtido ao analisar a estabilidade de um dos
equilibrios livres da doenga no modelo SEIR continuo, dado em (2.35), admite raizes

reais e negativas.
12 Parte: Os autovalores (as raizes) de H,()\) sao reais.
Para mostrarmos este fato, temos:

Qo

que nao admite raiz complexa com parte imaginaria nao nula, isto é, do tipo ¢+ dz,

Hy(\) = (a+u+A)(7+uf+A)(n+u+>\)(uf+A)—ayﬁhﬁm(}Z—;< —i) (B.7)

com d # 0, pois substituindo em
Hy(\) =0, (B.8)

isto é, em

(+p+ N0y +pr+ A0+ p+ M) (g +A) = owﬁhﬁmCZ—Z (1 - &) , (B.9)

A por ¢+ di, o lado esquerdo serd uma expressao do tipo A + Bdi, onde A e B sao

reais nao nulos, enquanto que o lado direito é sempre real; portanto, conclui-se que

d=0.

22 Parte: Dado que as raizes de H;(\) sdo reais, se o seu termo

independente for positivo, entao as suas raizes sao negativas.

Para mostrarmos este fato, temos que, sendo A uma raiz de Hy() dado

em (B.7), podemos escrever:

(0 1 )0+ 1+ )0+ 0 D)ty + ) = 093, C (1 _ Qi) . (B.10)

e queremos mostrar que, se o termo independente

s = 04 100+ 1) (0 1)) = 73, C 2 (1-2) (B.11)
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for positivo, entao todas as raizes \; (1 = 1,2, 3,4) sao negativas.

Isto se prova por contradicao, supondo que exista algum A; > 0 e

mostrando que esta hipotese implica em a4 < 0.

Suponhamos que exista um autovalor A; > 0, para algum :. Entao

() (v + )+ ) (pp) < (a4 p+ N0y +pp+ )0+ p+X) (g +A).

Por outro lado, usando (B.10), concluimos que:

1
(@t W+ i+ ) < 072 (1 )
wr Qo
que podemos escrever da forma:
1
(@ + 1) (v + ) (0 + 1) (1g) — @B C 2 (1 —~ —) <0. (B.12)
1233 Qo

Reconhecendo que o termo do lado esquerdo da desigualdade de (B.12)
é o proprio a4 dado em (B.11), concluimos que a4 < 0. Mostramos, entao, que se

existir \; > 0, temos a4 < 0.

Portanto, se ay > 0, temos que os autovalores do polinémio (B.7) sao

negativos.
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Apéndice C PASSAGEM DO CONTINUO
PARA O DISCRETO

Nos itens abaixo, veremos algumas situagoes em que, a partir de uma
equacgao continua, geramos uma equacao discreta equivalente, no sentido de que os

pontos (t,x;) do modelo discreto estejam sobre a curva z(t) X t do modelo continuo.

a) Um modelo representando decaimento exponencial

De acordo com Gurney e Nisbet (1998), uma aproximagao discreta para

o modelo continuo:

dN
— = —aN, N(0) = Ny, (C.1)
dt
cuja solucao é dada por
N(t) = Nge_at, (02)

pode ser obtida considerando um incremento At, de modo que o tempo
final seja dado por ¢t + At e a condigdo inicial corresponda a t (At

representaria a duracao de uma geragao), donde obtém-se:

Nt—l—At = Nte_aAt. (CS)

Tomando At = 1, isto é, contando o tempo em nimero de geragoes, o

modelo discreto equivalente a equacao (C.1) é dado por:

Nt+1 = Nte_a. (04)

Na Figura C.1, apresentamos as solugoes para os modelos continuo (C.1)
e discreto (C.4), para um mesmo valor de « e de Ny. Estes graficos estao
sobrepostos, evidenciando que os pontos correspondentes ao modelo

discreto situam-se sobre a curva correspondente ao modelo continuo.

O modelo C.1 é o modelo de Malthus quando, na populagao conside-

rada, ocorrerem mais mortes do que nascimentos.
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Figura C.1: Gréafico das solugoes dos modelos continuo (C.1) (linha) e discreto (C.4)
(pontos) sobrepostos, para valores de a = 0.5 e Ny = 30.

Uma extensao do raciocinio acima leva a concluir que, para o problema

de valor inicial continuo:

dx

- = alk —z), z(0) = o, (C.5)

que tem como solucao

a versao discreta seria:

T =k + (v, — k)e ™. (C.6)

Na Figura C.2 temos as solu¢oes para os modelos (C.5) e (C.6) sobre-

postas.
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Figura C.2: Gréafico das solugoes dos modelos continuo (C.5) e discreto (C.6) sobre-
postos, para valores de a = 0.2, g = 30.

b) O Modelo Logistico

Para o modelo Logistico, que inclui um termo quadratico representando
a competicao entre individuos de mesma espécie:

C;—]Z =rN(t) <1 — %) , (C.7)

temos que, se r < 2, o modelo discreto equivalente é o modelo de Richer,

dado por

TN

Nip1 = Nee"(55) = e Npe 5 (C.8)

Para valores de » > 2, 0o modelo de Richer apresenta ciclos e caos.

Na Figura C.3 temos as solugdes para os modelos (C.7) (curva continua)
e (C.8) (pontos) sobrepostos, evidenciando a equivaléncia entre estes

modelos para r = 0.2, Ny = 30 e £ = 200 em ambos os casos.
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Figura C.3: Gréafico das solugoes dos modelos continuo (C.7) e discreto (C.8) sobre-
postos, para valores de r = 0.2, Ny = 30 e k = 200.

c) A Lei de Agao das Massas em Modelos Continuos de duas espécies
De acordo com Kot (2001), considere o seguinte:

e Primeiramente, o niimero de encontros N, entre as populacoes x

e y é proporcional ao produto de suas densidades, ou seja,
N, = azxy,

onde « ¢ a taxa de contato entre x e y.

e Uma segunda suposicao é que, para cada individuo da populacao

Y, 0s encontros com x acontecam aleatoriamente.

Seja f(k) a probabilidade que z tem de ser encontrado k vezes num

tempo ¢.

Pelo fato do niimero de encontros serem aleatorios, nés podemos repre-
sentar a probabilidade de k encontros, por uma distribuicao baseada no

nimero médio de encontros que acontecem por unidade de tempo.

A distribuicao de Poisson,

Aee—A
TR

f (k) (C.9)
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¢ uma distribuicao de probabilidade discreta, que expressa a probabi-
lidade de ocorrer um nimero k£ de eventos em um intervalo de tempo

fixo, conhecido o nimero médio, A, de ocorréncias neste intervalo.

Como o numero de encontros é dado por N, = axy, concluimos que

N,
A="—"=ay, (C.10)
x
e, portanto, de (C.9)
a ke—ozy
F(k) = % (C.11)

Considerando que a probabilidade de nao haver encontros de x com y
durante o tempo de vida de z corresponde a k = 0 (ou seja, a populagao
x permanecera como no tempo anterior, no mesmo compartimento),

entdo de (C.9), f(0) = e .

Assim, o termo axy que representava o contato entre x e y, tranferindo
populacoes do compartimento x para o compartimento ¥, é entao subs-

tituido pelo termo

xe Y, (C.12)

que representard a populacao que permanece no compartimento x.
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