Teoria de Espacos Girovetoriais

Espacos Vetorials

O que vem a ser um vetor? Por definicao, dize-
mos que é um vetor, aquilo que for elemento de
algum espaco vetorial. Para a maioria dos proposi-
tos € comum que nem nos facamos esta pergunta,
visto que pelo habito - talvez vicio - somos capazes
de mecanicamente identificar certos objetos como
vetores, ao ponto de, por vezes, nos darmos a liber-
dade de confundir os significados das palavras.

E 4gil interpretar u-plas do R, matrizes nx1, le-
tras sotopostas a setas, as imagens das setas em
si, somas entre multiplos de "i's, "j"s e "k"s, todos
como vetores. Em geral, esta interpretagao faz sen-
tido, mas mais do que isso: é frequente que es-
teja associado a esta um certo carater geométrico,
posto que os conjuntos que contém as familias
destes objetos tém em comum sua forma, que €
a do espaco euclidiano (variando-se as vezes a di-
mensao).

Neste caso, entende-se que de certo modo é pos-
sivel estabelecer um elo entre a geometria euclidi-
ana e a algebra, que dizemos algebra linear. Assim
é que usamos as ferramentas que obtemos da se-
gunda (a algebra linear), para inferir resultados so-
bre a primeira (a geometria euclidiana), e mais: este
uso mostra-se bastante proveitoso, como atestado
pelo fato de que a ele recorremos com frequéncia.
Talvez com algum exagero se possa conceber, por-
tanto, que alguma parcela da teoria dos espacos
vetoriais compoe uma espécie de exoesqueleto al-
gébrico a geometria de euclides, e - agora sem ex-
agero algum - que isto é benéfico.

Espacos Girovetoriais

Sugere-se entao a seguinte pergunta: existira
para a geometria hiperbdlica alguma espécie de es-
trutura algébrica conveniente, pelo meio da qual
possamos trabalha-la de maneira analoga ao que
percebemos no caso da geometria euclidiana e dos
espacos vetoriais?

Respondemos que sim. Nao é imediato que se
devesse esperar uma resposta afirmativa; menos
ainda que seja evidente a natureza desta estrutura.
Mas ha. Emerge a custo de propriedades bastante
fundamentais, como a comutatividade da adicao,
ou a associatividade, e ainda assim, se mostra util,
produtiva.

Construcao

Pensemos um pouco mais na correspondéncia
entre alguns espacos vetoriais e o espaco euclid-
iano, manifesta na maneira como concebemos os
vetores em si. Uma maneira de construi-los é a
seguinte: primeiro, consideramos o conjunto de to-
dos os segmentos do espaco; da natureza dos ele-
mentos deste conjunto pretendemos que os vetores
herdem o que chamamos de magnitude, e de di-
recao.
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Depois, tomamos um conjunto um pouco mais
sofisticado, o de todos os segmentos orientados.
Da orientagdo, queremos o sentido.

A cada um destes segmentos orientados, corre-
sponde uma translacao (a que leva um extremo no
outro, conforme a orientacao). A funcao que a cada
um deles associa a devida translacao, porém, nao é
injetora.

Por isso, podemos quocientar o conjunto de-
cidindo que dois elementos se equivalem se as
translagcdes correspondentes sao as mesmas. As
classes que obtemos, podemos entender por ve-
tores, e é conveniente observar que se associam
uma a uma as translagdes euclidianas. Mais do que
isso: que faz sentido considerar apenas os repre-
sentantes cujo o primeiro extremo é um ponto ar-
bitrario O qualquer, como usualmente se faz.

Isto conduz uma construcao semelhante no caso
hiperbdlico, e avancamos sem complicagoes até a
construcao do conjunto dos segmentos orientados.
Neste caso, queremos associar a cada um destes
objetos a translacao que leva, novamente, um de
seus extremos no outro, respeitando a orientacao,
e fixando a reta suporte do segmento. E impor-
tante essa ultima exigéncia, porque em geometria
hiperbodlica ha diversas translagcoes que levam um
ponto em outro, isto é: um ponto nao é o sufi-
ciente para determinar uma translacao. Observada
alguma reta, passa a ser. A associacao, por outro
lado, passa a ser bijetora, e decorre que a ferra-
menta do quociente do caso anterior, que tanto
simplifica o estudo, ndao esta mais disponivel.

A alternativa, portanto, estd em observar o
seguinte: se fixamos um ponto hiperbdlico O,
as translacoes ao longo de retas que contenham
O sao suficientes para gerar, sob a composicao,
quaisquer outras translacoes hiperbdlicas. Neste
caso, mesmo nao concebendo vetores equipo-
tentes, temos esperanca de construir um estudo
mais simples, acessivel, do que o estudo das com-
posicoes em si. Este estudo, dizemos ser o estudo
dos girovetores.
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E importante notar que enquanto a adiciao de
vetores em geometria euclidiana emula a com-
posicao de translacoes euclidianas, que é comuta-
tiva, a adicao de girovetores emula a composicao
de translacdoes que nao comutam entre si, e por-
tanto, também nao comuta. Pior do que isso: nao
é objetivamente uma representacao alternativa da
composicao, tanto € que sequer associa.

A solucao reside na introducao de um oper-
ador a mais na estrutura (denotado gyr]|, |), dotado
de algumas propriedades, das quais destacamos a
giroassociatividade:

ao(be?d) = (Ge b) @ gyr[a, b]?

e a girocomutatividade:

a® b= gyr[a,bl(bo )
Sob as quais é possivel deduzir uma quantia apre-
ciavel de teoria, atestando a funcionalidade da pro-
posta ao cumprir o papel de analogo a teoria dos es-
pacos vetoriais, isto é, confirmando a alegacao de
Ungar, responsavel pelo conceito:

"Sendo a generalizacao natural dos grupos e es-
pacos vetoriais, girogrupos e espagos girovetoriais
constroem uma ponte frutifera entre a algebra nao-
associativa e a geometria hiperbdlica, assim como
0S grupos e espacos vetoriais constroem uma ponte
frutifera entre a algebra associativa e a geometria
Euclidiana"

Expressoes

Se pensamos no plano hiperboélico por meio do
modelo do disco de Poincaré, de forma que repre-
sentamos nossos pontos pelos elementos de R? cuja
distancia a origem é menor do que um, e escolhe-
mos para O o ponto (0, 0), entao podemos expressar
nossa adi¢cdo por:

S o (@+2mvy+|v)u+ (1 —|u)v
udv= g o
(1+ 2w, v) + [ul|v])

Naturalmente, precisamos de um novo produto en-
tre os escalares e os vetores, um que corresponda
a esta adicdo, se esperamos propriedades natu-
rais, como: que somar um vetor a si mesmo seja
o mesmo que dobra-lo. A multiplicacao apropriada
se da por:

-

rov= tanh(rtanh_1(|3|));
[V

Nao é nada evidente que estas expressdes corre-
spondam ao raciocinio anterior. A verificacao en-
volvida nao é trivial. Em todo caso, essas ex-
pressoes permitem relacionar a teoria usual de es-
pacos vetoriais, com a dos girovetores, e sao uma
das formas de interpretar, perceber o significado,

do aparato algébrico que se constroi.
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