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RESUMO

O espalhamento actstico por uma superficie continuamente diferencié-
vel mas com tangente fractal, o chamado caso tipo III, primeiramente introduzido
por Jakeman em [27] e [26], tem sido tratado computacionalmente para perturbagoes
asperas de superficies planas e ilimitadas. O presente trabalho analisa teoricamente
o espalhamento actiistico de uma perturbacao aleatoria aspera de tipo III de um cir-
culo, utilizando o método de campo nulo e aproximacoes assintoticas. Os resultados
principais sao: uma expressao assintotica de baixa ordem para a onda espalhada e
o padrao de campo distante. Pela falta de artigos e livros tratando este topico, o

presente trabalho pretende servir como base para futuros trabalhos.
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ABSTRACT

The acoustic scattering by continuously differentiable surface but with
fractal tangent, the so-called type III case, first introduced by Jakeman in [27] and
[26], has been treated computationally for rough perturbations of plane unbounded
regions. The present work analises theorically the acoustic scattering of a random
rough perturbation of type III of a circle, using the null field method and asymptotic
techniques. The principal results are: an asymptotic expression of low order for the
scattered wave and the far field pattern. Due to the lack of papers and books dealing

with this topic the present work pretends to serve as a basis for future works.



1 INTRODUCAO

1.1 Informacao Basica sobre Espalhamento por Superficies

Asperas

O livro classico sobre espalhamento de onda por superficies asperas é
"The scattering of Electromagnetic waves from rough surfaces" de Beckmann e Spi-
zzichino [6], os resultados obtidos nesse livro sdo ainda utilizados como base. Beck-
mann também publicou artigos relacionados a espalhamento de onda por superficies
asperas [2], [3], [4], [5]. No livro de Bass e Fuks [1], considera-se a teoria de Kirchoff
e a teoria de perturbacoes, incluindo efeitos complicados tais como superficies "self-
shadowing" e escalas multiplas de rugosidade. O espalhamento miltiplo também
¢ considerado utilizando técnicas de equagbes integrais. Fortuin [15] fez um estudo
sobre espalhamento de onda acustica na superficie do mar, onde estudou superficies
periddicas e aleatorias. As teorias de perturbacgao e de Kirchoff sao utilizadas e mo-
delos de predigao sao comparados com observagoes experimentais do espalhamento
da superficie do mar. Outros trabalhos podem ser encontrados em Horton [18§],
Shmelev [38]|, Valenzuela [42] e Ishimaru [19]. Um trabalho especifico para ondas
electromagnéticas foi feito por McGinn e Sykes [34|. Trabalhos sobre a teoria sao
dados em Ogilvy [35], [36]. Os métodos descritivos para as propriedades estatisticas

de superficies asperas aleatorias foram estudados em Thomas [40].

O espalhamento de onda por superficies asperas foi estudado primeiro
por Rayleigh em 1877, que considerou o problema de uma onda plana monocromaé-
tica incidente normalmente numa superficie sinusoidal, [37]. Esse trabalho iniciou o
desenvolvimento do assim chamado "critério de Rayleigh", que serve para determinar

o grau de aspereza (ou rugosidade) de uma superficie.



1.2 A Natureza das Superficies Asperas

O que se conhece sobre a natureza das superficies dsperas aleatorias
¢ que nunca duas superficies asperas sao idénticas, ainda que sejam formadas por
um processo bem controlado. Para superficies criadas sob condigoes menos rigoro-
sas (tal como o mar aberto, paisagens ou uma superficie quebrada) ndo é possivel
prever a altura (ou forma) de qualquer parte da superficie mesmo que se conhega
as alturas das partes adjacentes da superficie e a natureza aleatéria é ainda mais
notoria. Assim, aquela superficie pode ser considerada como um processo aleatorio,
isto é, "um processo que nao tem memoria". Para descrever tais superficies, sao
necessarias técnicas estatisticas. Uma superficie dspera é usualmente descrita em
termos do desvio com respeito a uma "superficie de referéncia" suave. A forma e
localizagao da superficie de referéncia sao escolhidas com bom senso, de acordo com
o comportamento de longo alcance da superficie. Por exemplo, a descricao de um
cilindro aspero envolve medigoes dos desvios da altura com respeito a uma superficie
cilindrica suave, entretanto a altura da superficie de um mar &spero teria que ser
calculada com respeito a um plano suave. A natureza de uma superficie aspera é
dada principalmente por dois aspectos: primeiro, a propagacao das alturas ao redor
da superficie de reférencia e, segundo, a variacao dessas alturas ao longo da super-
ficie. Uma variedade de distribuicoes estatisticas e pardmetros pode ser utilizada
para descrever essas propriedades da superficie. A mais conhecida é constituida pe-
las fungoes de distribui¢ao da altura da superficie e das fungoes de autocorrelagao

da superficie.

1.3 Ponto de partida do Trabalho

Espalhamento por objetos fractais tém recebido grande interesse nos
recentes anos por pesquisas tedricas e experimentais que envolvem espalhamento
acustico, eletromagnético, de néutrons etc. Pelo menos dois artigos excelentes foram

publicados, [20] e [46], e um livro de Ogilvy, [36], que também trata este topico,



enquanto resultados experimentais sdo obtidos em Teixeira [39]. Em [20], fez-se uma
revisao de uma boa parte dos trabalhos de Jaggard e seus associados, publicados
em artigos por Jaggard & Kim [21], [29], [30]; Jaggard and Sun [22] ,[23], [24], [25]
e Kim, Grebel & Jaggard [28]. Mas antes, varias contribuigoes foram dadas por
Berry & Blackwell [8] e Berry [7]. No seus artigos [27]| e [26], Jakeman propoe a

classificacao de superficies em trés tipos:

(I) Superficie fractal, a qual é continua mas nao ¢é diferenciavel e tem es-
pectro de poténcia (power-law spectrum). Este tipo de superficie gera

somente difragao e efeitos de interferéncia.

(IT) Superficies variando suavemente, as quais sao diferenciaveis de todas as
ordens e tém propriedades espectrais do tipo gaussiano. Tais superficies
geram efeitos 6pticos geométricos associados a raios ou normais a frente

da onda espalhada inicial.

(III) Classe intermediaria, formada por superficies onde a altura ¢ continua e
diferenciavel mas a tangente é fractal. O conceito de raio é valido para
este modelo, mas na auséncia de derivadas de alta ordem da superfi-
cie, nao ocorrem catastrofes geométricas na propagacao das frentes de

ondas.

Uma modificagao para (I) foi proposta com a nogao de superficie "frac-
tal" de banda limitada (ver [20]). A superficie tipo (III) e a superficie fractal de
banda limitada podem ser obtidas através de uma formulagao de equacao integral.
O tipo (III) foi analisado por Macaskill em [32] em uma tentativa de estabelecer
a existéncia do "enhanced backscattering", nao obstante a analise nao seja convin-
cente. O Tnico tratamento razoavelmente rigoroso de tais problemas do qual se tem

conhecimento é dado no artigo de Jaggard and Sun [24].



1.4 Apresentacao e Objetivo do Trabalho

A discussao tratada neste trabalho é a analise do espalhamento de uma
onda incidente, com uma freqiiéncia muito grande, por uma superficie limitada do
tipo (IIT). Consideramos que essa superficie limitada possui fronteira Lipschitz, mas
a sua tangente é um fractal. Este trabalho tem como finalidade obter uma expressao
para a aproximacao de baixa ordem da onda espalhada, também obter uma expressao
para o padrao de campo distante (distante do espalhador, na literatura ¢ chamado
far field pattern), a média da segao transversal do espalhamento (mean scattering
cross-section) para campos distantes do espalhador (scatterer) e um exemplo de

superficie tipo III satisfazendo as condig¢oes impostas neste trabalho.

O trabalho é dividido da seguinte forma: no capitulo 2, definimos o
dominio (uma superficie tipo III), o problema exterior de Dirichlet para a equagao
de Helmholtz, também garantimos a existéncia e unicidade do problema em estudo.

No capitulo 3, obtemos as equacoes de campo nulo, as quais servem para obter

Ous(y)
ov

uma aproximagao de baixa ordem para , a derivada normal exterior da onda
espalhada na fronteira. No capitulo 4, utilizamos a aproximagao assintética da
funcao de Hankel de primeira espécie para obter uma aproximacao de baixa ordem
para onda espalhada. No capitulo 5, analisamos o comportamento de campo distante
da onda espalhada aproximada, u}, também obtemos uma expressdo para o padrao
de campo distante e a média da se¢ao transversal de espalhamento. No capitulo 6,

damos um exemplo de superficie tipo III. Por ultimo, no capitulo 7, apresentamos

as conclusoes.



2 A FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 O dominio Lipschitz

As coordenadas cartesianas em R? serao representados por x; e .
As coordenadas polares serdao representadas por r e ¢, onde o angulo polar ¢ é
medido com respeito ao semi-eixo positivo x; e estao relacionadas por (x,z3) =
(rcosg, rseng), mas se o ponto (xy,x2) pertence & fronteira do dominio Lipschitz,
0% definido posteriormente em (2.4), sera representado em coordenadas polares por

0 e R(0), (ver Figura 2.1).

Para obter uma perturbacao aleatoria aspera de tipo III de um circulo,

comecamos por definir a funcao:
Fy(0); 6¢€]0,2n] (2.1)
tendo as seguintes caracteristicas :
e E uma funcio de variavel aleatoria em Y, Y denota o espaco amostral
da variavel ou variaveis aleatorias.
o [y(0) = Fy(2m).

o [, é uma funcao fractal, da qual Fy nao existe.

onde , ' denota a derivada com respeito a 6 (' = @) e ” denota a segunda derivada
d2
com respeito a 0 (" = —).
P ( d92)

Observagao 1. Faremos um abuso de notagao, denotando Fy(0) por F(0).

A regiao onde trabalharemos é definida, em coordenadas polares, da seguinte ma-

neira:

R(0)=14+¢€F(0); 0€]0,2n] (2.2)



onde:
¢ (0 <e< 1) éescolhido de tal forma a se verificar 0 < Ry < R(#),

V0 <6 < 2w, onde Ry é uma constante (ver Figura 2.1).

Observacgao 2. Do fato que a funcao F' é Lipschitz e definida sobre um intervalo
compacto, temos que F' € limitada inferiormente e superiormente. Assim escolhendo
um € < 1, ou um € adequado como o dado na proposi¢ao 6.2.2, podemos obter uma
constante Ry satisfazendo a condi¢ao acima, dessa maneira temos uma perturbacao

aleatdria do circulo unitdrio.

Figura 2.1: Grafico da regiao €) e da fronteira 0f)

Definimos a regiao €2 por :
Q= {(rcost,rsend) € R*:0< 0 <2r,0<r < R(0)} (2.3)
tal que a fronteira 0f) de ( é:

O = {(R(0) cos, R()send) € R* : 0 < § < 27} (2.4)

Trabalhamos sob a condicao de que a regiao 2 ¢ um dominio Lipschitz limitado, para
isso acontecer basta que a fungao F'(f) seja Lipschitz e, como conseqiiéncia disto,
garantimos a existéncia de F'(f) em quase toda parte. Para mais detalhe sobre a

definigao de Dominio Lipschitz, veja a defini¢ao 2.3.1 ou o artigo de G. Verchota [43].



Perceba que R?\Q) ¢ conexo, 2 denota o fecho de 2. Da analise, temos que toda
funcao lipschitz definida num intervalo compacto é limitada, ademais a derivada

também é limitada quase sempre. Entao, define-se Ry e Ry por:

R(#) < Ry ;V60€|0,2n] (2.5)
|IR'(9)] < Ry ;VOel (2.6)

onde, [ = {6 € [0,27] : R'(0) existe}, u([0,27]\I) =0 e u ¢ a medida de Lebesgue.

Observacao 3. Tendo estabelecido as condigoes para F e, conseqiientemente, para

R, seque que OS2 representa exatamente nossa superficie aleatoria dspera tipo II1.

2.2 O problema de espalhamento

Da literatura (|11] pg 38, [36] pg 67), temos que a onda total, denotada
por u, na presenca de um obstaculo toma a forma u = wu;, + us; onde u;, é a onda
incidente e u, é a onda espalhada. Aqui trabalharemos sob condigoes acusticas
ideais, isto é, sob as condigbes de Dirichlet. Assim w = 0 na fronteira, que é o
mesmo us = —U;, ha fronteira.

Uma onda plana incidente tem a seguinte forma:
Uin () = €F (2.7)

onde z,xk € R% i = y/—1, observe que u;, € L*(0Q). Em coordenadas polares,
k = (kcosa, ksena) e z = (rcos¢, rseng), onde k > 0 (k € R) é o nimero de onda
e a é o angulo polar de k.

Como:
k-x = (kcosa,ksena) - (rcose,rseng)

= krcos¢cosa + krsen¢gsena
= krcos(¢ — a)

entao, a onda plana incidente em coordenadas polares é dada por:

Um(r, ¢> — 6ikrcos(¢—a) (28)



Por outro lado, a onda espalhada u, satisfaz o Problema Exterior de Dirichlet para

a equacao de Helmholtz, doravante denominado PEDH:

Aug(z) + KPug(z) = 0; 2 € R*\Q; uy € R(R*\Q) (2.9)
us(z) = —upm(x); =€ 0 Uy € LAH(09) (2.10)
ui(r) € L*09) (2.11)

v ' = o0 L i |z — 00
m~Vus(x)—zk;us(x) = (\/m>, || (2.12)

onde (2.9) é a Equagao de Helmholtz, (2.10) é nossa condigao de fronteira também
chamada condigao de Dirichlet, (2.12) é a condigao de radiacao de Sommerfeld no
infinito em R? e u*(z) = sup |us(y)|;x € 90 ¢ a fungdo maximal nao tangencial

yer ()
de us onde 't () é um cone truncado com vértice em z e uma componente convexa

em R2\Q. O espaco linear R(R?\Q) é definido por todas as fungdes u € C2(R?\Q)
tais que u € HY(R?\Q), Au € L*(R?*\Q) e exista uma funcio g € L?(99) tal que
lim  (v(x), Vu(y)) = g(x) em norma L*(9N2), v(x) denota o vetor exterior nor-

y—ayel+(z)
mal unitario a R*\Q em z € 9.

A solugao fundamental para a equagao de Helmholtz em R? ¢ ([11], pg 106):
(a,y) = 7HY (ke —y); @,y € R? (2.13)

onde Hél) é a funcao de Hankel de primeira espécie de ordem zero.

2.3 Existéncia e Unicidade do PEDH

Os teoremas de existéncia, unicidade e de representacao de Green para
o PEDH foram estudados primeiramente para o caso onde €2 ¢ um dominio C? li-
mitado e pode ser encontrado no livro de Colton e Kress [11] (pg 78-79). O caso,
de nosso interesse, onde {2 é um dominio Lipschitz limitado pode ser encontrado no
artigo de Chagmei Liu [31]. Citaremos, aqui s6 os teoremas que precisamos tal qual

se encontram no artigo:



Preliminares

Seja Q C R™ un subconjunto aberto e limitado, assume-se que R™\Q é conexo, onde
Q2 denota o fecho de €. Denota-se a fronteira de 2 por 9. Um cilindro Z(z,r) é
definido como um cilindro reto, aberto, duplamente truncado e centrado em x € R"
com raio igual a . Uma coordenada cilindrica, Z = Z(P,r), P € 0f, sera definida

da seguinte maneira:

(i) As bases de Z estao a uma distancia positiva de 0f.

(ii) existe um sistema de coordenadas retangulares para R", (x,s),x €

R" ! s € R, com o s—eixo contendo o eixo de Z.

(iii) Existe uma funcao associada 1 = ¢, : R"! — R Lipschitz, isto ¢,

() —Y(y) < Clx—y|,C=Cz <o Vx,y e R*L
(iv) ZNQ=7Zn{(x,8):s>(x)}.
(v) P =(0,4(0)).
A dupla (Z, 1) sera chamada um par coordenado. Ademais, definimos

7t =7\Q e Z= = ZNQ e serdo chamados cilindro exterior e cilindro interior,

respectivamente. Para um ndimero positivo 7, 7Z(P,r) denota o cilindro {z € R™ :

P+ =L ¢ 7} isto é, a dilatacdo de Z em torno de P por um fator 7.

T

Um cone é definido como um cone aberto, circular e duplamente trun-
cado com duas componentes convexas nao nulas. Se P € 92, I'(P) denota um cone
com vértice em P, uma componente em () e a outra em R"\ﬁ. A componente in-
terior a () é denotado por I'"(P) e a componente interior a R"\Q é denotado por
r't(P).

Associamos um cone, I'(P), para cada P € 092. A familia resultante {I'(P) : P €
02} é chamado de regular se existe uma cobertura finita de 92 por coordenadas
cilindricas, como definido anteriormente, tal que para cada (Z(P,r),) existem trés

cones 1, Y2 € 3 cada um com vértice na origem e eixos ao longo dos eixos de Z tais
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que

71 C 7\ {0} C s

para todo (x,¥(x)) = P € %Z N o
Mm+PCT(P)CT(P)\{P}Crp+P
(3 +P)-CcQNZ e

(vs+ P)T c Z2\Q
Defini¢ao 2.3.1 (Dominio Lipschitz). Um subconjunto aberto 2 C R™ é chamado
um dominio Lipschitz se para cada P € 0S) existem um sistema de coordenadas
retangulares, (x, s), x € R""! s € R, uma vizinhanga U(P) = U C R" contendo P

e uma funcio Yp =1 : R" ! — R tal que

(i) (@) —¥(y)| < Cplz—y| Vo,yeR"™, Cp < oo;

(1) UNQ ={(z,s) : s>¢Y(x)} NU

O sistema de coordenadas (x, s) pode ser tomada como uma rotagao e translagao do

sistema de coordenadas padrao (coordenadas retangulares) para R™.

Observagao 4. Todas as definigoes estabelecidas anteriormente, nesta se¢ao, podem
ser encontradas no artigo de G. Verchota [43] e as sequintes definigoes podem ser

encontradas no artigo de Chagmei Liu [31].

Seja Q um dominio Lipschitz, assume-se que R™\Q é conexo. Fixe uma
familia regular de cones {I'} e suas coordenadas associadas e cilindros {Z} como
definidos anteriormente. Para uma funcao u, a fungao maximal nao tangencial é
denotada por u*:

u'(P)= sup |u(z)]
zel(P)

onde " é T'"(P) ou I'"(P) dependendo de onde a fungao u esté definida.

Lembremos a solu¢ao fundamental

n—2

) k 2 (1)
_ - H _
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da equacdo de Helmholtz em R" onde HS” (z) denota a fungao de Hankel de primeira
espécie de ordem w.

Seja K um operador em L*(0) definido por:
OG(P —y, k)

Kf(P)=lim
) Y€, |y—P|>e ov(y)

e—0

fly)dS(y), P € o (2.14)

onde v(y) denota o vetor exterior normal unitario em y.

O Problema Exterior de Dirichlet

Au(z) + Ku(z) = 0 ze€RN\Q (2.15)
u(z) = f(x); x € fe L*(0N)
u* € L*(090)

L Vu(z) — iku(z) = 0(%); x| — o0

]

onde a ultima equagao de (2.15) ¢ a condi¢do de Sommerfeld no infinito em R3. Por
outro lado, para qualquer dominio U com fronteira QU Lipschitz, definimos o espago
linear R(U) de todas as fungoes de variavel complexa u € C*(U) tais que u € H'(U),
Au € L*(U) e exista uma fungao g € L*(0U) tal que JHPl}{JCIgF(P)(V(P), Vu(z)) = g(P)
em norma L?(9U) onde I'(P) pode ser I'"(P) ou I'"(P) dependendo onde a fungao

u esta definida. Assim, se u,v € R(U), isso ¢é suficiente para validar a primeira e

segunda identidade de Green:

/uAvda: = / u@dS—/(Vu, Vv)dx
U ou OV U
ov ou

Av — vA = = =
/U(u v — vAu)dx /8U<ua’/ vay)dS

Lema 2.3.1. O potencial de camada dupla

_ 8G(93 - Y, k) T 3
uw) = [ LI as), @m0

onde v € L*(09Q), é uma solugdo do problema exterior de Dirichlet, (2.15), se

%’y(m) + Kvy(z) = f(x) para quase todo x € OS2

onde o operador K ¢é dado em (2.14).



12

Teorema 2.3.1. O Problema Exterior de Dirichlet, (2.15), tem ao menos uma

solucao.
Teorema 2.3.2. O Problema Exterior de Dirichlet, (2.15), tem solug¢ao tinica.

Observagao 5. Os Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 e o Lema 2.53.1 foram demonstrados
para R® em [31], mas ao final do artigo menciona-se que esses resultados também
sao vdlidos para R? fazendo algumas consideracoes. E com essas consideracies que

nos estamos trabalhando, assim estd garantida a existéncia e unicidade da solu¢ao

de nosso problema PEDH, (2.9)-(2.12).

Teorema 2.3.3. Seja u € R(R3\Q) uma solugio da equacio de Helmholtz
Au+ Ku =0 em R*\Q

satisfazendo a condi¢do de radiacao de Sommerfeld

L Vula) — iku(z) = o (%) . e = oo

|

. . - x ~
uniformemente para todas as direcoes —. Entdo

||
0G(z —y, k)  Ou(y) B )
/aQ <U(y) avly) v Gz —v, ’f)> ds(y) = 0, z€Q
0G(x —y, k) B ou(y) . . o ) .
/ag (“(y) v (y) 5, C &Y, k)) ds(y) (z), zeR\Q

Observagao 6. O teorema 2.3.3 também foi demonstrado para R* no livro [11] (pg.

70), mas também menciona que o resultado é valido para R2.

Finalmente, utilizando a condi¢ao de fronteira (2.10) e definindo :

ely) = auas_iy) (2.16)

para nosso problema PEDH o teorema de representacao fica:

I (—um@ay—(y)—w(y)@(x,y)) ds(y) = 0. zeQ (2.17)
(

)
[ (—u y)a%f)—w(y)@(w) ds(y) = w(e), ©cBAQ (218)

0P(z,y)
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3 O METODO DO CAMPO NULO

O método do campo nulo, primeiramente obtido por Waterman [44]
e [45], aproveita o fato de que o campo (actstico ou eletromagnético) se anula na
fronteira do espalhador (ou obstaculo) e através de expansoes estabelece um conjunto

infinito de equagoes chamadas "equagoes de campo nulo".

3.1 Consideracoes prévias

e Trabalhamos com coordenadas polares, e para realizar operacgoes vetori-
ais nessas coordenadas, consideramos os seguintes vetores ortonormais:

radial (7) e tangencial (), definidos por:

7 = icosd + jsend

t = —ZSGDQ—I—;COS@

onde, i e j sao os vetores unitérios das coordenadas cartesianas no R2,

T1 € To respectivamente, e 0 < 6 < 27.

e Nessas coordenadas, o operador gradiente tem a seguinte forma:

48 ﬂl 0
V= TR R(@) (3.1)

e O vetor tangente unitario a R?\(Q) em 05 é:

7 FR'(0) + tR(0)
VR2(0) + R2(0)

e Logo, o vetor exterior normal unitério a R?\Q em 99 é:

—7R(0) + tR'(0)
VR2(0) + R2(0)

V=

Definimos:

=/ R2(0) + R?(0) (3.2)
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e A derivada na direcio normal a R?\Q em 99 é:

(3.3)

e Para z = (rcosg,rseng) € R2\0) e y = (R(0)cosd, R(0) send) € 99,
temos do célculo:
|l —y| = |(rcos¢,rseng) — (R(0)cosh, R(0)send)|
= /(rcos¢ — R(A)cosh)? + (rsenp — R(H)send)?
V12 + R2(0) — 2rR(0) cos(f — )

Definimos:

w = |z —y| = /r2 + R2(0) — 2rR(0) cos(6 — ¢) (3.4)

e Por outro lado, escolhendo = = (rcosg,rseng) €  qualquer tal que
0<r < Roey= (R(f)cosh, R(f)send) € OS2, lembrando a definigao
de R(#), (2.2), temos que r < R(#) V0 < 6 < 27 (ver Figura 3.1).
Entao utilizando a formula de adi¢do de Gegenbauer ([33|, pg 107; [9],

pg 196), temos a seguinte expansao:
HV (kw) = Jo(kr)HY (kR(0 +2Z T (kr)HD (KR(6)) cos(m(6—¢))

onde HY ¢ a funcao de Hankel de primeira espécie de ordem m e J,,
é a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem m. Desta maneira,
temos uma expansao para a solu¢ao fundamental de Helmholtz, (2.13),

e também para sua derivada normal, (3.3) :

B(,9) = 1 Jolkr) HY (ER(9)
+ % Z T (krYHD (KR(0)) cos(m(6 — ¢)) (3.5)
S
23 k) S [HY (RB(O) cos(m(6 — 0)] (3.

=

m=
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a0

Figura 3.1: Grafico da variavel x € Q) e a variavel y € OS2

3.2 As equacgoes do campo nulo

Observamos que um resultado de Fabes, Kenig e Verchota [13] sobre o
problema de Stokes também pode ser estabelecido no caso da equacao de Helmholtz,
via técnicas similares que nao estao discutidas aqui (veja apéndice de [10] e [12]).

De fato, se us ¢ a solugado do PEDH (2.9)-(2.12), temos que :

l

onde, C'(9€) ¢ uma constante que depende da fronteira de Q. L? e W'? sdo os

Oug
ov

< C(0Q) [luim w200y (3.7)
L2(69)

espagos usuais de Lebesgue e Sobolev respectivamente. Evidentemente, tendo a e-
xisténcia de solugao e esta estimativa, temos que as integrais em (2.17) estdo bem

definidas, assim estao garantidas as equacoes do campo nulo.

Observagao 7. Perceber que, da defini¢io de uy,, dada em (2.7), seque ||win || w1.2(00) =

O(k). Entao utilizando (2.16) em (3.7), temos:

[ellz200) < C(ON)O(k) (3.8)
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Por outro lado, para a obtencao das equagoes do campo nulo, comega-

mos utilizando (2.17). Assim, temos:

_ " 00 (z,y) su): 1
/99¢(y)¢($,y)d8(y)— /8Q in(Y) ) ds(y); z€Q

Utilizamos as equagées (3.5) e (3.6), lembramos que o diferencial de arco em coor-

denadas polares ¢ ds(y) = \/R2(0) + R™2(0)df = $d6 e definimos

Un(0) = up(R(6),0) = *FOcos0-0) (3.9)
p(0) = »(R(0).0) (3.10)

onde u;,(0) e p(#) sdo as respectivas transformagdes em coordenadas polares de

uwin(y) e (y), (2.8) e (2.16) respectivamente, para y € 92 ou seja,
y = (R(0) cosh, R(0)send).
Logo temos:
i I (K 2m 2m
’ Oi r) /0 H(0)H (kR(6))3d0 + ZJ (k) / (6)HD (kR(6)) cos(m(6 — ¢))3d

0 RO 53 )0 RO o — ) i

Do fato que os {J,,(2)}°_, sdo ortogonais, temos:

W [ eon R0 =~ [ 2 [ ERE))] s

0) [ GO RRO) costim(v - 6500 =~ [ wa0)5] [HYERE) costm(® - 6)]5ae

Vm e N

Logo, utilizando a identidade trigonométrica cos(m(f — ¢)) = cos(mé)cos(me) +

sen(6) sen(me¢) na equacao (b), temos:

cos(m) /0 H(0)HD (kR (0)) cos(mB)Bdf + sen(mo) /0 H(0)HD (kR (0)) sen(mf) 3d6

)
= —cos(ma) u;(ﬁ)%[Hﬁ)(kR(Q))cos(m@)]ﬁdﬁ— sen(mao) ujn( )aa [Hﬁ?(kR(@))sen(m&)]ﬁd@

0
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Vm e N

De maneira analoga, utilizando o fato que {sen(mz), cos(mz)}°°_; sdo ortogonais,

temos:

(by) /O W¢(9)H};>(m(9))c0s(me)ﬁd9: — /0 ﬂum(e)% [H (kR(6)) cos(mb)]|Bdo

VYm e N

) [ O HDORE)sen(m0)38 =~ [ wi0) 5] [HERE) sen(md)]oag

Vm e N
Logo, fazendo (b;) =+ i(by) para um mesmo m e utilizando e*™? = cos(mf) +
isen(m#@), obtemos as assim chamadas "Equagoes de campo nulo":
2m ] 2m o
/ H(0)HO (RR(0))e™ 3d0 — — / win0) 5 [P (RR(0))e™) 5t m € 2
0 0 v
(3.11)
tendo em conta a equagao (a) para o caso m = 0.
Por outro lado, utilizando (3.3) e lembrando a identidade (|33], pg 67):
d
TH(:) = ZHY(2) - HD () Vmel (3.12)
z 2

temos:

- [ w0 [ ERE)™] gt

== ) {_R(e)@mg)(ww))emg] I O | R
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= [ n0) [700) (s RO — Y (kGO ) e

R/(9> im d 1 . im 1
“ 2@ \° Gaﬂﬂgnk3@0n+¢nw GH;Kka»)]de
-/ T (B [mHﬁ(kR(e» = KRO)HL(6R() — im ) L (k1(6)
e (e B R(0) - B (610D ) 61(0) | a
— 27Tu ezm@ m o RIQ(Q) . ZR,(G) 1)
=) e [ (1= Ty~ ) A0
+k (}; (<96>> - R(G)) Hﬁil(mw))} do (3.13)

Utilizando (3.13) e (3.11), temos:
Awﬂmwﬂmmmm%w::Awwwww%%ﬁ—%gnggvﬂwwmm

R/Q(@) B B

+k ( 0 R(9)> HmH(kR(G))] do

VmeZ (3.14)
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4 APROXIMACOES DE BAIXA ORDEM

O proposito desta segao é obter uma aproximagao de baixa ordem para

us. Para isso precisamos de outras aproximacoes.

4.1 Aproximagao assintética para a funcao de Hankel

e A aproximagao assintdtica para a fungao de Hankel de primeira espécie

¢ dada por (33| pg 139; [11] pg 107):

i =257 (o (1)

onde v € R é fixo e z € R é muito grande (com o qual pode-se supor

v < |z]).

M
e Para nossos propdsitos precisamos supor que max{M, E} < k e do

fato que 0 < Ry < R(0) < Ry, 0 <6 < 27, temos :

HVY(kR(9)) = kazz(e)ei(m(g) - mg B %) <1 +0 (%))

Vm € {0,+1,...,£M}.

e Poroutro lado, para z = (rcosg, rseng) € R*\Q ey = (R(0) cost), R(0)send) €
M
092, ademais supondo que 2R; < r e max{M, R—} < k, temos:
0

M
?<<R0§R(9)§R1§r—R1gr—R(9)§w§r+R(9)§r+R1
(4.2)

assim:

™ ™

T
Hﬁ)(kw):y/%ez( vy 4)(1+0(%)>, vm{0,+1,...,+M}
TRW

(4.3)
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4.2 Aproximacao de baixa ordem para Q(0)

Definimos :

0<6<2r (4.4)

M
procura-se uma aproximagao de baixa ordem de Q(f), para M € N (onde max{M, R—} <
0

k), da forma :

M
= Z Cpe ™0 0<6<2r (4.5)

onde
1 27

Cpo = — Q(0)e™?dp (4.6)

2 Jo

2 : s s
Dy =4/ §e—l<mf+z> (4.7)

Logo, substituindo (4.1) para o lado esquerdo de (3.14) e utilizando
(4.6) e (4.7), temos:

também define-se

Q

2 - 5 W .
/ () HY (KR(0))e™? 3do / (I RRO)-mE—5) jimd 310
0

TkR(0)

sz 0) ,im0
= 2 e~ iUmg+7 )/ 90 Ve ———3dd
V S

2
— [ = 7l(m +7 Q zm@d‘g
0

= 27TDmCm

2
entao / ©(O)HY (ER(0))e™3d9 ~ 2xD,,Ch, (4.8)
0

Utilizando (3.14), (4.1) e (4.8), temos:

27D, Cy,

Q

I
NN

p(0)HS (kR(6))e™ Bdb

i 8

(20
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R20)  "R(6) ) \| 7kR(6)
4%:<i;g>—f%m) Wkéuﬂd“R@—WHDS—D]de
— o m 2 i(kR(O)—mT -] _ R/2(9) . R/(Q)
= | @ | e ){m (1 R2(6) ZR(@))
R/2<¢9>
(O )]

- o, [ 7 (@) {m (1 _EO) iR/((9)> - (RQ(Q) - R(@))] a0

R()

Simplificando e utilizando (3.9), temos:

1 21 i(kR(6) cos(0—a)+mb+kR(0)) |: (1 R/2<9) R/(8)> . (R/2(8>
~— — — 1 —1
2m Jo R(6)

G 76 'R6)

M
Utilizando novamente o fato que max{]\/[,ﬁ} < k, m < M e as expressoes
R*(0) .wa ‘R%@

TR0 RO |RO)

cipal de C,, é:
ik 2m eikR(@)[cos(97Q)+1] (R/Z(e)

om g VRO R(9)

1 — R(0)| sao limitadas, entdao a contribuigao prin-

Chm

—R@Oem%& Vm € {0,%1,..., =M}

(4.9)

Logo, lembrando a definigao do nucleo de Dirichlet (ver Titchmarsh [41], pg 402),
denotado por D, é dado por:

1 M 0 X 0 7’é 2k
Dy(#) = 3+ > cos(if) = 2slen(§) (4.10)
I=1 M+ 5 0 =2rk:k el
E definindo :
eikR(@)[cos(@—a)-‘rl] R/2(9) >
PO) = — R(0 4.11
0) o ( o~ ) (4.11)
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segue :

%
|
N | .
Y| s
o\
¥
|
$>
m&
3
>
QL
>,
J
3
>

= —= | P@)Dy(0—0)dd (4.12)

4.3 Aproximagao de baixa ordem para p(0)

Da defini¢ao de @, (4.4), temos:

0(0) = e *EO/RO)QO)F7Y;, 0<0<2r (4.13)

e da aproximacdo de baixa ordem Q,s, (4.12), temos uma aproximagao de baixa

ordem para ¢, dada por:

o (0) = e *EO/RO)Qun () 0<60<2r (4.14)

4.4 Aproximacgao de baixa ordem para u;

Calculos prévios
Nesta subsecio = (rcosg,rseng) € R2\Q, y = (R(6)cosh, R(f)send) € 01,
M
2R; <r e max{M, E} < k, como em (4.3).
0

(1)  Lembrando (3.3), (3.4) e (3.12), segue-se :

OH (kw) 9 ) R(0) 9 )
2O {R”)@Ho B0~ i) o™ )

— — 07" |RO)[—H" (kw)]~[R(0) — rcos(0 — ¢)]

g | &

(1) k ’ )
RO) [—H, (kw)]a [R(O)R'(0) — r(R'(0) cos(0 — ¢) — R(0)sen(0 — ¢))]
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B kHY (kw)

— _Tl [—R*(0) 4+ rR(0) cos(8 — ¢) + R*(0)
—r[lz(;&)) cos(f — @) — R'(0)sen(6 — ¢)]]

— _M [R?(6) — R*(9)

w
R*(0) :
+r[R(6) cos(0 — ¢) — cos(f — @) + R'(0)sen(d — ¢)]]
R(0)
Definindo:
A(r, ¢,0) = R*(0)—R*(0)+r | R(0) cos( — ¢) — IZZ((Q? cos(f — @) + R'(0)sen( — gzﬁ)}
(4.15)
Tem-se: "
00(x,y)  iB'kH (kw)A(r, ¢,0)
avly) 4w (4.16)
(i7)  Utilizando (4.16), (4.3), (3.9) e definindo
(4.17)
temos :
B B kY (kw)A(r, 6,0
= @ ey T
v Oy et gD A0 g
_ e 4\/7\/_um ”“wAr,(b,@ﬂ
B k’ ezk(R cos(f—a +’w (T’ ¢ )
- ™o 31
Assim, 1 (1) 00(z,y) _d\/E e’ik(R(t‘))cos(é)—a)—l—w)A(T?Q@)ﬂ_l (4.18)

o wy/w
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(73i)  Por outro lado, utilizando (2.13), (4.14) e (4.3), temos:

10" (k)

R(Q)e—ikR(O Q ( )B— /% i(kw—7)

Z \/—QM zk (w—R(0) )ﬁ_1
4 Vo VEyw
\/—QM zk(w R(0) )ﬁ_1

v

/'R zk w—R(0))
Assim,  @(y)®(x,y) ~ id Q\]\;_\/_ gt (4.19)

eW)P(z,y) = ply)-

Q

com @ 7(0) definido em (4.12)

A Aproximacao para u
Lembrando (2.18)

0P (x,y —
wie) = = [ unl) i) - [ cwopas), » RN
o0 v (y) 0
e utilizando (4.18) e (4.19), temos uma aproximagao de baixa ordem para u, deno-
tada por v, dada por:
2w ik(R(0) cos(Gfa)er)A(,r, ¢ 9)
M — vk / ‘ 2 a6

\/—Q zk(w R(9))
—2—/ \/U do (4.20)

para todo x = (rcosg,rseng) € R2\Q tal que r > 2R; e 0 < ¢ < 27. Ademais,
M

max{M, —} < k.
Ry

4.5 A ordem de aproximacgao de u’!

Lembrando que y € 9 e x € R\, entdo y = (R(0) cost, R(0)send)
e x = (rcosg,rseng) sdo suas respectivas transformagdes em coordenadas polares.

Logo utilizando (3.9) e (4.16), segue :

00(x,y) ik RO cos0-0) D (k) A(r, 6, 0) 3

Uin(Y) a0(y) = 77 ” ’ (4.21)
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Utilizando (3.10), (2.13) e (4.13), segue :

P(0)(z,y) = -V ROQEO)HY (h)e 70" (4.22)

Lembrando (2.18) e ds(y) = 3df, onde 8 = \/R2(0) + R2(0). Temos u, em coorde-

nadas polares:

1 27 ikR(G)cos(@—a)H(l) kw)A 0
wlrg) = T [C L k) A 0:0) 4

4 Jo w

—z/ " VRBQO)HD (k)50 dg (4.23)

Lema 4.5.1. Se ¢ € [0,27],0 € I er > 2R;y. Entao

A
M‘ < Ry. Onde Ry ¢
w

uma constante que nao depende de r, ¢ nem 6.

Demonstrag¢ao. Lembrando (2.2), (2.5) e (2.6), temos:
0<Ry<R(O) <Ry, V¥Oel0,2n] e |R()] <Ry, VO €I
Utilizando (4.2), segue :

R < r—Ri<w (4.24)
Lt il <2 (4.25)
w w
1 1
- <« 4.26
. S & (4.26)
Assim
A(r,9.0)| _ |R*(0) — R*(6) R2(6) :
‘ p ‘ — ' " +— R(0)cos(0 — ¢) — R0) cos(d — @) + R'(0)sen(d — ¢)
[R2(0) + | R*(0)] |7 [ [B2O)] |
< —| ||R(O)| + + |R(0
- RO+ T + IR ()
RS + R} R
< 2 —
= i + {31 + i + Ry
Entao:
‘—A(r;uqﬁ,@)‘ <Ry ;Vr2>2R;Veoel02rn;Voel (4.27)
RS + R} R
onde R3 = 2R1 {Rl + Eo + R2:| O
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M
Lema 4.5.2. Seja max{M, ﬁ} < k;2Ry <r. Entao
0
ik 1
~0|—
(\/E)

d\/E eikw
4

(1)
e -2

Demonstragao. Utilizando (4.3), segue:

[ 2 . o 1
Hl(l)(k,w> _ %ez(kw—g—z) (1 +0 (E))
) 2 eikw 1
= —ie’ 1+0
o (1o (1)

— —i4d /:j/[ (1 +0 (k)) (4.28)

- [ o) -4
ol
ol
it

Lema 4.5.3. Se 0 € I. Entao a fungao Q(0), definida em (4.4), é limitada.

ENE]

Utilizando (4.26), segue:

RO () — AVE i
1 o

Q

Q

Demonstrag¢ao. Lembrando (2.2), (2.5), (2.6) e (3.2), temos: 0 < Ry < R(0) <
Ry, V0 €[0,2n]; |R(0)] < Ry, VO €1 e = +/R2(0)+ R?(0). Assim, utilizando
(3.8), (4.4) e se 6 € I, segue:

ez’kR(Q) ﬁ

QO~om) = —

©(0)

L (9Q)
18| = a0
< lo(0)] L~ a0
v/ R(0)] L a0
VR + R?
C(ON)O(k)Y—2_—_—2 4.29
(0)O(k) N (4.29)

IN
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Com o qual temos o resultado. Notamos que, ao utilizar o critério de equivaléncia
de normas entre | - |[z(aq) € || - [[w12(90), a constante C(052), utilizada acima, nao

necessariamente ¢ a mesma que em (3.8). O

M
Lema 4.5.4. Seja max{M, E} < k; 2R, <r. Entao
0

Loy (k) - jEQM%” ~ oy (VF)

;

Demonstragao. Utilizando (4.3)

H () = \/%< D (v (1)
ool

eikw 1
= 4d—|14+0| - 4.30
o)) 4
Ademais, de (4.29) e da teoria de séries de Fourier temos |Q(0) — Qr(0)| = o (k)

e utilizando o lema 4.5.3, segue:

R (1 <o) -7
|d| L dle®)l , (1
|d| |d|C(0Q)O(k)\/R2+ R3 (1
< —10(0) - Qule)| + AEEZOVI LR (1)
~ oy <\/E> +0 (%)
~ ou (V) (4.31)
lembrando que max{M, R%} <L k. O

M
Proposigao 4.5.1. Seja 2Ry < r;max{M, R—} < k. Entao
0

[us(r,6) = ul (r, )| ~ onr (V)
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Demonstragao. Utilizando (4.23), (4.20), Lema 4.5.1, Lema 4.5.2 ¢ Lema 4.5.4, te-

mos :

do

% /27r eikR(G) COS(Q_Q)Hl(l)(]{?U))A(T, d), 9)
0

|US(7’, (b) _ué\/l<rv (b)‘ = 4

w

—i / ) VRO)Q(0)HY (kw)e ™) dp
0

2 ik(R(0) cos(Gfa)+w)A
—d\/E/ € (r7¢>9)d9

]da

Vo

w\/E
/ VE©O)Qu( ﬁ Jer )
S /OweikR(G)cosﬁut)l Alr, ¢, )[4H(1)(k‘ ) — Ci>/__ ikw
N /02” VR @) *RO) FQ(Q)Hél)(kw) - %w} d@‘
~ /OZWR;J,O(%)CZQJF/ \/_0M< >d9
- o) (9
< o (V)

M
lembrando que max{M, E} < ke M eNU{0}.
0
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5 COMPORTAMENTO FAR-FIELD

Neste capitulo, faremos um analise da onda espalhada aproximada, u?/,

para r muito grande, isto é, um analise para campos muito distantes do espalhador

(ou obstéaculo), doravante chamado "campo distante".

5.1 Comportamento da v} para r muito grande

Lembrando (4.2), temos as seguintes relagoes:

M
O§?<<RQSR(9)§R1<2R1

Mas agora trabalharemos com r muito grande. Assim r > ry, onde:
ro = max{2R,, k,4R?}

lembrando que M < k; M € NU {0} segue que 1 < rq.

Lema 5.1.1. Seja rqg < r, entao w ~ r.

Demonstrag¢ao. Dado que 1y < r e utilizando (5.1), segue:

R*(6 R(0
§><< 0) <1

r r

2R 1
cos(@—¢)‘§71<<—r<<1

NG

Por outro lado, lembrando a definigdo de w, (3.4), podemos escrever:

w:r\/1+R2(9) ~ 2R(6) cos(f— )

72 r

‘ 2R(0)

r

com o qual segue o resultado.

Lema 5.1.2. Seja ro < r, entao:

vE vk

T«
/T \/F<<
R(0) 1

e«
., <<\/F<<

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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Demonstragao. A relagdo (5.5) segue do fato que k < r e 1 < k. Por outro lado,
dado que 4R? < r, 1 < r e utilizando (5.1), segue:

R(O) 2R 1
() < —«1

r r NG

]

Agora analisamos u. Seja 79 < 7 e utilizando Lema 5.1.1 em (4.20),

temos:

27 etk (R(0) cos(0—a)+r) 2m /R zk(r R(0))
uM(r,¢) =~ d\/_/ 7 A(r,¢,0 d@—z—/ Qu(0)do

\/E 2w . R(0) cos(f—a) . d 2 1 R(9)
— dm /0 e D A 6, 0)dO — i N /O VR(0)e* =50, (0)db

utilizando (5.4) e (5.6)

~ \/E o ikr . d o ikr
=S dm/o e A(r,gb,@)d&—zm/o VR(0)e™ Qu(0)do

utilizando (4.15) e (4.12)

d%ei’” O%[R’Q(e) — R*(0)]d6
\/—Eeikr v = R(0) cos(0 — '(0) sen (6 —
—|—d\/_ i {(R(G) RO) ) (0 — @)+ R'(0)sen(d ¢)] do

—z— %\/— i (_ﬁ /0 P(é)DM(é—e)dé) d

2m 2m
Utilizando / R'(0)sen( — ¢)db = —/ R(0)cos(0 — ¢)db, segue :
0 0

M ~ ﬂ ikr o 200\ _ D2 \/_E ikr T R™(6)
uM(r,¢) ~ a e | [R2(0) — R2(0)]d6 — =" | T

d\r etk / VR(0) P(8)Dy (6 — 6)dodé

cos(0 — ¢)db
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Definindo:
\/E ' 27
L _ Vv ikr 2 2
P e /0 [R2(0) — R*()]d0
\/E ' 27 R/Z(Q)
L — gy ikr -
2 dﬁe /0 R0) cos(f — ¢)db
21 2
Ly = _VE i R(0) P() Dy (6 — 0)dodh
TA/T o Jo
temos que:
k
Ll ~ O i)
/T

Logo, utilizando o fato que L; =~ 0, por (5.5), em comparagao com os outros dois,

segue:

para 1o L r; V¢ € [0, 27].

Observagao 8. Na equagao (5.7), a expressao envolvendo o nicleo de Dirichlet Dy

pode ser usada para analisar o fenomeno de ” back scattering” na maneira discutida

em [32].
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5.2 O padrao de campo distante

O comportamento de campo distante de u, (dado em [11], pg 226), é

| 2 1
— = i(kr+7) .
us(r,6) = 3¢ B(6) + 0 (T)

onde F(¢; k) é o padrao de campo distante (far field pattern).

k
Utilizando (4.17), (5.7) e como L; ~ O <\/—:), segue:
r2

1 . - 2 2w /2
uM(r,¢) = Zez(’”*ﬂ — {2/{/ R(6) cos(0 — ¢)db
0

s kr R(0)
+% / T JR@) PG D6 — e)dedé]
+0 (‘/E> (5.8)

F(p k) = ik/o%lj:((;))cos(@ ¢d0+—/ / VR(0) P(0) Dy (0 — 6)dodd
(5.9)

5.3 A média da secao transversal de espalhamento

A média, denotada por <>, da secao transversal de espalhamento para

grandes distancias do espalhador é:

ok, ¢) = lim < P GG (5.10)

r—oo |in (7, 9)[?

de onde procuramos uma expressao para sua aproximacao:

M 2
om(k,¢) = lim < QWTM >

P E (5:11)

Observacao 9. A media, <>, € tomada sobre o espagco amostral 'Y da varidvel

aleatoria (ou varidveis aleatdrias) das quais dependem as fungoes R e R'.



Da defini¢ao de wu;,(r, ¢), (2.8), segue que |u;, (1, ¢)| = 1; Vr,V¢. Entao utilizando

(5.8) e (5.9), temos:

M2
il > = < 2mrjul?>
| |2

< 27r

Q

1
_ F(od: k)2
= < F(@: R >

[ -

1 2w 2w
- / R(0y) P(65) D s (6 — 91)d01d92}
0 0

g

/ / \/ 93 P 94 DM 94 - 93)d03d94:|
27 2T P2 /2
_ g < / / i (60 }; ((92? cos(0; — ¢) cos(03 — ¢)db,dbs

2m 2m 27r 12

+%/ / / R R(01) P(02)cos(03 — ¢)Dar (02 — 01)d0,dO2d0s
2 /2

+% / / / . 91 R(03) P(04) cos(01 — ¢)Dar (04 — 03)db:d03d0)
7%/ / / / R(03) P (0:)P(64) Das (05 — 01) x

XDM(04 — 93)d01d02d93d94 >

B k 27 27 R/2(01) R/2(93)
= 7 [/0 /0 < R0y R6) > cos(f; — ¢) cos(03 — ¢)dbh dbs

l 2 27 27 R/2(93) B
XDM(92 01)db,dO>db;
P(0.)
)

> cos(f; — @) X

A

XDM(04 — 63 d01d93d94
1 2 2m 2 2 -
™Jo Jo Jo 0
XDM(QQ — Ql)DM(94 — 93)d91d02d93d94]
(5.12)
Desta maneira, oy (k, ¢) fica definida aproximadamente por (5.12), com P dado por

(4.11). P denota o conjugado de P. Lembramos que P é uma variavel aleatéria pois

depende de R(#) e R'(0).
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6 UMA SUPERFICIE TIPO III

Para obter uma superficie tipo III para o caso estudado aqui, a funcao

R(0) tem que satisfazer as seguintes condigoes:

e E uma funcéo Lipschitz com respeito a variavel 6.
e R(A) > 0 para todo 6 € [0, 27].

e R(0)= R(27)
Sua derivada R'(6) tém que cumprir as seguintes condigoes:

e E um fractal.

e Como conseqiiéncia da fractalidade de R'(0), segue que R”(#) nao existe.

Uma Funcao de tipo Weierstrass
Um tipo de func¢ao fractal muito bem conhecida é a fungao de Weiers-

trass, seguindo Kenneth Falconer ([14] pg 146), definida por:
Z AP=2m son(A™) (6.1)
m=1

onde 1 < D < 2,A > 1 et num intervalo compacto, sem perda de generalidade
pode se escolher t € [0,1]. Essa fungao ¢ continua mas ¢ nao diferenciavel em todo
ponto, sua dimensao Hausdorff-Besicovitch é D. Para h muito pequeno, cumpre-se

a seguinte estimativa:

|f(t+h)— f(t)] < ch*P (6.2)

onde ¢ nao depende de h (demonstrado em [14] pg 148). Perceba que a serie (6.1) é
absolutamente convergente, assim f(¢) estd bem definida e é limitada:

)\D—Q

|f(O)] < T_ o2 (6.3)
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Por outro lado, uma fungao de Weierstrass aleatéria pode ser conside-

rada, [14] pg 247, da seguinte forma:

= Z YmAP=DM sen( Nt + ¢y, (6.4)
m=1

onde A > 1,1 < D < 2. As variaveis aleatorias y,, sao independentes com distri-
buicao Gaussiana padrao, isto é, tem média zero e varianca um. As fases ¢,, sao

variaveis aleatorias independentes com distribui¢ao uniforme em [0, 27).

Definicao da média amostral <>
Seja cada y,,, m € Z uma variavel aleatéria com distribui¢ao uniforme
m [—v/3,v/3] e independentes. Entdo a respectiva média de y,,, denotada por

<>, é definida por:

V3 Ay
<(...)>m:/ﬁ(...)m, Vm e Z (6.5)

de onde ¢é facil obter < y,,, >,=0,< 9% >,=1 Vm€Z.

Seja Y o espaco amostral das variaveis aleatérias independentes y,,.

Entao a média amostral, denotada por <>, em Y é dada por:

V3
<(.)>= H/_ ()T (6.6)

p=—00
onde

ﬁ /ﬁ d’yp / / / dy o dyo  dys (6.7
v nod V3 2V3 T 2V3

Por outro lado, se f(ym) € g(y,) sdo fungdes que s6 dependem da variavel y,, e y,

respectivamente, entao é facil obter:

<flym) > = <[(Ym)>m VmEeL

< f(ym)g(yn) > = < f(ym) >m< g(yn) >n§ m 7é n
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assim :

<Yn> = 0, VmeZ (6.8)
1, m=n

< YmlYn > = Vm,n €Z (6.9)
0, m#n

6.1 A representagao de R'(0)

No presente trabalho, propomos a seguinte forma para R'(6):

oo 1 o
RO)=e| > ymAP"sen(A\"0) — o > Y AP — cos(A™27))]
m

(6.10)

onde:

i) A>1,1<D<2efel0,2n]

(ii) € > 0, o valor apropriado para e sera definido posteriormente na propo-

si¢ao 6.2.2, para que cumpra (2.2).

(iii) Cada variavel aleatoria y,, tem distribuicio uniforme em [—v/3,v/3],

assim <y, >= 0; < 92, >= 1; |ym| < V3 Vm € Z, onde V3 = /3.

(iv) As variaveis aleatorias sao independentes, o qual indica:

< Ymln >=< Ym >< Yy, >=0; Vm # n.

A principal razdo para assim definir R'(#), dado em (6.10), é garantir
todas as condigoes impostas no inicio deste capitulo, como sera mostrado posterior-

mente.

Observacao 10. Da definicao de R(0) em (2.2), temos R'(0) = ¢F'(0). Do qual
F'(0) € definido por:

F'(0) = Z YmAP=IM sen(A"h) — QL Z Ym AL — cos(A™21)]  (6.11)
7r

m=—o0 m=—oo
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com as mesmas hipdteses feitas em (6.10).

oo 1 o
Lema 6.1.1. A série _Z YA P72m sen(/\mé’)—% m_zoo Ym AP =™ — cos(A™27)]

definida em (6.10) € absolutamente convergente e limitada Y0 € [0, 27].

Demonstragao. Existe Ny € N tal que A™027 < 1 assim A0 < 1; V0 € [0, 27],
entdo 1 — cos(A\™™27) < A7¥47n%: Vm > Ny e [sen(A™0)| < A7™0; Vm > Ny

V6 € [0,27]. Segue:

1 oo
By g Ym AP 7M1 — cos(A™27)]
T
m=0

-1

1

to Z Y AP 73IM[1 — cos(A™27)]
7T m=—Ng+1
jR—
+2— Z Y APTIM[T — cos(A27)]
™
1 o
< gy Z Ym AP =M1 — cos(A™27)]
T
m=0
1 Mo
+15o >y AETPIML — cos(ATm2m)]
s
m=1
1 o0
+15o > gAML — cos(ATm2m)]
T m=Ng
\/g o) \/g No—1
S (D—=3)m vy (3—=D)m
< Ly BN
m=0 m=1
+§ Z )\(37D)m/\72m4ﬂ_2
T m=DNg
B \/§ 1 + \/§ )\(3—D)N0 _ 1 B 1
o1 [1—AD-3 s AP —1

—|—2\/§7T Z )\(lfD)m

m=DNy

VIAE-DINo 9. /3 1 \(1-D)Ny
BRSNS (6.12)
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Por outro lado:

-1

Z Ym AP =DM sen(XH)

Z Y AP=DM sen(A™0) + Z Ym AP~ M sen(X™H)
m=0

m=—o0 m=—No+1
—No
+ Z Y AP=IM sen(X™H)
: No—1
< Zym (D=2)m gen(A™F) Zy mACDIm sen(A~™g)
m=0
Z Y_mAZPIM sen(X"™)
m=DNg
No—1
< \/_Z/\D o4 V3 ZA@ Pm 43 Z AC=PIm = g)
m=DNg
\/g \/g(/\(ZfD)NO o )\27D) 27‘(‘\/_/\ (1—D) N
S Vo U S

VIAEDINo 9 /3 (=D
D1 1D

Logo, utilizando (6.12), (6.13), temos:

o0 1 [e.@]
E Ym AP~ sen(A™mH) — o E Y NP1 — cos(A™27)]| < L(6.14)
T

onde:
V3ANE=D)No (/3 \B=D)No 4. /3 \1-D)No
L="wop v trero_pnt 1o (6.15)
m

Proposicao 6.1.1. As funcées F'(0) e R'(0), dadas em (6.11) e (6.10) respectiva-

mente, estao bem definidas e sao limitadas, V6 € [0, 27].

Demonstracao. Pelo Lema 6.1.1, F'(0) ¢ R'(0) estao bem definidas. E por (6.14),

temos:

[F7(0)]
|IR'(0)] < eL, Y6c]|0,27] (6.17)

IN

L, V0el0,2n] (6.16)

onde L é definido em (6.15) O

(6.13)
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Proposicao 6.1.2. Sejam A > 1,1 < D < 2,y,, varidvel aleatoria com distribuicao
uniforme em [—/3,v/3] e independente. Entio F'(0) e R'() sdo ndo diferencidveis
para todo ponto 0 € [0,27] em quase todo Y, onde Y € o espa¢o amostral das

varidaveis aleatorias Yy, .

Demonstracao. Definindo:

F(0) = Zym)\(D’2)msen()\m9)

m=0
-1 oo
Fy0) = Z ym)\(D_2)msen()\m0):Zy_m)\(Q_D)msen()\_mé’)
m=—00 m=1
1 o
F;(0) = Py Z Y APTIM[T — cos(A™27)]

Temos: F'(0) = F|[(0) + F5(0) + F;(0). Ademais, as fungoes F|(0), F5(0) e F5(0)
estao bem definidas e sao convergentes, pode ser demonstrado de maneira analoga
ao Lema 6.1.1.

Perceba que:

FI0) = 0

Fl0) = Zy_m)\(l_D)mcos()\_mG)
m=1

)\l—D

onde ’FQH(H)‘ S \/gm

Por outro lado, G.H. Hardy demonstrou que a fungao Z AP=Dmgen (A™H)

m=0
é nao diferenciavel para todo ponto 6, no seu artigo ” Weierstrass’s non-differentiable func-

tion” [16] e, recentemente Heurteaux demonstrou no seu artigo ” Weierstrass functi-
0

ons with random phases” [17] que a fungao Z AP sen (A0 + ¢y,) € nao dife-

renciavel para todo # em quase todo P, ondgl:(I(; é o espaco amostral das fases ¢,,,

sendo que as variaveis ¢,, tem distribui¢ado uniforme em [0, 7] e sdo independentes.

Logo, fazendo y,, = v/3 cos(¢,,) e utilizando

sen(a + b) — sen(a — b)
2

sen(a) cos(b) =
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temos :

Fl(0) = Zym)\(D_Q)msen()\mé‘)

m=0

= V3 i AP sen(A™) cos(dnm )

m=0

= \/_ Z A\(P=2)m sen(A™0 + ¢,,) — Z \P- 2)msen A0 — b))
m=0

Assim, utilizando o resultado obtido por Heurteaux, F{(#) ¢ nao diferenciavel para
todo € em quase todo Y. Portanto, F'(0) e R'(0) sao nao diferenciaveis para todo

f em quase todo Y. Il

Proposigao 6.1.3. Sejam F'(0) e R'(0), dadas em (6.11) e (6.10) respectivamente.

Entao para |h| < 1, cumpre-se:

\F'(0+ h) — F'(0)] < bo|h° (6.18)
IR'(0 + h) — R(0)] < by|h|° (6.19)

onde by e by sao constantes que nao dependem de h. Ademais, 0 < p <1 e p=2-D.

Demonstragao. Dado |h| < 1, existe N € N tal que:

ANVHD < p < A™Y; do qual (6.20)

AWM < A mm gl < AV e e NU {0} (6.21)
Logo:

[F'(0+h) = F'(0)] =

m=—oo m=—0oo

o 1 (o]
(D—2)m m - (D=3)m[1 _
Z YmA sen(A"(0 + h)) 5 Z YmA il

cos(A\"2m)]

o0 1 [e.e]
(D—2)m m = (D-3)m 1 — mo
Z YmA sen(A 9)—1—27T Z YmA [1 — cos(A"27)]

m=—0o0 m=—00

> Y AP sen(A™ (0 + h)) — sen(A"0))]

m=—0oQ

< Z |9 AP =2 sen(A™(0 + 1)) — sen(A™"6)|

m=—0oQ
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—1
Z AP=2m sen(X™(0 4 h)) — sen(A™0)]

N
+ Z AP=2m | sen(A™(0 + h)) — sen(A™0)]

IN

+ Z )\(D_2)m\sen()\m(9 +h)) — Sen()\me)‘]

m=N+1
Utilizando (6.20), (6.21) e o Teorema do Valor Médio para os dois primeiros soma-

torios e uma Obvia estimativa para o outro somatorio, temos:

- i
FO+m-FO < V3| 3 AP+ 3 A0 amymp 42 30 wmm]

Lm=—0oc0 m=0 m=N+1

o N oo
= V3 |[h] Z AL=D)m g Z AD-Dm | 9 Z )\(D—Q)(N+1+m)]
m=1 m=0 0

- 1 AD-D(N+1) _ 1
= V3 ] <m—1)+|h|( T )

49 A(D2)(N+1>;]

1 — P2
A~NA=-D)\D-1  9)\—(N+1)(2-D)
NI 1 1 b }
|h|17D)\D71 2|h|27D }
AP-1—1 1 — P2
AP 2
N1 1o AD2]

- V3 [n
< V3 [ym

— VAl
= bolh]”
AP—1 2 ]

onde by = /3 |:)\D—1_1+1_/\D—2 .

Por outro lado, lembrando que R'(0) = eF”'(0). Para |h| < 1, segue:

|R'(0+ h) — R'(9)] = €|F'(0+h)— F'(6)]
< 6b0|h|2_D
= bifh|?
onde b; = €by. O

Observagao 11. As equagoes (6.18) e (6.19) dizem que F' e R sao uniformemente

Hélder de ordem p =2 — D, com constantes by e by respectivamente.
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Corolario 6.1.1. Sejam F'(6) e R'(9), dadas em (6.11) e (6.10) respectivamente.
Entao para |h| < 1

<|F'O+h)—F O > ~ c|n*
<|R(O+h)—R(O) > =~ colh*

onde ¢1 e ¢y sao constantes que nao dependem de h nem de 6.

Demonstragao. Imediatamente da Proposicao 6.1.3, integrando com respeito a Y em
(6.18) e (6.19). Devemos lembrar que Y ¢ o espago amostral das variaveis aleatorias

e utilizar (6.6). O

Proposigao 6.1.4. As fungoes F'(0) e R'(0), dadas em (6.11) e (6.10) respectiva-

mente, tem média zero.

Demonstracao. Utilizando (iii), temos:

oo 1 o0
<F)> = < Z Y AP DM sen(A™H) — P Z Y AP=3IM[1 — cos(A27)] >
m

o 1 o0
= Z < Y > AP7DMgen(AMh) — — Z < Y > APTIM[L — cos(A™27)]
m=—00 271' m=—0oo
=0
Com o qual, segue:
<R(0)> = <eF' () >
= e< F'(0) >
=0
Conseqilientemente :
<F'(@+h)—F®)> = 0 V0,0+hel02n] (6.22)
<R@O+h)—RO)> = 0 V0,0+hel0,2r] (6.23)
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6.2 A representagao de R(6)

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, obtém-se R(6) de R'(0):

~ ~

R(0) = R(0) + / ’ R'(6)df

Por outro lado:

0 o 0 o) . 1 00 .
/ _ (D—2)m mpa\ (D-3)m[1 _ m
/o R'(0)dd = /0 e[ g YmA sen(A™0) gy E YmA [1 — cos(A"2m)]| dO

m=—00 m=—0oQ

0o 0 0 0o
_ (D—2)m mo\ 19 __ i N (D=-3)m[1 _ m
= € Z YmA / sen(A™6)do 27/0 do Z YmA [1 — cos(A™27)]

0

m=—00 m=—00

s 1 — cos(\™0 -~
= € Z Ym AL 72 [—COS( )] _Z ym)\(D_3)m[1 — cos(A\"'27)]

m=—00 )\m 2m m=—00
_ - (D=-3)m[1 _ m . ﬁ - (D=-3)m[1 _ m
— € Z YA [1 = cos(\"6)] — Z_: YA [1 — cos(A™27)]

Entao, definindo R(0) = 1, tem-se:

R(#) = 1+e¢ Z ym)\(D_S)m[l — cos(A"0)] — i Z ym/\(D_?’)m[l — cos(A"27)]

(6.24)
Vo e [0,2n].

Do qual F(0) fica estabelecido por:

F(9) = Z ym)\(DS’)m[l—cos()\m@)]—% Z Y AP [1— cos(A™27)], V6 € [0, 27]

m=—0o0 m=—0o0

(6.25)

Observacao 12. Notemos que R(0) = R(27w) e F(0) = F(2n), dessa maneira a
definicao estabelecida em (2.2) € satisfeita. Além disso, F(0) e R(0) sao fungoes

continuas com respeito a 6, pois sao somas de fungoes continuas.

Lema 6.2.1. Se |y,| < V3 VmeZ;A>1;1< D <2. A série:

oo 0 o0
g Y AP=I™[1 — cos(A™H)] — Dy E Y APTIM[T — cos(A27)]
7r

m=—0oQ m=—0Q0

¢ absolutamente convergente e limitada ¥ 6 € [0, 27].
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Demonstragdo. Do Lema 6.1.1, existe Ny € N tal que [A\"027| < 1. Logo [A\"Mog| <
1; VO e[0,2r] e 1— cos(A™0) < A\72M0%; VYm > Ny; V0 € [0,27]. Segue:

Z Ym AP 7M1 — cos(A™8)] AL — cos(A™H)]

~1
+ Z YmALTI™[1 — cos(A™0)]
m=—Ng+1
_NO
+ Z Ym AL [1 — cos(A™6)]

AP=IM] _ cos(A™)]

No—1

+ Z Y_mACTPIM [T — cos(A7™0)]

+ Z Y_mACTPIM[T — cos(A70)]

m=Np

No—1

23 ZMD LD I

IA

+\/§ Z )\(37D)m)\72m92

m=DNg
2/3 )\(37D)N0 —)\3-D 0
< P F VA T s Ry s
m=Ng
AB-D)N ) A\(1=D)No
:2\/§A3D_1+4W\/'1_A1D (6.26)

Por outro lado, utilizando o resultado (6.12) do Lema 6.1.1, segue:

& . - VINEDINo 9 /3 1A (1-DINs
o Z Ym AL 3™ — cos(A™2r)]| < 2n [W()\3—D Y + [ \iD (6.27)
Assim
Z Y AP 73IM[1 — cos(A)] — b Z Y AP=3IM[1 — cos(A™27)]| < B
m=—00 27T m=—0o0
(6.28)
onde
4\/§ /\(37D)N0 871’2\/§ )\(17D)N0
= D1 + T \iD (6.29)

]
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Proposicao 6.2.1. As funcoes F(0) e R(0), dadas em (6.25) e (6.24) respectiva-

mente, estao bem definidas e sao limitadas ¥V 6 € |0, 27].

Demonstragao. Utilizando o Lema 6.2.1, segue que as fungoes F'(0) e R(f) estao

bem definidas e ademais:

|F(#)] < B,VY0¢€|0,2n] (6.30)
|R()] < 1+4€B,V0e|0,2n (6.31)
O

Proposicao 6.2.2. Seja R(), dada em (6.24), onde 6 € [0,2x]. Entao para
1
0<e< 3 tem-se R(0) >0, V0 € [0,2n]. Onde B ¢ definido em (6.29).

Demonstragao. Utilizando o resultado (6.30) da proposicao 6.2.1, segue:
0<1—eB<1+eF(0)=R(0),VY0e]0,2n] (6.32)
]

Proposicao 6.2.3. As fungoes F(0) e R(0), dadas em (6.25) e (6.24) respectiva-

mente, sao lipschitz com respeito a 6.

Demonstragao. Sejam 6, < 6y; 0,05 € [0,27]. Como F(6) é continua e diferencia-

vel, entao pelo Teorema do Valor Médio, temos:
|F(61) — F(6s)] < [F' (6|01 — 6] VO €< 6y,60, >
Logo pela proposicao 6.1.1
|F'(61) — F(0)] < L|0y — 02| ;¥01,0, € [0,27]
com L definido em (6.15). Da mesma maneira, temos:

|R(01) — R(02)| < eL|0, — 0,
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7 CONCLUSOES

Utilizando o critério de dominio Lipschitz, estabelecemos a superficie

aleatoria aspera tipo III em R?. Representado exatamente por 052, dado por:
00 = {(R(#)cosh, R(#)send) : 0 < 6 < 27}
onde R(0) satisfaz algumas condigoes, ver (2.2).

Utilizando o método de campo nulo e a aproximagao da funcao de

Hankel estabelecemos uma aproximacao da onda espalhada:

u

9))

o B 27 ,ik(R(0) cos(0—ox +w)A( ¢, \/_QM(H)QZk
e Vi

ver (4.20).

O padrao de campo distante é:

F(p: k) = il{:/o%ii(;))cos(ﬁ ¢d9+—/ / VR(©) P(0)Dy (6 — 6)dodd

ver (5.9).

A aproximagao da média da secao transversal de espalhamento para

grandes distancias do espalhador é:

ou(k,¢) = { / / il 911 RIZ(%) > cos(0y — ¢) cos(03 — ¢)dfydbs

AL

)
XDM<92 1)d91d92d03

)

)

(02) > cos(f3 — @) x

P
1 2w 27 2 R,Q( 1
- ” .
+7T/0 /0 /0 < R(6,) R(603) P(64) > cos(fy — ¢) x
X Dy (04 — 03)d01d0sd0,

- /0 " /D " /0 " /0 7 < JROIRGIPOIT0:) > x

XDM<92 — (91>DM(04 — 93)d91d92d93d64]

ver (5.12).

do
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Finalmente, um exemplo de superficie aleatéria éspera tipo III é obtido

pela defini¢ao de R(#), dado por:

R(A)=1+c¢ Z ym/\(D_S)m[l — cos(\"0)] — — Z ym)\(D_3)m[1 — cos(A\"2m)]

m=—00 m=—0o0

ver (6.24).
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