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RESUMO

O problema do campo magnético gerado nos fluidos condutores de uma
estrela como o Sol ainda é campo de investigacoes e muitos modelos tém sido estu-
dados. Neste trabalho realizamos o estudo de um destes modelos para a evolucao
destes campos em conjunto com o campo de velocidades do fluido, considerando a
interacao entre eles. Neste contexto, deduzimos as equagao do dinamo «a-w apartir
de equacao da teoria eletromagnética e da fisica de plasma. Demonstramos também,
a existéncia de quotas a priori para a solucoes destas equagoes, estabelecemos resul-
tados de existéncia e unicidade de solugoes. Finalmente, demonstramos uma esti-
mativa local de truncamento para método espectral aplicado ao sistema em questao

e apresentamos resultados de simulagao.
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ABSTRACT

The magnetic field generated in conducting fluids inside a star like the
Sun is yet an open problem and many models have been studied. In this work we
analyze one of these model for the evolution of magnetic fields interacting with the
field of velocity in the fluid. In this context, we derive the a — w dynamo equa-
tions from the classical electromagnetic theory and plasma physics. We establish as
well some a priori bounds for their solutions, showing a theorem of existence and
uniqueness. Finally we demonstrate an estimate of the local truncation error for the
espectral method applied to the system in study and we present some results from

simulation.



1 INTRODUCAO

O interesse pelo estudo do Sol vem de longa data e assume diversas
perspectivas, que vao desde a sua influéncia sobre o clima terrestre até a possibilidade
de, a partir da compreensao do seu comportamento, inferir sobre muitos fenomenos
presentes em corpos celestes e nos plasmas em geral, alguns desses, ainda temas em

aberto na ciéncia.

Um dos problemas ainda nao compreendidos a respeito do Sol — e de ou-
tros corpos celestes como a Terra — é a origem e a natureza de seu campo magnético.
A observacao direta aponta para a existéncia de campos oscilantes, mudando de
sinal periodicamente. Intimamente relacionadas aos campo magnéticos, estao as
manchas solares, que apresentam estranho comportamento, ilustrado pelo diagrama

de Maunder ou diagrama de borboleta (figura 2.1).

O estudo da evolucao do campo magnético em corpos celestes como
processo auto-sustentado é um assunto de fundamental relevancia na astrofisica.
Uma teoria candidata a explicar tal fato ¢ a chamada teoria do dinamo, que de-
fende a existéncia de uma dinamo solar, ou seja, fenomenos auto-sustentados mag-
netohidrodinamicos dando origem ao campo. Tal teoria traz a luz o problema do

dinamo.

O problema do dinamo, segundo Priest em [18], consiste em demonstrar
a existéncia de um movimento que mantenha um campo magnético oscilante e que
este movimento se mantém pelas forgas presentes na estrela. Autores como [23] e
[14] elegem como marco inicial para o problema do dinamo a publicagao, em 1933,
da tese de doutorado de Cowling. Nesse trabalho, Cowling demonstrou que sob cer-
tas condigoes simplificadoras o efeito dinamo nao poderia se manter. Genericamente
falando, um campo magnético estacionario e axissimétrico deveria atenuar-se e de-
saparecer. Isso implicava que as pesquisas deveriam se voltar a busca de modelos

dinamicos suficientes para sustentar o efeito dinamo. O que tem dado margem a um



amplo debate no campo académico, abrangendo teorias que oscilam da aceitagao
imparcial do dinamo como explicacao para o fendomeno a proposicoes tedricas alter-
nativas, que tentam senao refuta-lo, ao menos matizar e adicionar novas dificuldades
ao problema, tendo como base as discrepancias obtidas entre os valores esperados
pelas observacoes do Sol e aqueles necessarios para satisfazer as equagoes do dinamo.
Diversas modificagoes foram propostas ([18, p.328] ) e proliferam trabalhos envol-
vendo modelagem e simulagao, assunto que trabalharemos mais detalhadamente no

capitulo 2.

Os primeiros modelos cinéticos para o dinamo foram estabelecidos em
1958 por Backus e Herzenberg ( [18, p.328] ). Deste entao diversos modelos para

dinamos tornaram-se freqiientes na literatura como em [4].

Em contrapartida, diversos teoremas estabelecem a impossibilidade de
funcionamento para determinadas categorias de dinamos, como os axissimétricos e
aqueles com movimento apenas toroidal. Tais resultados deixam claro que a pesquisa

nao para nos modelos mais evidentes.

Tais dificuldades levaram ao estudo dos modelos de campos médios, ou
seja, considera-se a existéncia de flutuagoes em torno de valores efetivos. Assim,
apenas estes aparecem explicitamente nas equacoes e as flutuacées surgem como
parametros a mais de renormalizacao. Os mais relevantes destes parametros sao
devidos ao “efeito alpha” e significa a geracao de campos poloidais a partir de

toroidais.

Nesta linha, Robert (pode-se ver em [14, p. 235]), estudou diversos
modelos e confimou numericamente o comportamento oscilatério. Nestes trabalhos,
grande simplificagao foi alcancada considerando o movimento estacionario e conhe-
cido. Steenbeck e Krause fizeram trabalhos semelhantes, e através de simulagoes
sugerem que o periodo das oscilacoes seja de aproximadante ETR;' O valor sugerido

1

da difusividade magnética 1 por observacoes ¢ da ordem de 109m?s~ 1, o que resulta

em um periodo de 1 ano, o que vinte e duas vezes menor que o real. Diversos



trabalhos modernos estendem estes resultados como [5] e basicamente trabalham

nas mesmas linhas.

Alguns trabalhos se centralizam em calcular estes parametros de renor-
malizacao, como o efeito alpha e difusividade magnética. Este é o caso de [11],
onde o autor supondo dependéncia harmonica no tempo, estima 8,4 - 107 2ms~! <
a* <5,2-107'ms e 4,5-10"m?s™ ! < n < 7,1-10"m?s™!, valores mais uma vez
muito abaixo do esperado para este tltimo. Um exemplo recente é [8] que sugere
a=(ag+ ﬁoﬁ -V X E)/(l + \§|2), onde B é o campo magnético em grande escala.
Isto indica que a seja dependente de B. Priest ja catologara tais esforcos e cita
autores que adotem o ~ 1 — ¢|B|? para campos fracos ¢ o ~ |B| — 3 para campos

fortes, consideragoes idénticas as utilizadas recentemente em [22].

A influéncia do movimento meridional apenas recentemente tem ganha-
do atengao e ainda esta longe de atingir o consenso. Kéhler em 1973 ([11]) afima que
“nem a a teoria nem a observagao dao confiaveis evidéncias de sua existéncia e suas
propriedades”. Trabalhos mais modernos, no entanto, apontam para o contrario.
Em [5] de 1995, afirma-se que a circula¢ao meridional pode ter profunda influéncia
no dinamo e propoe um modelo para o dinamo, onde a circulacao meridional altera
drasticamente seu comportamento, alterando o periodo em até trés vezes. Buscando
estudar o comportamento assintético de um determinado modelo a-w para o dinamo,
considera o fluxo toroidal e afirma que nenhum movimento azimutal influi significa-
tivamente em seu comportamento. Quanto a dados experimentais, [9] mostra ter
havido grande correlacao entre fluxos meridionais e o periodo do ciclo, sugerindo

que esta circulacao modula a frequéncia de oscilacao.

Autores como Jones, Weiss e Cattaneo tentaram compreender o fenome-
no, reduzindo as equacoes do dinamo a um sistema de equagoes diferenciais or-
dinarias. O trabalho, apresentado em [10], resulta na redugao a sistema de sexta
ordem — de trés variaveis complexas — cujo comportamento pode ser cadtico, fugindo

de toda periodicidade.



Dado o exposto, consideramos o problema do dinamo assunto de grande
interesse dentro da matematica aplicada. Este trabalho divide-se em trés partes.
A proposta da primeira, capitulo 2, é apresentar o contexto fisico e as equacoes
béasicas da magnetohidrodinamica (MHD), conduzindo a constru¢do de um modelo
do dinamo de campos médios formado de um sistema de trés equacoes diferenciais

parciais.

No capitulo 3, inserimos o problema num contexto matemético ade-
quado, estabelecemos cotas a priori que nos permitiram através do método de
Galerkin, garantir a existéncia e unicidade de solugoes para o sistema. Demostramos
também um resultado para o erro de truncamento local para o sistema semi-discreto

obtido por aproximagoes espectrais.

Finalmente, no capitulo 4, nos interessamos pelas simulagoes numéricas
do problema, apresentamos resultados de simulacao que sugerem a existéncia de

solugoes periodicas.



2 APRESENTACAO E FORMULACAO
FiSICA DO PROBLEMA

2.1 O ciclo de onze anos

Desde a antiguidade, sao observadas regioes mais escuras na superficie
1 Essas i0 b d h lares’ i¢o a
solar. Essas regioes recebem o nome de manchas solares’ e suas apari¢oes nao

acontecem de forma bem distribuida no tempo nem no espaco.

As manchas solares parecem seguir um padrao de onze anos. Atingem
um maximo, quando muitas manchas sao observadas de diversos tamanhos. Depois,
as manchas sao observadas em menor freqiiéncia, chegam a um minino. Entao, a
freqiiéncia aumenta mais uma vez em direcao a novo maximo, quando o ciclo se

fecha.

A posicao das manchas também varia com o tempo. No periodo de
maximo, a maioria das manchas é registrada a uma latitude de aproximadamente
28°. A medida que as manchas tornam-se mais raras, a latitude onde sdo observadas
diminui: no meio do ciclo, a latitude média fica em torno de 12° e no fim no ciclo,

atinge uma média de apenas 7°.

Esse comportamento fica claro no diagrama de borboleta? de Maunder.
Neste grafico, as abscissas indicam datas, enquanto as ordenadas indicam a latitude.
Um ponto ¢é tragado sempre que é observada uma mancha solar na data e latitude

correspondentes as coordenadas do ponto.

Figura 2.1: Diagrama de borboleta

As manchas solares sao produzidas pelo resfriamento da superficie solar

naquela regiao. Estao fortemente ligadas a outros fenomenos como as explosoes

!Sunspots, em inglés.
2Butterfly diagram, em inglés.



solares® e as ejecoes de massa da corona’ e sao atribuidas a distorcoes no campo

magnético solar.

Em 1908, Hale mostrou que o periodo das manchas solares correspondia
na verdade, a apenas um semi-periodo do ciclo magnético. Isso porque fortes campos
magnéticos sao medidos na superficie solar nas regioes das manchas e a polaridade
dessas manchas se inverte de um ciclo para outro. Ou seja, se durante um periodo
as manchas observadas num hemisfério apresentam polaridade norte, no préximo,

apresentarao polaridade sul.

Essa periodicidade, no entanto, nao é perfeita, mas marcada por épocas
de atividade solar mais ou menos intensa. Os anos de 1645 a 1715, por exemplo,
sao conhecidos como o minimo de Maunder. Durante esses anos, quase nao se
observaram machas solares e, portanto, conjecturou-se a auséncia de ciclos solares.
Medigoes do isétopo 10 do Berilio em blocos de gelo, no entanto, denunciam, apesar
da baixa atividade, a existéncia de ciclos bem marcados durante esse periodo. Ha
estudos como em [2] que comparam tais observagdes com modelos e sugerem que o
ciclo solar seja modulado, havendo épocas de maiores atividade, os assim chamados

grandes maximos e épocas de menor atividade, os grandes minimos.

Na seqiiéncia deste capitulo, discutiremos as equagoes basicas da fisica
que regem o comportamento de campo magnético em fluidos ionizados como o

plasma solar e o movimento deste plasma como um fluido.

2.2 As equagoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell podem ser expressas através das quatro seguintes

equacoes diferenciais e se referem ao geral comportamento do campo magnético do

3Solar flares, em inglés.
4Coronal mass ejections, em inglés.



ponto da teoria classica:

. 1OE
V-B=0 (2.2)
0B
E: —_—— 2-
V x oy (2.3)
V. E-= —g (2.4)

Onde B indica a densidade de fluxo magnético, que se mede em tesla (T'); E é o
campo elétrico e mede-se em volt por metro (V/m); j, a densidade de corrente elétrica
é dada em ampere(A) e ¢, a densidade de carga elétrica é dada em coulomb por metro
cibico (C'/m3). As constantes permeabilidade magnética e permissividade elétrica

sao denotados, respectivamente por € e u. Ainda, a velocidade da luz é escrita c.

Vamos considerar, invariavelmente, para o plasma solar, € e pu, as cons-
tantes do vdcuo, ou seja ¢ = gy = 8,84 - 107 2C°N"'m™2 e p = poy = 4w -

10-"WbA-tm~1, o que resulta em ¢ = 3 - 103ms— 1.

Veja que até entao nenhuma propriedade do sol foi considerada, isto vai
acontecer quando estabelecermos uma relagao entre o campo elétrico E e a densidade

de corrente j. Faremos isso através da Lei de Ohm que explicamos a seguir.

2.3 A lei de Ohm

A lei de Ohm ¢ valida para plasmas nao relativisticos, nao degenerados
e totalmente ionizados (situagoes proxima da encontrada no Sol) e afirma que a
densidade de corrente é proporcional ao campo elétrico total. Designando por v
o vetor velocidade do fluido, cujo médulo é dado em metro por segundo (m/s),
escrevemos:

j=0(E+vxB) (2.5)

onde ¢ é a condutividade do plasma e ¢ dada em Q 'm~!. Seu valor é dado pela

expressao (Veja [18]):
o P
=153-100"——=Q "'m~ 2.6
7 mA " (2:6)



O termo In A é conhecido como logaritmo de Coulomb, seu valor nor-

malmente situa-se entre 5 e 20 e pode ser aproximado por:
InAN=253—-Inp+23InT (2.7)
onde T' ¢é a temperatura em Kelvin e p, a densidade.

Podemos agora, partindo destas equacoes, deduzir a equacao da inducao.

2.4 Equacao da inducao

Ao combinar as equagoes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.5, temos a chamada equacao

da inducao:
6_B = —VXE——VX(i—VXB> (2.8)
ot

VxB- 3%
= Vx(vxB)- ( i 00t> (2.9)
= Vx(vxB)— {nVXBJr%a(VxE)} (2.10)

2
= Vx(va)—anVxB——zaaT]? (2.11)

Aqui, n é a difusividade magnética e foi considerada uniforme.

Chegamos, entao, a seguinte equacao:

n 9*B 0B

c2 2 + = 5 = =V x (vxB)+nAB (2.12)

O simbolo A é o laplaciano, quando aplicado a um vetor, deve ser
entendido como o laplaciano escalar aplicada a cada uma das componentes do vetor
em coordenadas retangulares. Uma relagao facil de verificar para esse operador é

dada por:

AB=V(V-B)-VxVxB (2.13)



Que, no caso de campos incompressiveis (cujo divergente é nulo), se reduz simples-

mente a:

AB=-VxVxB (2.14)

Observe que se negligenciarmos a corrente de deslocamento, que corres-
ponde ao termo com a derivada segunda no tempo, chegamos a equacao da indugao,

também conhecida como equagao do dinamo:

oB

5 = V x (v xB)+nAB (2.15)

Tal aproximacao, conhecida como aproximac¢ao magnetohidrodinamica,

¢ largamente utilizada na literatura e resulta que a Lei de Ohm se resume a:

V x B = y4j (2.16)

2.5 O problema do dinamo

O problema do dinamo, segundo Priest ([18, p. 326]), consiste de duas
partes: demonstrar a existéncia de um movimento v que sustente campos magnéticos
oscilantes e mostrar que este movimento é mantido pelas forcas presentes. O prob-
lema como um todo é muito complicado, maior parte das tentativas tém sido no
sentido de resolver apenas a primeira parte, conhecida como problema cinético do

dinamo, como um artigo de revisao ainda recente, podemos citar [24].

Em contraste com o problema cinético, o problema magnetohidrodinamico

do dinamo se propoe a resolver ambas as partes.
Estes problemas s@o a centralidade de obras como [14], [17] e [12].

Com o intuito de trazer a luz algumas propriedades do problema, bem
como algumas condigoes necessarias para a existéncia de um efeito dinamo, vamos

estudar o balanco de energia magnética associado a equagao 2.15.
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2.6 A energia associada ao campo magnético

A energia magnética, Ep armazenada numa regiao D, é dada pela in-

tegral:
1
E :/ —|B|*dx (2.17)
Y D 2/

Isto nos motiva a multiplicar a equagao do dinamo 2.15 pelo campo B
e integrar por partes em todo volume V' do Sol, que consideraremos doravante como

uma esfera, centrada na origem do sistema de coordenadas.

e SR e AR L
— [ —Blfdx=— [ =|VxB]*dx+ [ v-(j xB)dx+ r-SdS(x) (2.18
5 | 3B 2V «Bfax+ [ v GxB) () (219

oV

Aqui, introduzimos o vetor de Poynting:

S = lE x B (2.19)
1
que, através de 2.5 e 2.16, pode ser escrito como:
1 B
S — —<VX —va)xB (2.20)
M op
1
= ——[(vxB)xB+Bxn(VxB) (2.21)
1

A expressao 2.18 estabelece um balanco de energia, afirmando que a
variacao da energia magnética no Sol é igual as perdas ohmicas, representadas no
primeiro termo a direita de 2.18 (com sinal sempre negativo), & interagdo com o

movimento do fluido e pelas trocas liquidas de energia através da superficie.

E fortemente esperado que este ultimo termo tenha sinal negativo, ou
seja, que o Sol esteja perdendo energia na forma de radiacao eletromagnética. No
entanto, a aproximac¢ao magnetohidrodinamica 2.16, associada a hipdteses de con-

tinuidade, nos levaram a supor que:

VxB=j=0 - N _
na superficie e regiao exterior (2.22)
v=20
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Isto implica que o vetor de Poynting seja nulo na fronteira e que, por-
tanto, o Sol nao troca energia com o meio externo. Este resultado é conseqiiéncia
da aproximacao magnetohidrodinamica, que nao ¢ fisicamente aceitavel na auséncia
de fluidos (em especial na fronteira externa do Sol). Nao obstante, ela é largamente

utilizada na literatura como [12], [14], [18], [21] e [3].

De qualquer forma, devemos concluir que, para sustentar a existéncia
de campos magnéticos nao transientes, o dinamo solar deve ser capaz de se alimentar

do movimento do fluido.

Para nos aprofundarmos nessa discussao, é conveniente introduzir o
conceito de potencial magnético A(x) para o campo magnético B(x), que serd feito

na secao seguinte.

2.7 Potencial Magnético

Define-se o potencial magnético A(x) de um campo magnético B(x)

através integral singular:

1 V xB
Ax)=— y 2.23
(x) =l (2.23)
Observe que temos a igualdade V x A = B, pois:
_ 1 VxB
VxAX) = [, Vax 55 yldy = [ Vy x = o (V x B)dy (2.24)

A
= fv To—y] y\ dy = 37 Jps [z ]z|dy B( )

Empregamos integracao por partes, o fato que V. x B =0 em R?*\ V e a solugao do

problema de Poisson em R?.

Desta forma, nao s6 fomos capazes de definir um potencial magnético
que, em algum sentido ou outro, tem a funcao de inverter o rotacional, como fomos
capazes de expressar o campo magnético exterior pelos seus valores na regiao interna

ao Sol:
V x B

B®(x) =V x A Vx—
& () = =

dy (2.25)
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2.8 O dinamo axissimétrico

O campo magnético solar observado é essencialmente axissimétrico, ou
seja, simétrico em relagao ao eixo de rotacao do Sol. Como ficard mais claro na
seqiiéncia desta se¢ao, esta axissimetria é apenas de campos médios, ou seja, admite-
se, € mesmo se exige, a existéncia de flutuacoes de menor escala — possivelmente de
origem turbulenta. Trabalhos recentes, no entanto, questionam até mesmo esta
simetria de campos médios; isto é discutido, por exemplo, em [16] e alguns modelos

ja foram propostos como em [15].

A hipédtese de axissimetria de campo médios é, portanto, amplamente

assumida, como em [5], [11], [18], [12] e [14].

O trabalho de analisar e simular a equacao do dinamo em condicoes
como as encontradas no Sol é extremamente complicado, dado que deveriam ser
considerados fenomenos de escalas variando em diversas ordens de grandeza. Os
modelos que tém sido propostos sempre tentam tratar estes fenomenos de menor
escala de forma simples baseados seja em ajustes com a observagao — isso ¢ feito em

[11] e [13] — seja através das equagdes basicas — como ¢é feito em [8].

Sob a hipdtese de axissimetria, a equacao do dinamo pode ser separada
em duas equagoes escalares. Isso é possivel, introduzindo um sistema de coordenadas
poloidais (veja segao 3.1).Esta decomposicao, no entanto, no caso axissimétrico toma

uma forma muito simples, senao vejamos:
B=B,+B,=B,5+ <Br?+ 395) (2.26)

onde, B,, B, e By sao as componentes azimutal, radial e colateral do campo
magnético em coordenadas esféricas. Os vetores B; e B, representam as compo-

nentes toroidal e poloidal, repectivamente.

Esta decomposicao ainda nos permite escrever:

B, =V x (A9) (2.27)
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Fazendo a mesma decomposicao para o vetor v, a equacao do dinamo
2.15 assume a forma:

OB,
ot

0B
ot

= Vx (v, xB,)+nAB,
= VX(VpXBt+VtXBp)+77ABt

(2.28)

Neste momento devemos concluir que o dinamo nao pode existir sob

tais hipdteses, senao vejamos:

Integrando a primeira equagao de 2.28, temos:

A
8_tt = v, X B, + nAA, (2.29)

Definimos a fun¢ao fluxo como:

X =rsinfA, = R(A; - 9) (2.30)
E o operador de Stokes D? := RAR™!, obtemos:

0
8_>: + v, - Vx = nD?*x (2.31)

Se multiplicarmos os termos de 2.29 por x e integrarmos, temos:

1
—Q/XQdXJr/vp-dex:n/ XD2de:—77/ | Dy |2dx (2.32)
28t 7 \% 1% v

A integral do termo advectivo (segundo termo) deve ser zero, entao,

temos:

1
—2/ ’dx = —77/ IVx[*dx < —C’/ Ix|dx (2.33)

A desigualdade provém da desigualdade de Poincaré — que sera discutida na se¢ao

3.3.

Isto implica que x decai a zero e, portanto, termos poloidais nao se

mantém.
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Para resolver este impasse, Parker([17]), propos que as bolhas de plasma
que atravessam a zona de conveccao sejam aceleradas pela forca de Coriolis de
executem um movimento giratério. Esta flutuacao em torno da axissimetria, seria
capaz de transformar campos toroidais em poloidais. Parker modela este efeito como
um campo elétrico proporcional ao campo magnético toroidal e altera a equagao da
inducao da seguinte maneira:

OB,
ot

=V x (v, x B,) +nAB, +V x (a(x)By) (2.34)
Onde a(z) é uma fungao escalar que depende apenas de z.

O que é equivalente a:

0A
8_tt = v, x B, + nAA, + a(z)B, (2.35)
Acredita-se, ainda, que alguns efeitos nao lineares (veja [18] pdg 339),
limitem o crescimento do campo magnético. Uma possibilidade é a remogao de fluxo

por empuxo magnético. Vamos considerar um modelo simples proposto por Jones,

que assume a seguinte alteracao da equacao da inducgao e considera:

OB
8_tt =V x (v; x B,) + nAB, — b|B,|* B, (2.36)

Em 2.36, b ¢ uma constante positiva e v, = 0.

A fim de escrever essas equacoes na forma escalar, vamos, agora, tra-

balhar termo a termo, sempre usando:

V= Vi =0,0=Rwp
B, = VxA, =Vx(A4p) (2.37)
Bt - BSD@
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De forma que temos:

Vx(vixB,) = Vx(0,0x(VxAp)) (2.38)

= Vx Km;’ﬁw) §9<51n9,4)9+ : ;(m) )} (2.39)

= Vx[ f 8’;55 Rlﬁgf?] (2.40)

_ %(8% 1(9AR avge 18§TR>@ 2.41)
1

_ %a s )AR) :%—62;;,/;%)@ (2.42)

AB, = A(B,3) = (A — R™)B,3 (2.43)

Os termos restantes sao manipulados de forma idéntica. Isso nos leva

ao seguinte sistema escalar:

9A4 = n(A-R?*)A+aB, (2.44)
0 O(w,AR _ '
2B, = 1%t 4 n(A-R?)B,-bB}

Merece atencao observar que se ‘3—‘: = g—‘g = 0, ou seja, se a rotacao

w (velocidade angular) for constante, entdo o campo azimutal decai a zero, nao
havendo efeito dinamo. E por esta razao que este tipo de modelo é chamado de
dinamo a-w. Em fungdo da presenga do termo de empuxo (buoyance), chamamos

este modelo de a-w-b.

2.9 Equacao do movimento azimutal

Uma vez escritas as expressoes para o dinamo, resta-nos encontrar
equacoes para o movimento. Em MHD de campos médios, costuma-se utilizar as
equagoes de Navier-Stokes, que podem ser escritas em coordenadas esféricas da

seguinte forma (veja [7]):
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ov, ov, v Ov, v, Ov, Ui+
ot v 0r+r89+rsm96g0 r (245)
1 10p 2u, 2 0up  2ugcot(0) 2  Ou
- _FT - T8 A r T 5 T T 5 - - L 2.4
p p Or v ( ! r2 12 00 72 r2sinf Odyp (2.46)
Ovg Ovg vy Ovy v, Ovg — VUpUp — vfo cotd
- Tt U+ — s — 2.47
ot v or + r 00  rsinf Oy r (247)

2 Ov 2 Jug Ug 2cosf Ou
Sy Ay — =G0 =2t - ?)  (2.48
p ' rpob v ( YT200 T 1200 r2sin?d  rPsin?f 5(,0) (2.48)

v, vy v, v, OV, VLU, — VgV, cOt O

) ' 2.49
ot v or r 00 +rsm€ Op T ( )
1 1 0Jp v 2 Ou 2cosf Oug
= — —_ _ A - td . 2
p ¥ rpsinfd oy v ( YT 2% * r?sinf dp  r2sin®f O ) (2:50)

Se consideramos o movimento axissimétrico e estritamente azimutal, ou seja:

v =v,(r,0)p (2.51)
Encontramos:
5 T r dp
2 =-F —-= 2.52
T por (252)
9 r r Op
— t0=—-Fy— —— 2.53
v, €O P b 700 ( )
ov, 1 1 Op v
v, 1. 9P (A Ve ) 2.54
ot  p ¥ rpsinddyp Y s r2sin® (2:54)
Se a densidade também for axissimétrica, ou seja g—g = 0, temos:
0 1
Do~ v (A - Ry, (2.55)

a  p
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Mais uma vez separamos as forgas em forcas de Lorentz e outras forgas.

ov 1 . 1 _
a—;’:;(‘]xB)W+;Fw+V(A—R ?) v, (2.56)

O termo (j x B), = (j x B) - ¢, vale:

(xB), 5 - L(V X By x By = 1 (V x B,) x (¥ x (4))
= L (i B lsin(0)B,JF — L2(rB,)0)
x (oot @A, — 12.04,7)
= am (ag[sm() o 2(rA,) — Zlsin(0)A,] - Z(rB,)) (0 x F)
= ur2sm [S ) 952+ cos(f ) (aR X 4 R 1X>
- (sm(@)8 X 4 cos(0) R 1X) ( B: L B )}( %)

(2.57)
(%B), = iy |roinl6) (25 — 2555 (2.58)
4 <X% ~ 9B ) + rcos(f) (%Bw - RAX&&%)}

O termo F¢, representa uma forca azimutal que move o dinamo. Vamos

considerar que tal forca nao depende do tempo e é suficientemente regular, ou seja:

Fecp = f(x) (259)

2.10 Condicao externa e de contorno

Na regiao externa ao Sol, a condicao V x B = 0 pode ser decomposta

em condicoes sobre A e B; da seguinte forma.

Escolhemos um ponto x(r,6,p) € V¢ e tal que R = rsinf # 0, C é
a curva dada pela rotagao deste ponto em torno do eixo Oz e V uma semi-esfera

disjunta de V' limitada por C', entao aplicamos o teorema de Stokes:

1 2

B,(r,0) = 5

B, (r,0) Rdip — 7§ B(r,0) - dt — / (V x B)dS(x) = 0 (2.60)

v
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O que nos leva a: B, =0, z € V*
Para o escalar A, temos tao somente: 0 = (V x B), = (A - R™?) A

Se adicionarmos a isso uma condigdo de ndo movimento (velocidade

nula) do fluido junto a superficie, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

5 = aB,+n(A—-R7)A
% = %%w +n(A - R?)B, —bB} ¢ No interior
e — L(jxB), +(x)+v(L- Ry, |
(2.61)
(A—RHA = 0 )
B, = 0 No exterior
v, = 0

Aqui, f(x) = f(z)p.

2.11 Equacoes adimensionais

A fim de escrever equacoes adimensionais, introduziremos as seguintes

mudangas de variaveis:

/_T R/_R ,_U B/_Btp
r=-, =5, U =—, —
(o 00 v v Be
o
V)
~ Boge’ T T yo’ e
. . . . . 0,,0 0,,0 .
Definiremos ainda as constantes adimensionais Rm = IT” e Re = ZTU, conheci-

das como constante de Reynolds magnética e constante de Reynolds. Definiremos

também a constante F, relacionada a razao entre a densidade de energia cinética

(—p”2°2> e a densidade de energia magnética <g;2):
pv°2 02
2= ppu
E — B202 - Boz (2'62)

2p
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Assim, chegamos as seguintes versoes adimensionais para o interior da esfera:

DA 1 9A 1

o 0 po —2
at/ = UOBOE = 20 B° |:OZB B:D + 7]B € (A — R )Al] (263)
a n 2 1—2\ A/
= —B +——(V? —R A 2.64
v° ® + lO'UO( ) ( )
1 —2
=a'B. + —(V? - R A 2.65
o'Bj + 5 —(V ) (2.65)

0B, _ (° 0B, _ e 18(U¢R_1,AR)
ot weBe Ot veBe v 0(r,0)
B (° a(U;R/_l,A/R,) 1
R a(r',0) i Rm

+n(A—R?)B, — be;} (2.66)

bBo%(°

/UO

(VIQ - R_2)B<p -

3
B2 (2.67)

ov! ° v |1
P _ Y _ 2 p-2
5 = 0T g~ 5ot {W (VxBxB), +f(x)+v (V' -R )%} (2.68)

_1 / / r L 12 =2 /
—E(VXBXB)¢+f(X)+Re(V R, (269)

©
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3 FORMULACAO MATEMATICA

3.1 Decomposicao do campo magnético em componentes

poloidal e toroidal

Nesta se¢ao, procederemos com a decomposicao do campo magnético
B em uma componente poloidal e outra toroidal. Seguiremos, basicamente, [14] e

12].

Como € nosso intuito equacionar o problema em uma geometria esférica,
introduziremos o sistema de coordenadas polares esféricas (r,0, ). A letra r indica
a distancia do ponto até a origem, #(colatitude) indica o angulo polar entre o eixo
z e o raio (definido como o vetor da origem ao ponto) e p(azimute) indica o angulo
entre o raio e o eixo x projetados sobre o plano xy. Ainda, é conveniente denotar

por R a distancia entre o ponto e o eixo z (R = rsinf). De forma que:
x=rsinfcosp, y=rsinfsinp, 2z=rcosb (3.1)
Os vetores unitarios neste sistemas serao denotados por: T, 0 e p, de

forma que temos a equivaléncia: (r,0,¢) = rr+ 00 + ep. O vetor posigao (ou vetor

radial) serd denotado por r ou x.

Se ' = F(x) é um campo escalar e v = v(x) é um campo vetorial,

temos:

oF 18F§ 1 OF

VF = WT + ;% + —T SiDQ% (32)
1[0 (,0F
1 0 (. OF 1 0*F
QF = E% <Sln 6%) -+ —SiHQQa_SOQ (34)

o) = — Aﬂﬁwvﬁwnmwww (3.5)

472
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1 0

Vv o= 5 ar(r%r)—l— Tsing%(sinevg)+m%(v¢) (3.6)
Vxv — Tsilne <%(sin9up) - %vg) 7 (3.7)
+% (SiiQ%w - %(r%)> ) (3.8)

+2 (gt - o) @ 3.9)

Sao, ainda, vélidas as seguintes relagdes (via integragao direta):

(QF) = 0 (3.10)

(F) = 0= (AF)=0 (3.11)

Procedendo com separacao de variaveis, vemos que os autovalores do operador 2
sao os harmonicos esféricos 5, dados por:
n
Su(,0) = Y C P (cos f)e™? (3.12)
m=0
onde P’ sao os polinomios associados de Legendre e C]" sao coeficientes arbitrarios.

Os autovalores associados sao:
QSu(0, ) = —n(n +1)5,(0,¢) (3.13)

Ainda vale:

(P™) =0 <=>n#0 (3.14)

n

Temos a relagao de ortogonalidade:
(SpSn) =0<=n=#n (3.15)

E da completude dos harménicos esféricos em L?*(S), temos que qualquer fungao
f € L?(S) pode ser escrita na forma:

f= i i C™P™(cosh)e™?

n=0 m=0
de 3.14:
(f) =Cp
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O que mostra que o operador €2 é invertivel quando restringido as fungoes de média
nula ((f) =0).
Introduzimos, agora, os conceitos de campo toroidal e poloidal.
Definicao 3.1.1. Um campo magnético ¢ dito toroidal se pode ser escrito na forma:
B, =V x (xT'(x)) (3.16)
Onde T'(x) € um campo escalar.
Definicao 3.1.2. Um campo magnético € dito poloidal se pode ser escrito na forma:
B, =V xV x (xP(x)) (3.17)

Onde P(x) € um campo escalar.

Observe que se g(x) é uma fungao radial entao V x (xg(x)) = 0, o que

no permite supor (T') =0e (P) =0

As defini¢goes deixam claro que o rotacional de um campo toroidal é

poloidal. A reciproca também vale pois:

VXxVxVx(xP)=-Vx(xAP)

Podemos demonstrar as seguintes propriedades dos campos poloidais e

toroidais:
x B, = x-[VxVx(xP(x))]=x- [v x (Shlw%P(x)@\— %P@c)@)]
= _sirlle% (Sineag(QX)> - 5152062191;(2}() = —QP(x)
x-B, = x:[Vx (xT(x))] =x- |55 2T(x)8 — 5T(x)3| =0

x-(VxB,) = x-[VXVxVx(xPx)=-—x-[Vx(xAP)=0
x-(VxB) = x-[VxVxxIx)]=-0T(x)
(3.18)

Levando em conta a invertibilidade do operador {2, observamos que se

B ¢ incompressivel entao podemos definir P e T' da seguinte forma:
P = —Q'x-B) (3.19)
T = —Q'(x-(VxB)) (3.20)
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E assim, temos uma decomposi¢cao para B em um campo poloidal e outro toroidal.

Consideramos agora o caso particular em que o campo magnético B é
axissimétrico tendo como eixo de simetria o eixo z. Neste caso, as funcoes P e T

também sdo axissimétricas. E dai temos:

B; =V x (xT'(x)) = —x x VT'(x) = —z—g = B,p (3.21)
Similarmente:
B, =V xV x (xP(x)) =V x (AD) (3.22)
De forma que o campo magnético axissimétrico pode ser escrito como:
B=B,+B,=B,p+V x (Ap) (3.23)

3.2 Os espacgos de Sobolev

Os espacos de Sobolev tém exercido grande importancia na teoria de
equacoes diferenciais. Nesta secao, apresentaremos uma breve discussao a respeito
destes espacgos, mostraremos algumas definicoes e anunciaremos resultados impor-
tantes. O leitor procurando uma apresentacao completa dos resultados elementares,

pode encontré-la em [6]; para resultados mais avancados, em [25].

Denotaremos por {2 um aberto em R". Um ponto é dado por x =

(x1,...,@,) e [()dx = [(.)dz1...dx, é a integral de Lebesgue.

Dizemos que uma funcao f : Q@ — C é LP(2), 1 < p < o0 se e so-
mente se [, |f|[? < co. Ainda, f é dita L>(Q) se e somente se ela ¢ essencialmente
limitada. Convém identificar as fungdes LP apenas quase sempre (q.s.) em relacao
a medida de Lebesgue, ou seja, duas funcoes sao equivalentes se e somente se sao
iguais quase sempre. Sem risco de ambigiliidade, podemos nos referir a toda a classe

de equivaléncia de uma funcao f citando apenas a tultima. Desta forma, segue que
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a definicao abaixo é, de fato, uma norma:

(Jo IfIPdx)"", 1< p < o0
I fllze(o) =
supesso|f(c)|, p =00

Pode-se mostrar também que os espagos LP munidos desta norma sao espacos de

Banach.

Um fungio é dita L2 (Q) se for L? em limitados de Q. E evidente que

toda funcao LP(2) é também L; ().

Considere, agora, o espago C2° das fungoes infinitamente diferencidveis
com suporte compacto. E f4cil ver que duas fungoes f e g sao iguais quase sempre
em €2 se e somente se [, f(x)p(x)dx = [, g(x)p(x)dx, Vo € Cg°. As integrais estao

bem definidas pois o suporte de ¢ é compacto e tanto f como g sao L, ().

O conceito de derivada é fundamental no estudo das equacoes difer-
enciais. O conceito classico de derivacao pode ser estendido para o conceito fraco
conforme: sejam u e v fungoes LP(§2), v é dita derivada fraca em relagao a z; e grafada

887“]_ se e somente se [, v(x)p(x)dx = — [ u(x)a%gb(x)dx, para toda ¢ € C°

Deve-se observar que quando u(x) for uma funcao diferenciavel no sen-
tido cléssico, sua derivada também é uma derivada fraca. Ainda, pelo que ja foi

dito, a derivada fraca é tinica no sentido das classes de equivaléncia.

n
Se a ¢ um multiindice, isto é, a € Z7, definimos |a| = E a; e denota-

i=1
mos:

o o
R
Ox} Oz

Temos que D*u = v se e somente se fQ uD*pdx = (—1)‘0‘| fQ vodx Dizemos, entao,

D%y =

que |a| é a ordem da derivada de indice «

Defina como o espago de Sobolev W#P(Q) a familia das fungoes u : Q —

C em LP(12), que possuem todas as derivadas fracas de ordem menor ou igual a p
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em LP(Q)). E defina a seguinte norma neste espago:

( 1/p
> 1 D*ul|70q) , 1<p<oo
ullwrr) = lal<k
> IDul 1<y, p =00
L lal<k

Nao é dificil ver que a completeza dos espacos LP implica a completeza
dos espacos W*P uma vez que os limites comutam com a definicdo de derivada

fraca.

Os espacos WH2(Q)) sao também espacos de Hilbert com o produto

interno:

<u,v >= Z/DO‘ D%v*dx

la|<k

Estes espagos constumam ser denotados como H¥().

Para nossos estudos, sera conveniente denotar: V := {x € R? : |z| <

Ro}, onde Ry é uma constante e indicard o raio solar,

:{BeHl VB—Oxx(VxB)—Oex B=0em || = }
:{BeH v B—O}ﬂ{BeHl(R?’),VxB:0,|x|>R@}
:{vefP V-v=0xx(Vxv)=0ex-v=0em |z| = @}
{A6H2R3 A= Zi;deeHl}

O operador extensao B — V x fv ‘xXBdX é, ainda, um isomorfismo,

veja [21]

Quando o dominio nao for explicitamente especificado, assume-se como

V. Quando o espago for omitido, assume-se Ly(V), de forma que ||.|| = ||.|| o)
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3.3 Uma desigualdade de Poincaré

Nesta secao estamos interessados em estudar o operador rotacional B —

V x B. Em especial queremos encontrar o valor de :

/|V><B] dx
(3.24)

/ B|? dx
1%

O infimo sendo tomado para B € Hj.

E conhecido que ||B|| + ||V x BJ| e ||ul| + Jo I - B|dS(x) sdo normas
equivalentes & norma de Sobolev usual em H'. Na segunda expressdao, n é o vetor
normal que coincide com o vetor radial 7 na esfera V. Destes fatos e da condicao de

contorno r - B = 0, temos a desigualdade de Poincaré:

1Bl < €[V < B (3.25)

Para encontrar a constante 6tima, considere o problema de autofuncoes

do laplaciano:

—AB = \B (3.26)

E bem sabido da teoria de operadores elipticos que B é uma funcao infinitamente
diferencidvel no interior de V. Procedemos agora & extensio B de B em R?, dada

por:

B(x) = Afvv x idy = =4 [, Vy x o5 (V x B) dy

lz—y|

o ! (3.27)
R A= e i

Assim, esta extensao coincide com B em V e é continua na fronteira

como conseqiiéncia da teoria de integrais singulares.

Tomando o produto interno com B, temos:

VxBP+V. (VXE)XB]:)\B
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Via integragao e observando que:

/Vv [(v « B) x B] dx — /W [(v x B) x B} . xdS(x) (3.28)
__ [(v % B) x x} . BdS(x) = 0 (3.29)
ov
temos que:
/V‘va‘QdXZA/V)B(zdx (3.30)

O que implica A > 0.
Suponha, entao, que B esteja na sua representacao poloidal-toroidal:
B =V xV x (xP(x))+V x (xT'(x))

Podemos separar o problema de autovalores em:

—A(VxV x(xP(x)))=AV xV x (xP(x))
—A(V x (xT'(x))) = \V x (xT'(x))

(3.31)

Observando que V x (xT'(x)) = —x x VT'(x) e que A (V x (xT'(x))) = V x V x
V x (xT'(x)) = —x x VAT (x), temos:

x X V(AT (x)+ A\T'(x)) =0 (3.32)

Disto resulta que (AT(x) + AT'(x)) s6 depende de r. Como (AT(x) 4+ AT'(x)) = 0,

temos AT(x) + AT'(x) =0

A fim de inferir sobre P, observe que o operador rotacional é invertivel
dado o fato que o laplaciano o é no espago complementar as fungoes constantes,

conforme discutimos na secao anterior. Assim, chegamos a:

x X V(AP(x)+ AP(x)) =0 (3.33)

E o problema recai em resolver o seguinte problema de autofuncoes:

AP(x) = —AP(x)
AT (x) = —\T'(x)

, xeV (3.34)

AP(x) =0
T(x)=0

., xevVe (3.35)
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As condigoes na regiao exterior sao obtidas observando que aquelas fungoes devem

ser radiais.

Para encontrar solugoes, procedemos com separagao de variaveis:
T(r,0,¢) = R(r)S.(0,¢) (3.36)
Aqui, S, indica o n-ésimo harmonico esférico.

Substituindo em 3.34, temos:

% (% ( ;R> +n(n+ 1)3) — AR (3.37)

Equivalente a:

5 07 %)
r ﬁR%—%ERnL (NP —n(n+1)] R=0 (3.38)

Esta é uma equacao de Bessel esférica modificada, cuja solugao regular na origem é

R(r) = \/;fn+1 p (ﬁr> (3.39)

A condicao de contorno ¢ satisfeita se tivermos .J, 11/ (\/)\nR@) = 0, ou seja, se Ty,;

dada por:

¢ 0 j-ésimo zero da funcgao de Bessel J,, /2, entao:

2
Tz, x? 20
A= > )\, = > = (3.40)
2 = = o
R@ R@ R

Como j é um natural arbitrario e o problema é linear, vale a expansao:
x”l
Z R, / Jni1/2 (%0 (3.41)

De forma andloga, fazemos para P(x)
P(r,0,9) Z R(r (3.42)
Na regiao exterior, temos AP(x) = 0 e, portanto:

AP(r,0,¢0) = ;Ti? {% ( iR( )) —n(n+ 1)R(r)] S0, ) (3.43)
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Como cada um dos termos deve ser nulo, P(r) deve obedecer a seguinte equagao de

Euler:

0 9 _
r? o R(r) + 205 R(r) = n(n + 1) R(r) = 0 (3.44)

cuja solucao regular no infinito é dada por:

R(r) = Cr~(+D) (3.45)
onde a constante C' é dada por:

C = R(Rp)Rg" (3.46)
Considerando que a derivada primeira é continua na interface, temos:

(%)T:R = —Cln+ )R™"? = —R(Ro)(n+1)Rg (3.47)

Como R(r) = \/5-Jn+1/2 (\/XT) aplicamos a relagao de recorréncia:

0J(r)
or

r + v, (r) =rJ,_1(r) (3.48)

e concluimos:

Juae (V2r) =0 (3.49)

O que resulta em:
2 2 2

T .
\ = (]7%;1)1 >\, = % — ;:_2 (3.50)
©) O O

E ainda temos a expansao:
R(r) = RO, | J, Lnj. 3.51
)= 3R g (72 (351)

Temos, entao, as seguintes desigualdades de Poincaré:

1
||Bp||L2(V) S \/)\—”V X Bp||L2(V) (352)
D
1
1Bty < \/—)\—tHV X Byl L,v) (3.53)

1

IBllsvy <
VA

A\

IV X B[ Lyv) (3.54)
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3.4 Lemas de Gronwall

Os lemas de Gronwall sao desigualdades amplamente usadas na teoria
de equacoes diferenciais. Apresentamos a seguir duas versdes muito conhecidas e
uteis, a primeira é uma forma classica e traz resultados a partir das condicoes iniciais.
A segunda forma, dita uniforme, parte de outras hipoteses, e fornece resultados

apenas para tempo positivo.

Lema 3.4.1 (Desigualdade classica de Gronwall). Sejam y, g e h fungies
localmente integrdveis em (ty,00) tais que % também € localmente integravel e sa-

tisfazendo a desigualdade:

d
S <gyth t=t (3.55)
Entao:
t t t
y(t) < y(to)elo 9% +/ h(s)els SWdugs ¢ > ¢, (3.56)
to

t
Demonstracio. O fator integrante e~ /0 9% ¢ nao-negativo, portanto:

d —_ s)ds — s)as
% (y(t)e ftto g(s)d > S h(t)e ftto g(s)d (357)
Integracao de ty a t fornece exatamente o resultado desejado. O

Corolario 3.4.1. Seg=—-Aeh=K, onde A\ >0 ¢ K >0, temos
y(t) < t(to)e M) K (1 — e ) ¢ > ¢ (3.58)
Lema 3.4.2 (Desigualdade uniforme de Gronwall). Sejam g, y e h fungoes

ndo negativas localmente integrdaveis em t € (to, 00) satisfazendo a desigualdade:

dy
49 < h 3.59
o Syt (3.59)

E ainda existem constante positivas r, ay, as, as tais que:

t+r t+r t+r
/ g(s)ds < ay, / h(s)ds < as, / y(s)ds <az, Vt>1t, (3.60)
t t t

Entao

y(t+r) < (% + a2> e, t>t (3.61)
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Demonstracao. Assuma ty <t < s < t+r. Multiplicamos a desigualdade pelo fator
integrante positivo e~/ 997 4 fim de obter:

% (y(s)e™ F90) < n(s)e I 90 < p(s) (3.62)

Integramos entre s e t 4+ r e chegamos a:

t+r

y(t+r) < y(s)efs“g(T)dT + (/ g(1)drels g(T)dT) < (y(s) + az)e™ (3.63)
t
Integramos esta expressao em s entre t e t + 1 e obtemos:
y(t+1r)r < (as + raz)e™ (3.64)

]

3.5 Desigualdades e imersoes em espacgos de Sobolev

Algumas desigualdade em espacos de Sobolev sao fundamentais e fare-

mos uso ao longo do desenvolvimento. Nesta secao, nos atemos a elas.

Desigualdade de Agmon em trés dimensoes (para maiores detalhes, veja
20, 1]):
1/2 1/2
ety < Cogllullzrtiqy lull 720y (3.65)

A qual, frente a desigualdade de Poincaré nos leva a:

IVIF < CaglV > v[IZ| AV, v € Hy (3.66)

A seguinte desigualdade de interpolagao é trivial, sempre que se tem:

/ IV x v[’dx = / vAvdx
v v

IV s vl < V2 AvI2, v e H (3.67)

teremos:

Usamos ainda um teorema (essencial) de compacidade:
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Teorema 3.5.1. Sejam Xy, X e X; espacos de Banach tais que:

1. Xo CC X C X3y, O simbolo CC indica que a imersao é compacta.

2. Xo e X1 sao reflexivos.

Defina o espago Y conforme:

d
Y= {v € L*(0,T; Xo), d_‘t, € Lal(O,T;Xl)} (3.68)
Munido da norma:
dv
[vlly = [Ivllzeo(o,r;x0) + ‘ m (3.69)
Le1(0,T;X1)

Entao Y € um espago de Banach e Y CC L*(0,T; X)

Demonstragao. A demonstragao é omitida neste trabalho. Veja em [19]. O

3.6 Formulacao matematica

Nesta secao finalmente explicitamos o problema de valor inicial e as
hipdteses assumidas, com base no estudo ja feito, ou seja, procuramos solucoes para

as equagoes diferenciais parciais:

OB, 1 ,
OB 1 ,
8tt = V x (V X Bp) + R—mABt —b |Bt|2Bt (371)
ov 1 1
5 = E(V X Bt) X Bp + f(X) —+ EAV (372)

Para B, € E4, B, € E; e v € Ej, estes definidos como:
E, = {B,€ H:B, -9 =0 e é axissimétrico} (3.73)

Ey, = {Bt € H :B,;- 0= B, - 7=0¢é axissimétrico} (3.74)

By = {v cHy:v- f=v-7=0eé axissimétrico} (3.75)
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Onde b/ = B2 > (e o/ (r,0) € C®(V) e f(x) = f(r,0)3 € L2(V)

-

E relembramos que:

B - (Brﬂ Bgé) L B,5=B,+B, =V x (AD) + B,

Vo= 0,0

Complementamos com condicoes iniciais:

Bp<0) = Bp07 Bt(O) = BtO; V(O) = Vo

(3.76)
(3.77)

(3.78)

E supomos cada uma destas condigoes iniciais como pertencentes aos

espacos Fq, Fy e E3, respectivamente.

3.7 Estimativas

Nesta secao, estamos interessados em encontrar algumas estimativas

para as solugoes do sistema da se¢ao 3.6. Assim, estabelecemos os seguintes teore-

mas:

Teorema 3.7.1. Ezxistem constantes Cp, e C, tais que:

B <Cp e (vl = llog(®)ll < C

Demonstracao. Partimos da parte toroidal da equagao da indugao 3.71:

0B,

1
W = VX (V X Bp) + R—mA(Bt) — bllBt|2Bt

Tomando o produto interno com By, segue:

10|B,J?
2 ot

1
V x (V X Bp) -B; + %A(Bt) By — b/|Bt|4
Lembramos que:

ABtBt:—|V XBtyg—V' [(V X Bt XBt>]

(3.79)

(3.80)
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Como (V x B; x By) - x = (V x B; x x) - B; = 0 na fronteira, integrando, temos:

10

S IBA? IV B+ VB = [ V(v By)-Bax (38D
Vv

Agora, considere a equagao do movimento 3.72:

ov

1 1
prl E(V x B;) x B, + f(x) + @AV (3.82)

Multiplicamos cada termo por v e observando que:
/ (V x By) x B,] - vix — — / V x (v x By) - Budx (3.83)
v v

Chegamos a:

E 0

5 825” H2 + —||V X V||2 / V x (v xByp)- Btdx—i—/ f(x)-vdx (3.84)
v v

E podemos estimar:

Re)\2

E
/ fx)vgdx < || f.[[v]l < 1/2||f|| IV x v < ||f||2 + 55 [V x v[* (3.85)
v )\ 2Re

Somando 3.81 e 3.84 e levando em conta a estimativa 3.85, chegamos a:

g (IBell? + EIVIP) + g2 IV x Be® + £V x VP + 22V x vf?

2 (3.86)
+2V|[By||* < B2 £
Definindo C; = £ min( ])% , R/\ ), temos em particular:
0 Re)\2
57 B + EIVIF) + e (B + Ellv]®) < L£1” (3.87)

Usando a desigualdade de Gronwall, segue:

IB:0)I* + Ellv®)I* < (IBe(O)[I* + E[[v(0)[]*) e + Z—j(l —e ) (3.88)
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Teorema 3.7.2. Existe uma constante Cp, tal que:

IByll < Cb,

Demonstracao. Considere a componente poloidal da equagao da inducao 3.70:

0B, 1
— = —AB ‘B
ot Rm p TV x(a'By)

Tomamos o produto com B, e integrando, temos:

10

3Bl + 19 X Bull = = [ (V5 (@/Bu) - By
\%4

A equagao 3.90 e a estimativa seguinte:

o’ *Rm 5 1 2
~ [ B (VB ax < B g+ 5 |V X Byl

Resultam em:
2
||Bp||L2(V) + IV X B, |1,y < b BRm|Bil7,m)
o que implica, pelo lema de Gronwall:

sup | B,[|7, < oo
>0

Corolario 3.7.1. As sequintes estimativas sao validas:
t+r
/ HV X Bt”zdt S Cl + CQT
t
t+r
/ |V x B,||?dt < Cy + Cor
t
t+r
/ HV X VH2dt < Cl + 027”
t

para constantes Cy e Cy positivas independentes de t e r.

Demonstracao. Integracao entre t e t + r de 3.92, nos leva a:

t+r t+r
/t IV x B,|Pdt < Rm|B,(0)]| + o’ Rm? / IBAII2, vt

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
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bastando escolher C; > Rm||B,(0)|| e Cy > o/ > Rm*C?%,

Procedemos de forma idéntica com 3.86 para obter as outras estimati-

vas. O

Teorema 3.7.3. Ewxiste uma constante Dp, tal que:

IV xBy|| < D, (3.98)

Demonstragao. Multiplicamos 3.70 por AB,, e integramos, a fim de obter:

10 1
SV < B+ By = = [ Vx (@B ABax (3.9
< (G [IV X Byl + [V L Bell) [|AB, ] (3.100)
1

< C% Rm||Va/ |2 + o' > Rm||V x B||? + ——||AB,||? (3.101)

t oo 2Rm

O que equivale a:

a 2 1 2 2

51V X Boll” + ool AB,||° < C[V x By (3.102)

Assim, aplicamos 3.4.2 com a; = 0 conjuntamente com as estimativas

do corolario 3.7.1, ou seja, as = ag = C + Car e obtemos:
IV x B,(t)|? < (% + a2> V> (3.103)
r

Para 0 <t < r, uma estimativa é trivialmente obtida, integrando 3.99

considerando condic¢ao inicial finita. O que completa a demonstracao. O

Corolario 3.7.2. Vale a estimativa:
t+r
/ |AB,|[*dt < Cy + Cyr (3.104)
¢

Para constantes Cy e Cy positivas independentes de t e r.

Demonstracao. Basta integrar 3.102 e proceder de forma idéntica ao corolario 3.7.1.

]
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Teorema 3.7.4. Existem constantes Dp, e D, tais que:

IVxB <Dp e [[Vxv|<D,

Agora, considere a componente toroidal da equagao da indugao (3.71):

0B,

1

Tomando o produto interno com AB; e integrando, temos:

10 1
§§||V X Bt||%2(v) + %HABtH%QV (3.106)
= —/ [V x (v x Bp)] - ABwdx + b’/ (|Bt|2Bt) - ABudx (3.107)
4 1%

Calculando o termo mais a direita:
T = / (|B¢|*B;) - ABdx = —/ V x (|B¢|*B;) - (V x By)dx (3.108)
\%4 \%
= —/ (VIBi|* x B, + |By|’V x By) - (V x B,)dx (3.109)
\%4

= —/ (VB> x By) - (V x Bt)dx—/ IB|?|V x B,?dx  (3.110)
|4 |4

Seguindo:
/V (V|Bi* x By) - V x Bydx (3.111)
_ 2/V (B, V)B,+ B, x (VxB) xB]-VxBidx  (3112)
= 2/‘/ B x (V x By) x By] - V x Bydx (3.113)
= 2/V [(V x By)|B,*] - V x Bydx = 2/V IB:|*|V x By|*dx (3.114)
Portanto:
/V (B.B,) - ABdx = —3/V BV x By|2dx (3.115)

E ainda, temos:
/ [V x (vxBp)] - ABudx = (B, - V) v - ABdx (3.116)
1%

(B, - Vu,) AB, - Gdx (3.117)

——
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Substituindo os termos, temos:
m”v Bt||2+—||ABt|]2+3b’/ B,V x By [dx

= —/ (B, - Vu,) AB, - pdx
1%

De forma andloga para a equacao do movimento, temos:

2 2
S IV x VI + A

:_l/(vatpr).Avdx-/f(x)-Avdx
E Jy v

Devemos, agora, estimar os termos a direita de 3.118 e 3.120:

12: = [ (B, Vi) 8B Gk < By |V % vILIAB
< CagllV x B2 AB, |2 |vI|[ 2 Av][ 12| OB
e T
< OIABIP + | AVIP + = [|AB?

Foi usada a desigualdade de Agmon 3.66 e de interpolacao 3.67.

De forma idéntica temos:

T3 = /(Vthpr)~Ade
v

IN

CAgDBpCBt||ABpIII/QIIABtIIWHAVII

IN

CHABpI|2+—||AV||2+ ||ABt||2

E ainda:

E
—/Vf(x)Avdx < OISR + ol av?

(3.118)

(3.119)

(3.126)
(3.127)
(3.128)

(3.129)

Basta somarmos 3.118 e 3.120, substituindo as estimativas obtidas, para

chegar a:

0 2 2 1 2 E 2
o (19 X Bil + BV x v|*) + | AB|* + S| Av]
< C(|AB, | + £(x)?)

(3.130)
(3.131)
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Assim, podemos aplicar o lema uniforme de Gronwall (3.4.2), uma vez

que ja temos as estimativas pelos corolarios 3.7.1 e 3.7.2. Isto nos leva a estimativa:
a

IVxB?+E|VXxV|[?< =2 +4a, Vt>r (3.132)
r

Com ay e az constantes positivas. Uma estimativa para 0 <t < r, pode ser obtida

via integracao de 3.130, supondo condigoes iniciais sobre ||V x By|| e ||V x v|| finitas.

Proposicao 3.7.1. Existem constantes Cy e Cy tais que:

t+r
/ |ABy|2dt < Cy + Cor (3.133)
' t+r
/ |Av|2dt < Oy + Cor (3.134)
t
Demonstracao. Totalmente idéntico ao corolario 3.7.1, considerando 3.120. O

3.8 Sobre a existéncia de solugoes

Como ja foi discutido nas secoes 3.1 e 3.3, o campo magnético B pode

ser decomposto em:
B=B,+B, =V xV x (xP(x)) + V x (xI'(x)) = V x (Ap) + B,§  (3.135)
Onde A = —2P(x) e B, = —2T(x)

E encontramos as seguintes expansoes em autofungoes para T e P:

T(r,0,t) = Z ZT(M)@)‘ /;-TJZ-H/Q (;g 7‘) P;(cos0) (3.136)

i=1 j=1

P(r,0,t) = ZZP@J)@),/%J@-H/Z (x%;)j?") Pi(cosf)  (3.137)

i=1 j=1
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Diferenciando adequadamente, podemos escrever expansoes para as variaveis B, B,

e v em autofuncoes do operador —A\, conforme a seguir:

B, = iB;“(tm (3.138)
k=1

B, — 3 500 (3.139)
k=1

v = iw’f)(tm (3.140)
k=1

(3.141)

Onde as fungoes ¢, formam uma base ortonormal completa para Hz e ¢, para H;

e os autovalores sao respectivamente )\f e Aﬁ.

Definimos os espacos de dimensao finita MY := span{¢y, ¢s, ..., ¥,}
e /\/lﬁ := span{¢y, ¢a, ..., ¢, }. Denotaremos Pff e Pf 0s projetores ortogonais em

MY e M?, respectivamente.

n

Definimos ainda solugoes ditas aproximadas By, Bi' e v", tais que sat-

ifagam o sistema a seguir:

oB” 1 . .
o = malBrt Py [V x (o/BY)] (3.142)
OB” I R

(‘%t = anlB + Py [V x (v" x By) — V'|By|*By] (3.143)
ov" 1 . 1 . . A

5 = ROV TEF(VXBY)xBy+f(x)P (3.144)

Teorema 3.8.1. As estimativas da se¢ao anterior sao aplicaveis ao problema dado

por 3.142 a 3.144, no sentido que:

IBr| < Cs,, |V xBI| <Dg,, s |ABR||dt < Cy + Cor

t

||B?H < CBt ) HV X B?” < DB” . ||AB?H2dt < Cl + CQT

t

v < Cs, , VXV <D, [TTAV2dt < Cy 4 Cyr

t

Demonstracao. Se P é um projetor ortogonal num espago de Hilbert, entao P = P*
e se u = Pu, entao:

(u, Pv) = (Pu,v) = (u,v) (3.145)
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Aliado a isto e ao fato que ||Pu(0)|] < ||u(0)|, as estimativas seguem de forma

idéntica. O

Agora se escrevermos:

n

By = Y BF(t)y (3.146)
k=1

By = Y B (t)ex (3.147)
k=1

Vo= Y oF (e, (3.148)
k=1

(3.149)

Obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinéarias nao li-

neares sobre os coeficientes:

a n n - i,n
aB " = NBS DBV x (i), ) (3.150)
=1
a n n - - in in
ang, D= B 3T ST WM BRI (Y x (6 % 1), )
i=1 j=1
=0y NN BIBIB (65 6561, ) (3.151)
i=1 j=1 I=1
9 (em D LSS i) ofin
gt = N G D BETBIN (Y ) x v
i=1 j=
+ (f(x), on) (3.152)

Este sistema possui solugdo maximal definida para todo t € |0, 00),
dadas as estimativas no teorema 3.8.1. As solugoes aproximadas, portanto, perma-

cem em uma bola limitada de L?(0,7T, H*)( L>=(0,T, H")
Aplicaremos o teorema de compacidade 3.5.1 com relagao as inclusoes:

H*(V)cc WHY(V) c HY(V) (3.153)
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. A . A . ! I !
O teorema garante a existéncia de subsequéncias By, B} e v" forte-
mente convergentes em W'*(V') para elementos B, B} e v* também em W (V).

Podemos supor também, que a subsequéncia converge fracamente em H?(V).

Analisamos, agora, comportamento das equacoes 3.142 a 3.144 frente

ao limite n’ — oo.

Tomando o produto interno de 3.142 com as autofuncgoes, temos:

() oem ey e o

Multiplicando a tltima expressao por uma funcao s(t) € C*[0,77] tal que ¢(T) = 0,

temos:
- /OT (By v ) < (0t + (B (0)5(0), v )+ (3.155)

1 (T , T
n — mn < < 7
T /0 <V x By, V x ¢k> (t)dt /0 <a B}, V x wk> s(t)dt, 1 <k<n

onde procedeu-se com integracado por partes no primeiro termo. A passagem para
o limite nao oferece dificuldade, quando observamos que Bg/ (0) — B, fortemente

em L? B,y é a condigao inicial. De forma que 3.155 se torna:

/ (B i) < (1) + (B, (0)s(0).4) +  (3.156)

Rm/ (VX B,V x ) o (t)dt =/ (B}, V x ¥y) s(t)dt, Yk > 1

0
Por linearidade e continuidade, podemos reescrever esta expressao como:
- / (B2, ) <'(£)dt + (Byos(0), ) + (3.157)
1 T T
%/0 (V x B,V xv)c(t)dt = /0 (a'B},V x v)c(t)dt

onde v é qualquer fungao em H;. Se escolhermos agora ¢(t) € D(0,T) = {f €
C>, supp(f) C (0,7)}. Temos:

/ (Br,v)d'(t)dt + —/ (V x BV xv)c(t)dt = /OT (o/B},V x v)¢(t)dt
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O que é equivalente a formulacao fraca:

a * 1 * / *
E(Bp,y>+R—m<Vpr,qu>:<aBt,V><y>,VuEHl (3.158)

Mostraremos agora que B,(0) = B,. Para tal multiplique 3.158 por
s(t) € CY1(0,T) tal que ¢(T) = 0,6(0) # 0 e apds integracao por partes obtenha:

/T (B, v)d(t)dt + (B;(0)s(0),v) + Rim /T (V x B,V xv)c(t)dt (3.159)

- / (B, Y x 1) s(t)dt, Y € Hy (3.160)

0

A simples comparagdo com 3.157 nos leva a B*(0) = B.

A passagem ao limite é idéntica para as equagoes 3.143 e 3.144.

3.9 Sobre a unicidade de solucoes

Suponha a existéncia de dois trios de solucoes B,,, B; e v, bem como,
By, B} e v*, satisfazendo 3.70 a 3.72 no intervalo de [0, 7] e também as condigoes

iniciais 3.78. Defina:

wp, =B,—-B), wp =B, —-B;], w,:=v-v" (3.161)

p’

E também:

W= (Wpp, Wpi, Wy), ||| = \/HWBpH2 +lwad? + [[ws[? (3.162)

Substituindo em 3.70 a 3.72, temos:

0 1
5 Ve = R—mAWBp +V x (a'wgy) (3.163)
0
A V x (vxBp)—Vx (v xB})
1
+%AWB,5 — b/|Bt|2Bt + b,|B:|2B: (3164)
0

| 1 1
&WU = E(V X Bt) X Bp — E(v X Bt) X Bp + @AWU (3165)
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Tomando o produto interno de 3.163 com wg,, temos:

10 1
saiWeel’ + oIV X walF = (V x (a'Wsi), way) (3.166)
, al Rm
= (a'wp, V x wg,) < 5 I a— SR IV x wg,||? (3.167)

Fazendo o mesmo com 3.164, estimando os termos seguintes:

(Vx(vxB,) —Vx (v xB), wg) (3.168)
= ((vxB,)— (v xB}),V X wg) (3.169)
= (v—v")xB,, Vxwg)+ <V x (B, B*) V x WBt> (3.170)
< (v =V LByl + 1By = Byl [Vl ) IV x W] (3.171)
< CUAB| + AV 1wV x Wl (3.172)
< C(IABI* + 1 AVIP) Wl + 55— IV x Wi (3.173)

2Rm

Usaremos, agora, a representagao B, = B,p, a fim de chegar a igual-

dade:

—V|B°’B, +V'|B;|’B; = -V (B,>—B.’)% (3.174)

= —V (B, + B,B,+ B )wp,  (3.175)
De forma que:

(=V/ BB, + V'|B;|’B}, wg:) = — (V' (B,* + BoB}, + B}?) Wpi, Wt )
— —b’/ (B,” +2B,B, + B.?) [wp[*dx < 0 (3.176)
%

Assim 3.164 nos leva a:

0 1 .
EIIWJ.%H2 + 5 lIV X wil[? < C([AB[I° + [Av) [[w]? (3.177)
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Agora, passamos a terceira equagao, para tal estimamos o termo nao

linear:

((VxBy) xB,— (VxBj)x B w,) (3.178)
= ((Vxwpg)xB,,w,) +((VxB;]) xwgp, w,) (3.179)
< IV X W Byl oo - 1Wol| + IV X B[, [[ Wy |- | W Ly (3.180)
< OV X wi[ |AB[|.[wo|| + Cl|ABL|[[wap||-[[V X wy| (3.181)
< 4].%7,L|\\>&fml|2 + 2£R€|IV < v[*+ C ([|AB,|* + [|AB]?) [[w* (3.182)

Das estimativas obtidas, chegamos:
a 2 * |2 2 * |2 2
vl <C (IAV[2 + [[AB,[|* + | AB[?) [[wll (3.183)
Como vale a estimativa:
t
C/ (IAV* ()P + 1ABy(s)[I* + | AB; (s)]%) ds < Cs + Cat (3.184)
0

segue que |wl|| = 0, posto que as condigbes iniciais sdo nulas.

3.10 Sobre o erro local de truncamento

Nesta secao estamos interessados em estimar o erro de truncamento

causado quando se assume a aproximacao 3.142 a 3.144 para o sistema 3.70 a 3.72.

Sejam By, B, e v, as solugoes exatas e B;, B; e v*, as solugoes apro-

ximadas. Defina, como, na secao anterior:

wp, =B, - B}, wg =B, —B], w,:=v—-v" (3.185)

p’

E também:

W= (Wpp, Wpi, Wy), ||| = \/HWBpH2 +lwal? + (w2 (3.186)
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Substituindo em 3.70 a 3.72 e 3.142 a 3.144, temos:

0 Rl

5V = T Awp, +V x (a/By) — PV [V x (o/B})] (3.187)
%)
SV = VX (v x Bp) = P2[V x (v* x B})]
1
+ - AW — V|B,|*B; + V' P?[|B;|*B;] (3.188)
) 1 1 i .
A E(V x B;) x B, — P,?E(v x B;) x B} (3.189)
1
+ o Awe+ QrIf(x)] (3.190)

Definimos ainda os projetores Qf e Qﬁ, como sendo os projetores com-
plementares a P¥ e P? respectivamente. As seguintes estimativas sao simples

aplicagoes da desigualdade de Poincaré:

1

|QeBI* < FHVXBH2 (3.191)
1

|QBII* < ﬁHVxBII2 (3.192)

(3.193)

Tomando o produto interno de 3.187 com wg,, temos:

10

1
QEHWBpHQ + o= [V x wi [ = (V x (a'Be) = PY [V x (/By}, W) (3.194)

Rm

Tratamos de estimar o termo a direita:

(V x (a/By) — PY [V x (/B})],wg,) < (V x (&/Bg) = V x (o/B;), wg,)(3.195
+(V x (¢/B}) — PY [V x (¢/B})], wg, )(3.196

n

)
)
= (a'Wpy, V X W) +([V x (o'By)], Q@ wp, )(3.197)
< @ [WadIV x Wil + ([ | B[ 1 [| W, [[(3.198)

)

1 C
< CHWBtH2 + R_TTLHV X WBpH2 + F(?)lgg

Obtemos:

Lo
20t

o’ *Rm
4

1 *
[w||* < 1w gl |* + A—w(HDa’HLmHV x Byl + o [ABE]) (3.200)

n
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Ja o mesmo procedimento aplicado a segunda equagao, nos leva a:

= (Vx (vxBp)—P{V x (v x B}), wp)
— U {(|B*B, — P{[IB;’B;], W)
- T+ T (3.201)

Ty: = (Vx(vxB,) =PV x(v'xB}), wg) (3.202)

(

= (Vx(vxB,) =V x (v xB2),wg) + (Q2V x (v* x B}), wp,)
<(v x B,) — (v* xB;),V x wBt> + <V x (v x B;), Q£W3t>
(

(v—v")xB,+v*x (B, —B}),V xwg) + <(B;‘2 V)V, QW)
que pode ser estimado:

Tal < (Iwollzs - [Byllos + [[wapllos - (V¥ o) [[V X W]

+ Bl llV < v - (W s

1 1 C 1
< C (W + W) IV x wl* + NG + m”v x wp||® (3.203)

n

T,: = — (BB, - F{[B; Bl wp)
= (BB, — [B}I*Bi, wa) — ¥ (@7 [[Bi’B] . wi)
< 0 (Q; [IBiI*B{] i) (3.204)

onde calculando |T3|, obtemos:
v 9
ol < SV (IBIFBI) I W (3.205)
Conforme célculos idénticos aos de 3.108 e 3.111, temos:

b/
Ty < )\_ﬁ}

IBi* (V x B))| - W (3.2006)
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Agindo de forma idéntica para terceira equagao, podemos somar as trés

expressoes obtidas para ter, para n grande:

5, D
a||w||2 < Ollw|* + = A = min(A?, %) (3.207)

De forma, que o lema de Gronwall leva a estimativa seguinte:

Iwll* <

< G (€77 = 1) + fwto) 77 (3.208)
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4 INVESTIGACOES NUMERICAS

Neste capitulo, voltamos nossa atencao ao estudo numérico das equagoes
em tela na forma mais conveniente para simulagoes, ou seja, na forma escalar que
repetimos abaixo. Foram realizadas simulagao através de dois métodos. O métodos
das diferengas finitas e por expansdao em autovalores do laplaciano (Galerkin). In-
felizmente, nao fomos capazes de obter resultados com o segundo método: todas
as solugoes decaem exponencialmente a zero. Atribuimos isso ao fato de a com-
plexidade do algoritmo nao nos permitir a utilizagao de um nimero suficiente de

modos.

As equacoes sao:

4 — aB,+n(b-R A
a_geﬁ = %8(1}%‘7;314}%) +n(A - R?)B, —bB} ¢ No interior
% = L(GxB),+fx) +v(A-Ruv, |
(4.1)
(A—R2A = 0 )
B, =0 No exterior
v, = 0

4.1 Estudo numérico pelo método das diferencas finitas

Realizou-se um estudo numérico do sistema de equagoes em questao
pelo método das diferencgas finitas. A discretizacao espacial foi feita usando derivadas
centrais de segunda ordem, a discretizagao temporal foi implementada pelo método
de Runge-Kutta simplificado de segunda ordem com trés estagios. Maiores detalhes

sao dados a seguir.

Devido a simetria axial do sistema, o dominio esférico pode ser repre-

sentado por apenas uma metade de um circulo meridional. Com intuito de proceder
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com o método das diferencas finitas, este meio circulo foi preenchido com uma malha

polar conforme sugere a figura 4.1:

Figura 4.1: Malha polar em um semi-circulo meridional. Aqui, apenas para efeito
de ilustracao, ve-se uma malha 7x5.

Para a regiao interna a malha, escolhemos um esquema de derivadas
centrais de forma que, mediante suficiente regularidade, tém-se erros de segunda

ordem. Ao valor do nitcleo, atribuimos a média aritmética dos valores adjacentes.

4.1.1 Discretizagao temporal

Utilizaremos o método de Runge-Kutta simplificado de trés estagios

que resulta em aproximagoes de segunda ordem. O esquema ¢ dado a seguir:

X} o= X0+ 1/2f (X7)) (4.2)
X2 = X0 +1/2f (XL) (4.3)
Xy, =X+ f(XE) (4.4)

4.1.2 Condicoes de contorno

As varidveis B e w apresentam condig¢oes de contorno de Dirichlet nulas,

desta forma:

Bimaz“l’lyj = O (45>

wimaz"l‘lyj = O (46)

No entanto, encontramos condigao de contorno nao trivial para a variavel A, que
deve satisfazer (V2 — R7?) (A) = 0 na regiao externa ao sol e médulo zero no infinito.

Felizmente, a linearidade do operador permite-nos definir:

Aipaat1j = T (Aipraas) (4.7)
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onde 7' é uma operacao linear e, portanto, pode ser descrita por uma multiplicacao
matricial. Esta matriz foi obtida numericamente utilizando o método de Gauss-

Seidel com relaxacao por um programa auxiliar.

4.1.3 Resultados da simulacao

A simulagao considerou os seguintes parametros:

n = 5-108m?s!
a(r,0) = ausin(h)

0o = 1ms™!
(4.8)
b = 107272571
vp = 107°Kg-m~ts7!
p = 500Kg-m3
Como condigoes iniciais, utilizamos:
A(r,0) = 1
B(r,0) = 1073
(4.9)
w(r,d) = —%(1-7)° 7=r/Rg
wg = 5-107tms™!

A (aparentemente estranha) condicao inicial para o movimento foi con-

siderada realista e estudada por Roberts (veja [14]).

A seguir apresentamos os perfis do campo magnético simulado.

Figura4.2: Q=0e Q =7/8
Figura 4.3: Q =m/4 e Q = 371/8
Figura 4.4: Q =7/2 e Q =57/8

Figura 4.5: Q =3n/4e Q =Tr/8
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