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Einleitung

Wenn man heute Rechenanlagen zum Zweck des numerischen Rechnens be-

nutzt, ist es unerlaBlich, die Arithmetiken und deren Strukturen

zu kennen und zu beherrschen.

Die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit bescWtigen sich mit

der Frage nach der Struktur der bei numerischen Rechnen mit Rechen-

anlagen auftretenden Waume, d.h. welche mathematischen Eigen-

schaften eine Rechenanlage besitzt.

Numerische Algorithmen lassen sich auf einer Rechenanlage im allge-

meinen nicht exakt durchfUhren, da solche numerische Algorithmen

in der Regel im Raum R der reellen Zahlen, der Vektoren VIR, der

Matrizen MIR, der komplexen Uume C, VC , MC oder der Intervallrume

UR, II V R, II C , II VC, II MC ( siehe zweite Spalte in Tabelle 1 )

definiert und hergeleitet werden und keine Isomorphismen zwischen die-

sen Definitionsmengen und der entsprechenden Menge der Maschinen-

zahlen existieren. Daher wird das Rechnen mit reellen Zahlen in einem

Teilsystem T ( z.B. dem System der einfachlangen Gleitkommazahlen einer

gegebenen Rechenanlage) oder S ( z.B. dem System der doppeltlangen

Gleitkommazahlen einer gegebenen Rechenanlage) mit IR :D S:DT approximiert.

Wir kommen so zu den Uumen VT, MT, UT, II VT, II MT , CT , VCT ,

MET, IICT,	 sowie zu den entsprechenden Rumen fiber S

( siehe die dritte und vierte Spalte in Tabelle 1 ).



R	 D	 S	 D	 T

VP	 D	 VS	 D	 VT

MIR	 D	 MS	 MT

PR n	 HM	 D	 HS	 D	 U T

PVIR D nvm D INS 0 UVT

PM IR D EMIR D 11MS D II NIT

C 0 CS 0 ET

VG D VCS D VET

MG D MCS D MCT

PE D U C D II CS D MGT

PVC n II V¢ n HVCS D HVCT

PM( D II MC D II MCS D UMCT

Tabelle 1 : Ubersicht Ober die beim numerischen

Rechnen auftretenden Raume
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In Kulisch	 wurde ein A-Ringoid (dort als Ringoid bezeichnet)

als algebraische Struktur mit zwei 2-stelligen inneren VerknUpfun-

gen, einer Addition und einer Multiplikation, welche gewisse

Minimalforderungen erfUllen, definiert. Diese Arbeit [12] hat als

wichtigste Aufgabe, die Rechnerarithmetik axiomatisch zu beschrei-

ben.

In der vorliegenden Arbeit haben wir u.a. ( D5 ) und ( D6 ) modifiziert

mit dem Ziel Beweise und Eigenschaften zu vereinheitlichen und zu

vereinfachen.

Es wird in ( D5 ) gegenliber [12] die Eigenschaft "x + e = o" dazuge-

nommen, d.h. es wird gefordert, dab das Element "x", das ( D5 ) er-

fUllt, eine additive Inverse besitzt

das Element "x" in ( D6 ) kann gleich "e" rein ( das ist z.B. der

Fall, wenn { R,+, • } ein Boolescher Ring ist ).

Die damit erreichten wesentlichen Ergebnisse rind in Tabelle 2 Seite 24

ermittelt. Grundsatzlich konnten folgende Dinge erreicht werden:

- alle Strukturen, die in [12] beschrieben werden, lassen sich auch

jetzt beschreiben.

- Beweise von Satzen werden gelegentlich kUrzer und in manchen Fallen

unter schwacheren Voraussetzungen durchfUhrbar. Beispielsweise laBt

sich die Komplexifizierung eines Ringoids ohne Ordnungsstruktur

durchfUhren.

Im ersten Kapitel wird zunachst die neue Definition eines Ringoids

angegeben und Untersuchungen Uber diese Strukturen durchgefUhrt. Hier

wird gezeigt, da5 z.B. ein Ring mit Einselement ein Ringoid bildet,

was bereits eine wesentliche Vereinheitlichung des Begriffes Ringoid



bedeutet. Ferner kann der Beweis fUr die Eindeutigkeit des Elements

"x", das	 ( D5 ) erfUllt, bei Komplexifizierung ohne Ordnungsstruktur

durchgefUhrt werden und beispielsweise der Beweis, daf3 die Matrizen

fiber einem Ringoid wieder ein Ringoid bilden, in einfacherer und

kUrzerer Weise gefUhrt werden.

Im zweiten Kapitel wird das Ringoid zu einem geordneten Ringoid

erOnzt.	 Der Satz 2.1.5 bringt eine wesentliche Verallgemeinerung

des Satzes 4.4 von pi in dem Sinne, daB die Struktur 	 R,+, • } nicht

linear geordnet sein muD, sondern die Teilmenge X ={ xe RI

x erfUllt ( D5 )} eine gewisse Ordnung erfUllt.

Im dritten Kapitel erstellen wir mit dem Begriff Vektoid ein all-

gemeines Konzept mathematischer Strukturen mit thiBeren VerknUpfun-

gen, wobei wir im Unterschied zu [12] auf der neuen Definition des

Ringoids aufbauen.

Im vierten Kapitel zeigen wir, da die Abbildung 	 q : R	 T

einer Menge R in ein 	 Raster T mit den Eigenschaften

( R1 ) ///\\\	 q a = a	 Rundung

aE T

( S ) //\\	 -a e T
a e T

( R2 )	 ///.\\\	 (a s b => Oa s qb)	 monoton

a,b E R

( R4 ) //\\	 q (-a) = -Da	 antisymmetrisch
a e R

( RG )	 ///\\\	 a gi b := q (a * b)	 fUr alle *	 e{ +,-,.,/ } in R
a,b E T

und zugeordneten IP in T



die Struktur eines (schwach) geordneten Ringoids oder Vektoids

invariant	 lassen. Hier stellt der Satz 4.2.3 eine Verallgemeinerung

des Satzes 4.5 von [12] im Sinn von Satz 2.1.5 dar.

Im fUnften Kapitel werden die bereits bekannten Ergebnisse, dab die

Intervalle Ober einem vollstandig geordneten Ringoid wieder ein

vollstandig geordnetes Ringoid bilden, in einfacher and einleuchten-

der Weise hergeleitet. Dies zeigt sich besonders im Spezialfall

der Intervallmatrizen, die ein vollstandig geordnetes Ringoid bilden.

DarOberhinaus wird in diesem Kapitel der Ubergang zu einem Raster

unter neuen Gesichtspunkten untersucht.

Im sechsten Kapitel wird eine Abbildung eines Ringoids in geordnete

Mengen definiert. Diese Abbildung erreicht eine wesentliche Verallge-

meinerung des Satzes 4.10 von 44 in dem Sinn, dap die Grundmenge

nicht unbedingt die Menge von reellen Zahlen sein mull, sondern z.B.

ein Ringoid sein kann. Somit kann eine gro pe Klasse von rundungsin-

varianten Strukturen erfaBt werden.



I. RINGOIDE 

Die DurchfUhrung eines Algorithmus auf einer Rechenanlage

fUhrt im allgemeinen nur zu einer Naherungsldsung des gegebenen Problems.

Der Grund liegt darin, daB man das Rechnen mit reellen Zahlen

auf einer Rechenanlage in einer endlichen Teilmenge, den sogenannten

Gleitkommazahlen mit einer endlichen Ziffernzahl in Mantisse und Exponent,

durchfuhrt.

Dieses System genUgt anderen Gesetzen als die reellen

Zahlen.

Es 1st daher von grOBtem Interesse, die mathematischen Eigen-

schaften von Rechenanlagen zu untersuchen.

Zu diesem Zweck faren wir zunachst den Begriff des Ringoids

ein.

1.1 Einfiihrung in die Ringoide

Definition 1.1.1 

Es sei R eine nichtleere Menge, in der zwei zweistellige

VerknOpfungen, die wir als Addition ( + ) und Multiplikation ( . ) be-

zeichnen, erklart sind.

R,+,. } heiBt ein Ringoid, wenn gilt

( DI )
a,b	 R	

a +b=b+ a

( D2 )\/
R a E 

R a+ o= a

( D3 ) e 
E R\{o}	 a	 R	

a.e = e.a = a

( D4 ) a E R
	 a.o = o.a = o
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( D5 ) Es existiert ein Element x E R, so da3 gilt

x + e = o

x.x = e

//"\\

a,b G R	
x.(a.b) = (x.a).b = a.(x.b)

a///N
b G
\

R	
x.(a+b) = x.a + x.b

, 

( D6 ) Es gibt genau ein Element x G R, fUr welches ( D5 ) gilt.

Ein Ringoid	 { R,+,. ) heiBt ein Divisionsringoid, i.Z.

{ R,N,+,.,/} , wenn darUber hinaus in R eine Division (/) erklart ist

( mitoGNGR) mit folgenden Eigenschaften:

( D7 ) a /
G R  

a/e = a

( D8)
	 R\N o/ a = o

( D9 ) Es existiert ein Element x G R, welches au3er ( D6 ) auch die

Eigenschaft

//"\\ ///\\\

aGR bG R\N
x.(a/b) = (x.a)/b = a /(x.b)	 erfUllt.

Bemerkungen

Sei{ R,+,. } eine Struktur, die (D1),(D2),(D3),(D4) genUgt.

Dann bezeichnen wir mit	 X	 bzw.	 X
A
	die Menge derjenigen Elemente

aus R, die ( D5 a,b,c,d ) 	 bzw. ( D5 b,c,d	 ) erfUllen.

Kulisch verlangt ( D5a	 ) in seinem Buch [12] nicht.

Dort wurde ein Ringoid folgendermassen definiert : { R,+,.} heiBt ein

Ringoid wenn(D1)bis(D4)gelten and es ausser e G R genau ein x G R gibt,

welches ( D5 b,c,d ) genUgt. Diese Struktur bezeichnen wir als A-Ringoid.



Im Gegensatz zu [12] verlangen wir nicht x 4 e .

Dadurch und mit ( D5a ) ist, wie wir spater sehen werden ( Satz 1.1.4 ),

jeder Ring mit Einselement bereits Ringoid und der Zusammenhang zwischen

beiden Strukturen wird klarer ( siehe Beispiele 1.1.1 und 1.1.2 ).

In einem Ringoid R besteht die Menge X also aus einem

Element {e} oder {-e} je nachdem,ob x = e 	 gilt oder nicht. Im A-Ringoid

hingegen immer aus zwei: XA ={ -e , e } .

Wenn aus dem Zusammenhang klar 1st, welche VerknUpfung

gemeint ist, schreibt man statt a.b meist nur ab .

Definition 1.1.2 

Es sei { R,+,. ) ein Ringoid. Dann erklaren wir in R

einen Minusoperator und eine Subtraktion durch

a e R
	 -a : =xa

a,b
	 a - b := a	 + (- b )

Satz 1.1.3 

Es sei { R,+,.} ein Ringoid. Dann gilt :

o bzw.	 e in ( D2 ) bzw. ( D3 ) ist eindeutig bestimmt

e	 o und -e	 o .

Eine wesentliche Vereinheitlichung des Begriffs Ringoid

wurde durch die Hinzunahme der Eigenschaft ( D5a ) erreicht, wie im nach-

folgenden Satz 1.1.6 deutlich wird. Zunachst betrachten wir jedoch zwei

Beispiele.

Beispiel	 1.1.4 

Es sei P n [x] die Menge der Polynome n-ten Grades mit

reellen Koeffizienten.

FUr F(x) =
J =0 

f.xj , G(x)	
J= 0	 aus Pn[x]

erklaren wir eine Addition und eine Multiplikation wie folgt :
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( F + G )(x) :=	 fj + g i ) xj .

( F . § )(x) :
0	 0 fu' Q.

	 )
11.

Die Multiplikation in P 1 [x] fUhrt nach P
2 
[x] und wir

wollen dieses Produkt mittels des Bernsteinspolynoms durch ein Element

aus P
1
[x] darstellen, d.h. durch

c)	 B
n
 ( f ; x

k	 n	 k	 n-k
)	 f(Ti) ( k ) x ( 1 -x ) mit n=1

FUr F(x) = fo + f ix , G(x) = go + g l x erhalt man

( F	 G ) (x) = fo g
o
 + (f

1 go
 + f

o g l
) x + f 1

 g 1 x
2

Die Multiplikation 0 in P I x] definieren wir nach c)

durch ( FOG ) (x) = fo go + ( f 1g 1 + f ig° + fog i ) x

Die Struktur { P i [x] , + , 0 } 1st ein Ring aber kein

A-Ringoid, da die Gleichheit ( F 0 F 1 ) (x) = E (x) mit F(x) = fo + fix

und E(x) = 1 + ox in P 1 [xl die LOsungsmenge X = { -1 , 1 - 2x, -1 + 2x , 1 }

hat und diese Elemente auch (D5c) und (D5d) erfUllen ( siehe FIGUR 1 ) ,

d.h.( XA ) = 4 .

Gleichwohl ist { P l [ x ] , + , 0 } ein Ringoid, da die

Gleichung F(x) + E(x) = o die eindeutige LOsung F(x) = -1 + ox hat.

FIGUR 1 - Geometrische Darstellung der LOsungsmenge.



Beispiel 1.1.5 

Ein anderes Beispiel findet man in [7] . Dort wurde

das Produkt ( F . G ) (x) mittels der Methode der kleinsten Quadrate

durch ein Element aus P
1
[x] approximiert.

In diesem Fall hat die Liisungsmenge folgende geo-

metrische Darstellung ( FIGUR 2 )

FIGUR 2 - Geomettische Darstellung der LOsungsmenge

1
mit (	 G ) (x) = fogo - -6 f ig / + ( fog, + f ig() + f ig, ) x

and X
A =
	 { -1 ,	 2V-3 x ,	 2\ij x , 1 }

Foiglich 1st {	 , + , p } wieder kein A-Ringoid.

Da F(x) = -1 + o x das einzige Element aus X A ist,

data das Axiom ( D5a ) erfUllt, 1st der Ring { P iCx], + , ED} nach Defi-
nition 1.1.1 ein Ringoid.

Im allgemeinen haben wir den

Satz 1.1.6 

Es sei { R,+,.	 ein Ring mit Einselement. Dann gilt :

{ R,+,.	 1st ein Ringoid.

Beweis von ( D4 ) and ( D5b )



( D4 ) mit a E R gilt

a + o = a
	 =mut > 	 a.(a + o ) = a.a

a.a + a.o = a.a

a.o = o

( D5b ) o = (-e).o	 =	 + e ) = (-e).(-e) + (-e)

=> (-e).(-e) = e

Bemerkung 

Die folgenden Beispiele zeigen Ringoide mit der Eigenschaft

e + e = o

Beispiel 1.1.7

Sei R:=	 { o,1,a,b } mit den in den folgenden Tabellen

erkl'arten VerknUpfungen

+ 1 0	 I a b .1	 o	 1	 a	 b

oo la b o,o	 0	 0	 0

1 lob a 0	 1	 a	 b

a a	 b o 1 a	 o	 a	 a	 o

b	 b	 a 1 o b d o	 b	 o	 b

mit X = { 1	 }

Dann gilt	 :	 {

.

R,+,. }	 1st ein Ringoid ( auch ein Ring 	 )

Beispiel 1.1.8

Sei E eine nichtleere Menge und P E die Potenzmenge fiber E .

Sei in P E die VerknUpfung	 folgendermassen definiert
/\

A	 B := (	 )N( AilB ).
ME

Dann bildet {PE, ♦ , r) ein Ringoid mit X = ( E 1.



Die Beispiele 1.1.7 und 1.1.8 sind spezielle Falle von

Beispiel 1.1.9 

Es sei { B,+,.	 ein Boolescher Ring ( d.h. ein Ring

mit Einselement, dessen Element samtlich idempotent sind ).

Dann gilt :

a.a = a

a = - a

c) { B,.	 ist kommutativ

Das bedeutet, daB { B,+,. } ein Ringoid ist mit X = {e}

Jetzt betrachten wir drei Satze, die wichtige Ergan-

zungen zur Klarung des Begriffs A-Ringoid bringen.

Satz 1.1.10

Es sei {	 } eine Struktur, die ( D1 ) bis ( D5 )

genUgt. Dann gilt: { XA ,	 . } ist eine kommutative Gruppe .

Beweis 

XA 1st bezUglich . abgeschlossen, d.h. 	 fUr alle x, y

aus XA gilt x.y a XA .
Es seien x, y aus XA und a, b aus R. Dann gelten fUr das

Element x.y die Eigenschaften

( D5 ) (x.y).(x.y)	 y.(x.(x.y))	 25-c y.(e.y)	D2 e

( D5c ) (x.y).(a.b) ,. 	 x.(y.(a.b)	 rygE 	

5t7 (	 (x.y).a).b 5.7 (x.(y.a)) 	 b

517 a.((x.y).b)

( D5d ) (x.y).(a+b) 177 x.(y.(a+b)	 bin x.(y.a+y.b) =

ga x.(y.a)+x.(y.b) 
Dec 

(x.y).a + (x.y).b

In ( XA , . 1	 gelten

1) Assoziativgesetz

///\

(x.y).z	 7= x.(y.z)x,yz E XA
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Einselement

e	 X
A
	 x E X

A
	e.x	 x.e 1= x

Kommutatives Gesetz

x,y	 XA
/	 x.y 717 x.( y.e ) 	  y.( x.e ) in= y.x

4) Inverses Element

/\
X
A

-1	 -1
x.x	 = x .x = x.x	 e

0

Bemerkung 

FUr { X,. } laBt sich der Satz i.a. nicht beweisen. Im

Ring ( Ringoid	 ) der ganzen Zahlen etwa ist X = { -1 } bezUglich .

nicht abgeschlossen ( siehe Beispiel 1.2.9) .

Satz 1.1.11

Sei	 { R,+,. } ein Ringoid und X A endlich. Dann gilt :

i) Die Anzahl der Elemente in X A ist eine Potenz von 2 : # ( XA ) =

= 2n , n M

n	
x , falls n ungerade

") x e XA	ne d	 x=
	

e , sonst

d.h. die von x E X
A
 bezUglich . erzeugte Untergruppe (x) 1st { x, e }

Beweis 

siehe [7]

folgt aus x.x = e

[1

Satz 1.1.12

Es sei { R,+,. } ein Ringoid mit ( X A ) = 2 n , n E N .

Dann 1st X
A
 vom Typ (, 2,2, 	  , 2 ) .

n-mal

Beweis 

Folgt sofort aus Satz 1.1.11 und dem Hauptsatz fiber abelsche Gruppen.



Bemerkung 

Im	 XA ) = 4 1st XA isomorph zur Kleinschen Vierer-

gruppe (	 siehe Beispiel 1.1.4 und 1.1.5 ) .

Im folgenden Satz1.1.13 fassen wir einige einfache Folgerungen

aus den Axiomen ( D1 ) bis ( D9 ) zusammen.

Die Eigenschaft a) bringt ein einfaches Hilfsmittel zur

Oberpriffung der Axiome ( D5,6 ) ( diese Eigenschaft kann auch fur A-Ringoide

verwendet werden ) .
Die Punkte b) bis d) , n), o) und p) sind weitere Eigenschaften

und werden hier nicht bewiesen; e) bis m) wurden schon in a4betrachtet.

Satz 1.1.13

Es sei { R,+, .} eine Struktur mit den Eigenschaften ( 01 ) bis

( D5 ). Dann gilt

/\
	 ^\

	

x * a 4•••n xa * e

x	 X	 aE	 R	 ii)	 xa = ax

///\\\	 x * y	 x + y * e
x,y E X

o	 X

///\\\
x,y e X

xy + y = o

xy + x = o

iii) xx + x = o

Es sei { R,+,. } ein Ringoid mit x = -e	 e . Dann gilt
fUr alle a,b aus R

o - a = -a

-a = (-e) a = a (-e)

-(-a) = a

-(a-b) = -a +b=b- a
i)	 1) a . e =o	 a= o

-a =o<--.-->	 a= o

-a =a c==	 a =o



a = x=LeC>
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-e ist die einzige Ldsung von (-e) a = e

Es sei { R,N,+,.,/ } ein Divisionsringoid. Dann gilt

ferner

///\\\	 /\\	 (-a)/ (-b) = a /b

	

a e R	 b e R\N

1) (-e)/(-e) = e

Gilt in einem Divisionsringoid { R,N,+•, /} ferner

	

///\\\	 a//a = e , so ist e das einzige rechtsneutrale Element

a e R\N
der Division

Es sei { R,N,+,.,/) eine Struktur mit den Eigenschaf-

ten ( D1,2,3,4,5,7,8,9 ). Dann gilt fUr alle x,y aus X

x/y = xy . y/x

x/ x = xx = e

y 0 x 1,==> X /), # e

Beweis

a) Es seien x G X and a e R

( =--> ) xa = e => x(xa) = x

( <=== ) klar

xa = x(ae) = a(xe) = ax

b) Es seien x,y e X

x+y =e =>	 x=x(x+y) = xx + xy = yy + xy = yx + yy = y( x+y ) = y

0



Bemerkung 

In einem Ringoid	 { R,+, • } gelten dieselben Vorzeichen-

regeln wie im Orper der reellen Zahlen. Beim Ringoid wird jedoch

die Existenz eines	 inversen Elements bezUglich ' + ' nur fUr 	 'e' ver-

langt.

Andererseits wird die Addition nicht als assoziativ

vorausgesetzt. Somit bleibt die Anwendbarkeit auf Gleitkommazahlen

gewahrt.

1.2 Beispiele fur Ringoide

Beispiel 1.2.1 

Es sei R die Menge der reellen Zahlen und C die Menge

der komplexen Zahlen. Dann gilt:

{ R,+,',/ 1 und { C,+,',/ }	 sind Divisionsringoide.

Beispiel 1.2.2 

Die Potenzmenge Uber einem Ringoid 

Voraussetzungen 

Sei { R,+, •	} ein Ringoid (	 bzw.{ R,N,+, • ,/} ein Divisionsringoid).

Sei M R die Potenzmenge Uber R.

3) Sei RR C P R die Menge der Punktelemente, d.h.

PR :={AI A	 =	 {a} E RR } .

Behauptungen 

{ PR , +	 } ist isomorph zum Ringoid { R,+,. }.

{PR , +	 } bildet ein Ringoid ( bzw.{	 PR,N:+,., / }	 ein Divisions-

ringoid mit N *	= { B	 PRI B n N	 p	 ) .

Beweis

i) Sei * E	 { +,. } . Dann-gilt fUr alle A,B a PR:

A *B= (a *b IaA,b	 .

Es ist unmittelbar einzusehen, daB die Abbildung



: PR

{a}	 	  (H{ a} ) = a	 ein Isomorphismus 1st.

	

ii) Wir beweisen nur	 (	 D5a ) und ( D6	 ).

	

( D5a ) Es sei x E	 R	 , welches ( D6 ) erfUllt.
{x} + {e} ={x+e} .4;,T { o }	 .
( D6 )

Hier bringen wir einen wesentlich einfacheren und
kUrzeren Beweis von 	 ( D6 )	 als in [12] . Das hinzugenommene Axiom
( D5a ) wird zum Beweis nicht bendtigt. Das bedeutet, daB der Beweis
auch fUr A-Ringoide gefUhrt werden kann.

Es sei Y	 PR fUr welches die Axiome ( D5a,b,c,d 	 ) gel-
ten.

Aus	 ( D5b ) folgt fUr alle yi ,y2 aus Y :
yIy2 = y2y1	 = yiyi = Y 2Y 2 = e.

Nach ( D5c	 ) gilt fUr alle A,B	 aus PR
Y( A B ) =	 ( YA	 )B = A(	 YB ).

Es seien A =	 yl } und B = { y2	 }	 . Dann folgt aus (1)
und (2)

Y {e	 = {e}	 B= A {e } ====.	 Y= A= B,
d.h. yi . = y2 .

Wegen i) folgt die Behauptung.

Beispiel 1.2.3 
	{ PR,N* ,+, • ,	 } und {	 } sind Divisions-

ringoide mit	 N* = { B E PR I o E B }	 und
NI = { B G	 PC I of B }	 .

Beispiel 1.2.4 
Die Menge	 IIIR der abgeschlossenen Intervalle Uber IR

bildet als Teilmenge von PR bezUglich der in PR erklarten VerknUpfun-

	

gen ein Divisionsringoid {	 IIIR,NZ ,+,•, } mit 	 N: =	 HRI o 



•

Beispiel 1.2.5 

Die Matrizen Uber einem Ringoid

Voraussetzungen 

Sei {	 } ein Ringoid und MnR die Menge der

n-reihigen quadratischen Matrizen Uber R.

FUr A:= ( aij ) und B:= ( bij ) aus MnR definieren

wir

A = B : <===>	 ( a ij	 ) = ( bij )	 i,j.1(1)	 aij=bij.

A + B : = (	 a ij	 ) +	 (	 b ij )	 := ( a ij + b ij	 ).

n
c) A • B : = (	 a ij	 )	(	 bij )	 •=	 aiv bvj ).

Behauptungen 

Die Menge D aller Diagonalmatrizen mit konstantem

Diagonalglied Uber	 R,+,. } ist isomorph zum Ringoid { R,+,. 	 }.
{ MnR,+,. } ist ein Ringoid mit  

0:=

0° 0 

n •
o  

Beweis
i) Es ist klar, daB die Abbildung

cf): D 	 >	 R

a

ein Isomorphismus ist.

a



ii) Wir beweisen ( D5a ) and ( D6 ).

( D5a )	 Das Element X erfUllt ( D5a ), da

X + E =0

( D6 ) Hier zeigt sich die Wichtigkeit von Axiom ( D5a ). Die beim

A-Ringoid nicht geforderte Eigenschaft erleichtert den Beweis von

( D6 ) erheblich, da er wesentlich einfacher and kUrzer wird.

Es sei Y = ( y ij ) aus MnR, welches dem Axiom ( D5 ) genUgt.

Y + E = 0 =>

d.h. Y hat Diagonalgestalt

yi
Y22

Y	 •

L_	
'Ynn

yii + e = o,	 = o,
i=1(1)n	 i,j=1(1)n y..

y

Aus Satz 1.1.13 a)ii) folgt fUr alle A aus MnR

(1) Y•A = A•Y .

Es sei A = ( a ii ) aus MnR, so daB fUr alle i,j=1(1)n

ist. Dann folgt aus (1) fUr alle i,j=1(1)n y	 = y...a lj	 ..	
jj

Das bedeutet, daB

Y ist.

Wegen i) folgt die Behauptung.



In unserem rrächsten Beispiel betrachten wir die

Komplexifizierung eines Ringoids. In [12] wurde gezeigt, daB die

Menge { CR,+, • } fiber einem A-Ringoid Axiom ( D6 ) nicht erfUllt.

Dort wurde { R,+,•, � }	 als linear geordnetes A-Ringoid vorausge-

setzt, um die Eindeutigkeit von x beweisen zu Onnen ( siehe	 ).

Es zeigt sich, daB der Beweis mit Hilfe von ( D5a ) wesent-

lich kUrzer und eleganter zu fUhren 1st; zu dem wird keine Ordnungs-

struktur von R bendtigt.

Beispiel	 1.2.6	 Komplexifizierung eines Ringoids 

Es sei {	 R,N,+, • ,//	 ein Divisionsringoid

Es sei	 CR	 : = {(a i ,a 2 ) I a l ,a 2 e R }.

FUr ct ,p,	 e (CR erkldren wir mit a := (a i ,a 2 ), B := (bi,b2)

a + a	 : = (al +b„ a2 + b2 )

a • B	 : = ( a l b s - a2b2 , aib2+a2b1)

c) a/y	 : = ( (aici	 + a2c2)/c ; (a2ci - alc2)/c )	 fur y E TR\ ti

Mit

y • = (ci,c2), N:={6eiCR 1	 6 = (d 1 ,d 2 )A d i d/ + d 2 d 2 e N }

und

c = c i c/	 + c2c2

Dann ist f CR,N,+,., 	 ebenfalls ein Divisionsringoid, wobei die
Menge aller Elemente der Form (a,o) , a e R isomorph zum Ringoid

{ R,+,.	 }	 ist.

Beweis

( D5 )	 c = (x;o) erfUllt ( D5a,b,c,d )

( D6 )	 Es sei a =(al,a2) E CR, welches Axiom ( D5 ) genLigt.
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Aus

LI 1; 1; 3

Cr:.-o	 ,, C

B!BLIOTECA G CCNIFUT4.CAO  

( D5a ) a +E =o folgt a l +e= o
	 r, a2

d.h.a = ( al,o).

Wegen Isomorphie folgt a l = x , d.h. (cc R,+,. } ist ein Ringoid.

Die Eigenschaften ( D7,8,9 ) sind trivialerweise erfUllt.

Beispiel	 1.2.7 

Es seien { R i ,+o } ,	 i=1(1)n Ringoide	 (bzw.

{ R. N..+, • ./ } Divisionsringoide).

Es sei ferner R	 := R x R x R x 	  x R (Produktmenge)

In R erk1Nren wir VerknUpfungen * e	 ( +,.,/}

durch

///\\\	 ///\\\ a * b := ( a l * b,	 , a 2 * b 2 , 	  , an* bn )
a a R	 be R

mit	 a:=	 ( a / , a 2 ,	 an ) ,	 b:=	 ( b l , b 2 ,	 bn )

wult).#o fUr alle i=1(1)n bei der Division.

Dann 1st { R,+,. } ein Ringoid ( bzw.{R, N,+,.,/} 	 ein

Divisionsringoid mit N :={ ae RI	 a i 4 o, i=1(1)n})

and

0	 :	 =	 (	 01	 ,	 0 2	 ,	,	 on	)

E	 :	 (	 e l	 ,	 e 2	,	 ,	 e n	)

X	 :	 =	 (	 x i	.	 x 2	,	 ,	 xn	)	 .

Beweis von ( D6 )

Es sei y e R, welches Axiom ( D5 ) genUgt mit

y := (Y1 , Y2 ,	 " 00 , Yn)4

I. y + E = 0
	 ===>	 ( y l +e l	Y2 +e2 '"''Yn+en ) = ( 01,02"'"on)

II.y • y =	 =>	 ( YIYI. Y2Y2,	 , ynyn ) = (e1,e2,...,en)



Es	 seien a:= (a1,a2,...,an),b :=(bi,b2,...,bn) aus R

Dann gilt:

(Y1(alb1),y2(a2b2),	 yn(anbn) = ((Y i a l )b i ,...,(y na n )b n ) =

=	 (al(yibi),..., a n (Ynbn ) ) •

(yi(al+bi),..., yn (a n+bn ) = (Yial + yibi,...,y nan + ynbn)

d.h.	 y i erfUllt (	 D5 )	 in R i und damit	 y = X

Bemerkung 

fR ,+,•	 bildet hingegen kein A-Ringoid, dens fUr n > 1

erfUllt beispielsweise (e1,-e2,-e4,...,-en) 	 die Eigenschaften ( D5b,c,d )

Beispiel 1.2.8.

Es self a:={ e,x,y,z}	 eine Kleinsche Gruppe. Weiter

sei eine Addition in aulo} durch FIGUR 3 definiert.

+ . to e x y z

o	 o e x y z

e e x o o o und zusatzlich sei

x x o e o 0
(1) /\	 o•a = o = o.

y y o o z o a	 u(o)

zz000y
FIGUR 3

Dann gilt ( D1 ) bis ( D5 ), aber # ( X ) = 3, d.h.

{ a u {o},+, • }	 ist kein Ringoid.



Beweis 
DI, D2, D4 klar

( D3 )	 { a,. } Kleinsche Gruppe und (1) ===>

a.e = e.a = a
a E au{ o)

( D5 )	 x,y,z erfUllen ( D5 ), d.h.	 X ={ x,y,z}
( siehe FIGUR 4)

loexyz   
0
e
x
y

z

o 0 0 0

e x y z
x e z y
y z e x
z y x e

FIGUR 4

Beispiel 1.2.9 
Es sei R = { o,e,x,y,xy,M }eine Menge. Welter sei eine

Addition und eine Multiplikation erklart durch die Tabellen ( FIGUR 5 )

+ io e x y xy M • o e x y xy M
ooexyxy M o. 0 0 0 0 0 0
e e x o o M M e o e x y xy M
x x o e M o M1FIGUR x	 0 x e xy y M
yyoMxyoM y	 Igo y xy e x M
xy xy M o o y M xyloxyyxeM
M M M M M M M MiloMMMM	 M

In ( R,+,. } sind ( DI ) bis ( D5 ) erfUllt.

Hier haben wir x + e = o	 und y + e = o aber xy + e 4 o (siehe
Satz 1.1.10 )
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2. GEORDNETE RINGOIDE 

2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 2.1.1 

lIst { R, s } eine geordnete Menge ) und	 R,+,• }

ein Ringoid, so heist	 R,+,•,s } schwach geordnet wenn gilt:

( OD1 )	 / 	 ==>	 a+csb+c) und
a,b,c c R

das aus ( D5,6 ) eindeutig bestimmte Element	 x e R die Eigenschaft

( OD2 ) besitzt.

( OD2 )	 /\	 (asb ===>	 xb s xa ).
a,b a R

Ein schwach geordnetes Ringoid heist geordnet,

wenn zusatzlich gilt

( OD3 )	 (osasbAc>o	 ===> acsbcAca s cb ).
a,b,c c R

R,+,•,s } heiBt ein vollstandig geordnetes

Ringoid, wenn { R,+, • } ein Ringoid und	 R,+, • ,s } ein vollstandiger

Verband ist.

Ist { R,s } ein vollstandig linear geordneter Ver-

band, so heiSt	 R,+, • ,s } ein vollstandig linear geordnetes Ringoid.

Im folgenden Satz 2.1.2 fassen wir einige Folgerungen

aus den Axiomen ( 001 ) bis ( OD3 ) zusammen.

Die Eigenschaften a) bis f) , i)bis v) wurden schon

in [12] betrachtet.

') d. h. < ,cat tegexiv, antiaymmetAiach und titamitiv



Satz 2.1.2 

Es sei { R,+, • ,s} ein schwach geordnetes Ringoid.

Dann gelten fUr alle a,b,c,d e R

wobei x das aus ( D5,6 ) eindeutig bestimmte Element 1st.

a < b	 => xb < xa

asbAcsd => a+cs b+ d

asoAbso => a+bs o

azoAbko ===> a+b o

a > o	 ===> xa < o

a < o	 ===> xa > o

all b	 ===> xall xb	 (II unvergleichbar )

i) a ze => a + x 20

ii) a z x => a + e z o

In einem geordneten Ringoid { R,+, • ,s } gilt fUr alle a,b,c,d e R

osasbAoscsd	 => os ac s bd	 ca s db

asbsoAcsdso	 ===> os bd s ac	 os db s ca

k)	 asbsoAoscsd	 => ad s bcso A da s cb s o

1)	 a � oAb � 0 => ab z o A baz o

asoAbso ===> ab � oAbako

asoAbko ===> ab soAba s o

In einem linear geordneten Ringoid gilt fUr alle a,b	 R zus'dtzlich

asbAc k o .=m> ac s bcAca s cb

asbAcso ===> ac bcAca cb



x < o < e	 (siehe Satz 2.1.4)

b = -b <===>	 b = o

a + (-a) = o	 d.h. -a 1st invers zu a

o < e < a	 => e < a s as

o < a < e	 ===> aa s a < e

a * e A aa = e	 ===> a < o

a z b

aye

SP= > a - b o

a + e > o

O

Lemma	 2.1.3 

Sei { R,s } eine geordnete Menge. Dann gilt Air alle

a,b	 R genau eine der Beziehungen

a <b,a>b, b=a, allb.

D

Satz 2.1.4 

Sei { R,+, • , 5 }eine Struktur mit ( DI ) bis ( D5 ) und

( OD2 ) und der Eigenschaft, daB es mindestens ein Paar a,b aus R mit

a < b	 gibt.

Dann gilt:

x	 e .

x,y aus X erfUllen ( OD2 ) => xy erfUllt ( OD2 ) nicht.

Beweis 

Es seien a,b aus R mit a < b .

i)Nehmen wir an, daB x = e gelte.

a < b -§42===>	 b = xb < xa = a	 Wid. zum Lemma 2.1.3
a z
2.1.1a)



ii) Es seien x,y aus X. Dann gilt

a < b	 => xb < xa	 y(xa)< y(xb)	 =mm •	 ( xy)a < (xy)b	 (1).

WUrde xy ( OD2 ) erfUllen, so folgte aus

a < b	 => (xy)b < (xy)a	 im Widerspruch zu (1),

d.h. xy erfUllt ( OD2 ) nicht.

0

Bemerkung 

i) besagt u.a.,daB in einem schwach geordneten Ringoid

mit der oben genannten Eigenschaft stets x 	 -e	 e gilt. Das ist

natUrlich der Fall, wenn { R, 5 } linear geordnet 1st.

In [12] wurde gezeigt, daB ein linear geordnetes A-Semi-

ringoid	 ( d.h. # ( XA ) > 2 ) bereits ein linear geordnetes A-Ringoid

ist.

Der nachste Satz zeigt uberdies, daB die Voraussetzungen

2), 3) und 4) nur in X angenommen zu werden brauchen.

Satz 2.1.5

Es seien

{ R,+,.	 eine Struktur mit ( DI ) bis ( 	 D5 )

In X sei p eine zweistellige antisymmetrische Relation

x p y v y p x	 (d.h. sei p linear in X)
x,y e X

///\\•
	

x p y	 zy p zx oder x p y	 zx p zy
x,y,z e X

Dann gilt : { R,+, • 	ist ein Ringoid.

Beweis 

Es sei { R,+,. } mit ( DI ) bis ( D5 ) und x,y aus X 111111
xpy --Tr>	 xypxxn YYPY

xSatz1
75.77

1.13a  xypeA ep xy

mr= > XY = e	 1-71414--> x y .



Wir formulieren jetzt einen Satz, der genauere Auskunft

fiber die Beziehung zwischen A-Ringoid und Ringoid gibt.

Satz 2.1.6

Voraussetzungen 

Sei { R,+, • , p} ein schwach geordnetes A-Ringoid

Seix+e mit o vergleichbar, d.h.x+e p o odero p x+ e

Behauptung 

{ R,+, • , p} ist ein schwach geordnetes Ringoid.

Beweis 

Es bleibt nur ( D5a ) zu zeigen.

Mit ( D5b ) haben wir xx = e.

xx =e => xx +x=e+ x => x( x + e ) = e + x (1)

O.B.d.A.	 sei x + e p o

x + e p o	 => o p x(x + e) -ill>opx+e	 und damit

x + e = o .

Definition 2.1.7 

Ein Divisionsringoid { R,+, • ,/ } heiBt schwach

geordnet, wenn es ein schwach geordnetes Ringoid ist.

Ein Divisionsringoid { R,+, • , /} heiBt geordnet,

wenn { R,+, • ,< } ein geordnetes Ringoid ist und gilt

( OD4 ) ///\\\	 (o<a<bAc> o
	

===> o s a/c s b/c A c/a 2
a,b c R	

c/b	 o ).

c) { R,+, • , /, 5 } heiBt ein vollstandig (schwach) ge-

ordnetes Divisionsringoid, wenn { R,+, • , /,s } ein (schwach) geordnetes

Divisionsringoid und { R,s } ein vollstandiger Verband ist.
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Definition 2.1.8 

Es sei { R,+, • } ein Ringoid und { R, < } eine geordnete

Menge. R heiBt inklusionsisoton geordnet, wenn gilt

( 0D5 )	 ///\\\	 ( a c b A c c d ===_o	 a*c5b*d, *e
a,b,c,d 6 R

Ein Divisionsringoid { R,N,+, • ,/ } heit3t inklusionsisoton geordnet,

wenn es ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid 1st und gilt

(acbAccd === a/c c b/d ) .
qa,b e R	 c,d e RA

•

Satz 2.1.9 

Es sei { R,N,+, • , /, 5 } ein geordnetes Divisionsringoid. Dann

gilt fUr alle a,b E R

a>oAb> o

a<oAb> o

(c)	 a<oAb> o

a/b	 o

a/b s o A b/a 5 o

a/b	 o

Es sei	 R,	 ein geordnetes Divisionsringoid mit der zusatz-

lichen Eigenschaft

///\\\	
a/a	 e.	 Dann gilt fUr alle a,b	 R und x	 -e

a e R\(o)

o < a s b
	

====>	 o s a/b s e	 A	 b/a	 e > o

b s a < o
	

o s a/b s e	 A	 b/a	 e > o

o <-a s b
	

e s a/b s o	 A	 b/as -e < o

o < b s-a
	

es b/a s o	 A	 a/b s-e < o

Es sei {	 R,+,•,s } ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid. Dann gilt

auch fir die Subtraktion
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( OD4 ) ///\\\	 (acbAccd => a-ccb-d) .

	

a,b,c,d E R	 0

Bemerkung 

Ahnlich wie im ersten Kapitel	 ist hier der Zusammenhang

zwischen den Gleitkommazahlen und linear geordneten Divisionsringoiden

leicht hergestAlt. Die lineare Ordnung wird direkt von den reellen

Zahlen induziert und ( OD4 ) ist ublicherweise ebenfalls erfUllt.

Die Eigenschaft a) aus Satz 2.1.9 z.B. kann auch fUr Gleitkomma-

zahlen i.a. nicht scharfer formuliert werden. Man betrachte dazu

etwa die Division der kleinsten durch die grObte Maschinenzahl.

2.2 Beispiele fUr geordnete Ringoide 

Beispiel 2.2.1 

	

a){ R u{	 },+,.,<	 ist ein vollstandig, linear

geordnetes Divisionsringoid.

b) In dem Ringoid { C,+, • } definieren wir

//\	 a < 0 :	 <==> a l <b 1	a2 < b2
a = al+ ia2

T
B = b 1 + ib2

Dann gilt

i) { C,+, • ,< } ist ein schwach-geordnetes Ringoid.

ii){ 6u{±..} ,+,•,/.< ) 	 ist ein vollstandig schwach-geordnetes Divisions-

ringoid.

( OD3 ) und ( OD4 ) gelten hier nicht, da beispielsweise fUr

	

a : = (2,3) , B	 :	 = (3,5) , y : = (2,2)

(o,o) < a	 =	 (2,3)	 < (3,5)	 = B	 ist, aber

(-2,1o) =ciy$0y= (-4,16).



Beispiel 2.2.2 

Die Matrizen Ober einem geordneten Ringoid 

Es sei	 R,+, • , < } ein	 (schwach) geordnetes Ringoid.

In MnR definieren wir flits alle A :=	 (	 a ij ),	 B :=	 (	 b ij ) G MnR

eine Relation ' <'

A < B : <===>	
///\\\	

a..< b..
i,j=1(1)n	 13—	 13

Dann ist f M n R,+, • ,< }	 wieder ein (schwach) geordnetes Ringoid.

Ist { R,< } eine linear geordnete Menge, so gilt

X = -E < 0 and E > O.

Beweis 

Nach Beispiel	 1.2.5 ist { M nR,+, • } wieder ein Ringoid.

Mn R, < }	 ist offensichtlich eine geordnete Menge.

iii) Vertrdglichkeitsbedingungen

( OD1 )	 klar

( OD2 )	 A < B : <=>	 a..< b., =4>	 /	 \	 -b.. < -a..
i,j=1(1)n	 13 	 IJ	 i,j=1(1)n	 1J —	 13

<=>: -B < -A

( OD3 )	 o<A<B -C>o ===>	 "\	 (o <	 j	 j	 ia i < b	 - c j > o)— —	 — 	 i  i,j=1(1)n

—>	 / 	 \\	 o < a. c . <	 b. c
i,j,p=1(1)n	 — 1 P PJ —	 ip pj

(O	
AC < BC

D14 



Beispiel 2.2.3 

Die komplexei Divisionsringoide 

Es sei { R,N,+, • ,/} ein Divisionsringoid.

Nach Beispiel 2.1.6 1st {CR,N,+,•,/ } wieder ein Divisionsringoid.

In	 CR erklaren wir eine Relation <	 durch

a < B	 : <===> (al< 1)1 A a2 < b2)
	

///\\\

a =a 1 + ia2
6 =b 1 + ib2
	 e CR

1st {R,N,+,•,/,<} ein schwach-geordnetes Divisionsringoid, so gilt

Das Element (-a l , -a2) ist bezUglich der Addition invers zu

a	 = (al,a2)

Falls { R,N.+, • , /} kommutativ ist und gilt /'"\	 a/a = e,
a e R\N

so ist auch fur alle a	 e IIR\N	 a/a = (e,o)

Beispiel 2.2.4 

Es sei f B,N,+,•,/,< } die Menge aller beschrankten

reellwertigen Funktionen Uber dem abgeschlossenen Intervall [a;b]cIR,
mit Addition, Multiplikation und Division punktweise erklart und

f < g	 <.==>	 f(t) < g(t)
t E [a;b]

Dann gel ten:

(DI )
f,g E B

///\\\	
(f + g)(t) = f(t) + g(t)	 g(t) + f(t) = (g + f)(t)

a : [a;b]
( D2 )	 \/ 	 (f +a)(t) = f(t)

a eB	 fe B	 t 	 > o



( D3 )	 \/ 	 (f • e)(t) = f(t) • e(t) = e(t) • f(t) = f(t)

	

Ceti	 feB
Mit e : [a;b] -->R

t

( D4 ) 7 /	\	 (f•a)(t) = f(t) • a(t) = a(t)
f	 B

( D5 ) Es sei	 X : [a;b]	 R

t	 1

Es ist klar, daB X e B 	 (	 D5 ) erfUllt.

( D6 ) Es sei y E B	 das auch ( D5 ) erfUllt.
( D5a )	 (y+e)(t) = y(t) + e(t) = o ===> y(t) = -1 //

t G[et;b]

d.h. {	 }ist ein Ringoid, aber nur ein A-Semiringoid

(siehe	 [7]	 ).

Mit

N = {h E BI ///\\\	
\//	 h(t1)< n }

n>o	 tiQ [a;b]

gilt weiter

( D7 ) /
B	

(f/e)(t) = f(9/e(t) = f(t)
f G 

( D8 ) f/	
B\\N	

(a/f)(t) =	 a(t)/4 (t) = a(t)

( D9 ) klar
d.h.	 { B,N,+, • , / } ist ein Divisionsringoid



( OD1 )	 /\	 f < g : <===> f(t) < g(t) ====> -g(t) < -f(t)
f,g e B

<===> -g < -f

( OD3 )	 ///\\\	 a <f<gAh>a:<===>o< f(t) < g(t)Ah(t) > o
f,g,h G B

f(t) • h(t) < g(t) • h(t) A h(t)f(t) < h(t)g(t)

f • h < g • h ^ h • f < h-g

( OD4 )	 klar

d.h.(	 ist ein geordnetes Divisionsringoid.



3. VEKTOIDE 

In diesem Kapitel wird wie in	 [12] und [15] ein allge-

meines Konzept mathematischer Strukturen mit auBeren VerknUpfungen

erstellt.

Zunachst werden wir die algebraische Struktur des Vektoids

Uber einem Ringoid einfiihren.

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 3.1.1 

Es seien { R,+,• } ein Ringoid mit Elementen a,b,c,d,...,

{ V,+	 ein Gruppoid mit Elementen a,b,c,d•••• und • : R x V	 V

eine auBere VerknUpfung ( Skalarmultiplikation ) :

Es gelte die AbkUrzung	 // 	 -a = (-e)•a .

a G V

{ V,R,+, •	heiBt ein Vektoid Uber R oder ein R-Vektoid, wenn gilt

( V1 )	 /\	 a +b=b+ a
a,b Q V

( V2)	 \\/	 ///\	 a + o a
oeV	 ae V

( VD1 ) /\	 ///\\\	 a•o = o	 o•a = o
a e V .	 a e R

( VD2 ) /\
	

e•a = a
a e V

( VD3 )/\	
///\\\

-(a a ) = (-a).a = a.(-a)
a e R	 a e	 V

( VD4 )
	

-(a + b) = ( -a ) + ( -6 )
a,b e V

Ein R-Vektoid heiBt multiplikativ, wenn eine innere VerknUpfung • : V R V -> V

erklart ist und gilt

( V3 ) 	 a •e=e • a= a
e E V	 a e V
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(V4 ) /\	 a•o=o•a=o
a€V

(V5) - e + e	 =o

( VD5 ) /\	 - (a	 b ) = ( - a) • b = a . (- b ).
a,b

Bemerkung 

In [12] und C15] wurde ein Vektoid fiber einem A-Ringoid definiert,
und zwar ohne Axiom ( V5 ) zu verlangen. Wie uns die Hinzunahme von ( D5a )

bei der Definition des Ringoids jeden Ring mit'l'zum Ringoid machte,

ermtiglicht uns nun ( V5 ) zu beweisen, da5 jedes multiplikative Vektoid

bereits ( D1,2,3,4,5 ) genUgt. Wir werden dies in Satz 3.1.4 beweisen.

Doch zunachst zeigen wir ein paar einfache Eigenschaften des R-Vektoids.

Definition 3.1.2 

Es sei {	 ein R-Vektoid. Dann erklaren wir eine

Subtraktion	 durch	 a - b : = a + (- b)
a,b e V
	

0

Aus (12] erhalten wir

Satz 3.1.3 

Es sei	 { V,R,+, •	ein R-Vektoid. Dann gilt

/\	 o -a=	 -a i• a-o=a
a EV

,\	 -(- a)	 a
a e V

/\	 -(a - b) = -a+b	 =b- a
a,b eV

/\	 /\	 ( -a)-( -a) = a.a
a e R	 ae V

(e) /\	 ( -a ) = o 	 a = o
a eV

1st { V,R,+, •	multiplikativ, so gilt ferner



/ 	 = ( -e) • a = a • ( -e)
a e V

///\\\	
(-a ).( -b )	 a.b

a,b e V

-e	 ist die einzige LOsung der Gleichung (-e )x = e

e 4 o	 -e 4 o

a . e = o <===> a - o

wobei a das neutrale Element der Multiplikation in V ist.
0

Satz 3.1.4 

Es sei ( V,R,+, • } ein multiplikatives R-Vektoid mite bzw. o

als neutrales Element der Multiplikation bzw. der Addition and { R,+, • }

ein Ringoid.

Dann gelten die Eigenschaften ( 01,2,3,4,5 ) in ( V,+, • }.

Beweis 

Es gilt nach [12] ( D1,2,3,4 ). Wir zeigen nur, daB -e die Axiome

( D5a,b,c,d	 ) in V erfUllt ( siehe dazu die nachste Bemerkung ).

(-V5 ) =>	 ( D5a )

( D5b )	 ( -e )•( -e ) = e•e = e
	

nach Satz 3.1.3 (g)

( D5c ) /\	 (-e)•(a•b)	 = -(a-b) =	 (-a) • b =a• (-b) =
a,b e V 	

= ((-e) • a) • b =a.((-e)•b)

( D5d ) 7\	 (-e)•(a+b ) = - (a+b) = (-a) + (-b) = (-e, • a + (-e)•b

V

Bemerkung 

Wir zeigen, daB es R-Vektoide gibt, in denen sich auger -e weitere

Elemente angeben lassen, welche die Axiome ( D5a,b,c,d ) erfUllen. •
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Es sei V = { o,e,x,y,z } and erklaren wir in V zwei 2-stellige

innere VerknUpfungen durch

oexyz

ex000

xoeoo

yyoozo

z000y

0

f o	 0	 0	 0	 0

o	 e	 x	 y	 z

x o	 x	 e	 z	 y

y o	 y	 z	 e	 x

zozyxe

Es sei das Ringoid	 R = {{	 erklart durch die oben

gegebene Tabelle.

{ V,R,+, • } 1st ein multiplikatives Vektoid fiber R, aber {V,+,•}

1st kein Ringoid ( X = { x,y,z} ).

3.2 Beispiele fur Vektoide (siehe [12] )

Beispiel 3.2.1 

Es sei {	 } ein Ringoid. In V nR =	 R mit den

Elementen

al

a
2

= (a 1 ) , a i E R	 fUr alle i=1(1)n

•

a
n

erklaren wir fUr alle a, b E V nR ,aeR

a = b:<===> a i = b i
	fUr alle i = 1(1)n

//\•,,	 a + b :=	 (a i + bi)
i=1(1)n

	

:=	 (a•ai)

Dann folgt

{ Vn ,R } 1st ein R-Vektoid

es gilt -a = ( -a 1 )

a=



Aus Beispiel 3.2.1 ergibt sich:

R ein Ringoid => MnR ,CR,PR, R bilden wieder ein Ringoid

V nMnR , V nIER , VnPR , V n R bilden ein M nR, CR ,PR, R - Vektoid.

Beispiel 3.2.2 

Es sei das Ringoid	 R,+, • } . FUr A = (a il ) aus MnR ,

a aus R erkldren wir eine dussere Multiplikation

. : " MnR--->11 11 11 "rch "
lj ).

Dann ist	 M
n
R, R} ein multiplikatives R-Vektoid.

Beispiel 3.2.3 

Es seien { R,+, • } ein Ringoid und MnR,V nR wie vorher

definiert.	 Es sei eine aussere Multiplikation

• : M
n
R >4 V

n
R ---> V

n
R erkldrt durch:

A• a := ( n.E
1	

a.	 b	 )
=A e M

n
R	 a E V

n
R

Dann 1st (V nR , MnR) ein MnR-Vektoid.

Beispiel 3.2.4 

Es seien { R,+, • } ein Ringoid, A eine Menge und ( A , R )

die Menge eller Abbildungen f,g,h,... von A in R . In ( A,R ) definieren

wir fUr alle f,g aus (A,R) und a	 R

f	 g	 <===> /\	 f(t) = g(t)
t E A

( f *	 g	 ) (t)	 := f(t)* g(t)	 *	 { +,• }

(	 )	 (t)	 := a • f(t)

Dann 1st ( A,R ) ein multiplikatives R-Vektoid.

Beispiel 3.2.5 

Es sei (V,R) ein R-Vektoid. Dann ist (IPV , PR) ein

PR-Vektoid.
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BIE' !L''	 A

Ohne die Voraussetzung, daB { R,+, • ,	 ein linear ge-

ordnetes Ringoid sein muB, erhlt man

Beispiel 3.2.6	 - Das komplexe Vektoid

Es sei { R,+, • ) ein Ringoid und das zugehdrige komplexe

Ringoid	 CR,+, • )	 . Es sei { V,R,+, • } ein Vektoid Uber R.

Sind nun zwei 2-stellige VerknUpfungen + : CV x CV	 CV

und •: CR x CV	 --->	 CV mittels der Vorschriften

/\	 /\\
a.A:.(alal-a2a201a2+a2a1) und

A e CV	 a e CR

/\	
A + B := (a 1 +6 1 , a2+62)

A,B	 e CV

definiert, wobei A:= 	 (a l , a2), B	 (b1 , b 2 ), a	 ( al, a2 )

Dann ist

{ CV , CR } ein Vektoid Uber { CR,+,• }

(CV , CR , +,. } ein multiplikatives Vektoid Uber CR, wenn (V,+,. )

ein multiplikatives Vektoid ist und wenn zusatzlich eine innere Ver-

knUpfung	 .	 in	 CV	 erklart ist mit

/\	

A•B := ( albs - a2b2 , alb2 + a2b1).
A,B e CV

3.3 Geordnete Vektoide und inklusionsisoton geordnete Vektoide 

Definition 3.3.1 

Es sei { V, < 1 '
1
 eine geordnete Menge und {V,R,+,•} ein

Vektoid Uber einem schwach-geordneten Ringoid { R,+, • ,< } . V heiBt ein

schwach-geordnetes R-Vektoid, wenn gilt

Win bezeichnen zun VelLein6achung die 04dnangetetatinn in V and R gteich,

da Vemechaungen auAgeachtoa.sen eind.



( OV1 )	 a <6 ==>a+c <	 b+ c
a,b,c E V

und

( 0V2 ) /\
a,b e V

a < b => -b < -a

{ V,R,+, • ,<	 heiBt geordnet, wenn zusazlich gilt

( OV3 ) /\	 ///\	 o <aAo<a<b ==>	 a-a < a•b

a,b E R	 a,b e V	 o < a < b	 .-=< a =	 a •a < b•a

1st {	 ein multiplikatives Vektoid, so heist es geordnetes

multiplikatives Vektoid, wenn ( OV1,2,3 ) und

( OV4 )	 /\	 o < a < b "o < c ==> a o c < b-c	 c-a < c-b
a,b,c E	 V

gel ten.

Ein (multiplikatives) Vektoid { 	 } fiber einem Ringoid

{	 }heiBt inklusionsisoton geordnet, wenn { R,c}	 und { V,c	 ge-

ordnete Mengen sind und gilt

( OV5 )	 //N\
a)

a,b,c,d e V

(ac bAccd==>a*ccb*d

*	 +,• }

(a c b^ a c b ==-* a •a c 1) • ) )

a,b e	 R	 a,b e V

Satz 3.3.2 

Es gelten in einem schwach-geordneten Vektoid (V,R,< )

alle a,b,c,d e V	 die Eigenschaften



a < b	 .,	 c < d

a > o	 ,.	 b > o

a < o	
„

b < o

a>o  ===> -a < o

a < 0	 ===> -a > o

Es gilt in V

.==>

===>

===>

a +c <	 b+ d

a + b >

a + b <

a < o
	

( oder	 o < a )
a E V

dann gilt

- a = a <===> a = o

a +( -a ) = o	 a € V

In einem geordneten Vektoid gilt fUr alle a,b 	 E R, a,b E V

zusatzlich

o<a<b"o<a<b	 => o< a-a < b-b

a<b<o"a<b<o	 => o< b-b < a-a

a<b<o"o<a<b	 ===> a • 6 < b •a < o

0 <a<b"a<b<0	 =oft> b •a < a .6 < o

(k) a>o " a> o

(1) a>o " a< o

a<o " a> o

a<o " a< o

===> a • a >	 o

=> a • a <	 o
=> a • a <	 o

=> a•a >	 o

Es sei { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives Vektoid, so gilt

fUr alle a,b,c,d	 V ferner

o,<a<b	 "

a<b< 0 	"

a<b<o

a > o "	 b > o

(s)a<0 "b<0

(t) a < o	 b > o

o<c<d => o< ex e c < b e d "o< c-a < d•b
c<d<o =m.=> a-c > b od >o" c • a > d-b > o
0<ccd=..> a-d < b e e <o" d-a < c e b < o
..=> a • b >	 o " b •a > o

=> a•b >o " a• 6 > o

=> a•b <	 o " a•6 < o

0



Bemerkungen 

a) Es sei { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives

Vektoid. Dann gilt

entweder e H o oder e > o

Beweis 

Nach Satz 3.1.3	 i) gilt e * o , d.h. es gilt genau

eine der Beziehungen.

e <o v	ell()	 e> 0

Annahme

e < o

e< o
Satz   ,
3.3.2s > a =	 > 0.	 Wid.

b) Es sei { V,R,< } ein schwach geordnetes multiplika-

tives R-Vektoid mit den inneren VerknUpfungen +,•	 and der Eigen-

schaft, daB fUr mindestens ein Paar a,b	 V	 a < b gilt.

Dann 1st' -e * e.

3.4 Beispiele fUr geordnete Vektoide 

Beispiel 3.4.1 

Es sei { R,+, • } ein Ringoid. In VnR sei es eine

Relation '<' definiert durch

a < 6 : <===>	 //\\	 a. < b.

a,b E VnR	 i = 1(1)n

Dann ist { V nR,R,< } ein geordnetes Vektoid.

Erk1Nren wir komponentenweise eine innere Multiplikation

fUr Elemente aus V nR mittels der inneren Multiplikation in { 	 ,

dann wird I Vn
R,R,< } ein geordnetes multiplikatives R-Vektoid.



Beispiel 3.4.2 

Es sei ( R,+, • ,<} ein schwach-geordnetes Ringoid.

Nach Beispiel 1.2.6 ist	 CR,+, • <} ein schwach-geordnetes Ringoid.

{ V
n
CR,CR,< }	 ist daher ein schwach-geordnetes Vektoid.

Beispiel 3.4.3 

Es sei	 R,+, • ,< } ein geordnetes Ringoid. 	 Nach Bei-

spiel 3.2.2 ist M nR ein	 (multiplikatives) Vektoid Uber R. 	 FUr

A = ( a ij )	 B =	 (	 b ij	 )	 aus MnR erkl'aren wir eine Relation '<' durch

A < B .	 <	

x\	

(a	 b)
i,j	 =	 1(1)n

Dann ist { M
n
	} ein geordnetes	 (multiplikatives) R-Vektoid.

Beispiel 3.4.4 

Es sei	 R,+, • ,< } ein geordnetes Ringoid. 	 Mit einer

Ordnungsrelation 	 '	 < ' definiert in	 V nR, MnR }	 durch

	

a	 <	 b : <====> fUr alle	 i = 1(1)n	 a i < b i , wird

V
n
R	 M n R
	 }	 ein geordnetes M n

R-Vektoid.

Beispiel 3.4.5 

Es sei	 CR,+, • ,< } das schwach-geordnete Ringoid Uber

einem Ringoid	 R,+, • }.	 Nach Beispiel 3.2.6 ist	 CV, CR,+, • }ein

CR-Vektoid, welches multiplikativ ist, falls V multiplikativ ist.

1st ferner { V,R,< } ein schwach-geordnetes Vektoid,

so 1X3t sich auch in CV eine Ordnungsrelation einfUhren durch

	

A < B	 . <====>	 ( a1 <b 1 	-	 a 2 < 6 2	) mit

A := ( a l ,	 a2) and	 B	 := (61,62)

Dann wird { CV, CR,< } zu einem schwach-geordneten Vektoid Uber CR.



3.5. Vollstdndig geordnete Ringoide und Vektoide 

Es 1st bekannt, da3 eine bedingt vollstandig geord-

nete Menge, die ein kleinstes und ein grOBtes Element besitzt,

einen vollstandigen Verband bildet. Beispielsweise bildet die Menge

der reellen Zahlen R durch Hinzunahme zweier Elemente + W und

-	 einen vollstandigen Verband. Das HinzufUgen von +	 and -	 zu IR

bringt bekannte WidersprUche zur algebraischen Struktur oder zu den

Vertraglichkeitsbedingungen zwischen der algebraischen und der

Ordnungsstruktur mit sich.

Wie dieser Vorgang bei bedingt vollstandig geordneten

Ringoiden aussieht, werden wir im folgenden untersuchen.

Wie in [12] gilt hier

Satz 3.5.1 

Es sei { 	} ein bedingt vollstAndig geordnetes

Divisionsringoid.

Durch Hinzunahme eines kleinsten Elements -p und eines

grOBten Elements +p wird { R U {+p}U{-p},N,+,•,/ ,< } zu einem
vollstdndig geordneten ( schwach-geordneten ) Divisionsringoid.

Wenn man die Verkniipfungen mit	 -p und +p folgendermaBen erkldrt:

Addition a + b

b	 R

:

-p

a	 R a+ b -p +p

mit -(P-P) = P-P
-P -P -P P-P

+p +p P-P I +p



Multiplikation a . b

_ ----...0d	 ----,,,,,,, -p<b<o o<b<+p -p -e o	 e bllo

-p<a<o a• b a. b +p -a o a -p a • b

o<a<+p a•b a• b -p -a o a +p a • b

-p +p - p +p +p o -P -P (-P) • b

-e -b -b +p e o -e -p -b

0 0 0 0 0 0 0 0 0

e b b -p -e o e +p b

+p -p +p -p -p o +p +p (+p) • b

al lo a •b a•b a•	 (-p) -a o a • (+p) a•

Division a / b :

a •-,,,,,""	 -p<b<o o<b<+p -p e +p bllo

-p<a<o a/b a/b o a o a/b

o<a<+p a/b a/b o a o a/b

-P +p -P (-P)/(-P) + 1) (-P)/( + P) (-P)/b

0 0 0 0 0 0 0

+p -p +p (+p)/(-p) +p (+p)/(+p) (+p)/b

ajjo a/b a/b an-P) a a/(+p) a/b

mit (-p)/(-p)--pip>0
(-P)/(+P)=P/(-P)<o•



Satz 3.5.2 

Es sei { R,+, • ,< } ein vollstandig schwach-geordnetes

Ringoid.

Es sei { V,R,< } ein bedingt vollstandig geordnetes (schwach-

geordnetes) Vektoid.

Durch Hinzunahme des Elements -p,+p (wie in Satz 3.5.1 ),

wird { V 0 { -Fp}	 R, < } zu einem vollstandig geordneten (schwach-

geordneten) Vektoid, wenn man die VerknUpfungen erklart durch:

Addition a + b :

a. - C, b F V - /0 +p

a E V a + b - /3 +p

-1-' -p - /0 P- P

+p +p P- /0 +p

mi t	 - (p - p) = p- p •

AUDere Mul tipl ikation a • a :

------!C.,, - p<a<o 0<a<+p -p o +p	 alio

-p<a<o a	 •	 a a	 •	 a +p o -p a • a

o<a<p a	 •	 a a	 •	 a -p o +p a • a

-p +p -p o -p (-P) * a

-e -a -a. +p o -p -a

0 0 C 0 0 0 0

e a a -p a +p a

+p -p +p -p o +p ( +p ) • a

alio a	 •	 a a	 •	 a a • (- A a a • p a - a



1st { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives Vektoid,

so wird {V U {-p} y {+p} , R ,< } zu einem vollstandig geordneten

multiplikativen Vektoid, wenn man die innere Multiplikation mit den

neuen Elementen wie folgt erklart:

Rultipl ikation a • b

Ia''-'''\-
-p<b<o 0<b<+p -p o e +p bIl	 c

-p‹a< 0 a •	 b a •	 b +p o a -p a• b

o<a<+p a •	 b a	 •	 b -p o a +p a• b

-p +p -p +p o -p -p (- p ) • b

0 0 0 0 0 0 0 0

e b b -p 0 e +p b

-Fp -p +p -p o +p +p p. b

a11° a •	 b a •	 b a• (-p) o a a. p a . b
_I



4. RUNDUNGSINVARIANTE STRUKTUREN 

4.1 Allgemeine Grundbegriffe 

	

Die folgenden Kapitel	 4 und 5 sind der Frage

gewidmet, wie VerknUpfungen fUr die in den Spalten 3 und 4 von Tabelle 1

stehenden Mengen eingefUhrt werden kdnnen. Diese sollen in der Art

und Weise definiert werden, daft sie die entsprechenden VerknUpfungen

der Mengen in der zweiten Spalte moglichst gut "approximieren", ohne

fUr den Moment genauer definieren zu wollen, was das hei5t. Weiter wird

untersucht, auf welche Strukturen diese VerknUpfungen fUhren.

Die folgenden Definitionen zitieren wir aus [12] :

Definition 4.1.1 

Es sei { M,< } eine geordnete Menge, Tc M eine Teil-

menge vonM,aGM und

	

L
T
(a) := { blbT^b<a }	 bzw.

	

U
T
(a) := { blbT^a<b }	 die Menge der unteren bzw. oberen

Schranken von a in T.

T heiBt ein unteres bzw. oberes Raster von M, wenn gilt

( S1 )
a € M

L
T
(a) t	 bzw.	 /\	 U

T
(a) * 0

a	 M

( S2 ) ///\\\	 \\\///	
///\\\	

b < x bzw.
a €	 M	 x	 L

T
(a)	 b	 LT (a)

//
	

\\\///	
///\\\

a	 M	 x e	 U
T
(a)	 b E	 U

T
(a)
	

x<b

d.h. die Menge LT (a) bzw. UT (a) besitzt ein grOsstes bzw. kleinstes

Element

x = i	 (L T (a) )	 bzw. x = o	 (UT (a) )•
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1st T zugleich unteres und oberes Raster von M , so heiBt { T,< }

ein Raster von { M,< }.

Definition 4.1.2 

Es sei M eine Menge und T = M eine Teilmenge von M.

Eine Abbildung cl: M ------> T heiBt eine Rundung, wenn gilt

( RI ) ///\\\	 q a = a
a E T

Es sei i M,s } eine geordnete Menge und { T,s}

ein unteres Raster bzw. oberes Raster von { M,s }.

Eine Rundung q : M ------> T heiBt monoton, wenn gilt

( R2 ) ///\\\	 ( a s b	 => 0 a s 0 b )
a,b . M

Eine Rundung q : M 	 > T heiBt nach unten ( bzw. oben ) gerichtet,

wenn gilt

( R3) ///\\\	 q as a	 ( bzw.	 a s q a ).
a E M

1st { M,+, • }	 ein Ringoid, so heiBt eine Rundung

: M ----- > T antisymmetrisch, wenn gilt

( R4 ) ///\\\
a E M

(-a) = - q a .

Bemerkung 

Zusammen mit der Monotonie erhdlt man eine Reihe spezieller

Rundungen :

V a : monotone, nach unten gerichtete Rundung

A a : monotone, nach oben gerichtete Rundung



1st T = T (8 ,n,e,,e2 ) ein Gleitkommazahlsystem mit der Basis

n Ziffern in der Mantisse und mit kleinstem Exponenten e 1 und

gratem Exponenten e2 , so sind noch folgende Rundungen gebrauchlich

(siehe	 [12]	 )

/\	 El a s a Aa	 /\ E] a = -E3
0
 (-a) Monotone Rundung nach

a	 o	 a < o
innen

///\\\	
a s qoa A	 /7\ .00 a = - ql,(-a) Monotone Rundung nach

a	 o	 a < o	
auBen

-Es bezeichne S	 Aa	 va(a) := va +	 • u u = 1(1) B - 1

Dann erklaren wir Rundungen qp :	 IR 	 > T , p = 1(1)0 - 1

durch

a E [o;8 el-1]

	 Ei] a = o

v a fUr a e_ iv a; S p (a) )
q a

Bel-1 < a	 B	 u	 A a fUr a EC S (a); A a

\\ q,a = -EP	 (-a)
a < o	 "

Wobei B:= o,(0 - 1)(0 - 1) 	  (a - 1) See bezeichnet die grate
darstellbare Gleitkommazahl und die Rundungen 	 , u = 1(1)0 - 1

werden nur im BereichIalsB verwendet.

1st a	 eine gerade Zahl, so bezeichnet man die Rundung CJIB/2
als Rundung zur nachstgelegenen Zahl aus T, und es ist

SS/2 (a) = (va + A a	 )/2 und

a E [o;10 el-1 )



///.\\\

el -I< a 5 B
a/2

a =

+A a ,
V a fUr ae [V a; 

va
---7--- I

ea fUr a E V a
2
+ Aa ; A a ]

//
a 5 o s/2 a	 -17: 13/2 ( -a)
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Die Rundungen {v,A	 , u =o(1)8	 sind nicht unabhangig voneinander.

DarUberhinaus gelten

A a = - V (-a) ,	 V a = - A (-a)

q0a = sign(a).v	 (lal )

iii) O aa = sign(a)•A	 (lal )

Alle Rundungen q ,u= o(1)0 sind ferner antisymmetrische Funktionen.

Definition 4.1.3 

Es sei { R,+, • } ein Ringoid,{ R,5 } eine geordnete

Menge und { T,5 }ein Raster von { R,5 }.

{ T,<} heif3t ein symmetrisches Raster von { R,< } ,

wenn gilt

( S3 )	 o,e e T	 A	 ///\\\	 -b E T ,
b e T

O

Folgender Satz gibt ein einfaches Kriterium an, wann eine Teilmenge ein

Raster ist.

Satz 4.1.4 

Es sei { M,5} ein vollstandiger Verband (d.h.{ M,5} ist eine

geordnete Menge und fur jede Teilmenge I = M existiert infT und supT.

Eine Teilmenge T = M ist dann und nur dann ein Raster von { M,5 }

wenn { T, 5 }ein vollstandiger Teilverband von { M,5 } ist.

Der Beweis verlauft ahnlich wie in [12] .



Beispiel 4.1.3 

Sei der vollstandige Verband M =f	 1

mit dem folgenden Ordnungsdiagramm:

Dann gilt fUr das Raster T ={ a, b, f, h, j	 }

die Abbildung q : M 	 >	 T	
x fur x	 T

x	 >	 q x:=	 j 
sonst

ist eine nach unten gerichtete, nicht monotone Rundung

Die Abbildung q : M	 T	
x fir x e T

>	 q x:=
	

a fUr x o c,d,e }
j fUr x e g,i )

bildet eine monotone Rundung ( jedoch keine gerichtete Rundung!)

4.2 Rundungsinvariante Eigenschaften von Ringoiden

Die folgenden beiden Definitionen Ubernehmen wir aus [12] :

Definition 4.2.1 

a) Es sei { R,+, • } ein Ringoid,{ R,< } ein vollstandiger

Verband and {T,< }ein symmetrisches unteres Raster ( bzw. oberes bzw. Raster)



von { R,< }, Ein Ringoid { T,CE,E3} heiBt ein Rasterringoid von { R,< }
bezUglich < , wenn das Element x	 T	 das Axiom ( D5 ) in { T,E8,C9 }
erfUllt und zusatzlich gilt

( RG1 ) ///\\\	 a * b E T ===1.	 al=b=a * b	 *e{+,•}
a,b E T

b) Ein Rasterringoid heiBt unteres ( bzw. oberes) Raster-
ringoid, wenn gilt

( RG3 ) /\	 aClb<a*b (bzw.a*b<aElb)
a,b	 T

c) Ein Rasterringoid heiBt monoton, wenn gilt

( RG2 ) /\	 (a*b<c*d	 ==== aBb<cEd) *	 +, • }
a,b,c,d e T

d) 1st	 { R,N,+, • ,/ } ein Divisionsringoid, so heiBt ein
Divisionsringoid { T,TnN,E±3,E7, / } ein Rasterdivisionsringoid, wenn

T,M,CE) ein Rasterdivisionsringoid ist, das Element x e T auch
das Axiom ( D9 ) erfUllt und ( RG1 ) auch fib. die Division gilt, wobei
b G T\(TnN)bei der Division ist.

Ein Rasterdivisionsringoid heiBt monoton bzw. unteres
Rasterdivisionsringoid, wenn ( RG2 ) bzw. ( RG3 ) auch fiir die Division
gilt, mit b,d E T\(TnN) 1st.

Definition 4.2.2 
Es sei	 RO-, • , < 1 } ein schwach-geordnetes Ringoid,

{ R,<21 ein vollstandiger Verband und { T,<21 ein symmetrisches unteres
Raster (bzw. ein symmetrisches oberes Raster, bzw. ein symmetrisches
Raster) von { R,<2 }. Eine im Raster erklarte geordnete algebraische
Struktur heiBt ein schwach-geordnetes Rasterringoid 	 { T,E13,[1],<1
von { R,+, • ,<1	 } bezUglich der Ordnungsrelation < 2, wenn gilt



T, T ,E I ist ein Rasterringoid.

T, B ,E 5 1 1 ist ein schwach-geordnetes Ringoid.

3.	 Das Element x	 e T erfUllt das Axiom ( OD2 ) in	 T, W ,E,s: I.

	

1st	 R,+, • , � 11 ein geordnetes Ringoid, so heiat ein

schwach-geordnetes Rasterringoid { 1,	 ,H ,5 1 } ein "geordnetes-

Rasterringoid", wenn es ein geordnetes Ringoid ist.

	

1st	 R,N,+.•,/,51} ein (schwach) geordnetes Divisions-

ringoid, so heiRt ein (schwach) geordnetes Divisionsringoid

T,Tn N,	 ,E , 0 ,s: }ein "(schwach) geordnetes Rasterdivisions-

ringoid", wenn es sowohl ein (schwach) geordnetes Rasterringoid ist

als auch ein Rasterdivisionsringoid.

Wir werden jetzt den Satz 4.5 von [12] verallgemeinern.

Dort wurde vorausgesetzt, da3 	 R,+, • , � 1 ein linear geordnetes A-Ririgoid

ist. Hier werden wir ahnlich wie in Satz 2.1.5 nur von der Menge

XT := [keTlfzerfUllt ( D5	 ) in	 T,T,H	 spezielle Eigenschaf-

ten bendtigen.

Satz 4.2.3

Voraussetzungen

Sei 1	 R,N,+, • ,/ 1 ein Divisionsringoid

Sei	 R,s } ein vollstandiger Verband

Sei	 T,s } ein symmetrisches unteres ( bzw. oberes 	 ) Raster von

{ R,<	 }

Sei q :	 R	 T eine antisymmetrische Rundung

5) Seien in I zwei	 2-stellige innere Verkniipfungen + and • sowie eine

Division /	 erklart durch die Vorschrift



( RG )	 ///\\•	 a E b := 0 (a * b)
	

* a { +,•,/ }
a,b a T

6) Sei P eine zweistellige antisymmetrische Relation in

XT := {k Q TikerfUllt ( D5 ) in { T,	 ,E }} mit folgenden

Eigenschaften

///\\\

x,yXT

ti) /\
x,y,z a XT

xpy., yPx

xp y => zay pzEx oder

///\\\	

xpy ==.> zEx p zEy
x,y,z s

Behauptungen 

{ T,T n N,	 ,E , 0 } ist ein Rasterdivisionsringoid

von {R,N,+, • ,/ } bezUglich s . Das Element x	 I erfUllt auger ( D5 )

auch das Axiom ( D9 ) in T.

1st q eine monotone Rundung, so ist { T,T n N,	 ,E, 0 }

ein monotones Rasterdivisionsringoid

1st 0 nach unten (bzw. oben) gerichtet, so ist { T,T n N,

ffl ,El , 0 } ein unteres ( bzw. oberes) Rasterdivisionsringoid.

1st { R,N,+,•,/,s } ein (schwach) geordnetes Divisions-

ringoid und q eine monotone Rundung, so 1st { T,T n N,	 ,E , 0 }	 ein
(schwach) geordnetes, monotones Rasterdivisionsringoid.

Beweis 

Nach t12] bleibt nur	 ( D5a ) und ( D6 ) zu zeigen.

( D5a ) Es sei xsTcR, welches ( D6 ) in {	 } erfUllt. Dann 1st

x e := 0(x + e)	 = Do = o.

( D6 ) Direkt aus Satz 2.1.3.



Wir werden jetzt die Strukturen M nS und CS untersuchen.

Satz 4.2.4 

Voraussetzungen

Sei	 { R,+, • ,s } ein vollstandig (schwach) geordnetes

Ringoid

Sei { MnR,+, • ,s } wie in Beispiel 2.2.2 erklart

Sei S ein symmettisches Raster von R, q : R	 S

eine Rundung und { S, E ,q ,s} wieder ein(schwach) geordnetes Ringoid

Seien in S zwei 2-stellige innere VerknUpfungen RI und 1

erkldrt durch

( RG )	 /\	 a E b := q (a	 * b)	 *e (+,•}
a,b e S

Behauptungen

Die Menge D aller Diagonalmatrizen mit konstantem

Diagonalglied fiber { S. fB ,El ,5} 1st isomorph zu { S, E .0 ,5 }

MRS, E ,0 is }ist ein (schwach) geordnetes Raster-

ringoid von { MnR,	 ,E,s }mit q : MnR -> MnS erklart durch

\	
0 A :=	 (JaiJ ) und mit

A = t a 1  ) e MnR

A E B	 := 0(A * B)

A,B a MnR

iii) Es gilt ( R1,2,4 ) fUr q 1 MnR

( R1,2,4 ) fUr q : R	 S gilt 
>	 M

n
S, wenn 

Beweis 

i) klar

ii)iii) Wir beweisen hier nur ( D6 ), da nach Satz 4.2.3 (D1,2,3,4,5 )



gilt, nach Satz 4.1 3 ( siehe [12] ) MnS ein symmetrisches Raster

von M
n
R 1st und q : M

n
R	 > M

n
S eine monotone und antisymmetrische

Rundung bildet.

( D6 ) Hier fUhrt das Axiom ( 05a ) und i) wieder zu einem einfachen

und kurzen Beweis.

(D6 )  

X= erfUllt ( D5 ) in MnS.  

Es sei ein Y E M
n
S gegeben, welches ( D5 ) in M

n
S

erfUllt. Aus ( D5a ) folgt

i=i==== > y ii ffl e = o

YRIE = 0
i,j=1(1)n	

i*j	 === yij = 0

Aus Satz	 1.1.13 a)ii) folgt fUr alle

A MnS
	

YEA=A3 Y
	

(1)

Es sei	 A = (	 a ij ) so, dal?, fUr alle i,j=1(1)n a ij = e.

Dann folgt aus (1)

/\	
Yii= Yjj.

i,j=1(1)n
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Das bedeutet, dafi

Yy •Y =	 ist,

	

O	 .y_ j
und wegen	 i) folgt die Behauptung.

Satz 4.2.5 

Voraussetzungen

Sei	 110-, • , � }ein vollstandig geordnetes Ringoid

Sei { CR,+, • ,s} wie in Beispiel 2.2.3

Sei S ein symmetrisches Raster von R und q : R 	 >	 S

eine Rundung

Seien in S zwei 2-stellige VerknUpfungen erklart durch

( RG ) /\	 a 0 b := 0 (a * b) fur	 * a {+,* }

	

a,b E	 S

5) Sei { S,	 ,E ,s } das	 ( z.B. aus Satz 4.2.3) entsprechende Raster-

ringoid

Behauptungen 

Es besteht eine Isomorphie zwischen { S. 	 . � } und

{ CS, WI	 ,s } fUr Elemente mit verschwindendem Imaginarteil

{ CS,	 ,s } ist ein schwach geordnetes Raster-

ringoid von { CR,+,•,5 }wobei 0 ; CR -----> CS erklart ist durch

///\\\	
Oa := ( qa2,0 a 2 ) und

a = (a,,a 2 ) EiCR

///\\\	 a	 a : = q (a* 0)	 mit *c{ +,• }
a,8 e CS



iii) Es gilt (	 R1,2,4 ) fur q : CR 	 > CS,

wenn ( R1,2,4 )	 : R 	 > S gilt

Beweis 

i) klar

ii)iii) Nach Satz 4.2.3 gilt D1 bis D5 und aus 	 [12] folgt,

daft CS ein symmetrisches Raster von CR und q : CR 	 > cS eine

monotone und antisymmetrische Rundung 1st.

Es bleibt nur noch (	 D6 ) zu zeigen.

( D6 ) Hier fUhren wir wieder einen einfacheren und kUrzeren Beweis

ohne die Voraussetzung, daD { R,+, • , s	ein linear geordnetes Ringoid

ist.

(x,o) erfUllt ( D5 )	 in CS.

Es sei n = ( yi, y2) aus CS, welches die Axiome ( D5a,b,c,d )

erfUllt. Aus ( D5a ) folgt

( yi, y2) RI (e,o) = (o,o) =>	 e = o	 y2 = o

d.h. n muD die Form n = (yi,o) haben.

Wegen i) folgt y	 x und damit n = (x,o).

Bemerkungen 

a) Das folgende Diagram 1 gibt eine Obersicht, wie sich

eine ganze Menge von Strukturen erk1Nren lassen. Darin bedeutet

R ein geordnetes Ringoid ( z.B. die reellen Zahlen A )

S,T das z.B. aus Satz 4.2.3 erzeugte Ringoid ( oder linear geordnete

Ringoid) in symmetrischen Rastern von R, z.B.

S - die doppeltlangen Gleitkommazahlen

T - die einfachlangen Gleitkommazahlen.einer gegebenen Rechneranlage.

b) In M
n
T, CT , M

n
CT , lassen sich Strukturen folgendermassen

einfaren:

IB,1_ 	 / CAO



Es sei CT ein symmetrisches Raster von CS, daraus

folgt, da8 CT ein symmetrisches Raster von CR ist. Es sei

<>: CS 	 > CT eine monotone und antisymmetrische Rundung,dann

ist die Abbildung q : CR 	 > CT auch eine monotone und anti-

symmetrische Rundung.

Es seien in CT zwei 2-stellige VerknUpfungen folgender-

massen erklart:

/\	 A<>8	 : =	 0( A ®B) . 0( q ( A*8 ) )
A,8 € CT

Dann erhalt man:

Satz 4.2.5	 =====> f	 ist ein schwach geordnetes, mono-

tones Rasterringoid von { CR,+, • , 5 }.

Damit folgt: {CT„ 0,s } ist ein schwach geordnetes

Rasterringoid von { CS, WA ,8 ,s }•

Ebenso folgt die Aussage fur MnT und MnCT.

4.3 Rundungen in Vektoiden

Die Satze,Lemma und Definitionen gelten ohne Anderungen

wie bei [15]	 , f123 . Wir bringen nur eine

Zusammenfassung 

Bei Abbildung eines Vektoides (bzw. eines multiplikativen

Vektoides) {V,R} in ein symmetrisches Raster T mittels (R1,2,4) ( RG )1)
entsteht wieder ein Vektoid (bzw. ein multiplikatives Vektoid) Uber einem

Rasterringoid S von R. Ebenso wird die Struktur eines (schwach) geordneten

(multiplikativen) Vektoides auf das Vektoid im Raster ubertragen. Zusatzlich

gelten die durch den Begriff des (multiplikativen) Rastervektoides gefassten

Vetraglichkeitsbedingungen zwischen den VerknUpfungen in {V,R} und {T,3} .

In diesem Sinne sind die Begriffe eines (schwach) geordneten (multiplikativen)

Vektoides wieder invariant bezUglich ( R,1,2,4 ) ( RG ) ( S3 ) in ein

symmetrisches ( unteres, oberes ) Raster.

( RG )	 / \	 A ®B := q (A * B)
	

aBA:= q (a•A)
A,B G T



Satz 4.2.4

Satz 4.2.3 Satz 4.2.3
R D

B	 B BI

B	 e	 1	 e	 1	 B

e	 i•	 i	 •	 e	 1
el

1
B

e	 11	 2	 21	 .	 s	 s	 i	 • s	 2 i	 •

s	 2	 P	 5	 P	 5	 s	 2, P
2

s

P I	 6	 .1	 i	 p	 6

11	 e	 e	 i

e	 lt	 17	 e

e
e

pl	 6

‘,
Satz 4.2.4	 MnT

1
M

n
R	 I Satz 4.2.4 1:, MnS

V

ICRI Satz 4.2.5 Satz 4.2.5 QT

B

e

B

e e

is 1 1

2 s 2 2

P	 5 5

M

B

5

e e: e

1 
Satz 4.2.4 nCT
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Kapitel 4 - Zusammenfassung 

LIIIAGRAMM 

Obersicht Ober den Zusammenhang einiger Strukturen and rundungs-

invarianten Strukturen beinRechnen mit Gleitkommazahlen



-64 -

5.  INTERVALLRECHNUNG OBER RINGOIDEN 

5.1. Grundbegriffte der Intervallrechnung 

In Anlehnung an [1] , [12] und [14] fUhren wir folgende

Begriffe und Strukturen ein :

Definition 5.1.1 

Es sei { R,s } eine geordnete Menge. Die Menge

aller Intervalle [at; a2] mit den Intervallgrenzen a l und a 2 wer-

den wir mit II R bezeichnen, wobei

A:= [al; ai] := (xeRIa1, a 2 E R A a l s	 x s a2) mit al s a2 •

Ein Intervall [a;a] bezeichnen wir als Punkt-

intervall.

Zwei Intervalle	 B=[bi;b2] heiBen gleich,

im Zeichen A=B, genau dann, wenn al = bi und a2 = b2 1st.

Definition 5.1.2 

Es sei { R,s} eine geordnete Menge und A = [al;a2],

B =[ b l ;b 2 ] aus HR. Wir erklaren eine Ordnungsrelation " s " in II R

durch

A 5 B	 <====> ( a / s b i n a2 5 b2	 )

II R ist eine Teilmenge der Potenzmenge PR. Damit

erklaren wir in II R eine Relation " s " durch

[al; a2] c [1)1; b 2 ] . <=.==> (b 1 5 ao a2s b2 ).
0
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Definition 5.1.3 

Die algebraischen VerknUpfungen {+,-,•,/} 	 sind

in IIIR erkldrt durch

A* B := {z=x*y I a l s x s a2A bis y 5 b2)
A,B	 IIR
	

*	 +,-,•,/}

Dabei setzen wir im Falle der Division voraus, de3

o 4 Ebi; b23

Satz 5.1.4 

Die oben angegebenen IntervallverknUpfungen lassen rich in UR

darstellen als VerknUpfungen der Intervallgrenzen. FUr a1,a2,b1,b2

aus R folgt

Ca 1 ;a 2 ] + Eb1;b2]	 = Cal+bl ;a 2 +b2]

-C a1;a2]= C-a2;-al] und A-B = A + (-B)

Ca1;a2] • Cb 1 ;b 2 ]	 = CinfM; supM] mit M = {alb1,a2b1,alb2, a2b1}

1/Ca 1 ;a2] = C1/a 2 ; 1/a1] und A/B = A • (1/B) sofern o	 B	 .0

5.2 Intervallrechnung fiber Ringoiden

Satz 5.2.1 

A) Es sei	 R,s } ein vollstandiger Verband und II R:=II R (AO.

Dann gilt:

R,c} ist ein bedingt vollstdndiger Verband

Wenn IIR D A *	 beschrankt ist, dann gilt fUr

B=Dol;b0



inf A =[	 sup hi ;	 inf b2]
II R	 B 6A	 B6 A

sup A = [ inf b 1 	; sup b2]
II R	 BeA	 BA

(11 R,c ) ist ein oberes Raster von (WR,c )

B) Es sei	 R,+, • , 5 } ein vollstandig schwadh-geordnetes
Ringoid. Dann gilt:

R,c }ist ein symmetrisches, oberes Raster
von (PR, c ) bezUglich	 " c "

/\\	 ( A.[al;a0<====> -A = [ -a2; -al] IIR)
A	 €IIR

/\	 CIA := inf ( U(A) n R ) =[ inf a ; sup a 7,
AA QIPR	 ae A	 aa A

wobei q : PR 	 > UR die monotone, nach oben gerichtete Rundung von
PR nach UR bezeichnet.

vii)	 Die oben erklarte monotone, nach oben gerichtete
Rundung q : PR 	 >	 IER ist antisymmetrisch, d.h. es gilt

/\
	 q (-A)= -0 A

10#AE PR

Beweis
siehe [12]

Definition 5.2.2 
Es seien { R,+, • , � 	 ein vollstandig schwach-geord-

netes Ringoid, PR das Ringoid in der Potenzmenge von R and q : IPR-----> UR
die monotone, nach oben gerichtete Rundung. Dann definieren wir in II R

zwei 2-stellige innere VerknUpfungen durch:



/\
	

A 0 B := 0 (A * B)
	 * a {	 }

A,B 6	 II R

Bemerkung 

Aus Satz 5.2.1 vi) folgt

/\	
A El B := 0 (A* B) =	 inf (a * b) ; sup(a * b)

A,B	 II R	 b€ B	 B

Satz 5.2.3 

Voraussetzungen

Sei { R,+, • ,s } ein vollstandig schwach-geordnetes

Ringoid.

Sei { PR,+,* }das Ringoid der Potenzmenge von R

3) Bezeichne 0 ot e { +,• 1, die in Definition 5.2.2 in II R
erklarten VerknUpfungen.

Behauptungen 

Die Menge { H R,	 ,B } aller Punktintervalle fiber R

ist isomorph zum Ringoid { R,+, • }.

{	 II R, B ,B,s ,c } 1st bezUglich < ein vollstandig
schwach-geordnetes Ringoid.

II R ist bezUglich c ein inklusionsisoton geordnetes
Ringoid

BezUglich c 1st II R ein monotones, oberes Rasterringoid
von PR.

Beweis 

i) klar



ii) bis iv) Nach	 [12] bleibt nur ( D5a ) zu beweisen:

-E E	 E =	 [-e;-e]	 Ce;e] = pa-e;-e] + [e;e] ) =

= [inf(-e+e); sup(-e+e)] = [ 0;0]

FUr das Axiom ( D6 ) kann im Gegensatz zu C12] ein

wesentlich einfacherer und kUrzerer Beweis erbracht werden:

Es sei Y = [yi; y2] err R mit der Eigenschaft ( D5 ).

Aus	 Y El Y = [e;e]	 folgt insbesondere

///\\\	 ab = aa = ba = bb = e
	

(I)
a,b	 Y

Es sei A = C yi;yOund B = C y2;y2] aus II R. Nach ( D5c )

gilt

[ y i ;y 2 ]	 (Ly1;y0 C7 Ey2;Y2] ) = ([3f 1;31 27 EHYIV1013[Y2V2]

= [YI;Y1]	 1;yz] EXY2iY2])

Damit folgt aus (I)

YIV2] El [e ;e] = C e;e]	 O [3, 2;31 2] = [.Y1;311]	 [e;e]

[3/1;Y2] =	 [Y1;300 = E.Y2;y2]	 <=====> y i = y2

d.h.	 Y = [y;y]

Da Y ein Punktintervall ist, folgt wegen i) y = x und damit

Y = Ex;x] .

7



5.3 Intervallrechnung uber einem Raster eines Ringoids 

Definition 5.3.1 
Es sei{ R,s} ein vollstandiger Verband, { T,s }

ein Raster (bzw. oberes bzw. unteres Raster) von { R,s } and
PR die Potenzmenge von R.

Die Menge der Intervalle Uber R mit Schranken
in T der Form

A:=	 al ; a2] :={	 R I al,a2	 T A al s x s a 2 }

werden wir mit II I bezeichnen. Es ist dann

HT c UR undIIT :=HTu{0 } C HRu {0} =: HR.

Satz 5.3.2 

Voraussetzungen

Sei { R,s } ein vollstandiger Verband

Sei { T,6 } ein Raster von { R,s }

3) Seien IPR, H R, HT wie Ubl ich

Behauptung 
{HT,c}ist ein bedingt vollstandiger Verband

FUr 0 #Ac IITund B:= Ebi;b2JiEHTgilt

infA=C sup b1 ; inf b2 ]
II T	 BA

sup A = C	 inf b/ ; sup b2 ]
IIT	 BGA	 BA



iii)	 }	 1st ein Raster von (III( 	 }

Beweis 

Siehe [12]

Satz 5.3.3 

Voraussetzungen

Sei	 R,+, • , 5 	 ein vollst6ndig schwach-geordnetes Ringoid

Sei { T,s } ein symmetrisches Raster von { R,s }

Sei { II R,c }der bedingt vollstdndige Verband der Intervalle

fiber R

Sei { II R, ffl ,g ,	 } das monotone, obere Rasterringoid von {tPR,+, • }

bezUglich c

Behauptungen 

{ II T,c} ist eine symmetrische Teilmenge von { II R, d ,E1 }

and es gilt

3A =	 -a2 ; -a 1 1 a IIT
A=Ea l ;a 2] e II T

OA:= inf( U(A) n UT) = [va l ; oat]
A=Ea l ;a 2] e II R

iii) Die durch ii) erkArte monotone, nach oben gerichtete

Rundung 0: II R 	 > IIT 1st antisymmetrisch, d.h. es gilt
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///\\\	
O(134) = 9(OA)

A e IIR

Beweis 

siehe C12]

Definition 5.3.4 

Es sei {R,+, • , 5 } ein vollstandig schwach-geord-

netes Ringoid (bzw.	 { R,N,+,•,/, � } ein vollstandig schwach geord-
netes Divisionsringoid) und { II R, W ,E } das monotone obere Raster-

ringoid von { PR,+, • 	} (bzw. { II R,N, W ,E , 0 }

N:= { AI A E ERAAnN#91} das monotone, obere Rasterdivi-

sionsringoid von {•} , W:={ AlAe PRAAnN*0 })

bezUglich c .

Es sei ferner { T,s } ein symmetrisches Raster

von { R,s } , { II T, c }das symmetrische Raster der Intervalle fiber R

mit Schranken aus I von { II R, W ,E } und 0: 	 II R	 T die

monotone, nach oben gerichtete Rundung.

In	 II T definieren wir zwei	 (bzw. drei) 2-stellige

VerknUpfungen durch

/\	
A	 B := 0(A * B)	 * E{ +,. }

A,B e1I T

bzw. /\
	

A 0 B := 0, (A m B)
AE HT
	

B E II T\N

Aus Definition 5.2.2 und 5.3.4 folgt

/\	
A 98 := <>(A B B) := <>( 0(A * B)) =

A,B E II T

= [ V inf	 (a* b); A sup	 (a * b) ]
a e A,bE B	 a e A,b E B
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Jetzt wird der Obergang zu einem Raster H T von II R unter

neuen Gesichtspunkten untersucht.

Hier beweisen wir in einfacher Weise die Eigenschaft

"Wenn A	 HT ( D5 ) erfUllt, so 1st A ein Punktintervall".

(siehe Lemma 5.5 und Satz 5.12 von 	 [12] ).

Satz 5.3.5 

Voraussetzungen

Sei {	 ein vollstndig schwach-geordnetes Ringoid

Sei { T,s } ein symmetrisches Raster von { R, s }

Sei ferner H T und { II R,	 ,B } wie Ublich

Seien	 • : 11TxIIT---->IIT 'die in Definition 5.3.4 erklarten

VerknUpfungen

Behauptung 

{ UT, • , O,s, c } ist bezUglich s ein vollstndig schwach-

geordnetes Ringoid	 (bezuglich c ein inklusionsisoton geordnetes

Ringoid) und HT ist bezUglich c ein monotones, oberes Rasterringoid

von H R, wenn gilt

In { R,+, • ,s } gelte flit" genau ein Element

x+e=0	 v	 x • x = e

oder

a)	 /\	 x <yvys x
x,y	 XT

b)
x,y,z	 XT
	 X 5 y => y•z<x• z



oder b')
	

xs y r x. zs y. z
x,y E	 XT

wobei X
T
={kT	 lk erfUllt	 ( D5a,b ) in R

Beweis 

Zunachst beweisen wir, 	 da(3 sobaldAEUT(	 D5 ) erfUllt, A

bereits ein Punktintervall 	 ist.

Es sei A	 11 T, welches ( D5 ) erfUllt.

Aus ( D5b ) folgt A 0 A	 =	 [ e;e] ===s fur al le a,b aus A

a.b = a.a = b•a = a•a = e

Es seien M = [ a 1 ;a0	 , N = [ a 2 ;a 2)	 flit" A =	 [ a, ;a 2	T

Aus	 ( D5c ) folgt A ,(),( [ e;e])	 = ( [e;e 1 )0. N = 141	 ( [ e;e])

	.> [ a, ;ax]	 = [ a2 ;a2]	 [ a l ;a1]

al = a2
	 ===>	 A	 [a;a ]	 , d.h. A 1st ein Punktintervall.

Nehmen wir jetzt an, es gabe in T zwei Elemente x und y,

so daD die Intervalle X:= [ x;x] und Y:= [y;y ] die Axiome ( D5a,b,c,d )

in	 { II T. Q ,<>

X<> X = [ e;e	 Y<> Y	 ====;. x.x=eny.y = e

X.E =[o;o]	 =	 YQE	 ===q. x+e=ony+e=o

d.h. x und y erfUllen ( D5a ) und ( D5b ) in R und damit folgt x = y

nach 1) .



Da x und y ( D5a,b ) in R erfUllen, gilt nach ii) o.B.d.A.

x s y ====> x .y s e A )( ay e x.y = e

=====> .a(x •y) = e A v(x •y) . e ====>	 X OY = C e;eJ => X = Y

Nach	 Satz 1.1.13 a)i).

Bemerkung 

Wir wollen jetzt noch den Obergang zu einem Raster bei

den Intervallmatrizen ( bzw. bei den Intervallen Ober C R ) genauer

untersuchen.

Es sei	 R,+, • } ein Ringoid mit der Eigenschaft, daB genau

ein ElementxeRdas Axiom ( D5a ) x + e = o erfUlit.

Dann gilt ( D5a ) auch in dem Matrizenringoid { MnR,+, • }

(bzw. in dem komplexen Ringoid { CR,+,• }) fur genau ein Element

X=
.x

Aus Satz 5.3.5 folgt:

Es sei { R,+, • , s } ein vollstandig schwach-geordnetes (bzw. geord-

netes) Ringoid mit der Eigenschaft, daB genau ein Element x	 R das

Axiom ( D5a	 ) erfUllt.

1) {T,s } sei ein symmetrisches Raster von	 R,s } und

{ M
n
T,s	 bezeichne das symmetrische Raster der Matrizen Ober t von

{	 } . Dann ist {	 . ›. �	 c } bezUglich	 c
ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid, sowie ein monotones, oberes

Rasterringoid von { IlM nR, Ef3	 c }

(bzw. a = (x,o) )o



2) Es sei	 T,s } ein symmetrisches Raster von CR. Dann

ist	 T, Q ‘,s,c } bezuglich ' s ' ein vollstandig schwach-geord-

netes Ringoid and beaglich ' c ' inklusionsisoton geordnet, sowie
ein monotones, oberes Rasterringoid von II CR .



\// (tl) a,beT	
(a+(-e)b) >

e M

(t2)	
u e R
	 = o	 6 (u) < e

( t ) 6 : R —> M

Abbildung

a	 b
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6. Rundungsinvariante Strukturen unter Anwendung einer Abbildung eines

Ringoids in eine geordnete Menge 

In diesem Kapitel wollen wir eine spezielle Abbildung eines

Ringoids { R, + , . }	 in eine geordnete Menge M so erklren ,daB wir

eine wesentliche Verallgemeinerung des Satzes 4.10 von 	 [.]erhalten .

Wir vollziehen dies in dem Sinne, da6 die Grundmenge nicht unbedingt

die Menge der reellen Zahlen sein muE5 sondern etwa ein Ringoid sein

kann.

Wir werden hier einfache Bedingungen angeben, wie man die

Eindeutigkeit der Inversen bezUglich ' + ' erreichen kann , womit

eine groBe Klasse von rundungsinvarianten Strukturen erfaBt werden

kann .

6.1 Definition und Eigenschaften

Definition 6.1.1 

Es seien	 R, +	 , . } ein Ringoid mit x = -e und

T E R eine Teilmenge von R mit der Eigenschaft o	 T . Ferner sei (M,<)

eine geordnete Menge und	 q 	 R ---*T eine Abbildung . Die Teilmenge

T hat die Eigenschaft (t) , wenn gilt

Beispiel 6.1.2 

Es sei IR der Ktirper der reellen Zahlen and Z die Menge

der ganzen Zahlen .Es sei 11:	 IR ---> Z	 eine Rundung zur nachst-
gelegenen Zahl des Rasters Z	 , d.h. es gilt z.B.

i) 0 o := o
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/\	 DX := V X 

fi .-  x	 x ;vx	 +A x]
2

o< x<c=	 x	 x	 (V x +A x ; Ax ]
2

X <0	
q X:= -	 E (-X)

Es sei	 d:	 ---> IR+
x ---> ix	 .

Wenn wir E € [o,5 ; 1)	 wahlen, dann gilt die Eigenschaft (t) fiir die
Teilmenge Y ,	 da

(tl) a,b Gi 6 ( a +	 (-1) b) =	 ja - b I > 1> e

a = b

(t2)	 q u	 = o	 (u) = u	 < 0,5 < e	 .u	 IR

Satz 6.1.3
Es seien { R, + , .) ein Ringoid und T e R eine Teilmenge von

R mit der Eingenschaft (t) flir 	 M, <) und o: R —> T und mit	 o,e ,
-e e T . Es sei in T eine Addition erkiart durch

( RG ) a,b E T	 a ® b := o(	 a + b )	 .

Dann gilt

a E T\f(D) 6( a)	 >

6(-e)> E ^ 6(e) >	 e
c) e t-e	 6( e+e )> E

d)e me	 io
Es sei q eine Rundung, dann gilt 	 6( o ) < e
Es sei b invers zu a in R und q o = o , dann gilt	 d(a + b ) < c

g) Es sei b invers zu a in T und q o = o , dann gilt	 a (a p b) < c



Beweis 

aT	 a406T=-.> 6(a) =	 (5(a+ (-e)o ) > E

folgt direkt aus a)

6( e+e ) =	 6( e + (-e)(-e) ) > c

Nehmen wir an daD e m e = o

e m e = o => q (e+e) = o	 6 (e + e) < E Wid. zu c)

e), f) und g) trivial

Satz 6.1.4

Es sei T	 R eine symmetrische Teilmenge des Ringoids

{R, + , . } mit der Eigenschaft (t) fUr {M,< } und q : R —> T .

Es sei in I eine Addition	 ' + ' erklart durch ( RG )

Dann gilt	 /"\\	 agb+ o
a,b E T

a	 b

wobei	 a g b := a Ei ( - b ) .

Beweis

Es seien a,b	 T mit a= b	 ---> 6( a + (-e) b ) > e

Mit	 aob=o, also	 o( a + (-e)b ) -4 0 ware

6( a + (-e) b	 )< E	 im Widerspruch zu Lemma 2.1.3

Korollar 6.1.5 

Voraussetzungen

Sei	 {R, +	 , .	 }	 ein Ringoid

Eine symmetrische Teilmenge	 T c	 R habe die Eigenschaft (t) fUr

{M, < }	 und	 0: R —> T

	

3) Sei in T eine Addition ' 33 '	 durch ( RG ) erklart

Behauptung

/\
x e T x m e = o	 --> x = -e

D.h. x = -e c T 1st das einzige Element, welches ( D5a ) in

{ T, + , • } erfUllt.

Beweis 

x = -e => x	 (-e) *o

=> xj e o



6.2	 Die Wirkung der	 6 - Abbildung Uber einem Ringoid { R, + , • }

und einem Raster I c R

Satz 6.2.1 

Es seien { R, + , • } ein Ringoid ,TcRein symmetrisches
Raster von R mit der Eigenschaft (t) fur 01, <1 und q : R	 T

eine antisymmetrische Rundung . In T seien zwei 2-stellige innere

Verknlipfungen erklart durch die Vorschrift
///\\\

a,b c T a ® b :=	 0 ( a x b), * c {	 }

Dann ist	 { T, m , o } ein Rasterringoid .

Beweis

( D1)	 bis (D4) , (D5b,c,d fUr x= -e ) und (RG1) siehe 	 (12]
(D5a)	 (-e) m e	 =	 q ( (-e) +e) = 0 o=	 o

(D6)	 Es sei x 0 T mit	 x me= o
Aus Korollar 6.1.5 folgt direkt , daB x= -e sein mull und damit ist

{T, m , m }	 ein Rasterringoid von { R, + , . }	 .
O

Korollar 6.2.2 

Es seien { R, + ,	 -} ein Ringoid , {R,<}	 ein vollstandiger

Verband und { CR ,	 +	 , •	 }	 daS entsprechende Ringoid (	 Beispiel

1.2.6 )	 . Es	 seien ferner	 { T,	 m	 , m }	 das in Satz 6.2.1 erklarte

Ringoid , CT	 das symmetrisches Raster von CR und die VerknUpfungen

m :	 CT X CT	 (CT

( a ,	 ) —> are	 := q ( a *	 ,	 c	 (+,•

q :	 CR —> CT

a	 o a	 : =	 o(	 al , a2 ) := ( q al , 0 a2	 )

Dann ist	 {CT ,	 , m }	 ein Rasterringoid
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Beweis 

Es bleibt nur ( D6) zu beweisen.

( D6 )	 Es sei a = ( al	 , az	 )	 GILT	 , welches dem Axiom (D5)	 in QT

erfUllt.

	

Aus	 (D5a) folgt :

(	 al	 ,a2 )	 (	 e, o)=(o,o ) ==>	 al	 e =o	 a2 =o

al	 = -e ^ a2	 = o	 == 	 a= ( -e,o ) •

Korollar 6.2.3 

	

Es sei	 +	 ,	 •	 }	 ein Ringoid ,{	 R, <} ein vollstndiger

Verband und {	 M
n
 R , + ,	 •	 }	 das entsprechende	 Ringoid (Beispiel 1.2.5).

Es seien ferner { T	 , m	 , o }	 das in Satz 6.2.1 erkrarte Ringoid, Mn T

das symmetrisches Raster von M n R und die VerknUpfungen

:	 M
n
T )4	 M

n
T	 M

n
T

	

( A ,	 B )	 A	 m B := q (	 A x B ), * e{ +,.}

q :	 M
n
R	 M

n
T

	

A ---->	 q A := (	 q a ii )

Dann ist	 { MnT , m	 , 0 }	 ein Rasterringoid

Beweis 

	

Es bleibt nur (	 D6 )	 zu zeigen.

( D6 )	 Es seiXeMT, welches (	 D5	 ) in MnT erfUllt	 .

/\
X m E	

= 0 ==>i 1(1)n	
( x

11
—me =o ) A i,j=1(1)n	 xij == 

x.. =	 -e	 x..	 =	 o=*>	 i=1(1)n	 11	 i ,j=1(1)n	 13

X	 =	 - E •



Korollar 6.2.4 

Esseien.RI	 ,i = 1(1)	 n	 Ringoide, ( R.	 ,<. )	 , i=1(1)n,

vollstandige 'Verbande und	 {R, + , . } das in Beispiel	 1.2.7 definierte

Ringoid. Es sei	 ferner fur alle i =1(1)n {T i , m , g }das in Satz

6.2.1 erklarte Ringoid	 , mit{M
1
	geordnete Menge und of :	 R i --* Ti

und T := T
1	T2 

>c 	
n	

das symmetrische	 Raster von{ R,< }

Dann ist	 {T, m ,	 o } ein Rasterringoid von {R, + , • }	 .

Beweis 

( D6 )	 Es sei	 X = (	 xi, x2, 	
 , x

n 
) e T , welches dem Axiom

( D. 5 ) erfUllt .

X m E = 0 =4, 	(	 m	 e„ 	 , xn m e n )= (	 , on)

==0 x i m e 1 = o
	
	  , x

n	m
	 e

n
	= o

n
	===

x l = -e, ,	 	  , x
n
	-e

n
	, d.h.	 X = ( -e,, 	  -en ).

6.3 Die Wirkung der	 6 - Abbildung in der Intervallrechnung 

Satz 6.3.1

Voraussetzungen 

Sei {R, + ,	 ein vollstandig schwach geordnetes Ringoid

Sei fT ,ED ,(D das in Satz 6.2.1 erklarte Ringoid, d.h.
T ist ein symmetrisches Raster von R mit der Eigenschaft (t) fUr

M, <} und (): R ---> T eine antisymmetrische Rundung

® : T x T ---> T	 ist erklart durch
a///

b \\
a ®	 b := O( a * b ),	 * a (+ , • 3

,

3) Sei { It T , c:} die symmetrische Teilmenge von II R mit Schranken in T von

{ II R, m m } und	 <> : IIR —SIT	 die monotone nach oben

gerichtete Rundung von	 IIR in 77
4)1n II T seien zwei 2- stellige VerknUpfungen durch die Definition 5.3.4

erklart .



Behauptungen

i)	 (	 aT , O ,	 <	 c )	 ist

bezUglich < ein vollstandig schwach geordnetes Ringoid

bezUglich c ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid

ii)	 II T ist bezUglich c ein monotones, oberes Rasterringoid von 31 R .

Beweis wir beweisen nur ( D6 )

( D6	 ) Es sei X = [x l ; x 2 ]	 'ET , welches die Axiome ( D5a,b,c,d )

in ]IT erfUllt	 .

Da das	 Intervall	 Lo	 ; o]	 nur ein Element	 o e R enthalt, mu6 daher
auch das Element 	 X O E , sowie das Element	 X B3 E nur aus einem Element

bestehen . Es gilt daher 	 XPE =X	 EB E = X + E = [o ; o].

Daraus folgt insbesondere	 x l + e = o	 n	 x2 + e = o und damit

x
1

	e= o n	 x
2
 P e= o.

Aus Korollar 6.1.5	 folgt	 x l = -e und x2	= -e , d.h. X = [-e;-e] .

Bemerkung 6.3.2 

	

Es sei das Ringoid (	 , +	 ) . Dann hat die Menge

{ET	 ,	 O , <> ) die Eigenschaft (t)	 , wenn wir wahlen

6 :	 IR+ =: M	 mit

d(	 A + ( -B ))	 := q ( A,B	 ) := max (	 la i - b l I , la 2 - b21) und e:=0

Das Raster I braucht nicht wie in Satz 6.3.1 die Eigenschaft

( t	 ) zu besitzen



6.4 Allgemeine Bemerkungen fiber die 	 .5 - Abbildung

Bemerkunq 6.4.1 

Es	 seien	 R die Menge der reellen Zahlen, T cR eine

Teilmenge von	 R	 und M:=	 . FUr alle a,b	 R sei

6( a + (-b) )	 : =	 1 a + (-b) 1	 .

Dann besitzt die Teilmenge T die Eigenschaft ( tl	 ), wenn wir c = o

setzen.

Dies bedeutet, d4 die Eigenschaft 	 ( t2 ) und damit ( t ) beim

Obergang zu Gleitkommazahlen nur von der Rundung q abli'dngig ist .

Bemerkung 6.4.2 

Es seien T C R ein symmetrisches Raster der reellen

Zahlen R mit der Eigenschaft (t) fUr M:=	 und q : R ---> T

eine monotone, antisymmetrische Rundung .

In	 T sei	 ferner eine Addition durch ( RG ) erkl6rt .

Da	 R linear geordnet ist, folgt nach Satz 6.1.4 und

Satz 2.1.2s) , daD b= -a die einzige Inverse von a in T ist . Nach

Satz 4.10 von	 [12]	 ist diese Bedingung aquivalent zu q- I o c:(-a,a ),

wo a > o der kleinste Abstand zweier benachbarter Rasterpunkte ist .

Die Bedingung	 o-i	 o	 c ( -a , a	 ) kann man erreichen,

wenn man z.B. verlangt

0 1 0	 = o oder	 a	 T

Die erste Bedingung verhindert leider einige bequeme und

Ubliche Unterlaufbehandlungen

Raster mit Bedingung b) kommen in der Praxis Waufig vor

z.B. die sogenannten 	 Festkommazahlen im Beispiel 	 6.1.2 oder wenn wir

bei Gleitkommazahlen vereinbaren, dal auger den Ublichen Gleitkommazahlen

der Form	 x = m.be	el < e < e2	 b -1 <_ I ml < 1, m Mantisse, e Exponent

fUr e = el auch nicht normalisierte Mantissen zugelassen werden .
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