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Einleitung

Wenn man heute Rechenanlagen zum Zweck des numerischen Rechnens be-
nutzt, ist es unerldBlich, die Arithmetiken und deren Strukturen
zu kennen und zu beherrschen.

Die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit beschaftigen sich mit
der Frage nach der Struktur der bei numerischen Rechnen mit Rechen-
anlagen auftretenden Raume, d.h. welche mathematischen Eigen-
schaften eine Rechenanlage besitzt.

Numerische Algorithmen lassen sich auf einer Rechenanlage im allge-
meinen nicht exakt durchfiihren, da solche numerische Algorithmen

in der Regel im Raum R der reellen Zahlen, der Vektoren VIR, der
Matrizen M IR, der komplexen Rdume C, V€ , ML oder der Intervallrdume
IR, VIR, IC, OVC, DML ( siehe zweite Spalte in Tabelle 1 )
definiert und hergeleitet werden und keine Isomorphismen zwischen die-
sen Definitionsmengen und der entsprechenden Menge der Maschinen-
zahlen existieren. Daher wird das Rechnen mit reellen Zahlen in einem

Teilsystem T ( z.B. dem System der einfachlangen Gleitkommazahlen einer

gegebenen Rechenanlage) oder S ( z.B. dem System der doppeltlangen

Gleitkommazahlen einer gegebenen Rechenanlage) mit IR2S>T approximiert.

Wir kommen so zu den Rdumen VT, MT, O T, O VT, OMT , CT , VCT ,
MeT, OCT, IVET, IMCT, sowie zu den entsprechenden Riumen iiber S
( siehe die 'dritte und vierte Spalte in Tabelle 1 ).



VIR
MR
PR > IR
PVR >  mVR

PMIR > IMR

Ve
Mo
IPC > Inc
PVe = ove

PMC > oMc

Tabelle 1 : Obersicht iiber die beim numerischen

Vs

s

ovs

IIMS

cs

vis

MCS

nes

oves

IIMES

oT

ovT

oMT

T

Vet

MET

oer

over

oMeT

Rechnen auftretenden Rdume
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In Kulisch [13 wurde ein A-Ringoid (dort als Ringoid bezeichnet)
als algebraische Struktur mit zwei 2-stelligen inneren Verkniipfun-
gen, einer Addition und einer Multiplikation, welche gewisse
Minimalforderungen erfiillen, definiert. Diese Arbeit [12) hat als
wichtigste Aufgabe, die Rechnerarithmetik axiomatisch zu beschrei-
ben.

In der vorliegenden Arbeit haben wir u.a. ( D5 ) und ( D6 ) modifiziert
mit dem Ziel Beweise und Eigenschaften zu vereinheitlichen und zu
vereinfachen.

- Es wird in ( D5 ) gegeniiber [12] die Eigenschaft "x + e = 0" dazuge-
nommen, d.h. es wird gefordert, daB das Element "x", das ( D5 ) er-
fiil1t, eine additive Inverse besitzt

- das Element "x" in ( D6 ) kann gleich "e" sein ( das ist z.B. der
Fall, wenn { R,+,+*} ein Boolescher Ring ist ).

Die damit erreichten wesentlichen Ergebnisse sind in Tabelle 2 Seite 24
ermittelt. Grundsdatzlich konnten folgende Dinge erreicht werden:

- alle Strukturen, die in [12] beschrieben werden, lassen sich auch
jetzt beschreiben.

- Beweise von Sdtzen werden gelegentlich kiirzer und in manchen Fallen
unter schwacheren Voraussetzungen durchfiihrbar. Beispielsweise 1dBt
sich die Komplexifizierung eines Ringoids ohne Ordnungsstruktur
durchfiihren.

Im ersten Kapitel wird zundchst die neue Definition eines Ringoids
angegeben und Untersuchungen iiber diese Strukturen durchgefiihrt. Hier
wird gezeigt, daB z.B. ein Ring mit Einselement ein Ringoid bildet,
was bereits eine wesentliche Vereinheitlichung des Begriffes Ringoid
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bedeutet. Ferner kann der Beweis fiir die Eindeutigkeit des Elements
"x", das ( D5 ) erflil1t, bei Komplexifizierung ohne Ordnungsstruktur
durchgefiihrt werden und beispielsweise der Beweis, daB die Matrizen
iber einem Ringoid wieder ein Ringoid bilden, in einfacherer und
kiirzerer Weise gefiihrt werden.

Im zweiten Kapitel wird das Ringoid zu einem geordneten Ringoid
ergdanzt. Der Satz 2.1.5 bringt eine wesentliche Verallgemeinerung

des Satzes 4.4 von [1Z] in dem Sinne, daB die Struktur { R,+,*} nicht
linear geordnet sein muB, sondern die Teilmenge X ={ xe R |.

x erflillt ( D5 )} eine gewisse Ordnung erfiillt.

Im dritten Kapitel erstellen wir mit dem Begriff Vektoid ein all-
gemeines Konzept mathematischer Strukturen mit duBeren Verkniipfun-
gen, wobei wir im Unterschied zu [12] auf der neuen Definition des
Ringoids aufbauen.

Im vierten Kapitel zeigen wir, daB die Abbildung O: R —— T
einer Menge R in ein Raster T mit den Eigenschaften

( R1) /\ Oa-=a Rundung

ae T

(5)/\ ae T

(re) N\ (asb => [Oas0b) monoton
a,be R

A
(R&) 7 ™\ O(-a) = -0a antisymmetrisch
ae R

( RG) /\ a@b:= O(axb) firalle » e{ +,-,.,/ } in R
a,bG T

und zugeordneten B in T
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die Struktur eines (schwach) geordneten Ringoids oder Vektoids
invariant lassen. Hier stellt der Satz 4.2.3 eine Verallgemeinerung
des Satzes 4.5 von [12] im Sinn von Satz 2.1.5 dar.

Im fiinften Kapitel werden die bereits bekannten Ergebnisse, daB die
Intervalle iiber einem vollstdndig geordneten Ringoid wieder ein
vollstandig geordnetes Ringoid bilden, in einfacher und einleuchten-
der Weise hergeleitet. Dies zeigt sich besonders im Spezialfall

der Intervallmatrizen, dieen vollstdndig geordnetes Ringoid bilden.
Dariiberhinaus wird in diesem Kapitel der Obergang zu einem Raster
unter neuen Gesichtspunkten untersucht.

Im sechsten Kapitel wird eine Abbildung eines Ringoids in geordnete
Mengen definiert. Diese Abbildung erreicht eine wesentliche Verallge-
meinerung des Satzes 4.lo von [12 in dem Sinn, daB die Grundmenge
nicht unbedingt die Menge von reellen Zahlen sein muB, sondern z.B.
ein Ringoid sein kann. Somit kann eine groBe Klasse von rundungsin-
varianten Strukturen erfaBt werden.



1. RINGOIDE

Die Durchfiihrung eines Algorithmus auf einer Rechenanlage
filhrt im allgemeinen nur zu einer Ndherungsldsung des gegebenen Problems.

Der Grund liegt darin, daB man das Rechnen mit reellen Zahlen
auf einer Rechenanlage in einer endlichen Teilmenge, den sogenannten
Gleitkommazahlen mit einer endlichen Ziffernzahl in Mantisse und Exponent,
durchfiihrt.

Dieses System geniigt anderen Gesetzen als die reellen
Zahlen.

Es ist daher von griBtem Interesse, die mathematischen Eigen-
schaften von Rechenanlagen zu untersuchen.

Zu diesem Zweck fiihren wir zundchst den Begriff des Ringoids
ein.

1.1 Einfiihrung in die Ringoide

Definition 1.1.1

Es sei R eine nichtleere Menge, in der zwei zweistellige
Verkniipfungen, die wir als Addition ( + ) und Multiplikation ( . ) be-
zeichnen, erkldrt sind.

{ R,+,. } heiBt ein Ringoid, wenn gilt

(m)a/b>k a+b=b+a
asp 2%t0=2a

(D3) ecR\fo} acp 2e=ea=a

(D4) a.0 =0.2a=0

asR



( D5 ) Es existiert ein Element x =R, so daB gilt

(a) x+e=0

(b) x.x=e
(€) 3,beR x.(a.b) = (x.a).b = a.(x.b)
(d) 2,bsRr x.(a+b) = x.a + x.b

( D6 ) Es gibt genau ein Element x =R, fiir welches ( D5 ) gilt.

Ein Ringoid {R,+,. } heiBt ein Divisionsringoid, i.Z,
{ R,N,+,.,/} , wenn dariiber hinaus in R eine Division (/) erkldrt ist
( mit o= N =R ) mit folgenden Eigenschaften:

(m}é} a/e=a

(08) Japan o/a=o0

( D9 ) Es existiert ein Element x « R, welches auBer ( D6 ) auch die
Eigenschaft

x.{(a/b) = (x.a)/b = a/ (x.b) erfiillt.

aeR beR\N
m]

Bemerkungen
1) Sei{ R,+,. } eine Struktur, die (D1),(D2),(D3),(D4) geniigt.

Dann bezeichnen wir mit X  bzw. XA die Menge derjenigen Elemente
aus R, die ( D5 a,b,c,d ) bzw. ( D5 b,c,d ) erfiillen.

2) Kulisch verlangt ( D5a ) in seinem Buch [12] nicht.
Dort wurde ein Ringoid folgendermassen definiert : { R,+,.} heiBt ein
Ringoid wenn (D1) bis (D4) gelten und es ausser e = R genau ein x = R gibt,
welches ( D5 b,c,d ) geniigt. Diese Struktur bezeichnen wir als A-Ringoid.



=g =

3) Im Gegensatz zu [12] verlangen wir nicht x + e .
Dadurch und mit ( D5a ) ist, wie wir spdter sehen werden ( Satz 1.1.4 ),
jeder Ring mit Einselement bereits Ringoid und der Zusammenhang zwischen
beiden Strukturen wird klarer ( siehe Beispiele 1.1.1 und 1.1.2 ).
In einem Ringoid R besteht die Menge X also aus einem
Element {e} oder {-e} je nachdem,ob x = e gilt oder nicht. Im A-Ringoid
hingegen immer aus zwei: XA = -e,e}.

4) Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Verkniipfung
gemeint ist, schreibt man statt a.b meist nur ab .

Definition 1.1.2
Es sei { R,+,. } ein Ringoid. Dann erkldren wir in R
einen Minusoperator und eine Subtraktion durch

2e R "a:=xa

abar 2° b:=a+(-b)
o

Satz 1.1.3

Es sei { R,+,.} ein Ringoid. Dann gilt :
i) o bzw. e in ( D2 ) bzw. ( D3 ) ist eindeutig bestimmt

i1) e#0 und -e ¥ 0
O

Eine wesentliche Vereinheitlichung des Begriffs Ringoid
wurde durch die Hinzunahme der Eigenschaft ( D5a ) erreicht, wie im nach-
folgenden Satz 1.1.6 deutlich wird. Zundchst betrachten wir jedoch zwei
Beispiele.

Beispiel 1.1.4
Es sei P"[X die Menge der Polynome n-ten Grades mit
reellen Koeffizienten.
ss =;:':_j -? .j n
Fiir F(x) J=DfJx » G(x) 2oJx" aus P ]

erkldren wir eine Addition und eine Multiplikation wie folgt :



n :
a) (F+6)(x) = g( f5+95) % .

n
b) (F.3d)x) =-1z:.0{ 3%,, fie 94y ) X

Die Multiplikation in P*[(x] fiihrt nach P? [x] und wir
wollen dieses Produkt mittels des Bernsteinspolynoms durch ein Element
aus Pl£x] darstellen, d.h. durch

c) B, (fix):= éo f{%) {:) x¥ (I-x)"'k mit n=1

Fir F(x) = fo + flx » G(x) = 9o * 91X erhdlt man
2
(F.G)(x) =f9y+(Ffy9,+f,09)x+fgx

Die Multiplikation © 1in P (x] definieren wir nach c)
durch ( FOG ) (x) = fo 9y * ( \‘Ig1 + 1’19u + fogl ) x

Die Struktur { Pl[x] , +,0 } ist ein Ring aber kein
A-Ringoid, da die Gleichheit ( FO F1 ) (x) = E (x) mit F(x) = fa - flx
und E(x) = 1 + ox in Pl(x] die Losungsmenge X = { -1 , 1 - 2x, -1 + 2x , 1}
hat und diese Elemente auch (D5¢) und (D5d) erfiillen ( siehe FIGUR 1 ) ,
d.hoit( Xy ) =4 . ;
Gleichwohl ist { P"[x], + ,©® } ein Ringoid, da die
Gleichung F(x) + E(x) = o die eindeutige Ldsung F(x) = -1 + ox hat.

B

\_/

e ——— e ———— - " | '3

/ \

FIGUR 1 - Geometrische Darstellung der Losungsmenge.
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Beispiel 1.1.5
Ein anderes Beispiel findet man in [7] . Dort wurde

das Produkt ( F . G ) (x) mittels der Methode der kleinsten Quadrate
durch ein Element aus Pl[x] approximiert.

In diesem Fall hat die Ldsungsmenge folgende geo-
metrische Darstellung ( FIGUR 2 )

Ny,
A

FIGUR 2 - Geometrische Darstellung der Lésungsmenge

f

mit (F@G ) (x) = f,9, = § F19; + ( £,9, + 19, + f19; )

und X, = { -1, V3i+23x,V3-2/3 x,1}

Folglich ist { P10 , + , @ } wieder kein A-Ringoid.

Da F(x) = -1 + 0 x das einzige Element aus )(a ist,
daB das Axiom ( D5a ) erflillt, ist der Ring { PIExJ. + ,[@} nach Defi-
nition 1.1.1 ein Ringoid.

Im allgemeinen haben wir den

Satz 1.1.6
Es sei { R,+,. } ein Ring mit Einselement. Dann gilt :
{ R,#,. } ist ein Ringoid.

Beweis von ( D4 ) und ( D5b )
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(D4 ) mitas R gilt
a+o0=a ==> a.(a+o0)=a.a
==> 3.2 +a.0 = a.a
> a.0 =0

(D5b)o=(-e).o=-ef-e)+e)=(-e).(-e)+(-e)
=> (-e).(-e) = e
a
Bemerkung
Die folgenden Beispiele zeigen Ringoide mit der Eigenschaft

e+e=0

Beispiel i.1.7
Sei R:= { o,1l,a,b } mit den in den folgenden Tabellen

erkldrten Verkniipfungen

+ o 1 a b « 0 1 a b
oo 1 a b o 0 0o o o
1//]1 o b a 1o 1 a b
a a b o 1 a o a a o
bbb a 1l o b, o b o b

Dann gilt : { R,+,. } ist ein Ringoid ( auch ein Ring )
mitX={(1}.

Beispiel 1.1.8
Sei E eine nichtleere Menge und IP E die Potenzmenge iiber E .

Sei in P E die Verkniipfung 's' folgendermassen definiert

2%,

ABe pE  AB = (AUBN( AMB).

Dann bildet { PE, @ , ()} ein Ringoid mit X = { E }.
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Die Beispiele 1.1.7 und 1.1.8 sind spezielle Fille von

Beispiel 1.1.9
Es sei { B,+,. } ein Boolescher Ring ( d.h. ein Ring

mit Einselement, dessen Element simtlich idempotent sind ).
Dann gilt :

a)

aeB
b)/\ a=-a

as B

c) {B,.} ist kommutativ
Das bedeutet, daB { B,+,. } ein Ringoid ist mit X = {e}

Jetzt betrachten wir drei Sitze, die wichtige Ergidn-
zungen zur Kldrung des Begriffs A-Ringoid bringen.

Satz 1.1.1o
Es sei { R,+,. } eine Struktur, die ( D1 ) bis ( D5 )
geniigt. Dann gilt: { )(‘R » « } 1ist eine kommutative Gruppe .

Beweis
i) XA ist beziiglich . abgeschlossen, d.h. fir alle x, y
aus X, gilt x.y = XA :
Es seien x, y aus XA und a, b aus R. Dann gelten fiir das
Element x.y die Eigenschaften

(05) (x.y).(x.y) gz ¥-(x-(x.y)) BBf v.(e.y) gie e

( D5¢ ) (x.y).(a.b) gz X.(y.(a.b) gEm «eveevennn
i3 ( (x.y).a).b ge= (x.(y.2)).b ggz -..-"
gee a-((x.y).b)

( D5d ) (x.y).(a+b) 113 x.(y.(a+b) it X.(y.a+y.b) ==
553 X.(y.a)+x.(y.b) (113 (x.y).a + (x.y).b

ii) In { Xy » + ) gelten
1) Assoziativgesetz

/N

X,¥:2€ X, (x.y).z ge= x.(y.2)
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2) Einselement

Kt

ecx, xeX e.x gT X.e gF X

3) Kommutatives Gesetz

N\

X2y = X, xy grEx(ye) gey.(xe) grFyx

4) Inverses Element

/\ -1 xox'laxlx e xox B%E ©

X e Xn X "=x EX‘,‘

Bemerkung
Fir { X,. } 1dBt sich der Satz i.a. nicht beweisen. Im

Ring ( Ringoid ) der ganzen Zahlen etwa ist X = { -1 } beziiglich .
nicht abgeschlossen ( siehe Beispiel 1.2.9) .

Satz 1.1.11

Sei { R,+,. } ein Ringoid und x,‘ endlich. Dann gilt :
i) Die Anzahl der Elemente in Xa ist eine Potenz von 2 : # ( X ) =
=2" ,nenN

//\\ //\\ i {x , falls n ungerade
X =

i) X € XA ne I e , sonst

d.h. die von x & XA beziiglich . erzeugte Untergruppe (x) ist { x, e }

Beweis
i) siehe [7]
ii) folgt aus x.x = e
0

Satz 1.1.12
Es sei { R,+,. } ein Ringoid mit ( Xp y=2",nen.
Dann ist Xn vom Typ ( 2,2,.00uss R
n-mal

Beweis
Folgt sofort aus Satz1.1.11 und dem Hauptsatz liber abelsche Gruppen.
0
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Bemerkung
Im Fall#( X, ) = 4 ist X, isomorph zur Kleinschen Vierer-

gruppe ( siehe Beispiel 1.1.4 und 1.1.5 ) .

Im folgenden Satz1.1.13 fassen wir einige einfache Folgerungen
aus den Axiomen ( D1 ) bis ( D9 ) zusammen.

Die Eigenschaft a) bringt ein einfaches Hilfsmittel zur
Oberpriifung der Axiome ( D5,6 ) ( diese Eigenschaft kann auch fiir A-Ringoide
verwendet werden ) .

Die Punkte b) bis d) , n), o) und p) sind weitere Eigenschaften
und werden hier nicht bewiesen; e) bis m) wurden schon in [12] betrachtet.

Satz 1.1.13
Es sei {R,+,.} eine Struktur mit den Eigenschaften ( D1 ) bis
( D5 ). Dann gilt

2) /\ //-\__ {1} X+ta <= xate
a

s
s R i) xa = ax

b}/\ Xy = X+y+#e

i) xy +y=o0
d) /\ {ii) Xy + X =0

%y « X i) xx +x =0

Es sei { R,+,+ } ein Ringoid mit x = -e £ e . Dann gilt
fiir alle a,b aus R

e) o-a= -a

f) -a = (-e) a=a (-e)

9) -(-a) = a

h) -(a-b) =-a + b =b - a

i) 1) ae=0 <= a=o0
2)-a =0 <= a=o0
3)-a =a <= a=o0
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j) -e 1ist die einzige Losung von (-e) a = e

Es sei { R,N,+,»,/ } ein Divisionsringoid. Dann gilt

ferner
B 7\ /N (-a)/ (-b) = a /b
ae R b & R\N

1) (-e)/(-e) =e
m) Gilt in einem Divisionsringoid { R,N,+,-,/} ferner

//\ a/a=e , so ist e das einzige rechtsneutrale Element

a = R\N
der Division

Es sei { R,N,+,+, 7/} eine Struktur mit den Eigenschaf-
ten ( D1,2,3,4,5,7,8,9 ). Dann gilt fir alle x,y aus X

n) x/y = xy=y/x
0) X/x= xXx= e

p) Y#x e= x/yte

Beweis
a) Es seien x « X und ae R

i) (== )xa=e ==> x(xa)=x == a-=x
( <= ) klar

i) xa = x(ae) = a(xe) = ax

b) Es seien x,y & X

x4y =e == X=X (X+y)=Xxx+Xy=yy+xy=yx+yy =y(xty )=y

o
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Bemerkung
In einem Ringoid { R,+,* } gelten dieselben Vorzeichen-
regeln wie im Korper der reellen Zahlen. Beim Ringoid wird jedoch

die Existenz eines inversen Elements beziiglich ' + ' nur fir 'e' ver-
langt.

Andererseits wird die Addition nicht als assoziativ
vorausgesetzt. Somit bleibt die Anwendbarkeit auf Gleitkommazahlen

gewdhrt.

1.2 Beispiele fiir Ringoide

Beispiel 1.2.1
Es sei R die Menge der reellen Zahlen und C die Menge

der komplexen Zahlen. Dann gilt:
{R,+,*,/} und {C,+,*,/} sind Divisionsringoide.

Beispiel 1.2.2
Die Potenzmenge iiber einem Ringoid

Voraussetzungen

1) Sei { R,+,* } ein Ringoid ( bzw.{ R,N,+,*,/} ein Divisionsringoid).
2) Sei IP R die Potenzmenge iiber R.
3) Sei PR <P R die Menge der Punktelemente, d.h.

PR :={A] A ={al e« IPR}.

Behauptungen

i) {PR, + ,« } ist isomorph zum Ringoid { R,+,. }.

ii) (PR, + ,. } bildet ein Ringoid ( bzw.{ PR,NY,s, /} ein Divisions-
ringoid mit N* = (B e PRIBaN4@g ).

Beweis
i) Sei « = {+,. ) . Danngilt fiir alle A,B & PR:
AxB=(axb |a=sA,bs B)}.
Es ist unmittelbar einzusehen, daB die Abbildung
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¢: PR, —— R

{a} —— ¢({a}l)=a ein Isomorphismus ist.
ii) Wir beweisen nur ( D5a ) und ( D6 ).

(D5a ) Es sei xe R, welches ( D6 ) erfiillt.
{x)} +{e) ={x+e) B {o}.

n
(D6 )

Hier bringen wir einen wesentlich einfacheren und
kiirzeren Beweis von ( D6 ) als in[12] . Das hinzugenommene Axiom
( D5a ) wird zum Beweis nicht bendtigt. Das bedeutet, daB der Beweis
auch fiir A-Ringoide gefiihrt werden kann.

Es sei Y & PR fiir welches die Axiome ( D5a,b,c,d ) gel-
ten.

Aus ( D5b ) folgt fiir alle y1 ,y2 aus Y :
(1) yiy2 = yay1 = yi1y1 = y2y2 = e,

Nach ( D5c ) gilt fir alle A,B aus PR
(2) Y(AB )= (YA )B=A(YB).

Es seifen A= {y1 } undB=1{yz2} . Dann folgt aus (1)
und (2)

Y{e} ={e} B=A{e} == Y=A=B,
d.h. yr =y2 .

Wegen i) folgt die Behauptung.

Beispiel 1.2.3
{ PR,N*,+,+, }und { PCNI,+,», } sind Divisions-

ringoide mit N ={BePR| o« B } und
Ni={BaPllos B }

Beispiel 1.2.4
Die Menge IIR der abgeschlossenen Intervalle iiber R

bildet als Teilmenge von PR beziiglich der in IPR erklédrten Verkniipfun-
gen ein Divisionsringoid { IR,N; ,+,*, } mit N ={Bs OR| o < B} .
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Beispiel 1.2.5 N

Die Matrizen ilber einem Ringoid

Voraussetzungen

1) Sei { R,+,+ } ein Ringoid und HnR die Menge der
n-reihigen quadratischen Matrizen iiber R.

2) Fir A:= ( a5 ) und B:= ( bij ) aus M R definieren
wir

a) A=B == (g5 )= (byy) 2= Tamn 2574

b) A+B : = ( 3y )+ ( bij ) = ( a5+ b,. ).

ij

c) A-B :'(aij)‘(bi:j) :_{;;;1 aivbvj ).

Behauptungen
i) Die Menge D aller Diagonalmatrizen mit konstantem

Diagonalglied iiber {R,+,+ } ist isomorph zum Ringoid { R,+,+ }.
i1) {M.R,+,+ } ist ein Ringoid mit

- s ~N

Beweis

i) Es ist klar, daB die Abbildung

$: D > R

a —_—a ein Isomorphismus ist.
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ii) Wir beweisen ( D5a ) und ( D6 ).

( D5a ) Das Element X erfiillt ( D5a ), da

~
I
x+e
.0 . [=0
X+E-= E

LO e T O]

( D6 ) Hier zeigt sich die Wichtigkeit von Axiom ( D5a ). Die beim
A-Ringoid nicht geforderte Eigenschaft erleichtert den Beweis von
( D6 ) erheblich, da er wesentlich einfacher und kiirzer wird.

Es sei Y = ( Yij ) aus M R, welches dem Axiom ( D5 ) geniigt.

Y+E=0 ==> ///\\\ Yij *e =0, //f\\\

yi‘j =0,
i=1(1)n i,j=1(1)n
iy
d.h. Y hat Diagonalgestalt

— —

¥ y“.‘lza.Q_
2 e
Aus Satz 1.1.13 a)ii) folgt fiir alle A aus HnR
(1) Y-A =AY .
Es sei A = ( a4 ) aus HnR, so daB fiir alle i,j=1(1)n

a1j = e ist. Dann folgt aus (1) fir alle i,j=1(1)n Yy = yjj'

Das bedeutet, daB

2 3
" O ist.
.-¥J

| .

Wegen i) folgt die Behauptung.
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In unserem nichsten Beispiel betrachten wir die
Komplexifizierung eines Ringoids. In [12] wurde gezeigt, daB die
Menge { CR,+,* } iiber einem A-Ringoid Axiom ( D6 ) nicht erfiillt.
Dort wurde { R.+.-.s‘} als linear geordnetes A-Ringoid vorausge-
setzt, um die Eindeutigkeit von x beweisen zu konnen ( siehe (13 ).

Es zeigt sich, daB der Beweis mit Hilfe von ( D5a ) wesent-
lich kiirzer und eleganter zu fiihren ist; zu dem wird keine Ordnungs-
struktur von R bendtigt.

Beispiel 1.2.6 Komplexifizierung eines Ringoids

Es sei { R,N,+,*,/} ein Divisionsringoid

Es sei CR : = {(a,,a;)| 281,32 R }.

Fir a,g = CR erkldren wir mit o := (a,,az), B := (by,bs)

a}ﬂ*s:’(al"'bl,az "‘bz)
b) @« B : = (ajby = azbz , aibz +azby)

c)asy = ( (aicy + azcz2)/c ; (azc1 - a1c2)/c ) fir y e CR\N
Mit
y ¢ = (c1,¢z), Ni={gaCR | § = (dy,d2)A dyd; + dod2=N }
und

C =0C1C; + CiC;
Dann ist { CR,N,+,+, /) ebenfalls ein Divisionsringoid, wobei die

Menge aller Elemente der Form (a,0) , a €« R isomorph zum Ringoid
{ Ry+,+ } ist.

Beweis

(D5) e = (x;0) erfiillt ( D5a,b,c,d )
(D6 ) €Essei a=(ai,az)e CR, welches Axiom ( D5 ) geniigt.
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Aus B:BLICTECA CZ CCMPUTAGAD
(D5sa ) o + ¢ =0 folgta +e=0 ~ a; =0

d.h.a = ( 3,,0).

Wegen Isomorphie folgt a, = x , d.h.{@R,+,. } ist ein Ringoid.
Die Eigenschaften ( D7,8,9 ) sind trivialerweise erfiillt.

Beispiel 1.2.7
Es seien { Ristss } i=1(1)n .Ringoide (bzw.
{ Ri'"i""' /'} Divisionsringoide).

Es sei ferner R =R xR xR x..... xR (Produktmenge)

In R erkldren wir Verkniipfungen * & { +,+,/}
durch

//\ /\atb:-{a*b,a *b, , veous yaxb )
asR ‘beR A L

mit ai=(a; ,3,, «evs 2. ), b:'(bx'bz'""bn}

und b, # o fir alle i=1(1)n bei der Division.

Dann ist { R,+,- } ein Ringoid ( bzw.{R, N,+,.,/} ein
Divisionsringoid mit N :={ae R| a; %0, i=1(1)n})

und
0:-(01.02.....,01,.}
E im [ @158z 5 onen s e )
X aom i Ry My 5 wese s L Yise

Beweis von ( D6 )

Es sei y « R, welches Axiom ( D5 ) geniigt mit
y = (yl s Y2 s sene s .Yn}-

I.y+€E= 0 ==> (y, *€; , ¥2 *€3 s...sY *€ ) = ( 01,034...,0 )
non n

Iy +ys= = Y1¥1s Ya¥2seeena¥¥y) = (€10€25..008)
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Es seien a:= {a;.az.....an}. b :-{b;.bz....,bn) aus R
Dann gilt:

III.
(vi(aibi),ya(azba), ...y y (3 b)) = ((yia1)ba,....(ya )b)) =
= (ai(yiba)se.ey a(y, o) ) -

Iv.
(yi(aithby),..., yn(an“bn) = (yaay + yiby,...y a4y b)

d.h. y; erfiilit ( D5 ) in R; und damit y = X

Bemerkung
{R ,+,+ } bildet hingegen kein A-Ringoid, denn fiir n > 1

erfiillt beispielsweise (el,-ez,-e......,-en) die Eigenschaften ( D5b,c,d )

Beispiel 1.2.8,
Es sei{a:={ e,x,y,2z} ,* } eine Kleinsche Gruppe. Weiter

sei eine Addition in auf{o} durch FIGUR 3 definiert.

_‘!" ‘0 e X Y £
0 |-n e X y z
ele x o o o und zusdtzlich sei
Xgl% @ & 0 9 (1) //\ 0*a = a0 = 0.
y ||y o 0o z o aeauv{o}
zllz o o o y
FIGUR 3
Dann gilt ( D1 ) bis ( D5 ), aber # ( X ) = 3, d.h.

{avfol+,+} ist kein Ringoid.
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Beweis
D1, D2, D4 klar

(D3) { a,+} Kleinsche Gruppe und (1) ==>

— /\ a.e = e«a = a

ae auf 0}

(D5) x,y,z erfiillen ( D5 ), d.h. X ={ X,¥,2}
( siehe FIGUR 4)

sllo e x y z
oli o 0o o o0 o
elfo e x y z
X[lo x e z y
ylfo v z e x
zll o z y x e
FIGUR 4

Beispiel 1.2.9
Es sei R = { 0,e,x,y,xy,M }eine Menge. Weiter sei eine

Addition und eine Multiplikation erkldrt durch die Tabellen ( FIGUR 5 )

+ 0 e x y xy M o Jlg @& X xy M
0 | 0o e x y xy M o.!]o o o o o o
efje x o o M M e !|o e X y xy M
X [x o e M o MI[FIGRS x !:o X e xyy M
Yy iy o M xy o M yilo y xy e x M
Xyl|xy M o o ¥y M xyi 0 XY ¥y x e M
MIM M M M M M H‘OHHHH M

In {R,+,» } sind ( D1 ) bis ( D5 ) erfiillt.

Hier haben wir x +e =0 und y+e=0 aber xy+eso (siehe
Satz 1.1.10 )



(s te3rdey ayats)
A3zany atydaowos] ot P 1
2446 1 pP*a¢asq I {B°BY0 )
G'T°1 19ldsLag
{ 3+ [x] 19 }
Jequynys4np e5Q 1 Yot bow 3yatu £ { @+ [¥] d}
£°2'1 |3tdsiag
ARGANN Y2:ATP pa‘qe gg 1 uiLbow 3ydtu 1-y2 { «"+¥}
S

1 J9zany (q ayudaomoss 9°2°1 |atdsiag
Yot bow Bunupag auyg (e ) e50 [ Bunupo I= £ <FH3 ]
atydaowos| §°2°1 131ds1ag
Jaz4ny (seers 22 1 p*24q 50 1 ety )
2'2'1 |adstag
43z4ny Eﬁ,u.mmom I P‘2‘q 50 I { +*+'4d }
paLm ueu jyonedq (x)# uew 3ysnedq ( ~m~//wxux ANLANYLS

(90 ) uon siamag Janap (90 ) 4n4 (90 ) 4n4

QIOONTY dN1ANY LS QIOINIH-Y YNLANYLS

bunssejuswwesnz - 1 |33Ldey
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2. GEORDNETE RINGOIDE

2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 2.1.1 \
a) Ist { R, s } eine geordnete Menge ) und { R,+,* }
ein Ringoid, so heiBt { R,+,»,s } schwach geordnet wenn gilt:

(0p1) /\ (asb == a+csb+c)und

a,b,c s R
das aus ( D5,6 ) eindeutig bestimmte Element x = R die Eigenschafé
( 0D2 ) besitzt.

(002 ) 2 (asb == xbsxa).

a,b & R

b) Ein schwach geordnetes Ringoid heiBt geordnet,
wenn zusdtzlich gilt

( 003 ) N\ (o0sasbac>0 == acsbcacasch).
a,b,c s R

c) { Ry+,,s } heiBt ein vollstdndig geordnetes
Ringoid, wenn { R,+,» } ein Ringoid und { R,+,*,s } ein vollstindiger
Verband ist.

d} Ist { R, } ein vollstdndig linear geordneter Ver-
band, so heiBt { R,+,+,s } ein vollstdndig linear geordnetes Ringoid.

a

Im folgenden Satz 2.1.2 fassen wir einige Folgerungen
aus den Axiomen ( OD1 ) bis ( OD3 ) zusammen.

Die Eigenschaften a) bis f) , i)bis v) wurden schon
in [12] betrachtet.

') d.h. < ist neflexiv, antisymmetrisch und transitiv
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Satz 2.1.2
Es sei { R,+,*,s} ein schwach geordnetes Ringoid.
Dann gelten fiir alle a,b,c,d = R
wobei x das aus ( D5,6 ) eindeutig bestimmte Element ist.

a) a<b ==> xb< xa

b) asbacsd ==> a+csb+d

c) asoabs<o ==> a+b<o

d) azoabz2o ==> a+bzo

e) a>o0 ==> xa<o

f) a<o ==> xa>o

g) allb ==> xall xb (Il unvergleichbar )
h) i) aze ==> a+xz20

ii) a2x ==> at+ez0

In einem geordneten Ringoid { R,+,*,< } gilt fiir alle a,b,c,d &R

i) o<asbAoscsd ==> osacsbd ~ os casdb
j) asbsoacsdso ==> o0sbdsac A~ os<db=sca
k)l asbsoaoscsd ==> adsbcso Adaschso
1) az2o0abz2o ==> abz2o0aAbaz o
m) asoabso ==> abz2oabazo

n) asoab2o ==> absoabacsxo

In einem linear geordneten Ringoid gilt fiir alle a,b & R zusdtzlich

0) asbaczo ==> acs<bcacacs<ch

p) asbaAacso ==> aczbcacazch
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q) x<o0o<e (siehe Satz 2.1.4)
r) b=-b <== b=o

s) a+(-a)=o0 d.h. -a ist invers zu a

t) o<e<a ==> g<acs<aa

u) 0D<a<e ==> aaasace

V) atenrnaa=e  ==> ac<o

W) azb == a-bzo

x) aze ==> a+e>o0
O

Lemma 2.1.3

Sei { R,s } eine geordnete Menge. Dann gilt fiir alle
a,b = R genau eine der Beziehungen

a<b,a>b, b=a,allb .

O
Satz 2.1.4
Sei { R,+,*,s leine Struktur mit ( D1 ) bis ( D5 ) und
( 0D2 ) und der Eigenschaft, daB es mindestens ein Paar a,b aus R mit
a<b gibt.
Dann gilt:

i) x%e.
ii) x,y aus X erfiillen ( 0D2 ) ==> xy erfiillt ( 0D2 ) nicht.

Beweis
Es seien a,b aus Rmita<b .
i)Nehmen wir an, daB x = e gelte.

a<h 55%> b=xb<xa=a Wid. zum Lemma 2.1.3
2.1.1a)
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ii) Es seien x,y aus X. Dann gilt

a¢b == xb<xa == y(xa)c< y(xb) ==p (xy)a < (xy)b (1).

Wiirde xy ( 002 ) erfiillen, so folgte aus
a<b ==> (xy)b< (xy)a im Widerspruch zu (1),

d.h. xy erfilllt ( 0D2 ) nicht.
o

Bemerkung
i) besagt u.a.,daB in einem schwach geordneten Ringoid

mit der oben genannten Eigenschaft stets x = -e # e gilt. Das ist
natiirlich der Fall, wenn { R, < } linear geordnet ist.

In [12] wurde gezeigt, daB ein linear geordnetes A-Semi-
ringoid ( d.h. # ( xa ) > 2 ) bereits ein linear geordnetes A-Ringoid
ist.

Der nidchste Satz zeigt iiberdies, daB die Voraussetzungen
2), 3) und 4) nur in X angenommen zu werden brauchen.

Satz 2.1.5
Es seien

1) {R,+,.} eine Struktur mit ( D1 ) bis ( D5 )

2) In X sei p eine zweistellige antisymmetrische Relation

3) /\ XpyvVvypkx (d.h. sei p linear in X )
X,y & X

4) /\ Xpy == 2Zypzx oder Xxpy ===k 2Xp2Zy
X,¥:2 & X

Dann gilt : { R,+,+ } ist ein Ringoid.

Beweis
Es sef { Ry+,» }mit ( D1 ) bis ( D5 ) und x,y aus X 9--3-’“

1
Xpy m=—gy> Up“a.’{)‘p.ﬂ% XYy pea epxy

a
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Wir formulieren jetzt einen Satz, der genauere Auskunft
liber die Beziehung zwischen A-Ringoid und Ringoid gibt.

Satz 2.1.6

Yoraussetzungen
1) Sei { R,+,*, p} ein schwach geordnetes A-Ringoid

2) Sei x + e mit o vergleichbar, d.h. x +epo oderop x + e

Behauptung
{ R,+,*, p} ist ein schwach geordnetes Ringoid.

Beweis
Es bleibt nur ( D5a ) zu zeigen.
Mit ( D5b ) haben wir xx = e.
XX = e ==> xx+x=e+x ==> x(x+e)=e+x (1)
0.B.d.A. sei x+epo
x+epo => o0px(x+e) -Lu>o|:ax+e und damit

xX+e=o0.
O

Definition 2.1.7

a) Ein Divisionsringoid { R,+,+,/ } heiBt schwach
geordnet, wenn es ein schwach geordnetes Ringoid ist.

b) Ein Divisionsringoid { R,+,*, /} heiBt geordnet,
wenn { R,+,*,< } ein geordnetes Ringoid ist und gilt

( 0D4 ) /\ (o<a<bac>0 ==> osa/csb/caca 2
a,b « R 2c/b20 ).

¢) { Ry+,*, /,< } heiBt ein vollstdndig (schwach) ge-
ordnetes Divisionsringoid, wenn { R,+,*, /,< } ein (schwach) geordnetes
Divisionsringoid und { R,< } ein vollstdndiger Verband ist.

r1
o
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Definition 2.1.8
Es sei { R,+,* } ein Ringoid und { R,<} eine geordnete
Menge. R heiBt inklusionsisoton geordnet, wenn gilt

(005 ) /\\ (acsbAaccd = axccbwxd, *x={+;]}.
a,b,c,d & R

Ein Divisionsringoid { R,N,+,*,/ } heiBt inklusionsisoton geordnet,
wenn es ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid ist und gilt

" 7N\ (acbaccd == a/ccb/d).
a,bes R c,d & R\N O
satz 2.1.9

Es sei { R,N,+,*, /,s } ein geordnetes Divisionsringoid. Dann
gilt fiir alle a,b & R

(a) a>o0ab>o0 => a/b>2>o
(b) a<oab=>o0 == a/bsoaA blaszo
(¢c) a<oab>o = a/bzo

Es sei { R, {0} ,+,*,/,<} ein geordnetes Divisionsringoid mit der zusitz-
lichen Eigenschaft

a/a = e. Dann gilt fir alle a,b < Rund x = -e

a =R\{o}

(d) o<asb ==> o0s<abse A blaze>o
(e) bsa<o === o0sSabse A blaze>o
(f) o<-asb === -esa/bso A b/as-e<o
(3) o<bs<-a = -esb/aso A a/bs-ec<o

Es sei { R,+,*,< } ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid. Dann gilt

auch fiir die Subtraktion
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( 0D4 ) /\ (acbaccd ===> a-ccb-d).
a,b,c,d =R a

Bemerkung
Ahnlich wie im ersten Kapitel ist hier der Zusammenhang

zwischen den Gleitkommazahlen und 1inear geordneten Divisionsringoiden
leicht herges#1t. Die lineare Ordnung wird direkt von den reellen
Zahlen induziert und ( OD4 ) ist iiblicherweise ebenfalls erfiillt.

Die Eigenschaft a) aus Satz 2.1.9 z.B. kann auch fiir Gleitkomma-
zahlen i.a. nicht schdrfer formuliert werden. Man betrachte dazu

etwa die Division der kleinsten durch die groBte Maschinenzahl.

2.2 Beispiele fiir geordnete Ringoide

Beispiel 2.2.1
a){ R u{ ==,4= },+,+,< } ist ein vollstdndig, linear

geordnetes Divisionsringoid.
b) In dem Ringoid { C,+,* } definieren wir

/,\\ a<B: <->31£b1.\azf_bg
a = a1+ iaz

g & bybithy 2T
Dann gilt

i) { C,+,*,< } ist ein schwach-geordnetes Ringoid.

1i){ Cu{=} ,+,,,< } ist ein vollstdndig schwach-geordnetes Divisions-
ringoid.

( 0D3 ) und ( OD4 ) gelten hier nicht, da beispielsweise fiir

a :=(2,3) ,B :=(3,5),v:=1(2,2)
(0,0) < a = (2,3) < (3,5) = B ist, aber
(-2,10) = a vy £ 8 y=(-4,16).
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Beispiel 2.2.2

Die Matrizen iiber einem geordneten Ringoid

Es sei { R,+,*,< } ein (schwach) geordnetes Ringoid.
In MnR definieren wir fir alle A := ( LI )s B = ( h1j )= MR
eine Relation '<'

A<B : <==> /\\ a..< b

1,3=1(1)n ="
Dann ist { HnR.+.-,§_} wieder ein (schwach) geordnetes Ringoid.

Ist { R,< } eine linear geordnete Menge, so gilt
X==-E<O0und E>0.

Beweis
i) Nach Beispiel 1.2.5 ist { MnR,+.- } wieder ein Ringoid.

ii) { M“R.f'} ist offensichtlich eine geordnete Menge.
iii) Vertrdglichkeitsbedingungen

(0D1 ) klar

(002 ) A<B : <=> ///\\\ a,.< b, == ,//\‘\

i,g=1(1)n 9= 1y 101N

<=>: =B < =A

™
(0D3) 0o<A<B ~C>0 ==>/ \ (0<a; . <b
- - S (COL IR
e
=D ~ o<a,c. < b.,c..
i.j,p=l(l}ﬂ - 1P pJ - 1P p)

(05T AC < BC
R
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Beispiel 2.2.3
Die komplexen Divisionsringoide

Es sei { R,N,+,*,/} ein Divisionsringoid.
Nach Beispiel 2.1.6 ist {CR,N,+,*,/ } wieder ein Divisionsringoid.

In CR erkldren wir eine Relation < durch

a<B : <==> (a1< b1 A a2 < b2) /\

’ a =a;+ iaz
B =by+ iy = OR
Ist {R,N,+,+,/,<} ein schwach-geordnetes Divisionsringoid, so gilt

1) Das Element (-ai, -az) ist beziiglich der Addition invers zu
a = (a1,a:)

2) Falls { R,N.+,*, /} kommutativ ist und gilt /\\ afa = e,
a & R\N
so ist auch fiir alle o = CR\N a/a = (e,0)

Beispiel 2.2.4
Es sei { B,N,+,+,/,< } die Menge aller beschrinkten

reellwertigen Funktionen iiber dem abgeschlossenen Intervall ra;bjc R,
mit Addition, Multiplikation und Division punktweise erkldrt und

f<g: <mm> /\ f(t) < g(t)

te [a;b]
Dann gelten:
(D1) QB (f + 9)(t) = f(t) + g(t) = g(t) + F(t) = (g + F)(t)

/ : [asb] ——>
(D2) \/ \ (f +0)(t) = f(t) ’ ? R

oe B fe B t —> o
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(D4)

(D05)

(D6 )

(07)

(D8)

(D9)
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F:\/B f/\B (Fre)(t) = F(t)e €(t) = e(t)-F(t) = F(t)

Mit € : [asbl] ——> R

t —>1

2N (feo)(t) = f(t)eo(t) = o(t)
feB

Es sei X : [asb] ——> R

t — -]
Es ist klar, daB X = B ( D5 ) erfiillt.
Es sei y «B , das auch ( D5 ) erfillt.
(D5a) (yre)(t) =y(t) +e(t) =0 ==> y(t) =-1 \

t=lasb]
d.h. { B,+,* }ist ein Ringoid, aber nur ein A-Semiringoid
(siehe [7] ).
Mit
= el X N A h(ti)<n}
n>o ti< [a;b]

gilt weiter
(o WA =Ty =)
f e BN (o/f)(t) = o(t) f(t) = o(t)
klar

d.n. { B,N,+,*, /} ist ein Divisionsringoid
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(001 ) " f<g: <mm=> f(t) <g(t) ==>-g(t) < -f(t)
f,g = B
<==> -q < -f

( 003 ) /\\ g<f<gah>0 <==0 < f(t) <g(t) ah(t)>o0
f,g,h = B

==>  f(t)+h(t) < g(t)-h(t) » h(t)f(t) < h(t)g(t)
<==> feh < g*h ~ hf < h-g

(0D4 ) klar
d.h.{ B,N,+,*,/,< } ist ein geordnetes Divisionsringoid.
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3. VEKTOIDE

In diesem Kapitel wird wie in [12] und [15] ein allge-
meines Konzept mathematischer Strukturen mit duBeren Verkniipfungen
erstellt.

Zundchst werden wir die algebraische Struktur des Vektoids
iiber einem Ringoid einfiihren.

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 3.1.1
Es seien { R,+,* } ein Ringoid mit Elementen a,b,c,d,...,
{V,+} ein Gruppoid mit Elementen 4 p o ds-.. und * : RxV—> V
eine duBere Verkniipfung ( Skalarmultiplikation ) :
Es gelte die Abkiirzung /\ -a = (-e)ea .
as VY

{ V,R,+,+ } heiBt ein Vektoid liber R oder ein R-Vektoid, wenn gilt

(Vl)/\ a+tb=b+a

a,be V

vy N\ > ke TR
o Y a =V

{‘JDI}//\ /\ aso =0 ~ 0*a=0
a eV a R

Hoz;/\ ea=a
a eV
(w3)/ N\ N\ -(ara)=(-a)a =a(-a)

a R a e V
(vnc)//\ (@ +b)=(-a)+(-b)
a,be V

Ein R-Vektoid heiBt multiplikativ, wenn eine innere Verknipfung » : V x V —> V¥
erkldart ist und gilt

(v3) \/ /\v ase=ecra=a
a &

e e V
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(va)/”"\ a-o0=0+a=o

asV

(V5 ) -e+e =0

{VDSJ/\ ~(aeb)=(-a)b= a(-b).
a,b eV 0

Bemerkung
In [12] und [15] wurde ein Vektoid iiber einem A-Ringoid definiert,

und zwar ohne Axiom ( V5 ) zu verlangen. Wie uns die Hinzunahme von ( D5a )
bei der Definition des Ringoids jeden Ring mit'1”zum Ringoid machte,

ermdglicht uns nun ( V5 ) zu beweisen, daB.jedes multiplikative Vektoid
bereits ( D1,2,3,4,5 ) geniigt. Wir werden dies in Satz 3.1.4 beweisen.
Doch zundchst zeigen wir ein paar einfache Eigenschaften des R-Vektoids.

Definition 3.1.2
Es sei { V,R,+,* } ein R-Vektoid. Dann erkldren wir eine

Subtraktion '-' durch "\, a-b:=at+(-b)
d.b ey 0

Aus [12] erhalten wir

Satz 3.1.3
Es sei { V,R,+,» } ein R-Vektoid. Dann gilt

Ist { V,R,+,* } multiplikativ, so gilt ferner



~88 =

(f) //,«\\ -a = ( -e)ra=a+( -e)

@ /N, b)) = e

(h) -e ist die einzige Losung der Gleichung (-e )x = e
(i) ed0 A -edo

{j}/\v aee = 0 <==> a = 0
a =

wobei e das neutrale Element der Multiplikation in V ist.
|

Satz 3.1.4

Es sei { V,R,+,* } ein multiplikatives R-Vektoid mit e bzw. o
als neutrales Element der Multiplikation bzw. der Addition und { R,+,* }

ein Ringoid.

Dann gelten die Eigenschaften ( D1,2,3,4,5 ) in { V,+,* }.

Beweis

Es gilt nach (121 ( D1,2,3,4 ). Wir zeigen nur, daB -e die Axiome

( D5a,b,c,d ) in V erfiillt ( siehe dazu die ndchste Bemerkung ).
(V6 ) = ( D5a)
( D5b ) (-e)*(-e) =¢ce =¢ nach Satz 3.1.3 (g)

(05c) /N (-e)+(asb) = -(a+b) = (-a)+b =a-(-b) =
a,b =V = ((-e)*a)*b =a+((-e)+b)

( D5d ) VN (-e)=(atb ) = - (a+b) = (-a) + (-b) = (-e)+a + (-e)+b

a.b =

Bemerkung

Wir zeigen, daB es R-Vektoide gibt, in denen sich auBer -e weitere
Elemente angeben lassen, welche die Axiome ( D5a,b,c,d ) erfiillen.

a

-
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Es sei V = { o0,e,x,y4,z } und erkldren wir in V zwei 2-stellige
innere Verknipfungen durch

+|| 0o e x y z _'_ﬂ_.!".'_..e' X Yy z
ol o e x Yy z offo o o o o
eff e x o o o v.i:a e x Yy z
x{f x o e o o xia x e z 4y
yfl y o o z o yl o y z e «x
z|lz o o o y z|l e z Yy x e

Es sei das Ringoid R = {{ o,e,x},+,*} erkldrt durch die oben
gegebene Tabelle.

{ V,R,+,+ } ist ein multiplikatives Vektoid iiber R, aber {V,+,+}
ist kein Ringoid ( X = { x,y,z} ).

3.2 Beispiele fiir Vektoide (siehe [12] )

Beispiel 3.2.1
Es sei { R,+,» } ein Ringoid. In ‘lnR = R:Rx=... = R mit den
Elementen PR
ay
2, '
a =|. = (a;) » a; R fir alle i=1(1)n

.

erkldren wir fir alle a, b = vnR ,aeR
a = bi<==> a; = bi fir alle i = 1(1)n

a+bi= (a; *bij
={1)n ata := (atay)
Dann folgt
a) { V_,R} ist ein R-Vektoid

b) es gilt -a = ( -a, )
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Aus Beispiel 3.2.1 ergibt sich:

R ein Ringoid ==> MnR , LR, PR ,R bilden wieder ein Ringoid
— 'o'anR » VnER 5 \'nPR , VnR bilden ein HnR, CR , PR, R - Vektoid.

Beispiel 3.2.2
Es sei das Ringoid { R,+, } . Fir A = {aij) aus MR ,
a aus R erkldren wir eine dussere Multiplikation

«:R xunR——a- MnR durch a.A : = ( 3% ).

Dann ist { I“InR, R} ein multiplikatives R-Vektoid.

Beispiel 3.2.3

Es seien { R,+,* } ein Ringoid und M"R.\'"R wie vorher
definiert. Es sei eine dussere Multiplikation
. HnRx ‘.'nR —_ vnR erkldrt durch:

n

Asg := (3 a. b, )
AeMR a =VR =]  An

Dann ist {VuR ’ HnR} ein HnR-\'ektoid.

Beispiel 3.2.4
Es seien { R,+,» } ein Ringoid, A eine Menge und ( A , R )

die Menge aller Abbildungen f,g,h,... von A inR . In ( A,R ) definieren
wir fir alle f,g aus (A,R) und as R

f=g <omm> ///\\\ f(t) = g(t)
te A

(fxg) (t):=f(t)x g(t) » a{ 4,0}
(af ) (t) := a- f(t)

Dann ist ( A,R ) ein multiplikatives R-Vektoid.

Beispiel 3.2.5
Es sef { V,R} ein R-Vektoid. Dann ist {IPV , PR} ein

IPR-Vektoid.



Ohne die Voraussetzung, daB { R,+,+,5 } ein linear ge-
ordnetes Ringoid sein muB, erhdlt man

Beispiel 3.2.6 - Das komplexe Vektoid
Es sei { R,+,*} ein Ringoid und das zugehdrige komplexe

Ringoid { GR,+,*} . Es sei { V,R,+,*} ein Vektoid iiber R,
Sind nun zwei 2-stellige Verkniipfungen + : CV > CV —= (CV
und «: CR < CV — CV mittels der Vorschriften

/\ /\\ ﬂ..ﬁ:'{ﬁldl'laﬂ.z.ﬂ]ﬁzﬂzdl) und

A = CV a s (R
/\ A+ B := (a1+by , aztby)
A,B = QV

definiert, wobei A:= (a, , az), B := (by , b2), a := ( a1, a2 )

Dann ist

a) { €V , CR } ein Vektoid Uber { CR,+, }

b) {CV , CR , +,. } ein multiplikatives Vektoid lber CR, wenn {(V,+, )
ein multiplikatives Vektoid ist und wenn zusdtzlich eine innere Ver-
knipfung . in €V erkldrt ist mit

/\ AsB := ( aiby = azba , a1bz + azb,y).
A,B & CV

3.3 Geordnete Vektoide und inklusionsisoton geordnete Vektoide

Definition 3.3.1 \

Es sei { V, <} ) eine geordnete Menge und {V,R,+,+} ein
Vektoid liber einem schwach-geordneten Ringoid { R,+,*,< } . V heiBt ein
schwach-geordnetes R-Vektoid, wenn gilt

') Win bezeichnen zur Vereinfachung die Ordnungsrelation in V und R gleich,
da Vewvechslungen ausgeschbossen sind,

——
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(ov1) /\ a<b => a+e < b+e

a,b,e & V

und

( 0\'2 ) /\ a -<_ b => - b i - a
a,be V

{ V,R,+,,< } heiBt geordnet, wenn zusdtzlich gilt

(0v3) /\ /\ o<ano0<a<b = asa < asbh

a,be R a,b eV 0<a<baro<a = awuac< bea

Ist { V,R,#,+,< } ein multiplikatives Vektoid, so heiBt es geordnetes
multiplikatives Vektoid, wenn ( 0V1,2,3 ) und

( ova ) /\ 0<a<baAno<c=> awcc<becAcac<ecd
a,b,e & V
gelten,
Ein (multiplikatives) Vektoid { V,R,+,+ } lber einem Ringoid

{ R,+,+ }heiBt inklusionsisoton geordnet, wenn { R,c} und { V,c} ge-
ordnete Mengen sind und gilt

( ov5 )
a) /N (acbrecd=>asrcchbxd
a,b,e,d = V
ﬁ‘{ +l.)
b) /f\ //\‘- (acbn~ach => asa Sbeb )
a,b e R a,be V 0
Satz 3.3.2

Es gelten in einem schwach-geordneten Vektoid {\',R.S ) fir
alle a,b,e,d = V die Eigenschaften
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(a) a<b ~ ecxd = a+e < b+d
(b) a>o0 ~ b>o => a+b > o
(¢c) a<o ~ b<o = a+b < o
(d) a>0 ==>-ac<o
() a<o ==>-a>o0
(f) Es gilt inV
»/\ ac<o ( oder 0o<a)
a eV
dann gilt
i) =a= a <==> a=o //\
ii) a +(-a)=o0 a sV

In einem geordneten Vektoid gilt fiir alle a,b = R, a,b = V
zusdtzlich

(o) sxash “vixac b g casac bib
(h) a<b<o”a<b<co ==> og<beb<ara
(i) a<b<o”o0o<a<b ==> ab<bacxo
(j) o<a<b a<b<o ==> bea<ash <o
(k) a>0 " a>0 ==> awa > o
(1) a>0 ® a<o ==> aa < o
(m) a<o " a>0 ==> awa < o
(n) a<o " ac<o ==> aa > o

Es sei { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives Vektoid, so gilt
fir alle a,b,e,d =V ferner

(0) 0.ca<b "~ o0<e<d ==> o0<ac<bd o<eas< db
(p) a<bco " e<d<o ==> ae>bd>0"cra>deb> o0
(@) a<b<o ~ o<e<d ==> ad<be<o"“dac<ebs< o
(r) “E" ~b>0 == ab > 0o * bea > o
(s) a0 " b<o ==> ab > 0o "~ ab>o0
(t) a<o *~ b>0 ==> ab < 0 ~  ab<o

O
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Bemerkungen
a) Es sei { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives
Vektoid. Dann gilt
entweder e || o oder e >0

Beweis

Nach Satz 3.1.3 i) gilt e # o0 , d.h. es gilt genau
eine der Beziehungen.

e<o Vv ello v e>0

Annahme
e<o

e<o g%ﬁr‘* e=ece>o0 MWid.
]

b) Es sei { V,R,< } ein schwach geordnetes multiplika-
tives R-Vektoid mit den inneren Verkniipfungen +,+ und der Eigen-
schaft, daB fiir mindestens ein Paar a,b & V a < b gilt.

Dann ist -e # e-

3.4 Beispiele fiir geordnete Vektoide

Beispiel 3.4.1
Es sei { R,+, } ein Ringoid. In '.'nR sei es eine

Relation '<' definiert durch
/\ a<b:<=> //\\ ani«ch1

a,b = VR i=1(1)n

Dann ist { V R,R,< } ein geordnetes Vektoid.

Erkldren wir komponentenweise eine innere Multiplikation
fir Elemente aus V R mittels der inneren Multiplikation in { R,+,*,<} ,
dann wird { VnR.R,: } ein geordnetes multiplikatives R-Vektoid.
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Beispiel 3.4.2

Es sei { R,+,*,<} ein schwach-geordnetes Ringoid.
Nach Beispiel 1.2.6 ist { CR,+,* <} ein schwach-geordnetes Ringoid.
{ V ER,CR,< } ist daher ein schwach-geordnetes Vektoid.

Beispiel 3.4.3

Es sei { R,+,*,< } ein geordnetes Ringoid. Nach Bei-
spiel 3.2.2 ist H“R ein (multiplikatives) Vektoid iiber R. Fiir
A= ( 3y ) B=( b‘ij ) aus MR erkldren wir eine Relation '<' durch

A<B : <==> A5 bid)

(3552
23 = 1(1)n R

Dann ist { MHR.R.g } ein geordnetes (multiplikatives) R-Vektoid.

Beispiel 3.4.4
Es sei { R,+,*,< } ein geordnetes Ringoid. Mit einer

Ordnungsrelation ' < ' definiert in { V R, MR } durch

a < b :<===> firalle i=1(1)n 3, ibi' wird

{ vnR . H“R }  ein geordnetes M _R-Vektoid.

Beispiel 3.4.5
Es sei { OR,+,*,< } das schwach-geordnete Ringoid iber

einem Ringoid { R,+,* }. Nach Beispiel 3.2.6 ist { CV, CR,+,* lein
CR-Vektoid, welches multiplikativ ist, falls V multiplikativ ist.
Ist ferner { V,R,< } ein schwach-geordnetes Vektoid,
so 1dBt sich auch in CV eine Ordnungsrelation einfiihren durch
1\58 T Cmm—> (a, <by °
A :=(ay, az) und B := (by,bz)

azi b3 ) mit

Dann wird { CV, CR,< } zu einem schwach-geordneten Vektoid lber CR.
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3.5. Vollstindig geordnete Ringoide und Vektoide

Es ist bekannt, daB eine bedingt vollstdndig geord-
nete Menge, die ein kleinstes und ein griBtes Element besitzt,
einen vollstdndigen Verband bildet. Beispielsweise bildet die Menge
der reellen Zahlen R durch Hinzunahme zweier Elemente + = und
- = einen vollstdndigen Verband. Das Hinzufiigen von + « und - = zu R
bringt bekannte Widerspriiche zur algebraischen Struktur oder zu den
Vertrdglichkeitsbedingungen zwischen der algebraischen und der
Ordnungsstruktur mit sich.

Wie dieser Vorgang bei bedingt vollstdndig geordneten
Ringoiden aussieht, werden wir im folgenden untersuchen.

Wie in [12] gilt hier

Satz 3.5.1

Es sei { R,N,+,*,< } ein bedingt vollstdndig geordnetes
Divisionsringoid.

Durch Hinzunahme eines kleinsten Elements -p und eines
groBten Elements +p wird { RU {+p}U{-p},N,+,*,/,<} zu einem
vollstdndig geordneten ( schwach-geordneten ) Divisionsringoid.

Wenn man die Verkniipfungen mit -p und +p folgendermaBen erkldrt:

Addition a +b :

.9__b. | beR -p +p
as R: a+b ! -p | +p

2 b | P D mit -(p-p) = p-p
S w ] W



Multiplikation a. b
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N -p<b<o | o<b<#p -p -e 0 e +p bl |o
-p<a<o a-b a«b +p -2 o a -p a-b
o<a<+p a-b a*b -p -2 0 a +p a*b
-p +p -p +p +p o |-p -p [(-p)* b
-e -b -b +p 2 0 -e -p -b
0 0 0 0 0 0 0 0 0
e b b -p -e o w +p b
+ -p + -p P | o [+ | +p |(+p)-D
al|o a*b a+b a-(-p) -a 0 a |a- (+p) a- b]
Division a /b
b ] -p<b<o | o<b<tp -p e +p bl |o
-p<a<o a/b a/b 0 a 0 a/b
o<a<+p a/b a/b 0 a s} a/b
-p +p -p (-p)/(-p)|-p | (=PI 4RI =PV | e (_0)/(-p)=p/p>0
0 0 0 o 0 o 0 A (-p)/(+p)=p/(-p)<0.
+p -p +p (+p)/(-p) [*p | (+p)/(+p)|(+p)/b
al|o a/b | a/b a/(-p) | a | a/(+p) a/b
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Satz 3.5.2

Es sei { R,+,+,< } ein vollstdndig schwach-geordnetes
Ringoid.

Es sei { V,R,< } ein bedingt‘vollstdndig geordnetes (schwach-
geordnetes) Vektoid.

Durch Hinzunahme des Elements -p, +p (wie in Satz 3.5.1 ),
wird { VU {+p} "' {-p}, R, <} zu einem vollstdndig geordneten (schwach-
geordneten) Vektoid, wenn man die Verkniipfungen erkldrt durch:

Addition a + b :

a2 bey -p +p
a = U a + b -p +p
-p -p -p p-p mit =(p-p) = p-p .
+p +p p-p +p

RuPere Multiplikation a-+a :

a -pa<c | O<a<tp -p 0 +p al| e
-p<a<o a-*a a - a +p o -p a-a
o<a<p a-+a a-a -p 0 +p ara
-p +p -p +tp | o p [ (-p)a
-e -a -a +p o -p -a -
0 o [ 0 0 o 0
e a a -p o +p a
+p -p + -r | o +p | (+p) ra
allo a+a a-~afa(-2) ¢ |a-p a-a




Liag &

Ist { V,R,< } ein geordnetes multiplikatives Vektoid,
so wird {V U {-p}u {+p} , R ,< } zu einem vollstdndig geordneten

multiplikativen Vektoid, wenn man die innere Multiplikation mit den
neuen Elementen wie folgt erklidrt:

Multiplikation a = b :

&] —pebep | o<hetp -p ¢ +p bi| ¢
=p<a<o a-b a-b +p a -p a-b
o<a<tp | a-b | a-b -p a | 4p a-b
-p +p -p +p -p -p |(-p) b

o 0 o o 0 o e

e b b -p e +p b
+p -p +p -p +p +p p-b
allo a+b| a-b| a-(-p) a e p a-b
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4. RUNDUNGSINVARIANTE STRUKTUREN

4.1 Allgemeine Grundbegriffe

Die folgenden Kapitel 4 wund 5 sind der Frage
gewidmet, wie Verkniipfungen fiir die in den Spalten 3 und 4 von Tabelle 1
stehenden Mengen eingefiihrt werden kinnen. Diese sollen in der Art
und Weise definiert werden, daP sie die entsprechenden Verkniipfungen
der Mengen in der zweiten Spalte moglichst gut "approximieren", ohne
fiir den Moment genauer definieren zu wollen, was das heiBt. Weiter wird
untersucht, auf welche Strukturen diese Verkniipfungen fiihren.

Die folgenden Definitionen zitieren wir aus [12] :

Definition 4.1.1
Es sei { M,< } eine geordnete Menge, Tc M eine Teil-
menge von M , ae M und

LT{a) { blbeT ~ b<a } bzw.

Uy(2)

{ blbeT ~ a<b } die Menge der unteren bzw. oberen
Schranken von a in T.

T heiBt ein unteres bzw. oberes Raster von M, wenn gilt

(s1) /\H Ly(a) +§  baw. a/\n Ur(a) +

a e

(s2) 7\ N % b<x bz

ae M x & L(a) b & Ly(a)
7,
ae M x = Ur(a) b & Up(a) xz<b

d.h. die Menge LT(a) bzw. Ur[a} besitzt ein grosstes bzw. kleinstes
Element
x =1 (L(a) ) bzw. x =0 (Ur(a) ).
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Ist T zugleich unteres und oberes Raster von M , so heift { T,< }

ein Raster von { M,< }.
]

Definition 4.1.2
a) Es sei M eine Menge und T =< M eine Teilmenge von M.

Eine Abbildung O: M ——> T heiBt eine Rundung, wenn gilt

(Rl)/\\ 0a = a

a s T

b) Es sei { M,s } eine geordnete Menge und { T,s}
ein unteres Raster bzw. oberes Raster von { M,< }.
Eine Rundung 0O : M ——> T heiBt monoton, wenn gilt

(R2) 2% (ashb === QOas< Ob)

a,b g M

Eine Rundung O : M ——— T heiBt nach unten ( bzw. oben ) gerichtet,
wenn gilt

{R3)/\ Das a (baw. asOa).

a M
Ist { M,+,»+ } ein Ringoid, so heiBt eine Rundung
O :M > T antisymmetrisch, wenn gilt

(R4 ) /\" O(-a)= -0a.

=
a o

Bemerkung

Zusammen mit der Monotonie erhdlt man eine Reihe spezieller
Rundungen :

vV a : monotone, nach unten gerichtete Rundung
A a : monotone, nach oben gerichtete Rundung
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Ist T=T (B ,n,e1,e2 ) ein Gleitkommazahlsystem mit der Basis B ,
n Ziffern in der Mantisse und mit kleinstem Exponenten e, und
gréBtem Exponenten ez , so sind noch folgende Rundungen gebrduchlich
(siehe [121 )

N
AN DB asaa /\\ Og 2 -DB (-a) Monotone Rundung nach

U e LR innen

/\. as[aa /\ .0, a = - [0, (-a) Monotone Rundung nach

vE 0 as 0 auBen
Es bezeichne s, (a) := va + fa-Va, g s u=1(1) B-1

8

Dann erkldren wir Rundungen OJ, : R — T,u=11)8-1
durch

"~
7

P I‘\ =
a < [0;B 61-1] r_—Il-l a=0

A (v a firaer(y a; Su(a) )
i N D"'a={aaﬂiras[5(a)'aa]
BTNE A %B TRERES

N Op =-0, (-a)

Wobei B:= o0,(B - 1)(B - 1)..... ... (B=1) 8%2 bezeichnet die groBte
darstellbare Gleitkommazahl und die Rundungen 0, » B =1(1)8 -1
werden nur im Bereich | a | < B verwendet.

Ist 8 eine gerade Zahl, so bezeichnet man die Rundung I‘_“]ﬂ/2
als Rundung zur ndchstgelegenen Zahl aus T, und es ist

53/2(31 = (va+aa)/2und

/\\ DB/2a=o

aelo;B e.—l)



- B3 -

. . Va +Aa
/\\ Og/ - Va firaelva; —5— )
e-I<asB
R = [Va+s .
Aa firae —— i ba ]
AN

Og/p 2 = -Og/p(-2)

Die Rundungen {v,A .[]u , W =0(1)B } sind nicht unabhdngig voneinander.
Darilberhinaus gelten

i) da=-9(-a) ,Va=-4(-a)
ii) [Boa = sign(a).y (lal )
iii) []Ba = sign(a)-a (lal )

Alle Rundungen Clu.l,h- o(1)8 sind ferner antisymmetrische Funktionen.

Definition 4.1.3

Es sei { R,+,* } ein Ringoid,{ R,s } eine geordnete
Menge und { T,s l}ein Raster von { R,s }.

{ 7,2} heiBt ein symmetrisches Raster von { R,< } ,
wenn gilt

(S3) oe & T A/\\ b T,

be T
O
Folgender Satz gibt ein einfaches Kriterium an, wann eine Teilmenge ein
Raster ist.

Satz 4.1.4

Es sei { M,s} ein vollstdandiger Verband (d.h.{ M,s} ist eine
geordnete Menge und filr jede Teilmenge T < M existiert infT und supT.

Eine Teilmenge T = M ist dann und nur dann ein Raster von { M,s }
wenn { T,< }ein vollstdndiger Teilverband von { M,s } ist.

Der Beweis verlduft dhnlich wie in [12] B
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Beispiel 4.1.3
Sei der vollsfindige Verband M ={ a,b,c,d,e,f,q,h,i,i}

mit dem folgenden Ordnungsdiagramm:

a-
/// H‘H“m

A
/ . T~
b c-/ N 2

Dann gilt fiir das Raster T ={ a, b, f, h, j }

a) die Abbildung O : M —— T X fiFxa ¥

X > [0 x:=

J sonmst
ist eine nach unten gerichtete, nicht monotone Rundung

b) Die Abbildung O : M —— T X firxs T

X —> [ x:= afir xs tc,d,e }
jfirxe{q,i }

bildet eine monotone Rundung ( jedoch keine gerichtete Rundung!)

4.2 Rundungsinvariante Eigenschaften von Ringoiden

Die folgenden beiden Definitionen iibernehmen wir aus [12] :

Definition 4.2.1
a) Es sei { R,+,*} ein Ringoid,{ R,g } ein vollstindiger
Verband und {T,< }ein symmetrisches unteres Raster ( bzw. oberes bzw. Raster)
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von { R,< }, Ein Ringoid { T,[¥1,=3} heiBt ein Rasterringoid von { R,< }
beziiglich < , wenn das Element x « T das Axiom ( D5 ) in { T,H,3 }
erfillt und zusdtzlich gilt

( RG1 ) //\ a*beT => al@b=a * b *e{+,*}
a,be T

b) Ein Rasterringoid heiBt unteres ( bzw. oberes) Raster-
ringoid, wenn gilt

( RG3 ) /\ a@b<axb (bzw.a* b<a@b) ~&{+,°}
a,b& T

c) Ein Rasterringoid heiBt monoton, wenn gilt

(RGZ)/\\ (a*b<c*d ==> agb<cEd *e{+ *)
a,b,c,d & T

d) Ist { R,N,+,*,/ } ein Divisionsringoid, so heift ein

Divisionsringoid { T,ToN,[(33J,[=], / } ein Rasterdivisionsringoid, wenn
{ T,0£1,E} ein Rasterdivisionsringoid ist, das Element x & T auch

das Axiom ( D9 ) erfiillt und ( RGl ) auch fiir die Division gilt, wobei
b & T\(TnN)bei der Division ist.

Ein Rasterdivisionsringoid heift monoton bzw. unteres
Rasterdivisionsringoid, wenn ( RG2 ) bzw. ( RG3 ) auch fiir die Division
gilt, mit b,d & T\(TnN) ist.

Definition 4.2.2

Es sei { R,+,*,<1 } ein schwach-geordnetes Ringoid,
{ R,<21 ein vollstdndiger Verband und { T,<2} ein symmetrisches unteres
Raster (bzw. ein symmetrisches oberes Raster, bzw. ein symmetrisches
Raster) von { R,<2 }. Eine im Raster erklédrte geordnete algebraische
Struktur heiBt ein schwach-geordnetes Rasterringoid { T,0H,03,< }
von { R,+,*,%: } beziiglich der Ordnungsrelation <2, wenn gilt
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1. {T,8,8} ist ein Rasterringoid.
2. {T,H8,8 s} ist ein schwach-geordnetes Ringoid.

3. Das Element x = T erfillt das Axiom ( 0D2 ) in { T, B ,H,s: }.

Ist { R,+,*,s1} ein geordnetes Ringoid, so heiBt ein
schwach-geordnetes Rasterringoid { T, B ,8 ,<;} ein "geordnetes-
Rasterringoid", wenn es ein geordnetes Ringoid ist.

Ist { R,N,+,*,/,51} ein (schwach) geordnetes Divisions-
ringoid, so heiBt ein (schwach) geordnetes Divisionsringoid
{T,Tn N, B ,8, @ ,<1 lein "(schwach) geordnetes Rasterdivisions=-
ringoid", wenn es sowohl ein (schwach) geordnetes Rasterringoid ist

als auch ein Rasterdivisionsringoid.
(m

Wir werden jetzt den Satz 4.5 von [12] verallgemeinern.
Dort wurde vorausgesetzt, daB { R,+,*,s } ein linear geordnetes A-Ringoid
ist. Hier werden wir dhnlich wie in Satz 2.1.5 nur von der Menge

XT i={keT | kerfiillt (D5 )in{T,Hd ,8 } spezielle Eigenschaf-
ten bendtigen.

Satz 4.2.3

Voraussetzungen

1) Sei { R,N,+,+,/ } ein Divisionsringoid

2) Sei { R,s } ein vollstdndiger Verband

3) Sei { T,<} ein symmetrisches unteres ( bzw. oberes ) Raster von
{ Ry< }

4) Sei O: R ——> T eine antisymmetrische Rundung

5) Seien in T zwei 2-stellige innere Verkniipfungen + und -+ sowie eine
Division / erkldrt durch die Vorschrift
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( RG ) /\ aBb := 0O(a#b) s & {+,%,/}
a,b & T
6) Sei p eine zweistellige antisymmetrische Relation in
X ={kaTkkerfillt (05) in { T, 8,8 }jmit folgenden

Eigenschaften

i) /\ X0y v yPX

XY & XT

PN

X;¥:2 & Xp

/\ xpy ===> zBHx p zHy

X,¥,Z & XT

xpy ===> 2By pzHX oder

Behauptungen
i){T,TnN,B,8,B1} istein Rasterdivisionsringoid

von {R,N,+,*,/ } beziiglich s . Das Element x & T erfiillt auBer ( D5 )
auch das Axiom ( D9 ) in T.

ii) Ist O eine monotone Rundung, so ist { T,Tn N, B ,8, B}
ein monotones Rasterdivisionsringoid

ii1) 1Ist O nach unten (bzw. oben) gerichtet, so ist { T,T n N,
B ,8,0 }ein unteres ( bzw. oberes) Rasterdivisionsringoid.

iv) 1Ist { R,N,+,*,/,5 } ein (schwach) geordnetes Divisions-
ringoid und O eine monotone Rundung, so ist { T,Tn N, 8 ,8 , @} ein
(schwach) geordnetes, monotones Rasterdivisionsringoid.

Beweis
Nach [12] bleibt nur ( D5a ) und ( D6 ) zu zeigen.

(D5a ) Es sei xs T cR, welches ( D6 ) in { R,+,* } erfiillt. Dann ist
x@Be := Ox+e) = Ooe=o.

(D6 ) Direkt aus Satz 2.1.3.
c
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Wir werden jetzt die Strukturen HnS und €S untersuchen.

Satz 4.2.4

Voraussetzungen

1) Sei { R,+,*4< } ein vollstidndig (schwach) geordnetes
Ringoid

2) sei { MR,+,+,5 } wie in Beispiel 2.2.2 erkldrt

3) Sei S ein symmetiisches Raster von R, O : R > S
eine Rundung und { S, B ,0 ,s} wieder ein(schwach) geordnetes Ringoid

4) Seien in S zwei 2-stellige innere Verkniipfungen B und &
erkldart durch

(RG) /\ aEb := ﬂ{l*b) tﬁ{-‘...}

a,be S

Behauptungen
i) Die Menge D aller Diagonalmatrizen mit konstantem
Diagonalglied iiber { S, B ,® ,s} ist isomorph zu { S, B ,8 ,s }

ii) { HnS. B ,8 ,s }ist ein (schwach) geordnetes Raster-
ringoid von { MR B ,8,s Imit O: MR ——> HnS erkldrt durch

P O A := (oa ) und mit

A={a;)e MR ’

/"N ABB := O(A +B)

AB = HnR

iii) Es gilt ( R1,2,4 ) fir O = HHR —_— HnS, wenn
( R1,2,4 ) fliir O : R—— S gilt

Beweis
i) klar
i1)i11) Wir beweisen hier nur ( D6 ), da nach Satz 4.2.3 (01,2,3,4,5 )
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gilt, nach Satz 4.1 3 ( siehe [12] ) M.S ein symmetrisches Raster
von HnR ist und 0O : HnR —_— MnS eine monotone und antisymmetrische
Rundung bildet.

( D6 ) Hier filhrt das Axiom ( D5a ) und i) wieder zu einem einfachen
und kurzen Beweis.

(D6 )

O
i foty erfillt (D5 ) in MS.

Es sei ein Y= M S gegeben, welches ( D5 ) in M.S
erfillt. Aus ( D5a ) folgt

i-j e }3 y‘i‘ime-o

YBE=0 == ./ \
1,3=1(1)n
itj B yi‘jto

Aus Satz 1.1.13 a)ii) folgt fir alle

AaMsS YEA=ABRY (1)

Es sei A = ( ai‘1 ) so, daB fir alle i,j=1(1)n ;= e.

Dann folgt aus (1)
S

Y §i® Vi
i,§=1(1)n i3
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Das bedeutet, daB
i /‘-\
{ y )

Y= 3 K- ist,
[ )

und wegen i) folgt die Behauptung.

Satz 4.2.5

Voraussetzungen

1) Sei { R,+,*,s }ein vollstdndig geordnetes Ringoid
2) Sei { GR,+,*,s} wie in Beispiel 2.2.3

3) Sei S ein symmetrisches Raster von Rund O : R——> S
eina Rundung

4) Seien in S zwei 2-stellige Verkniipfungen erkldrt durch

(RG ) V" aBb :=0(a=b) fir * & {4, }
a,b & S

5) Sei {S, 8,8 ,s} das ( z.B. aus Satz 4.2.3) entsprechende Raster-
ringoid

Behauptungen
i) Es besteht eine Isomorphie zwischen { S, B ,8 ,s } und

{cs,® ,8 ,s1 fiir Elemente mit verschwindendem Imaginidrteil
ii) { Cs, ® ,® ,s } ist ein schwach geordnetes Raster-
ringoid von { CR,+,-,s }wobei O : CR —— (S erkldrt ist durch

AN Ox := (Da;,0 az) und

as= {a;.az) e CR

P cBBi= O(p) it salto )
a,Be (S
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iii) Es gilt ( R1,2,4 ) fir O : QR
wenn ( R1,2,4 ) firO: R > S gilt

> (S,

Beweis
i) klar

i1)iii) Nach Satz 4.2.3 gilt D1 bis D5 und aus [12] folgt,
daB @S ein symmetrisches Raster von CR und O : CR ——> ¢S eine
monotone und antisymmetrische Rundung ist.
Es bleibt nur noch ( D6 ) zu zeigen.

( D6 ) Hier fiilhren wir wiéder einen einfacheren und kiirzeren Beweis
ohne die Voraussetzung, daf { R,+,*,s } ein linear geordnetes Ringoid
ist.

(x,0) erfiillt ( D5 ) in CS.

Es sei n = ( y1, y2) aus (S, welches die Axiome ( D5a,b,c,d )
erfiillt. Aus ( D5a ') folgt

( y1, y2) B (e,0) = (0,0) => yile =0 A Y2 =0

d.h. n muB die Form n = (y1,0) haben.

Wegen i) folgt y = x und damit n = (x,0).
0

Bemerkungen
a) Das folgende Diagramm 1 gibt eine Obersicht, wie sich

eine ganze Menge von Strukturen erkldren lassen. Darin bedeutet
1) R ein geordnetes Ringoid ( z.B. die reellen Zahlen R )

2) S,T das z.B. aus Satz 4.2.3 erzeugte Ringoid ( oder linear geordnete
Ringoid) in symmetrischen Rastern von R, z.B.
S - die doppeltlangen Gleitkommazahlen
T - die einfachlangen Gleitkommazahlen.einer gegebenen Rechneranlage.
b) In M“T. cT , Mn{ET , lassen sich Strukturen folgendermassen

einfiihren:
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Es sei CT ein symmetrisches Raster von CS, daraus
folgt, daB CT ein symmetrisches Raster von CR ist. Es sei
&+ 65 ——> (T eine monotone und antisymmetrische Rundung,dann
ist die Abbildung O : CR ——> CT auch eine monotone und anti-
symmetrische Rundung.

Es seien in CT zwei 2-stellige Verkniipfungen folgender-
massen erkldrt:

/N A@B t= O( ABB) =0(0 ( AsB ))
A,Be (T

Dann erhdlt man:

Satz 4.2.5 ===> { LT, ® ,© ,< } ist ein schwach geordnetes, mono-
tones Rasterringoid von { CR,+,+,s }.

Damit folgt: {CT, & , ®,s } ist ein schwach geordnetes
Rasterringoid von { €S, 8 ,@ ,s }.

Ebenso folgt die Aussage fiir NnT und M_CT.

4.3 Rundungen in Vektoiden

Die Sdtze,Lemma und Definitionen gelten ohne Knderungen
wie bei [15] , [123 . Wir bringen nur eine

Zusammenfassung
Bei Abbildung eines Vektoides (bzw. eines multiplikativen

Vektoides) {V,R} in ein symmetrisches Raster T mittels (R1,2,4) ( RG )'}
entsteht wieder ein Vektoid (bzw. ein multiplikatives Vektoid) iiber einem
Rasterringoid S von R. Ebenso wird die Struktur eines (schwach) geordneten
(multiplikativen) Vektoides auf das Vektoid im Raster iibertragen. Zusdtzlich
gelten die durch den Begriff des (multiplikativen) Rastervektoides gefassten
Vetrdglichkeitsbedingungen zwischen den Verknipfungen in {V,R} und {T,S} .

In diesem Sinne sind die Begriffe eines (schwach) geordneten (multiplikativen)
Vektoides wieder invariant beziiglich ( R,1,2,4 ) ( RG ) ( S3 ) in ein
symmetrisches ( unteres, oberes ) Raster.

(RG) ~ N ABWB :=0 (A= B) N p ~  aBA:= [(O(a*A)

ABs T aes Ase T
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Kapitel 4 - Zusammenfassung

Satz 4.2.3 Satz 4.2.3
IR S S e S
B B B

B e 1 e 1 EI B
e il . i - 1 i 1 e
g L s! 2 s 2 ’ s| 2 i
s 2  p|s p 5 4 i sl 2
P 6 il i 6 il p|
il e e e! i
e IT 1. u o
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MR | Satz 4.2.4 ;Ens
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|
1
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(DIAGRAMM 1

Obersicht liber den Zusammenhang einiger Strukturen und rundungs-
invarianten Strukturen bein Rechnen mit Gleitkommazahlen
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5. INTERVALLRECHNUNG OBER RINGOIDEN

5.1. Grundbegriffte der Intervallrechnung

In Anlehnung an [1] , [12] und [14] fiihren wir folgende

Begriffe und Strukturen ein :

Definition 5.1.1

a) Es sei { R,s } eine geordnete Menge. Die Menge
aller Intervalle [ai; az] mit den Intervallgrenzen a; und a, wer-
den wir mit I R bezeichnen, wobei

A:= [a1; ail := {xeR | aj,azeR A a5 x<az} mit a, s a, .

Ein Intervall [a;a] bezeichnen wir als Punkt-
intervall.
b) Zwei Intervalle A=[ai;az], B=[bi;b2] heiBen gleich,

im Zeichen A=B, genau dann, wenn ai = by und a2 = bz ist.
[m]

Definition 5.1.2

a) Es sei { R,s} eine geordnete Menge und A = [a,;3:],
B =[ by3bz] aus O R. Wir erkldren eine Ordnungsrelation " < " in I R
durch

A<B : <==> (a5 sbaA azsbz)

b) IOR ist eine Teilmenge der Potenzmenge PR. Damit
erkldren wir in IR eine Relation " = " durch

[a1; az] c [by; ba] : «<==> ( by < aja a,s bz ).
a
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Definition 5.1.3
Die algebraischen Verkniipfungen {+,-,+,/} sind
in IR erkldrt durch

///\\\ A *B := {z=xxy | a;S X < aza bys y < b;}
A,B & IR * & { +,-,*,/}

Dabei setzen wir im Falle der Division voraus, daB

o & [bi; b2l.
[m]

Satz 5.1.4

Die oben angegebenen Intervallverkniipfungen lassen sich in IR
darstellen als Verknipfungen der Intervallgrenzen. Fir &i,az,bi1,bz
aus R folgt

(a) [ajj;az] + [by;ba] = [a1+b) ;a2 +ba]
(b) =[ aijazl)= [-az;-a:] und A-B = A + (-B)
(c¢) [ai;az] - [by;b2] = [infM; supM] mit M ={a,bj,azba,aibz, azb1}

(d) 1/[ay;az2] = [1/az; 1/a,] und A/B = A+(1/B) sofern o & B . .

5.2 Intervallrechnung iiber Ringoiden

Satz 5.2.1

A) Es sei { R,s } ein vollstindiger Verband und T R:=I R u{g}.
Dann gilt:

i) {OR,c} ist ein bedingt vollstindiger Verband

ii) Wenn IR > A # § beschrinkt ist, dann gilt fiir
B=[b; ;b2
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inf A =0 sup b1 inf b
IR BeA Be A

sup A = [inf b; ; sup b,]
oIR B=A B=A

i11) (IR,c )} ist ein oberes Raster von {IPR,c )

B) Es sei f R,+,*,< } ein vollstindig schwach-geordnetes
Ringoid. Dann gilt:

iv) { ﬁ.g_ }ist ein symmetrisches, oberes Raster
von {PR,c} beziiglich " c "

v) /\ ( A=[a;;apl<==> =-A = [ -az;-a;] IIR)
A = IR

vi) //\\ M := inf (U(A) n OR ) =[infa; supal,
g4A < PR awp asp

wobei O : PR ——> IR die monotone, nach oben gerichtete Rundung von
IPR nach IR bezeichnet.

vii) Die oben erkldrte monotone, nach oben gerichtete
Rundung O : PR ——> IR ist antisymmetrisch, d.h. es gilt

/" \\ O (-A)= -0 A

@#Ae IPR

Beweis
siehe [12]

a
Definition 5.2.2
Es seien { R,+,*,< } ein vollsténdig schwach-geord-
netes Ringoid, IPR das Ringoid in der Potenzmenge von R und O : IPR ——> TR

die monotone, nach oben gerichtete Rundung. Dann definieren wir in IR
zwei 2-stellige innere Verkniipfungen durch:
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/N ABB :=0(A+B) +a{4°}

AB & IR o

Bemerkung
Aus Satz 5.2.1 vi) folgt

ABB :=0 (A« B) = [ inf (a » b) ; sup(a » b) ]
ABe IR a=A, beB a=A, beB

Satz 5.23
Voraussetzungen

1) Sei { R,+,*,s } ein vollstdndig schwach-geordnetes
Ringoid.
2) Sei { PR,+,* }das Ringoid der Potenzmenge von R

3) Bezeichne B ,»<{ +,+ }, die in Definition 5.2.2 in IR
erkldrten Verkniipfungen.

Behauptungen
i) Die Menge { IR, B ,8 } aller Punktintervalle lber R

ist isomorph zum Ringoid { R,+,* }.

ii) { IR, B ,8,s ,= } ist beziiglich < ein vollstindig
schwach-geordnetes Ringoid.

iii) IR ist beziiglich < ein inklusionsisoton geordnetes
Ringoid

iv) Beziiglich « ist IR ein monotones, oberes Rasterringoid
von IPR.



- 68 -

ii) bis iv) Nach [12] bleibt nur ( D5a ) zu beweisen:

-E 8 E = [-e;-e]l B [e;e] = QO([-e;-e] + [ese] ) =
= [inf(-e+e); sup(-e+e)] = [o030]

Fiir das Axiom ( D6 ) kann im Gegensatz zu [12] ein
wesentlich einfacherer und kiirzerer Beweis erbracht werden:

Es sei Y = [yi1; y21 e IR mit der Eigenschaft ( D5 ).
Aus Y B Y = [e;el folgt insbesondere

ab = aa =ba=bb=e (1)
a,b & Y

Es sei A =10 yi;yaJund B = [ y23y2] aus I R. Nach ( D5c )
gilt

[ y15¥21 B (Cyisy1] CO0yasy2] ) = ([yrsy2] CO0yasya 3E00yasya)
= [y13y110300y15y21 CO0y2sy2])

Damit folgt aus (I)

[ yi5y2] O30 [e ;e]l = [ esel [ [yz3y2] = [yisya] 3] [esel
== [¥1i¥2] = [y1n] = [ya;sy2] S===> ¥y, = Y2

d.h. Y = [y;yl

Da Y ein Punktintervall ist, folgt wegen i) y = x und damit

Y = [x;x].
M
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5.3 Intervallrechnung iilber einem Raster eines Ringoids

Definition 5.3.1

Es sei{ R,s} ein vollstdndiger Verband, { T,s }
ein Raster (bzw. oberes bzw. unteres Raster) von { R,< } und
PR die Potenzmenge von R.

Die Menge der Intervalle iiber R mit Schranken

in T der Form
A:=[ a1 ; a2] :={xeR|ajazeT Aa; sxs<azl

werden wir mit I T bezeichnen. Es ist dann

OT<OR und IT :=0Tu{@} cIRv {#} =: TR .
|

Satz 5.3.2
Voraussetzungen

1) Sei { R,s } ein vollsténdiger Verband
2) Sei { T,s } ein Raster von { R, }
3) Seien IPR, IR, IT wie iiblich

Behauptung
i) {OT,clist ein bedingt vollstdndiger Verband

i1) Fir § # A< IT und B:= [bi;b2]e I T gilt

inf A = [ sup by ; inf b2 1]
oT Bea Bep

sup A =[ inf by ; sup bz ]
IT Bep B=p
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iii) (OT,c} ist ein Raster von (IR,c }

Beweis
Siehe [12]

Satz 5.3.3
Voraussetzungen
1) Sei {R,+,*,s} ein vollstindig schwach-geordnetes Ringoid
2) Sei {T,s } ein symmetrisches Raster von {R,s }
3) Sei { IR,c}der bedingt vollstdndige Verband der Intervalle

iiber R
4) Sei { OR, m,&, } das monotone, obere Rasterringoid von {PR,+,+ }

beziiglich <

Behauptungen

i) {OT,c} ist eine symmetrische Teilmenge von { OR, B ,H }

und es gilt

Rundung &: TR

BA = {_az; -31]6 oT
A=[a;;a,] «OT

i1)
AN OAi= inf( U(A) n I T) = [va,; aap]
A=[a,;a,Je OR

iii) Die durch ii) erkldrte monotone, nach oben gerichtete
>IT ist antisymmetrisch, d.h. es gilt
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/\ O(BA) = B(OA)

A IR

Beweis
siehe [12]

Definition 5.3.4

Es sei {R,+,*,s } ein vollstdndig schwach-geord-
netes Ringoid (bzw. { R,N,+,*,/,S } ein vollstindig schwach geord-
netes Divisionsringoid) und { IR, B ,B } das monotone obere Raster-
ringoid von { PR,+,* } (bzw. { IR,N, B ,B , 0 }
N:= {AlAe IRAANNG®%(¢} das monotone, obere Rasterdivi-
sionsringoid von { PR,N,+,+,/ } , N:i={ AlAcPRAAON%M})
beziiglich < .

Es sei ferner { T,< } ein symmetrisches Raster
von { R,s } , { I T,c }das symmetrische Raster der Intervalle iber R
mit Schranken aus T von { IR, 8 ,8 } und &: TR—— T die
monotone, nach oben gerichtete Rundung.

In IT definieren wir zwei (bzw. drei) 2-stellige

Verkniipfungen durch

/\\ A®B := O(A *B) re{ 4,1}

AB I T
bt 7 K g - A®B := O(ADB)
Ae OT B e IT\N

Aus Definition 5.2.2 und 5.3.4 folgt

/\ A®B := O(ABB) := O( D(A * B)) =
ABe OT

=[ ¢ inf (ax b); & sup (a ~b)1]
asA,bs B as AbeB
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Jetzt wird der Obergang zu einem Raster I T von II R unter
neuen Gesichtspunkten untersucht. .

Hier beweisen wir in einfacher Weise die Eigenschaft
"Wenn A & OIT ( D5 ) erfillt, so ist A ein Punktintervall"”.
(siehe Lemma 5.5 und Satz 5.12 von [12] ).

Satz 5.3.5
Voraussetzungen

1) Sei { R,+,*,s} ein vollstindig schwach-geordnetes Ringoid
2) Sei { T,s } ein symmetrisches Raster von { R, < }
3) Sei ferner OTund { IR, B ,8 } wie iiblich

4) Seien & : OTxOT >IIT die in Definition 5.3.4 erklirten

Verkniipfungen

Behauptung
{OT,®, &s, c} ist bezliglich < ein vollstindig schwach-

geordnetes Ringoid (beziiglich < ein inklusionsisoton geordnetes
Ringoid) und IO T ist beziiglich c ein monotones, oberes Rasterringoid
von IR, wenn gilt

i) In { R,+,*,s } gelte fiir genau ein Element
X+e=o0 Vv X*X=¢e
oder

ii) a) //\ X<yvysx

X,y GXT

SN

X»¥:2 & Xp ARy I PR RN
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oder b') /\ XS y == Xo ZS Y. 2
X,y & XT ;

wobei KT = {ks T | k erfillt ( D5a,b ) inR }

Beweis

Zunichst beweisen wir, daB sobald A e I T ( D5 ) erfiillt, A
bereits ein Punktintervall ist.

Es sei A <II T, welches ( D5 ) erfiillt.
Aus ( D5b ) folgt APA = [e;e]== fiir alle a,b aus A

as:b = a.a = bea = asa = e

Es seien M =[a;5a) , N=[a,;a) flirA= [a;;a,] «0OT
Aus ( D5c ) folgt A®([e;el) =( E;el)®ON=M & ([e;el)
= [ 2);22] = [az3a7] = [3,353,]

= 2 =3 ===> A=[aja] , d.h. A ist ein Punktintervall.

Nehmen wir jetzt an, es gdbe in T zwei Elemente x und y,
so daB die Intervalle X:=[x;x7 und Y:=[y;y] die Axiome ( D5a,b,c,d )
in {IT,&,®} erfillen.
X© X =feje] = YOV === xeXx=epysy=e
X®YE =[0j0] = YSE = X+e=0pYy+e=o0

d.h. x und y erfUllen ( D5a ) und ( D5b ) in R und damit folgt x = y
nach 1) .
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Da x und y ( D5a,b ) in R erfiillen, giit nach ii) o0.8.d.A.

XSy ===>xeys<e AXyze = X'y = e

—_— a{xw] =@ A V(X'y)= e => x@\" = [ e;el m==> X =Y

Nach Satz 1.1.13 a)i).
El

Bemerkung
Wir wollen jetzt noch den Obergang zu einem Raster bei

den Intervallmatrizen ( bzw. bei den Intervallen lber € R ) genauer
untersuchen.

Es sei { R,+,* } ein Ringoid mit der Eigenschaft, daB genau
ein Element x € R das Axiom ( D5a ) x + e = o erfiillt.

Dann gilt ( D5a ) auch in dem Matrizenringoid { MRo+,e }
(bzw. in dem komplexen Ringoid { CR,+,- }) fiir genau ein Element

| X |
%0 .- (bzw. & = (x,0) )

Aus Satz 5.3.5 folgt:

Es sei { R,+,+, < } ein vollstdndig schwach-geordnetes (bzw. geord-
netes) Ringoid mit der Eigenschaft, daB genau ein Element x = R das
Axiom ( D5a ) erfullt.

1) {T,s } sei ein symmetrisches Raster von { R,s } und
{ MT,s } bezeichne das symmetrische Raster der Matrizen iiber t von

{ MR,+,e,s } . Dann ist { IM T, & ,®,s, c} beziglich * <

ein inklusionsisotan geordnetes Ringoid, sowie ein monotones, oberes
Rasterringoid von { I MR, B ,&,<, <}
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2) Es sei { T,< } ein symmetrisches Raster von CR. Dann
ist {(IT,® &,s,c } beziiglich ' s ' ein vollstdndig schwach-geord-
netes Ringoid und beziiglich ' < ' inklusionsisoton geordnet, sowie
ein monotones, oberes Rasterringoid von M CR .
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6. Rundungsinvariante Strukturen unter Anwendung einer Abbildung eines
Ringoids in eine geordnete Menge

In diesem Kapitel wollen wir eine spezielle Abbildung eines
Ringoids { R, + , . } in eine geordnete Menge M so erkldren ,daB wir
eine wesentliche Verallgemeinerung des Satzes 4.10 von [17) erhalten .
Wir vollziehen dies in dem Sinne, daB die Grundmenge nicht unbedingt
die Menge der reellen Zahlen sein mup sondern etwa ein Ringoid sein
kann.

Wir werden hier einfache Bedingungen angeben, wie man die
Eindeutigkeit der Inversen beziiglich ' + ' erreichen kann, womit
eine groBe Klasse von rundungsinvarianten Strukturen erfaBt werden
kann .

6.1 Definition und Eigenschaften

Definition 6.1.1

Es seien { R, + , . } ein Ringoid mit x = -e und
T SR eine Teilmenge von R mit der Eigenschaft o & T . Ferner sei { M,<}
eine geordnete Menge und [J: R —=T eine Abbildung . Die Teilmenge
T hat die Eigenschaft (t) , wenn gilt

N N\ ;/,:} 8 (at(-e)p) > e

(t) 6 :R—>M c e M a%b
Abbildung
(t2) f.\RDuw--»s(que.

0

Beispiel 6.1.2
Es sei R der Kdrper der reellen Zahlen und Z die Menge

der ganzen Zahlen .Es sei [J: R—> I eine Rundung zur ndchst-
gelegenen Zahl des Rasters Z , d.h. es gilt z.B.

i) OQo:=o0
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Vx firxa[ V x 59X +4 x ]
/\ oxot= 2

Ax fir x & (VX _+4 X 34x ]
R

iii) /\ ox:= - 0of=-x)

x <0
Es sei &: R—>IR+

x —> Ix| .
Wenn wir € «[0,5 ; 1) wihlen, dann gilt die Eigenschaft (t) fiir die
Teilmenge Z , da

(t1) §(a+(-1)b)= Ja-bl >1> €

a,b &2
atb

AN

(t2) “Lanr ou =0 = §(u)=Iul £0,5 <€ .
a

Satz 6.1.3

Es seien { R, + , .} ein Ringoid und T S R eine Teilmenge von
R mit der Eingenschaft (t) fir {M,<} und 0: R—> T und mit ose ,
-e & T, Es sei in T eine Addition erkldrt durch

( RG) AT a mb:= o(a+b)

Dann gilt
3 aeT\o)} 8(2)>¢€

b) é&(-e)>€ ~d(e) > €

c)e $e = &(ete )> ¢

d)je me 40

e) Es sei o eine Rundung, dann gilt (0 ) < €

f) Es sei b invers zua inR und 0o =0, dann gilt &(a+b ) <
g) Es sei b invers zua in T und 0 0 =0 , dann gilt s(a@ b) <IE
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Beweis
a) asST ~ a+0ST—=g(a)= 6(a+ (-e)o)>¢
b) folgt direkt aus a)
c) s(ete )= 4&( e+ (-e)-e))>¢
d) Nehmen wir an. daB e m e =0
eme=0 —>0lete) =0—=> § (e +e)< ¢ Wid. zu c)
e), f) und g) trivial
O

Satz 6.1.4
Es sei T S R eine symmetrische Teilmenge des Ringoids
{R, + , . } mit der Eigenschaft (t) fir {M,<} und O: R — T .
Es sei in T eine Addition ' + ' erklart durch ( RG )

Dann gilt ae b * o
a,be T

a*b
wobei agb:=am (-b).
Beweis
Es seien a,b s T mit a% b —> §( a+ (-e) b ) >E
Mit a @b =o0,also o a+ (-e)b ) =0 widre

5(a+ (-e)b)<e im Widerspruch zu Lemma 2.1.3
a

Korollar 6.1.5
Voraussetzungen

1) Sei {R,+, .} ein Ringoid

2) Eine symmetrische Teilmenge T <= R habe die Eigenschaft (t) fiir
{My <} und o:R —T

3) Sei in T eine Addition ' ® ' durch ( RG ) erkldrt

Behauptung

#N

x =T X me=20 - X = =€

D.h. x = -e €T ist das einzige Element, welches ( D5a ) in
{T, +, +}erfillt.
_Beweis
X% -e => xk (-e) %o
=> XH e%o0
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6.2 Die Wirkung der & - Abbildung lber einem Ringoid { R, + , » 1}
und einem Raster T < R

Satz 6.2.1

Es seien { R, * ,*} ein Ringoid , T < R ein symmetrisches
Raster von R mit der Eigenschaft (t) fir {M,<} und O :R =—> T
eine antisymmetrische Rundung . In T seien zwei 2-stellige innere
Verkniipfungen erkldrt durch die Vorschrift

/\ a® b := O(azxb), xS {+,.}

a,b &T

Dann ist {T,®8 ,@ } ein Rasterringoid .

Beweis

( D1) bis (D4) , (D5b,c,d fir x= -e ) und (RG1l) siehe [12]

(D5a) (-e) 8 e = O( (-e)+e)= D00 = o0

(D6) Essei x&T mit x Be=o0

Aus Korollar 6.1.5 folgt direkt , daB x= -e sein muB und damit ist
{1, s ,e} ein Rasterringoid von { R, + , .} i

m]
Korollar 6.2.2
Es seien { R, + , -} ein Ringoid , {R, <} ein vollstdndiger

Verband und { C(R , + ,* } das entsprechende Ringoid ( Beispiel
1.2.6 ) . Es seien ferner { T, ® ,® } das in Satz 6.2.1 erkldrte
Ringoid , €T das symmetrisches Raster von CR und die Verkniipfungen

a) ®: (OTx (T —> (T

(a ,B)—> amB := o(axB) , xa {+,]}
b) o: (R —> (T

@ —> ga:= Of(a ,a )= (D& ,0a8 )

Dann ist {€cT, 8,0 } ein Rasterringoid
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Beweis
Es bleibt nur ( D6) zu beweisen.
(D6 ) Essei @=(a ,a ) &CT , welches dem Axiom (D5) in GT
erfiillt.
Aus (D5a) folgt :
(a1 ,a ) g (e,;0)=(0,0) = a1g e =0~Aaz =0
= aa =-e A~ a =0 = o=(-e,0)-
O
Korollar 6.2.3
Es sei {R, +, -} ein Ringoid ,{ R,<} ein vollstdndiger
Verband und { Hn R,+ , 1} das entsprechende Ringoid (Beispiel 1.2.5).
Es seien ferner { T ,® , @} das in Satz 6.2.1 erkldrte Ringoid, M T
das symmetrisches Raster von MnR und die Verkniipfungen
a) . MTXMT =——> NT
(A, B )——> A ® B:=o0o(A x B), xeal +,.}
b) o: MR —> MT
A —— oA :=( Da_ij }
Dann ist { MnT ,B , @} ein Rasterringoid

Beweis
Es bleibt nur ( D6 ) zu zeigen.
(D6 ) Es sei X = HnT , welches ( D5 ) in HnT erfiillt .

X #F =0= ¢ /\

faa)n (X4 ® e=0 A Jlagm %j =0

i T

= =) KT N =1 %ij = ©
ik
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Korollar 6.2.4

Es sefen R; , i = 1(1) n Ringoide, [Ri ’Si} » 1=1(1)n,
vollstindige Verbinde und {R, + , . } das. in Beispiel 1.2.7 definierte
Ringoid. Es sei ferner fur alle i =1(1)n (T, , @ , g }das in Satz

6.2.1 erkldrte Ringoid , mit {Mi »<i} geordnete Menge und O; : R,—> T,

und T := T1 > T2 X savesnne xTn das symmetrische Raster von{ R,<}
Dann ist {T, 8, @1} ein Rasterringoid von {R, + , - } .

Beweis
(D6 ) Essei X =( Xty X25 scevuues X ) &T , welches dem Axiom

( D.5 ) erfiillt .
X 8 E = 0 => (X B € ,.ceeeeey X 8 e )=(°1""' .on)

= Xy B e=o0 3 sesssssss 3 X .| e = 0 ey

Xy = 7By 5 ceseeneany X 0= -0 s d.he X = ( -e;, connee » <8, )

6.3 Die Wirkung der & - Abbildung in der Intervallrechnung

Satz 6.3.1

Voraussetzungen
1) Sei {R, +, - ,2} ein vollstandig schwach geordnetes Ringoid
2) Sei {T,® ,®}) das in Satz 6.2.1 erkldrte Ringoid, d.h.
a) T ist ein symmetrisches Raster von R mit der Eigenschaft (t) fir
{M, £}und Q: R —> T eine antisymmetrische Rundung
b) ®: T>T —>7T ist erkldrt durch

/\

ab ST a® b := O(a!b).l¢{+,-}
3) Sei { I T, c} die symmetrische Teilmenge von I R mit Schranken in T yon
{OIR ®,3 } und ¢O: IR —3TT die monotone nach oben
gerichtete Rundung von IR inITT
4)In I'T seien zwei 2- stellige Verknipfungen durch die Definition 5.3.4
erkldart .
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Behauptungen

i) {]IT,@.Q,S,C} ist

1‘1} beziiglich < ein vollstdndig schwach geordnetes Ringoid
1'2) beziiglich £ ein inklusionsisoton geordnetes Ringoid

ii) DOT ist beziiglich S ein monotones, oberes Rasterringoid von ILR .

Beweis wir beweisen nur ( D6 )

(D6 )Es sei X= [x; 5 Xp] «ILT , welches die Axiome ( D5a,b,c,d )
in IT erfillt .

Da das Intervall Lo ; 0] nur ein Element o & R enthdlt, muB daher
auch das Element X @ E , sowie das Element X @8 E nur aus einem Element
bestehen . Es gilt daher XSE =X B E=X+E = Db ; ol.

-Daraus folgt insbesondere Xyte=0 A Xx,+e=0 und damit

xl(Be =0Ax2® e=0.

Aus Korollar 6.1.5 folgt x; =-e und x, =-e, d.h. X-= [-e;-e] .
a

Bemerkung 6.3.2
Es sei das Ringoid {R , + , - } . Dann hat die Menge

{71, @ , ©} die Eigenschaft (t) , wenn wir wihlen

§ : R—)IR+=:Mm‘it

S(A+ (-B)) :=q (AB):=max {laj-byl, la,=b,l} und e:=0
Das Raster T braucht nicht wie in Satz 6.3.1 die Eigenschaft

(t) zu besitzen
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6.4 Allgemeine Bemerkungen iiber die & - Abbildung

Bemerkung 6.4.1
Es seien R die Menge der reellen Zahlen, T ER eine

Teilmenge von R und M:= R, . Fir alle a,b & R sei

§(a+(=b)):= Ja+(-b)].
Dann besitzt die Teilmenge T die Eigenschaft ( tl ), wenn wire = o
setzen.
Dies bedeutet, daB die Eigenschaft ( t2 ) und damit ( t ) beim
Obergang zu Gleitkommazahlen nur von der Rundung o abhdngig ist .

Bemerkung 6.4.2
Es seien TS R ein symmetrisches Raster der reellen

Zahlen IR mit der Eigenschaft (t) fir M:= R_ undO : R —> T
eine monotone, antisymmetrische Rundung .

In T sei ferner eine Addition durch ( RG ) erkldrt .

Da R linear geordnet ist, folgt nach Satz 6.1.4 und
Satz 2.1.28) , daB b= -a die einzige Inverse von a in T ist . Nach
Satz 4.10 von [12] ist diese Bedingung aquivalent zu o' 0 c(-a,a ),
wo @ > o der kleinste Abstand zweier benachbarter Rasterpunkte ist .

Die Bedingung ©' o c(=a ,a ) kann man erreichen,
wenn man z.B. verlangt

O'o = 0 oder a& T

Die erste Bedingung verhindert leider einige bequeme und
iibliche Unterlaufbehandlungen

Raster mit Bedingung b) kommen in der Praxis hdaufig vor
z.B. die sogenannten Festkommazahlen im Beispiel 6.1.2 oder wenn wir
bei Gleitkommazahlen vereinbaren, daB auBer den liblichen Gleitkommazahlen
der Form x = m.b® el<e<e2, b-ls Iml <1, m Mantisse, e Exponent
fiir e = el auch nicht normalisierte Mantissen zugelassen werden .
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