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Resumo

Neste trabalho estudamos a regularidade de solucoes do problema
div|]DulPDu =0 em €, (1)

onde p > 0 e €2 é um aberto limitado de R™,n > 2. Inicialmente, obtemos esti-

mativas Ch*,0 < o < 1 a priori para solucoes suaves do problema aproximado
div(|]DulP +€)Du=0 em Q (e>0)

Depois, provamos que a equacao acima possui solugao suave para cada € >
0, que indicaremos por u‘. Dali, conseguimos mostrar que existe uma sub-

sequéncia, que continuard sendo denotada por (u€) tal que

€

u —v

. 1 ,
uniformemente em compactos de Q. Provamos que v € C,)5(2) e que v é

solucao de .

Este trabalho é baseaado em [4].
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Abstract

In this work we study the regularity of solutions of the problem
div|[DufPDu =0 in £, (2)

where p > 0 and ) is a bounded and open subset of R",n > 2. Initially
we obtain a priori C%*,0 < o < 1 estimates for smooth solutions of the

approximate problem
div(|Dul’ + €)Du=0 em Q (e>0)

Afterwards, we prove that the problem above is solvable, and its solutions,
which will be denoted by uf, are smooth for each ¢ > 0. Then we can show

that there is a subsequence(still denoted by u¢), such that

€

u —v

uniformly on compact subsets of 2. We then show that v € C’llof(Q) and that

v solves (2.
This work is based on [4].
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Capitulo 1

Introducao

Até os anos 50, a teoria de regularidade se baseava em argumentos de per-
turbagao, como por exemplo as estimativas de Schauder, que garantem que
solugoes de equacoes lineares uniformemente elipticas com coeficientes Holder
continuos sao suaves. No entanto, essas estimativas nao podem ser generaliza-
das para equacoes nao-lineares. Posteriormente, no fim dos anos 50 e no inicio
dos anos 60, De Giorgi ([2]), Nash ([10]) e Moser ([9]) descobriram argumentos
que nao usavam perturbacoes, e seus trabalhos serviram de base para o desen-
volvimento da teoria de regularidade de EDP’s elipticas, permitindo estender

resultados para EDP’s quasilineares, como por exemplo,
div (|[DulPDu) =0 em £, p>0, (1.1)

onde {2 é um aberto limitado de R"”. Esta é a equacao de Euler-Lagrange

associada ao problema de minimizacao do funcional
B(v) = / Dol da (1.2)
Q

sobre toda v € W1PT2(Q) tal que v = h em 05 no sentido do trago para
alguma funcao h : R” — R. Sabe-se que se h for uma funcao suficientemente
suave entao ® atinge minimo em uma tnica fun¢ao u, e que esta funcao é uma

solucao fraca da EDP (|1.1)), ou seja,

/ |Du|P(Du, D) dz =0 para qualquer 7 € W,?*(Q). (1.3)
0



A principio, u é uma funcdo que pertence apenas ao espaco WhP2(Q). O
objetivo do nosso trabalho é desenvolver o paper [4], que consiste em provar
que u € Cllof(Q) para algum expoente o > 0. Mais precisamente, provamos o
seguinte resultado:

Suponha que u € WHPT2(Q) é uma solugdo fraca de
div(|DufPDu) =0 em Q.

Entao existe uma constante o = a(p,n) > 0 e, para cada ' CC 2, existe uma

constante C(§Y) = C(Y,p,n, ||ullwiri2q)) tal que

II}%X‘DU’ < C(Y)

[Dulcaany < C(2).

Uraltseva [13] e Uhlenbeck [12] provaram independentemente que u € Co%(2),
e ambos os autores obtiveram regularidade para uma classe maior de proble-
mas nao lineares. Este resultado é o melhor possivel, visto que existe exemplo,
dado em [8], de fungao p-harménica que nao é C?.

Nesse trabalho combinamos técnicas devidas a DeGiorgi [2] e a Moser [9] que
investigam E.D.P’s uniformemente elipticas escritas na forma da divergeéncia,
e a ideia é truncar fungdes testes em regides onde |Du| é pequeno. A partir
dai, podemos estimar e cancelar os efeitos do termo |Du|P, obtendo com isso
estimativas “uniformes” mesmo em regices onde |Du| é pequeno.

Nos capitulos iniciais 2 e 3 damos algumas defini¢oes e resultados que serao
utilizados posteriormente. No capitulo 4 inicialmente provamos Holder conti-
nuidade de Du em torno de um ponto de degeneragao (onde Du = 0). Pos-
teriormente, obtemos uma estimativa Holder de Du no interior de uma bola
qualquer B(Ry). No capitulo 5 indicamos como modificar os céalculos feitos
no capitulo anterior para cobrir problemas aproximados, que possuem solucao
suave. Depois, obtemos uma limitagao uniforme para o gradiente das solugoes
desses problemas aproximados. Ao juntar essa limitagao uniforme com as es-
timativas a priori estudadas no capitulo 4 podemos estudar o que ocorre com

- . . . - 1
a funcao limite, que descobrimos ser uma solucao C, de 1}



Também notamos que as técnicas usadas nesse trabalho se estendem a proble-

mas nao lineares da forma
div (¢(|Dul)Du) =0 em €,

onde ¢ possui propriedades apropriadas, conforme [12] e [13].
Observamos ainda que [11] obtém regularidade para problemas mais gerais,

como por exemplo para equacgoes do tipo
—div(|Dul’Du) = f,

que aparecem, por exemplo, na teoria de aplicacoes quasiregulares e quasicon-

formes, conforme [6].



Capitulo 2

Preliminares

Primeiro daremos algumas defini¢oes e notagoes

10.

. A CC B se A for um subconjunto compacto de B.

. Se z € R entao [z] é igual ao menor inteiro maior que x.

Se XCYCR"ewu:Y — R entao

oscxu = sup u(z) — inf u(y)
reX yeX

¢ a oscilagao de u em X.

) é um aberto limitado de R", e sua fronteira é denotada por 0f).

. Q é o fecho de Q.

|| representa a medida do conjunto €.
(-,+) representa o produto interno.
B(z, R) representa a bola aberta centrada no ponto = de raio R.

C*(€2) é o conjunto formado pelas fungdes infinitamente diferencidveis

em ).

C°(2) é o conjunto formado pelas fungoes de suporte compacto e infi-

nitamente diferencidveis em ).



11.

12.

13.

14.

15.

16.

A distancia entre dois conjuntos €2 e ' é dada por
dist(Q, Q) =inf{|lz —y| : 2 € Q, yeQ}

Sejau: Q — Rz € Q. A fungao u,,(z) = %(w) representa a derivada

parcial de u com respeito a x;. Para o = (g, ,...,ay), com o; € N,
definimos a a-ésima derivada de ¢ € C'*(Q2) por
g 0 oo

A
Ox" 05 Oxon

D¢ =

®.

Sejau: Q — R" u = (uy,...,u,) uma funcao vetorial suave de classe

C1(Q). Entao definimos para cada x €
(divu) (z) = i iul(x)
= Oz
Se u € C?(), entao definimos o laplaciano de u como sendo

Au =divDu = z”: Uz, -

=1

A média de u sobre o conjunto €2 é dada por

1
uda::—/udx.
]é Q] Jo

O espago LP(f2) para 1 < p < oo é o espago formado pelas fungoes

mensuraveis u : {2 — R tais que

/ |ulP dx < oo.
0

Podemos definir a seguinte norma em LP(£2):

ullriey = ( / ru|pdx)
Q

O espago LP(£2) é completo com respeito a essa norma.

Sejam u,v € L (Q) e a = (a1,...,q,), com o; € N. A fungao v é dita

a a-ésima derivada parcial fraca de u, e escrevemos v = D%u se

/QuD"‘gbdx: (—1)'0‘/Qvgbdx,

para toda funcao teste ¢ € C§°(2), onde |a| = a3 +as + ... + ay.



17.

18.

19.

20.

21.

WP(Q) é o espago de Sobolev, formado pelas fungoes mensurdveis u :
) — R pertencentes a LP(€)) que possuem derivada fraca de primeira

ordem em Du em € tal que Du € LP(2). Definimos a seguinte norma

em W1P(Q):
[[ullwr) = (/ |ulP dz +/ | Du? dx) .
Q Q

Definimos W, () como sendo o fecho de C$°(Q) na norma de W(Q).
Mais precisamente, u € VVO1 P(Q)) se e somente se existir uma sequéncia

de fungoes uy, € C§°(2) tais que

up —u em WP(Q).

Seja u € WHP(Q) e h : R" — R uma fungao continua. Dizemos que
u=h em 0N
se u—h € WyP(Q).

Defina p € C*°(R") por

C exp (m;_l) . ose z| <1,

p(z) =
0, se |z|]>1,

onde a constante C' é tomada de modo que fR,L pdr =1.

Além disso, para cada € > 0 defina

pe(x) = Elnp (E) :

€

Chamamos p de molificador usual. As fungoes p, sdo de classe C*(R")

e satisfazem
[ peda =1 supp(o) < B0,

Se f:Q — R é localmente integravel, defina a sua molificacao por
fC=pexf em €

onde
Q= {x € Q: dist(z,00) > €}.



22.

23.

24.

Ou seja,
“(x) = (x — dy = . x—y)dy,
r)= [ pta—na= [ LS )y
para todo x € €)..

Uma fungao u : 2 — R é dita Holder continua em {2 se existem constantes

C>0e0<a<1tais que
lu(z) —u(y)| < Clr —y|* para quaisquer z,y € Q.

O espaco formado pelas funcoes Holder continuas em €2 é denotado por

C*(€2) e nesse espago podemos definir a seminorma

u(xr) —ul(y
[ulceiy = sup M
z,ye |m - y|
e a norma
|[ul|ca(e) = sup [u(@)] + [ulca) = [|ullow) + [u]ce ().

Munido dessa norma, C*(£2) é de Banach.
Dizemos que u € WHPT2(Q)) é solugao fraca da equagao
div (|[DulPDu) =0 em

se
/ |Du|P{Du, Dn) dz =0
Q

para cada n € C5°(Q).
Seja u : Q — R € WHP2(Q). Considere a equagao
div (|[DulPDu) + eAu=0 em €. (2.1)
Entao,
(a) u é solucao fraca de se
/Q (|Dul|P + €) (Du, Dn) dz =0

para cada n € C3°(2).



25.

26.

(b) u é subsolugao fraca de (2.1)) se
/ (|Dul? + €) (Du, Dn) dz < 0
Q

para cada fun¢ao nao negativa n € C5°().

(¢) u é supersolucao fraca de (2.1 se
/ (|Du|P + €) (Du, Dn) dz > 0
Q
para cada func¢do nao negativa n € C5°(€2).

Suponhamos que cada = € () esteja associado a uma matriz simétrica
positiva definida a;;(z) . Considere a equacao

n

Z (as(z)ug, (I))xz =0 Vrel (2.2)

ij=1
Dizemos que essa equacao é uniformemente eliptica se existir A > 1 tal

que

AP < ay(@)6g < MEIP Vo e VE=(&,&,....&) €R™
ij=1

Dizemos que u € W'2?(Q) é solugao fraca de (2.2) se

Z / iUz, N, dv =0

ij=1"%

para toda n € C5°(€2).

Além disso, dizemos que u € W12(Q) é subsolugao fraca de (2.2) se

Z / i (T ) Uy, M, dx < 0

ij=17%

para toda fungdo nao negativa n € C5°(€2).

Finalmente, dizemos que u € W1H2(Q) é supersolugao fraca de (2.2)) se

Z / i (T ) Uy, M, dx > 0
Q

ij=1
para toda fungdo nao negativa n € C5°(€2).

Note que u é supersolugao fraca de (2.2)), se e somente se —u é subsolucao
fraca de (2.2).



27. Um operador () ¢é dito quasilinear se for da forma

n

Qu) = Z ij (7, U, Du)Ug,e; + b(z,u, Du), a;; = aj;,

ij=1
onde z pertence a um aberto limitado 2 de R", n > 2, e u € C*(Q2). Os
coeficientes de @), que sao as fungoes a;;(, z,p), b(x, 2, p), estdo definidas
no conjunto QxR xR”. @ é eliptico em QxR xR" se a matriz [a;;(z, 2, p)]
for positiva para cada (z,z,p) € Q@ x R x R". Ou seja, se \(z, z,p)
e Az, z,p) denotam respectivamente o menor e o maior autovalor de

la;;(x, z,p)], entdo

0< )\(ZE,Z,p)lf|2 < Z CL,'j(l’,Z,p)&fj < A(I,Z,p)|§|2

i =1
para qualquer vetor & = (&1, ...,&,) € R" — {0}.

28. Dizemos que o operador quasilinear () esta na forma da divergéncia se

existem uma funcao vetorial diferenciavel

A(z,z,p) = (Ai(z,2,p), ..., An(z, 2,p))

e uma funcao escalar B(z, z,p) tais que

Qu = div A(x,u, Du) + B(z,u, Du), u € C*(f).

29. Sejam f : 2 — R e f: Q) — R fungoes mensuraveis.

(a) Dizemos que
fi—=f qtp Q

se existe um subconjunto U C Q tal que |2 —U|=0¢e
fe(x) = f(z) em U.

(b) Dizemos que

fr — [ uniformemente em )

se para cada € > 0 existe ng € N tal que

\fulz) — f(z)]| <e VzeQ, Vn>ng.



(c) Dizemos que

fr — [ em medida

se para cada € > 0

i (o € 2 1£(2) — (o) = e} = 0.
(d) Se além disso fi, f € LP(2), entao
fk — f em LP(Q)

se

lim £ — llis@) = 0.
n—oo

30. Sejam X e Y espagos de Banach tais que X C Y. Dizemos que X estd

compactamente mergulhado em Y e escrevemos
X CcCy,

se
(i) Existe uma constante C' tal que

l|z|]ly < C||z||x paratodo z € X.

(ii) Toda sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia conver-

gente em Y.

31. Sejam X e Y espagos de Banach. Uma aplicaggo A : X — Y é um

operador linear se
A(Mu + pv) = MA(u) + pA(v).
O operador A ¢ limitado se
||A]] = sup{|[Aul|y : [[ul[x <1} < o0.

Cada operador linear limitado f : X — R é chamado de funcional linear
limitado de X. Denotamos o conjunto formado por todos os funcionais
lineares limitados de X por X*, e o chamamos de espaco dual de X. Dai,

se f € X*, temos que

11l = sup{[f ()] - [ullx <1}

10



32. Um espago de Banach X é reflexivo se (X*)* ~ X. Mais precisamente,

se para cada ® : X* — R existe um elemento x € X tal que
O(f) = f(z) VfeX"

33. Seja (X, || - ||) um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia

{ug}p2, C X converge fracamente a u € X e escrevemos
U — U

flur) — f(u)

para cada funcional linear limitado f € X*.

Agora, enunciemos alguns resultados que serao utilizados ao longo do texto.

1. A desigualdade de Cauchy-Schwarz

[z, <l llyll  Ve,y € R".

2. A inequagao de Cauchy

Se a,b € R sao nimeros reais entao
2 b2

b< L 2
Wws 5t

Consequentemente, vale a inequacao de Cauchy com e:

2 2

€a
b< — + — b )
ab < 2+2e Va,b,e >0

Observacao 2.1. A inequacgao de Cauchy pode ser apresentada de vdrias

formas. Por exemplo, vale que

2

b
ab < ea’® + — Va,b,e > 0.
4e

3. A inequacao de Young

Sejam 1 < p,q < o0, }D—l— % = 1. Entao
a? b
ab < — + —.
p q
Consequentemente, vale a inequacao de Young com e:
b eLa? bl
ab = (ea) (—> <—+4 — Va,b,e>0.
€ p elq

11



. A desigualdade de Holder:
Sejam 1 < p, g < oo tais que %Jr% =1. Seu € LP(QQ) e v € L) entao

/Q\U’U\ dr < |[ullr@ V]| o).

. O teorema de mudanca de variaveis:

Sejam h : U — V um difeomorfismo de classe C! entre abertos limitados
UV CR" Se X C U étal que |0X|=0,e f:h(X)— R é integravel,
entao foh: X — R é integravel e

/ Fy) dy / F(h(x))| det (z)] dz.
h(X) X

. O teorema da integracao por partes:
Se 2 é um aberto limitado de R" de fronteira C'!, entao para cada u,v €
C(Q2) vale que

/uxivda::—/kudx—l—/ wov;dS  (i=1,...,n),
Q Q 80

onde v = (v1,...,v,) é o vetor normal exterior de .

. Seja f: 0 — R uma fungao localmente integravel e f€ sua molificacao.

Entao,
(i) f©e ().
(ii) f¢— f q.t.p em Q..
(iii) Se f € C(Q), entdo f¢ — f uniformemente em €.

Agora, enunciaremos as desigualdades de Sobolev para fungoes perten-
centes aos espacos W'P(Q) e Wy ().

. Estimativa para fungoes C}:

Sejam 1 < p < n e p* = £ e suponha que {2 seja um aberto qualquer

— .

de R™. Se u € C}(9) entao existe uma constante C' = C(n, p) tal que

HUHLP*(Q) < C||Dul|r(e-

12



9.

10.

11.

12.

13.

Estimativa para funcgoes W1r:
Sejam 1 <p<nep* = n"—z) e suponha que ) seja um aberto limitado de
R™ cuja fronteira 92 seja de classe C*. Se u € WP(Q) entdao u € LP" (Q)

e vale a seguinte estimativa

[ull Lo () < Cllullwrr@)-
onde C' depende apenas de p,n e €.

Estimativa para funcoes VVO1 P

Sejam 1 < p<nep*= % e suponha que (2 seja um aberto limitado

de R™. Se u € Wol’p(Q) entao vale a estimativa
ul|zae) < Cl|Dul|rr o).

para cada ¢ € [1,p*], com a constante C' = C(n,p, q,(2). Em particular,

para cada 1 < p < oo temos que
lull e @) < Cl[Dul|Lr(@),
onde C' depende apenas de p,n e 2.

Observacao 2.2. Essa estimativa as vezes é chamada de desigualdade
de Poincaré. Em vista dessa estimativa, em Wy (Q) a norma || Dul|1»(q)

¢ equivalente a ||u||wir ().

Sejal < p < oo Sefe CYR), ff € L*(R) e u € WHP(Q) entao
foueWh(Q)e D(fou) = f(u)Du.

Seja 1l < p < oco. Se u € WH(Q) entao u™ = max{u,0} € WHr(Q).
Além disso,
Dt — Du, q.t.pem {u>0},
0, qtp {u<O0}

Seja 1 < p < o0o. Se 0 é conexo e u € WHP(Q) é tal que
Du=0 qtpem

entao u = ¢ é constante q.t.p em €.

13



14.

15.

16.

17.

18.

O Teorema de Rellich-Kondrachov:
Seja € um aberto limitado de R™ com fronteira C'. Suponha que 1 <
p < n. Entao

WhP(Q) cc LYQ)

para cada 1 < g < p* = %'

O teorema de Arzeld-Ascoli:

Seja €2 subconjunto de R™ e " CC Q. Suponha que {f;}?2, seja uma

sequéncia de funcoes fi : Q2 — R tais que

Suponha ainda que a familia {fy(z)} seja equicontinua, ou seja, para

cada € > 0 existe 6 > 0 tal que
[z —y| <d=|frl®) = frly)] <e Va,y€Q,VkeN.

Entao existem uma subsequéncia {fy, }52, C {fe}72; e f: Q@ — R tal
que

fr, = f uniformemente em .

Seja X um espagco de Banach reflexivo e suponha que a sequéncia {uy}32, C
X seja limitada. Entao existem uma subsequeéncia {uy, }52, C {ur}p2, e
u € X tais que

U, — U.

Observacao 2.3. Para cada 1 < p < 00, 0 espaco LP € reflexivo, pois
seu dual € o espago L1, onde é +§ = 1. Além disso, o espaco WP ¢

reflexivo.

O teorema de Mazur:
Seja X um espaco de Banach e C' C X um subconjunto convexo de X.
Entao C é fechado na topologia forte se e somente se C' é fechado na

topologia fraca.

De fundamental importancia serao os seguintes teoremas devidos a Mo-

ser, sendo os teoremas 8.17 e 8.22 em [5]:

14



Teorema 2.4. Se u € W2(Q) é uma subsolucio fraca da equacio umni-
formemente eliptica , entao, para qualquer bola B(y,2R) C Q e
p > 1 temos que

sup u < CR™™||[u"||Lo(n(y.2m)
B(y,R)

onde C = C(n, \,p). Analogamente, se u € W'2(Q) € uma supersolugdo

fraca de em €0 entao

sup (—u) < CR™™P||u”||o(By.2r)
B(y,R)

onde C = C(n, \,p).

Consequentemente,

Corolario 2.5. Caso u seja subsolugao fraca de temos que

1
p
sup u < C (][ luT|P das) .
B(y,R) B(y,2R)
Também podemos comparar supg, gyu com ||[u™||re(By.ory), onde 1 <
0 < 2, obtendo

sup u < C(p,n, A, 0) (][ lut|? dm)
B(y,R) B(y,0R)

Ainda vale o seguinte resultado:

=

Teorema 2.6. Se u € Wh2(Q) for uma solugao fraca da equagdio umni-
formemente eliptica , entao para qualquer bola B(y, Ry) e R < Ry
existem constantes 6 = §(n,\) e a = a(n) tais que
R (0%
05cB(y,R)U < 0 | = | 05CB(y,Ry)U-
Ry

Dai, tomando R = Ry/4, por exemplo, temos que existe uma constante

0 como acima tal que

08CB(y,Ry /AU < 0 0SCB(y,Ry) U-

15



19.

Observacao 2.7. As demonstragoes dos resultados acima usam apenas
que a matriz a;; satisfaz a condicao de elipticidade e que a;; € limitada.
Dai, ao longo do texto aplicamos os resultados acima para equacgoes da
forma

div{as;(Du(e))us, (@), = 0.

onde a;; € limitada, depende apenas de Du, e satisfaz a condigcdo de
elipticidade
0 <APIEP < Y P& < Ap)lef
ij=1
para quaisquer vetores & = (&1,...,&,) € R™ —{0},p € R™.

Teorema de Existéncia para EDP's quasilineares elipticas:

Teorema 2.8. Seja B(Ry) uma bola de raio Ry contida em R™, ¢ €
C2%(B(Ry)) e suponha que o operador quasilinear Q, escrito na forma
da divergéncia, seja eliptico em m x R x R"™ com coeficientes a;; €
C'(B(Ry)) x R x R™. Se existe uma constante M independente de u e
o tal que toda solu¢do de classe C**(B(Ry)) dos problemas de Dirichlet

Q(u) =0, em B(Ry),
u=o0p, em O0B(Ry), 0<o<1

satisfaca

|ul|le1(B(roy) = sup |u| + sup |Du| < M,
B(Ro) B(Ro)

entao seque que o problema

Q(u) =0, em B(Ry),
u=¢, em O0B(Ry),

é soluvel em CQQ( (Ro))-

Observagao 2.9. O teorema acima continua valendo se a;; € C*(B(Ry))x

R xR com0<a<l.

O teorema acima se trata de um principio do tipo Leray-Schauder, e

também vale para dominios limitados de fronteira C%“. Este teorema

16



pode ser generalizado para operadores elipticos quaisquer, e se trata do

Teorema 13.8 em [5].

As demonstracoes dos resultados deste capitulo se encontram em [3], [5] e [I.

17



Capitulo 3

Lemas Auxiliares

Nesse capitulo, provamos lemas que serao utilizados ao longo do trabalho.

Os dois primeiros estao demonstrados em [7]

Lema 3.1. Suponha que uma sequéncia vy, para l € {0, 1,2,

nao negativos satisfaca a relagao de recorréncia
Y1 < cbly T 1€{0,1,2,...},

onde c,€ e b sao constantes positivas, com b > 1. Entao,

at+ol-1 a+9l-1 1 (140!
yl -~ C € b €2 eyé +E)

Em particular, se
Yo < C*%b_e% =40

Entao
y < 0b

E portanto y; — 0 quando | — oo

Demonstragao: Usando (3.1)) para [ = 0, temos que

y1 < eypte

Portanto, (3.2)) é verdadeira para | = 1.

...}, de numeros

(3.1)

(3.5)

Suponhamos agora que exista algum Iy € {1,2,3,4,...} tal que (3.2) seja

18



verdadeira para [ = [y, ou seja,

(1+e)lo—1 (1+e);0_1710 (14¢)l0

Yy <c € b« <Y ) (3.6)

Entao, usando a hipétese (3.1]) concluimos que

1+e
olo—1 (4elo-1 1 l
lo, 1+e ! (+e) ~lo (1+e)'0
Yip+1 < by, < b <c e b 2 Yo

lo+1 lo+1_ .
_ Cl+<1+e> 01 -(14e) blo+<1+e> 062 (o) _lolte) (14c)lo+
= Yo

(1+e>lg+1—1b<1+e>’g+1—1_<lo€+1> (14€)lot?

=C

€

Portanto, (3.2)) é verdadeira para [ = [y + 1. Logo, a afirmagao (3.2) fica
demonstrada. Substituindo (3.3]) em (3.2)), obtemos que

€ L ( 5>l* (1+E)l
p <y ()
=T =0
E portanto y; — 0 quando | — oo. [ |

O seguinte lema, apesar de estar enunciado em [5] é provado e generalizado

apenas em [7], pagina 68.

Lema 3.2. Sejam wy,...wy € Wy,...,wN funcoes nao decrescentes em um
intervalo (0, Ro|. Suponha que existam constantes 6 > 0,0 <o <1e0<n<
1 tais que para cada 0 < R < Ry podemos encontrar r = r(R) € {1,2,...,N}

tal que
0o max wi(R) <wi(R) e (3.7)
W (nR) < 0, (R). (3.8)

Entao existem constantes positivas C = C(N, M, dq,0,m) e f = (N, M, o, 0,n)
tais que para cada i € {1,2,..., M}

wi(R) < C ( 1 >ﬂ max @i(Ry) (0< R < Ro)

Ry 1<i<N

Demonstragao: Seja R; < Ry. Das hip6teses do lema, obtemos r; =

ri(Ry) € {1,2,..., N} tal que valham (3.7)) e (3.8]). Portanto,

Wy (nB1) < ooy (Ry)
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Aplicando as hipoteses do lema para R = nR; obtemos que existe ry €
{1,2,..., N} tal que
@y (1 Ry) < oW, (nRy).-

Dai, obtemos uma sequéncia (r;) = (11,72, ...) formada por nimeros naturais

entre 1 e N tais que @, (7’ ~' Ry) satisfaca (3.7)) para qualquer j € N e

Wy (1" Ra) < oW (™ Ry).

Fixemos N, € N tal que Ny > 2N. No conjunto de nuimeros 71,72, ...,7N,—1

existem pelo menos (%W que coincidem com o mesmo valor [. Denotemos

esses por 1, = Ty, = ... =Ty = [, onde m > (%1 Considerando apenas

aqueles w,.; tais que j = py para algum k € {1,...,m}, concluimos que
j J g
W, (N"*Ry) < ooy, ("' Ry).

ou seja,

@™ Ry) < o@i(nP* ' Ry).

Como as fungoes w; sao nao decrescentes e pr, — 1 > pi_1, temos que
wi(n™ Ry) < o (™1 Ry).

Introduzindo a notacao

T, = wWi(nP* Ry),

temos que

U < OUp—1.

aNk
Multiplicando os dois lados da equacao acima por (%) , onde a é uma

constante a ser determinada, obtemos

1 cxNk_ 1 aNk
; U < 7—] OUk_1-

aNk
Defina agora vy = (% ;. Entao temos que
gora y "

1 aNk 1 aN(k—1+1) 1 aN
e < (5> OV—1 = <5) OVk—1 =0 (5) Yr—1- (3.9)
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Vamos escolher a de modo que

ou seja,

1 lno
a < Nﬁ
Dai, tomando
1 Ino
= Ny >
concluimos, de acordo com (3.9) que
Yk < Yk—1

e consequentemente

1 aN 1 alN
Y S Y1 = (—> v < <—) wi(Ry).
n n

Definindo
Wy = igllfy?(Nwi(Ro),
temos que
1 aN
Yp < (—) Wo-
n
E portanto
o (1>—aNk<1)aN
v < | — — wo-
n n
Seja
1 alN
C = <—) wo-
n
Entao

1 —aNk
se) ™
n

Mas por hipdtese, cada Ty satisfaz a equacao (3.7). Portanto,
WP Ry) _ C (1) M
wi(n™ Ry) < Wbl <= (_) .
do do \ 1

Mas por construgao Ny > p,,, > ’—%-‘, e w; ¢ uma funcao nao decrescente. Dai,

usando a inequagao acima, obtemos que



Ny _
N

No
C /1 —aN(32-1) O /1\N /1 0N
com=E ()60 ()
7 1)_50 n d0 \7 n

E portanto,
C 1 aN 77N2R1 a
(N2 Ry) < = = )
Wil F) < do <77) ( Ry )

Esta inequacao é valida para quaisquer 1 < i < M e para qualquer Ny > 2Nj.

Dai, como (%w > 1, obtemos que

Resta mostrar o resultado para valores de R que nao sejam da forma n™2R;.
Vamos dividir em dois casos.
Primeiro, para R < Rin*V', existe k € N, &k > 2N, tal que

Ry < R < nFRy,

ou seja,

Dai,

C (1\*N nle)“ (J<1)°‘N
wi(R) < w;(n*Ry) < = | = == ak

Mas note que

pois, da construcao de k temos que

C 1 alN Ra C 1 aN+1 R a
wi(R) < — | = =— (= — ] . 3.10
(&) do (77) n*RY 0o (77) (R1> (3.10)

Agora suponhamos que R > Rn?". Nesse caso, existe r € {1,2,... N} tal

Portanto,

que
wr(R) _ wo
do ~ o

=)

wi(R) <

Note que nesse caso vale que
2N
(7)) =
Ry n
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e portanto

e dal segue que

st () e

para cada Rin*¥ < R < R, < Ry. Juntando as inequacoes (3.10)) e (3.11))
obtemos que existe C' = C'(dg, 0,1, N, M) tal que para todo R < Ry < R, vale

que

wi(R) < Cuy <§)a | (3.12)

Dai, fixado R < Ry, podemos usar a inequacao anterior tomando R; =
1
R R3. Note que R < Ry < Ry. Assim, obtemos

R\ R\?
CUZ(R) < Cuwy ( T 1) = Cuwy <_) )
R R3 Ro

como queriamos demonstrar. [ |

Lema 3.3. Sejam 0 < 6, 1 < 1 nimeros positivos, e B(1) a bola de centro na
origem e raio 1, de volume w,. Analogamente, seja B(0) a bola de centro na
origem e raio 0. Seja u € WH(B(1)) tal que

{z € B(O)Ju =0} > ’“’2"". (3.13)

Entao existe C = C(u,0,n) > 0 tal que
/ u?de < C/ | Dul? da.
B(9) B(9)

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que o resultado do teorema seja

falso. Entdo, existe uma sequéncia de fungoes u;, € W1?(Bj) satisfazendo

(3.13) e tais que
/ ui dx > k:/ | Duy|? dz.
B(9) B()

, que continua satisfazendo (3.13). Dividindo ambos os

Defina v, =

o we
HUkHLQ(B(g))
lados da inequagao anterior por Huk||%2( B(s))» concluimos que

1> k/ | Duy|? d.
B(0)
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Portanto,

1
/ |Dug|? dz < —.
B(6) k

Portanto, {v;} forma uma sequéncia limitada com respeito a norma de Sobolev
de B(#). Dali, o teorema de Rellich-Kondrachov garante a existéncia de uma
subsequéncia, que vamos continuar denotando por vy, e de v € L?(B(0)) tais
que

vy = v em L*(B(6)).

Além disso, como W'%(B(6)) é de Hilbert, temos que toda sequéncia limitada
possui subsequéncia fracamente convergente. Portanto, da unicidade do limite

fraco, concluimos que v € WH2(B(0)) e
v v em L*(B()) e Dv,— Dv em L*(B(9)).

Mas como ||Dug||r2(pg)) — 0, temos que Dv = 0 q.t.p, e dai v é constante.
De fato, para cada ¢ € C3°(B(0)), vale

/ Dovdzx| = lim/ Dovy dx| =
B(6) k=00 Jp(g)
= | lim ¢Dvp dx| < lim/ |0 Dug| dz.

Usando a desigualdade de Holder,

/ Dov dx
B(6)

< lim {[]] 2By | Dkl |2 (80 = 0.
Portanto,
/ Dovdr =0 = / ¢0dx paratoda ¢ e C;°(B(6)).
B(6) B(0)

Logo, Dv = 0 q.t.p e dai v = ¢ é constante q.t.p. Mas como v, — v em
L*(B(0)) e ||vellr2(B9)) = 1, temos que ||v]|r2(p@) = 1 e portanto ¢ # 0. De

fato, por um lado, pela desigualdade triangular,

[vllz2(B0)) < v — vkllL2 B9y + 1.

Fazendo k — oo concluimos que

[0l z2(B(e)) < 1.
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Por outro lado,

L= Jvil|r2moy) < v = villr2moy + 0l L2B0))-

Fazendo k — oo concluimos que

L < [ollz2(s0)-
E dai fica provado que
ol 280y = 1

e que ¢ # 0. Mas convergéncia em L? implica em convergéncia em medida.

Dai, dado 0 < e < 55, deve existir ky € N tal que
{z € B(0) : |vp —v| > g}‘ < € paratodo k > k.
Mas como {z € B(0)|v;, = 0} C {z € B(0) : |vy, —v| > 5}, temos que

w
¢ < Hn

<erBwW%:ngerBwyh%—m>g}<g

o que é absurdo. [ |

Corolario 3.4. Sejam 0 < 0, 1 < 1 nimeros positivos, e B(R) a bola de centro

na origem e raio R, de volume w,R™. Seja u € W'?(B(R)) tal que

o, R™
5

[{z € B(OR)|u = 0} >

Entao existe C = C(u,0,n) > 0 tal que
/ u? dr < C’RQ/ | Dul? d.
B(OR) B(OR)

Demonstragao: Defina v : B(1) — R por v(z) = u(Rz). Vamos aplicar o
lema anterior para v. Tomando y = Rx e usando o teorema de mudanca de
variaveis, obtemos que

e e BOWw=0)| = |

ldx = / ~
{z€B(0)|v(z)=0} {yeB(OR)|u(y)=0} R 2

Dai, pelo teorema anterior,
/ v?dr < C’/ | Dv|? da.
B(9) B(9)
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Mas, pelo teorema de mudanga de variaveis,

2
/ Uzd:ﬁ:/ (u(Rzx))? da::/ uly) dy e
B(6) B(6) Bor) B

/ \Dv\Qd:I::/ \D(u(Rz))[? dz
B(0) B(9)
1

= RD(u(Rz))|* dz = R? —|D(u(y))[* dy.
/., 1BDG ) [ TP

Dai, concluimos que

2
1

/ uy) dy = / v? dr < C/ |Dv|* dv = C’RQ/ —|D(u(y))|* dy.
Beor " B(9) B(9) Bor) "

Logo,

A WN@SOW/ D(uly))P dy,

Byr

como queriamos demonstrar. [

Teorema 3.5. Suponha que u seja solugao fraca e que v seja uma supersolu¢ao
fraca da equagao
div(|DulPDu) + eAu=0 em K

tais que v > u em 0S). Se u e v forem continuas em €2, entao v > u em SQ.

Demonstragao: Sejam u,v € WHPT2(Q) fungoes que satisfagam as hipéteses
do teorema. Além disso, seja 6 > 0 um ndmero real qualquer. Seja Ds o

conjunto
Ds={x € Q:u(x) >v(x)+0d}.

Como temos que v > u em 0f2, temos que Ds CC Q. Dai a fungdo n =

(u — v — 6)T pertence ao conjunto Wy >(Q).

Como u é solucao e v é supersolucao, temos que

/Q (|Dul? + €) (Du, Dn) dz = 0
/Q(|DU|P + €) (Dv, D) dz > 0.
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Subtraindo essas equacoes obtemos
/ (|Du|? + €) (Du, Dn) dz — / (|Dv|? + €) (Dv, Dn) dz < 0.
Q Q

Mas como
Du— Dv, em Ds,
Dn =
0 em Q— Ds,

ficamos com
/ (|Du|? + €) (Du, Du — Dv) dx — / (|Dvl? + €) (Dv, Du — Dv) dx < 0,
Ds Ds

que se reescreve commo

/ (|Du|’ Du — |Dv|’ Dv, Du — Dv) dx + 6/ (Du — Dv, Du— Dv)dz < 0.
Ds Ds

(3.14)
No entanto, o integrando acima a esquerda é sempre nao negativo pois, pelas

desigualdades de Schwarz e de Cauchy, temos que

{|Du|P Du — |Dv|P Dv, Du — Dv) > |Du|P|Dul|* — (| Du|? + | Dv|?)| Du|| Dv|
+ | Dv[P| Dv?

Dul|? + |Dvl?
DU LD |

P _ p P _ p

> |Duf?|Dul? — (|Duf? + | Dop) (

2 2
_ (IDUIp — |Dof?

5 > (|Dul* — |Dvf*) > 0.

Portanto, as contas acima e a equagao (3.14)) implicam que
/ {|Dul’ Du — |Dv|? Dv, Du — Dv) + ¢€||Du — Dv||*dz =0 em Ds.
Ds

E portanto Du = Dv em Ds. Logo, Dn = 0 em (). Segue dai que n = ¢ é uma

constante, e portanto
u(z) =v(x) +C em Ds.
Como em 0D; temos que u — v = ¢, entao C' = § e portanto

u(z) =v(x)+0 em Ds.
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Além disso, da construcao de Ds, temos que
u(z) <wv(x)+46 em Q— Ds.
Juntando as duas iltimas equagoes, obtemos que
u(z) <v(x)+4d6 em Q.

Como 0 é arbitrario,
u(z) <wv(x) em Q,
como queriamos provar. [ |

O seguinte lema se encontra provado em [3], mas devido a sua importancia

nesse trabalho, daremos a demonstracao.

Lema 3.6. Sejam 1 <p < oo, f: Q=R e L} (Q) e f° sua molificagao. Se
V CcC 2 entao,

(i) |1 f N eeevy < | f]lLr() para € suficientemente pequeno.

(i) f€— fem L} (Q).

loc

Observagao 3.7. Observamos também que se u € WHP(Q) entdo
D = p.x D em €.

Isso, assim como este lema, estd demonstrado em [3].

Demonstragao: Seja W um aberto de R” tal que V. CC W CC (2. Note que
para cada x € V,

1

()] = /B( )pe(x—y)f(y)dy‘é/B( ” @ — y)ob (@ — ) f )] dy.

Usando a desigualdade de Holder, concluimos que

P

F)l < ( / =) dy) g ( / =l P dy)’l’,
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para todo x € V. Como a integral fB(x 0 p(z —y)dy = 1, temos que

)] < ( / =l P dy)”

Elevando ambos os lados da inequacgao acima na poténcia p e integrando em

V', concluimos que

/V|f€($)|pdwﬁ/v(/B(w,e)pg(x—y)lf(yﬂpdy) dz.

Mas para e suficientemente pequeno, B(x,e) C W para todo z € V. Logo,

[ @< [ ([ ote-niswra) i

Trocando a ordem das integrais, concluimos que

Jir@rae< [ [ o= isor i

E portanto,
“(x)|Pd P (r —y)dx | dy.
[ de < [ 15w ([ ot~ wac) ay
Logo,
“(x)|Pd P dy.
[ @< [ irwrd
e portanto,

[ ey < N feewy < ISl (3.15)

como queriamos provar. Para mostrar o segundo item, sejam V CC W CC ()
como no item anterior e 6 > 0. Como f € LP(W), existe uma funcéo continua
g € C(W) tal que

1f = glloowy < 0.

Além disso, note que para x € V e e suficientemente pequeno,

(f=9)(@) = [yn(z—y)(f —9)(y) dy = f(x) — g°(x).
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Ou seja,
(f—9)=f—g em V.
Dai, de (3.15)), temos que
<= g Mervy = [0 = 9 Moy < S = gllzeewry < 6.

Dai, pela desigualdade triangular, concluimos que

1f = flleeey S A= 9 Neevy + 119" = glleeoy + 11 = gllzevy-
E portanto,
I[f< = flleeevy <26 +|9° = gllervy-

Mas como g — g uniformemente em V' (esta propriedade foi citada no capitulo

anterior), temos que
9" = gllLrvy <0

para € suficientemente pequeno. Dali,
1f< = fllzeory < 30.
Como ¢ > 0 é qualquer, concluimos que
li € — =
lim [[ € = fllzevy = 0,
como queriamos provar. [ |

Agora provamos uma desigualdade de Poincaré. No lema abaixo B(R) indica

a bola centrada na origem e de raio R.

Lema 3.8. Seja A um niimero positivo e suponha que u € WY (B(R)). Existe
uma constante C' = C(n,p, A) tal que

(é(R) Ju(y)["” dy) ” <C (é w |uy)] dy + ]é . | Du(y)| dy) (3.16)

n

para qualquer bola de raio R < A, onde 1* = .

Demonstragao: Esse lema é uma aplicagao da desigualdade de Sobolev. Seja
v: B(1) — R dada por v(xz) = u(Rz). Aplicando a desigualdade de Sobolev

para v, temos que existe uma constante C' = C(n,p, B(1)) = C(n,p) tal que

||U||L1*(B(1)) < Clllwrr sy (3.17)
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Mas usando o teorema de mudanga de variaveis temos que
1
*

1* 1
||U||L1*(B(1)):(/ |U1d1') :(/ lu(Rz)[* dm) =
B(1) B(1)
) ot ([ o)
= —Ju(y)|” dy = u(y)|" dy
(., o s ([, 1o

Analogamente,
1
o[l By = o] dw = [u(Re)ldz = - |u(y)| dy.
B(1) B(1) B(R)
Além disso,

\|Dv||L1(B(1)):/ |Dv|d:c:/ \Du(Rx)|d:c:/ RIDun,(Rz)| da
B(1) B(1) B(1)

1 1
= Du(y)| dy = / Du(y)| dy.
L. metouwldy =g [ put)

De modo que, substituindo em (3.17)), obtemos que

1
%

1 / 1+ )1
1 u(y)|” dy
e ([, 1)

Ou seja,

1 1
<C —/ u(y)| dy + / Du(y dy).
(5 [, v+ s [ 1Dwts)

1
=

(f Ll w) <c(f Ll rf Dug) ).

Mas como R < A, concluimos que

1

(][ |u<y>|1*dy> sc(][ )l dy + f \Du(y)ldy),
B(R) B(R) B(R)

onde C' = C(n,p, A), como queriamos provar. [ |
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Capitulo 4
Estimativas Holder a priori

Ao longo deste capitulo, u é uma solucao fraca suave de
div (|[DulPDu) =0 (4.1)

em alguma bola B(Ry), que a partir de agora estd fixada. Seja K > 0 uma
constante positiva tal que

max |Du| < K. (4.2)
B(Ro)

O objetivo deste capitulo é mostrar que Du é uma funcao Holder continua na
bola B(Ry/2). A dificuldade se encontra em obter estimativas uniformes para
Du em torno de pontos onde | Du| é pequeno. Na se¢ao seguinte provaremos um
lema chave, o qual aplicaremos na secao posterior deste capitulo para obtermos
tais estimativas. Na tultima parte do capitulo estendemos esse resultado para
pontos quaisquer da bola B(Ry/2). Mais precisamente, provamos o seguinte

resultado:
Ezistem constantes Cs = Cs5(Ro,p,n, K) e 7 = 7(p,n) > 0 tais que
[DU]CT(B(RO/z)) < Cs.

Inicialmente, fixamos a seguinte notacao, que serd usada ao longo de todo o

capitulo. Defina para 0 < R < Ry

M (R) = max | Dul|
B(R)

32



ME(R) = +u,,, ke{l,2,...,
k (R) max +g,, para { n}

Entao, fixado 0 < R < Ry deve existir algum indice ¢ tal que

MH(R) > %M(R) (4.3)
M (R) > —— M(R). (4.4)

NG

Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que

L vr) > 0. (4.5)

NG

M (R) >

4.1 Dois lemas importantes

Conforme dito anteriormente, vamos estudar a regularidade de Du. O lema
a seguir é importante pois garante que Du satisfaz certa E.D.P, para a qual
vamos aplicar(na préxima se¢ao) o método de iteragoes de Moser, enunciado

nas preliminares.

Lema 4.1. Seja u uma solugdo fraca e de classe C* da E.D.P dada em
em B(Ry). Entdo para cada k € {1,2,...,n} temos que a fungio v = u,, €

solugao fraca da equagao

- Z (|Du|paijvmi)xj =0 em B(Ry), (4.6)

ij=1

onde os coeficientes a;; dependem apenas da derivada de u e sao dados por

(4.7)

o oy +p—%$f§, se  Du # 0,
v dij, se Du=0.

Demonstracao: Temos que

/ |Du|P{Du, Dn) dxz = 0
Q
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para cada fungao n € C§°(f2). Escrevendo € = {z € Q : Du(z) = 0} e
Qy ={z € Q: Du(x) # 0}, temos que

/Q |Du|P{Du, Dn) dxz = 0. (4.8)

Queremos provar que
/|Du| Ve, Nz, dx = 0.
1,j=1

Ou seja,

n

DulPa;;v,.m,. de = 0.
J i J

ij=1" 2

Como 7 é uma funcao de classe C*° de suporte compacto qualquer, podemos
fixar k € {1,2,...,n} e trocar n por n,, em (4.8), obtendo que

/ | Du|P{Du, Dns, ) dx = 0,
Qo

que se escreve coino

Z/Q | DulPuy, e, dz = 0.
j=1 7%

Integrando por partes, temos que

Z/ |Du|pu$3 Ty dz = 0.
Qo

Ou seja,

n

Z/Q <\Du|pu1jzk —|—pz \Du]p_Qumjuxiumk> Ne; dv =0,
j=1 7 i=1

e portanto

Z/ Z 3ij| DulPuy, s, + p|Du|P~2 Ug; Ugy, U, mk) Nz, dz = 0,

Q2 j—

e portanto v = u,, satisfaz a equacao

Z / 5Z]|Du|p + p|Du|P~ 2U$Ju$1) Vg, Na, dz = 0.

i,7=1
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Pondo |DuP em evidéncia, concluimos que v é solucao de

n

DulPa;;v,.n,. de =0,
J i ¥l

ij=1" 2

como queriamos demonstrar. [ |

Note que a matriz a;; satisfaz a condigao de elipticidade: Se { = (&,...,&,) €

R™, temos que

. o & uwiuxj - 2 <DU,£> 2
i;%'&fj = ;:1 (5@‘ +p Dul? > &G& =161 +p ( Dul > :
e portanto
€ < D ikl < L+ p)lEf (4.9)

1,j=1

Também observe que a matriz a;; ¢ limitada:

Yziug, | ‘2

| Dul? | Dul?

Agora estamos em condigoes de provar o seguinte lema, que é o objetivo da

|ai;] <105 +p | <1+p =1+p. (4.10)

secao. Ele garante que se u,, fica em média préxima de seu maximo numa
bola de raio R, entao u,, deve ser grande ao longo da bola de raio R/2. Isso

nos da um controle sobre a oscilacao de Du.

Lema 4.2. Seja 0 < R < Ry e suponha que M, (R) satisfaca . Entao

existe uma constante €y = €g(p,n) > 0 tal que se

(M (R) = ua) " < eMt(R)?
B(R)

entao

, M (R)
min u,, > .
B(§) 2

Demonstragao: Seja M; = M (R) e defina v = M; — u,,. Conforme o lema
, temos que v é solugao de (4.6)). Seja ¢ uma fungao de corte suave que se

anula fora de B(R) e seja
M,y

0<k< (4.11)
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uma constante a ser determinada. Vamos dividir a demonstragao em varios
passos.
Passo 1: Inicialmente, vamos mostrar que existe uma constante C' = C(n, p)

tal que

2
/‘ ) @Wﬂ%xSC/‘|DQ%@—kﬁ)¢u
B(R) M{k<v<k+=3L} B(R)

Para isso, multiplicamos a equacao(|4.6)) pela fungao teste adequada ¢*(v— k)™

e integramos, concluindo que

- Z / (aij|Du|pvmi)xj dx = 0.

1,j=1

Usando que ¢ = 0 fora de B(R) e integrando por partes, temos que

Z / +)x, a;;| DulPu,, dz = 0.

1,j=1
Logo,
2/ Clv—k)f aij| DulPvg, de = — Z/ (o, (v — k) aij| DufPu,, dz.
ij=17 B(R) ij=1

(4.12)

Vamos estimar por baixo o lado esquerdo da equagao acima. Lembrando que

Ty

Vg s tp se wv>k,
(v—k)f = o AP
0, qtp se v<k

e usando que a matriz a;; é uniformemente eliptica, conforme (4.9), temos que

n

Z / o — aZJ|Du|pvxl dr = / C?|Dul? Z QijUg, Vg, AT

1,j=1 B(R) N{v>k} ij=1

> / C?|DulP| Dv|? da.
B(R) N {v>k}

Portanto, concluimos que

Z v — )jaij|Du|pvmidx2/ C?|DulP|Dv)? dz.  (4.13)

=B B(R) {v>k}
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Agora vamos estimar por cima o lado direito de (4.12]). Usando a desigualdade

de Cauchy com € temos que para cada ¢ > 0

S [ qDcie = B al|DaP Do do <

ij=1" BR) N{v>k}
n 1 ) )

< [ (G De - 1) (Do) fagIDup d
2 ooy \ie ) J

ij=1

Mas por (4.10)), a matriz (a;;) é limitada por 1 4 p. Portanto,

S [ Dl - k) laslDul Dol do <
=1 BRN{v>k}

1
(1+p) / |D¢|? ((v — k)+)2 | DulP dx+
e JpRr)n{osk}

(1 +p)e/ C?|Dv|?| DulP da.
B(R)N{v>k}

Assim, substituindo esta desigualdade e (4.13]) em (4.12), concluimos que

(1— (1+p)e) / ¢\ Dol Dul? dx <
B(R) N{v>k}
1+4+p

/ IDCP (v — k)*)? | Duf? da.
4e  JB(R)N{v>k}

Assim, como € > 0 é arbritrario, podemos toma-lo de modo que 1—(p+1)e > 0.

Tomando € = m, concluimos que
/ CIDoPIDuP ds < (14 [ DCP (0= 1)')? [Duldo.
B(R) (M{v>k} B(R)
(4.14)
Mas entao
/ Do) Duf? dz < (1 +p)2M(R)p/ DCP (v — k)*)? do.
B(R) ({v>k} B(R)
(4.15)
Note que
/ | Dol Dul? dz < / CIDvP| Duf dz.  (4.16)
B(R) N{k<v<k+ML} B(R) N{v>k}

Agora, note que se v = M; —u,, < k+ %, entao podemos usar 1) e l)
para obtermos

3M, M,y 1
—k>—2>—M(R).
4 ~ 4 T 4yn (7)

Ugy >
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P
E portanto existe uma constante C' = C'(n,p) = <ﬁﬁ> > 0 tal que

M
|Du|? > CM(RY” em {k<wv<k+ Tl}.

Substituindo (4.16]) em (4.15]) e usando a estimativa acima, concluimos que

/ CEpoPdr<c | D (0 —K)) e, (417)
B(R) N{k<v<k+-+} B(R)

onde C' = C(n,p) é uma constante que depende apenas de n e de p.

Passo 2: Considere as fungoes ¢ : R — R dadas por

0, se x<k,

or(x) = x—k, se kgxgk—i-%,

My My
T ose x>k 4+ 7t

Assim, podemos escrever (4.17)) como

Dy (v)|? da < C/B(R) IDC2 (v — k)Y)’ da. (4.18)

B(R)

Aplicando a desigualdade de Sobolev para a fungao (¢ (v), obtemos uma cons-
tante C' = C(p,n) tal que

n—2

([ ntn®ar) " <c [ G
B(R) B(R)
= C/ | DCr(v) + CD (¢ (v)) [P da.
B(R)

Como (a + b)? < 2a* + 2b%, temos que

(/ <<¢k<v>>f”2dx)" <20 [ DCPoR(0) + Do)
B(R) B(R)

Usando (4.18)), temos que

n—2

([ wown@=ar) " <oc [ incpoiwa
B(R) B(R)
+20/ D¢ (v — k)*F) da.
B(R)

Como ¢x(v) < (v — k), concluimos que
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</B(R) (Cfbk(U))% da:) o < ma}%{ |Dg|20 ((U _ k)+)2 dr. (4.19)

B( B(R)
Passo 3: Até o momento nem k nem ( foram determinados. Agora, escolhe-

mos, param € {0,1,2,3,...}

e escolhemos também funcgoes de corte (,, tais que 0 < (,, < 1, (;, = 1 em
B(Rp41), Gn = 0 fora da bola B(R,,) e |D¢y,| < 2=, Reescrevendo (4.19)
para R = R,,, k = k,, e ( = (,,, temos que
(/ (Cnor, (V)72 dw) "< max ypcmPo/ (0 = k) ") da.
B(Rm) B(Rm) B(Rum)
(4.20)
Como B(Ruy1) € B(Rnm), (ndk,,(v) >0 e (n =1em B(R,41), temos

que

n—2

</B(Rm+1) (g, (v))72 d:p)n"2 < (/B(Rm) (Cnr, (V)72 dx)”. (4.21)

Substituindo (4.21]) em (4.20]) obtemos a seguinte desigualdade, que serd usada

posteriormente:

(Gr, (v)) 72 da B < 04—77; (0= k) ) da.  (4.22)
B(Rm 1) R

Passo 4: A ideia é aplicar o lema [3.1| para a sequéncia definida por

Jm = / ¢km(0)2dx.
B(Rm)

Para aplicarmos esse lema, precisamos verificar que J,,, satisfaz uma relacao
de recorréncia. Dali, precisamos estimar J,, 11 por cima em funcao de J,,,. Para

isso, aplicamos a desigualdade de Holder:

Iwa= [ (e < ( [ ot da:)
B(Rm+1) B(Rm+1)
< [{ € B(Rus1)lbn, 1 (v) > 0}

n—2

n
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Mas como ¢y, ., < ¢p,,, temos que

n—2

2n_ n 2
I = ([ o0 de) " X1 € BlBa)lon,u (0) > 0}
B(Rm+1)
(4.23)
Mas (4.22)) nos da uma estimativa para o termo a esquerda do lado direito da

inequacao acima. No entanto, ainda precisamos estimar por cima o termo

H{x € B(Rimi1)|Prynyr (V) > 0}]%.

Note que, como k11 — ki, = %, temos que

{z € B(Rui1)[ 0k, (0) > 0} = [{z € B(Rmy1)[v > kmsa }| =
1

(km+1 — km)2 /B;(Rm+1)ﬂ{v>k7n+l}
1

< /
(km+1 - km) B(Rm+1) {v>km+1}
1 4m+2 9

< - k) de = — ko)) d
T (kg1 — km)” /B(Rm) (v )') de M? Jp(r,) (v )') da

Substituindo a inequagao acima e (4.22)) em (4.23]), concluimos que

(ki1 — k) dz <

(v — k) ") da <

J <C4m/ (0 = ko) *)? da (4m+2/ ((v—k )*)de)i
m+1l > o - hm - hm .
* R? Jp(R,) M} Jpr,)

(4.24)

Agora, nos resta apenas estimar por cima o termo fB(Rm) ((v — k:m)+)2 dr em

funcao de J,,. Inicialmente, note que

Im = / Pre (V) de + / Ok, (v)2d
B(Rm)ﬂ{v<km+%} B(Rm) ﬂ{v>km+%}

(v = k)")* da + / %>2 dx

B(Rm) N{v>km+ 21} ( 4

(v — ko)) da + / (0 — b)) do

B(Rm) ({v>km+5

/B(Rm) N{v<knm+21}

<

/B<Rmm{v<km+%1}
:/ (v — ko)) d.

Ou seja, obtemos que

Im < /B(Rm) (v =kn)") da. (4.25)
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Mas precisamos da desigualdade no sentido contrario. Para isso, observe que

|uz,| < M(R) e portanto temos que

_1 < uxl uxl + km
- M(R) T M(R)
Logo,
Uy, + k
- =<2
M(R) —
Logo,

(0= Fon)*)? = (V1 = gy = i) )? < (M(R) = s, = bn))? =

. ((M(R) <1 - %)Y)Q < CM(R)2

Usando (4.5) ainda concluimos que em {v > k,, + 2}

(0= kn)*)” < CM(R)? < CM} < O} . (4.26)

Substituindo (4.26]) em (4.25)), temos que

T < / (0 — k) ") da =
B(Itm)

((v — km)+)2 dx + / ((v — km)+)2 dr <
B(Rm) {v>km+ 1}

< / P, (V) d + / Cr,, (v)%dx < C T,
B(Fom) o<k + 73t B(Rm) ({w>hkm+ 21}

4

/B(Rm) N{v<km+21}

Ou seja, obtemos que
I < / (v = k) ) da < C . (4.27)

Portanto, substituindo em (4.24)), concluimos que

4qm 4m o
Jmr1 < CﬁJm (C’WJm) .
E portanto

C’4(1+%)m 2
Im+1 < — X Jrln+”
R2M
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Ou seja existem constantes €, = C' e Cy = A% tais que

Jm+1 S 01024 v Jij‘%
ReM;

Portanto, a sequéncia J,,, satisfaz as hipéteses do Lemapara c=-"Y9 b=
R2ZM[®

Cy e e=2 Ouseja, se
n

Jy < / (v+)2 dr = / (M, — Ux1)+)2 dx
B(R) B(R)

n n2 RnMQ —ﬁ
<c?h T = —3L.C, F =e¢M?B(R)|

1

entao

¢y (v)2dz = lim J, = 0.

0 em B(£) e consequentemente maxp(r/2) v < 2. Logo,

Portanto, ¢ (v)
2

M,
My —uy,) < —.
) < 5
E portanto,
M,
max (—u,, ) < ——.
B(R/2) 2
Logo,
. M,
min (u,,) > —,
B(R/2) 2
o que conclui a demonstracao. [ |

4.2 Estimativas em torno de um ponto de de-

generacao

Nesta segdo vamos supor que B(Ry) seja centrada na origem e que
Du(0) = 0. (4.28)

O nosso objetivo é estimar o crescimento de M (R) a medida que R cresce.
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Lema 4.3. Supondo que valham as hipoteses € , existem constantes
0 <A\ p<1 tais que

{z € B(R)|us, (v) < AM{T(R)} > p|B(R)|, (4.29)

onde \, i1 dependem apenas de p e n.

Demonstragao: De novo seja M; = M, (R) e suponha que (4.29) seja falsa

para A e p a serem determinados. Entao,

((M1 — ux1)+)2 dz

2 fB(R)ﬂ{uw <AM1}
(My —up,) ") de = ! +
fon ) ()
+3\ 2
n fB(R)ﬂ{AMlﬁumlﬁMﬁ (M) —u,,)7)" do
|B(R)]
Note que se z € B(R) vale que
|M1 — Uz (I)’ - |g1(%}){um1 — Uz, <I>| < Il?(%})(uzl + |ur1 (I)| < 21&%})(”901 = 2M.

Logo, para C' = 4 vale que

2 C
(My —up,) ") de < ———— / M7 dax+
J S BER Somn cum
1 / o
|B(R)| JB(r) niAM: <uay <011 ( )
- OM3l{u, <MY
- wpR?

(1—N\)2M:.

Portanto existe uma constante C' = C'(n) tal que

2
F (@ =y 0 (Bt ).

Assim, se escolhermos A e u tais que
c((1- A+ 1) < eo,
segue da falsidade de (4.29) que

][ (M — ) ") da < OM2 (1= N + 1) < oM. (4.30)
B(R)
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Aplicando o lema e (4.5), concluimos que

M (R
min u,, > Il )>O,
B(%) 2
contradizendo a hipdtese (|4.28)) [ |

Agora estamos em condigoes de mostrar o seguinte resultado, que, junto com

o Lema |3.2| nos permite estimar por cima o crescimento de M (R).

Lema 4.4. Supondo que valham e , existe uma constante positiva

v="(p,n) <1 tal que
R
M (5) <YM (R).

Demonstragao: Denovo seja M; = M, (R) e defina para § > 0 a fungao
auxiliar

o(x) = ¢s(z) = (—log (%)Y para z < M.

Como
My, —xz+9 Mi(1—))
-1 - v - 1 e S
og( 1(1_)\))>0(:)0g( S >0&

( My(1— )

>1s x>0+ M
Ml—x—i-é) . + 7

temos que ¢(x) =0se z < § + M.
Note também que se § + M\ < 21 < x9 < My, entao

Mi(1 =) > glog( Mi(1—)\)

¢(z1) = log (m m) = ¢(x2).

E portanto ¢ é nao-decrescente.

Além disso, se x > 6 + M1\ temos que

, My —x+06 (( Mi(1—=X)\ M —2+6 M;(1—X) 1
(b(l'): = X 5 =
e portanto

#(x) = (ﬁ) = (@)
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E portanto ¢”(z) > 0 para todo x < My, xz # M\ + 6. Logo, ¢ é uma fungao
convexa.
Agora seja

w = ¢(u21)

Vamos dividir a demonstracao em trés passos relativamente independentes.

Passo 1: Note que
{z € B(R)lw =0} = [{z € B(R)|us, < MiA+3}] > {z € B(R)|ug, (z) < AM 1}
Portanto, do lema [£.3], temos que

{z € B(R)|lw = 0}| > ulB(R)|. (4.31)

Agora vamos mostrar a seguinte afirmagao: existe 6 = 0(u,n), % <6 <1tal
que .
[{ € BOR)w =0} > Sl B(R)|. (4.32)

De fato, se (4.32) for falsa, terfamos usando (4.31) que para qualquer 3 < 6 < 1
1 1
[{z € BOR)|w = 0}] < 5ulB(R)| < 5|{z € B(R)|w = 0}].
Entao, tomando 6,, = m?_l, temos que
1
{z € B0, R)|lw=0}| < 5\{m € B(R)|lw =0} paratodo m. (4.33)

Logo,

1
fmdr < —/ fdzx,
B(R) 2 /)

onde fr = XB@n.R) Nfw=0} © f = XBR)N{w=0;- Mas note que f; < fi;1 para

todo 7. Logo, podemos aplicar o teorema da convergéncia Mondtona e obter

/ lim f,,dex = lim fmdex.
B

Ou seja
{z € B(R)|lw =0}| = 11_1)11 {x € B(0,R)|w = 0}.

Mas por (4.33]) concluimos que

{r € B(R)|w=0}| < 5]{r € BR)w = 0}|
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Segue que
{z € B(R)lw =0} <0,

absurdo. Assim, a afirmacao (4.32)) fica provada. Dai, pelo Corolario

concluimos que

][ w?dr < C’R2][ |Dw|*dz, C = C(u,0,n). (4.34)
Byr

Bor

Passo 2: Como ¢ é convexa e v = u,, satisfaz (4.6) em B(R), temos que
w = ¢ o v é subsolugao fraca da equacao (4.6). De fato, como w,, = ¢'(v)v,,,
entdo para qualquer n € C5°(B(R)), temos que

Z/ aij| DulPwe,n,, dx = Z/ aij| DulP ¢’ (v)vg, 1, da. (4.35)
ij=1" B(R) ij=1" B(R)

Considere a funcao (x) = ¢'(v(z))n(x). Como 7 tem suporte compacto e

¢ (v(z)) é suave, temos que essa é uma funcao teste valida e
%:j = ¢//(U)U$jn + nxj(b/(U)‘
Logo,
nxj(b/(U) = %j - (b”(v)ijn'
Substituindo em (4.35)) temos que

Z / aij| DulPwe,n,, dx = Z / aij| DulPvg, 1y, dz—
B(R) B(R)

i,j=1 b,j=1

— Z/ aij| DulPvg, ¢ (v)vg,n da.
B(R)

2,j=1

Mas como v satisfaz a equagcao (4.6]), temos que o termo a esquerda da equagao
acima se anula. Usando também que a matriz a;; ¢ uniformemente eliptica e

que ¢" > 0, temos que

> [ aslDulun, de == [ PP @n Y oy, d <0
;=17 B(R) B(R) i1
(4.36)

Ou seja, w é uma subsolucao fraca da equacao

- (aileu|pviEi)x =0, em B(R)v (437)

J
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como queriamos provar. Agora observe que no conjunto onde w > 0, temos

que u,, > M. Portanto,
M(R)? < CM} < C|DulP < CM(R)?, (4.38)

o que nos mostra que |Du|P é limitado por cima e por baixo por CM(R)P
e M(R)?. Como podemos cancelar os termos envolvendo |DulP durante os
calculos, podemos aplicar o método de iteracao de Moser a equacao (4.37)).
Dai, pelo Corolario obtemos que

sup w? < C'][ w?dr, C=C(p,n,0). (4.39)
B(R/2) (OR)

Passo 3: Usando a equagao (4.36) e que ¢” = (¢')?, temos que

Z / aij| DulPwe,n,, dx = Z/ aij| DulP¢' (0)vg,n¢' (v)va, da.

i,7=1 i,7=1

Usando que w,, = ¢'(v)v,,, concluimos que

B(R)

i,j=1 i,j=1

para toda fungao teste n € C{°(B(R)). Escolha uma fungao de corte suave
¢ tal que g = 1 em B(6R), ¢ = 0 perto da fronteira de B(R), 0 < ( < 1le
D¢l < ¢

Z/ aij| DulP g, w,, de = — Z/ aij| DulPw,, (C?),, do.  (4.41)

3,j=1 3,j=1

) . Entao tomando n = ¢% em (4.40) obtemos

Agora vamos fazer estimativas do lado esquerdo e do lado direito da equagao

acima. De um lado,

_ Z/ ai| DulPw,, (), do = —2/ Z aij| Du|Pw,, (C, dx.

i,j=1 1]1

Do outro, aplicamos a condicao de elipticidade da matriz (a;;), obtendo

/ ZQ aij| DulPwg, w,, dx >/ C?|DulP| Dw|? da.

731
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Juntando essas duas estimativas em (4.41)), concluimos que

2 [ S aglputun ez [  CDuPIDul i

B(R) (52

Usando (4.38) podemos cortar os termos envolvendo |DulP. Logo,

—2/ Z Wy, (G, dr > C/ ¢} Dwl|? dx. (4.42)
B(R)

R)z] 1

Agora, vamos estimar por cima o lado esquerdo da equacao acima. Note que

—2/ Z 3wy, (Co, dr < 2/ ¢ Z ag;|Dw||D¢| .

zyl B(R) i,7=1

Como a matriz (a;;) é limitada por (1 + p), conforme (5.9), temos que

—2/ Za”wx (G, dz < 2(1 + p) / ¢|Dw|| D¢ dz.

z]l

Agora, usando a desigualdade de Cauchy com € a ser determinado, concluimos

que

D 2
2(1 +p)/B(R)C|Dw||DC|dx§ (1 -I—p)/ €C2|Dw|2+‘ f! s

B(R)
Usando essa estimativa em (4.42]) obtemos

129 CI2

(1—|—p)/ 2| Dwl? + 2oL 4y >c/ | Dw|? da.
B(R)

Logo,

(1 +p)/ D¢ dz > (C — (1 +p)€)/ C?|Dw|* du.
B(R) B(R)

€

Dai, tomando ¢ > 0 de modo que C' — (1 + p)e > 0, temos que existe uma

constante D > 0 tal que

/ |D§|2dx2D/ C?|Dwl|? da.
B(R) B(R)

Mas da construgao de ¢, temos que |D(| < e portanto

aT-0R O)R’
0

/ &Q)da; > D/ C?|Dwl|? dz.

Br) It B(R)
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Dai,

C(p,n,0) 1
5 >
R |B(R)| J5r)

Mas como ¢ =1 em B(#R) e 0 < <1 em B(R), temos que

C?|Dwl|? da.

C(p’—g"% z][ | Dw|? da. (4.43)
R B(OR)

Finalmente, juntando (4.39)), (4.34]) e (4.43) concluimos que

sup w® < Oy, Oy = C(p,n,0, ). (4.44)
B(%)

Lembrando da definigdo de w, a equagao acima siginifica que se x € B(R/2),

temos que M1 )
(1 —
w(z) = ¢(us,) = log (m) < Cy.
Dali, ML
Ml 1_( Uy ‘f‘)(s S 604'
Logo,

Uy, < My —e M1 = N)+6=M(1—e %1 —=N\)+6=vyM +9,

onde 0 < v = (1—e%(1—-))) < 1. Fazendo § — 0 (note que as constantes

acima nao dependem de ¢), obtemos que
R +
M, (5) < YM{(R).
[ |

Agora vamos usar o Lema [3.2] para obter o seguinte resultado, que é o objetivo

dos lemas anteriores.

Proposicao 4.5. Existem constantes C = C(p,n) e f = B(p,n) > 0 tais que
R B
M(R) < CK (R—) (0 < R < Ry),
0

onde K ¢ dado por .
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Demonstragao: Usando a notagao do Lema [3.2] vamos tomar

wi(R) = M(R), w=M"R) (i=1,...,n)
(R) (i=n+1,...,2n), M=1, N =2n,

=5 502%, o=+ (do Lema [4.4]).

Inicialmente, vamos checar que essas fungoes de fato satisfazem as hipoteses
do Lema . Do lema anterior e de (4.5)), temos que para cada 0 < R < Ry

existe ¢ € {1,...,n} e uma constante 7y tais que

%M(R) < M*(R) vparaalgum i=4(R) e {1,...,n}

Mii(g)gfny(R) para i dado acima.

Dali, as hipéteses do Lema [3.2] ficam satisfeitas. Aplicando esse lema, obtemos
constantes positivas C' = C(n,p) e f = (n,p) tais que

M(R) < C (ﬂy max ME(Ry) (0< R < Ro).

o) 1<i<n
E portanto, da definicao de K segue que
R B
M(R) < CK (R_> (0 < R < Ry),
0

como queriamos demonstrar. [ |
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4.3 Estimativas em torno de um ponto regular

Acabamos de conseguir uma estimativa para a oscilacao de Du em bolas
centradas em um ponto de degeneracao, onde Du = 0. Agora, vamos combinar
esse resultado com as estimativas de Moser para equacoes nao degeneradas e
obter uma estimativa Holder a priori para Du em todos os pontos interiores
de B(Ry/2).

Suponhamos novamente que u seja uma solugao suave da equagao
div (|[Du|PDu) =0
em alguma bola B(Ry) onde valha a estimativa

max |Du| < K.
B(Ro)

Nao vamos mais supor que necessariamente Du(xy) = 0. Agora provamos o

teorema enunciado no inicio do capitulo.
Teorema 4.6. Ezistem constantes Cs = Cs5(Ro,p,n, K) e T = 7(p,n) > 0 tais

que

[Dulcr(B(ro/2)) < Cs.

Demonstragao: De acordo com a Proposicao [4.5] Du é Holder continua com
expoente 5 em qualquer ponto zy € B(Ry/2) tal que Du(zy) = 0. Suponhamos
agora que xg € B(Ry/2) e

| Du(zo)| >0 (4.45)

Defina para k =1,2,...,n,0 < R < Ry/2

M(R) = max |Dul,

B(zo,R)
+ _
OSCB(z,R) Uz, = MAX Uy, — MiN Uy, = M,;F(R) + M, (R).

B(zo,R) B(zo,R)

Seja v < 1 a constante do Lema [4.4]

Seja Ry o supremo do conjunto de numeros 0 < R < Ry/2 tais que

Mi(E) < i) (4.46)
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FALHA para alguma escolha de k € {1,2,...,n} e e € {+,—} tais que

MY(R) > ——M(R) > 0. (4.47)

n

Dai devemos ter R; > 0, visto que se tivéssemos R; = 0, entao concluiriamos

novamente(aplicando o lema [3.2)) que

M(R) sc(%)ﬂ 0<r<™)

e dai Du(zg) = 0, contradizendo a hipdtese (|4.45]).
Dai, existe % < Ry < Ry tal que, digamos

My (Ry) > %M(R» >0 (4.48)

mas (4.46) FALHA para R = Ry, k = 1, e = +. Dai, temos que vale a hipdtese
do Lema isto é, existe uma constante €y = €5(p, n) tal que

2
][ (M (Rp) = a,)" < €My (Rp)”.
B(R2)

Isso acontece porque se a inequacao acima for falsa, podemos provar o Lema
, argumentando por absurdo de maneira analoga até concluir (4.30)), que
estamos supondo ser falsa. De posse do Lema [4.3] provamos o Lema [4.4] e

concluimos que (4.46)) é verdadeira, gerando um absurdo. Dai, podemos aplicar

o Lema[4.2] e obter
M (Ry) 1 1

Min - Uy, > =2 max u, > —=M(Ry) >0, 4.49
Blao,%2) 2 2 B(wo,R2) +  2y/n (Re) (4.49)

por (4.48). Agora, lembremos que v =u,, (k=1,...,n) satisfaz a equagao

- > (ay|Dufv,,), =0, em B(zo, Ry/2) (4.50)

ij=1
onde
(Sij +p#, se Du 7é 0,
Q;5 =
’ dij, se Du=0.
Usando (4.49) temos que

M(R3)? > |Du(x)? > (m>pM(R2)p em B(xg, R2/2),
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e portanto

P p (Du, §) ’ p 1 "
S aslpupse =10 <|5|2+p( o ))zwm 6 = (5 eMm) Ie

n

Além disso,

" | DuP e, < M(Ry) <\£|2 T ('D“"5'> ) — MR (1+ p)lE]>

— | Dul
Z7‘7
Ou seja,
NEP <Y ay|DulPgig; < plg]* (€ €RY)
.3
para
1 p
A=|—+M
()
e
5= M(Ro)'(1+p).
Note que
% — (14 p)2Pn?

¢ uma constante dependendo apenas de n e de p, que independe de Ry. Dai
podemos aplicar as estimativas de Moser (Teorema [2.6)) para a equacao (4.50)

e obtermos uma constante 6 = d(p,n) < 1 tal que

R
OSCB(zg, R/4) Uz, < 00SCB(zg,R) Uz, (0 < R < 72), k=1,...,n. (4.51)

Agora, aplicamos o Lema [3.2] com

wi(R) = W;(R) = 05CB(zo,R)Uz;» (1 =1,...,7)
w;=M" (R) (i=n+1n+2,...,2n)
w; =M,_,,(R) (i=2n+1,...,3n), M=mn, N =3n,

i—2n

1,
n= 87 0 — 2V6€7

Devemos checar que estamos nas hip6teses do Lema [3.2] independentemente

o = max{J,v}.

dos valores de R; e Ry para obtermos que se 0 < R < Ry/2, entdo existem

constantes positivas C' = C(p,n) e a = a(p,n) tais que

_ R \*° _
OSCB(zg, R) Uy, < C' 1I£2§nwi(RO/2) <m> (k=1,...,n). (4.52)
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Para isso devemos checar que para cada R < £ existe r = r(R) € {1,...,3n}

tal que

1
—— < W,
NG %12% OSCB(z0,R) Uz; < Wr(R) e

D) < max{ 1) (R).

Vamos dividir em dois casos: Se R* < R;, entao podemos tomar R, como
anteriormente e de modo que R* < Ry < R;. Dai obtemos de (4.51) que

0SCB(z,R/4) Uz, < OOSCRB(zg R Uz, (0 < R < %), k=1,...,n.
Em particular, para R = R*/2 temos que
OSCB(zq,R*/8) Uz, < OOSCB(zq,R*/2)Uz), < 00SCB(zg,R*)Uszy,, Kk =1,...,n.
Ou seja
Wr(R*/8) < dwi(R*), k=1,...,n.
Como a inequagao acima é valida para cada k € {1,2,...,n}, tome k* =

k*(R*) tal que

OSCB(zp, ) Uaye = INAX OSCB(ay, R*) Us;-

Dai, temos que

W (R*/8) < 0w (R”) < olg=(R”)

1
—— max 0sC AUy, < Wpr (RF
2\/ﬁ 1<i<n B(zo,R*)Uz; > Wk ( )7

e estamos nas hipoteses do Lema (3.2

Agora, se R* > Ry, entao existem k € {1,...,n} e e € {4, —} tais que

ME(RY) > %M(R*) >0

*

€ R € *
Mk(?) < yMi(RY).
Note que para cada i € {1,2,...,n},

OSCh(ag, m) e, = M;T(R7) + M (R") < 2M(R) < 2¢/nM(R").
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Logo, concluimos que para todo i € {1,2,...,n},
1
OSCRB(z0.R*
2\/% B( OvR )
Como também temos que

R* R* € * € *
g ) < Mk( 5 ) <’YM1<;(R ) < UMk;(R )7

fica provado que estamos na hipétese do Lema , e concluimos que vale (4.52]).

us, < M{(R).

Mi(—-

Além disso, da definicao de w; e do fato que 2% é uma constante que depende
apenas de p e de n, segue que
0SCRB(zo,R) Uz, < C (g)l%)oiﬂ | Dul| (1%) (0<R< %) (k=1,....n).
Dal, para cada = € B(Ry/2) tal que |Du(z)| # 0 vale que
OSCB(z,R) Uz, < C’rr(ljazzi) | Dul (}];0)0‘ (0<R< %) (k=1,...,n).
Pela Proposigao temos que nos pontos x € B(Ry/2) tais que Du(x) = 0
existem constantes C'= C(p,n) e B = B(p,n) > 0 tais que
R g
ér(lzag |Du| < CB(I;'EII%X/Z | Dul| <Eo> (0 < R < Ry/2).
E portanto
R B

ér(lax | D <C’]r3nax|Du| (Ro) (0 < R < Ry/2).
Para provar o Teorema 4.6, sejam z,y € B(Ry/2). Seja xy o centro da bola
B(Ry/2). Se |z —y| < £ entdo y € B(x, Ry/2) C B(zo, Ry). Como podemos
supor que |Du(z)| > 0 temos que

iy 0) = iy 0)] < 05y < C g 0l (220)7
B(Ro) Ry

e portanto

|Uzk (’Z)__yu’zk (y)’ < C(p,n,K, RO) (453)

Caso |z — y| > L2 e |Du(z)| > 0, entao para Rz = max{|z — zol, |y — 0|} <

Ho < |z — y| temos que

Rs
s (0) = iy 0)] < o5y, < C o Dl (722
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Logo,
(0~ 0, 0] < € s (] (121
0

B(R, RO
Consequentemente,
o (@) =W o) i Ry). (4.54)
|z =yl
Finalmente, caso |z — y| > %2 e [Du(zo)| = 0, entdo para R como acima
temos que
[ty () — Uy, (y)| <2 max |Du| < C max |Dul (R?’)ﬁ
T - Ug = X = X ol )
F kY B(xo,Rs) B(Ro) Ry
e portanto
S C(p7n7K7 RO) (455)
|z =yl

Juntando as estimativas (4.53)), (4.54) (4.55)) obtemos o resultado desejado

para 7 = min{a, §}. |
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Capitulo 5
O problema aproximado

No capitulo anterior obtivemos estimativas Holder para solucoes suaves da

equagcao
divl[DulPDu=0 em B(Ry), p>0

No entanto, nao conseguimos garantir a existéncia de solucoes suaves dessas
equagoes, conforme [§]. Felizmente, podemos considerar problemas aproxima-
dos, cujas solugoes denotaremos por uf, para os quais as estimativas feitas
no capitulo anterior se aplicam de maneira andloga. Na primeira secao deste
capitulo enunciamos esses resultados, e na seguinte provamos que tais proble-
mas aproximados realmente possuem solucoes suaves u€. Finalmente, obtemos
estimativas uniformes para u¢, que nos permitem estudar, no capitulo seis, a
funcao limite v = lim,_,q u*.
Seja B(Ry) uma bola de raio Ry, como no capitulo anterior. Dado € > 0, o ob-
jetivo desse capitulo é estudar o comportamento das solucoes u¢ do problema

aproximado

div (|Du|PDu) + eAu =0 em B(Ryp) (5.1)
que se escreve alternativamente como

div ((|DulP 4+ €)Du) =0 em B(Ry). (5.2)
A E.D.P acima é quasilinear e uniformemente eliptica, e portanto é possivel
provar a existéncia de solucoes suaves para essas equacoes, conforme feito

em [5]. Assim como no capitulo anterior, vamos comegar mostrando que as

derivadas parciais de u€ satisfazem uma E.D.P.
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5.1 Estimativas a priori do problema aproxi-

mado

Comegamos com o seguinte lema.

Lema 5.1. Sejam € > 0 e u® uma solu¢ao suave da E.D.P dada em .

Entao para cada k € {1,2,...,n} temos que a fun¢ao v = ug, € solugao da
equacao
— Z ((|Dul? + €)a5;v.,) =0 em  B(Ry), (5.3)
J
ij=1

onde os coeficientes ag; dependem apenas de € e da derivada de u e sao dados

por
| Du|P~?uy,u,,

@i =0 P |Dulp + ¢

v

(5.4)

Demonstragao: Para nao carregar a notagao, vamos omitir o superescrito €.

Derivando ([5.2)) com respeito a k-ésima coordenada, obtemos

e portanto

Z(«‘Duv) + E)u%‘)zk)xj =0

j=1

\E

((|IDul? + €) waz, + (|Dul? + o u%‘)xj =0
1

o,
3 |

(|Dul” + €) g 0y + p|Duf? 22%% M) —0
X

1 =1

J J

3

1

<.
Il

Zj

p |Du|p72u$iu1’j
]Du| +€ 6ij +p|Du|—p—|—e Uz, zy, ) =0

3,j=1 J

n

( 0ij (| Dul? + €) Uy, + p|DulP™ 2u$Lu$Ju$1$k)> =0
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em B(Ry) e portanto v = u,, satisfaz a equagao

n

Z ((|Dul? + €) aijvri)xj =0, (5.6)

ij=1
como queriamos demonstrar. [ |

Note que a matriz aj; satisfaz a condigao de elipticidade, com constantes que

nao dependem de e: Se &= (&,...,&) € R, temos que

- u | Du P2y, uy ) | Du|P~2(Du, £)?
Zawﬁé"] Z ( itp |Dul? + € G& = I +p |Dulp + €

ij=1 ij=1

e portanto, por Cauchy-Schwarz,

o SRR

€7 < Z ai;&i&; < €1 + p—r—

1,j=1

Também observe que a matriz af; ¢ uniformemente limitada em e:

| DulP~ 2y, u,, | DulP
— | < 1+ p—
|DulP + € |DulP + €

Este lema e o fato das matrizes (aj;) serem uniformemente limitadas em e indica

|ag;| < 1045+ p =1+p. (5.9)

que as estimativas feitas no capitulo anterior se repetem de maneira analoga
para a E.D.P (5.3)). Dai, é natural esperar que as fungdes u¢ sejam Holder-
continuas em B(Rj) com expoentes a = a.. No entanto, conseguimos estima-
tivas independentes de €, conforme as contas acima ja indicam, de modo que
a nao dependa de e. Vejamos agora lemas andlogos aos do capitulo anterior.
Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, defina para 0 < R < Ry

M (R) = max | Duf|
B(R)

M:k(R) = %1(&]%( tug,, para ke {l,2,...,n}

Entao, fixado 0 < R < Ry deve existir algum indice 7 tal que

MZ(R) > = M(R) (510
M- (R) > inMe(R). (5.11)
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Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que
1

Mauo>;FMmm > 0. (5.12)

Lema 5.2. Seja 0 < R < Ry. Entao existe uma constante €9 = €y(p,n) > 0,

tal que se
2
][ (M (R) —u,)" <eMF(R)?
B(R)
entao
. MA(R)
min u, > —————
B(B) 2

2

para qualquer € > 0 tal que M;’l(R) satisfaca .

Demonstragao: Seja My = M| (R) e defina v = My —ug, . Conforme o lema
, temos que v é solugao de (5.3)). Seja ¢ uma fungao de corte suave que se
anula fora de B(R) e seja

M,

0<k< = (5.13)

uma constante a ser determinada. Multiplicando (5.3) por ¢?(v — k)™ e inte-
grando, concluimos fazendo contas idénticas as da demonstracao do lema

que

/ C|Dv]? (|DuflP + €) dz < (14p)* (M(R)P + 6)/ |DC¢J? ((v — k)+)2 dzx.
(B) N{v>k}

B(R)
(5.14)
Note que
/ C2|Dv*(|DuflP +€) do < / C?|Dv|*(| DuflP +¢) da.
B(R) N{k<v<k+™M1} B(R) N{v>k}
(5.15)

Agora, note que se v = My —ug, <k+ %, entao podemos usar 1} e 1}

para obtermos

B M

n” 7y 1 7
= (s

M(R).

E portanto existe uma constante C' = C'(n, p) > > 0 tal que

M
|Duf|? > CM.(R)? m1{k<v<k+jf}
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Substituindo (5.15) em (5.14]) e usando a estimativa acima, concluimos que

/ Dofdr < c/ DCP (v — k) de,  (5.16)
B(R) N{k<v<k+--} B(R)

onde C' = C(n,p) é uma constante que depende apenas de n e de p. Como €

sumiu, a partir daqui a demonstracao do Lema é idéntica a do Lema [£.2]
|

De posse do lema [5.2] provamos o seguinte lema:

Lema 5.3. Supondo que B(Ry) esteja centrada na origem, que valha a hipdtese

e que
Du(0) = 0, (5.17)

existem constantes 0 < A\, u < 1 dependendo apenas de p e n tais que
{z € B(R)|ug, (x) < AMS (R)} > pB(R)], (5.18)

para cada 0 < R < Ry.

Demonstragao: Idéntica & do Lema [£.3] [ ]

E de posse de Lema |5.3| provamos que

Lema 5.4. Eziste uma constante positiva v = v(p,n) < 1 tal que

R
M;,rl (5) < ’VM;1<R)

para qualquer € > 0 tal que Du® satisfaca as hipoteses e .

Demonstracao: Idéntica & do Lema [£.4] A tnica diferenga é que o termo

M (R)? + € cancela ao longo das contas, ao invés do termo M (R)?. |

Daf usamos o Lema [3.2] para obter

Proposicao 5.5. Existem constantes C' = C(p,n) e f = B(p,n) > 0 tais que

B
M.(R) < CK. (Rﬁ) (0<R < Ry).
0

onde

K. = sup |Du‘|.
B(Ro)

para qualquer € > 0 tal que Du® satisfaca a hipdtese .
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Demonstracgao: Idéntica a da Proposicao [4.5 |

Finalmente, enunciamos o

Teorema 5.6. Ezistem constantes Cs = Cs5(Ro,p,n, K.) e a« = a(p,n) > 0
tais que
[Duf]caB(res2)) < Cs

para qualquer € > 0.

Demonstracao: Idéntica a prova do Teorema [4.6] |

5.2 Existéncia de solucao suave do problema

aproximado

Sejam B(Ry) uma bola centrada na origem e compactamente contida em

um aberto limitado 2 de R", u € WP*2(Q) solugao fraca da equagao
div|[DufPDu=0 em € (5.19)
e defina
g=gs=ps*u, 0>0

onde ps é o molificador usual, definido nas preliminares. Vamos supor que
B(Ry) CC Qs = {x € Q: dist (x,00) > 0}

e portanto

g9 € C=(B(R)).
Fixado € > 0 considere a E.D.P
div|Du P Duc + eAuc =0 em B(Ry), (5.20)
u* =g, em O0B(Ry).

O nosso objetivo é provar que essa equagao possui uma (dnica) solugao suave.

Para isto, considere o problema

{ div|Du|PDuc + eAuc =0 em B(Ry), (5.21)

u¢=o0g, em OB(Ry),
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onde 0 < ¢ < 1. O primeiro passo para isso, ¢ obter a seguinte estimativa a

priori.
Lema 5.7. Eziste uma constante C = C(Ry, ) tal que

max |Duf| < C
B(Ro)

se u¢ for uma solugao suave de . C' nao depende de € nem de o.

Demonstragao: Durante essa prova, para simplificar a notacao, vamos aban-

donar o superescrito €. Inicialmente, vamos provar que

max \Du! < Cl Cl(RQ,(S).
OB(Ro)

Para isso, escolha um ponto qualquer z* € 0B(Ry). Por meio de uma rotagao,

podemos supor que z* = (0,0,...,—Ry). Defina, para x = (z1,...,z,) €
B<R0>?
n—1
w(x) = —i—angl Jxi+o max |D?g| Zm + (T +Ro) = Mxn+Ro)?,

com e \ a serem determinados. Note que

div(IDwl?Dw) = 3" (w, | Dwp)s, = [Dwldw + 3 plDwl 2w, we,,

i=1 i,j=1

e portanto, pela definicao de w,

div(|Dw[P Dw) 4 eAw =2(|Dwl|? + €)((n — 1)o max |D?*g| — \)+

B(Ro)
n—1
p|Dw[P~2 ( (aw 2 max |D g|> - 2)\(wxn)2> :
7j=1
Assumindo por enquanto que
[wg, | > 1,
e notando que cada w,, ¢ limitado para j € {1,...,n — 1}, obtemos que existe

A > O(suficientemente grande) tal que

div(|Dw? Dw) + eAw < 0.
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De fato, basta tomar A de modo que A > (n — 1) maxp(g,) |D?g| e

n—1

2Awy, )2 > 22 >0 Y w? ;2 max |D?g|.
7 BlRo)

Como

Wy,

* 2 2
= 00, (") + 202; g%%zc) |D?g| < g(lgzg |Dg| + 2Ry 11;1%%?) |D?g| =
basta tomar

A > (n—1)C? max | D?%g|.
B(Ro)

Note que nem € nem o influem na escolha de \. Com A fixado, escolhemos

1> 0 de modo que
|wa, | = |1t = 2A(@n + Ro)| = 1,

e de modo que
w>og em O0B(Ry). (5.22)

Vejamos que de fato, (5.22)) ¢é satisfeita para p suficientemente grande. Para
isso, lembremos da expansao de Taylor com resto de Lagrange de og: para
cada x = (1,...,x,) € B(Ry), existe T = 2* + t(z* — x) para algum ¢ < 1 tal

que
* - * * g — * *
og(x) =0g(z*) + 0 Y o (a") (@i — a7) + §<D29($)(l’ —z7), (x —z")).
i=1
Dai,
<og(x*)+o . z; — ) + o max |D?gl ||z — z*||?
ole) < 09(e") 47350 0o = )+ s [Pl — )

+gzgmz )2 + 0Ga, (27)(Tn + Ro)+

n—1

+ 0 max | D? z3 + o max |D?g|(x, + Ro)?

max || § max | D 0)

= w(®) + (095, («") = W) (@ + Ro) + (o max |D*g| + A) (@ + Ro)™
0

Como A ja estd fixado, basta tomar p de modo que

(09a, (2%) = p)(x + Ro) + (o max ID%g| + \)(z+ Rp)*<0 V—Ry<z<R,,
0
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ou seja,
(—0gs, (%) + p)x > (o g%%x) |D?g| + N)2® V0 <z < 2Ry,
0

o que é possivel(note que fixados b, & > 0 vale que at > bt? para todo t € [0, o,

desde que a > ba). Dai nesse caso,
(=0ge, (x") + p1) > 2(0 max | D*g| + \) Ry
B(Ro)

e portanto devemos tomar 1 de modo que

p > 2(0 max |D*g| + \) Ry + 0gs, (z7).

B(Ro)
Portanto, basta escolher
> 2(max |D?*g| + ARy + max |D

i 2 2max |D7g| + A)Bo + max [ D]

para termos que

w>og em O0B(Ry)

div(|Dw|P Dw) + eAw < 0.

Dai, pelo teorema , temos que w > u em B(Ry). Logo, como w(z*) =

og(x*) = u(x*), temos que

ou . u(x* + he,) — u(x*) < ow

Mas como o vetor normal aponta no sentido contrario, obtemos que

ou ow
_ * > _ * — .
877(95 ) > o (%) = —p

Como —u ¢ solugao da equagao

div|Du|PDuc + eAuc =0 em B(Ryp),
u¢=—og, em O0B(Ry),

o mesmo método se aplica, e obtemos uma outra constante, uo tal que

au > an

TR RGO R
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e portanto
ou,
a—n(ﬂﬁ ) < pa.
Como z* € OB(Ry) ¢ arbitréario, conseguimos uma limitagdo por cima e por
baixo para (‘89_:;‘ Como as derivadas tangenciais de u coincidem com as derivadas
tangenciais de g, concluimos que existe C; = C(Rp,0) tal que
max |Du| < Cy = C1(Ry, 9).

0B(Ro)

Para obter uma estimativa global, vamos derivar a equagao (|5.21)) com respeito

a k-ésima ordenada, obtendo, pelo Lema [5.1] que u,, satisfaz a equacao

-> ((\Duyue)a;uw)% =0 em B(Ry),

ij=1

onde

¢ |Du|p72u$iu$‘j
GNP e
Ou seja,

n

- Z ((|Du|p + e)uﬂﬁk%)xl - Z (plDu|p_2uIiuxjuxk$i)xj =0 em B(RO)

i=1 ij=1
e dai ficamos com
- Z (85| DulPig, o, + I DU’ g, g, Ugy,), — €Ay, =0 em  B(Ryp),
ij=1 ’

concluindo que

- Z (aij|Du\puxkxi)$j —€eAu,, =0, em B(Ry). (5.23)

ij=1
onde os coeficientes a;; foram definidos no lema e sao dados por
Wy +p%, se Du#0,
;i =
’ dij, se Du=0.

Multiplicando (5.23)) por v = (u,, — C1)™", onde C; é dado pela afirmagao que

acabamos de provar, e integrando, obtemos (note que v = 0 em 0B(Ry))

/B(Ro)

Z (aij|Du|pu$k%)Ij vdr — 6/ vAu,, dr = 0.

ij=1 B(Ro)
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E dai, integrando por partes,

/B(Ro)

n

n
g ij| DulPUg, o0z, do + e/ E Uz, Va; AT = 0.

ij=1 B(Ro) j—1
Como
o 0, em {u, <Ci},
x5 T
uxkxjv em {uxk > Cl}a
temos que
n
2
/ Z ij| DulPtg, oty 2, d + 6/ |Duy, |* dx = 0.
{qu >C1} i,j=1 {u1k>01}

Mas usando a condigao de elipticidade de a;;, obtemos que

0 :/ Z ij| DulPtg, o, Uy, d + 6/ | Du,, | dv >
{ua, >C1} ;521 {ue, >C1}
/ \Du]p\Dukadx—i—e/ |Du,, |* dz = 0.
{uz, >C1} {uz, >C1}
Ou seja,

/ | Dy, |> dz = 0
{uxk>C1}

{ug, > C1} =0, ke{l,2,....,n}.

e portanto,

Tomando a fungao teste v = —u,, + i, concluimos de modo analogo que
H{—uz > Ci}| =0, ke{l,2,....n}.
Portanto —C < u,, < Cy em B(Ry), como queriamos provar.

De posse dessa estimativa, podemos finalmente provar o

Lema 5.8. O problema possut uma unica solugao suave.
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Demonstracao: Note que o problema ((5.20]) pode ser escrito como

Z((|Du|p + €U, )a; =0
j=1

> (IDul” + €) g, + (|Duf’ +€), up, =0

j=1

Z (’Du|p + 6) Ug;jz; + p|Du|p_2 Z Ug; gz Uz = 0

=1 i=1

Z <Z (5” (|DU|p + 6) Uz;z; +p|Du|p_2uCCiuxjuaﬂil‘j)> -
j=1 \i=1

i (lD ’p + ) S + ’Du|p—2umu% _0

ij=1 T\ |Dulp + € Haoizy | =1

Ou seja, estamos lidando com a equacao quasilinear

Qu) = >0 aij(Du)ug; =0 em  B(Ry), (5.24)
u¢=g, em O0B(Ryp),
onde pl—?
P" pip;
(D) = (lplP 54l Py
ao(®) = (ol +0) (34 p B P02
para cada p = (p1,...,p,) € R". A matriz [a;;] satisfaz a condicao de eliptici-

dade. De fato,

n

> " ai(p)&i; = (IplP + ©) [€]° + plplP*(p, §)* > el¢” > 0,

1,j=1

n

> aii(p)&& < (IpI” + )€ + plpPIEl® = ((p+ PP + o) €%,

ij=1

e portanto o operador () ¢ eliptico em R™. Note que os coeficientes a;; € CP(R")
se 0 <p<1leay;€ CR" caso p > 1, e que pelo lema anterior podemos
aplicar o teorema para a E.D.P quasilinear eliptica dada por (5.24]). Dai
fica provado que o problema possui solucao suave. Segue da teoria de
Célculo Variacional que esta solugao é tnica (esse problema é a equagao de

Euler-Lagrange associada a um funcional estritamente convexo). [ |
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5.3 Estimativas uniformes para solucoes do pro-
blema aproximado

O seguinte teorema sera um dos pilares da demonstracao do teorema final.
E ele que nos da boas propriedades para a fungao limite v = lim, ,ouc. O
primeiro item deste teorema garante que as normas LP*? das funcoes Du sao
uniformememente limitadas. Isso vai ajudar a mostrar que a sequéncia {u} é
uniformemente limitada na norma de Sobolev. Ja o segundo item garante que
K. = maxpg,/2) | Duf| (definido na Proposigao ¢ uniformemente limitado,

de modo que a constante C5 do Teorema [5.6| seja uniformemente limitada em

e. Note que as estimativas a seguir nao dependem de g, e portanto, de 9.

Teorema 5.9. Sejam u solugao fraca da equagdo e u¢ solugao da

equacao . Entao,

(i)
/ |Duf|Pt? do < C (/ | DulP*? da + 1) (5.25)
B(Ro) Q

para alguma constante C = C(Ry).

(i1) Existe uma constante C7 = C7(Ry) tal que
max |Duf| < Cr

B(Ro/2)

para alguma constante C7 = C7(Ry). As constantes aqui nao dependem

de € nem de 9.

Demonstragao: Como u¢ é solugao de ((5.20)), temos que
/ (|DWJP + €) Due, D) dz = 0
B(Ro)

para qualquer n € VVO1 P(B(Ryp)). Escolhendo n = u¢ — g obtemos que

/ ((|Du‘lP 4+ €) Duf, Du® — Dg) dx = 0.
B(Ro)
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E portanto

/ (|Du€|p+e)|puf|2dx_/ (DUl + €) (Duf, Dg) dz. (5.26)
B(Ro) B(Ro)

Agora, vamos estimar por cima o lado direito da equagao acima.

/ (|Duf|P + €) (Duf, Dg) dx < / (|Duf|? + €) | Duf||Dg| dx.
B(Ro) B(Ro)
e|2

+ ‘Dgl

Mas como |Duf||Dg| < |D“ , temos que

Dus 2 D 2
/ (|Duf|P + €) |Duf||Dg| dx < / (|Duf|P + ¢) (| v + Dyl > dx.
B(Ro) B(Ro) 2 2
Dai, substituindo em ([5.26)), temos que
1 1
(1-— —)/ (|DuflP + €) | Duf]* dax < —/ (|Du‘|P + €) | Dg|? da.
2 B(Ro) 2 B(Ro)
E portanto
/ (DUl + ¢) | Du|? da < / (IDw + ¢) |DgPdz.  (5.27)
B(Ro) B(Ro)

Mas note que pela desigualdade de Holder temos que

7 7
/ | Duf|P|Dg|* dw < (/ | Duc|P+? dx) (/ |Dg|P*2 dzx) :
B(Ro) B(Ro) B(Ro)

Dai, pela desigualdade de Young com ¢, para v > 0 a ser determinado temos

que

pt2

/‘Y

[ i an < 25 [ e —2
B(Ro) D+ 2

2 Jp(ro) (p+2)y7 JBRo)
Substituindo em ([5.27)) obtemos que

|Dg|P*2 du.

P+2

/ (1Dul + ) [Du2de < P2 [ |Dusr*? dat
B(Ro) P+ 2 Jpry

9
—_— |Dg|P*2 dw+e/ |Dg|* d.
(p+2)72 JB(R) B(Ry)

Portanto,

p+2

(1— ]w—p)/ | Du‘ P2 dx: +/ e|Duf* dx <
B(Ro) B(Ro)

p+2

2
— | Dg|P+? dx+e/ |Dg|? da.
(p+2)y2 JB(R) B(Ro)
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Tomando v = y(p) de modo que

pyro_ 1

temos que

1
1 / | Du P2 dr + / | Du2 dae <C/(p) / |Dg|P*? dat
2 B(Ro) B(Ro) B(Ro)

e/ |Dg|? da.
B(Ro)

Como C(p) certamente é maior que 1, e como € > €/2, temos que

/ | Duf [P+ dx—l—/ e| Duf|* dv <
B(Ro) B(Ro)

2C (p) (/ |Dg|P*2 da + 6/ |Dg|? dx) .
B(Ro) B(Ro)

Logo,
/ (|DusP + €) | Duf|* do < C/ (|Dg|? + €) |Dg|* d. (5.28)
B(Ro) B(Ro)

Agora, note que pela desigualdade de Holder,

[ pgtacs ([ (0ot ae) il
B(Ro) B(Ro)

2

2 »
/ |Dg|2dxs(/ |Dg|p+2da:) B(Ry)|7.
B(Ro) B(Rop)

Substituindo em ({5.28)), obtemos que (como podemos supor € < 1, ele acaba

Logo,

sendo absorvido pela constante)

/ (|DufP + €) | Duf|? do < C’/ |Dg|p+2dx—|—06/ |Dg|?* dz
B(Ro) B(Ro) B(Ro)

2
iz
< C’/ |Dg|P*? dx + D (/ |Dg|P*? d;z:)
B(Ro) B(Ro)

=C (HDgHi—;Ez + DHDQH%pH) .

Estudando o comportamento da funcao f(t) = t**2 + Ct?, vemos que f(t) <
P2+ Cse0<t<le f(t) < CytPt? se t > 1. Dali, seja qual for o valor de t,
temos que f(t) < C(t#*? 4+ 1). Daf concluimos que

/ (IDuP + €) | D2 dz < C (/ Dyl dz + 1) |
B(Ro) B(Ro)
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Mas como Dg = ns * Du, temos do Lema [3.6] que

/ (|Duf|P + €) |Duf? dx < C (/ | DulP*2 dx + 1) :
B(Ro) Q

como querfamos demonstrar. Agora provemos o item (ii). Vamos dividir a

demonstracao em alguns passos. Inicialmente, da equagao ([5.23)), temos que

- Z (aij|Du6|pu;kmi)m_ —€Auy, =0, em B(Ry),

,j=1

ou seja,

_ Z (ay| D[P, . + eéijugkxi)xj =0, em B(Ry).

ij=1
Gostariamos de escrever que
_ E P _
((CL’LJ |D |p 1]) ‘DU ‘ ua:kx > - 07
1,j=1 Tj

mas o termo D - fica ilimitado perto dos pontos tais que |Du| = 0. Com

Du
isso em mente, deﬁnlmos

W =W, ={xz € B(Ry) : |Du(x)| > 1},

e temos que ug, satisfaz a equagao

- Z i1 Duf |pu$kx) .= 0 em W, (5.29)

1,j=1

onde

by = b = ay + — 6, = T S P
T i \D € |DUE|2 | Duc|p !

Dai note que

Dus 2
i < Sbuies =pl Tl (oo 1) 6 < e+ DIEE (530

em W. Note que, apesar dos coeficientes b;; naturalmente dependerem de e,
as estimativas acima nao dependem (podemos tomar € < 1 na desigualdade a

direita). Também note que

lbij| <p+e+1 em W. (5.31)
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Defina agora a funcao auxiliar

w(x) = we(z) = |Du(z) [P

Dai,
k=1
Portanto,
— Z (bijws,),, = —(p+2) Z <bij|Du€|pZu;ku;izk> . (5.33)
ij=1 ij=1 k i

Dai, passando o somatério em k para fora e derivando com respeito a x; ,

temos que
n n n
i,j=1 E \ij=1 ij=1

Mas como ug, satisfaz 1} temos que a parcela direita da equagao acima se

anula, e dai obtemos
i,j=1 k 2,j=1

Mas pela condicao de elipticidade ([5.30]), concluimos que

> by |Du P, us,, > | DullP|Dug, . (5.35)

ij=1
Somando em k, temos que
2 (Z leu|u> > |Dup| D2t > 0.
k=1 \ij=1
E portanto, por (5.34))
ij=1
Defina dai v = (w — 1)*. Da defini¢ao de W, temos que v = 0 fora de W.

Além disso,

0, qtpem {w<1}={|Du(2)|P*? <1} ={|Du(z)| <1},
Uy, =
Wy, qt.pem {w>1}.
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Dai v,, = 0 q.t.p fora de W, e portanto

ij=1
no sentido fraco, ou seja, para cada n € C§°(B(Rp)) com n > 0 em B(Ry) vale
que
/ Z bijUz e, dz <0 em  B(Ry).
(Ro) ij=1
Dai, podemos aplicar o método da iteracao de Moser para essa equacao e obter,
do Corolario 2.5 que

Q=

max v < C(q) <][ v? dw) para todo ¢ > 1. (5.36)
(3Ro/4)

B(Ro/2)

Dai, tomemos
n

:1*: .
¢ n—1

Aplicando o Lema [3.8 (com A = diam (2) temos que

1

1*
(][ o' dx) < O][ |Dv| + v dx, (5.37)
B(3Ro/4) B(3Ro/4)

onde C'= C(n). Mas da equagao ([5.32)), temos que

n

wxi_(p+2>]D P () (u5,)" = (p”)\p P (|Duc]? + | Dus, |?) .

Tk TiTk
k=1

E portanto,

(p+2)

|Dw| < ——2|Du‘]” (|Du‘]* + |D*u[?) .

Como |Dv| < |Dw| em B(3R0/4) e v = max{|Du‘[P*? — 1,0} < |Duc[Pt?
temos, usando ((5.37)) que

1
* = 2
B(3Ro/4) B(3Ro/4 2

ou seja,

(][ vt da:) < C’][ | Duf[PT2 + | DufP| D*uf|? da. (5.38)
B(3Ro/4) B(3Ro/4)
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Por ultimo, juntando as equagoes ((5.34) e (5.33]), obtemos que
> (byj| Duc[Pug, u mk) ( > byl Du€|pu;kmju;imk) em W. (5.39)
irj,k=1 irj k=1

Multiplicando a equacao (5.39)) por (2, onde ¢ uma fungao de corte suave tal

que 0 < ¢ <1,¢=1em B(3Ry/4), ¢ = 0 perto de dB(Ry) e |D(| < R%,

obtemos

/ Cz b”'D'U/ ‘purk .Z‘.Z‘k) dl' = /‘;VCZ ( Z bl]‘Dueypu;kx]u;Zxk> dx
1,5,k=1 i,9,k=1
(5.40)

Vamos estimar as integrais acima. Comecemos pelo lado direito. Pela equacao

(5.35)), temos que
/¢ (Z by D P ) toz [ pupiptan (san

7, k=1

Agora, estimemos o lado esquerdo. Integrando por partes, obtemos que

/ ( Z b”|Du |pu93k zﬂﬁk - _2/ Z CchbZJ|Du |pu93k Iwk

1,7,k=1 2,7,k=1

+/ ¢ bij| DuclPug, us, , 17 dS
OWNB(Ro) Z ’ BT

i,5,k=1
P J
—i—/ E bij| Duc|Pug, ug, , ' dS,
anaB(RO) el
onde v = (v!,... ") é o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de

W. Como em OB(Ry) temos que ¢ = 0, a integral sobre W N IB(R,) acima
se anula.

Estimemos a integral sobre OW N B(Ry). Como OW N B(Ry) = {x € B(Ry) :
|Duf| = 1} = {x € B(Ryp) : w = 1}, temos que

Vw

ul

O sinal negativo se justifica pois o vetor gradiente aponta na direcao de maior

v=—

crescimento da funcao. Portanto, Vw aponta para o interior de W, e o sinal

negativo fica justificado. Dal,

¢? bij| Duc|Pus, xxl/de:—/
/avva(Ro) Z 7 BT

Py OWNB(Ry) Py

Wy, dS.

l] a:k J; Ik

(5.42)
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Mas por ((5.32)) temos que
n n

k=1 k=1

e portanto a equacao (5.42) se reduz a

_ ¢ bwwxg / ¢Pbijwa, ( Wa; )
Z /avaB Zu” Uaia Z P p+2 a5

i,j=1 ij=1 WNB(Rp) ’DU}’

Mas de (j5.30)), temos que

¢? . / ¢?
_ S S pwaw,, dS < — S _|puw|ds <o.
/avva(RO) (p +2)|Dw| Z; ! OWNB(Ro) (»+2)

Concluimos que

¢? bij| DuclPug, us, , 17 dS <0,
/8WOB(R0) Z ’ BT

i,5,k=1

de modo que

/ C2 bl]‘Du ’pul‘k xxk d:U < 2/ Z CCCCJb’L]‘Du ’puxk g Ctk

i,5,k=1 i,5,k=1

Dai, tomando o médulo do lado direito e usando ([5.31]) obtemos

/ S (alDuli e, de < 21pe / ¢IDC||DuelP| D D2 d

i,5,k=1

Supondo que € < 1 temos que (1 +p+€) < 2+ p. Ainda note que
2(2+) [ ¢IDC|IDuP DDA d =
w
2(2 +p)/ (| Duc 5[ D*u|)(| D¢ Duc| 2| Duc|) da
w

Aplicando a desigualdade de Cauchy com €, temos, para 5 > 0 a ser determi-

nado, que
2(2 +p)/ (¢|Du || D*uc|)(| DE]| Duc| 2| Duc|) da
W

<(@2+p) /W B(C|DucP| D2 P) di + (2 + p) /W %<|D<|2|Du€|p|Du€|2>dx
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Portanto,

[ ¢S tolDupi ), do < 8@+ [ (CDwPIDAR) dos

i,5,k=1

(2+p) 2 €|p €2
= /W<|D4| DuP| Dut?) de

Substituindo a estimativa acima e ([5.41)) em ([5.40]) concluimos que

(1-(2+p)8) /W | D Pl D P de <

2
P De| Dl da.
s Jw
Tomando (> 0 de modo que 1 — (24 p)S = 3, ou seja,
1
b= 2(2+p)’

temos que
v w

Dai, da defini¢ao de (, temos que
4(2 2
/ | Duf|P| D*uf|* dw < (;2]?)/ |Duf|Pt?dz.  (5.43)
WNB(3Ro/4) Ry WNB(Ro)

Reunindo (5.36)) e (5.38)), e usando que v = 0 fora de W, concluimos que

1

1*
max | Duf|Pt? < C(][ vt dx) SC’][ |Dv| +vdx =
B(Ro/2) B(3Ro/4) B(3Ro/4)

C C
= — |Dv| +vdr < — | Duf P2 + | Duf|P| D*uf|? da.
RE Jwob(3Ro ) 0 JWNB(3Ro/4)

Portanto, por (5.43)),

C
max | Duf|Pt? < . / | Duf|P*? da
B(Ro/2) R6™ JwnB(Rro)

e portanto,

C
max |Du Pt < —— / | Duf|P+? da.
B(Ro/2) By JB(ro)

Usando o primeiro item do lema [5.9] temos que

max | Du‘|PT? < ¢ (/ | DulP*? dx + 1) = (.
Q

B(Ro/2) - Ry

Dai o teorema fica provado. [ |
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Capitulo 6
O teorema final

Finalmente, podemos provar o principal teorema da dissertagao.
Teorema 6.1. Suponha que u € WIPT2(Q) € uma solugdo fraca de
div(|]Du|’Du) =0 em Q.

Entao eziste uma constante a = a(p,n) > 0 e, para cada Q) CC , existe uma

constante C() = C(Y,p,n, ||ullwir+2)) tal que

max |Dul < C(Q)

[Dulcagen < C(R).

Demonstragao: Seja B(Rj) uma bola compactamente contida em 2. Sejam

€ > 0 e u® solucao suave do problema

div|Du|PDu + eAu* =0 em B(Ry),
u¢=g=pcxu, em OB(Ry).

Do Teorema [5.9] temos que
Duf|<C=C R Wi, .
]Enz:;g)| u| (p, 1, Ro, |[ullwiriz)

Dai, do Teorema |5.6, concluimos que

[Du)ce(B(Rroay) < C(py1, Ro, [[ullwisr2(o)),
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sendo que a constante acima nao depende de €. Agora, tomemos Q" CC B(Ry),
e defina d = dist (092", 0B(Ry)). Seja 0 < R < d e considere a cobertura de "

dada por
Q" c | J B(z, Rr/8).

zeQ/l

Como € é compacto, existe uma subcobertura finita {Bg/s(z;)}Y, tal que

N
Q" c | JB(zi, R/9).
i=1
Mas cada B(x;, R) é uma bola compactamente contida em B(Ry). Dali,

(meg% |Duf| < C; = Cip, n, R, [|ul|lwire2a)),

e portanto,
[Du]ce (B, r/a) < Ci(pn, R, ||ullwirr2(q)).

Seja C' = max;_;,_n C;. Entao, para cada i € {1,2,..., N},
1D oo B ra) < C = Clp,n, B, [[ullwireo)
e, em particular,
1D oo (B, ry) < C = Clp,n, B, [[ullwirsz ).

Agora, mostremos que
1Du ey < CO).

E claro que

max | Du‘| < max |Duf| < C(Q").
Q B(i,R/8)

Resta provar que

[Due]ca(gu) = sup |DUE(ZL‘) B Due(y)l
e |z —yl|*

< o).

Dai, sejam z,y € €”. Vamos dividir em trés casos: Primeiramente, se existe

ie{l,2,...,N} tal que x,y € B(x;, R/8) entao

| Du(x) — Duf(y)|

|z —yl*

< C.
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No segundo caso, |z — y| < R/8 mas nao existe ¢ € {1,..., N} tal que x,y €
B(x;, R/8). Nesse caso, existe i € {1,..., N} tal que =,y € B(z;, R/4) Dai,
| Duf(x) — Du‘(y)|
|z =yl

< ||DUEHC”‘(BR/4(%)) <C

No terceiro caso, |r —y| > R/8 e nado existe i € {1,...,N} tal que =,y €
B(z;, R/8). Dali,
|Duf(x) — Du(y)| < | Duf(x) — Du(y)| < o naxgr | Duf|
|z —ylo N (R/8)* - (B8

= ().
Dai, a afirmacao fica provada. Portanto,
1 Dufl| ey < C().
Dito de outra forma,
max | Duf| + [Dufga@n < C(Q).

Como
max |Duf| < C(R2"),

temos que a familia de fungées {u} é equicontinua. De fato, pelo teorema do

valor médio, temos que para cada z,y € Q" vale
|u(z) — u(y)| < Clz —y| < Cdiam(Q"). (6.1)

Como (' independe de ¢, a inequacao acima a esquerda nos permite concluir que
a familia de func¢oes {u‘} é equicontinua. Provemos que ela é uniformemente

limitada em €. Note que
u¢ — pe xu € Wy P (B(Ry)). (6.2)

Dai, pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante C' = C(n, p, B(Ry))
tal que

1w = pe * ul| or2(Bry)) < ClIDU — D(pe * )| Lo+2(5(ro)-
Usando essa inequagao e a desigualdade triangular, obtemos que

[ o2 (B(ReY) < U — pe * ul|Lor2(B(Ro)) T [|Pe * || Lrt2(B(RY))

< O|Duf — D(pe * u)||Lo+2(B(Ro)) + ||Pe * ul|Lr+2(B(Ro))-
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Dai, pelo item (i) do Teorema e do Lema [3.6, temos que, para ¢ > 0

suficientemente pequeno,

HuEHLer2(B(RO)) < C (||DUEHLP+2(B(R0)) + ||,O6 * DuHLerz(B(RO))) —+ ||u||Lp+2(Q)
< CHDUEHLPH(B(RO)) + CHDuHLp+2(Q) + |]uHLp+2(Q)
= C(||U||W1,p+2(g),p,n, B(Ro)) = C

As contas acima, junto com ([6.1)) garante que a sequéncia {u} é uniformemente
limitada em e.

Observe que o item (i) do Teorema garante que
||DU€||LF+2(B(RO)) S C(HUHWLP“(Q)’]?, n, B(RO))7

de modo que a sequéncia (u¢) é uma sequéncia limitada na norma de Sobolev.

Dai, deve existir uma funcao v tal que, a menos de subsequéncia,
u¢ — v fracamente em W'PT2(B(Ry)).

Pelo teorema de Arzela-Ascoli, existem uma funcao v e uma subsequéncia da

familia {u}, que denotaremos por (u€) tal que
u® — v uniformemente em Q" & medida que € — 0.

Por outro lado, como
[Due]ca(gu) S C(Q”),

temos que a familia de fungoes {Du} é equicontinua. Isso ocorre pois para

cada z,y € Q'
|Duf(z) — Duf(y)| < Clz — y|* < C diam(Q")*

e portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma funcao vetorial W tal

que, a menos de subsequéncia,
Duf — W uniformemente em 2’ 4 medida que € — 0.
Segue que W = Dv. Ou seja, temos que, a menos de subsequeéncia,

u® — v uniformemente em "
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Du® — Dv uniformemente em €2”.

Agora, vamos mostrar que existe uma subsequéncia (u€) que converge a v em
qualquer conjunto compacto de B(Ry). Para isso, considere uma sequéncia de

conjuntos {2, s, ...} compactamente contidos na bola B(Ry) e tais que

Q;, CQ1VieN

Entao, o que fizemos até aqui nos permite afirmar que existe uma subsequéncia
(u) de {u‘}

(ui) = (uilv ui% x )
que converge uniformemente a v em €2y e cujas derivadas convergem a Dv em

Q1. Feito isso, podemos aplicar o teorema de Arzelda Ascoli para a sequéncia

(uf), de modo que obtemos uma subsequéncia (u$)

(u3) = (ugy, udg, .. .)

de (u§) que converge a v uniformemente em 25 e cujas derivadas convergem

€

uniformemente a Dv em (5. Indutivamente, dada a sequéncia (uf, ;) conse-

. A
guimos uma subsequéncia (uf,)

(uy) = (upy, Upg, - )

de (uf_,) que converge uniformemente a v em €, e cujas derivadas convergem

uniformemente a Dv em §2,,. Segue dai que a sequéncia (u¢) dada por

(u) = (ufq, Uy -« s Usyy - - -)

obtida pelo método da diagonal converge uniformemente para v em qualquer

subconjunto compacto de B(Ry). Dai,
u® — v uniformemente em cada Q' CC B(Rp)

Du® — Dv  uniformemente em cada Q" CC B(Ryp).
Mas cada funcao u é solugao fraca da equacao

div|Du|PDuc + eAuc =0 em B(Ry),
u¢ =g =pe*xu, em O0B(Ry).
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Ou seja, para cada n € C§°(B(Ry)) vale que
/ | Duf|P(Duf, Dn) dz + 6/ (Duf, Dn) dz = 0. (6.3)
B(Ry) B(Ro)

Mas como 7 tem suporte compacto, digamos €, e como a convergéncia de u*

e Duf a v e Dv respectivamente ¢ uniforme em €2,,, concluimos que

lim/ | Duf|P(Du, Dn) dx = | DulP(Dv, Dn) dx
e—0 Q, Q,
e
lim [ (Duf, Dn) da::/ (Dv, Dn) dz.
e—0 Q, Q
E portanto,

e—0

lime/ (Du, Dn) dz = 0.
Q,

Dai, aplicando o limite em ((6.3)), obtemos que v ¢ solug¢ao da equacao

/ | DulP(Dv, Dn) dx = 0,
Q

n

ou seja, v é solucao fraca da equagao
div(|DulPDu) =0 em B(Ry).

Mas como u¢ — v uniformemente em compactos de B(Ry), concluimos que

T = v, Ou seja,
u® — v fracamente em W'PT2(B(Ry)).
Mas do Lema temos que
pexu—u em WUPT(B(Ry)).

E portanto,
u —pexu—v—u em WHT2(B(Ry)).

Mas o conjunto Wy ?*2(Q) é um subconjunto fechado e convexo de W'+2(Q),

e portanto VVO1 P +2(Q) é fechado com respeito a topologia fraca. Dai, por causa
de (6.2) devemos ter que

v—u € Wyt (Q).
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E portanto, v = u em 9€) no sentido do traco. Dai, por unicidade, u = v.
Dai, concluimos que u € C'(B(Ry)). Conforme o item (b) do Teorema
anterior, temos que

max |Duf| < Cy
B(Ro/2)

para alguma constante C7 = C7(Ry) que nao depende de €. Das estimativas a
priori, concluimos que

1 Dufl|ce(Brom) < C-
Como Duf converge a Du uniformemente em B(Ry/4), temos que

[ Dul|ca(B(Rro/ay) < C. (6.4)

E dai o teorema fica provado para bolas compactamente contidas em €). Agora,
tomemos ¥ CC Q, e defina d’ = dist(9€',09Q). Seja 0 < R’ < d’ e considere a
cobertura de €2’ dada por

' c |J B R/M).

yeQ!

Como €V é compacto, existe uma subcobertura finita { B(y;, R'/8)}M, tal que

' c| By, R'/3).

i=1
Mas cada B(y;, R') é uma bola compactamente contida em €. Dai, por (6.4)
temos que
[Du]ce(py,r/ay) < Ci(p,n, R, ||ul|wiezq),

Seja C' = max;—;,_n C;. Entao, para cada i € {1,2,..., M},
[Dullce By, r /2y < C = Cp,n, B, ||ul[wrrrz@)
e, em particular,
1Dullca By, rr/s) < C = Cp,n, B, |Jullwisr2q))-
Dai, pelo mesmo argumento usado anteriormente, concluimos que
1Dl co(er) < ()

e o teorema fica provado. |
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