
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Instituto de Matemática
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∗Bolsista da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES)



Agradecimentos

Agradeço aos meus pais, Marguit e Hilmar, e à minha irmã Martina, pelo ina-
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Aos professores excelentes que tive, em especial a Eduardo Brietzke, Leonardo

Bonorino, Miriam Telichevesky, Artur Lopes e Jairo Mengue.

Ao Felipe, cujas aulas me tornaram um enxadrista melhor.
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Resumo

Neste trabalho estudamos a regularidade de soluções do problema

div|Du|pDu = 0 em Ω, (1)

onde p > 0 e Ω é um aberto limitado de Rn, n ≥ 2. Inicialmente, obtemos esti-

mativas C1,α, 0 < α ≤ 1 a priori para soluções suaves do problema aproximado

div(|Du|p + ε)Du = 0 em Ω (ε > 0)

Depois, provamos que a equação acima possui solução suave para cada ε >

0, que indicaremos por uε. Dáı, conseguimos mostrar que existe uma sub-

sequência, que continuará sendo denotada por (uε) tal que

uε → v

uniformemente em compactos de Ω. Provamos que v ∈ C1,α
loc (Ω) e que v é

solução de (1).

Este trabalho é baseaado em [4].
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Abstract

In this work we study the regularity of solutions of the problem

div|Du|pDu = 0 in Ω, (2)

where p > 0 and Ω is a bounded and open subset of Rn, n ≥ 2. Initially

we obtain a priori C1,α, 0 < α ≤ 1 estimates for smooth solutions of the

approximate problem

div(|Du|p + ε)Du = 0 em Ω (ε > 0)

Afterwards, we prove that the problem above is solvable, and its solutions,

which will be denoted by uε, are smooth for each ε > 0. Then we can show

that there is a subsequence(still denoted by uε), such that

uε → v

uniformly on compact subsets of Ω. We then show that v ∈ C1,α
loc (Ω) and that

v solves (2).

This work is based on [4].
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Caṕıtulo 1

Introdução

Até os anos 50, a teoria de regularidade se baseava em argumentos de per-

turbação, como por exemplo as estimativas de Schauder, que garantem que

soluções de equações lineares uniformemente eĺıpticas com coeficientes Hölder

cont́ınuos são suaves. No entanto, essas estimativas não podem ser generaliza-

das para equações não-lineares. Posteriormente, no fim dos anos 50 e no ińıcio

dos anos 60, De Giorgi ([2]), Nash ([10]) e Moser ([9]) descobriram argumentos

que não usavam perturbações, e seus trabalhos serviram de base para o desen-

volvimento da teoria de regularidade de EDP’s eĺıpticas, permitindo estender

resultados para EDP’s quasilineares, como por exemplo,

div (|Du|pDu) = 0 em Ω, p > 0, (1.1)

onde Ω é um aberto limitado de Rn. Esta é a equação de Euler-Lagrange

associada ao problema de minimização do funcional

Φ(v) ≡
∫

Ω

|Dv|p+2 dx (1.2)

sobre toda v ∈ W 1,p+2(Ω) tal que v = h em ∂Ω no sentido do traço para

alguma função h : Rn → R. Sabe-se que se h for uma função suficientemente

suave então Φ atinge mı́nimo em uma única função u, e que esta função é uma

solução fraca da EDP (1.1), ou seja,∫
Ω

|Du|p〈Du,Dη〉 dx = 0 para qualquer η ∈ W 1,p+2
0 (Ω). (1.3)
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A prinćıpio, u é uma função que pertence apenas ao espaço W 1,p+2(Ω). O

objetivo do nosso trabalho é desenvolver o paper [4], que consiste em provar

que u ∈ C1,α
loc (Ω) para algum expoente α > 0. Mais precisamente, provamos o

seguinte resultado:

Suponha que u ∈ W 1,p+2(Ω) é uma solução fraca de

div(|Du|pDu) = 0 em Ω.

Então existe uma constante α = α(p, n) > 0 e, para cada Ω′ ⊂⊂ Ω, existe uma

constante C(Ω′) = C(Ω′, p, n, ||u||W 1,p+2(Ω)) tal que

max
Ω′
|Du| ≤ C(Ω′)

e

[Du]Cα(Ω′) ≤ C(Ω′).

Uraltseva [13] e Uhlenbeck [12] provaram independentemente que u ∈ C1,α
loc (Ω),

e ambos os autores obtiveram regularidade para uma classe maior de proble-

mas não lineares. Este resultado é o melhor posśıvel, visto que existe exemplo,

dado em [8], de função p-harmônica que não é C2.

Nesse trabalho combinamos técnicas devidas a DeGiorgi [2] e a Moser [9] que

investigam E.D.P’s uniformemente eĺıpticas escritas na forma da divergência,

e a ideia é truncar funções testes em regiões onde |Du| é pequeno. A partir

dáı, podemos estimar e cancelar os efeitos do termo |Du|p, obtendo com isso

estimativas “uniformes” mesmo em regiões onde |Du| é pequeno.

Nos caṕıtulos iniciais 2 e 3 damos algumas definições e resultados que serão

utilizados posteriormente. No caṕıtulo 4 inicialmente provamos Hölder conti-

nuidade de Du em torno de um ponto de degeneração (onde Du = 0). Pos-

teriormente, obtemos uma estimativa Hölder de Du no interior de uma bola

qualquer B(R0). No caṕıtulo 5 indicamos como modificar os cálculos feitos

no caṕıtulo anterior para cobrir problemas aproximados, que possuem solução

suave. Depois, obtemos uma limitação uniforme para o gradiente das soluções

desses problemas aproximados. Ao juntar essa limitação uniforme com as es-

timativas a priori estudadas no caṕıtulo 4 podemos estudar o que ocorre com

a função limite, que descobrimos ser uma solução C1,α
loc de (1.1).
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Também notamos que as técnicas usadas nesse trabalho se estendem a proble-

mas não lineares da forma

div (φ(|Du|)Du) = 0 em Ω,

onde φ possui propriedades apropriadas, conforme [12] e [13].

Observamos ainda que [11] obtém regularidade para problemas mais gerais,

como por exemplo para equações do tipo

−div(|Du|pDu) = f,

que aparecem, por exemplo, na teoria de aplicações quasiregulares e quasicon-

formes, conforme [6].
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Primeiro daremos algumas definições e notações

1. A ⊂⊂ B se A for um subconjunto compacto de B.

2. Se x ∈ R então dxe é igual ao menor inteiro maior que x.

3. Se X ⊂ Y ⊂ Rn e u : Y → R então

oscXu = sup
x∈X

u(x)− inf
y∈X

u(y)

é a oscilação de u em X.

4. Ω é um aberto limitado de Rn, e sua fronteira é denotada por ∂Ω.

5. Ω é o fecho de Ω.

6. |Ω| representa a medida do conjunto Ω.

7. 〈·, ·〉 representa o produto interno.

8. B(x,R) representa a bola aberta centrada no ponto x de raio R.

9. C∞(Ω) é o conjunto formado pelas funções infinitamente diferenciáveis

em Ω.

10. C∞0 (Ω) é o conjunto formado pelas funções de suporte compacto e infi-

nitamente diferenciáveis em Ω.
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11. A distância entre dois conjuntos Ω e Ω′ é dada por

dist(Ω,Ω′) = inf{|x− y| : x ∈ Ω, y ∈ Ω′}.

12. Seja u : Ω → R, x ∈ Ω. A função uxi(x) = ∂u
∂xi

(x) representa a derivada

parcial de u com respeito a xi. Para α = (α1, α2, . . . , αn), com αi ∈ N,

definimos a α-ésima derivada de φ ∈ C∞(Ω) por

Dαφ =
∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

. . .
∂αn

∂xαnn
φ.

13. Seja u : Ω → Rn,u = (u1, . . . , un) uma função vetorial suave de classe

C1(Ω). Então definimos para cada x ∈ Ω

(div u) (x) =
n∑
i=1

∂

∂xi
ui(x).

Se u ∈ C2(Ω), então definimos o laplaciano de u como sendo

∆u = divDu =
n∑
i=1

uxixi .

14. A média de u sobre o conjunto Ω é dada por

−
∫

Ω

u dx =
1

|Ω|

∫
Ω

u dx.

15. O espaço Lp(Ω) para 1 ≤ p < ∞ é o espaço formado pelas funções

mensuráveis u : Ω→ R tais que∫
Ω

|u|p dx <∞.

Podemos definir a seguinte norma em Lp(Ω):

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
) 1

p

.

O espaço Lp(Ω) é completo com respeito a essa norma.

16. Sejam u, v ∈ L1
loc(Ω) e α = (α1, . . . , αn), com αi ∈ N. A função v é dita

a α-ésima derivada parcial fraca de u, e escrevemos v = Dαu se∫
Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ dx,

para toda função teste φ ∈ C∞0 (Ω), onde |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.
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17. W 1,p(Ω) é o espaço de Sobolev, formado pelas funções mensuráveis u :

Ω → R pertencentes a Lp(Ω) que possuem derivada fraca de primeira

ordem em Du em Ω tal que Du ∈ Lp(Ω). Definimos a seguinte norma

em W 1,p(Ω):

||u||W 1,p(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx+

∫
Ω

|Du|p dx
) 1

p

.

18. Definimos W 1,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) na norma de W 1,p(Ω).

Mais precisamente, u ∈ W 1,p
0 (Ω) se e somente se existir uma sequência

de funções uk ∈ C∞0 (Ω) tais que

uk → u em W 1,p(Ω).

19. Seja u ∈ W 1,p(Ω) e h : Rn → R uma função cont́ınua. Dizemos que

u = h em ∂Ω

se u− h ∈ W 1,p
0 (Ω).

20. Defina ρ ∈ C∞(Rn) por

ρ(x) =

 C exp
(

1
|x|2−1

)
, se |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1,

onde a constante C é tomada de modo que
∫
Rn ρ dx = 1.

Além disso, para cada ε > 0 defina

ρε(x) :=
1

εn
ρ
(x
ε

)
.

Chamamos ρ de molificador usual. As funções ρε são de classe C∞(Rn)

e satisfazem ∫
Rn
ρε dx = 1 supp(ρε) ⊂ B(0, ε).

21. Se f : Ω→ R é localmente integrável, defina a sua molificação por

f ε := ρε ∗ f em Ωε,

onde

Ωε := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε}.
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Ou seja,

f ε(x) =

∫
Ω

ρε(x− y)f(y) dy =

∫
B(0,ε)

ρε(y)f(x− y) dy,

para todo x ∈ Ωε.

22. Uma função u : Ω→ R é dita Hölder cont́ınua em Ω se existem constantes

C > 0 e 0 < α < 1 tais que

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α para quaisquer x, y ∈ Ω.

O espaço formado pelas funções Hölder cont́ınuas em Ω é denotado por

Cα(Ω) e nesse espaço podemos definir a seminorma

[u]Cα(Ω) = sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

e a norma

||u||Cα(Ω) = sup
x∈Ω
|u(x)|+ [u]Cα(Ω) = ||u||C(Ω) + [u]Cα(Ω).

Munido dessa norma, Cα(Ω) é de Banach.

23. Dizemos que u ∈ W 1,p+2(Ω) é solução fraca da equação

div (|Du|pDu) = 0 em Ω

se ∫
Ω

|Du|p〈Du,Dη〉 dx = 0

para cada η ∈ C∞0 (Ω).

24. Seja u : Ω→ R ∈ W 1,p+2(Ω). Considere a equação

div (|Du|pDu) + ε∆u = 0 em Ω. (2.1)

Então,

(a) u é solução fraca de (2.1) se∫
Ω

(|Du|p + ε) 〈Du,Dη〉 dx = 0

para cada η ∈ C∞0 (Ω).
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(b) u é subsolução fraca de (2.1) se∫
Ω

(|Du|p + ε) 〈Du,Dη〉 dx ≤ 0

para cada função não negativa η ∈ C∞0 (Ω).

(c) u é supersolução fraca de (2.1) se∫
Ω

(|Du|p + ε) 〈Du,Dη〉 dx ≥ 0

para cada função não negativa η ∈ C∞0 (Ω).

25. Suponhamos que cada x ∈ Ω esteja associado a uma matriz simétrica

positiva definida aij(x) . Considere a equação

n∑
i,j=1

(
aij(x)uxj(x)

)
xi

= 0 ∀x ∈ Ω. (2.2)

Dizemos que essa equação é uniformemente eĺıptica se existir λ > 1 tal

que

λ−1||ξ||2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ λ||ξ||2 ∀x ∈ Ω ∀ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn.

26. Dizemos que u ∈ W 1,2(Ω) é solução fraca de (2.2) se

n∑
i,j=1

∫
Ω

aijuxjηxi dx = 0

para toda η ∈ C∞0 (Ω).

Além disso, dizemos que u ∈ W 1,2(Ω) é subsolução fraca de (2.2) se

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x)uxjηxi dx ≤ 0

para toda função não negativa η ∈ C∞0 (Ω).

Finalmente, dizemos que u ∈ W 1,2(Ω) é supersolução fraca de (2.2) se

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij(x)uxjηxi dx ≥ 0

para toda função não negativa η ∈ C∞0 (Ω).

Note que u é supersolução fraca de (2.2), se e somente se −u é subsolução

fraca de (2.2).
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27. Um operador Q é dito quasilinear se for da forma

Q(u) =
n∑

i,j=1

aij(x, u,Du)uxixj + b(x, u,Du), aij = aji,

onde x pertence a um aberto limitado Ω de Rn, n ≥ 2, e u ∈ C2(Ω). Os

coeficientes de Q, que são as funções aij(x, z, p), b(x, z, p), estão definidas

no conjunto Ω×R×Rn. Q é eĺıptico em Ω×R×Rn se a matriz [aij(x, z, p)]

for positiva para cada (x, z, p) ∈ Ω × R × Rn. Ou seja, se λ(x, z, p)

e Λ(x, z, p) denotam respectivamente o menor e o maior autovalor de

[aij(x, z, p)], então

0 < λ(x, z, p)|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x, z, p)ξiξj ≤ Λ(x, z, p)|ξ|2

para qualquer vetor ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn − {0}.

28. Dizemos que o operador quasilinear Q está na forma da divergência se

existem uma função vetorial diferenciável

A(x, z, p) = (A1(x, z, p), . . . , An(x, z, p))

e uma função escalar B(x, z, p) tais que

Qu = div A(x, u,Du) +B(x, u,Du), u ∈ C2(Ω).

29. Sejam fk : Ω→ R e f : Ω→ R funções mensuráveis.

(a) Dizemos que

fk → f q.t.p Ω

se existe um subconjunto U ⊂ Ω tal que |Ω− U | = 0 e

fk(x)→ f(x) em U.

(b) Dizemos que

fk → f uniformemente em Ω

se para cada ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

|fn(x)− f(x)| < ε ∀x ∈ Ω, ∀n ≥ n0.
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(c) Dizemos que

fk → f em medida

se para cada ε > 0

lim
n→∞

|{x ∈ Ω : |f(x)− fn(x)| ≥ ε}| = 0.

(d) Se além disso fk, f ∈ Lp(Ω), então

fk → f em Lp(Ω)

se

lim
n→∞

||fn − f ||Lp(Ω) = 0.

30. Sejam X e Y espaços de Banach tais que X ⊂ Y . Dizemos que X está

compactamente mergulhado em Y e escrevemos

X ⊂⊂ Y ,

se

(i) Existe uma constante C tal que

||x||Y ≤ C||x||X para todo x ∈ X.

(ii) Toda sequência limitada em X possui uma subsequência conver-

gente em Y .

31. Sejam X e Y espaços de Banach. Uma aplicação A : X → Y é um

operador linear se

A(λu+ µv) = λA(u) + µA(v).

O operador A é limitado se

||A|| ≡ sup{||Au||Y : ||u||X ≤ 1} <∞.

Cada operador linear limitado f : X → R é chamado de funcional linear

limitado de X. Denotamos o conjunto formado por todos os funcionais

lineares limitados de X por X∗, e o chamamos de espaço dual de X. Dáı,

se f ∈ X∗, temos que

||f || ≡ sup{|f(u)| : ||u||X ≤ 1}.
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32. Um espaço de Banach X é reflexivo se (X∗)∗ ' X. Mais precisamente,

se para cada Φ : X∗ → R existe um elemento x ∈ X tal que

Φ(f) = f(x) ∀f ∈ X∗.

33. Seja (X, || · ||) um espaço de Banach. Dizemos que uma sequência

{uk}∞k=1 ⊂ X converge fracamente a u ∈ X e escrevemos

uk ⇀ u

se

f(uk)→ f(u)

para cada funcional linear limitado f ∈ X∗.

Agora, enunciemos alguns resultados que serão utilizados ao longo do texto.

1. A desigualdade de Cauchy-Schwarz

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y|| ∀x, y ∈ Rn.

2. A inequação de Cauchy

Se a, b ∈ R são números reais então

ab ≤ a2

2
+
b2

2
.

Consequentemente, vale a inequação de Cauchy com ε:

ab ≤ εa2

2
+
b2

2ε
∀a, b, ε > 0.

Observação 2.1. A inequação de Cauchy pode ser apresentada de várias

formas. Por exemplo, vale que

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
∀a, b, ε > 0.

3. A inequação de Young

Sejam 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Consequentemente, vale a inequação de Young com ε:

ab = (εa)

(
b

ε

)
≤ εpap

p
+

bq

εqq
∀a, b, ε > 0.
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4. A desigualdade de Hölder:

Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) então∫
Ω

|uv| dx ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lq(Ω).

5. O teorema de mudança de variáveis:

Sejam h : U → V um difeomorfismo de classe C1 entre abertos limitados

U, V ⊂ Rn. Se X ⊂ U é tal que |∂X| = 0, e f : h(X)→ R é integrável,

então f ◦ h : X → R é integrável e∫
h(X)

f(y) dy =

∫
X

f(h(x))| deth′(x)| dx.

6. O teorema da integração por partes:

Se Ω é um aberto limitado de Rn de fronteira C1, então para cada u, v ∈
C1(Ω) vale que∫

Ω

uxiv dx = −
∫

Ω

vxiu dx+

∫
∂Ω

uvνi dS (i = 1, . . . , n),

onde ν = (ν1, . . . , νn) é o vetor normal exterior de Ω.

7. Seja f : Ω → R uma função localmente integrável e f ε sua molificação.

Então,

(i) f ε ∈ C∞(Ωε).

(ii) f ε → f q.t.p em Ωε.

(iii) Se f ∈ C(Ω), então f ε → f uniformemente em Ωε.

Agora, enunciaremos as desigualdades de Sobolev para funções perten-

centes aos espaços W 1,p(Ω) e W 1,p
0 (Ω).

8. Estimativa para funções C1
0 :

Sejam 1 ≤ p < n e p∗ = np
n−p e suponha que Ω seja um aberto qualquer

de Rn. Se u ∈ C1
0(Ω) então existe uma constante C = C(n, p) tal que

||u||Lp∗ (Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω).

12



9. Estimativa para funções W 1,p:

Sejam 1 ≤ p < n e p∗ = np
n−p e suponha que Ω seja um aberto limitado de

Rn cuja fronteira ∂Ω seja de classe C1. Se u ∈ W 1,p(Ω) então u ∈ Lp∗(Ω)

e vale a seguinte estimativa

||u||Lp∗ (Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω).

onde C depende apenas de p, n e Ω.

10. Estimativa para funções W 1,p
0 :

Sejam 1 ≤ p < n e p∗ = np
n−p e suponha que Ω seja um aberto limitado

de Rn. Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) então vale a estimativa

||u||Lq(Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω).

para cada q ∈ [1, p∗], com a constante C = C(n, p, q,Ω). Em particular,

para cada 1 ≤ p ≤ ∞ temos que

||u||Lp(Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω),

onde C depende apenas de p, n e Ω.

Observação 2.2. Essa estimativa às vezes é chamada de desigualdade

de Poincaré. Em vista dessa estimativa, em W 1,p
0 (Ω) a norma ||Du||Lp(Ω)

é equivalente a ||u||W 1,p(Ω).

11. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Se f ∈ C1(R), f ′ ∈ L∞(R) e u ∈ W 1,p(Ω) então

f ◦ u ∈ W 1,p(Ω) e D(f ◦ u) = f ′(u)Du.

12. Seja 1 < p < ∞. Se u ∈ W 1,p(Ω) então u+ = max{u, 0} ∈ W 1,p(Ω).

Além disso,

Du+ =

{
Du, q.t.p em {u > 0},

0, q.t.p {u ≤ 0}

13. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Se Ω é conexo e u ∈ W 1,p(Ω) é tal que

Du = 0 q.t.p em Ω

então u = c é constante q.t.p em Ω.
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14. O Teorema de Rellich-Kondrachov:

Seja Ω um aberto limitado de Rn com fronteira C1. Suponha que 1 ≤
p < n. Então

W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω)

para cada 1 ≤ q < p∗ = np
n−p .

15. O teorema de Arzelá-Ascoli:

Seja Ω subconjunto de Rn e Ω′ ⊂⊂ Ω. Suponha que {fk}∞k=1 seja uma

sequência de funções fk : Ω→ R tais que

|fk(x)| ≤M (k = 1, 2, . . . , x ∈ Ω).

Suponha ainda que a famı́lia {fk(x)} seja equicont́ınua, ou seja, para

cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

|x− y| < δ ⇒ |fk(x)− fk(y)| < ε ∀x, y ∈ Ω,∀k ∈ N.

Então existem uma subsequência {fkj}∞j=1 ⊂ {fk}∞k=1 e f : Ω → R tal

que

fkj → f uniformemente em Ω′.

16. SejaX um espaço de Banach reflexivo e suponha que a sequência {uk}∞k=1 ⊂
X seja limitada. Então existem uma subsequência {ukj}∞j=1 ⊂ {uk}∞k=1 e

u ∈ X tais que

ukj ⇀ u.

Observação 2.3. Para cada 1 < p < ∞, o espaço Lp é reflexivo, pois

seu dual é o espaço Lq, onde 1
p

+ 1
q

= 1. Além disso, o espaço W 1,p é

reflexivo.

17. O teorema de Mazur:

Seja X um espaço de Banach e C ⊂ X um subconjunto convexo de X.

Então C é fechado na topologia forte se e somente se C é fechado na

topologia fraca.

18. De fundamental importância serão os seguintes teoremas devidos a Mo-

ser, sendo os teoremas 8.17 e 8.22 em [5]:
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Teorema 2.4. Se u ∈ W 1,2(Ω) é uma subsolução fraca da equação uni-

formemente eĺıptica (2.2), então, para qualquer bola B(y, 2R) ⊂ Ω e

p > 1 temos que

sup
B(y,R)

u ≤ CR−n/p||u+||Lp(B(y,2R))

onde C = C(n, λ, p). Analogamente, se u ∈ W 1,2(Ω) é uma supersolução

fraca de (2.2) em Ω então

sup
B(y,R)

(−u) ≤ CR−n/p||u−||Lp(B(y,2R))

onde C = C(n, λ, p).

Consequentemente,

Corolário 2.5. Caso u seja subsolução fraca de (2.2) temos que

sup
B(y,R)

u ≤ C

(
−
∫
B(y,2R)

|u+|p dx
) 1

p

.

Também podemos comparar supB(y,R) u com ||u+||Lp(B(y,θR)), onde 1 <

θ < 2, obtendo

sup
B(y,R)

u ≤ C(p, n, λ, θ)

(
−
∫
B(y,θR)

|u+|p dx
) 1

p

.

Ainda vale o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Se u ∈ W 1,2(Ω) for uma solução fraca da equação uni-

formemente eĺıptica (2.2), então para qualquer bola B(y,R0) e R ≤ R0

existem constantes δ = δ(n, λ) e α = α(n) tais que

oscB(y,R)u ≤ δ

(
R

R0

)α
oscB(y,R0)u.

Dáı, tomando R = R0/4, por exemplo, temos que existe uma constante

δ como acima tal que

oscB(y,R0/4)u ≤ δoscB(y,R0)u.
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Observação 2.7. As demonstrações dos resultados acima usam apenas

que a matriz aij satisfaz a condição de elipticidade e que aij é limitada.

Dáı, ao longo do texto aplicamos os resultados acima para equações da

forma

div(aij(Du(x))uxi(x))xj = 0,

onde aij é limitada, depende apenas de Du, e satisfaz a condição de

elipticidade

0 < λ(p)|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(p)ξiξj ≤ Λ(p)|ξ|2

para quaisquer vetores ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn − {0}, p ∈ Rn.

19. Teorema de Existência para EDP ′s quasilineares eĺıpticas:

Teorema 2.8. Seja B(R0) uma bola de raio R0 contida em Rn, ϕ ∈
C2,α(B(R0)) e suponha que o operador quasilinear Q, escrito na forma

da divergência, seja eĺıptico em B(R0) × R × Rn com coeficientes aij ∈
C1(B(R0)) × R × Rn. Se existe uma constante M independente de u e

σ tal que toda solução de classe C2,α(B(R0)) dos problemas de Dirichlet{
Q(u) = 0, em B(R0),

u = σϕ, em ∂B(R0), 0 ≤ σ ≤ 1

satisfaça

||u||C1(B(R0)) = sup
B(R0)

|u|+ sup
B(R0)

|Du| ≤M,

então segue que o problema{
Q(u) = 0, em B(R0),

u = ϕ, em ∂B(R0),

é solúvel em C2,α(B(R0)).

Observação 2.9. O teorema acima continua valendo se aij ∈ Cα(B(R0))×
R× Rn, com 0 < α < 1.

O teorema acima se trata de um pŕıncipio do tipo Leray-Schauder, e

também vale para domı́nios limitados de fronteira C2,α. Este teorema
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pode ser generalizado para operadores eĺıpticos quaisquer, e se trata do

Teorema 13.8 em [5].

As demonstrações dos resultados deste caṕıtulo se encontram em [3], [5] e [1].
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Caṕıtulo 3

Lemas Auxiliares

Nesse caṕıtulo, provamos lemas que serão utilizados ao longo do trabalho.

Os dois primeiros estão demonstrados em [7]

Lema 3.1. Suponha que uma sequência yl, para l ∈ {0, 1, 2, . . .}, de números

não negativos satisfaça a relação de recorrência

yl+1 ≤ cbly1+ε
l , l ∈ {0, 1, 2, . . .}, (3.1)

onde c, ε e b são constantes positivas, com b > 1. Então,

yl ≤ c
(1+ε)l−1

ε b
(1+ε)l−1

ε2
− l
εy

(1+ε)l

0 (3.2)

Em particular, se

y0 ≤ c−
1
ε b−

1
ε2 = θ (3.3)

Então

yl ≤ θb−
l
ε (3.4)

E portanto yl → 0 quando l→∞

Demonstração: Usando (3.1) para l = 0, temos que

y1 ≤ cy1+ε
0 . (3.5)

Portanto, (3.2) é verdadeira para l = 1.

Suponhamos agora que exista algum l0 ∈ {1, 2, 3, 4, . . .} tal que (3.2) seja
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verdadeira para l = l0, ou seja,

yl0 ≤ c
(1+ε)l0−1

ε b
(1+ε)l0−1

ε2
− l0
ε y

(1+ε)l0

0 . (3.6)

Então, usando a hipótese (3.1) conclúımos que

yl0+1 ≤ cbl0y1+ε
l0
≤ cbl0

(
c

(1+ε)l0−1
ε b

(1+ε)l0−1

ε2
− l0
ε y

(1+ε)l0

0

)1+ε

= c1+
(1+ε)l0+1−(1+ε)

ε bl0+
(1+ε)l0+1−(1+ε)

ε2
− l0(1+ε)

ε y
(1+ε)l0+1

0

= c
(1+ε)l0+1−1

ε b
(1+ε)l0+1−1

ε2
− (l0+1)

ε y
(1+ε)l0+1

0 .

Portanto, (3.2) é verdadeira para l = l0 + 1. Logo, a afirmação (3.2) fica

demonstrada. Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos que

yl ≤ c
(1+ε)l−1

ε b
(1+ε)l−1

ε2
− l
ε

(
c−

1
ε b−

1
ε2

)(1+ε)l

= c−
1
ε b−

1
ε2
− l
ε = θb−

l
ε .

E portanto yl → 0 quando l→∞. �

O seguinte lema, apesar de estar enunciado em [5] é provado e generalizado

apenas em [7], página 68.

Lema 3.2. Sejam ω1, . . . ωM e ω1, . . . , ωN funções não decrescentes em um

intervalo (0, R0]. Suponha que existam constantes δ0 > 0, 0 < σ < 1 e 0 < η <

1 tais que para cada 0 < R < R0 podemos encontrar r = r(R) ∈ {1, 2, . . . , N}
tal que

δ0 max
1≤i≤M

ωi(R) ≤ ωr(R) e (3.7)

ωr(ηR) ≤ σωr(R). (3.8)

Então existem constantes positivas C = C(N,M, δ0, σ, η) e β = β(N,M, δ0, σ, η)

tais que para cada i ∈ {1, 2, . . . ,M}

ωi(R) ≤ C

(
R

R0

)β
max

1≤i≤N
ωi(R0) (0 < R < R0)

Demonstração: Seja R1 < R0. Das hipóteses do lema, obtemos r1 =

r1(R1) ∈ {1, 2, . . . , N} tal que valham (3.7) e (3.8). Portanto,

ωr1(ηR1) ≤ σωr1(R1)
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Aplicando as hipóteses do lema para R = ηR1 obtemos que existe r2 ∈
{1, 2, . . . , N} tal que

ωr2(η
2R1) ≤ σωr2(ηR1).

Dáı, obtemos uma sequência (rj) = (r1, r2, . . .) formada por números naturais

entre 1 e N tais que ωrj(η
j−1R1) satisfaça (3.7) para qualquer j ∈ N e

ωrj(η
jR1) ≤ σωrj(η

j−1R1).

Fixemos N2 ∈ N tal que N2 ≥ 2N . No conjunto de números r1, r2, . . . , rN2−1

existem pelo menos
⌈
N2

N

⌉
que coincidem com o mesmo valor l. Denotemos

esses por rp1 = rp2 = . . . = rpm = l, onde m ≥
⌈
N2

N

⌉
. Considerando apenas

aqueles wrj tais que j = pk para algum k ∈ {1, . . . ,m}, conclúımos que

ωrpk (ηpkR1) ≤ σωrpk (ηpk−1R1).

ou seja,

ωl(η
pkR1) ≤ σωl(η

pk−1R1).

Como as funções wl são não decrescentes e pk − 1 ≥ pk−1, temos que

ωl(η
pkR1) ≤ σωl(η

pk−1R1).

Introduzindo a notação

vk ≡ ωl(η
pkR1),

temos que

vk ≤ σvk−1.

Multiplicando os dois lados da equação acima por
(

1
η

)αNk
, onde α é uma

constante a ser determinada, obtemos(
1

η

)αNk
vk ≤

(
1

η

)αNk
σvk−1.

Defina agora yk =
(

1
η

)αNk
vk. Então temos que

yk ≤
(

1

η

)αNk
σvk−1 =

(
1

η

)αN(k−1+1)

σvk−1 = σ

(
1

η

)αN
yk−1. (3.9)
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Vamos escolher α de modo que

σ

(
1

η

)αN
≤ 1,

ou seja,

α ≤ 1

N

lnσ

ln η
.

Dáı, tomando

α =
1

N

lnσ

ln η
> 0

conclúımos, de acordo com (3.9) que

yk ≤ yk−1

e consequentemente

yk ≤ y1 =

(
1

η

)αN
v1 ≤

(
1

η

)αN
ωl(R0).

Definindo

ω0 = max
i=1,...N

ωi(R0),

temos que

yk ≤
(

1

η

)αN
ω0.

E portanto

vk ≤
(

1

η

)−αNk (
1

η

)αN
ω0.

Seja

C =

(
1

η

)αN
ω0.

Então

vk ≤ C

(
1

η

)−αNk
.

Mas por hipótese, cada vk satisfaz a equação (3.7). Portanto,

ωi(η
pkR1) ≤ ωl(η

pkR1)

δ0

≤ C

δ0

(
1

η

)−αNk
.

Mas por construção N2 > pm ≥
⌈
N2

N

⌉
, e ωi é uma função não decrescente. Dáı,

usando a inequação acima, obtemos que

ωi(η
N2R1) ≤ ωi(η

pmR1) ≤ C

δ0

(
1

η

)−αNpm
≤ C

δ0

(
1

η

)−αNdN2
N e

.
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Dáı, como
⌈
N2

N

⌉
> N2

N
− 1, obtemos que

ωi(η
N2R1) ≤ C

δ0

(
1

η

)−αN(N2
N
−1)

=
C

δ0

(
1

η

)αN (
1

η

)−αN2

.

E portanto,

ωi(η
N2R1) ≤ C

δ0

(
1

η

)αN (
ηN2R1

R1

)α
.

Esta inequação é válida para quaisquer 1 ≤ i ≤M e para qualquer N2 ≥ 2N1.

Resta mostrar o resultado para valores de R que não sejam da forma ηN2R1.

Vamos dividir em dois casos.

Primeiro, para R ≤ R1η
2N1 , existe k ∈ N, k ≥ 2N1 tal que

ηk+1R1 ≤ R ≤ ηkR1,

ou seja,

ηk+1 ≤ R

R1

≤ ηk.

Dáı,

ωi(R) ≤ ωi(η
kR1) ≤ C

δ0

(
1

η

)αN (
ηkR1

R1

)α
=
C

δ0

(
1

η

)αN
ηαk.

Mas note que

ηαk ≤ Rα

ηαRα
1

pois, da construção de k temos que

(
ηk+1

)α ≤ ( R

R1

)α
.

Portanto,

ωi(R) ≤ C

δ0

(
1

η

)αN
Rα

ηαRα
1

=
C

δ0

(
1

η

)αN+1(
R

R1

)α
. (3.10)

Agora suponhamos que R ≥ R1η
2N . Nesse caso, existe r ∈ {1, 2, . . . N} tal

que

ωi(R) ≤ ωr(R)

δ0

≤ ω0

δ0

.

Note que nesse caso vale que(
R

R1

)(
1

η

)2N

≥ 1,
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e portanto ((
R

R0

)(
1

η

)2N
)α

≥ 1

e dáı segue que

ωi(R) ≤ ω0

δ0

(
1

η

)2Nα(
R

R1

)α
(3.11)

para cada R1η
2N < R ≤ R1 < R0. Juntando as inequações (3.10) e (3.11)

obtemos que existe C = C(δ0, σ, η,N,M) tal que para todo R ≤ R1 < R0 vale

que

ωi(R) ≤ Cω0

(
R

R1

)α
. (3.12)

Dáı, fixado R < R0, podemos usar a inequação anterior tomando R1 =

R
1
2
0R

1
2 . Note que R < R1 < R0. Assim, obtemos

ωi(R) ≤ Cω0

(
R

R
1
2
0R

1
2

)α

= Cω0

(
R

R0

)α
2

,

como queŕıamos demonstrar. �

Lema 3.3. Sejam 0 < θ, µ < 1 números positivos, e B(1) a bola de centro na

origem e raio 1, de volume ωn. Analogamente, seja B(θ) a bola de centro na

origem e raio θ. Seja u ∈ W 1,2(B(1)) tal que

|{x ∈ B(θ)|u = 0}| > µωn
2
. (3.13)

Então existe C = C(µ, θ, n) > 0 tal que∫
B(θ)

u2 dx ≤ C

∫
B(θ)

|Du|2 dx.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que o resultado do teorema seja

falso. Então, existe uma sequência de funções uk ∈ W 1,2(B1) satisfazendo

(3.13) e tais que ∫
B(θ)

u2
k dx > k

∫
B(θ)

|Duk|2 dx.

Defina vk = uk
||uk||L2(B(θ))

, que continua satisfazendo (3.13). Dividindo ambos os

lados da inequação anterior por ||uk||2L2(B(θ)), conclúımos que

1 > k

∫
B(θ)

|Dvk|2 dx.
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Portanto, ∫
B(θ)

|Dvk|2 dx <
1

k
.

Portanto, {vk} forma uma sequência limitada com respeito à norma de Sobolev

de B(θ). Dáı, o teorema de Rellich-Kondrachov garante a existência de uma

subsequência, que vamos continuar denotando por vk, e de v ∈ L2(B(θ)) tais

que

vk → v em L2(B(θ)).

Além disso, como W 1,2(B(θ)) é de Hilbert, temos que toda sequência limitada

possui subsequência fracamente convergente. Portanto, da unicidade do limite

fraco, conclúımos que v ∈ W 1,2(B(θ)) e

vk → v em L2(B(θ)) e Dvk ⇀ Dv em L2(B(θ)).

Mas como ||Dvk||L2(B(θ)) → 0, temos que Dv = 0 q.t.p, e dáı v é constante.

De fato, para cada φ ∈ C∞0 (B(θ)), vale∣∣∣∣∫
B(θ)

Dφv dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
k→∞

∫
B(θ)

Dφvk dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ lim
k→∞

∫
B(θ)

φDvk dx

∣∣∣∣ ≤ lim
k→∞

∫
B(θ)

|φDvk| dx.

Usando a desigualdade de Hölder,∣∣∣∣∫
B(θ)

Dφv dx

∣∣∣∣ ≤ lim
k→∞
||φ||L2(B(θ))||Dvk||L2(B(θ)) = 0.

Portanto,∫
B(θ)

Dφv dx = 0 =

∫
B(θ)

φ0 dx para toda φ ∈ C∞0 (B(θ)).

Logo, Dv = 0 q.t.p e dáı v = c é constante q.t.p. Mas como vk → v em

L2(B(θ)) e ||vk||L2(B(θ)) = 1, temos que ||v||L2(B(θ)) = 1 e portanto c 6= 0. De

fato, por um lado, pela desigualdade triangular,

||v||L2(B(θ)) ≤ ||v − vk||L2(B(θ)) + 1.

Fazendo k →∞ conclúımos que

||v||L2(B(θ)) ≤ 1.
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Por outro lado,

1 = ||vk||L2(B(θ)) ≤ ||v − vk||L2(B(θ)) + ||v||L2(B(θ)).

Fazendo k →∞ conclúımos que

1 ≤ ||v||L2(B(θ)).

E dáı fica provado que

||v||L2(B(θ)) = 1

e que c 6= 0. Mas convergência em L2 implica em convergência em medida.

Dáı, dado 0 < ε < µωn
2

, deve existir k0 ∈ N tal que∣∣∣{x ∈ B(θ) : |vk − v| >
c

2
}
∣∣∣ < ε para todo k ≥ k0.

Mas como {x ∈ B(θ)|vk = 0} ⊂ {x ∈ B(θ) : |vk − v| > c
2
}, temos que

ε <
µωn

2
< |{x ∈ B(θ)|vk = 0}| ≤

∣∣∣{x ∈ B(θ) : |vk − v| >
c

2
}
∣∣∣ < ε,

o que é absurdo. �

Corolário 3.4. Sejam 0 < θ, µ < 1 números positivos, e B(R) a bola de centro

na origem e raio R, de volume ωnR
n. Seja u ∈ W 1,2(B(R)) tal que

|{x ∈ B(θR)|u = 0}| > µωnR
n

2
.

Então existe C = C(µ, θ, n) > 0 tal que∫
B(θR)

u2 dx ≤ CR2

∫
B(θR)

|Du|2 dx.

Demonstração: Defina v : B(1) → R por v(x) = u(Rx). Vamos aplicar o

lema anterior para v. Tomando y = Rx e usando o teorema de mudança de

variáveis, obtemos que

|{x ∈ B(θ)|v = 0}| =
∫
{x∈B(θ)|v(x)=0}

1 dx =

∫
{y∈B(θR)|u(y)=0}

1

Rn
dy >

µωn
2
.

Dáı, pelo teorema anterior,∫
B(θ)

v2 dx ≤ C

∫
B(θ)

|Dv|2 dx.
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Mas, pelo teorema de mudança de variáveis,∫
B(θ)

v2 dx =

∫
B(θ)

(u(Rx))2 dx =

∫
B(θR)

u(y)2

Rn
dy e

∫
B(θ)

|Dv|2 dx =

∫
B(θ)

|D(u(Rx))|2 dx

=

∫
B(θ)

|RD(u(Rx))|2 dx = R2

∫
B(θR)

1

Rn
|D(u(y))|2 dy.

Dáı, conclúımos que∫
B(θR)

u(y)2

Rn
dy =

∫
B(θ)

v2 dx ≤ C

∫
B(θ)

|Dv|2 dx = CR2

∫
B(θR)

1

Rn
|D(u(y))|2 dy.

Logo, ∫
BθR

u(y)2 dy ≤ CR2

∫
BθR

|D(u(y))|2 dy,

como queŕıamos demonstrar. �

Teorema 3.5. Suponha que u seja solução fraca e que v seja uma supersolução

fraca da equação

div (|Du|pDu) + ε∆u = 0 em Ω

tais que v ≥ u em ∂Ω. Se u e v forem cont́ınuas em Ω, então v ≥ u em Ω.

Demonstração: Sejam u, v ∈ W 1,p+2(Ω) funções que satisfaçam as hipóteses

do teorema. Além disso, seja δ > 0 um número real qualquer. Seja Dδ o

conjunto

Dδ = {x ∈ Ω : u(x) > v(x) + δ}.

Como temos que v ≥ u em ∂Ω, temos que Dδ ⊂⊂ Ω. Dáı a função η =

(u− v − δ)+ pertence ao conjunto W 1,p+2
0 (Ω).

Como u é solução e v é supersolução, temos que∫
Ω

(|Du|p + ε) 〈Du,Dη〉 dx = 0

e ∫
Ω

(|Dv|p + ε) 〈Dv,Dη〉 dx ≥ 0.
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Subtraindo essas equações obtemos∫
Ω

(|Du|p + ε) 〈Du,Dη〉 dx−
∫

Ω

(|Dv|p + ε) 〈Dv,Dη〉 dx ≤ 0.

Mas como

Dη =

{
Du−Dv, em Dδ,

0 em Ω−Dδ,

ficamos com∫
Dδ

(|Du|p + ε) 〈Du,Du−Dv〉 dx−
∫
Dδ

(|Dv|p + ε) 〈Dv,Du−Dv〉 dx ≤ 0,

que se reescreve como∫
Dδ

〈|Du|pDu− |Dv|pDv,Du−Dv〉 dx+ ε

∫
Dδ

〈Du−Dv,Du−Dv〉 dx ≤ 0.

(3.14)

No entanto, o integrando acima à esquerda é sempre não negativo pois, pelas

desigualdades de Schwarz e de Cauchy, temos que

〈|Du|pDu− |Dv|pDv,Du−Dv〉 ≥ |Du|p|Du|2 − (|Du|p + |Dv|p)|Du||Dv|

+ |Dv|p|Dv|2

≥ |Du|p|Du|2 − (|Du|p + |Dv|p)
(
|Du|2 + |Dv|2

2

)
+ |Dv|p|Dv|2

=

(
|Du|p − |Dv|p

2

)
|Du|2 +

(
|Dv|p − |Du|p

2

)
|Dv|2

=

(
|Du|p − |Dv|p

2

)(
|Du|2 − |Dv|2

)
≥ 0.

Portanto, as contas acima e a equação (3.14) implicam que∫
Dδ

〈|Du|pDu− |Dv|pDv,Du−Dv〉+ ε||Du−Dv||2 dx = 0 em Dδ.

E portanto Du = Dv em Dδ. Logo, Dη ≡ 0 em Ω. Segue dáı que η ≡ c é uma

constante, e portanto

u(x) = v(x) + C em Dδ.

Como em ∂Dδ temos que u− v = δ, então C = δ e portanto

u(x) = v(x) + δ em Dδ.
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Além disso, da construção de Dδ, temos que

u(x) ≤ v(x) + δ em Ω−Dδ.

Juntando as duas últimas equações, obtemos que

u(x) ≤ v(x) + δ em Ω.

Como δ é arbitrário,

u(x) ≤ v(x) em Ω,

como queŕıamos provar. �

O seguinte lema se encontra provado em [3], mas devido à sua importância

nesse trabalho, daremos a demonstração.

Lema 3.6. Sejam 1 ≤ p < ∞, f : Ω → R ∈ Lploc(Ω) e f ε sua molificação. Se

V ⊂⊂ Ω então,

(i) ||f ε||Lp(V ) ≤ ||f ||Lp(Ω) para ε suficientemente pequeno.

(ii) f ε → f em Lploc(Ω).

Observação 3.7. Observamos também que se u ∈ W 1,p(Ω) então

Dαuε = ρε ∗Dαu em Ωε.

Isso, assim como este lema, está demonstrado em [3].

Demonstração: Seja W um aberto de Rn tal que V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω. Note que

para cada x ∈ V ,

|f ε(x)| =
∣∣∣∣∫
B(x,ε)

ρε(x− y)f(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
B(x,ε)

ρ
1− 1

p
ε (x− y)ρ

1
p
ε (x− y)|f(y)| dy.

Usando a desigualdade de Hölder, conclúımos que

|f ε(x)| ≤
(∫

B(x,ε)

ρε(x− y) dy

) p−1
p
(∫

B(x,ε)

ρε(x− y)|f(y)|p dy
) 1

p

,

28



para todo x ∈ V . Como a integral
∫
B(x,ε)

ρε(x− y) dy = 1, temos que

|f ε(x)| ≤
(∫

B(x,ε)

ρε(x− y)|f(y)|p dy
) 1

p

.

Elevando ambos os lados da inequação acima na potência p e integrando em

V , conclúımos que∫
V

|f ε(x)|p dx ≤
∫
V

(∫
B(x,ε)

ρε(x− y)|f(y)|p dy
)
dx.

Mas para ε suficientemente pequeno, B(x, ε) ⊂ W para todo x ∈ V . Logo,∫
V

|f ε(x)|p dx ≤
∫
V

(∫
W

ρε(x− y)|f(y)|p dy
)
dx.

Trocando a ordem das integrais, conclúımos que∫
V

|f ε(x)|p dx ≤
∫
W

∫
V

ρε(x− y)|f(y)|p dx dy.

E portanto, ∫
V

|f ε(x)|p dx ≤
∫
W

|f(y)|p
(∫

V

ρε(x− y) dx

)
dy.

Logo, ∫
V

|f ε(x)|p dx ≤
∫
W

|f(y)|p dy.

e portanto,

||f ε||Lp(V ) ≤ ||f ||Lp(W ) ≤ ||f ||Lp(Ω), (3.15)

como queŕıamos provar. Para mostrar o segundo item, sejam V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω

como no item anterior e δ > 0. Como f ∈ Lp(W ), existe uma função cont́ınua

g ∈ C(W ) tal que

||f − g||Lp(W ) < δ.

Além disso, note que para x ∈ V e ε suficientemente pequeno,

(f − g)ε(x) =
∫
W
ηε(x− y)(f − g)(y) dy = f ε(x)− gε(x).
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Ou seja,

(f − g)ε = f ε − gε em V.

Dáı, de (3.15), temos que

||f ε − gε||Lp(V ) = ||(f − g)ε||Lp(V ) ≤ ||f − g||Lp(W ) < δ.

Dáı, pela desigualdade triangular, conclúımos que

||f ε − f ||Lp(V ) ≤ ||f ε − gε||Lp(V ) + ||gε − g||Lp(V ) + ||f − g||Lp(V ).

E portanto,

||f ε − f ||Lp(V ) ≤ 2δ + ||gε − g||Lp(V ).

Mas como gε → g uniformemente em V (esta propriedade foi citada no caṕıtulo

anterior), temos que

||gε − g||Lp(V ) < δ

para ε suficientemente pequeno. Dáı,

||f ε − f ||Lp(V ) ≤ 3δ.

Como δ > 0 é qualquer, conclúımos que

lim
ε→0
||f ε − f ||Lp(V ) = 0,

como queŕıamos provar. �

Agora provamos uma desigualdade de Poincaré. No lema abaixo B(R) indica

a bola centrada na origem e de raio R.

Lema 3.8. Seja A um número positivo e suponha que u ∈ W 1,1(B(R)). Existe

uma constante C = C(n, p, A) tal que(
−
∫
B(R)

|u(y)|1∗ dy
) 1

1∗

≤ C

(
−
∫
B(R)

|u(y)| dy +−
∫
B(R)

|Du(y)| dy
)

(3.16)

para qualquer bola de raio R ≤ A, onde 1∗ = n
n−1

.

Demonstração: Esse lema é uma aplicação da desigualdade de Sobolev. Seja

v : B(1) → R dada por v(x) = u(Rx). Aplicando a desigualdade de Sobolev

para v, temos que existe uma constante C = C(n, p,B(1)) = C(n, p) tal que

||v||L1∗ (B(1)) ≤ C||v||W 1,1(B(1)). (3.17)
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Mas usando o teorema de mudança de variáveis temos que

||v||L1∗ (B(1)) =

(∫
B(1)

|v|1∗ dx
) 1

1∗

=

(∫
B(1)

|u(Rx)|1∗ dx
) 1

1∗

=

=

(∫
B(R)

1

Rn
|u(y)|1∗ dy

) 1
1∗

=
1

Rn−1

(∫
B(R)

|u(y)|1∗ dy
) 1

1∗

.

Analogamente,

||v||L1(B(1)) =

∫
B(1)

|v| dx =

∫
B(1)

|u(Rx)| dx =
1

Rn

∫
B(R)

|u(y)| dy.

Além disso,

||Dv||L1(B(1)) =

∫
B(1)

|Dv| dx =

∫
B(1)

|Du(Rx)| dx =

∫
B(1)

R|DuRx(Rx)| dx

=

∫
B(R)

1

Rn−1
|Du(y)| dy =

1

Rn−1

∫
B(R)

|Du(y)| dy.

De modo que, substituindo em (3.17), obtemos que

1

Rn−1

(∫
B(R)

|u(y)|1∗ dy
) 1

1∗

≤ C

(
1

Rn

∫
B(R)

|u(y)| dy +
1

Rn−1

∫
B(R)

|Du(y)| dy
)
.

Ou seja,(
−
∫
B(R)

|u(y)|1∗ dy
) 1

1∗

≤ C

(
−
∫
B(R)

|u(y)| dy +R−
∫
B(R)

|Du(y)| dy
)
.

Mas como R ≤ A, conclúımos que(
−
∫
B(R)

|u(y)|1∗ dy
) 1

1∗

≤ C

(
−
∫
B(R)

|u(y)| dy +−
∫
B(R)

|Du(y)| dy
)
,

onde C = C(n, p, A), como queŕıamos provar. �
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Caṕıtulo 4

Estimativas Hölder a priori

Ao longo deste caṕıtulo, u é uma solução fraca suave de

div (|Du|pDu) = 0 (4.1)

em alguma bola B(R0), que a partir de agora está fixada. Seja K > 0 uma

constante positiva tal que

max
B(R0)

|Du| ≤ K. (4.2)

O objetivo deste caṕıtulo é mostrar que Du é uma função Hölder cont́ınua na

bola B(R0/2). A dificuldade se encontra em obter estimativas uniformes para

Du em torno de pontos onde |Du| é pequeno. Na seção seguinte provaremos um

lema chave, o qual aplicaremos na seção posterior deste caṕıtulo para obtermos

tais estimativas. Na última parte do caṕıtulo estendemos esse resultado para

pontos quaisquer da bola B(R0/2). Mais precisamente, provamos o seguinte

resultado:

Existem constantes C5 = C5(R0, p, n,K) e τ = τ(p, n) > 0 tais que

[Du]Cτ (B(R0/2)) ≤ C5.

Inicialmente, fixamos a seguinte notação, que será usada ao longo de todo o

caṕıtulo. Defina para 0 < R < R0

M(R) ≡ max
B(R)
|Du|
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e

M±
k (R) ≡ max

B(R)
±uxk , para k ∈ {1, 2, . . . , n}

Então, fixado 0 < R < R0 deve existir algum ı́ndice i tal que

M+
i (R) ≥ 1√

n
M(R) (4.3)

ou

M−
i (R) ≥ 1√

n
M(R). (4.4)

Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que

M+
1 (R) ≥ 1√

n
M(R) > 0. (4.5)

4.1 Dois lemas importantes

Conforme dito anteriormente, vamos estudar a regularidade de Du. O lema

a seguir é importante pois garante que Du satisfaz certa E.D.P, para a qual

vamos aplicar(na próxima seção) o método de iterações de Moser, enunciado

nas preliminares.

Lema 4.1. Seja u uma solução fraca e de classe C1 da E.D.P dada em (4.1)

em B(R0). Então para cada k ∈ {1, 2, . . . , n} temos que a função v = uxk é

solução fraca da equação

−
n∑

i,j=1

(|Du|paijvxi)xj = 0 em B(R0), (4.6)

onde os coeficientes aij dependem apenas da derivada de u e são dados por

aij =

{
δij + p

uxiuxj
|Du|2 , se Du 6= 0,

δij, se Du = 0.
(4.7)

Demonstração: Temos que∫
Ω

|Du|p〈Du,Dη〉 dx = 0
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para cada função η ∈ C∞0 (Ω). Escrevendo Ω1 = {x ∈ Ω : Du(x) = 0} e

Ω2 = {x ∈ Ω : Du(x) 6= 0}, temos que∫
Ω2

|Du|p〈Du,Dη〉 dx = 0. (4.8)

Queremos provar que

n∑
i,j=1

∫
Ω

|Du|paijvxiηxj dx = 0.

Ou seja,
n∑

i,j=1

∫
Ω2

|Du|paijvxiηxj dx = 0.

Como η é uma função de classe C∞ de suporte compacto qualquer, podemos

fixar k ∈ {1, 2, . . . , n} e trocar η por ηxk em (4.8), obtendo que∫
Ω2

|Du|p〈Du,Dηxk〉 dx = 0,

que se escreve como

n∑
j=1

∫
Ω2

|Du|puxjηxjxk dx = 0.

Integrando por partes, temos que

n∑
j=1

∫
Ω2

(
|Du|puxj

)
xk
ηxj dx = 0.

Ou seja,

n∑
j=1

∫
Ω2

(
|Du|puxjxk + p

n∑
i=1

|Du|p−2uxjuxiuxixk

)
ηxj dx = 0,

e portanto

n∑
j=1

∫
Ω2

n∑
i=1

(
δij|Du|puxixk + p|Du|p−2uxjuxiuxixk

)
ηxj dx = 0,

e portanto v = uxk satisfaz a equação

n∑
i,j=1

∫
Ω2

(
δij|Du|p + p|Du|p−2uxjuxi

)
vxiηxj dx = 0.
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Pondo |Du|p em evidência, conclúımos que v é solução de

n∑
i,j=1

∫
Ω2

|Du|paijvxiηxj dx = 0,

como queŕıamos demonstrar. �

Note que a matriz aij satisfaz a condição de elipticidade: Se ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈
Rn, temos que

n∑
i,j=1

aijξiξj =
n∑

i,j=1

(
δij + p

uxiuxj
|Du|2

)
ξiξj = |ξ|2 + p

(
〈Du, ξ〉
|Du|

)2

,

e portanto

|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aijξiξj ≤ (1 + p)|ξ|2. (4.9)

Também observe que a matriz aij é limitada:

|aij| ≤ |δij + p
uxiuxj
|Du|2

| ≤ 1 + p
|Du|2

|Du|2
= 1 + p. (4.10)

Agora estamos em condições de provar o seguinte lema, que é o objetivo da

seção. Ele garante que se ux1 fica em média próxima de seu máximo numa

bola de raio R, então ux1 deve ser grande ao longo da bola de raio R/2. Isso

nos dá um controle sobre a oscilação de Du.

Lema 4.2. Seja 0 < R < R0 e suponha que M+
1 (R) satisfaça (4.5). Então

existe uma constante ε0 = ε0(p, n) > 0 tal que se

−
∫
B(R)

(
M+

1 (R)− ux1
)+2

≤ ε0M
+
1 (R)2

então

min
B(R

2
)
ux1 ≥

M+
1 (R)

2
.

Demonstração: Seja M1 = M+
1 (R) e defina v = M1− ux1 . Conforme o lema

4.1, temos que v é solução de (4.6). Seja ζ uma função de corte suave que se

anula fora de B(R) e seja

0 ≤ k ≤ M1

2
(4.11)
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uma constante a ser determinada. Vamos dividir a demonstração em vários

passos.

Passo 1: Inicialmente, vamos mostrar que existe uma constante C = C(n, p)

tal que ∫
B(R)

⋂
{k<v<k+

M1
4
}
ζ2|Dv|2dx ≤ C

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx.

Para isso, multiplicamos a equação(4.6) pela função teste adequada ζ2(v−k)+

e integramos, concluindo que

−
n∑

i,j=1

∫
B(R0)

ζ2(v − k)+ (aij|Du|pvxi)xj dx = 0.

Usando que ζ ≡ 0 fora de B(R) e integrando por partes, temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

(
ζ2(v − k)+

)
xj
aij|Du|pvxi dx = 0.

Logo,

n∑
i,j=1

∫
B(R)

ζ2(v − k)+
xj
aij|Du|pvxi dx = −

n∑
i,j=1

∫
B(R)

ζζxj(v − k)+aij|Du|pvxi dx.

(4.12)

Vamos estimar por baixo o lado esquerdo da equação acima. Lembrando que

(v − k)+
xj

=

{
vxj , q.t.p se v > k,

0, q.t.p se v ≤ k

e usando que a matriz aij é uniformemente eĺıptica, conforme (4.9), temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

ζ2(v − k)+
xj
aij|Du|pvxi dx =

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Du|p
n∑

i,j=1

aijvxivxj dx

≥
∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Du|p|Dv|2 dx.

Portanto, conclúımos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

ζ2(v − k)+
xj
aij|Du|pvxi dx ≥

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Du|p|Dv|2 dx. (4.13)

36



Agora vamos estimar por cima o lado direito de (4.12). Usando a desigualdade

de Cauchy com ε temos que para cada ε > 0

n∑
i,j=1

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ|Dζ|(v − k)+|aij||Du|p|Dv| dx ≤

≤
n∑

i,j=1

∫
B(R)

⋂
{v>k}

(
1

4ε

(
|Dζ|(v − k)+

)2
+ ε (|Dv|ζ)2

)
|aij||Du|p dx.

Mas por (4.10), a matriz (aij) é limitada por 1 + p. Portanto,

n∑
i,j=1

∫
B(R)∩{v>k}

ζ|Dζ|(v − k)+|aij||Du|p|Dv| dx ≤

(1 + p)

4ε

∫
B(R)∩{v>k}

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2 |Du|p dx+

(1 + p)ε

∫
B(R)∩{v>k}

ζ2|Dv|2|Du|p dx.

Assim, substituindo esta desigualdade e (4.13) em (4.12), conclúımos que

(1− (1 + p)ε)

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2|Du|p dx ≤

1 + p

4ε

∫
B(R)

⋂
{v>k}

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2 |Du|p dx.

Assim, como ε > 0 é arbritrário, podemos tomá-lo de modo que 1−(p+1)ε > 0.

Tomando ε = 1
2(p+1)

, conclúımos que∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2|Du|p dx ≤ (1 + p)2

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2 |Du|p dx.

(4.14)

Mas então∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2|Du|p dx ≤ (1 + p)2M(R)p
∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx.

(4.15)

Note que∫
B(R)

⋂
{k<v<k+

M1
4
}
ζ2|Dv|2|Du|p dx ≤

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2|Du|p dx. (4.16)

Agora, note que se v = M1 − ux1 < k + M1

4
, então podemos usar (4.11) e (4.5)

para obtermos

ux1 >
3M1

4
− k ≥ M1

4
≥ 1

4
√
n
M(R).
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E portanto existe uma constante C = C(n, p) =
(

1
4
√
n

)p
> 0 tal que

|Du|p ≥ CM(R)p em {k < v < k +
M1

4
}.

Substituindo (4.16) em (4.15) e usando a estimativa acima, conclúımos que∫
B(R)

⋂
{k<v<k+

M1
4
}
ζ2|Dv|2dx ≤ C

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx, (4.17)

onde C = C(n, p) é uma constante que depende apenas de n e de p.

Passo 2: Considere as funções φk : R→ R dadas por

φk(x) =


0, se x < k,

x− k, se k ≤ x ≤ k + M1

4
,

M1

4
, se x > k + M1

4
.

Assim, podemos escrever (4.17) como∫
B(R)

ζ2|Dφk(v)|2 dx ≤ C

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx. (4.18)

Aplicando a desigualdade de Sobolev para a função ζφk(v), obtemos uma cons-

tante C = C(p, n) tal que(∫
B(R)

(ζφk(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ C

∫
B(R)

|D(ζφk(v))|2dx

= C

∫
B(R)

|Dζφk(v) + ζD(φk(v))|2dx.

Como (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, temos que(∫
B(R)

(ζφk(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ 2C

∫
B(R)

|Dζ|2φ2
k(v) + ζ2|D(φk(v))|2dx.

Usando (4.18), temos que(∫
B(R)

(ζφk(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ 2C

∫
B(R)

|Dζ|2φ2
k(v) dx

+ 2C

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx.

Como φk(v) ≤ (v − k)+, conclúımos que
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(∫
B(R)

(ζφk(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ max
B(R)
|Dζ|2C

∫
B(R)

(
(v − k)+

)2
dx. (4.19)

Passo 3: Até o momento nem k nem ζ foram determinados. Agora, escolhe-

mos, para m ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}

km ≡
M1

2

(
1− 1

2m

)
<
M1

2

Rm ≡
R

2

(
1 +

1

2m

)
e escolhemos também funções de corte ζm tais que 0 ≤ ζm ≤ 1, ζm ≡ 1 em

B(Rm+1), ζm ≡ 0 fora da bola B(Rm) e |Dζm| ≤ C2m

R
. Reescrevendo (4.19)

para R = Rm, k = km e ζ = ζm, temos que(∫
B(Rm)

(ζmφkm(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ max
B(Rm)

|Dζm|2C
∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx.

(4.20)

Como B(Rm+1) ⊆ B(Rm), ζmφkm(v) ≥ 0 e ζm ≡ 1 em B(Rm+1), temos

que(∫
B(Rm+1)

(φkm(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤
(∫

B(Rm)

(ζmφkm(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

. (4.21)

Substituindo (4.21) em (4.20) obtemos a seguinte desigualdade, que será usada

posteriormente:(∫
B(Rm+1)

(φkm(v))
2n
n−2 dx

)n−2
n

≤ C
4m

R2

∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx. (4.22)

Passo 4: A ideia é aplicar o lema 3.1 para a sequência definida por

Jm ≡
∫
B(Rm)

φkm(v)2dx.

Para aplicarmos esse lema, precisamos verificar que Jm satisfaz uma relação

de recorrência. Dáı, precisamos estimar Jm+1 por cima em função de Jm. Para

isso, aplicamos a desigualdade de Hölder:

Jm+1 =

∫
B(Rm+1)

φkm+1(v)2 dx ≤
(∫

B(Rm+1)

φkm+1(v)
2n
n−2 dx

)n−2
n

× |{x ∈ B(Rm+1)|φkm+1(v) > 0}|
2
n .
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Mas como φkm+1 ≤ φkm , temos que

Jm+1 ≤
(∫

B(Rm+1)

φkm(v)
2n
n−2 dx

)n−2
n

× |{x ∈ B(Rm+1)|φkm+1(v) > 0}|
2
n .

(4.23)

Mas (4.22) nos dá uma estimativa para o termo à esquerda do lado direito da

inequação acima. No entanto, ainda precisamos estimar por cima o termo

|{x ∈ B(Rm+1)|φkm+1(v) > 0}|
2
n .

Note que, como km+1 − km = M1

2m+2 , temos que

|{x ∈ B(Rm+1)|φkm+1(v) > 0}| = |{x ∈ B(Rm+1)|v > km+1}| =

=
1

(km+1 − km)2

∫
B(Rm+1)

⋂
{v>km+1}

(km+1 − km)2 dx ≤

≤ 1

(km+1 − km)2

∫
B(Rm+1)

⋂
{v>km+1}

(
(v − km)+)2

dx ≤

≤ 1

(km+1 − km)2

∫
B(Rm)

(
(v − km)+)2

dx =
4m+2

M2
1

∫
B(Rm)

(
(v − km)+)2

dx

Substituindo a inequação acima e (4.22) em (4.23), conclúımos que

Jm+1 ≤ C
4m

R2

∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx

(
4m+2

M2
1

∫
B(Rm)

(
(v − km)+)2

dx

) 2
n

.

(4.24)

Agora, nos resta apenas estimar por cima o termo
∫
B(Rm)

(
(v − km)+)2

dx em

função de Jm. Inicialmente, note que

Jm =

∫
B(Rm)

⋂
{v<km+

M1
4
}
φkm(v)2dx+

∫
B(Rm)

⋂
{v>km+

M1
4
}
φkm(v)2dx

=

∫
B(Rm)

⋂
{v<km+

M1
4
}

(
(v − km)+

)2
dx+

∫
B(Rm)

⋂
{v>km+

M1
4
}

(
M1

4

)2

dx

≤
∫
B(Rm)

⋂
{v<km+

M1
4
}

(
(v − km)+

)2
dx+

∫
B(Rm)

⋂
{v>km+

M1
4
}

(
(v − km)+

)2
dx

=

∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx.

Ou seja, obtemos que

Jm ≤
∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx. (4.25)
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Mas precisamos da desigualdade no sentido contrário. Para isso, observe que

|ux1| ≤M(R) e portanto temos que

−1 ≤ ux1
M(R)

≤ ux1 + km
M(R)

.

Logo,

1− ux1 + km
M(R)

≤ 2.

Logo,(
(v − km)+

)2
=
(
(M1 − ux1 − km)+

)2 ≤
(
(M(R)− ux1 − km)+

)2
=

=

((
M(R)

(
1− ux1 + km

M(R)

))+
)2

≤ CM(R)2.

Usando (4.5) ainda conclúımos que em {v > km + M1

4
}(

(v − km)+
)2 ≤ CM(R)2 ≤ CM2

1 ≤ Cφ2
km . (4.26)

Substituindo (4.26) em (4.25), temos que

Jm ≤
∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx =

=

∫
B(Rm)

⋂
{v<km+

M1
4
}

(
(v − km)+

)2
dx+

∫
B(Rm)

⋂
{v>km+

M1
4
}

(
(v − km)+

)2
dx ≤

≤
∫
B(Rm)

⋂
{v<km+

M1
4
}
φkm(v)2dx+

∫
B(Rm)

⋂
{v>km+

M1
4
}
Cφkm(v)2dx ≤ CJm.

Ou seja, obtemos que

Jm ≤
∫
B(Rm)

(
(v − km)+

)2
dx ≤ CJm. (4.27)

Portanto, substituindo em (4.24), conclúımos que

Jm+1 ≤ C
4m

R2
Jm

(
C

4m

M2
1

Jm

) 2
n

.

E portanto

Jm+1 ≤
C4(1+ 2

n)m

R2M
4
n

1

× J1+ 2
n

m .
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Ou seja existem constantes C1 = C e C2 = 41+ 2
n tais que

Jm+1 ≤
C1C

m
2

R2M
4
n

1

× J1+ 2
n

m .

Portanto, a sequência Jm satisfaz as hipóteses do Lema 3.1 para c = C1

R2M
4
n
1

b =

C2 e ε = 2
n
. Ou seja, se

J0 ≤
∫
B(R)

(
v+
)2
dx =

∫
B(R)

(
(M1 − ux1)

+)2
dx

≤ c−
n
2 b−

n2

4 =
RnM2

1

C
n
2

1

.C
−n

2

4
2 = ε0M

2
1 |B(R)|

então ∫
B(R

2
)

φM1
2

(v)2dx = lim
m→∞

Jm = 0.

Portanto, φM1
2

(v) ≡ 0 em B(R
2

) e consequentemente maxB(R/2) v ≤ M1

2
. Logo,

max
B(R/2)

(M1 − ux1) ≤
M1

2
.

E portanto,

max
B(R/2)

(−ux1) ≤ −
M1

2
.

Logo,

min
B(R/2)

(ux1) ≥
M1

2
,

o que conclui a demonstração. �

4.2 Estimativas em torno de um ponto de de-

generação

Nesta seção vamos supor que B(R0) seja centrada na origem e que

Du(0) = 0. (4.28)

O nosso objetivo é estimar o crescimento de M(R) à medida que R cresce.
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Lema 4.3. Supondo que valham as hipóteses (4.28) e (4.5), existem constantes

0 < λ, µ < 1 tais que

|{x ∈ B(R)|ux1(x) ≤ λM+
1 (R)}| ≥ µ|B(R)|, (4.29)

onde λ, µ dependem apenas de p e n.

Demonstração: De novo seja M1 = M+
1 (R) e suponha que (4.29) seja falsa

para λ e µ a serem determinados. Então,

−
∫
B(R)

(
(M1 − ux1)

+)2
dx =

∫
B(R)

⋂
{ux1<λM1}

(
(M1 − ux1)

+)2
dx

|B(R)|
+

+

∫
B(R)

⋂
{λM1≤ux1≤M1}

(
(M1 − ux1)

+)2
dx

|B(R)|
.

Note que se x ∈ B(R) vale que

|M1 − ux1(x)| = |max
B(R)

ux1 − ux1(x)| ≤ max
B(R)

ux1 + |ux1(x)| ≤ 2 max
B(R)

ux1 = 2M1.

Logo, para C = 4 vale que

−
∫
B(R)

(
(M1 − ux1)

+)2
dx ≤ C

|B(R)|

∫
B(R)

⋂
{ux1<λM1}

M2
1 dx+

+
1

|B(R)|

∫
B(R)

⋂
{λM1≤ux1≤M1}

(
(M1 − λM1)+)2

dx ≤

≤ CM2
1 |{ux1 < λM1}|

ωnRn
+ (1− λ)2M2

1 .

Portanto existe uma constante C = C(n) tal que

−
∫
B(R)

(
(M1 − ux1)

+)2
dx ≤ C

(
M2

1 |{ux1 < λM1}|
Rn

+ (1− λ)2M2
1

)
.

Assim, se escolhermos λ e µ tais que

C
(
(1− λ)2 + µ

)
≤ ε0,

segue da falsidade de (4.29) que

−
∫
B(R)

(
(M1 − ux1)

+)2
dx ≤ CM2

1

(
(1− λ)2 + µ

)
≤ ε0M

2
1 . (4.30)
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Aplicando o lema 4.2 e (4.5), conclúımos que

min
B(R2 )

ux1 ≥
M+

1 (R)

2
> 0,

contradizendo a hipótese (4.28) �

Agora estamos em condições de mostrar o seguinte resultado, que, junto com

o Lema 3.2 nos permite estimar por cima o crescimento de M(R).

Lema 4.4. Supondo que valham (4.28) e (4.5), existe uma constante positiva

γ = γ(p, n) < 1 tal que

M+
1

(
R

2

)
≤ γM+

1 (R).

Demonstração: Denovo seja M1 = M+
1 (R) e defina para δ > 0 a função

auxiliar

φ(x) = φδ(x) ≡
(
− log

(
M1 − x+ δ

M1(1− λ)

))+

para x ≤M1.

Como

− log

(
M1 − x+ δ

M1(1− λ)

)
> 0⇔ log

(
M1(1− λ)

M1 − x+ δ

)
> 0⇔(

M1(1− λ)

M1 − x+ δ

)
> 1⇔ x > δ +M1λ,

temos que φ(x) = 0 se x ≤ δ +M1λ.

Note também que se δ +M1λ < x1 ≤ x2 ≤M1, então

φ(x1) = log

(
M1(1− λ)

M1 − x1 + δ

)
≤ log

(
M1(1− λ)

M1 − x2 + δ

)
= φ(x2).

E portanto φ é não-decrescente.

Além disso, se x > δ +M1λ temos que

φ′(x) =
M1 − x+ δ

M1(1− λ)

(
M1(1− λ)

M1 − x+ δ

)′
=
M1 − x+ δ

M1(1− λ)
× M1(1− λ)

(M1 − x+ δ)2
=

1

M1 − x+ δ

e portanto

φ′′(x) =

(
1

M1 − x+ δ

)2

= φ′(x)2.
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E portanto φ′′(x) ≥ 0 para todo x ≤M1, x 6= M1λ+ δ. Logo, φ é uma função

convexa.

Agora seja

w = φ(ux1).

Vamos dividir a demonstração em três passos relativamente independentes.

Passo 1: Note que

|{x ∈ B(R)|w = 0}| = |{x ∈ B(R)|ux1 ≤M1λ+δ}| ≥ |{x ∈ B(R)|ux1(x) ≤ λM1}|.

Portanto, do lema 4.3, temos que

|{x ∈ B(R)|w = 0}| ≥ µ|B(R)|. (4.31)

Agora vamos mostrar a seguinte afirmação: existe θ = θ(µ, n), 3
4
< θ < 1 tal

que

|{x ∈ B(θR)|w = 0}| ≥ 1

2
µ|B(R)|. (4.32)

De fato, se (4.32) for falsa, teŕıamos usando (4.31) que para qualquer 3
4
< θ < 1

|{x ∈ B(θR)|w = 0}| < 1

2
µ|B(R)| ≤ 1

2
|{x ∈ B(R)|w = 0}|.

Então, tomando θm = m−1
m

, temos que

|{x ∈ B(θmR)|w = 0}| < 1

2
|{x ∈ B(R)|w = 0}| para todo m. (4.33)

Logo, ∫
B(R)

fm dx <
1

2

∫
B(R)

f dx,

onde fm = χB(θmR)
⋂
{w=0} e f = χB(R)

⋂
{w=0}. Mas note que fi ≤ fi+1 para

todo i. Logo, podemos aplicar o teorema da convergência Monótona e obter∫
B(R)

lim
m→∞

fmdx = lim
m→∞

∫
B(R)

fmdx.

Ou seja

|{x ∈ B(R)|w = 0}| = lim
m→∞

|{x ∈ B(θmR)|w = 0}.

Mas por (4.33) conclúımos que

|{x ∈ B(R)|w = 0}| < 1

2
|{x ∈ B(R)|w = 0}|.
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Segue que

|{x ∈ B(R)|w = 0}| < 0,

absurdo. Assim, a afirmação (4.32) fica provada. Dáı, pelo Corolário 3.4

conclúımos que

−
∫
BθR

w2dx ≤ CR2 −
∫
BθR

|Dw|2dx, C = C(µ, θ, n). (4.34)

Passo 2: Como φ é convexa e v = ux1 satisfaz (4.6) em B(R), temos que

w = φ ◦ v é subsolução fraca da equação (4.6). De fato, como wxi = φ′(v)vxi ,

então para qualquer η ∈ C∞0 (B(R)), temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxiηxj dx =
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pφ′(v)vxiηxj dx. (4.35)

Considere a função ψ(x) = φ′(v(x))η(x). Como η tem suporte compacto e

φ′(v(x)) é suave, temos que essa é uma função teste válida e

ψxj = φ′′(v)vxjη + ηxjφ
′(v).

Logo,

ηxjφ
′(v) = ψxj − φ′′(v)vxjη.

Substituindo em (4.35) temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxiηxj dx =
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pvxiψxj dx−

−
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pvxiφ′′(v)vxjη dx.

Mas como v satisfaz a equação (4.6), temos que o termo à esquerda da equação

acima se anula. Usando também que a matriz aij é uniformemente eĺıptica e

que φ′′ ≥ 0, temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxiηxj dx = −
∫
B(R)

|Du|pφ′′(v)η
n∑

i,j=1

aijvxivxj dx ≤ 0.

(4.36)

Ou seja, w é uma subsolução fraca da equação

− (aij|Du|pvxi)xj = 0, em B(R), (4.37)
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como queŕıamos provar. Agora observe que no conjunto onde w > 0, temos

que ux1 > M1λ. Portanto,

M(R)p ≤ CMp
1 ≤ C|Du|p ≤ CM(R)p, (4.38)

o que nos mostra que |Du|p é limitado por cima e por baixo por CM(R)p

e M(R)p. Como podemos cancelar os termos envolvendo |Du|p durante os

cálculos, podemos aplicar o método de iteração de Moser à equação (4.37).

Dáı, pelo Corolário 2.5 obtemos que

sup
B(R/2)

w2 ≤ C −
∫
B(θR)

w2 dx, C = C(p, n, θ). (4.39)

Passo 3: Usando a equação (4.36) e que φ′′ = (φ′)2, temos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxiηxj dx = −
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pφ′(v)vxiηφ
′(v)vxj dx.

Usando que wxi = φ′(v)vxi , conclúımos que

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxiηxj dx = −
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pηwxiwxj dx (4.40)

para toda função teste η ∈ C∞0 (B(R)). Escolha uma função de corte suave

ζ tal que ζ ≡ 1 em B(θR), ζ ≡ 0 perto da fronteira de B(R), 0 ≤ ζ ≤ 1 e

|Dζ| ≤ C
(1−θ)R . Então tomando η = ζ2 em (4.40) obtemos

n∑
i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pζ2wxiwxj dx = −
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxi(ζ2)xj dx. (4.41)

Agora vamos fazer estimativas do lado esquerdo e do lado direito da equação

acima. De um lado,

−
n∑

i,j=1

∫
B(R)

aij|Du|pwxi(ζ2)xj dx = −2

∫
B(R)

n∑
i,j=1

aij|Du|pwxiζζxj dx.

Do outro, aplicamos a condição de elipticidade da matriz (aij), obtendo∫
B(R)

n∑
i,j=1

ζ2aij|Du|pwxiwxj dx ≥
∫
B(R)

ζ2|Du|p|Dw|2 dx.
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Juntando essas duas estimativas em (4.41), conclúımos que

−2

∫
B(R)

n∑
i,j=1

aij|Du|pwxiζζxj dx ≥
∫
B(R)

ζ2|Du|p|Dw|2 dx.

Usando (4.38) podemos cortar os termos envolvendo |Du|p. Logo,

− 2

∫
B(R)

n∑
i,j=1

aijwxiζζxj dx ≥ C

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx. (4.42)

Agora, vamos estimar por cima o lado esquerdo da equação acima. Note que

−2

∫
B(R)

n∑
i,j=1

aijwxiζζxj dx ≤ 2

∫
B(R)

ζ
n∑

i,j=1

aij|Dw||Dζ| dx.

Como a matriz (aij) é limitada por (1 + p), conforme (5.9), temos que

−2

∫
B(R)

n∑
i,j=1

aijwxiζζxj dx ≤ 2(1 + p)

∫
B(R)

ζ|Dw||Dζ| dx.

Agora, usando a desigualdade de Cauchy com ε a ser determinado, conclúımos

que

2(1 + p)

∫
B(R)

ζ|Dw||Dζ| dx ≤ (1 + p)

∫
B(R)

εζ2|Dw|2 +
|Dζ|2

ε
dx.

Usando essa estimativa em (4.42) obtemos

(1 + p)

∫
B(R)

εζ2|Dw|2 +
|Dζ|2

ε
dx ≥ C

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx.

Logo,

(1 + p)

∫
B(R)

|Dζ|2

ε
dx ≥ (C − (1 + p)ε)

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx.

Dáı, tomando ε > 0 de modo que C − (1 + p)ε > 0, temos que existe uma

constante D > 0 tal que∫
B(R)

|Dζ|2 dx ≥ D

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx.

Mas da construção de ζ, temos que |Dζ| ≤ C
(1−θ)R , e portanto∫

B(R)

C(θ)

R2
dx ≥ D

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx.

48



Dáı,
C(p, n, θ)

R2
≥ 1

|B(R)|

∫
B(R)

ζ2|Dw|2 dx.

Mas como ζ ≡ 1 em B(θR) e 0 ≤ ζ ≤ 1 em B(R), temos que

C(p, n, θ)

R2
≥ −
∫
B(θR)

|Dw|2 dx. (4.43)

Finalmente, juntando (4.39), (4.34) e (4.43) conclúımos que

sup
B(R

2
)

w2 ≤ C4, C4 = C(p, n, θ, µ). (4.44)

Lembrando da definição de w, a equação acima siginifica que se x ∈ B(R/2),

temos que

w(x) = φ(ux1) = log

(
M1(1− λ)

M1 − ux1 + δ

)
≤ C4.

Dáı,
M1(1− λ)

M1 − ux1 + δ
≤ eC4 .

Logo,

ux1 ≤M1 − e−C4M1(1− λ) + δ = M1(1− e−C4(1− λ)) + δ = γM1 + δ,

onde 0 < γ ≡ (1 − e−C4(1 − λ)) < 1. Fazendo δ → 0 (note que as constantes

acima não dependem de δ), obtemos que

M+
1 (
R

2
) ≤ γM+

1 (R).

�

Agora vamos usar o Lema 3.2 para obter o seguinte resultado, que é o objetivo

dos lemas anteriores.

Proposição 4.5. Existem constantes C = C(p, n) e β = β(p, n) > 0 tais que

M(R) ≤ CK

(
R

R0

)β
(0 < R < R0),

onde K é dado por (4.2).
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Demonstração: Usando a notação do Lema 3.2 vamos tomar

w1(R) = M(R), wi = M+
i (R) (i = 1, . . . , n)

wi = M−
i−n(R) (i = n+ 1, . . . , 2n), M = 1, N = 2n,

η =
1

2
, δ0 =

1√
n
, σ = γ (do Lema 4.4).

Inicialmente, vamos checar que essas funções de fato satisfazem as hipóteses

do Lema 3.2. Do lema anterior e de (4.5), temos que para cada 0 < R < R0

existe i ∈ {1, . . . , n} e uma constante γ tais que

1√
n
M(R) ≤M±

i (R) para algum i = i(R) ∈ {1, . . . , n}

e

M±
i (
R

2
) ≤ γM±

i (R) para i dado acima.

Dáı, as hipóteses do Lema 3.2 ficam satisfeitas. Aplicando esse lema, obtemos

constantes positivas C = C(n, p) e β = β(n, p) tais que

M(R) ≤ C

(
R

R0

)β
max
1≤i≤n

M±
i (R0) (0 < R < R0).

E portanto, da definição de K segue que

M(R) ≤ CK

(
R

R0

)β
(0 < R < R0),

como queŕıamos demonstrar. �
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4.3 Estimativas em torno de um ponto regular

Acabamos de conseguir uma estimativa para a oscilação de Du em bolas

centradas em um ponto de degeneração, onde Du = 0. Agora, vamos combinar

esse resultado com as estimativas de Moser para equações não degeneradas e

obter uma estimativa Hölder a priori para Du em todos os pontos interiores

de B(R0/2).

Suponhamos novamente que u seja uma solução suave da equação

div (|Du|pDu) = 0

em alguma bola B(R0) onde valha a estimativa

max
B(R0)

|Du| ≤ K.

Não vamos mais supor que necessariamente Du(x0) = 0. Agora provamos o

teorema enunciado no ińıcio do caṕıtulo.

Teorema 4.6. Existem constantes C5 = C5(R0, p, n,K) e τ = τ(p, n) > 0 tais

que

[Du]Cτ (B(R0/2)) ≤ C5.

Demonstração: De acordo com a Proposição 4.5, Du é Hölder cont́ınua com

expoente β em qualquer ponto x0 ∈ B(R0/2) tal que Du(x0) = 0. Suponhamos

agora que x0 ∈ B(R0/2) e

|Du(x0)| > 0 (4.45)

Defina para k = 1, 2, . . . , n, 0 < R < R0/2

M(R) ≡ max
B(x0,R)

|Du|,

M±
k (R) ≡ max

B(x0,R)
±uxk ,

oscB(x0,R)uxk ≡ max
B(x0,R)

uxk − min
B(x0,R)

uxk = M+
k (R) +M−

k (R).

Seja γ < 1 a constante do Lema 4.4.

Seja R1 o supremo do conjunto de números 0 < R ≤ R0/2 tais que

M ε
k(
R

2
) ≤ γM ε

k(R) (4.46)
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FALHA para alguma escolha de k ∈ {1, 2, . . . , n} e ε ∈ {+,−} tais que

M ε
k(R) ≥ 1√

n
M(R) > 0. (4.47)

Dáı devemos ter R1 > 0, visto que se tivéssemos R1 = 0, então concluiŕıamos

novamente(aplicando o lema 3.2) que

M(R) ≤ C

(
R

R0

)β
(0 < R ≤ R0

2
)

e dáı Du(x0) = 0, contradizendo a hipótese (4.45).

Dáı, existe R1

2
< R2 ≤ R1 tal que, digamos

M+
1 (R2) ≥ 1√

n
M(R2) > 0 (4.48)

mas (4.46) FALHA para R = R2, k = 1, ε = +. Dáı, temos que vale a hipótese

do Lema 4.2, isto é, existe uma constante ε0 = ε0(p, n) tal que

−
∫
B(R2)

(
M+

1 (R2)− ux1
)+2

≤ ε0M
+
1 (R2)2.

Isso acontece porque se a inequação acima for falsa, podemos provar o Lema

4.3, argumentando por absurdo de maneira análoga até concluir (4.30), que

estamos supondo ser falsa. De posse do Lema 4.3 provamos o Lema 4.4 e

conclúımos que (4.46) é verdadeira, gerando um absurdo. Dáı, podemos aplicar

o Lema 4.2 e obter

min
B(x0,

R2
2

)

ux1 ≥
M+

1 (R2)

2
=

1

2
max

B(x0,R2)
ux1 ≥

1

2
√
n
M(R2) > 0, (4.49)

por (4.48). Agora, lembremos que v = uxk (k = 1, . . . , n) satisfaz a equação

−
n∑

i,j=1

(aij|Du|pvxi)xj = 0, em B(x0, R2/2) (4.50)

onde

aij =

{
δij + p

uxiuxj
|Du|2 , se Du 6= 0,

δij, se Du = 0.

Usando (4.49) temos que

M(R2)p ≥ |Du(x)|p ≥
(

1

2
√
n

)p
M(R2)p em B(x0, R2/2),
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e portanto

∑
i,j

aij|Du|pξiξj = |Du|p
(
|ξ|2 + p

(
〈Du, ξ〉
|Du|

)2
)
≥ |Du|p|ξ|2 ≥

(
1

2
√
n
M(R2)

)p
|ξ|2.

Além disso,

∑
i,j

aij|Du|pξiξj ≤M(R2)p

(
|ξ|2 + p

(
|Du||ξ|
|Du|

)2
)

= M(R2)p(1 + p)|ξ|2.

Ou seja,

λ|ξ|2 ≤
∑
i,j

aij|Du|pξiξj ≤ µ|ξ|2 (ξ ∈ Rn)

para

λ ≡
(

1

2
√
n
M(R2)

)p
e

µ ≡M(R2)p(1 + p).

Note que
µ

λ
= (1 + p)2pn

p
2

é uma constante dependendo apenas de n e de p, que independe de R2. Dáı

podemos aplicar as estimativas de Moser (Teorema 2.6) para a equação (4.50)

e obtermos uma constante δ = δ(p, n) < 1 tal que

oscB(x0,R/4)uxk ≤ δoscB(x0,R)uxk (0 < R <
R2

2
), k = 1, . . . , n. (4.51)

Agora, aplicamos o Lema 3.2 com

wi(R) = wi(R) = oscB(x0,R)uxi , (i = 1, . . . , n)

wi = M+
i−n(R) (i = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n)

wi = M−
i−2n(R) (i = 2n+ 1, . . . , 3n), M = n, N = 3n,

η =
1

8
, δ0 =

1

2
√
n
, σ = max{δ, γ}.

Devemos checar que estamos nas hipóteses do Lema 3.2, independentemente

dos valores de R1 e R2 para obtermos que se 0 < R ≤ R0/2, então existem

constantes positivas C = C(p, n) e α = α(p, n) tais que

oscB(x0,R)uxk ≤ C max
1≤i≤3n

ωi(R0/2)

(
R

R0/2

)α
(k = 1, . . . , n). (4.52)
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Para isso devemos checar que para cada R ≤ R0

2
existe r = r(R) ∈ {1, . . . , 3n}

tal que

1

2
√
n

max
1≤i≤n

oscB(x0,R)uxi ≤ ωr(R) e

ωr(
R

8
) ≤ max{δ, γ}ωr(R).

Vamos dividir em dois casos: Se R∗ < R1, então podemos tomar R2 como

anteriormente e de modo que R∗ < R2 ≤ R1. Dáı obtemos de (4.51) que

oscB(x0,R/4)uxk ≤ δoscB(x0,R)uxk (0 < R <
R2

2
), k = 1, . . . , n.

Em particular, para R = R∗/2 temos que

oscB(x0,R∗/8)uxk ≤ δoscB(x0,R∗/2)uxk ≤ δoscB(x0,R∗)uxk , k = 1, . . . , n.

Ou seja

ωk(R
∗/8) ≤ δωk(R

∗), k = 1, . . . , n.

Como a inequação acima é válida para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, tome k∗ =

k∗(R∗) tal que

oscB(x0,R∗)uxk∗ = max
1≤i≤n

oscB(x0,R∗)uxi .

Dáı, temos que

ωk∗(R
∗/8) ≤ δωk∗(R

∗) ≤ σωk∗(R
∗)

e
1

2
√
n

max
1≤i≤n

oscB(x0,R∗)uxi ≤ ωk∗(R
∗),

e estamos nas hipóteses do Lema 3.2.

Agora, se R∗ > R1, então existem k ∈ {1, . . . , n} e ε ∈ {+,−} tais que

M ε
k(R

∗) ≥ 1√
n
M(R∗) > 0

e

M ε
k(
R∗

2
) ≤ γM ε

k(R
∗).

Note que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},

oscB(x0,R∗)uxi = M+
i (R∗) +M−

i (R∗) ≤ 2M(R∗) ≤ 2
√
nM ε

k(R
∗).
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Logo, conclúımos que para todo i ∈ {1, 2, . . . , n},

1

2
√
n

oscB(x0,R∗)uxi ≤M ε
k(R

∗).

Como também temos que

M ε
k(
R∗

8
) ≤M ε

k(
R∗

2
) ≤ γM ε

k(R
∗) ≤ σM ε

k(R
∗),

fica provado que estamos na hipótese do Lema 3.2, e conclúımos que vale (4.52).

Além disso, da definição de ωi e do fato que 2α é uma constante que depende

apenas de p e de n, segue que

oscB(x0,R)uxk ≤ C max
B(x0,R0/2)

|Du|
(
R

R0

)α
(0 < R <

R0

2
) (k = 1, . . . , n).

Dáı, para cada x ∈ B(R0/2) tal que |Du(x)| 6= 0 vale que

oscB(x,R)uxk ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
R

R0

)α
(0 < R <

R0

2
) (k = 1, . . . , n).

Pela Proposição 4.5 temos que nos pontos x ∈ B(R0/2) tais que Du(x) = 0

existem constantes C = C(p, n) e β = β(p, n) > 0 tais que

max
B(x,R)

|Du| ≤ C max
B(x,R0/2)

|Du|
(
R

R0

)β
(0 < R < R0/2).

E portanto

max
B(x,R)

|Du| ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
R

R0

)β
(0 < R < R0/2).

Para provar o Teorema 4.6, sejam x, y ∈ B(R0/2). Seja x0 o centro da bola

B(R0/2). Se |x− y| < R0

2
, então y ∈ B(x,R0/2) ⊂ B(x0, R0). Como podemos

supor que |Du(x)| > 0 temos que

|uxk(x)− uxk(y)| ≤ oscB(x,|x−y|)uxk ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
|x− y|
R0

)α
e portanto

|uxk(x)− uxk(y)|
|x− y|α

≤ C(p, n,K,R0). (4.53)

Caso |x− y| ≥ R0

2
e |Du(x0)| > 0, então para R3 = max{|x− x0|, |y − x0|} <

R0

2
≤ |x− y| temos que

|uxk(x)− uxk(y)| ≤ oscB(x0,R3)uxk ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
R3

R0

)α
.
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Logo,

|uxk(x)− uxk(y)| ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
|x− y|
R0

)α
.

Consequentemente,

|uxk(x)− uxk(y)|
|x− y|α

≤ C(p, n,K,R0). (4.54)

Finalmente, caso |x − y| ≥ R0

2
e |Du(x0)| = 0, então para R3 como acima

temos que

|uxk(x)− uxk(y)| ≤ 2 max
B(x0,R3)

|Du| ≤ C max
B(R0)

|Du|
(
R3

R0

)β
,

e portanto
|uxk(x)− uxk(y)|
|x− y|β

≤ C(p, n,K,R0). (4.55)

Juntando as estimativas (4.53), (4.54) (4.55) obtemos o resultado desejado

para τ = min{α, β}. �
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Caṕıtulo 5

O problema aproximado

No caṕıtulo anterior obtivemos estimativas Hölder para soluções suaves da

equação

div|Du|pDu = 0 em B(R0), p > 0

No entanto, não conseguimos garantir a existência de soluções suaves dessas

equações, conforme [8]. Felizmente, podemos considerar problemas aproxima-

dos, cujas soluções denotaremos por uε, para os quais as estimativas feitas

no caṕıtulo anterior se aplicam de maneira análoga. Na primeira seção deste

caṕıtulo enunciamos esses resultados, e na seguinte provamos que tais proble-

mas aproximados realmente possuem soluções suaves uε. Finalmente, obtemos

estimativas uniformes para uε, que nos permitem estudar, no caṕıtulo seis, a

função limite v = limε→0 u
ε.

Seja B(R0) uma bola de raio R0, como no caṕıtulo anterior. Dado ε > 0, o ob-

jetivo desse caṕıtulo é estudar o comportamento das soluções uε do problema

aproximado

div (|Duε|pDuε) + ε∆uε = 0 em B(R0) (5.1)

que se escreve alternativamente como

div ((|Duε|p + ε)Duε) = 0 em B(R0). (5.2)

A E.D.P acima é quasilinear e uniformemente eĺıptica, e portanto é posśıvel

provar a existência de soluções suaves para essas equações, conforme feito

em [5]. Assim como no caṕıtulo anterior, vamos começar mostrando que as

derivadas parciais de uε satisfazem uma E.D.P.
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5.1 Estimativas a priori do problema aproxi-

mado

Começamos com o seguinte lema.

Lema 5.1. Sejam ε > 0 e uε uma solução suave da E.D.P dada em (5.1).

Então para cada k ∈ {1, 2, . . . , n} temos que a função v = uεxk é solução da

equação

−
n∑

i,j=1

(
(|Du|p + ε)aεijvxi

)
xj

= 0 em B(R0), (5.3)

onde os coeficientes aεij dependem apenas de ε e da derivada de u e são dados

por

aεij = δij + p
|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

. (5.4)

Demonstração: Para não carregar a notação, vamos omitir o superescrito ε.

Derivando (5.2) com respeito a k-ésima coordenada, obtemos(
n∑
j=1

((|Du|p + ε)uxj)xj

)
xk

= 0 em B(R0) (5.5)

e portanto

n∑
j=1

(((|Du|p + ε)uxj)xk)xj = 0

n∑
j=1

(
(|Du|p + ε)uxjxk + (|Du|p + ε)xk uxj

)
xj

= 0

n∑
j=1

(
(|Du|p + ε)uxjxk + p|Du|p−2

n∑
i=1

uxiuxixkuxj

)
xj

= 0

n∑
j=1

(
n∑
i=1

(
δij (|Du|p + ε)uxixk + p|Du|p−2uxiuxjuxixk

))
xj

= 0

n∑
i,j=1

(
(|Du|p + ε)

(
δij + p

|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

)
uxixk

)
xj

= 0
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em B(R0) e portanto v = uxk satisfaz a equação

n∑
i.j=1

((|Du|p + ε) aijvxi)xj = 0, (5.6)

como queŕıamos demonstrar. �

Note que a matriz aεij satisfaz a condição de elipticidade, com constantes que

não dependem de ε: Se ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, temos que

n∑
i,j=1

aεijξiξj =
n∑

i,j=1

(
δij + p

|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

)
ξiξj = |ξ|2 + p

(
|Du|p−2〈Du, ξ〉2

|Du|p + ε

)
(5.7)

e portanto, por Cauchy-Schwarz,

|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aijξiξj ≤ |ξ|2 + p
|Du|p

|Du|p + ε
|ξ|2 ≤ (1 + p)|ξ|2. (5.8)

Também observe que a matriz aεij é uniformemente limitada em ε:

|aεij| ≤ |δij + p
|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

| ≤ 1 + p
|Du|p

|Du|p + ε
= 1 + p. (5.9)

Este lema e o fato das matrizes (aεij) serem uniformemente limitadas em ε indica

que as estimativas feitas no caṕıtulo anterior se repetem de maneira análoga

para a E.D.P (5.3). Dáı, é natural esperar que as funções uε sejam Hölder-

cont́ınuas em B(R0) com expoentes α = αε. No entanto, conseguimos estima-

tivas independentes de ε, conforme as contas acima já indicam, de modo que

α não dependa de ε. Vejamos agora lemas análogos aos do caṕıtulo anterior.

Analogamente ao que foi feito no caṕıtulo anterior, defina para 0 < R < R0

Mε(R) ≡ max
B(R)
|Duε|

e

M±
ε, k(R) ≡ max

B(R)
±uεxk , para k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Então, fixado 0 < R < R0 deve existir algum ı́ndice i tal que

M+
ε, i(R) ≥ 1√

n
Mε(R) (5.10)

ou

M−
ε, i(R) ≥ 1√

n
Mε(R). (5.11)
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Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que

M+
ε, 1(R) ≥ 1√

n
Mε(R) > 0. (5.12)

Lema 5.2. Seja 0 < R < R0. Então existe uma constante ε0 = ε0(p, n) > 0,

tal que se

−
∫
B(R)

(
M+

ε, 1(R)− uεx1
)+2

≤ ε0M
+
ε, 1(R)2

então

min
B(R

2
)
uεx1 ≥

M+
ε, 1(R)

2

para qualquer ε > 0 tal que M+
ε, 1(R) satisfaça (5.12).

Demonstração: Seja M1 = M+
ε, 1(R) e defina v = M1−uεx1 . Conforme o lema

5.1, temos que v é solução de (5.3). Seja ζ uma função de corte suave que se

anula fora de B(R) e seja

0 ≤ k ≤ M1

2
(5.13)

uma constante a ser determinada. Multiplicando (5.3) por ζ2(v − k)+ e inte-

grando, conclúımos fazendo contas idênticas às da demonstração do lema 4.2

que∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2 (|Duε|p + ε) dx ≤ (1+p)2 (Mε(R)p + ε)

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx.

(5.14)

Note que∫
B(R)

⋂
{k<v<k+

M1
4
}
ζ2|Dv|2(|Duε|p+ε) dx ≤

∫
B(R)

⋂
{v>k}

ζ2|Dv|2(|Duε|p+ε) dx.

(5.15)

Agora, note que se v = M1−uεx1 < k+ M1

4
, então podemos usar (5.13) e (5.12)

para obtermos

uεx1 >
3M1

4
− k ≥ M1

4
≥ 1

4
√
n
Mε(R).

E portanto existe uma constante C = C(n, p) =
(

1
4
√
n

)p
> 0 tal que

|Duε|p ≥ CMε(R)p em {k < v < k +
M1

4
}.
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Substituindo (5.15) em (5.14) e usando a estimativa acima, conclúımos que∫
B(R)

⋂
{k<v<k+

M1
4
}
ζ2|Dv|2dx ≤ C

∫
B(R)

|Dζ|2
(
(v − k)+

)2
dx, (5.16)

onde C = C(n, p) é uma constante que depende apenas de n e de p. Como ε

sumiu, a partir daqui a demonstração do Lema 5.2 é idêntica à do Lema 4.2.

�

De posse do lema 5.2, provamos o seguinte lema:

Lema 5.3. Supondo que B(R0) esteja centrada na origem, que valha a hipótese

(5.12) e que

Duε(0) = 0, (5.17)

existem constantes 0 < λ, µ < 1 dependendo apenas de p e n tais que

|{x ∈ B(R)|uεx1(x) ≤ λM+
ε, 1(R)}| ≥ µ|B(R)|, (5.18)

para cada 0 < R < R0.

Demonstração: Idêntica à do Lema 4.3. �

E de posse de Lema 5.3 provamos que

Lema 5.4. Existe uma constante positiva γ = γ(p, n) < 1 tal que

M+
ε, 1

(
R

2

)
≤ γM+

ε, 1(R)

para qualquer ε > 0 tal que Duε satisfaça as hipóteses (5.17) e (5.12).

Demonstração: Idêntica à do Lema 4.4. A única diferença é que o termo

M(R)p + ε cancela ao longo das contas, ao invés do termo M(R)p. �

Dáı usamos o Lema 3.2 para obter

Proposição 5.5. Existem constantes C = C(p, n) e β = β(p, n) > 0 tais que

Mε(R) ≤ CKε

(
R

R0

)β
(0 < R < R0),

onde

Kε = sup
B(R0)

|Duε|.

para qualquer ε > 0 tal que Duε satisfaça a hipótese (5.17).
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Demonstração: Idêntica à da Proposição 4.5. �

Finalmente, enunciamos o

Teorema 5.6. Existem constantes C5 = C5(R0, p, n,Kε) e α = α(p, n) > 0

tais que

[Duε]Cα(B(R0/2)) ≤ C5

para qualquer ε > 0.

Demonstração: Idêntica a prova do Teorema 4.6. �

5.2 Existência de solução suave do problema

aproximado

Sejam B(R0) uma bola centrada na origem e compactamente contida em

um aberto limitado Ω de Rn, u ∈ W 1,p+2(Ω) solução fraca da equação

div|Du|pDu = 0 em Ω (5.19)

e defina

g = gδ = ρδ ∗ u, δ > 0

onde ρδ é o molificador usual, definido nas preliminares. Vamos supor que

B(R0) ⊂⊂ Ωδ = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > δ}

e portanto

g ∈ C∞(B(R0)).

Fixado ε > 0 considere a E.D.P{
div|Duε|pDuε + ε∆uε = 0 em B(R0),

uε = g, em ∂B(R0).
(5.20)

O nosso objetivo é provar que essa equação possui uma (única) solução suave.

Para isto, considere o problema{
div|Duε|pDuε + ε∆uε = 0 em B(R0),

uε = σg, em ∂B(R0),
(5.21)
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onde 0 ≤ σ ≤ 1. O primeiro passo para isso, é obter a seguinte estimativa a

priori.

Lema 5.7. Existe uma constante C = C(R0, δ) tal que

max
B(R0)

|Duε| ≤ C

se uε for uma solução suave de (5.21). C não depende de ε nem de σ.

Demonstração: Durante essa prova, para simplificar a notação, vamos aban-

donar o superescrito ε. Inicialmente, vamos provar que

max
∂B(R0)

|Du| ≤ C1 = C1(R0, δ).

Para isso, escolha um ponto qualquer x∗ ∈ ∂B(R0). Por meio de uma rotação,

podemos supor que x∗ = (0, 0, . . . ,−R0). Defina, para x = (x1, . . . , xn) ∈
B(R0),

w(x) = σg(x∗)+σ
n−1∑
i=1

gxi(x
∗)xi+σ max

B(R0)
|D2g|

n−1∑
i=1

x2
i +µ(xn+R0)−λ(xn+R0)2,

com µ e λ a serem determinados. Note que

div(|Dw|pDw) =
n∑
i=1

(wxi |Dw|p)xi = |Dw|p∆w +
n∑

i,j=1

p|Dw|p−2wxiwxjwxjxi

e portanto, pela definição de w,

div(|Dw|pDw) + ε∆w =2(|Dw|p + ε)((n− 1)σ max
B(R0)

|D2g| − λ)+

p|Dw|p−2

(
n−1∑
j=1

(
σw2

xj
2 max
B(R0)

|D2g|
)
− 2λ(wxn)2

)
.

Assumindo por enquanto que

|wxn| ≥ 1,

e notando que cada wxj é limitado para j ∈ {1, . . . , n− 1}, obtemos que existe

λ > 0(suficientemente grande) tal que

div(|Dw|pDw) + ε∆w ≤ 0.
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De fato, basta tomar λ de modo que λ > (n− 1) maxB(R0) |D2g| e

2λ(wxn)2 > 2λ > σ
n−1∑
j=1

w2
xj

2 max
B(R0)

|D2g|.

Como

wxj = σgxj(x
∗) + 2σxj max

B(R0)
|D2g| ≤ max

B(R0)
|Dg|+ 2R0 max

B(R0)
|D2g| = C,

basta tomar

λ > (n− 1)C2 max
B(R0)

|D2g|.

Note que nem ε nem σ influem na escolha de λ. Com λ fixado, escolhemos

µ > 0 de modo que

|wxn| = |µ− 2λ(xn +R0)| ≥ 1,

e de modo que

w ≥ σg em ∂B(R0). (5.22)

Vejamos que de fato, (5.22) é satisfeita para µ suficientemente grande. Para

isso, lembremos da expansão de Taylor com resto de Lagrange de σg: para

cada x = (x1, . . . , xn) ∈ B(R0), existe x = x∗ + t(x∗ − x) para algum t < 1 tal

que

σg(x) = σg(x∗) + σ
n∑
i=1

gxi(x
∗)(xi − x∗i ) +

σ

2
〈D2g(x)(x− x∗), (x− x∗)〉.

Dáı,

σg(x) ≤ σg(x∗) + σ
n∑
i=1

gxi(x
∗)(xi − x∗i ) + σ max

B(R0)
|D2g| ||x− x∗||2

= σg(x∗) + σ
n−1∑
i=1

gxi(x
∗)xi + σgxn(x∗)(xn +R0)+

+ σ max
B(R0)

|D2g|
n−1∑
i=1

x2
i + σ max

B(R0)
|D2g|(xn +R0)2

= w(x) + (σgxn(x∗)− µ)(xn +R0) + (σ max
B(R0)

|D2g|+ λ)(xn +R0)2.

Como λ já está fixado, basta tomar µ de modo que

(σgxn(x∗)− µ)(x+R0) + (σ max
B(R0)

|D2g|+ λ)(x+R0)2 ≤ 0 ∀ −R0 ≤ x ≤ R0,
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ou seja,

(−σgxn(x∗) + µ)x ≥ (σ max
B(R0)

|D2g|+ λ)x2 ∀0 ≤ x ≤ 2R0,

o que é posśıvel(note que fixados b, α > 0 vale que at > bt2 para todo t ∈ [0, α],

desde que a > bα). Dáı nesse caso,

(−σgxn(x∗) + µ) ≥ 2(σ max
B(R0)

|D2g|+ λ)R0

e portanto devemos tomar µ de modo que

µ ≥ 2(σ max
B(R0)

|D2g|+ λ)R0 + σgxn(x∗).

Portanto, basta escolher

µ ≥ 2(max
B(R0)

|D2g|+ λ)R0 + max
B(R0)

|Dg|

para termos que

w ≥ σg em ∂B(R0)

e

div(|Dw|pDw) + ε∆w ≤ 0.

Dáı, pelo teorema 3.5 , temos que w ≥ u em B(R0). Logo, como w(x∗) =

σg(x∗) = u(x∗), temos que

∂u

∂xn
(x∗) = lim

h→0

u(x∗ + hen)− u(x∗)

h
≤ ∂w

∂xn
(x∗).

Mas como o vetor normal aponta no sentido contrário, obtemos que

∂u

∂η
(x∗) ≥ ∂w

∂η
(x∗) = −µ.

Como −u é solução da equação{
div|Duε|pDuε + ε∆uε = 0 em B(R0),

uε = −σg, em ∂B(R0),

o mesmo método se aplica, e obtemos uma outra constante, µ2 tal que

−∂u
∂η

(x∗) ≥ ∂w2

∂η
(x∗) ≥ −µ2
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e portanto
∂u

∂η
(x∗) ≤ µ2.

Como x∗ ∈ ∂B(R0) é arbitrário, conseguimos uma limitação por cima e por

baixo para ∂u
∂η

. Como as derivadas tangenciais de u coincidem com as derivadas

tangenciais de g, conclúımos que existe C1 = C1(R0, δ) tal que

max
∂B(R0)

|Du| ≤ C1 = C1(R0, δ).

Para obter uma estimativa global, vamos derivar a equação (5.21) com respeito

a k-ésima ordenada, obtendo, pelo Lema 5.1, que uxk satisfaz a equação

−
n∑

i,j=1

(
(|Du|p + ε)aεijuxkxi

)
xj

= 0 em B(R0),

onde

aεij = δij + p
|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

.

Ou seja,

−
n∑
i=1

((|Du|p + ε)uxkxi)xi −
n∑

i,j=1

(
p|Du|p−2uxiuxjuxkxi

)
xj

= 0 em B(R0)

e dáı ficamos com

−
n∑

i,j=1

(
δij|Du|puxkxi + p|Du|p−2uxiuxjuxkxi

)
xj
− ε∆uxk = 0 em B(R0),

concluindo que

−
n∑

i,j=1

(aij|Du|puxkxi)xj − ε∆uxk = 0, em B(R0). (5.23)

onde os coeficientes aij foram definidos no lema 4.1 e são dados por

aij =

{
δij + p

uxiuxj
|Du|2 , se Du 6= 0,

δij, se Du = 0.

Multiplicando (5.23) por v = (uxk −C1)+, onde C1 é dado pela afirmação que

acabamos de provar, e integrando, obtemos (note que v = 0 em ∂B(R0))

−
∫
B(R0)

n∑
i,j=1

(aij|Du|puxkxi)xj v dx− ε
∫
B(R0)

v∆uxk dx = 0.
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E dáı, integrando por partes,∫
B(R0)

n∑
i,j=1

aij|Du|puxkxivxj dx+ ε

∫
B(R0)

n∑
i=1

uxkxivxi dx = 0.

Como

vxj =

{
0, em {uxk ≤ C1},

uxkxj , em {uxk > C1},

temos que∫
{uxk>C1}

n∑
i,j=1

aij|Du|puxkxiuxkxj dx+ ε

∫
{uxk>C1}

|Duxk |2 dx = 0.

Mas usando a condição de elipticidade de aij, obtemos que

0 =

∫
{uxk>C1}

n∑
i,j=1

aij|Du|puxkxiuxkxj dx+ ε

∫
{uxk>C1}

|Duxk |2 dx ≥∫
{uxk>C1}

|Du|p|Duxk |2 dx+ ε

∫
{uxk>C1}

|Duxk |2 dx = 0.

Ou seja, ∫
{uxk>C1}

|Duxk |2 dx = 0

e portanto,

|{uxk > C1}| = 0, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Tomando a função teste v = −uxk + C1, conclúımos de modo análogo que

|{−uxk > C1}| = 0, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Portanto −C1 ≤ uxk ≤ C1 em B(R0), como queŕıamos provar. �

De posse dessa estimativa, podemos finalmente provar o

Lema 5.8. O problema (5.20) possui uma única solução suave.

67



Demonstração: Note que o problema (5.20) pode ser escrito como

n∑
j=1

((|Du|p + ε)uxj)xj = 0

n∑
j=1

(|Du|p + ε)uxjxj + (|Du|p + ε)xj uxj = 0

n∑
j=1

(|Du|p + ε)uxjxj + p|Du|p−2

n∑
i=1

uxiuxixjuxj = 0

n∑
j=1

(
n∑
i=1

(
δij (|Du|p + ε)uxixj + p|Du|p−2uxiuxjuxixj

))
= 0

n∑
i,j=1

(
(|Du|p + ε)

(
δij + p

|Du|p−2uxiuxj
|Du|p + ε

)
uxixj

)
= 0.

Ou seja, estamos lidando com a equação quasilinear{
Q(u) =

∑n
i,j=1 aij(Du)uxixj = 0 em B(R0),

uε = g, em ∂B(R0),
(5.24)

onde

aij(p) = (|p|p + ε)

(
δij + p

|p|p−2pipj
|p|p + ε

)
para cada p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn. A matriz [aij] satisfaz a condição de eliptici-

dade. De fato,

n∑
i,j=1

aij(p)ξiξj = (|p|p + ε) |ξ|2 + p|p|p−2〈p, ξ〉2 ≥ ε|ξ|2 > 0,

e
n∑

i,j=1

aij(p)ξiξj ≤ (|p|p + ε)|ξ|2 + p|p|p|ξ|2 = ((p+ 1)|p|p + ε)|ξ|2,

e portanto o operadorQ é eĺıptico em Rn. Note que os coeficientes aij ∈ Cp(Rn)

se 0 < p < 1 e aij ∈ C1(Rn) caso p > 1, e que pelo lema anterior podemos

aplicar o teorema 2.8 para a E.D.P quasilinear eĺıptica dada por (5.24). Dáı

fica provado que o problema (5.20) possui solução suave. Segue da teoria de

Cálculo Variacional que esta solução é única (esse problema é a equação de

Euler-Lagrange associada a um funcional estritamente convexo). �
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5.3 Estimativas uniformes para soluções do pro-

blema aproximado

O seguinte teorema será um dos pilares da demonstração do teorema final.

É ele que nos dá boas propriedades para a função limite v = limε→0 u
ε. O

primeiro item deste teorema garante que as normas Lp+2 das funções Duε são

uniformememente limitadas. Isso vai ajudar a mostrar que a sequência {uε} é

uniformemente limitada na norma de Sobolev. Já o segundo item garante que

Kε = maxB(R0/2) |Duε| (definido na Proposição 5.5) é uniformemente limitado,

de modo que a constante C5 do Teorema 5.6 seja uniformemente limitada em

ε. Note que as estimativas a seguir não dependem de g, e portanto, de δ.

Teorema 5.9. Sejam u solução fraca da equação (5.19) e uε solução da

equação (5.20). Então,

(i) ∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx ≤ C

(∫
Ω

|Du|p+2 dx+ 1

)
(5.25)

para alguma constante C = C(R0).

(ii) Existe uma constante C7 = C7(R0) tal que

max
B(R0/2)

|Duε| ≤ C7

para alguma constante C7 = C7(R0). As constantes aqui não dependem

de ε nem de δ.

Demonstração: Como uε é solução de (5.20), temos que∫
B(R0)

〈(|Duε|p + ε)Duε, Dη〉 dx = 0

para qualquer η ∈ W 1,p
0 (B(R0)). Escolhendo η = uε − g obtemos que∫

B(R0)

〈(|Duε|p + ε)Duε, Duε −Dg〉 dx = 0.
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E portanto∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx =

∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) 〈Duε, Dg〉 dx. (5.26)

Agora, vamos estimar por cima o lado direito da equação acima.∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) 〈Duε, Dg〉 dx ≤
∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε||Dg| dx.

Mas como |Duε||Dg| ≤ |Duε|2
2

+ |Dg|2
2

, temos que∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε||Dg| dx ≤
∫
B(R0)

(|Duε|p + ε)

(
|Duε|2

2
+
|Dg|2

2

)
dx.

Dáı, substituindo em (5.26), temos que

(1− 1

2
)

∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ 1

2

∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Dg|2 dx.

E portanto∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤
∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Dg|2 dx. (5.27)

Mas note que pela desigualdade de Hölder temos que∫
B(R0)

|Duε|p|Dg|2 dx ≤
(∫

B(R0)

|Duε|p+2 dx

) p
p+2
(∫

B(R0)

|Dg|p+2 dx

) 2
p+2

.

Dáı, pela desigualdade de Young com ε, para γ > 0 a ser determinado temos

que∫
B(R0)

|Duε|p|Dg|2 dx ≤ pγ
p+2
p

p+ 2

∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx+
2

(p+ 2)γ
p+2
2

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx.

Substituindo em (5.27) obtemos que∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ pγ
p+2
p

p+ 2

∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx+

2

(p+ 2)γ
p+2
2

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+ ε

∫
B(R0)

|Dg|2 dx.

Portanto,

(1− pγ
p+2
p

p+ 2
)

∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx+

∫
B(R0)

ε|Duε|2 dx ≤

2

(p+ 2)γ
p+2
2

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+ ε

∫
B(R0)

|Dg|2 dx.
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Tomando γ = γ(p) de modo que

1− pγ
p+2
p

p+ 2
=

1

2
,

temos que

1

2

∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx+

∫
B(R0)

ε|Duε|2 dx ≤C(p)

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+

ε

∫
B(R0)

|Dg|2 dx.

Como C(p) certamente é maior que 1, e como ε > ε/2, temos que∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx+

∫
B(R0)

ε|Duε|2 dx ≤

2C(p)

(∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+ ε

∫
B(R0)

|Dg|2 dx
)
.

Logo, ∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ C

∫
B(R0)

(|Dg|p + ε) |Dg|2 dx. (5.28)

Agora, note que pela desigualdade de Hölder,∫
B(R0)

|Dg|2 dx ≤
(∫

B(R0)

(
|Dg|2

) p+2
2 dx

) 2
p+2

|B(R0)|
p
p+2 .

Logo, ∫
B(R0)

|Dg|2 dx ≤
(∫

B(R0)

|Dg|p+2 dx

) 2
p+2

|B(R0)|
p
p+2 .

Substituindo em (5.28), obtemos que (como podemos supor ε < 1, ele acaba

sendo absorvido pela constante)∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ C

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+ Cε

∫
B(R0)

|Dg|2 dx

≤ C

∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+D

(∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx

) 2
p+2

= C
(
||Dg||p+2

Lp+2 +D||Dg||2Lp+2

)
.

Estudando o comportamento da função f(t) = tp+2 + Ct2, vemos que f(t) ≤
tp+2 + C se 0 ≤ t ≤ 1 e f(t) ≤ C2t

p+2 se t > 1. Dáı, seja qual for o valor de t,

temos que f(t) ≤ C(tp+2 + 1). Dáı conclúımos que∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ C

(∫
B(R0)

|Dg|p+2 dx+ 1

)
.
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Mas como Dg = ηδ ∗Du, temos do Lema 3.6 que∫
B(R0)

(|Duε|p + ε) |Duε|2 dx ≤ C

(∫
Ω

|Du|p+2 dx+ 1

)
,

como queŕıamos demonstrar. Agora provemos o item (ii). Vamos dividir a

demonstração em alguns passos. Inicialmente, da equação (5.23), temos que

−
n∑

i,j=1

(
aij|Duε|puεxkxi

)
xj
− ε∆uεxk = 0, em B(R0),

ou seja,

−
n∑

i,j=1

(
aij|Duε|puεxkxi + εδiju

ε
xkxi

)
xj

= 0, em B(R0).

Gostaŕıamos de escrever que

−
n∑

i,j=1

((
aij +

ε

|Duε|p
δij

)
|Duε|puεxkxi

)
xj

= 0,

mas o termo ε
|Duε|p fica ilimitado perto dos pontos tais que |Duε| = 0. Com

isso em mente, definimos

W = Wε = {x ∈ B(R0) : |Duε(x)| > 1},

e temos que uεxk satisfaz a equação

−
n∑

i,j=1

(
bεij|Duε|puεxkxi

)
xj

= 0 em W, (5.29)

onde

bij = bεij ≡ aij +
ε

|Duε|p
δij = p

uεxiu
ε
xj

|Duε|2
+

(
ε

|Duε|p
+ 1

)
δij.

Dáı note que

|ξ|2 ≤
∑
i,j

bijξiξj = p
〈Duε, ξ〉2

|Duε|2
+

(
ε

|Duε|p
+ 1

)
|ξ|2 ≤ (p+ ε+ 1)|ξ|2 (5.30)

em W . Note que, apesar dos coeficientes bij naturalmente dependerem de ε,

as estimativas acima não dependem (podemos tomar ε < 1 na desigualdade à

direita). Também note que

|bij| ≤ p+ ε+ 1 em W. (5.31)
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Defina agora a função auxiliar

w(x) = wε(x) = |Duε(x)|p+2.

Dáı,

wxi =
n∑
k=1

(p+ 2)|Duε|puεxku
ε
xixk

. (5.32)

Portanto,

−
n∑

i,j=1

(bijwxi)xj = −(p+ 2)
n∑

i,j=1

(
bij|Duε|p

∑
k

uεxku
ε
xixk

)
xj

. (5.33)

Dáı, passando o somatório em k para fora e derivando com respeito a xj ,

temos que

−
n∑

i,j=1

(bijwxi)xj = −(p+2)
∑
k

(
n∑

i,j=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

+ uεxk

n∑
i,j=1

(
bij|Duε|puεxixk

)
xj

)
.

Mas como uεxk satisfaz (5.29), temos que a parcela d̀ireita da equação acima se

anula, e dáı obtemos

−
n∑

i,j=1

(bijwxi)xj = −(p+ 2)
∑
k

(
n∑

i,j=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

)
. (5.34)

Mas pela condição de elipticidade (5.30), conclúımos que

n∑
i,j=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk
≥ |Duε|p|Duεxk |

2. (5.35)

Somando em k, temos que

n∑
k=1

(
n∑

i,j=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

)
≥ |Duε|p|D2uε|2 ≥ 0.

E portanto, por (5.34)

−
n∑

i,j=1

(bijwxi)xj ≤ 0 em W.

Defina dáı v = (w − 1)+. Da definição de W , temos que v ≡ 0 fora de W .

Além disso,

vxi =

{
0, q.t.p em {w ≤ 1} = {|Duε(x)|p+2 ≤ 1} = {|Duε(x)| ≤ 1},

wxi , q.t.p em {w > 1}.
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Da i vxi = 0 q.t.p fora de W , e portanto

−
n∑

i,j=1

(bijvxi)xj ≤ 0 em B(R0)

no sentido fraco, ou seja, para cada η ∈ C∞0 (B(R0)) com η ≥ 0 em B(R0) vale

que ∫
B(R0)

n∑
i,j=1

bijvxiηxj dx ≤ 0 em B(R0).

Dáı, podemos aplicar o método da iteração de Moser para essa equação e obter,

do Corolário 2.5, que

max
B(R0/2)

v ≤ C(q)

(
−
∫
B(3R0/4)

vq dx

) 1
q

para todo q > 1. (5.36)

Dáı, tomemos

q = 1∗ =
n

n− 1
.

Aplicando o Lema 3.8 (com A = diam Ω) temos que(
−
∫
B(3R0/4)

v1∗ dx

) 1
1∗

≤ C −
∫
B(3R0/4)

|Dv|+ v dx, (5.37)

onde C = C(n). Mas da equação (5.32), temos que

wxi ≤
(p+ 2)

2
|Duε|p

n∑
k=1

(
uεxk
)2

+
(
uεxixk

)2
=

(p+ 2)

2
|Duε|p

(
|Duε|2 + |Duεxi |

2
)
.

E portanto,

|Dw| ≤ (p+ 2)

2
|Duε|p

(
|Duε|2 + |D2uε|2

)
.

Como |Dv| ≤ |Dw| em B(3R0/4) e v = max{|Duε|p+2 − 1, 0} ≤ |Duε|p+2,

temos, usando (5.37) que(
−
∫
B(3R0/4)

v1∗ dx

) 1
1∗

≤ C−
∫
B(3R0/4)

(p+ 2)

2
|Duε|p

(
|Duε|2 + |D2uε|2

)
+|Duε|p+2 dx,

ou seja,(
−
∫
B(3R0/4)

v1∗ dx

) 1
1∗

≤ C −
∫
B(3R0/4)

|Duε|p+2 + |Duε|p|D2uε|2 dx. (5.38)
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Por último, juntando as equações (5.34) e (5.33), obtemos que

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj

=

(
n∑

i,j,k=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

)
em W. (5.39)

Multiplicando a equação (5.39) por ζ2, onde ζ uma função de corte suave tal

que 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 1 em B(3R0/4), ζ ≡ 0 perto de ∂B(R0) e |Dζ| ≤ C
R0

,

obtemos∫
W

ζ2

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj
dx =

∫
W

ζ2

(
n∑

i,j,k=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

)
dx.

(5.40)

Vamos estimar as integrais acima. Comecemos pelo lado direito. Pela equação

(5.35), temos que∫
W

ζ2

(
n∑

i,j,k=1

bij|Duε|puεxkxju
ε
xixk

)
dx ≥

∫
W

ζ2|Duε|p|D2uε|2 dx. (5.41)

Agora, estimemos o lado esquerdo. Integrando por partes, obtemos que∫
W

ζ2

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj
dx = −2

∫
W

n∑
i,j,k=1

ζζxjbij|Duε|puεxku
ε
xixk

dx

+

∫
∂W∩B(R0)

ζ2

n∑
i,j,k=1

bij|Duε|puεxku
ε
xixk

νj dS

+

∫
∂W∩∂B(R0)

ζ2

n∑
i,j,k=1

bij|Duε|puεxku
ε
xixk

νj dS,

onde ν = (ν1, . . . , νn) é o vetor normal unitário que aponta para o exterior de

W . Como em ∂B(R0) temos que ζ ≡ 0, a integral sobre ∂W ∩ ∂B(R0) acima

se anula.

Estimemos a integral sobre ∂W ∩B(R0). Como ∂W ∩B(R0) = {x ∈ B(R0) :

|Duε| = 1} = {x ∈ B(R0) : w = 1}, temos que

ν = − ∇w
|∇w|

.

O sinal negativo se justifica pois o vetor gradiente aponta na direção de maior

crescimento da função. Portanto, ∇w aponta para o interior de W , e o sinal

negativo fica justificado. Dáı,∫
∂W∩B(R0)

ζ2

n∑
i,j,k=1

bij|Duε|puεxku
ε
xixk

νj dS = −
∫
∂W∩B(R0)

ζ2

|Dw|

n∑
i,j,k=1

biju
ε
xk
uεxixkwxj dS.

(5.42)
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Mas por (5.32) temos que

wxi =
n∑
k=1

(p+ 2)|Duε|puεxku
ε
xixk

=
n∑
k=1

(p+ 2)uεxku
ε
xixk

em W,

e portanto a equação (5.42) se reduz a

−
n∑

i,j=1

∫
∂W∩B(R0)

ζ2bijwxj
|Dw|

n∑
k=1

uεxku
ε
xixk

dS = −
n∑

i,j=1

∫
∂W∩B(R0)

ζ2bijwxj
|Dw|

(
wxi
p+ 2

)
dS.

Mas de (5.30), temos que

−
∫
∂W∩B(R0)

ζ2

(p+ 2)|Dw|

n∑
i,j=1

bijwxiwxj dS ≤ −
∫
∂W∩B(R0)

ζ2

(p+ 2)
|Dw| dS ≤ 0.

Conclúımos que∫
∂W∩B(R0)

ζ2

n∑
i,j,k=1

bij|Duε|puεxku
ε
xixk

νj dS ≤ 0,

de modo que∫
W

ζ2

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj
dx ≤ −2

∫
W

n∑
i,j,k=1

ζζxjbij|Duε|puεxku
ε
xixk

dx.

Dáı, tomando o módulo do lado direito e usando (5.31) obtemos∫
W

ζ2

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj
dx ≤ 2(1+p+ε)

∫
W

ζ|Dζ||Duε|p|Duε||D2uε| dx.

Supondo que ε < 1 temos que (1 + p+ ε) < 2 + p. Ainda note que

2(2 + p)

∫
W

ζ|Dζ||Duε|p|Duε||D2uε| dx =

2(2 + p)

∫
W

(ζ|Duε|
p
2 |D2uε|)(|Dζ||Duε|

p
2 |Duε|) dx.

Aplicando a desigualdade de Cauchy com ε, temos, para β > 0 a ser determi-

nado, que

2(2 + p)

∫
W

(ζ|Duε|
p
2 |D2uε|)(|Dζ||Duε|

p
2 |Duε|) dx

≤ (2 + p)

∫
W

β(ζ2|Duε|p|D2uε|2) dx+ (2 + p)

∫
W

1

β
(|Dζ|2|Duε|p|Duε|2) dx.
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Portanto,∫
W

ζ2

n∑
i,j,k=1

(
bij|Duε|puεxku

ε
xixk

)
xj
dx ≤ β(2 + p)

∫
W

(ζ2|Duε|p|D2uε|2) dx+

(2 + p)

β

∫
W

(|Dζ|2|Duε|p|Duε|2) dx.

Substituindo a estimativa acima e (5.41) em (5.40) conclúımos que

(1− (2 + p)β)

∫
W

ζ2|Duε|p|D2uε|2 dx ≤

2 + p

β

∫
W

|Dζ|2|Duε|p+2 dx.

Tomando β > 0 de modo que 1− (2 + p)β = 1
2
, ou seja,

β =
1

2(2 + p)
,

temos que ∫
W

ζ2|Duε|p|D2uε|2 dx ≤ 4(2 + p)2

∫
W

|Dζ|2|Duε|p+2 dx.

Dáı, da definição de ζ, temos que∫
W∩B(3R0/4)

|Duε|p|D2uε|2 dx ≤ 4(2 + p)2

R2
0

∫
W∩B(R0)

|Duε|p+2 dx. (5.43)

Reunindo (5.36) e (5.38), e usando que v ≡ 0 fora de W , conclúımos que

max
B(R0/2)

|Duε|p+2 ≤ C

(
−
∫
B(3R0/4)

v1∗ dx

) 1
1∗

≤ C −
∫
B(3R0/4)

|Dv|+ v dx =

=
C

Rn
0

∫
W∩B(3R0/4)

|Dv|+ v dx ≤ C

Rn
0

∫
W∩B(3R0/4)

|Duε|p+2 + |Duε|p|D2uε|2 dx.

Portanto, por (5.43),

max
B(R0/2)

|Duε|p+2 ≤ C

Rn+2
0

∫
W∩B(R0)

|Duε|p+2 dx

e portanto,

max
B(R0/2)

|Duε|p+2 ≤ C

Rn+2
0

∫
B(R0)

|Duε|p+2 dx.

Usando o primeiro item do lema 5.9, temos que

max
B(R0/2)

|Duε|p+2 ≤ C

Rn+2
0

(∫
Ω

|Du|p+2 dx+ 1

)
= C7.

Dáı o teorema fica provado. �
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Caṕıtulo 6

O teorema final

Finalmente, podemos provar o principal teorema da dissertação.

Teorema 6.1. Suponha que u ∈ W 1,p+2(Ω) é uma solução fraca de

div(|Du|pDu) = 0 em Ω.

Então existe uma constante α = α(p, n) > 0 e, para cada Ω′ ⊂⊂ Ω, existe uma

constante C(Ω′) = C(Ω′, p, n, ||u||W 1,p+2(Ω)) tal que

max
Ω′
|Du| ≤ C(Ω′)

e

[Du]Cα(Ω′) ≤ C(Ω′).

Demonstração: Seja B(R0) uma bola compactamente contida em Ω. Sejam

ε > 0 e uε solução suave do problema{
div|Duε|pDuε + ε∆uε = 0 em B(R0),

uε = g = ρε ∗ u, em ∂B(R0).

Do Teorema 5.9, temos que

max
B(R0/2)

|Duε| ≤ C = C(p, n,R0, ||u||W 1,p+2(Ω)).

Dáı, do Teorema 5.6, conclúımos que

[Duε]Cα(B(R0/4)) ≤ C(p, n,R0, ||u||W 1,p+2(Ω)),
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sendo que a constante acima não depende de ε. Agora, tomemos Ω′′ ⊂⊂ B(R0),

e defina d = dist(∂Ω′′, ∂B(R0)). Seja 0 < R < d e considere a cobertura de Ω′′

dada por

Ω′′ ⊂
⋃
x∈Ω′′

B(x,R/8).

Como Ω′′ é compacto, existe uma subcobertura finita {BR/8(xi)}Ni=1 tal que

Ω′′ ⊂
N⋃
i=1

B(xi, R/8).

Mas cada B(xi, R) é uma bola compactamente contida em B(R0). Dáı,

max
B(xi,R/2)

|Duε| ≤ Ci = Ci(p, n,R, ||u||W 1,p+2(Ω)),

e portanto,

[Duε]Cα(B(xi,R/4)) ≤ Ci(p, n,R, ||u||W 1,p+2(Ω)).

Seja C = maxi=1,...,N Ci. Então, para cada i ∈ {1, 2, . . . , N},

||Duε||Cα(B(xi,R/4)) ≤ C = C(p, n,R, ||u||W 1,p+2(Ω))

e, em particular,

||Duε||Cα(B(xi,R/8)) ≤ C = C(p, n,R, ||u||W 1,p+2(Ω)).

Agora, mostremos que

||Duε||Cα(Ω′′) ≤ C(Ω′′).

É claro que

max
Ω′′
|Duε| ≤ max

∪B(xi,R/8)
|Duε| ≤ C(Ω′′).

Resta provar que

[Duε]Cα(Ω′′) = sup
x,y∈Ω′′

|Duε(x)−Duε(y)|
|x− y|α

≤ C(Ω′′).

Dáı, sejam x, y ∈ Ω′′. Vamos dividir em três casos: Primeiramente, se existe

i ∈ {1, 2, . . . , N} tal que x, y ∈ B(xi, R/8) então

|Duε(x)−Duε(y)|
|x− y|α

≤ C.
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No segundo caso, |x − y| < R/8 mas não existe i ∈ {1, . . . , N} tal que x, y ∈
B(xi, R/8). Nesse caso, existe i ∈ {1, . . . , N} tal que x, y ∈ B(xi, R/4) Dáı,

|Duε(x)−Duε(y)|
|x− y|α

≤ ||Duε||Cα(BR/4(xi)) ≤ C

No terceiro caso, |x − y| > R/8 e não existe i ∈ {1, . . . , N} tal que x, y ∈
B(xi, R/8). Dáı,

|Duε(x)−Duε(y)|
|x− y|α

≤ |Du
ε(x)−Duε(y)|

(R/8)α
≤ 2

maxΩ′′ |Duε|
(R/8)α

= C0.

Dáı, a afirmação fica provada. Portanto,

||Duε||Cα(Ω′′) ≤ C(Ω′′).

Dito de outra forma,

max
Ω′′
|Duε|+ [Duε]Cα(Ω′′) ≤ C(Ω′′).

Como

max
Ω′′
|Duε| ≤ C(Ω′′),

temos que a famı́lia de funções {uε} é equicont́ınua. De fato, pelo teorema do

valor médio, temos que para cada x, y ∈ Ω′′ vale

|uε(x)− uε(y)| ≤ C|x− y| ≤ C diam(Ω′′). (6.1)

Como C independe de ε, a inequação acima à esquerda nos permite concluir que

a famı́lia de funções {uε} é equicont́ınua. Provemos que ela é uniformemente

limitada em ε. Note que

uε − ρε ∗ u ∈ W 1,p+2
0 (B(R0)). (6.2)

Dáı, pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante C = C(n, p,B(R0))

tal que

||uε − ρε ∗ u||Lp+2(B(R0)) ≤ C||Duε −D(ρε ∗ u)||Lp+2(B(R0)).

Usando essa inequação e a desigualdade triangular, obtemos que

||uε||Lp+2(B(R0)) ≤ ||uε − ρε ∗ u||Lp+2(B(R0)) + ||ρε ∗ u||Lp+2(B(R0))

≤ C||Duε −D(ρε ∗ u)||Lp+2(B(R0)) + ||ρε ∗ u||Lp+2(B(R0)).
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Dáı, pelo item (i) do Teorema 5.9 e do Lema 3.6, temos que, para ε > 0

suficientemente pequeno,

||uε||Lp+2(B(R0)) ≤ C
(
||Duε||Lp+2(B(R0)) + ||ρε ∗Du||Lp+2(B(R0))

)
+ ||u||Lp+2(Ω)

≤ C||Duε||Lp+2(B(R0)) + C||Du||Lp+2(Ω) + ||u||Lp+2(Ω)

= C(||u||W 1,p+2(Ω), p, n, B(R0)) = C.

As contas acima, junto com (6.1) garante que a sequência {uε} é uniformemente

limitada em ε.

Observe que o item (i) do Teorema 5.9 garante que

||Duε||Lp+2(B(R0)) ≤ C(||u||W 1,p+2(Ω), p, n, B(R0)),

de modo que a sequência (uε) é uma sequência limitada na norma de Sobolev.

Dáı, deve existir uma função v tal que, a menos de subsequência,

uε ⇀ v fracamente em W 1,p+2(B(R0)).

Pelo teorema de Arzelá-Ascoli, existem uma função v e uma subsequência da

famı́lia {uε}, que denotaremos por (uε) tal que

uε → v uniformemente em Ω′′ à medida que ε→ 0.

Por outro lado, como

[Duε]Cα(Ω′′) ≤ C(Ω′′),

temos que a famı́lia de funções {Duε} é equicont́ınua. Isso ocorre pois para

cada x, y ∈ Ω′′

|Duε(x)−Duε(y)| ≤ C|x− y|α ≤ C diam(Ω′′)α

e portanto, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli, existe uma função vetorial −→w tal

que, a menos de subsequência,

Duε → −→w uniformemente em Ω′′ à medida que ε→ 0.

Segue que −→w = Dv. Ou seja, temos que, a menos de subsequência,

uε → v uniformemente em Ω′′
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Duε → Dv uniformemente em Ω′′.

Agora, vamos mostrar que existe uma subsequência (uε) que converge a v em

qualquer conjunto compacto de B(R0). Para isso, considere uma sequência de

conjuntos {Ω1,Ω2, . . .} compactamente contidos na bola B(R0) e tais que

Ωi ⊂ Ωi+1∀i ∈ N

e

B(R0) = ∪∞i=1Ωi.

Então, o que fizemos até aqui nos permite afirmar que existe uma subsequência

(uε1) de {uε}
(uε1) = (uε11, u

ε
12, . . .)

que converge uniformemente a v em Ω1 e cujas derivadas convergem a Dv em

Ω1. Feito isso, podemos aplicar o teorema de Arzelá Ascoli para a sequência

(uε1), de modo que obtemos uma subsequência (uε2)

(uε2) = (uε21, u
ε
22, . . .)

de (uε1) que converge a v uniformemente em Ω2 e cujas derivadas convergem

uniformemente a Dv em Ω2. Indutivamente, dada a sequência (uεn−1) conse-

guimos uma subsequência (uεn)

(uεn) = (uεn1, u
ε
n2, . . .)

de (uεn−1) que converge uniformemente a v em Ωn e cujas derivadas convergem

uniformemente a Dv em Ωn. Segue dáı que a sequência (uε) dada por

(uε) = (uε11, u
ε
22, . . . , u

ε
nn, . . .)

obtida pelo método da diagonal converge uniformemente para v em qualquer

subconjunto compacto de B(R0). Dáı,

uε → v uniformemente em cada Ω′ ⊂⊂ B(R0)

Duε → Dv uniformemente em cada Ω′ ⊂⊂ B(R0).

Mas cada função uε é solução fraca da equação{
div|Duε|pDuε + ε∆uε = 0 em B(R0),

uε = gε = ρε ∗ u, em ∂B(R0).
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Ou seja, para cada η ∈ C∞0 (B(R0)) vale que∫
B(R0)

|Duε|p〈Duε, Dη〉 dx+ ε

∫
B(R0)

〈Duε, Dη〉 dx = 0. (6.3)

Mas como η tem suporte compacto, digamos Ωη, e como a convergência de uε

e Duε a v e Dv respectivamente é uniforme em Ωη, conclúımos que

lim
ε→0

∫
Ωη

|Duε|p〈Duε, Dη〉 dx =

∫
Ωη

|Dv|p〈Dv,Dη〉 dx

e

lim
ε→0

∫
Ωη

〈Duε, Dη〉 dx =

∫
Ωη

〈Dv,Dη〉 dx.

E portanto,

lim
ε→0

ε

∫
Ωη

〈Duε, Dη〉 dx = 0.

Dáı, aplicando o limite em (6.3), obtemos que v é solução da equação∫
Ωη

|Dv|p〈Dv,Dη〉 dx = 0,

ou seja, v é solução fraca da equação

div(|Du|pDu) = 0 em B(R0).

Mas como uε → v uniformemente em compactos de B(R0), conclúımos que

v = v, ou seja,

uε ⇀ v fracamente em W 1,p+2(B(R0)).

Mas do Lema 3.6 temos que

ρε ∗ u→ u em W 1,p+2(B(R0)).

E portanto,

uε − ρε ∗ u ⇀ v − u em W 1,p+2(B(R0)).

Mas o conjunto W 1,p+2
0 (Ω) é um subconjunto fechado e convexo de W 1,p+2(Ω),

e portanto W 1,p+2
0 (Ω) é fechado com respeito à topologia fraca. Dáı, por causa

de (6.2) devemos ter que

v − u ∈ W 1,p+2
0 (Ω).
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E portanto, v = u em ∂Ω no sentido do traço. Dáı, por unicidade, u = v.

Dáı, conclúımos que u ∈ C1(B(R0)). Conforme o item (b) do Teorema 5.9

anterior, temos que

max
B(R0/2)

|Duε| ≤ C7

para alguma constante C7 = C7(R0) que não depende de ε. Das estimativas a

priori, conclúımos que

||Duε||Cα(B(R0/4)) ≤ C.

Como Duε converge a Du uniformemente em B(R0/4), temos que

||Du||Cα(B(R0/4)) ≤ C. (6.4)

E dáı o teorema fica provado para bolas compactamente contidas em Ω. Agora,

tomemos Ω′ ⊂⊂ Ω, e defina d′ = dist(∂Ω′, ∂Ω). Seja 0 < R′ < d′ e considere a

cobertura de Ω′ dada por

Ω′ ⊂
⋃
y∈Ω′

B(y,R′/8).

Como Ω′ é compacto, existe uma subcobertura finita {B(yi, R
′/8)}Mi=1 tal que

Ω′ ⊂
M⋃
i=1

B(yi, R
′/8).

Mas cada B(yi, R
′) é uma bola compactamente contida em Ω. Dáı, por (6.4)

temos que

[Du]Cα(B(yi,R′/4)) ≤ Ci(p, n,R
′, ||u||W 1,p+2(Ω)),

Seja C = maxi=1,...,N Ci. Então, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,M},

||Du||Cα(B(yi,R′/4)) ≤ C = C(p, n,R′, ||u||W 1,p+2(Ω))

e, em particular,

||Du||Cα(B(yi,R′/8)) ≤ C = C(p, n,R′, ||u||W 1,p+2(Ω)).

Dáı, pelo mesmo argumento usado anteriormente, conclúımos que

||Du||Cα(Ω′) ≤ C(Ω′)

e o teorema fica provado. �
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