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RESUMO

Neste trabalho mostramos que dado um dominio exterior de classe C°
contido em uma superficie umbilica de H?, com curvatura média constante
H € [0,1), existe uma familia de graficos de Killing com curvatura média
constante H. O bordo de cada um destes graficos esta contido nesta superficie
umbilica e a norma do gradiente da fun¢ao no bordo pode ser prescrita por
um certo valor s > 0.

Palavras-chave: Superficies de curvatura média constante. Espago hiper-
bélico. Dominios Exteriores. Gréficos de Killing.



ABSTRACT

In this paper we show that given an exterior domain of class C° contai-
ned in an umbilical surface of H?, with constant mean curvature H € [0,1),
there exists a family of Killing graphs with constant mean curvature H. The
boundary of each of these graphs is contained in this umbilical surface and
the norm of the gradient of the function in the boundary can be prescribed
by a certain value s > 0.

Keywords: Constant mean curvature surfaces. Hyperbolic Space. Exte-
rior domains. Killing graphs.
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CApPiTULO 1

Introducao

Uma das areas da geometria que desperta um grande interesse de estudo
¢ a da teoria das superficies minimas. O primeiro matematico, que temos co-
nhecimento, a definir uma superficie minima foi Lagrange, em 1760. Dizemos
que uma superficie ¢ minima se localmente ela minimiza o funcional area. Isso

é equivalente ao fato de sua curvatura média ser identicamente nula.

Superficies minimas permitem uma descricao fisica através das peliculas
de sabao. Isso é feito mergulhando-se uma moldura formada por um arame,
em um recipiente com agua e sabao, e retirando-a em seguida. O que se
mostra é que a pelicula formada assume uma posi¢cao onde, em seus pontos

regulares, a curvatura média é zero.

Essa conexao entre superficies minimas e peliculas de sabao, motivou o
problema de Plateau , que foi um fisico belga que realizou experimentos com
peliculas de sabao por volta de 1850. A formulagao do problema pode ser
escrita da seguinte forma: dada uma curva fechada C' C R3, quer mostrar-se

a existéncia de uma superficie S de area minima tendo C' como fronteira.

Colocando-se o problema considerado por Plateau no contexto de su-
perficies do tipo grafico sobre um dominio limitado Q C R2, é possivel mos-
trar, através do cdlculo das variagoes, que dada uma fungao ¢ € C°(99)
temos que se uma funcao v : Q C R? — R é solucao do seguinte problema
de Dirichlet:



Qo(u) :=div 2L =0 ue C*Q)NCQ)
v/ 1+|grad u| 7 (11)

uloq = ¢
onde div e grad sao, respectivamente, divergente e gradiente de R? entao o

grafico de u é uma superficie minima de R3.

Um dos primeiros grandes avangos no estudo desse problema ¢ devido a
Radé (1930). Ele mostrou, em [Ral, que se o dominio € for convexo entao o
problema admite solugao para qualquer dado de fronteira continuo . Mais
tarde, ele mesmo construiu um exemplo de um dominio {2 nao convexo para o
qual existe uma funcao ¢ € C°(99) que torna o problema sem solugao.

Este exemplo é conhecido como tetraedro de Radé (ver [Rall).

Alguns anos apés os estudos de Radé, R. Finn (veja [Fil] e [Fi2]) mostrou
a necessidade da convexidade do dominio €2 para que se tenha solugao para
toda p € C°0N). Esses dois resultados mostram que se £ é um dominio
limitado de R2, entao o problema possui solugao para qualquer funcgao

p € C°(09) se e somente se ) for convexo.

Intimamente relacionado ao problema das superficies minimas esta o pro-
blema das superficies de curvatura média constante (cmc). De forma andloga
ao caso das minimas, podemos obter o seguinte problema de Dirichlet asso-
ciado: dados 2 C R? um dominio limitado e H um ntimero real, para cada

¢ € C°(0Q) queremos encontrar u € C2(Q2) N C°(Q), satisfazendo

— divy —gradu 4 opr
Qp(u) = div N EEE + 0 19
uloe = ¢
Nesse caso, Serrin (1970) mostrou que o problema admite solu¢ao para

toda ¢ € C°(99) se e somente se a curvatura do bordo de © é maior ou igual
a 2H.

No caso de dominios do plano que sao ilimitados e convexos, R. Sa Earp e



H. Rosenberg [ER] provaram a existéncia de solugoes para dados de fronteira
limitados e continuos, desde que €2 nao seja o semiplano. Considerando que €2
¢ o semiplano, P. Collin e R. Krust [CK] mostraram a existéncia de solugoes

para dados de fronteira continuos com crescimento linear.

Para dominios nao convexos e ilimitados existem trabalhos de diversos
autores, como por exemplo em [Ni|, [ET], [KT] e [RT], onde esse problema é
investigado nos chamados dominios exteriores, que sao dominios cujo comple-
mentar é compacto. Em 2001, J. Ripoll [R] mostrou a existéncia de graficos
minimos em dominios exteriores de classe C° para dados de fronteira nulos

através do seguinte resultado, o qual enunciamos em um caso particular

Teorema 1.1. Sejam v1,...,vm curvas de Jordan que limitam os dominios
fechados G; CR?, i =1,...,m tal que G;NG; = & se i # j. Defina

Q=R*\ (G,U---UG,,)

e seja s > 0 dado. Entdo existe uma fungdo ndo negativa u, € C*(Q)NC(Q)
que € solugao de (1.2)), com H =0 e ¢ =0, tal que

sup |Vus| = s.
0

Seque que
max g
Cr

lim sup
R—o00

< +00,

onde Cr € o circulo centrado na origem de raio R.

Observe que a condi¢do supg, |Vus| = s mostra que a solugao u, nao é,

para s # 0, a solucao trivial.

Com desenvolvimento da geometria riemanniana, esses problemas na-
turalmente comecaram a ser investigados em variedades mais gerais que o
espago euclidiano. Uma generalizacao bem conhecida de graficos euclidianos

¢é a de graficos em variedades do tipo M x R, que sao chamados de gréficos



verticais. Nesse caso, dado um dominio 2 C M e uma funcao u : 2 — R,
define-se o gréfico de u como Gr(u) = {(z,u(z)) |z € Q)} € M x R. Um re-
sultado nesse contexto pode ser encontrado no trabalho de N. Espirito-Santo
e J. Ripoll [EsR] onde os autores mostram o seguinte resultado para graficos

em variedades do tipo M x R:

Teorema 1.2. Assuma que M € uma variedade simplesmente coneza e que a
curvatura seccional Ky de M satisfaz Ky < —k? < 0 para alguma constante
positiva k. Suponha que Q) € um dominio de M satisfazendo a condi¢cao da
esfera exterior, a saber, dado p € OS2 existe uma esfera geodésica de M
passando por p, tangente a ) em p a qual € fronteira de uma bola geodésica

contendo €.

Dado um nimero real nao negativo s, existe uma solucao limitada u €

C>=(Q) N C°Q) do problema de Dirichlet

M(u) = div —=22de__ — (),

v/ 1+|grad u|? : (13)

u|ag = 0

onde div e grad sao, respectivamente, divergente e gradiente de M, tal que

li =
i sup lgrad u(z)| = s

max |u| < %
Q Tk
Outra nocao de grafico bem conhecida na literatura é a de grafico radial
sobre uma esfera S?. Dizemos que uma superficie suave G C R? é gréfico
radial sobre um dominio Q C S?, se existe uma funcao u : Q — R tal que
G = {u(z)x | x € Q}. Nesse caso o operador de curvatura média é diferente
dos anteriores ( ver [FR] para a forma explicita). P. Fusieger e J. Ripoll
mostraram, em 2003, que para qualquer dominio €2 contido em um hemisfério
de S? e ¢ uma funcio suave definida em Of existe um tnico grafico radial

com cmc H < 0 sobre €2, desde que a curvatura geodésica do bordo, digamos
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k(q), satisfaga k(q) > —2Hp(q) para todo g € 052

Temos ainda o conceito de gréafico geodésico. Para defini-lo de forma
mais geral, considere N C M uma hipersuperficie totalmente geodésica de
M, orientada com campo normal unitdrio n. Seja 2 C N um dominio de
classe C2. Dada u € C?(2) N C°(Q) o grafico geodésico de u é o conjunto
{1p(u(p)) | p € Q} onde 7, : [0,+00) — M é a geodésica que satisfaz
7(0) = p e 7,(0) = n(p).

Foge ao escopo dessa introducao detalhar as diferencas entre o estudo do
problema de Dirichlet para graficos verticais e graficos geodésicos. Porém,
cabe salientar que uma das diferencas fundamentais consiste no fato de que
do ponto de vista geométrico é natural que ao transladarmos verticalmente
uma solugao, ou seja, somarmos uma constante, isso nao altere a geometria
da solucao. Embora esse fato seja verdadeiro para qualquer grafico verti-
cal, o mesmo nao ocorre quando consideramos graficos geodésicos no espago

hiperbdlico por exemplo.

Em 2005, M. Dajczer e J. Ripoll, introduziram o conceito de graficos de
Killing (ver Capitulo 2). Além de generalizar a defini¢ao de grafico euclidiano
e grafico em M x R, um dos pontos que torna esse trabalho de grande valia
¢é justamente o fato de que ao considerar campos de Killing, a equacao asso-
ciada dependera apenas das derivadas de u. Em particular, diferentemente
do que ocorre em graficos geodésicos, podemos transladar solugoes que elas
continuarao sendo solugdes. Em [DR] os autores mostram uma generalizagao

do Teorema de Serrin para uma ampla classe de variedades.

No caso do espaco hiperbdlico, variedade riemanniana em que esta tese
se concentra, existem diferentes nocoes de grafico, tanto de Killing como
mais gerais. Uma delas é a de grafico geodésico sobre as horoesferas desse
espaco. Aqui, a EDP associada depende de u, e nao somente de suas deri-
vadas como no caso dos graficos de Killing. Nesse contexto, R. Lopez e S.
Montiel mostraram, em [LM], que para todo dominio compacto 2 contido

em uma horoesfera com bordo convexo em média, isto é, curvatura média do
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bordo Hpn nao negativa, existe um grafico sobre €2 com cmc H € R, desde
que —Hgg < H < 1.

Um outro tipo de gréafico que existe nesse espaco € aquele associado a cam-
pos de Killing hiperbdélicos. Um campo de Killing X é chamado hiperbélico se
suas trajetérias sao hiperciclos ortogonais a uma hipersuperficie totalmente
geodésica de H" ™. Considerando certos dominios limitados, em [ALR] os
autores mostraram que se 2 C H” é um dominio de classe C%“ e satisfaz a

condi¢ao da H —hiperesfera exterior, entao existe uma tinica u € C%%(), tal

que ulgo = 0 e o X —grafico de Killing de u orientado com vetor normal n

tal que (n, X) < 0 possui curvatura média constante H.

Neste trabalho exibimos uma familia de superficies ilimitadas, do tipo
grafico, de curvatura média constante com bordo contido em superficies to-
talmente umbilicas de H?. Para isso, consideramos graficos de Killing hi-
perbdlicos e estudamos o problema exterior de Dirichlet para a equagao da

curvatura média. Um dos teoremas que provamos é:

Teorema 1.3. Considere H? wma hipersuperficie totalmente geodésica em
H3. Seja Q C H? um dominio exterior de classe C° e v uma geodésica ori-
entada passando ortogonalmente por H2, com X sendo o campo de Killing
hiperbolico tangente a v na orientagao de ~y. Entao, dado um nimero real
s > 0, existe uma fungdo limitada, ndo negativa, u € C>®(Q) N C°(Q), tal
que ulgo = 0 e o X—grdfico de Killing de u é uma hipersuperficie minima

de H? satisfazendo:

i) limsup |grad u(x)| = s
=00

ii) sup u] <
Q

[

Além disso, para o caso em que a curvatura média é nao nula obtemos:

Teorema 1.4. Seja Ey uma superficie umbilica de curvatura H € (0,1)
contida em H3. Considere Q@ C Ey um dominio exterior de classe C° e v

uma geodésica orientada passando ortogonalmente por Ex, com X € X(H?) o

12



campo de Killing hiperbolico tangente a v na orientac¢ao de v tal que (X,n) >
0, onde n é o vetor normal a Ey. Entdo, dado um nimero real s > 0 existe
uma fungdo, ndo negativa, limitada u € C=(2) N C°(Q) tal que o Grxu

possui curvatura média constante H, u|pg = 0 e limsup |grad u(z)| = s.
z—00

Até onde os autores sabem, nao se tem conhecimento de nenhum resultado
para dominios exteriores em variedades, que nao considere a nogao de gréfico

vertical.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 sao in-
troduzidos graficos de Killing em variedades e o operador curvatura média
associado. Além disso, apresentamos alguns resultados que usamos nas de-

monstragoes dos teoremas principais.

Depois, no capitulo 3, revisamos o espaco hiperbdlico apresentando as
superficies umbilicas e comentando um modelo para tal espago. Concluimos
introduzindo o contexto de que nossos resultados tratam: gréaficos de Killing

hiperbdlicos no espaco hiperbélico.

No capitulo 4 encontramos solucoes do tipo radial para dominios exte-
riores cujo bordo seja um circulo. Apds, fazemos uma andlise de suas pro-
priedades para que possamos utilizd-las nos teoremas seguintes. Por fim,

mostramos resultados de existéncia em dominios mais gerais.

13



CAPITULO 2

Graficos de Killing em

variedades riemannianas

Vamos usar (M, g) para denotar a variedade diferencidvel M, munida da
métrica riemanniana g. Além disso, denotaremos por X(M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C'° e por V a conexao riemaniana associada a

métrica g. Tais conceitos sao tratados nos capitulos 1 e 2 de [dC].

2.1 Graficos de Killing

Sabemos da teoria das equacgoes diferenciais ordinarias, que todo campo
X € X(M) admite, para todo p € M, uma aplicacao ¢ : (—€,¢) x U — M,
onde U é uma vizinhanca de p em M, satisfazendo %gp(t, q)]i=0 = X(q), q €
Ueo(t,-):=p;: U— M é uma aplicagao diferenciavel. Denominamos essa
familia {¢;}ie(—ce) por fluzo do campo X. Com base nisso podemos dar a

seguinte defini¢ao.

Definigao 2.1. Seja X € X(M) um campo de vetores. Dizemos que X é um

campo de Killing se cada elemento do fluro de X € uma isometria.

Exemplo 2.2. Seja M = R3 munida da métrica euclidiana. Considere
o campo X = e3 = (0,0,1). O fluro associado a esse campo é dado por
oi(p) = pttes, o qual € claramente uma isometria para cadat € R. Portanto,

X € um campo de Killing.

14



Proposicao 2.3. Seja X € X(M) um campo de Killing em M. Se M ¢é
completa entao o fluro de X, {¢;}, estd definido para todo t pertencente a R.

Demonstracao. Seja p € M e I C R o intervalo maximal onde {¢;(p)} estd
definido. Suponha que sup I < oo e considere {t,},eny C I uma sequéncia
convergindo a ¢ := sup /. Afirmamos que {¢,(p)}nen é uma sequéncia de

Cauchy. De fato, como ¢; é uma isometria, temos

deno) o) < [ IGewla = [ ldaceei

tn

_ j%mmth
Xt~ t)

de onde segue a afirmacdo. Como M ¢é completa, a sequéncia {¢y, (p)} con-
verge, quando n — 0o, a um certo ponto ¢ € M. Usando a continuidade de
¢¢ concluimos que ps(p) = ¢ € M. Com isso, para t € (—e¢, €), tal que o fluxo
estd definido numa vizinhanga de ¢, temos que ¢;(q) = piis(p), desde que
t > 0. Assim, podemos estender ¢;(p) para [0,0 + €], via a igualdade acima
contradizendo a propriedade que definia /. De forma analoga mostramos que

inf I = —oo e concluimos que {¢;} estd definido para todo t € R.

]

Note que a aplicacao ¢, : U — M dada por ¢y (p) = ¢(to,p) possui
a seguinte propriedade: ¢;15(p) = wi(@s(p)). Assim, a aplicacdo F(t) = ¢y
¢ um homomorfismo do grupo (R, +) em um subgrupo de (Iso(M), o). Por
isso, o conjunto {¢; | t € R} forma um subgrupo a 1-parametro de Iso(M).
Como a cada X € X(M) podemos associar uma aplicagdo F': R — Iso(M)
dada por F'(t) = ¢, vamos nos referir a elas como subgrupo a 1-parametro

de isometrias geradas por X.

Vamos agora a nocao de grafico que utilizamos ao longo do texto, que

é uma extensao natural do conceito usual de grafico no espaco euclidiano.

15



Para entender o que queremos dizer com natural, lembremos a definicao de

grafico em R3.

Dada uma funcio u : Q C R? — R definimos o grafico de u como sendo o
conjunto {(z,y,u(x,y)) | (z,y) € Q}. Podemos interpretar geometricamente
o grafico como o conjunto dos pontos de R? que, partindo de €2, percorreram
uma certa distancia na diregdo do vetor (0,0,1). Tal distancia é dada pelo
valor que a funcao u assume nos pontos de 2. Pelo exemplo [2.2] vimos que
este campo tem associado o seguinte fluxo o;(p) = p + tes onde p € R3.
Por abuso de notacao, podemos identificar p € €2 com os pontos da forma
(7,9,0) € R? tais que (z,y) € Q. Assim, podemos escrever a definigao de
grafico, em termos do fluxo, da seguinte forma: {p,)(p) | p € Q}. De fato,

Pu(p) (p) =p+ u(p)e3 = (.73, Y, U(SL’, y))

Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4. Seja M uma variedade riemanniana que admite um campo
de Killing X € X(M) sem singularidades. Considere N C M uma hipersu-
perficie transversal a X e {¢i} o fluxo associado ao campo X. Suponha que
o fluxo esda definido para todo t € R. Entao dado um subconjunto Q0 C N e
u: Q — R uma funcao definida em 2, definimos o X —grdfico de Killing de
u por

Grx(u) == {pup)(p) | p € Q}.

Definicao 2.5. Nas mesmas condi¢oes acima definimos o X —cilindro de

Killing sobre o dominio € por

Cx(Q) = {e:(p) | p €t eR}.

Exemplo 2.6. Considere a variedade M? x R munida da métrica produto.

4
dt’

(p,s+1t). Sejau:Q C M x{0} = R uma fun¢ao. O grifico de Killing de u

Considere o campo de Killing vertical cujo fluro associado € @i(p,s) =

16



. d -
associado ao campo g7 € 0

Gr(u) = {pup)(p) = (p,ulp)) | p € Q}.

Exemplo 2.7 (Gréfico helicoidal). Considere em R® o campo de Killing
helicoidal que é dado por X(z,y,z) = (—by,bx,a) para dadas constantes
a,b € R. O fluxo associado a este campo é dado por p(z,y, z) = (cos (bt)x —
sen (bt)y, sen (bt)z + cos (bt)y, z + at). Nesse caso, o X—Killing grdfico de
u:Q CR?— R € dado por

Grx (u) = {(cos (bu(p))z—sen (bu(p))y, sen (bu(p))z+ cos (bu(p))y, au(p)) | p € 2}

Vamos finalizar esta secao encontrando a Equacao Diferencial Parcial
(EDP) associada as hipersuperficies de curvatura média constante em uma
variedade completa, que sao graficos de Killing de alguma func¢ao u. Como
comentamos na introducao, veremos que, diferentemente do caso dos gréficos
geodésicos, o fato de considerarmos graficos de Killing, faz com que a EDP
fique em termos apenas das derivadas de primeira e segunda ordem da fungao
u, 0 que sabemos é de grande utilidade no que se refere a aplicabilidade das

técnicas conhecidas em EDP’s elipticas de segunda ordem.

Teorema 2.8 ([DL]). Seja M™' uma variedade completa com X € X(M)
um campo de Killing sem singularidades. Seja N C M uma hipersuperficie
transversal a X. Dada uma funcio u : Q C N — R, de classe C?, temos
que u possui X —grdfico de Killing com curvatura média constante H, na
orientagao dada pelo vetor normal n tal que (X,n) > 0 se, e somente se,

satisfaz

—nH =0,

My (u) = div ( [ Xlgrad u ) (grad u, grad (| X))

V1 + | X?[grad ul? V1 + | X?[grad ul?

onde div e grad sao o divergente e gradiente de N.

17



Demonstragao. Seja {¢;} o fluxo gerado por X. Como vimos na definigao
dado p € Cx () temos que existem t € R e p € () tais que ¢ (p) = p.
Estamos interessados em encontrar uma EDP associada a curvatura média H
de Grx(u). Para isso, considere as seguintes fungoes auxiliares: h: Cx () —
R definida por h(p) =t, e m: Cx(Q) — N dada por 7(p) = p onde ¢ e p s@o
tais que ¢;(p) = p.

E fécil ver que se considerarmos a funcio F : Cx(Q) — R definida por
F(p) = h(p) —uom(p)

teremos

Grx(u) = F71(0).

Sendo assim, se considerarmos 7 como sendo um campo normal a Grx (u)
tal que (n, X) > 0, temos que a curvatura média de Grx(u) é dada por (veja

em [dC] exercicio 11 do capitulo 6)

A fim de continuarmos os calculos, precisamos de uma base conveniente
em T; M. Vamos definir em 7;M uma métrica que torne 7 uma submersao
riemanniana, permitindo assim uma boa relacao entre o divergente em M e

N.

Dados os vetores u e v em TN, sejam u,v os levantamentos horizontais
de u e v, respectivamente, tais que sejam m—relacionados, i.e., u,7 L 7 1(p)

e dmyu = u, dmyv = v.

Fixado p € Q, seja {E1, ..., E,} um referencial geodésico em p. Denota-
mos por {E1, ..., £, } campos de vetores m—relacionados com E, ..., E,. Con-
sidere em p € Cx(Q) {E1,..., Ep, Epy1 i = %}, onde E;(p) = dp.E;(p) Vi €
{1,..n}, e X(p) = dey(X(p)) uma base ortonormal em p.
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Definindo em T;M a métrica
((Es, Ej))p = (Ei, Ej),

teremos que 7 é uma submersao riemanniana. Por abuso de notagao vamos

utilizar (,) para denotar ambas métricas.

Assim,

n+1
) gradF — gradF _
d — E V- [ 2" F,
”M(|gradF|) < Ei<|gradF| s

=1

n+1
1 — — — 1 _
— — (V= dF),E;)_ E, | —— dF, E;
2 ey VA D) 0+ (P () 2 >p
n+1 1 1
Z,Zl lgrad F| (VE,(grad h) >P |grad F| (Vz,(grad ) >

— 1 — — 1 —
. A . 0. B
* (7 (fam ) 5, <Ez(|gmdm>gwdu ),

onde @ :=uom, p = pup(p) € Grx(u) e V é a conexao em M.

Afirmamos que sao validas as seguintes igualdades:

i) (Vg grada, Ei>ﬁ = (Vpgradu, Ey) Vie{l,..,n}
__ _ (grad (|X1),grad u) 5
ii) <V‘§7‘gradu, |§>p - = @)
iii) (Vg,grad h,E>ﬁ =0 Vie{l,..,n+1}

gradh,E> —0 Vie {1,..,n}

(
{

vi) <_i <|gra1dF‘> gradu,_,->ﬁ = <EZ (W) grad u, Ei>7r(ﬁ) Vie{l,..,n}
(



onde V é a conexao em N.

Sendo assim, por (i — vii) temos

" (Vggradu, E;) 1 (grad (] X|), grad u)
H = - P Ez — ] . d Ez P
D D Y +< (|VF|> srac >p+ X[[grad 7|

B Zn: v grad u I +<grad(|X|):gradU>p
B P \lgrad F| )7/ | X||grad F|

=1

— diva ( | X |grad u ) (grad u, grad (| X))

VI+ [XPlgradul? ) \/T+ [XPlgraduf®

onde na tltima igualdade usamos que |VF| = ‘71“/1 + | X ?|grad u|?. Para

verificar essa igualdade usamos que

e gradu é ortogonal ao campo X, o que veremos no decorrer das demons-

tragoes dos itens i) — vii), com os quais concluiremos a prova do teorema.

Para demonstrar i), observamos que segue da definigao de gradiente

d

—u(B(1) =0 = (gradu, Ey)y, (2.2)

(graduom, B;)y = i(u om(a(t)))li=o = dt

dt

onde o é uma curva satisfazendo a(0) = p, o/(0) = E; e B(t) = 7o a(t)
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donde decorre que 3(0) = p e £'(0) = dm; - E; = E;. Além disso:

Vo, (arad)(p) = = grad (a(a (1))

= % Z(grada,EJ>E](a(t))> |t:0

— % Z(gradu,Ej>_j(Oé(t))) =0

Logo,

(Vg,(grada), E;) (p) =

Vamos mostrar que VEiEj(ﬁ) = dy. Vg, E;(m(p)). De fato, seja f uma
funcdo diferencidvel e t € R tal que ¢,(p) = p. Usando que (dp)E; = E;

obtemos:
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Ei(f)(p) = Efop; ow)(p)
= (dpi(E)) f ooy ) (ei(p))
= Ei(foe;H)(D)
= Ei(fon)(p)

Assim, vemos que as seguintes igualdades sao verificadas:

dolELB)(f) = ded B(E,(f) - deuEy(Ei(f))
— T(E,() - B,(E(f)
LB, (f om)) — B, (Ei(f o))
VB

E; J(f o). (2.4)

—

Desse fato, e como escélio do Teorema 3.6 do capitulo 2 de [dC], segue
que Vg E;(p) = dp. Vg, Ej(r). Usando essa igualdade em (2.3), temos que
para todo i € {1,..n}

o d n n
(Vg (gradu), Bj); = pr <Z <gradu,Ej>> (Ei, Ej)p + <Z(gradu, E;)VgE; E

J=1 J=1

= (Vggradu, E;),,

0 que mostra 7).

Para mostrar ii), note que
0 = X(gradu, X), = (Vx(grad u), X); + (grad u, Vx X)p,

o que implica em

1 {gradu, Vx X);
xP (Vxgrada, X), = X7 P

(2.6)
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Sendo assim, basta mostrarmos que VxX = —|X|grad |X| e i7) estard

provado.

Usando que X é campo de Killing, temos
E(X,X)=2(Vg X, X)=-2(VxX,E).
Por outro lado, vemos que

Ei(X, X) = 2| X|Ei(|X]).

Segue dessas duas igualdades que
—(VxX, E;) = [ X[E(]X]),

donde

n+l n+1
VxX = Z (VxX,E) E; = — Z | X|E(|X|)E; = —| X |grad | X].
i=1

=1

Para analisarmos a parcela que envolve a funcao h, a saber: ii,iv e v,
considere uma curva a em M satisfazendo «(0) = p,a’(0) = E;(p). Segue
que

— d

(grad h, B;)p = dhyE; = %(h(a(t)))h:o, (2.7)

portanto se ¢ # n + 1, podemos escolher a curva a de forma que ela seja

ortogonal ao fluxo ¢, e satisfaca a/(0) = E;(p). Assim,

d d
E(h(a(t)))‘tzo = %(to) =0, (2.8)
onde ty € R tal que ¢y, (p) = p. Logo {grad h, E;); = 0 Vi € {1,...,n}.

Além disso, para o caso (gradh, X); = dhy(X) = <L (h(a(t)))]i—o, pode-

mos escolher a(t) = ¢;(p), pois /(1) = L(¢i(p)) = X. Como h(gy(p)) = ¢ te-
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remos que %(h(a(t)))h:o = 1 donde (grad h, X); = 1. Assim grad h(p) = |))((\2

e portanto, para i € {1,...,n}, vale que

_ X _
(Vg (grad h), Ey)p = <VEip(_|2>Ei>p

Ja para 1 =n+ 1, tem-se

B (o) B =X () (X X0 =0,

pois X (|X|) = 0. Assim temos que
n+1
> (Vg (grad h), Ey); = 0,

i=1

mostrando assim o item i) e iv). Este iltimo seguindo do fato de grad h =

\XL|27 o qual é ortogonal a E; para todo i € {1,...,n}.

No caso de v, temos

<Ez‘ <\V_1F|> grad h,Ei>_ =0, para todo 7 <n e
P

X(ﬁ):){(ﬁ):O

Além disso, de forma andloga ao que foi mostrado em (2.2)), temos

(B (rom) 7o), = (& (5m) 7).,
(* (wm) X>p -0
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o que mostra vi e vit, finalizando a demonstracao. O

2.2 Lemas de analise

Os resultados dessa se¢ao serao utilizados no préoximo capitulo.

Lema 2.9. Seja M uma variedade riemanniana completa. Considere 2 C M
um dominio limitado de classe C** e u € C**(Q2) uma solugdo de M(u) = 0
em Q. Assuma que u € limitada em § e que |grad u| € limitada em 0S). Entao

lgrad u| € limitado em Q0 por uma constante que depende somente do sup |u|
0

e sup |grad ul.
)

Uma prova do resultado acima pode ser encontrada no Lema 6 de [DL].

Teorema 2.10. (Principio da Tangéncia) Sejam My, My duas hipersuperficies
do H", n > 3, e seja p € M; N My um ponto de tangéncia, ou seja, T,M; =
T,M,. Suponha que M; e My tenham curvatura média constante H com

relagdo a vetores unitdrios normais ny,1n tais que n1(p) = n2(p).

a) (Principio interior da tangéncia) Suponha que p € (M;\OM,)N(Mz\OMs)
e que existam uma vizinhanga U de 0 em T,M; e funcoes uy,ug € C%(U) cu-
jos graficos sao vizinhancas Vi de p em My e Vo de p em My. Se uqy < ug em

U entao uy; = ug; assim, My e My coincidem em uma vizinhanca de p.

b) (Principio da tangéncia no bordo) Suponha que p € OM; N OM; e que
existam uma vizinhanca U de T,M, com 0 € OU e fungoes uy,us € C%(U)
cujos graficos sao vizinhancas Vi de p em My e Vo de p em Ms. Se up < us

em U entao uy = ug; assim, My e My coincidem em uma vizinhanca de p.
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CAPITULO 3

Alguns aspectos da geometria

hiperbdlica

3.1 Espaco hiperbdlico

Os resultados deste trabalho sao teoremas de existéncia de superficies
de curvatura média constante no espaco hiperbélico H?, que ¢, a menos de
isometrias, a tinica variedade completa, simplesmente conexa e com curvatura

seccional -1 de dimensao 3.

Embora a maioria das perguntas a respeito de superficies de curvatura
média constante sejam originadas no espaco euclidiano, a riqueza da geome-
tria do espaco hiperbdlico permite que muitas teorias existentes para o espaco
euclidiano sejam transferidas e algumas vezes até mesmo ampliadas nesse
espaco. Um exemplo disso pode ser visto nas hipersuperficies umbilicas desse

espaco, como veremos abaixo.

3.1.1 Hipersuperficies umbilicas

As defini¢oes e comentarios que veremos nessa secao, podem ser encon-
trados, quase em sua totalidade, em [dC]. Antes de definir o que é uma

hipersuperficie umbilica, precisamos falar sobre a segunda forma fundamen-
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tal. Para isso, considere M uma variedade completa de dimensao n e N uma
hipersuperficie com vetor normal 7 no ponto p € N. A sequnda forma fun-

damental de N, com respeito ao vetor n, é a aplicacao S,(p) : T,M — T,,M

Sylp)v = — (Vi) ",

onde 77 é uma extensao de n normal a N e V é a conexao em M.

Se S, = 0 paratodo p € N, dizemos que N é uma subvariedade totalmente
geodésica de M. Além disso, definimos como a curvatura média de N no ponto
p o traco da aplicacao S, (p) dividido pela dimensao de N. Usamos a notacao

H,, para indicar tal curvatura.

Dada uma imersao f : N — M, dizemos que ela é umbilica se para todo
p € f(N) existe A(p) tal que

(Sy(p)(v), w)p = A(p) (v, w)y,

para todo v,w € T, f(N) e para todo 7 vetor normal unitario a f(N).

E possivel mostrar (veja exercicio 6 do capitulo 8 de [dC]) que se a curva-
tura seccional de M é constante, entao \(p) é constante e consequentemente
as curvaturas principais sao iguais em todos pontos. Em particular, isso
faz com que as hipersuperficies umbilicas de H? tenham curvatura média

constante.

Enquanto em R?® qualquer imersao umbilica, de codimensao 1, estd ne-
cessariamente contida em um plano ou esfera , temos que em H? as hipersu-

perficies umbilicas podem ser classificadas em 3 tipos descritos abaixo:

Esfera: A esfera de centro p e raio r é o conjunto de pontos de H? que

estao a uma distancia r do centro p € H?,

Sr(p) ={q € H? ;d(p,q) =},

onde d : H?® x H3® — R, é a funcao distancia riemanniana em H?. A curvatura
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dessa hipersuperficie é coth(r), se orientada de acordo com o vetor normal
apontando para a regiao compacta limitada por S,. Uma prova desse fato

pode ser encontrada no exemplo 2.1.8 de [N].

Horoesfera: Fixado p € H?, seja v : [0, +00) — H?, |7/(¢)| = 1 um raio
geodésico de H? tal que v(0) = p. Seja

By(y(t)) = {q € H’ | d(q,7(t)) < t)}.

Uma horoesfera que contém p e estd centrada em y(+00) := tlir+n v(t), é o
— 100

conjunto
0 {U Bt(v(t))} :
>0
A curvatura, nesse caso, pode ser calculada como limite das curvaturas das
esferas com raio tendendo a infinito, ou seja, H = tlim coth(t) = 1, se orien-
—00

tamos a horoesfera com vetor normal apontando para dentro.

Hiperesfera: Dada N C H? uma superficie totalmente geodésica, temos
que N separa H? em duas componentes conexas, A e B, disjuntas. A hipe-
resfera equidistante r de N é o conjunto Ey = {p € H? | d(p, N) =r} N A
ou By = {p € H?| d(p, N) =r} N B onde H = tanh(r). Tem-se que H ¢ a
curvatura média de Ey se este estd orientado com vetor normal apontando

para N.

3.1.2 Modelo do semiespago superior

Este trabalho concentra-se na busca por funcoes, cujo grafico seja uma
subvariedade de H?, de curvatura média constante. Um modelo interessante
para esbocar tais graficos é o chamado modelo do semiespaco superior, dado
por

R = {(z1,22,23) € R*| 23>0}
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com a métrica
dz? + dx3 + dx?

2
T3

<'7 '>p

Para vermos que este é um modelo para o espaco hiperbdlico, precisamos
mostrar que ele é simplesmente conexo, possui curvatura seccional -1 e é
completo. Claramente R? é simplesmente conexo. Além disso, é fdcil ver
que nesse modelo, as geodésicas em H? sdo as intersecoes de circulos de R3,
centrados no plano {x3 = 0} com Ri ou intersecao de retas ortogonais ao
plano 3 = 0, com R?. Com alguns célculos, mostra-se que (t) = (1, 22, ")
e y(t) = R(0, tanh(%), sech (%)) sdo, a menos de rotacao, as geodésicas nesse

modelo.

Portanto, dados dois pontos de ]Ri, existe uma geodésica minimizante ~y
que os liga, a partir do qual concluimos que ele é completo. O célculo da
curvatura seccional de (R3,( ,)) estd feito no capitulo 8 de [dC]. Ele se
baseia no fato de ( ,) ser conforme a métrica euclidiana como explicamos

abaixo.

Dizemos que duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferencidvel M
sao conformes se existe uma funcao diferenciavel f : M — R tal que para

todo p € M e quaisquer u,v € T,M temos

(u,v)p, = f(p)((u,v)>p.

Um fato que torna esse modelo bom para nossos propdsitos é que essa métrica

¢ conforme a do euclidiano. Para ver isso, basta tomar f(z1,xe,23) = 1—12
3

Ainda nesse modelo, as hipersuperficies umbilicas ficam caracterizadas

como descritas abaixo:

Esferas: Sao as esferas euclidianas contidas em Ri. Observamos que
devido a métrica do hiperbdlico nao ser a mesma do euclidiano, o centro

hiperbdlico dessas esferas nao é o mesmo que o centro euclidiano.

Horoesferas: Sao os planos horizontais ou as esferas de ]Ri”r que tangen-

ciam {z3 = 0}.
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Totalmente geodésicas: Sao as semiesferas de R? que intersectam or-

togonalmente {zo = 0} ou planos ortogonais a {zo = 0}.

Hiperesferas: Sao os planos que nao sao paralelos a {x3 = 0} ou as

calotas esféricas de R? que possuem como bordo um circulo em {z3 = 0}.

Modelo do semiespago superior de H?

3.2 Graficos de Killing no espaco hiperbdlico

Definicao 3.1. Um campo de Killing X de H""¢é chamado hiperbélico se
suas trajetorias sao hiperciclos (curvas equidistantes de uma geodésica) orto-

gonais a uma hipersuperficie totalmente geodésica de H™ !,

A definigao acima pode ser encontrada em [ALR].

Exemplo 3.2. Considere H"™ no modelo do semiespago superior. Seja
H" = {(2x1, ,2p) | 21+ +22 =1, 2, > 0}. O campo de Killing
X (p) = p possui como fluxo associado pi(p) = pe', o qual € uma isometria
para cada t fivo. Além disso, para cada p € H" ™ d(v:(p),v) = d(p,7) para
todo t € R, onde v € a geodésica dada por ~v(t) = (0,--- ,€e') e ortogonal a

H". Logo esse campo € hiperbdlico.
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Devido as isometrias existentes em H""!, nao existe perda de generali-
dade em escolhermos a totalmente geodésica {(x1, -+, Tp41) | 2+ 22, =
1, z,41 > 0)} pois existe uma isometria que leva esta totalmente geodésica
em qualquer outra de tal forma que as propriedades intrinsecas dos gréficos
obtidos sobre H" sejam mantidos. Sendo assim, sempre que necesséario va-
mos escolher essa totalmente geodésica para esbogar algum grafico ou fazer

alguma conta especifica que almejemos nos amparar no modelo.

Lema 3.3. Seja H" uma hipersuperficie totalmente geodésica de H" ™. Con-
sidere v uma geodésica passando ortogonalmente por H" e X € X(H"™) um
campo de Killing hiperbolico tangente a v na direcdo de . Entao, fixando a

origem o =~y NH", temos || X (p)|| = cosh(r), onde r = d(p,0) e p € H".

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos considerar o modelo do
semiespaco superior para H"™ e que H" = {(21, ..., xp1) | 2+ ... + 22, =
1, 2,11 > 0}, X(p) = p, e p pertence ao plano z,x,.1. Assim as geodésicas,
parametrizadas por comprimento de arco, que passam pela origem e por p
sao da forma

a(t) = (0,...,0, Rtanh(t), Rsech(t)),

onde a(0) = o0 e a(r) = p. Portanto

\/R2 tanh®(r) + R2sech 2(r)
Rsech (r)

| X (p)]| = = cosh(r).

]

Proposicao 3.4. Fize H" uma totalmente geodésica em H"™ e v uma
geodésica passando ortogonalmente por H". Seja r : H* — R, a func¢ao dada
por r(p) = d(p,0), onde o := v NH" é a origem de H" e d é a fungao
distancia em H". Considere f : R — R wuma funcdao real, X o campo de
Killing hiperbdlico tangente a ~v na direcao de v e u : @ — R a funcao
u(-) = for(): Q= R, onde Q2 C H" é um dominio. Entao, dodo H € R,

o X—grdfico de Killing, Grx(u), possui curvatura média constante H se e
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somente se

cosh(r) f'(r)grad r N f'(r) sinh(r)

My (for):=div
\/1 + cosh?(r) f2(r) \/1 + cosh?(r) f72(r)

—nH =0,

(3.1)

onde div e grad sao o divergente e o gradiente, respectivamente, em H".

Demonstracao. Para demonstrar essa proposicao basta calcularmos o gra-

diente da funcao u e utilizarmos o Teorema [2.8] Por definicao, temos que

gradu = grad f or = f'(p) - gradr. Além disso, usando o Lema [3.3]

(grad (cosh(r)),gradu) = (grad cosh(r), f'(r).grad r)
= (sinh(r).gradr, f'(r).grad r)
= sinh(r).f'(r){grad r,grad r) = f'(r). sinh(r),

substituindo essa igualdade no Teorema 2.8 mostramos a proposigao. [
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CApPiTULO 4

Existéncia de solucoes para o

problema exterior de Dirichlet
em H°

O objetivo central deste trabalho é encontrar solugdes para o problema ex-
terior de Dirichlet para a equagao das superficies cmce no espaco hiperbdlico.
Comecamos este capitulo encontrando solugoes do tipo radial para dominios
exteriores cujo bordo seja um circulo contido em HZ2. Apéds, fazemos uma
analise de suas propriedades para que possamos utiliza-las nos teoremas se-
guintes. Por fim, mostramos resultados de existéncia em dominios mais ge-

rais.

4.1 Superficies de cmc radialmente simétricas

Em nosso trabalho denominamos por dominio exterior, um dominio cujo
complementar é compacto, nao vazio e simplesmente conexo. Um exemplo
de superficie minima que é grafico sobre um dominio exterior de R? sao os
catendides de R3. Na verdade, para que sejam graficos precisamos restringir
a um dos ramos do catendide. Mais precisamente, dado o disco unitario,
D1 (0), centrado na origem de R? := R? x {0} temos que existe, para cada

0 € (0,%), um pedaco de catendide que é grafico em R*\ D; (o) e cujo angulo
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com plano z =0 é 6.

Buscamos um analogo em H? no seguinte sentido: dado H? uma total-
mente geodésica de H? e v uma geodésica passando ortogonalmente por H?,
queremos encontrar uma superficie de curvatura média constante, que seja
um X —grafico de Killing, radialmente simétrica com dominio sendo o ex-
terior de um disco centrado em o = v N H? onde X é o campo de Killing
hiperbdlico tangente a v na diregao de . Uma superficie com tal propriedade
em H? seria aquela que é imagem de uma funcao u satisfazendo a equacao
para o dominio Q2 = H?\ D,(0), onde D,(0) é o disco de H? centrado na
origem de raio p. Se, além disso, impormos a condi¢ao que o grafico tenha o
bordo contido em H? e que tenha norma do gradiente constante igual a um
certo s > 0 no bordo, entdao queremos u(x) = f(r(z)), onde r é a distancia a
origem o e f: [p,+00) = R, f(p) =0, f'(p) =se My(for)=0.

Se denominarmos u = f or, pela Proposicao [3.4] ficamos com

M (u) == div cosh(r) f'(r)grad r n f'(r) sinh(r)

_ —2H =0 em Q.
\/1 + cosh?(r) f2(r) \/1 + cosh?(r) f2(r)

Usando que Ar = coth(r) e |gradr| = 1 a equagao acima pode ser rees-

crita como
cosh(n)/'(r) |y [ o)} ey
\/1 + cosh?(r) f2(r) \/1 + cosh?(r) f(r)
f'(r) sinh(r) o —o
\/1 + cosh?(r) f2(r)

Buscamos entao, uma funcao f que satisfaca o seguinte problema de valor
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inicial:

¢ /
( COSh(T)f’(T) ) + ( COSh(T)f/("') ) coth(r) —I— f’(T’) Sinh(T) — 2H — 0
(r)

\/1+C05h2 (r)f2 \/H‘COSh2 (r)f72(r) \/l-i-cosh2 (r)f2(r)
f'(p) =s
| f(p)=0
(4.1)
Definindo b))
cosh(r) f/(r
g(r) = : (4.2)
\/1+ cosh®(r) f2(r)

obtemos o sistema abaixo, o qual é equivalente as duas primeiras linhas de

(4.1)
g (r) + g(r)(coth(r) + tanh(r)) = 2H em Q

9(p) = 2B -
Nao é dificil ver que a funcao
g(r) = H coth(2r) + C(p, s, H )cossech(2r)
é solucao de onde
Cl(p,s, H) :== —H cosh(2p) + sinh(2p) cosh(p)s. (4.4)

\/1 + cosh?(p)s2

Usando (4.2)), temos

12 _ 92(T)
for) = cosh?r(1 — ¢2(r))’

Portanto, o PVI a ser resolvido agora é o seguinte:

F') =

cosh(r)4/1—g2(r)

f(p) =0,
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donde concluimos que

) = /T H coth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t)
N p cosh(t)y/1 — (Hcoth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t))?

dt.  (4.5)

Com isso, temos a seguinte Proposicao.

Proposigao 4.1. Considere H? uma totalmente geodésica de H?. Sejam Q =
H?\ D,(0), v uma geodésica passando ortogonalmente por H? e X € X(H?)
o campo de Killing hiperbdlico tangente a v na direcao de . Entao dado
5 > 0, existe uma fungdo v, g : 0 — R tal que vp@H\aDp =0 e o X—grdfico

de Killing de v, s i possui cme H € (—1,1). Além disso, |grad v, s mlop, = s.

Demonstragao. Nossa candidata & solugao é v, s y(z) = f(r(z)), onde f é a
funcao dada em (4.5)). E suficiente mostrar que ela estd bem definida em €2

0 que passamos a fazer agora.

Inicialmente note que definindo g(t) = H coth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t)
temos que se s < 400 entao — 90 __ < cosh p)s, 0 que garante a integra-
A < cosh(p

1-g2(t)
bilidade de

H coth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t)
cosh(t)y/1 — (Hcoth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t))?

em uma vizinhanga de 0f).

Se s = 400 temos —22L__

1-g%(p)
lidade em uma vizinhanca de 0€), vamos analisar a velocidade com que

= +400. Nesse caso para mostrar a integrabi-

H coth(2t) + C(p, 0o, H)cossech(2t) — 1,

quando t — p.
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Considere o seguinte limite

y H coth(2t) + C(p, 0o, H)cossech(2t) — 1
im
t—p P — t

— im —2Hcossech?(2t) — 2C(p, 0o, H)cossech(2t) coth(2t)

t—p —1

= 2cossech(2p)[Hcossech(2p) + C(p, +o00, H) coth(2p)]

= 2cossech(2p)[—H sinh(2p) + cosh(2p)] > 0.

Assim, vemos que H coth(2t) + C(p, s, H)cossech(2t) se aproxima de 1 no
maximo com velocidade linear, donde concluimos a boa definicao de f, pelo
menos em uma vizinhanca de p.

g(t) H
V1-g2(t) =L
bem definida em (p, +00) para garantir que a funcao é integravel. Observando

Agora note que como basta verificarmos que g(t) esté

a expressao ([4.5) vemos que é suficiente que

—1 < H coth(2t) + C(p, 0o, H)cossech(2t) < 1.

Primeiramente verifiquemos que

H coth(2t) + C(p, 0o, H)cossech(2t) < 1. (4.6)

Usando (4.4)) é facil ver que a expressao acima é equivalente a

sinh(2t) — sinh(2p)

H < .
cosh(2t) — cosh(2p)

Para provar a ultima desigualdade, afirmamos que

sinh(2t) — sinh(2p)

ht) = cosh(2t) — cosh(2p)

> 1.
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De fato, é decrescente em (p, o), pois

2(cosh(2t)[cosh(2t) — cosh(2p)] — sinh(2¢)[sinh(2t) — sinh(2p)])

W(t) = [cosh(2t) — cosh(2p)]?

2[1 — [cosh(2t) cosh(2p) — sinh(2t) sinh(2p)]]
[cosh(2t) — cosh(2p)]?

~ 2[1 —cosh(2t — 2p)]
~ [cosh(2t) — cosh(2p)]? <0

donde segue que h(t) é decrescente para todo t > p.
Com isso, inferimos que h(t) > 1 pois

lim sinh(2t) — sinh(2p)

= 1.
t—oo | cosh(2t) — cosh(2p)

Assim concluimos que vale (4.6). Agora falta mostrar que:

— H coth(2t) — C(p, 0o, H)cossech(2t) < 1. (4.8)

Novamente substituindo C'(p, s, H) obtemos que (4.8)) é equivalente a

sinh(2t) + sinh(2p)

—-H .
cosh(2t) — cosh(2p)

Mas como vimos anteriormente, se H € (—1,1) teremos:

sinh(2t) — sinh(2p)  sinh(2t) + sinh(2p)

cosh(2t) — cosh(2p) ~ cosh(2t) — cosh(2p)’

o que mostra (4.8) . Portanto para H € (—1,1), temos que v, , g estd bem
definida em 2.

—-H<1l<

Ademais,

H coth(2p) + C(p, s, H)cossech(2
Jsrad . 11(2) o = 1) = 2p) - Clp. o H)cosech )
cosh(p)+/1 — (Hcoth(2p) + C(p, s, H)cossech(2p))?
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Hipersuperficie radialmente simétrica

]

Definigao 4.2. Dizemos que o grdfico da funcdo v,sy(x) € uma hipersu-
perficie radialmente simétrica com raio interno p, inclina¢do s e curvatura
média H € (—1,1), associada ao dominio H?> \ D,, onde D, é o disco cen-
trado na origem de H? e raio p. Além disso, no caso em que s = +00 teremos
C(p, 00, H) = —H cosh(2p) + sinh(2p), e denotaremos a fun¢ao apenas por
v, se H=0 ouv,y se H#O0.

Os dois lemas abaixo discorrem a respeito de propriedades destas hiper-

superficies radialmente simétricas.

Lema 4.3. Seja v,y como definida acima. Entdo:

e Se H >0, temos que v, g € crescente

o Se H < 0, temos que v, € crescente em (p,p) e decrescente em

. _ 2 2
(p, +00), onde p = In [COSh(Qp) — Snh() \/ <Cosh(2p) _ sm%zm) _ 1]

Demonstracao. Note que o crescimento ou decrescimento da funcao depende
apenas se o integrando sera positivo ou negativo. Para o caso H > 0, con-
cluimos, usando a defini¢ao de C'(p, +00, H), que H coth(2t)+C(p, 0o, H)cossech(2t) >

0 e portanto v, i sera crescente.
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Quando H < 0, para que tenhamos

H coth(2t) + C(p, 0o, H)cossech(2t) > 0,

precisamos que

—H|[ — cosh(2t) + cosh(2p)] + sinh(2p) > 0 &
inh
cosh(2t) < cosh(2p) — w &

: : 5
2t < In |cosh(2p) — % + \/(Cosh(Qp) - —5111};;2;))) -1

Disso concluimos que o lema é verdadeiro. O

Lema 4.4. Nas mesmas condicoes do Lema para H € [0,1) tem-se que

v, g € uma funcgdao limitada.

Demonstracao. No caso H = 0 afirmamos que

T
sup sup vg(e) <

R<R xz€Q)
onde = H?\ Bg(o).
De fato, considere
r(@) inh (2 h(2t
0,(2) :/ sinh(2s)cossech(2t) gt
o

cosh(t) \/ 1 — (sinh?(2s)cossech?(2t))

Ja que
sinh(2s)cossech(2t)

cosh(t) \/ 1 — (sinh?(2s)cossech?(2t))

> 0,
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temos que vs(z) cresce a medida que r(x) aumenta, temos que

vp(r) < limw,(r) = f(p).

7—00

Portanto
sup sup vg(z) < sup f(p).
R<R z€Q)
Logo, se mostrarmos que f(s) é limitada, a afirmagao estard provada.

sinh(28) 4006 dE — —5-tanh(s)du,

Fazendo a mudanga de varidvel u = ——==,
sinh(2t)

onde § = arcsinh <%) . Logo,

! tanh(s)

[ —tanh(s) B
Ie) = /1 2COSh(§)\/1—u2du— 0 QCosh(g)\/l—zﬂdu

/1 1 T
— du=—.
0 2\/1 —u2 4

O caso em que H > 0 é analogo ao H = 0. De fato, usando a mesma

mudanca de varidvel obtemos
__tanh(3) ]

/0 [H coth(3) + u][— =5
1 cosh(£)y/1 — (H coth(s) + u)?

flp) =

/1 [H coth(s) + u][2] "
o cosh(£)y/1 — (H coth(s) + u)?

! [H coth(s) + u] 1
- =du < +00,
o /1 — (H coth(s) + u)2 ucosh(3)

onde a ultima desigualdade segue da limitagao de H cotgh (5)+u no intervalo
O

0,1].
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4.2 Graficos minimos

Nas proximas duas secoes, usaremos argumentos de andlise e do nosso
conhecimento sobre as hipersuperficies radialmente simétricas para demons-
trar a existéncia de graficos de Killing com curvatura média constante em

dominios exteriores mais gerais. Comecamos pelo caso H = 0.

Teorema 4.5. Considere H? wma hipersuperficie totalmente geodésica em
H3. Seja Q C H? um dominio exterior de classe C° e v uma geodésica ori-
entada passando ortogonalmente por H?, com X sendo o campo de Killing
hiperbolico tangente a v na orientacao de ~. Entao, dado um niumero real
s >0, existe uma fungdo ndo negativa, limitada u € C>(2) NC°(Q), tal que
ulag = 0 € 0 X—grifico de Killing de v é uma hipersuperficie minima de H?

satisfazendo:

i) limsup |grad u| = s
z—00

g T
i) sup |u| < —,
Q 4
Demonstracao. Vamos comegcar fixando s > 0 e assumindo que {2 é um

dominio de classe C'*°. Pelo Teorema temos que encontrar uma funcao

u: €2 — R que se anule em 0f) satisfazendo

M) = div | X |grad u N (grad u, grad (| X)) _0 (4.9)
V1 + [ X]2|grad ul? V14 [XPlgradu?

e ainda as propriedades i) e i7) no enunciado do acima.

Fixando a origem de H? em v NH?, considere Dy o menor disco centrado

na origem de H? com raio Ry tal que Q¢ C D).

Agora, para cada m € N, seja D,, o disco geodésico de raio R,, > R,,_1,
onde R,, sera precisado mais tarde. Definindo €2, = D,, N {2, vamos mostrar

que existe uma solugao u,, € C*(2,,) de M =0 em Q,, com u,,|gg = 0 e
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tal que sup |grad u,,| = s. O fato de
o0

UQm:Q

ird4 nos gerar uma sequéncia de fungoes, {u,,}, que nos permitird mostrar
a existéncia da funcao u procurada. Primeiramente, observe que Q¢ C Dy,
juntamente com o fato que R,, > Ry implicam que (2,, é conexo, compacto

e 0, possui duas componentes conexas.

Agora fixando m € N, defina o conjunto

T =4{t>0]3u € C®°(Qy), tal que M(u;) = 0, us|lspq = 0,
ulr,, =t, sup |grad uy| < s},
o0

onde I';,, = 9€,,\ 0.

Afirmamos que a fungao procurada é dada por u,, , onde t,, := supT,.
Uma forma de verificarmos que tal afirmagao é verdadeira é mostrando que :

1) T, é nao vazio

2) T, é limitado

3) supT,, € Tp,

4) Se t,,, := sup T,,, entdo limsup |grad uy,, ()| = s.
z—00
Note que 0 € T,,, pois uy = 0 satisfaz todas as propriedades necessarias
e com isso, vale 1). Para mostrarmos o item 2), vamos utilizar o principio
do méaximo. Vimos em que para cada dominio H? \ D,,, existe uma

hipersuperficie radialmente simétrica associada que é grafico da funcao

dt,

(@) Cycossech (2t
(i) 5= o, (1)) = [ ocossech ()
Bm cosh(t) \/ 1 — Cycossech®(2t)
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onde r : H*\ D,,, — R ¢ a funcao distancia a origem de H? e Cy = sinh(2R,,,).
Essa hipersuperficie, que possui curvatura média H = 0, é grafico de uma

fungao, cujo gradiente é infinito no bordo e se anula em 9D,,.

Suponhamos, por absurdo, que 7T, ¢é ilimitado. Geometricamente, isso
significa que podemos encontrar uma funcao que assuma em I',, um valor

. . ) 0

tdo grande quanto se queira. Vimos que se sup sup vgp(x) < 1 logo
RSRm €M

podemos considerar ¢ € T;,, tal que ¢ > 7. Ja que os dominios de u; e v, sao

disjuntos, temos
Grx(vy,) NGrx(u) = @.

f(@) =m/2

Considerando a familia de hipersuperficies radialmente simétricas que sao
graficos de vg, com R < R,,, definidas na definicao temos que quando R
tende a Ry haverd um primeiro R € [Ry, R,,) tal que Grx(vg) toca o Grxu.
Assumindo que ¢y, (z)* é o ponto onde ocorre tal toque, mostremos que u;(x)
nao pertence a OGrx(u;) e portanto é ponto de tangéncia interior. Levando

em conta que 0Gry (u;) = 0QUp(T,,), temos que x nao pertence a I'y,, pois

wlr,, =t > UR|Fm.

Se x pertencesse ao bordo de 2 terfamos u¢(z) = 0. A fungdo, da familia

vR, que satisfaz vp(z) = 0, se x € IQ, é vy : H? \ Dy — R. Porém
lgrad vo||op, = 00 > s > S;Qp lgrad .
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Sendo assim vy seria uma funcao que em uma vizinhanca de 0D, esta por

cima da funcao u;. Entretanto

ut|rm =t>k> U0|Fm-

Logo, por continuidade, deve existir um R € (Ry, R,,), tal que
Grxvg NGrxu, # 3,

o que contradiz o fato de = ser a pré-imagem do primeiro ponto de contato.
Logo, x nao pode pertencer a d€2, donde concluimos que pertence ao interior
de €2,,. Isso implica que x é um ponto de tangeéncia interior de tal forma que
uma superficie esta totalmente de um lado da outra e pelo Teorema [2.10
terfamos que as fungoes coincidem, o que é um absurdo. Logo, T,, é um
conjunto limitado.

Mostremos agora que t,,, :== sup T,,, € T,,, e sup |grad u,,,| = s. Comecemos
mostrando que se t € T,, entao Zup | grad ut|8% s. Para isso, vamos definir

m

um raio R, adequado para nosso disco D,,.

Primeiramente, note que
Cocossech?(2t) — 0 quando t — oco.
donde

Cocossech(2t)
cosh(t)\/l — Cycossech?(2t)

— 0,

quando t — oco. Logo

inh(2 h(2
lim [gradvg(z)] = lim sinh(2Ry)cossech(2r (x))

= 0.
r(x)—o0 r(z)—o0 COSh(T(l‘))\/l — Sinh2(2R0>COSSGCh(2T(£E>)

45



Isso nos permite escolher R, tal que

S
jgrad vo(a) I, < 3.

Recursivamente podemos definir R, 1 = R, + 1.

Se t € T, temos que M(uy) = 0 e w|aq,, > 0. Isso implica, pelo principio
do méaximo, que u; > 0. Sendo assim, podemos supor, transladando vy para

baixo pelo cilindro de Killing gerado por 0D, se necessério, que
Grx(vo) N Grx(u) = @.

Agora, subindo Grx(vg) até obter um ponto de tangéncia entre os gréficos
vemos que tal ponto serd em ¢;(I',,), pelo mesmo argumento dado quando
provamos a limitacao do conjunto. Usando isso e o fato de que u; < t, pelo

principio do méximo, concluimos (veja figura {4.1)) que

lgrad w|,,,, < lgradwoll,,, <

N »

Segue que |grad u||aq,, < s.

L
F m

Figura 4.1: Limitacao do gradiente

Agora considere {7;} C T,, uma sequéncia convergindo a t,,. Cada 7;

possui uma fungio u; € C(€),) associada tal que: wu; é solugao de (4.9),
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ujl,, = 0 e uy|. = 7;. Pelo principio do maximo

sup |u;| < 15 <ty (4.10)

m

Além disso, como vimos acima,

sup |gradu;| <s, VjeN. (4.11)
O

Segue de (4.10), (4.11)), e do Lema , que a sequéncia {u;} tem norma

C' uniformemente limitada em Q,,. Como €, é um dominio compacto de
classe O, pela teoria de EDP’s elipticas, garante-se que a sequéncia {ur, }
possui norma C* limitada em compactos donde decorre que {u,} pos-
sui uma subsequéncia convergindo uniformemente em C*(€2,,), para uma
solucao w,, € C*(,,) de M = 0 em €,,. Por continuidade, temos que
Wiy = 0, Wip|;. =ty e sup |grad wy,| < s, donde concluimos que t,, € Tp,,,

m

ou seja, Wy, = Uy, -

Por fim, para mostrar 4), suponha sup |grad u;, | < s e considere a fungao
o9

T:0,2] x C° () — C°(Qn)

dada por
Tl w) = M(w +19),

onde escolhemos ¢ € C*(€),) tal que ¢|,, =0 e @, = tn.

Note que T'(1,w) = 0, onde w,, = u;,, —¢ Como T é um operador eliptico
que satisfaz 02T (1,w,,) ser um isomorfismo, temos pelo teorema da fungao
implicita que existe uma fungdo continua i : (1 —¢,1+€) — C°(,,) com
i(1) = w,, — ¢ tal que T'(1,i(l)) = 0,1 € (1 —¢,1+ ¢€). Sendo assim, como
sup |grad u,, | < sew,, =i(1)+¢ existe [ € (1,1+4¢) com |gradi(l)+1¢| < s.
ggmo 0=T(,i(l)) = M@E(1)+1p),i(1)+lp = 0em 0Q e i(l)+l¢p = lt,, em T,

teremos que [t,, € T,,. Mas isto é uma contradicao pois It,, > t,, = sup T,.
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Portanto, supyg, |grad uy,, | = s. Assim mostramos que existe solugao de

para o dominio €2, satisfazendo i) e ii).

Agora vamos mostrar que existe solugao para o dominio §2. Dada a sequéncia
{uy,, }men, onde cada u,, é a solu¢ao associada a um dominio €2, temos
sup |grad uy, | < s. Ainda, usando (4.10) temos que sup |uy, | = t,, < %
Assim vernos que as estimativas da sequéncia nao depgndem de m, donde
segue que a sequéncia possui norma, C! uniformemente limitada sobre com-
pactos de €, o que implica a existéncia de uma subsequéncia de {u,,, } con-

vergindo uniformemente C** para uma solugao us € C%%(9), satisfazendo

us|ao = 0 e sup |grad us| = s. Estimativas padroes de EDP eliptica garantem
o

que us € C*(Q).

Para o caso em que ) é somente de classe C, existe uma sequéncia de
domfnios de classe C*, digamos U; tal que Q C U;1 C U; e Q = NU;. Para
cada U; seja u; € C*°(U;) uma solugao de M = 0, satisfazendo w,,|sy, = 0 e
sup |grad u;| = s. Pelo que vimos acima |u;|; < C(p, +00,0). Isso nos permite
aal?licar o teorema de Arzela-Ascoli e concluir que u,, converge uniformemente
em compactos de Q para uma fungao u, € C°(Q) tal que u,|;5 = 0. Se U C
é compacto, U aberto, entao temos estimativas uniformes C! de u;|i; e pela
teoria de EDP’s elipticas, u;j|y contém uma subsequéncia convergindo C'™
para us|y € C*°(U). Através do método da diagonal, ou mais precisamente,
considerando uma subsequéncia v,, que associa a cada m € N, o limite wu,

obtido acima, teremos que v,, converge para a solucao u desejada.

4.3 Graficos de cmc H € (0,1)

Lema 4.6. Seja Ey uma hipersuperficie umbilica com curvatura H € [0,1)
de H? e v uma geodésica de H? ortogonal a Er, com X sendo o campo de

Killing hiperbélico tangente a vy na dire¢ao de y. Entdo X (p) é transversal a

48



Ey.

Demonstragao. Dado p € Ey queremos mostrar que X (p) ¢ T,Ey. Isso é
equivalente a mostrar que (X (p), n(p)), # 0, onde n(p) é o vetor normal a Ey.
Sem perda de generalidade, podemos supor o modelo do semiespaco superior
para H? e X (p) = p. Nesse caso, Eg = {(z1, 72, 23) € R® | 22 + 23 + (23 —
)2 =12, x5 > 0,}. Nesse caso, teremos que 7(p) = (&, 22, Z3=9))

r?or? r

. Assim,
considerando a métrica euclidiana, vemos que (X(p),n(p)), > 0. Como a
métrica euclidiana é equivalente a que estamos considerando nesse modelo

do espaco hiperbdlico, o resultado segue. O

Antes de demonstramos o teorema de existéncia de graficos de Killing,
sobre dominios exteriores, de curvatura média constante, vamos relacionar as
funcoes definidas sobre o grafico de uma funcao w com as funcoes definidas
sobre um dominio da funcao w. Embora a demonstracao abaixo se aplique a

graficos em geral, vamos fazé-la em nosso contexto.

A figura auxilia nas demonstracoes da Proposicao [4.7] e do Teorema
4.9l

]H[2

Figura 4.2:

Proposigao 4.7. Sejam Ey C H? uma superficie umbilica de H?, com cur-

vatura média constante H, equidistante de H? e X € X(H?) um campo de
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Killing hiperbdlico, que seja ortogonal a H?. Considere w : H?> — R a funcdo
tal que Grxw = FEy. Entao, dada uma funcao u : Ey — R temos que
@ : H?* = R definida por (&) = u(puz)T)+w() € tal que Grx () = Grx (u)

grad (%) = (grad u(z), X (z))zgrad w(Z)+Dy ' (p(w(Z), 7)) m(grad u(z))+grad w(7),

onde : T, Eyg — T, (gpw(@Hz) ¢ a projecao entre esses espagos, p; o fluxo

associado ao campo X € T = Py(z)T.

Demonstragao. Vamos comegar mostrando que Grx(u) = Grx(u). De fato,

denotando x = .37 temos

Grxu = {gpa(i)i | T e HQ} = {gou(x)er(f)if | T E HQ} = {gpu(x)ogpw( )f | T E HQ}

8

= {Sou(x)l' | MRS HQ} = GrXu.

Para calcular grad (z), considere & : I — H? tal que @(0) = 7 e &'(0) =
v. Entao
d d

Ca@Deo = Sula(t)leo + Sw(@n)ls (4.12)

onde a(t) = pu@e)a(t) = p(w(a(t)),
obtemos

(t)). Utilizando a regra da cadeia

joR

o(t) = Di(pw(a(t),a(t)) - (woa)(t) + Dap(w(alt)), alt)) - a'()
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Aplicando em t = 0, segue que
o' (0) = (grad w(), 1)z X (x) + Do) () - 0. (4.13)
Usando (4.12) e (4.13)) chegamos na seguinte igualdade

(grada(z),d/(0))z =
(grad (Z),0); =

(gradu(z), o/(0))s + (grad (w)(z), &'(0))z
{
+ (gradu(x
{
{

, (grad w(2), 1) X (2)).

Doipuy(3)(T) - 0) + (grad w (), 9)z
X(z))z(grad w(z), v)z

Dy (pu@) (7)) m(grad u(z)), 0), + (grad w(z), 0)s,

&

(7), a
grad u(x)
(),
(),

grad u(x

onde na ultima igualdade usamos o fato de ¢(t,z) ser uma isometria na

segunda coordenada.

Segue dai a conclusao da proposigao.

Corolario 4.8. Nas condigoes da proposicao [{.7] temos que:

i) Se r(Z) — oo, onde r € a fungdo distincia ao centro de H?, entdo

lgrad @(Z)| — 0 se e somente se |grad u(z)| — 0

i) |grad a(Z)| — +o0 se e somente se |grad u(x)| — +oo.

Demonstracao. Usando a relagao obtida para o gradiente das funcgoes na
proposicao [4.7, basta mostrar que |gradw(z)| — 0, quando r(Z) — oo e
concluimos o resultado do corolario. Para ver isso, note que a fungao w pode
ser obtida da mesma forma que encontramos v, g, ou seja, usando ([4.1).
Porém vamos exigir que f'(0) = 0 e ao invés de fixar f(0) igual a um certo
valor, vamos fixar a curvatura H. Seguindo as mesmas contas, chegaremos
em uma expressao para w que se diferencia de v,y apenas pela constante
C(p, s, H) dada em . Segue disso, e do fato de |grad v, sy (Z)| = 0, que
lgradw(z)| — 0 quando r(Z) — +o00. O
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Teorema 4.9. Seja Ey uma superficie umbilica de curvatura H € (0,1)
contida em H3. Considere Q@ C Ey um dominio exterior de classe C° e ~y
uma geodésica orientada passando ortogonalmente por Eg, com X € X(H?) o
campo de Killing hiperbolico tangente a vy na orientacao de vy tal que (X, n) >
0, onde n é o vetor normal a Ey. Entao, dado uwm nimero real s > 0 existe
uma fungdo, ndo negativa, limitada u € C=(2) N C°(Q) tal que o Gryxu

possui curvatura média constante H, u|pg = 0 e limsup |grad u(z)| = s.
z—002

Demonstracao. Seja H? uma superficie totalmente geodésica de H? equidis-
tante de E'y. Por ser equidistante, se v é perpendicular a H?, também serd a
Ey.

Seja w : H? — R tal que Grxw = Ey, ou seja,
Ey = {gow(j)fi | T E H2}.

Dado p € Ey, vamos denotar por p o ponto de H? tal que p = P () D-
Também, dado o disco D, = {p € Ey | d(p,0) < p} definimos z¢ como um
ponto de 9D,. Seja p = d(Zy, 0). Associado a D, temos o disco D; = {p €
H? | d(p,0) < p} onde p = d(Zg,0). O fato de Ey ser visto como um grafico
sobre H?, permite que toda funcao, com dominio em Ep tenha associada a
ela uma funcao @, com dominio em H?, cujo grafico é o mesmo. De fato,
como vimos na Proposigao [4.7, dada uma funcdo u : @ C Ey — R, temos

que @ : Q C H? — R definida por
u(z) = u(zr) + w(x)

possui o mesmo grafico de Killing de u, onde x = @,z

Ja que a curvatura média é algo intrinseco da superficie, independente
da funcao que estejamos considerando, seja @ ou u, o grafico de ambas terd
a mesma curvatura média. Entretanto ja que possuem dominios em espacos
diferentes, a expressao do operador curvatura média sera diferente. Nosso

objetivo é encontrar uma familia de superficies cmc em H? com bordo contido
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em uma hiperesfera, nao compactas do tipo grafico e com gradiente prescri-
to no bordo. Embora estejamos trabalhando sobre dominios exteriores em
Ey, sempre que necessario, ao longo da demonstragao, vamos recorrer aos

dominios associados em H?2.

Comecemos entao fixando s > 0 e supondo €2 um dominio exterior de
classe C'*°. Sejam Dy, ..., D,,,... discos de Fy centrados na origem o = yNFEy,
com raio R,,, de tal forma que Dy seja o menor disco satisfazendo €2¢ C

Dy, D; C Diyq e By = UD,-. Seja C,, := 0D,,, vamos denotar por H?, a
i€N
totalmente geodésica que contém C,. Nesse caso temos que para um certo

t* que H?, = @ (H?). Ver figura
Note que como H?2, é uma translagao de H?, pelo fluxo do campo X, as

propriedades citadas acima para H? também serao vélidas para HZ,. Defina
O, =D, NQ.

Considere o conjunto

T ={t >0 3w, € CF (), My (i) = 0,u]o0 = 0, u|r,, = ¢, limsup |grad uy(z)| < s},
z—00

onde I';, = 909, \ 00 e My é o operador curvatura média em H2. Como
observamos anteriormente, o fato de My (i) = 0 é equivalente a dizer que
o grafico de u; (portanto o grafico de u;) possui curvatura média constante

H. Vamos mostrar que:
1) T,, é nao vazio
2) T, é limitado
3) supT,, € T,

4) Se t,, = supT,, entdo limsup |grad us,, | = s.
z—00

Primeiramente note que 0 € T}, pois se ug = 0 teremos
Uo(Z) = uo(z) + w(z) = w(z),
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e portanto My (tig) = 0, dado que Ey = Grx(w) possui cme H. Além disso,

oo = 0 e |grad uy||sgq = 0 < s.

Para mostrarmos a limitagao de T, vamos usar o principio da tangéncia.
Suponha que T}, nao é limitado. Considere a funcao vy, g : Eg \ D, = R
definida por vy, g(z) = U5 5 (%) — w(Z), onde U5 g € a fungao definida em
H2,\ Dy cujo grafico é uma superficie radialmente simétrica de curvatura H,
se anula em 0Dy, e o gradiente em 0Dy, é infinito. Como vimos vy, g € U g

possuem o mesmo grafico. Note que Grx (v, g) N Grx(u) = 2.

Considerando a familia de hipersuperficies radialmente simétricas que
sao gréificos de vpm : Eg \ Dr = R, vpu(z) = Uf y(T) — w(), vemos que
diminuindo o raio R teremos que havera um primeiro R € [0, R,,) tal que
Grx (v ) toca Grx(uy). Vamos mostrar que esse primeiro ponto de contato

¢ interior, chegando assim em uma contradicao.

No Lema mostramos que vg y é uniformemente limitada. Por isso,
supondo que T, é ilimitado podemos considerar u; de tal forma que w;|p, =

t > sup vg, u, o qual é limitado pelo Lema (4.4), donde vemos que a tangéncia
R<R
nao ocorre em I',,.
Se o primeiro ponto de tangéncia fosse em 99 terfamos Ry = 0, mas v g
é tal que

lgrad vo gr|op, = 00 > s > sup |grad uy|.
G)

Sendo assim, ao menos em uma vizinhanga de 9D o gréfico da funcao vy g

estd por cima da funcao u; e o mesmo vale para vy g e u;.

Porém, como u|r,, =t > vo g|r,, temos, por continuidade que existe um
outro R > 0 tal que Grxvg (| Grxu; # &, o que contraria o fato do primeiro
ponto de contato ser em 0€2. Com isso concluimos que o ponto de tangéncia
¢ interior, o que é um absurdo pelo principio da tangeéncia. Logo se t € T,
temos

t < (4.14)

T
4

ou seja, T, ¢ um conjunto limitado.
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Passemos agora a mostrar que sup7,, € T,,. Comecemos mostrando

que se t € T, entao sup |gradu;| < s. Temos que |grad vy | — 0 quando

r(x) — oo. Sendo assim escolhemos R; tal que |grad vo gl|r, < 3.
Recursivamente, definimos R, 11 = R,,+1. Podemos supor, transladando
vo,m para baixo na diregao do campo X, se necessario, que GrxvyNGrxu, =
&. Agora subindo o Grxvy até obter o primeiro ponto de contato vemos que
tal ponto nao pode ser interior, pelo principio da tangéncia e nem em Of)
pelo mesmo argumento usado na prova da limitacao de 7),. Sendo assim tal
toque ocorre em ¢;(I';,) ou seja t = wlr,, = vo u|r,,. Ainda, pelo principio
do méximo temos que u; < t em €2,,. Usando esses fatos obtemos
5

lgrad w||r,, < |grad v gllr,, < 5

Segue que |grad u|gq,, < s.

Ut
Vo,H

Ex

Figura 4.3: Limitacao do gradiente

O restante da demonstracao segue as mesmas linhas do caso das minimas,
desde que facamos uma adaptacao adequada do operador. Mais precisa-
mente, queremos encontrar um operador My : C®(Q2) — R de tal forma
que dada uma funcao u :  C Exg — R tenha-se Mpy(u) = 0 se e somente
se Grx(u) tenha cmc H. Vimos que Grxu possui cme H se e somente se

Grx@ tem cme H, o qual por sua vez satisfaz My (@) = 0, onde @ é dado no
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enunciado da Proposigao 1.7 Logo definimos
MH(U) = MH(ﬁ - w).

Com isso podemos concluir os passos 3 e 4.

A exaustao do dominio €2 e o caso em que ele é apenas de classe C?, sao

feitas da mesma forma que o teorema anterior.
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