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RESUMO

Neste trabalho, conceitos de inferéncia estatistica sdo utilizados para aplicacdo de métodos de
regressdo linear simples através de técnicas de aprendizado de maquina. Como principal objetivo,
busca-se analisar e comparar o método de regressao linear simples entre duas interpretacoes
diferentes: abordagem estatistica bayesiana e abordagem frequentista, também chamada de
classica. Utilizando-se bibliotecas especificas de programagao probabilistica e aprendizado de
madquina para linguagem de programacado Python, realiza-se, computacionalmente, a andlise para
os dois vieses de interesse.

Os dados utilizados para anélise sdo referentes as magnitudes i e z dos quasares obtidos pelo
Sloan Digital Sky Survey (SDSS). Estas demonstram forte correlagdo entre si, sendo possivel
descrevé-las através de uma reta.

Para a abordagem cldssica, espera-se encontrar a linha de regressao que melhor descreva os dados.
Para tal, busca-se encontrar uma estimativa tnica e pontual para os parametros de regressao. Em
contrapartida, a andlise bayesiana prevé que os parametros sdo descritos através de distribuicoes,

ao invés de valores pontuais.

Palavras-chave: Aprendizado de Maquina. Estatistica. Estatistica Bayesiana. Regressao Linear.

Frequentista.



ABSTRACT

In this work, statistical inference concepts are used to apply simple linear regression methods
through machine learning techniques. The main objective is to analyze and compare the simple
linear regression method between two different interpretations: bayesian statistical approach and
frequentist approach, also called classical. Using specific libraries of probabilistic programming
and machine learning for the Python programming language, the analysis for the two biases of
interest is carried out computationally.

The data used for analysis refer to the magnitudes i and z of the quasars obtained by the Sloan
Digital Sky Survey. These show a strong correlation between them, being possible to describe
them through a straight line.

For the classical approach, one expects to find the regression line that best describes the data. To
achieve this, it is needed to find a unique and punctual estimate for the regression parameters.
In contrast, bayesian analysis predicts that the parameters are described through distributions,

rather than unique values.

Keywords: Machine Learning. Statistics. Bayesian Statistics. Linear Regression. Frequentist.
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1 INTRODUCAO

Métodos de aprendizado de médquina t€m sido utilizados para diversas aplicagcdes
com diferentes casos de uso, como sistemas de recomendac¢do, andlise de imagens, programagao
neurolinguistica. Um dos principais tipos de tarefas, a regressdo, utiliza majoritariamente
conceitos estatisticos através da abordagem frequentista. Nesse trabalho, propde-se demonstrar
como incorporar outro viés da estatistica, a abordagem bayesiana, ao método de regressao linear
simples utilizando conceitos de aprendizado de mdquina e programacao probabilistica.

O problema de regressdo proposto utiliza dados do Sloan Digital Sky Survey ! sobre
magnitudes dos quasares observados através de diferentes filtros. A anédlise por regressao linear
simples para as duas abordagens € realizada correlacionando as magnitudes observadas através
de dois destes filtros.

Os capitulos seguintes versam sobre: Capitulo 2 - referencial teérico utilizado
como embasamento para realizacdo da anélise proposta, onde encontra-se informagdes sobre
Inteligéncia Artificial, Inferéncia Estatistica e Métodos de Regressao; Capitulo 3 - metodologia
realizada para incorporacao do viés frequentista e bayesiano ao problema proposto, composto
de: Aquisi¢do de dados, Andlise Exploratéria e Visualizacdo dos Dados, Regressdo Linear
frequentista e bayesiana; Capitulo 4 - demonstracdo dos resultados obtidos; Por fim o Capitulo 5

onde propostas para trabalhos futuros sdo descritas.

' Mais informagdes em <https://www.sdss.org/>


https://www.sdss.org/
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Inteligéncia Artificial e Aprendizado de Maquina

Inteligéncia Artificial L (ou Artificial Intelligence (Al)), compreende a ciéncia e
engenharia de criar maquinas capazes de performar acdes caracteristicas a inteligéncia humana,
sendo formadas mdquinas inteligentes.

Aprendizado de Maquina, ou Machine Learning (ML), por sua vez, é uma drea da
Inteligéncia Artificial na qual os sistemas sdo capazes de aprender e aperfeicoar tarefas através da
experiéncia, sem serem explicitamente programados. “Diz-se que um programa de computador
aprende através da experiéncia "E" com relagdo a um conjunto de tarefas "T" e desempenho "P",
se seu desempenho em tarefas T, medidos por P, melhoram com a experiéncia E"(MITCHELL,
1997).

Orientada a utilizacdo, ML € uma aplicacdo de Al baseada na concepcao de que
através de dados e informagdes fornecidas, as maquinas podem aprender por si mesmas. Através
da anélise dos dados, os algoritmos de aprendizado de maquina melhoram adaptativamente seu
desempenho a medida que o nimero de amostras disponiveis para aprendizado aumenta. Um
dos propdsitos € fazer com que computadores consigam desempenhar algo natural para seres
humanos: Aprender através da experiéncia.

A parte de treinamento - aprendizado - dos algoritmos €, em sua esséncia, com-
preendida pela etapa de insercdo de dados para o algoritmo e suas subsequentes iteracoes de
aperfeicoamento. Nesse processo de aprimoramento, acontece o aprendizado da méaquina.

O objetivo fundamental dos algoritmos de aprendizado de maquina € generalizar para
além das amostras de dados de treinamento, ou seja, interpretar com sucesso dados desconhecidos
anteriormente baseado em informacdes utilizadas para o aprendizado. De tal forma que, a parte

de aprendizado € compreendida pela representagdo, avaliacao e otimizacdo (DOMINGOS, 2012).
2.1.1 Generalizando grupos de aprendizagem

De uma maneira ampla, algoritmos de aprendizado de mdquina expressam solucdes
para tarefas como classificacdo, regressao e agrupamento (classification, regression e clustering).

Os algoritmos, por sua vez, sao usualmente classificados como algoritmos de aprendizado

' Termo cunhado por John McCarthy, apresentado em 1956 em uma conferéncia em Darthmount (NILSSON,

2009).
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supervisionado, ndo supervisionado e por reforco (supervised, unsupervised e reinforcement).

Algoritmos de aprendizado supervisionado utilizam um conjunto de dados mapeados
em duplas, entrada e saida, para treinar um modelo a fim de gerar previsdes razodveis de
saida para novos dados de entrada. Utiliza-se esse algoritmo quando se tem um conjunto de
informacdes rotuladas disponiveis para treinamento. Dessa maneira, o algoritmo pode aprender
como predizer a saida para novos dados de entrada.

Os algoritmos nao supervisionados conseguem encontrar padrdes intrinsecos nas
observacdes. Utilizado para extrair inferéncias em conjuntos de informacdes de entrada desprovi-
das de saida rotuladas. Algoritmos ndo supervisionados nao utilizam conhecimento algum sobre
dados de saida mapeados no processo de predicao e classificacio, o aprendizado é realizado
unicamente através das observagdes dos dados de entrada (BECKER; PLUMBLEY, 1996).

A ideia do aprendizado por reforco, por sua vez, € de que a maquina aprenda como
se comportar em um determinado ambiente executando agdes e analisando os resultados obtidos.
Desenvolvendo determinados comportamentos através de interagdes com o ambiente e sendo
recompensada ou recebendo penalidades por estes, a maquina € capaz de aprender como se
comportar baseando-se na experiéncia prévia. Nesta modalidade, a maquina estd inserida
em um ambiente onde € treinada continuamente utilizando a abordagem de tentativa e erro
(KAELBLING et al., 1996).

Os algoritmos sdo, entdo, classificados de acordo com seu comportamento no qual
aprendizado supervisionado € dito guiado a tarefas, o ndo supervisionado a dados, enquanto o
aprendizado por refor¢o aprende a reagir ao ambiente.

Em relacdo as solugdes, problemas de classificacdo sdo compreendidos pela atri-
buicdo de classes predefinidas para novas observacdes com base no aprendizado dos dados
prévios. As classes sdo valores discretos que os novos dados observados podem assumir. Em
contrapartida, o agrupamento busca em agregar os dados por encontrar estrutura entre estes antes
desconhecidas. De forma que dados com caracteristicas semelhantes sejam colocados no mesmo
grupo, enquanto itens ndo similares fiquem em grupos distintos.

J4 a tarefa de regressdo €, basicamente, uma abordagem estatistica utilizada para
encontrar relagdes entre varidveis. A modelagem preditiva de regressdao busca aproximar uma
funcdo de mapeamento (f) das varidveis de entrada (X) para varidveis de saida continuas (Y). No
aprendizado de mdquina, assim como em outras areas, usa-se técnicas de regressao para prever o

resultado de um evento, ou seja, realizar inferéncias a partir de novas observacdes, com base na
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relac@o entre as varidveis obtidas a partir do conjunto de dados prévios.

2.2 Inferéncia Estatistica

Inferéncia, na estatistica, compreende o processo de formular conclusdes a partir de
conjuntos de dados. Comumente, tem-se interesse em obter informagdes sobre determinadas
caracteristicas de um grande grupo de elementos, por exemplo, individuos, produtos, precos,
elementos, entre outros. O objetivo da inferéncia estatistica € realizar predi¢des sobre estes
grupos baseadas em informacdes referentes a alguns elementos e quantificar o nivel de incerteza
atrelado a essas predicdes. No contexto fisico, essa situacdo, como exemplificada em (NEYMAN,
1937), pode ser descrita pelo interesse em saber a quantidade de particulas o emitidas por alguma
matéria radioativa. E possivel analisar o problema fisico através de um modelo matemético, onde
a emissdo das particulas seja uma funcao de um parametro, como a vida média de um dtomo. A
inferéncia, neste caso, reside em utilizar as observacdes disponiveis para determinar o parimetro
de interesse.

Ao construir modelos estatisticos, considera-se parametros e erros de medi¢do como
varidveis aleatdrias cujas propriedades ou distribui¢des estatisticas desejamos inferir usando
dados medidos. Dessa forma, busca-se entender o comportamento de uma populacdo baseando-
se em dados contidos em uma amostra desta. Entende-se por populacdo, todos os elementos ou
resultados do grupo de um determinado estudo. A amostra, por sua vez, € qualquer subconjunto
contido na populacdo. Assim, assume-se que a populacdo € maior do que o conjunto de dados
observados, a amostra. Os dados da amostra sao utilizados para desenvolver estimativas das
caracteristicas da populacdo como um todo. De forma que, a Inferéncia Estatistica consiste
em fazer afirmagdes probabilisticas sobre as caracteristicas do modelo estatistico, que se supde
representar uma populacdo, a partir dos dados de uma amostra aleatdria (probabilistica) desta
mesma populacdo (REIS, 2018), onde as afirmacdes probabilisticas sdo associadas a uma
probabilidade de ocorréncia referente a afirmacao.

A inferéncia estatistica consiste, portanto, em selecionar um modelo estatistico que
descreve o processo de geracao dos dados e, a partir deste, deduzir afirmagdes. Amplamente, a
inferéncia estatistica pode ser compreendida através de dois paradigmas diferentes: frequentista e
bayesiano (WASSERMAN, 2004). As inferéncias freqiientista e bayesiana diferem nos conceitos
referentes a natureza das probabilidades, modelos, parametros e intervalos de confianca.

A interpretacao frequentista, chamada também de cldssica, descreve que as probabi-
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lidades estdo intrinsicamente relacionadas as frequéncias dos eventos, sao definidas com base
nas frequéncias com as quais um evento ocorre ao repetir um determinado experimento por um
dado nimero de vezes. Seguindo essa abordagem, a probabilidade € tida como objetiva e ndo €
atualizada a medida que novos dados sdo adquiridos. Dessa forma, os parametros do modelo
estatistico que representa a populacdo sao considerados desconhecidos, mas fixos e, portanto,
deterministicos. Pela defini¢do descrita no diciondrio, probabilidade € o grau de seguranga com
que se pode esperar a realizacdo de um evento, determinado pela frequéncia relativa dos eventos
do mesmo tipo numa série de tentativas.

Ja a perspectiva bayesiana trata as probabilidades como uma distribui¢ao de valores
subjetivos que sdo atualizadas a medida que os dados sdo observados, ao invés de serem
relacionadas a uma frequéncia como na interpretacdo frequentista. O conceito de probabilidade
¢é estendido para abranger graus de certeza sobre as afirmagdes, dado que a probabilidade de
um evento € interpretada como a medida do grau de confianca na ocorréncia do evento. Os
parametros populacionais desconhecidos sdo tratados como varidveis aleatérias com funcoes
densidades associadas e € possivel representar informagdes prévias as observacoes através de
modelos probabilisticos. A inferéncia bayesiana consiste em combinar informacdes subjetivas

com informacdes proveniente dos dados observados, através do teorema de Bayes.

2.3 Métodos de Regressao

Utilizada, majoritariamente, para modelos de previsdo, a anélise de regressao permite
estimar as relagdes entre varidveis e € um dos modos de formulagdo do modelo estatistico.
Portanto, € uma forma de modelagem preditiva que analisa a relacdo entre varidveis dependentes
(Y) e varidveis independentes (X) com o intuito de encontrar vinculos entre estas, através de

pardmetros 8. Matematicamente (Equacio 2.1):

Y~ f(X,B) 2.1)

A funcdo representada por f pode assumir diferentes formas e depende, basicamente,
do ndmero de varidveis independentes, do tipo de varidvel dependente e da forma de distribui¢ao
dos dados a serem expressos pela linha de regressao. Os modelos mais comuns sdo: regressao
linear e regressdo logistica. A regressdo logistica € utilizada quando Y € de natureza binaria

ou dicotdmica, X de natureza categdrica ou ndo categdrica. J4 na regressao linear, a varidvel
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dependente € continua, a varidvel independente pode ser continua ou discreta e a linha de

regressdo € linear.

2.3.1 Regressao Linear Simples - Abordagem Frequentista

Na abordagem cldssica do método de regressao linear simples, o modelo usado para
descrever a populacdo - o modelo estatistico - € representado por uma combinacao linear dos
parametros - coeficientes de regressdo - na forma da Equacdo 2.2. Esta, descreve a relagdo entre

as varidveis explicativas e resposta, X e Y respectivamente.

Yl:ﬁ0+ﬁ1Xl+el (lzlazaan) (2.2)

Em uma representacio gréfica, para que os dados sejam representados por uma regressdo linear
simples, espera-se que os diagramas de dispersdo sejam da forma disposta na Figura 1. Uma

correlacdo linear entre os dados.

Figura 1 — Correlagdo entre os dados (X e Y) representada através de um
gréfico de dispersdo.
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Na Equagdo 2.2, ¥; € a varidvel dependente, X; € a varidvel resposta, e; € relativo
aos fatores residuais e erros, n indica o tamanho da amostra, ¢ By e B; sdo os pardmetros a

serem estimados. O coeficiente 3y equivale ao ponto onde ocorre a intercepta¢ao da reta com o
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eixo vertical, coeficiente linear, e é dito constante da equag@o de regressao. Ja f; representa a
declividade, coeficiente angular, da reta e € chamado coeficiente de regressao.

Estabelecido o modelo estatistico, busca-se obter a linha de regressao que melhor
descreve a populagdo. Para isso, procura-se estimar os valores dos parametros da equagao linear
que ajustam o modelo da melhor maneira possivel. Dessa forma, By e B; sdo obtidos utilizando
técnicas de estimativa de parametros.

O propésito da estimativa de parametros € descrever algum aspecto desconhecido da
populacdo. Dado um modelo estatistico representado por uma determinada familia de fungdes,
busca-se encontrar os parametros necessarios a familia de fun¢des que melhor descrevem
o conjunto de dados observados. Para tal, retira-se uma amostra aleatdria desta populacdo
e, utilizando-se técnicas de estimativas de paridmetros, procura-se obter uma estimativa do
parametro de interesse associada a uma probabilidade de qua a estimativa esteja correta.

Sendo o modelo estatistico da forma linear da Equacgdo 2.2, b e by representam
os estimadores dos coeficientes B e By respectivamente. Estes, serdo obtidos a partir de uma
amostra de tamanho n da populagdo e definem uma estimativa geral do modelo escolhido através

da Equacao 2.3.

Y =by+bX (2.3)

O método mais utilizado para estimar os coeficientes angular e linear da reta no
modelo de regressao linear simples € o método de minimos quadrados (MMQ). Neste, busca-
se construir a estimativa geral para a reta de regressao através da minimizacdo da soma dos

quadrados da diferenca entre os valores reais da amostra ¥; e os correspondentes sobre a reta
2

estimada ¥;. Ou seja, consiste em minimizar a soma dos quadrados dos residuos: Y | e;.

Assumindo os dados como sendo homoceddasticos, esse objetivo é representado tal qual a

Equagdo 2.4.

n

S(bo,br) =Y (yi—bo — b1x;)? (2.4)

Para minimizar a Equagéo 2.4, iguala-se as derivadas de S(bg,b;) em relagdo a by e

by a zero, Equagdes 2.5, 2.6.

oS 1
F —2;(y,-—bo—b1x,-) =0 (2.5)
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o5 2 Zn: (yi—bo—b1x;) =0 (2.6)
FYV Xi\yi —bo — b1X;) = .
(9[91 o y 0 1

Considerando a utiliza¢do da representagdo matricial dos dados, onde o modelo é

descrito matematicamente pela Equacao 2.7:

Y=XB+e (2.7)
sendo
Y, 1 X €1
Y. 1 X e
v= " x=|" | s e 2| 2.8)
. . . ,Bl .
Yn 1 Xn el’l

Reescrevendo a Equacdo 2.4 para representacao matricial:

S(B)=@u-XB) (y—XxB) (2.9)

onde 3 assume o papel de estimadores de f3.

Diferenciando a Equagdo 2.9 com respeito a 8 e igualando a zero:

as
Ip

Obtem-se, por fim:

=-2X"(y-XB)=0 (2.10)

B=xTx)"xTy (2.11)

onde cada estimador assume um unico valor.

Dessa forma, a inferéncia sobre novos dados se dard a partir da Equagdo 2.12

Y =pTx (2.12)
2.3.2 Regressdo Linear Simples - Abordagem Bayesiana

Na abordagem Bayesiana, a regressao linear é formulada através de distribui¢des de

probabilidade ao invés de estimativas pontuais como a abordagem cldssica. A varidvel resposta
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Y ndo € estimada como um dnico valor, mas assume-se que as respostas sdo amostradas a partir

de uma distribuicao de probabilidade como a Equacgdo 2.13.

Y ~N(BTX,c%) (2.13)

A varidvel dependente Y, é gerada a partir de uma distribui¢do gaussiana (normal)
caracterizada pela média e varidncia. A média é o produto entre os pardmetros 3 e variaveis
independentes X, enquanto a variancia € o quadrado do desvio padrdo o. Neste modelo, assim
como a variavel resposta é assumida como uma amostra de uma distribui¢do, os parametros tam-
bém o sdo. Ou seja, no viés bayesiano, os dados nao observados e os parametros desconhecidos
do modelo sdo tratados de maneira semelhante.

Para encontrar as distribui¢cdes dos parametros do modelo, a inferéncia bayesiana
utiliza o Teorema de Bayes para combinar informag¢des prévias ao experimento e dados de
amostra com o intuito de deduzir propriedades e conclusdes sobre um parametro de interesse a

partir de dados de entrada, X, e saida, Y.

Teorema 2.3.1 (Bayes) A probabilidade de qualquer evento é a razdo entre o valor em que uma
expectativa, dependendo do acontecimento do evento, deve ser computada, e o valor do que se

espera que acontega.

Matematicamente, Laplace2 formulou como:

_ P(BJA)P(A)
P(A|B) = W (2.14)
Onde, no contexto desse trabalho:
P X)P(B|X
p(Blyx) — POIBXPBIX) 015)

P(y|X)
O lado esquerdo da Equag@o 2.15 é chamado de probabilidade a posteriori (P(B|y, X)),
os termos do numerador sdo ditos probabilidade a priori (P(f|X)) e verossimilhanga (P(y|f,X)).
A probabilidade a priori reflete o grau de certeza, crenca, e por consequéncia a
incerteza, de B inicialmente, antes de realizar o experimento. Qualquer informagdo que se tenha
inicialmente sobre o parametro € tratada como a probabilidade a priori, por exemplo pode-se

considerar informagdes baseadas em modelos anteriores com dados semelhantes. Quando nao

2 Pierre-Simon Laplace (1749-1827), contribuiu com trabalhos nas areas de matematica, estatistica, fisica e

astronomia.
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se possui qualquer informacgdo referente aos parametros antes da realizacdo do experimento,
visualizac@o dos dados, costuma-se utilizar uma funcao de distribuicao de probabilidade nao
informativa, como a distribui¢do uniforme. A habilidade de incorporar crencas prévias é uma
das principais diferencas entre a inferéncia bayesiana e frequentista.

A verossimilhanga € interpretada da mesma forma que no viés cldssico, podendo
ser também conhecida como evidéncia. Diz respeito a distribui¢do caracteristica aos dados
observados.

O denominador da Equagdo 2.15, como ndo depende dos parametros do modelo,
¢é tratado como uma constante de normalizacdo para a probabilidade a posteriori e reflete a
probabilidade com qual pode-se obter qualquer dado.Explicitamente consiste em integrar o lado
direito da Equacao 2.15 através de todos os valores possiveis dos pardmetros, tal qual a Equacao

2.16.

P(yIX) = /ﬁP<y|/s,X> % P(B|X)dp (2.16)

Substituindo 2.16 em 2.15, obtem-se:

 POIBX)P(BIX)
PBbX) = 15018 X) < P(BX)dB @17

A solucdo da estimativa de parametros na abordagem Bayesiana é compreendida pela

probabilidade a posteriori que quantifica a incerteza e expressa a distribuicdo de probabilidade
dos parametros do modelo tendo sido observados os dados, X e Y.

Uma das formas de obter a distribui¢cdo a posteriori sem calcular analiticamente a
integral do denominador é utilizando métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)>.
MCMC € um método de amostragem computacional que permite caracterizar uma distribuicao
sem conhecer todas as propriedades matemaéticas desta ao amostrar aleatoriamente valores da

distribuigdo.

3 Mais informagdes sobre Monte Carlo via cadeia de Markov podem ser encontradas na literatura, como em

(NEWMAN; BARKEMA, 1999) nio sendo o objetivo deste trabalho.
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3 METODOLOGIA

O processo utilizado, visando a aplicacdo da estatistica bayesiana em um problema
de regressdo linear simples, envolve as seguintes etapas: Aquisi¢do, andlise e processamento
dos dados; Regressao Linear - abordagem cléssica; Regressdo Linear - abordagem bayesiana; e
Anélise dos resultados. Para realizar cada etapa deste processo, diferentes ferramentas foram
utilizadas.

A liguagem de programacio Python! foi usada como base para implementagio em
conjunto com o Jupyter Notebook”, um ambiente computacional interativo capaz de mesclar
execucao de codigo, equacdes, texto, executar simulagdo numérica, modelagem estatistica,
aprendizado de mdaquina e suportar plotagem de gréficos, visualizacido e andlise de dados.
Para realizar a andlise dos dados, foram utilizadas as bibliotecas: matplotlib e seaborn como
ferramentas na geracdo dos gréficos; e pandas, para leitura dos dados e métricas.

A regressao linear - abordagem cléssica - foi realizada através da funcao de regressado
linear da biblioteca scikit-learn, que compreende varios algoritmos de aprendizado de maquina
em codigo aberto para a linguagem de programacao Python. J4 a regressao linear - abordagem
bayesiana - foi realizada utilizando a biblioteca pymc3, um pacote do ecossistema Python
especializado para modelagem estatistica bayesiana e aprendizado de maquina probabilistico,

focando em Monte Carlo via cadeia de Markov e algoritmos de inferéncia variacional.

3.1 Agquisicao dos Dados

O Sloan Digital Sky Survey (SDSS, <https://www.sdss.org/>) é um dos maiores, mais
detalhados e mais citados levantamentos astrondmicos que ja existiu, com o objetivo de expandir
nossa compreensao sobre a evolugdo e estrutura em larga escala do Universo, a formacao de
estrelas e galdxias, a historia da Via Lactea e a ci€ncia por trds da energia escura" (FOUNDATION,
2018).

O sistema de fotometria® utilizado pelo SDSS compreende cinco filtros passa-faixa
(u, g 1, 1, 7), com bandas passantes ndo sobrepostas entre 3000A a 11000A. O filtro u tem

um pico em 355 1A; g compreende uma banda verde-azul centrada em 4686A; r é passa-banda

1
2
3

Disponivel em: https://www.python.org/

Mais informagdes em: http://jupyter.org/

A palavra composta dos afixos gregos foto- (“luz”) e —_metria (“medida”), representa uma técnica da astrono-
mia relacionada a medi¢do do fluxo ou intensidade da radiacdo eletromagnética de um objeto astrondmico
(STERKEN; MANFROID, 1992)


https://www.sdss.org/
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vermelho centrado em 6166A; i é um filtro do extremo vermelho centrado em 7480A; por fim, o
filtro z é referente ao infravermelho préximo com pico em 8932A (FUKUGITA et al., 1996). As

curvas caracteristicas de cada um dos filtros estdo ilustradas na Figura 2.

Figura 2 — Curvas caracteristicas dos filtros do SDSS.
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Fonte: https://arxiv.org/pdf/astro-ph/9809085.pdf

Entre os objetos astronomicos observados pelo Sloan Digital Sky Survey, encontram-
se 0s quasares - quasi-stellar radio object - objetos quase estelares com emissdao em radio.
Quasares sdo um tipo de galédxia ativa, sendo os objetos mais luminosos do universo. Descobertos,
como intensas fontes de radio, com aparéncia 6tica aproximadamente estelar, azuladas. Sao
objetos extremamente compactos e luminosos, emitindo mais energia do que centena de galdxias
juntas. Sao forte fontes de rddio, varidveis, e seus espectros apresentam um notavel deslocamento
para o vermelho devido ao efeito da expansdo do Universo indicando que eles estdo se afastando
a velocidades muito altas, de até alguns décimos da velocidade da luz. O espectro dos quasares,
e das galdxias ativas em geral apressentam linhas largas e estreitas devidas ao efeito Doppler *
que indicam que o material na fonte estd se movendo a velocidades de ~ 5000 km/s e ~ 500
km/s, respectivamente. No modelo mais aceito para os quasares, eles sdo galdxias com um

buraco negro supermasivo no centro que acreta gas e estrelas da sua vizinhanca. O processo de

4 Para um corpo luminoso aproximando-se ou afastando-se do observador, o comprimento de onda da luz diminui
ou aumenta, respectivamente em relagdo aquele observado em laboratério.
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acrecao da lugar a emissao de alta energia e enquanto a matéria acelera, espiralando no disco
de acrecdo. Por acdo do campo magnético, parte da matéria é ejetada em forma de jatos a
velocidades relativisticas (KEPLER; SARAIVA, 2014).

A andlise de regressdo, compreendida neste trabalho, € realizada com dados refe-
rentes a 1000 quasares disponiveis pelo SDSS (através do SkyServer’s SQL Search tool), com
informacgdes relativas as magnitudes observadas em cada um dos cinco filtros, assim como o

valor referente ao redshift® respectivo a cada quasar.

3.2 Analise Exploratdéria e Visualizacao dos Dados

A etapa de Andlise Exploratéria compreende a pratica de descrever os dados esta-
tisticamente e através de técnicas de visualizacdo, com o objetivo de ressaltar os pontos mais
importantes do conjunto de dados para uma andlise posterior. Este processo considera a andlise
do dados disponiveis por diferentes aspectos, a descri¢do e o condensamento das informagdes
sem fazer nenhum tipo de julgamento referente ao contetido dos dados.

Esta andlise € um passo importante a ser dado antes de se comegar o tratamento de
um conjunto de dados com técnicas de ML ou o modelagem estatistica, ja que caracteristicas
mais evidentes aos dados sdo notadas e descritas neste processo. Basicamente, a andlise consiste
em obter confianga no dataset a fim de ter conhecimento da sua estrutura.

Os dados do SDSS sdo obtidos em formato texto, tendo a separacao entre chave e
valor sendo feita por virgulas, ou seja, um arquivo CSV - Comma Separated Values, onde as
incertezas relativas as medidas sdao desprezadas. Utilizando a fungdo "read_csv"da biblioteca
pandas, os dados podem ser lidos e visualizados de acordo com a Tabela 3, que demonstra cinco
dos 1000 dados disponiveis.

Figura 3 — Dados referentes aos quasares obtidos pelo SDSS, contendo informacdes sobre
id caracteristico a cada quasar, magnitudes u, g, 1, 1, z e redshift.

objid modelmag_u modelmag_g modelmag_r modelmag_i modelmag_z z
995 588848900452843577 19.167 19.054 18.963 19.004 18.906 0.951
996 587722983890878544 20.860 20.422 20.317 19.964 19.725 0.487
997 587722984427683972 20.431 20.312 20.243 19.981 19.900 1.642
998 588848900989649099 22.017 20.145 19.965 19.575 19.387 2.884
999 587722983354138798 20.583 20.209 20.094 20.095 19.802 0.698

3> Desvio para o vermelho. No caso dos quasares, este é relacionado 4 expansio do universo, através do efeito

Doppler.
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Uma forma de anélise exploratéria de dados € através da matriz de correlacao, que
consiste em uma tabela que exibe a correlagdo entre conjuntos de varidveis. Cada varidvel
randomica (X;) nesta tabela € correlacionada com cada um dos outros valores na tabela (X;).
Através do processo de criagdo e andlise da matriz de correlagdo, pode-se observar quais pares
de varidveis tem uma correlacdo mais forte, que € usada para investigar a dependéncia entre
multiplas varidveis a0 mesmo tempo.

Utilizando a biblioteca pandas pode-se calcular a matriz de correlagdo por trés
diferentes métodos: Pearson, Kendall e Spearman®. Utiliza-se o método de pearson, onde os
coeficientes de correlacdo sdo calculados com base na dependéncia linear entre duas varidveis.
Em outros termos, estes coeficientes quantificam o nivel ao qual a dependéncia entre duas

varidveis pode ser descrita por uma linha. Matematicamente (Equagdo 3.1):

_ XX-X)X(-7)
VEX—X)2Y(Yi—-Y)?

Com as bibliotecas seaborn e matplotlib, € possivel visualizar a matriz de correlacao

(3.1)

Px.y

calculada, como € mostrado na Figura 4

6 Os métodos de correlagio de Kendall e Spearman sio utilizados para problemas nio-paramétricos
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Figura 4 — Matriz de correlagao entre varidveis de magnitude e redshift dos

quasares.
-10
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O coeficiente de correlagdo entre um par de varidveis pelo método de Pearson é
denominado p e pode variar entre 1 e -1. Quanto mais préoximo de 1 for p, mais um aumento
em uma varidvel se associa a um aumento na outra. Por outro lado, quanto mais préximo
de -1 for p, mais o aumento em uma variavel resultaria em diminui¢ao na outra. Portanto, o
sinal de p corresponde a direcao da correlacdo, enquanto o valor corresponde a intensidade da
correlacdo. Uma relacdo perfeitamente linear (p = -1 ou 1) significa que uma das varidveis pode
ser perfeitamente representada por uma funcao linear da outra varidvel.

Para que os dados possam ser descritos através de uma regressao linear simples da
melhor maneira possivel, tem-se interesse em dados com alto grau de correlacio entre si, visto
que o modelo estatitico é representado por uma combinagdo linear dos parametros. Pela anélise
da matriz de correlacdo, vé-se que as magnitudes i, r e z apresentam forte linearidade entre si.
Os gréficos de dispersao (Figuras 6, 5 e 7) demonstram as correlagdes lineares correspondentes.

Para andlise, escolhe-se a comparacdo das magnitudes i e z dos quasares, como
mostrado na Figura 6, assim como feito no estudo "Modern Statistical Methods for Astronomy"

(FEIGELSON; BABU, 2012), onde é demonstrado que, como esperado, existe uma correlagao



entre os brilhos de bandas espectrais adjacentes.

Figura 5 — Gréfico de dispersdo entre as magnitudes z e r.
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Figura 6 — Gréfico de dispersao entre as magnitudes i e z.
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Figura 7 — Gréfico de dispersao entre as magnitudes r € i.
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3.3 Regressao Linear Frequentista

A biblioteca sckitlearn possibilita a aplicacao do método de regressao linear utili-
zando o estimador pelo método dos minimos quadrados. Primeiro, divide-se os dados em uma
propor¢ao de 80% para treinamento e 20% para validacdo. Isto € feito para que se possa avaliar
0 quao bem o modelo performa a partir de dados nao vistos durante o treinamento.

A parte considerada para treinamento € utilizada para encontrar os pardmetros que
caracterizam a melhor linha de regressao que ajusta e descreve os dados. Obtém-se, entao,
os coeficientes de regressdo fB e By respectivos ao coeficiente angular e interceptagdo do eixo
vertical da reta, calculados pelo método dos minimos quadrados (Equacdes 2.4, 2.5, 2.6).

Chama-se a fun¢do score para obter a acurdcia do modelo, uma medida do qudao bem
os resultados observados sao replicados pelo modelo, e é dada pela proporcao de variagao de
saidas total modeladas com sucesso. A acuricia € calculada pelo coeficiente de determinagao,
R? que indica o quanto o modelo estatistico escolhido é capaz de explicar os dados coletados,
através da medida da proporcao de variabilidade em Y que € explicada por X.

O coeficiente R? é definido como (1 — v), onde u € a soma dos quadrados dos
residuos e v é a soma total dos quadrados, como definido em (3.2) e (3.3) respectivamente. O
melhor resultado possivel € 1, podendo ser negativo ja que o modelo pode ser arbitrariamente pior.

Um modelo constante que sempre prediz o valor esperado de Y independente das caracteristicas
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da entrada, teria o valor de R? igual a 0.
- 2
u=7y (yi—9) (3.2)

v=Y (i-y? (3.3)

O Erro Quadratico Médio (MSE) de um modelo representa uma medida do quao
perto uma reta estd de representar os dados. Na biblioteca sckitlearn, este erro € calculado a partir
da funcdo mean_squared_error utilizando os 20% dos dados destinados para teste. Utiliza-se
o modelo escolhido para inferir valores para a magnitude i a partir de valores de magnitude z.
A diferenca entre o valor estimado e o valor real para todos os pontos disponiveis (nos 20%
reservados para validagdo) € utilizada para calcular o erro. Portanto, quanto menor o MSE, mais

perto se estd de achar a reta que melhor representa os dados.

3.4 Regressao Linear Bayesiana

O principio do processo de regressao linear bayesiana estd em realizar um mapea-
mento dos dados de treinamento. Nesta etapa, os dados de saida e de entrada sdo associados
especificando que a magnitude i (modelmag_i) é uma funcao da magnitude z (modelmag_z), tal

qual a Equacdo (3.4).

modelmag_i ~ modelmag_z (3.4)

O préximo passo, é definir a distribuicdo a priori dos pardmetros do modelo e
interpretar os dados disponiveis para treinamento - as observagdes das magnitudes dos quasares -
como distribuicdo de verossimilhanca. Estas sio modeladas através de distribuicdes normais,
gaussianas.

A biblioteca pymc3 (J. et al., 2016) possibilita a constru¢do de um modelo linear
generalizado a partir da formula que associa os dados de entrada e saida. Neste modelo sao
adicionadas varidveis aleatdrias para os coeficientes angular e linear de regressdo, assim como
para a variancia.

Com o modelo generalizado construido, para realizar a inferéncia dos parametros

do modelo de regressao linear simples no viés bayesiano, utiliza-se métodos de Monte Carlo
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via Cadeia de Markov para obter amostras sobre a distribui¢io posterior. Este método envolve a
geracdo de uma sequéncia de parametros, amostrados conforme uma distribuicao, a partir de um
valor de parametro de inicio.

O método especifico utilizado para performar a amostragem através do método de
Markov - Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo, MCMC) € escolhido automaticamente pela
biblioteca, entretanto sdo especificados o nimero de amostras de interesse € o nimero de cadeias
de Markov utilizadas: 2000 e 2 repectivamente. Geradas as amostras, plota-se as distribui¢des a
posteriori de cada parametro pelas funcdes traceplot e plot_posterior.

Como ultima etapa, faz-se uma andlise das retas de regressdo obtidas. Ao contrario
da anélise frequentista, na qual busca-se uma unica reta de regressdo, na abordagem bayesiana
uma plotagem preditiva faz uso das amostras obtidas da distribui¢do a posteriori e traca uma
linha de regressdo para cada conjunto de valores possiveis. A distribuicao das linhas demostra a
incerteza dos parametros do modelo: quanto mais espalhadas as retas plotadas, maior a incerteza

do modelo escolhido naquele ponto.
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4 RESULTADOS

Os resultados descritos nesta secdo sao referentes a regressao linear simples para

magnitudes de quasares utilizando as abordagens frequentista e bayesiana.

4.1 Resultados - Abordagem Frequentista

No viés cléssico, a linha de regressdo que melhor representa os dados ocorre quando
o coeficiente angular (f) assume o valor de 0.95931138 e o coeficiente linear (f3y) assume o valor
0.88099638. Desta forma, a populacao é representada pelo modelo estatistico como a Equagdo

4.1
modelmag_i = (0.95931138)modelmag_z+ 0.88099638 4.1)

Graficamente, o modelo que exprime os dados € representado pela reta mostrada na

Figura 8.

Figura 8 — Dados das magnitudes i e z representados através de um diagrama
de dispersdo e a Linha de regressao correspondente.
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A andlise de acuricia demonstra que no modelo escolhido para representar a popu-
lacao, o coeficiente R? assume um valor de 0.946058559726. Portanto, por volta de 95% da

variabilidade em Y pode ser explicada por X. Pelo erro médio quadratico obtido observa-se que



30

o modelo prediz, em média, um valor para magnitude i que difere de 0.16721311008477635 do
valor esperado.

De acordo com o modelo estatistico escolhido para representar a populacdo, a
obtencao da magnitude i através de inferéncia realizada com base em um valor 18.014 de
magnitude z, utilizando dados nao vistos pelo modelo na parte de treinamento, resulta no valor
18.162, que difere de 0.148 do valor esperado. Essa diferenga estd dentro do previsto como

desvio padrao: 0.16.

4.2 Resultados - Abordagem Bayesiana

Ao contrario do que acontece na abordagem frequentista, a regressao linear bayesiana
ndo estima um valor Unico para cada parametro. Nesta andlise, cada parametro do modelo é
associado a uma distribui¢@o de probabilidade. A Figura 9 mostra as distribuicdes inferidas para

cada parametro utilizando a inferéncia bayesiana.
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Figura 9 — Distribuicdes associadas ao coeficiente linear(Intercept), ao coe-
ficiente angular que acompanha a magnitude z(modelmag_z) e ao
desvio padrao.
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O lado esquerdo da Figura 9 consiste nas distribui¢des marginais para cada parametro
de interesse. Para o coeficiente linear, By, nota-se que o maximo da distribui¢ao estd em torno de
0.9, préximo ao encontrado na abordagem classica. A estimativa para o coeficiente angular, tem
uma distribuicdo com um maximo em 0.96. Por fim, € disposto o desvio padrao com méaximo
em 0.176. Ja o lado direito, refere-se aos graficos dos vetores de amostra produzidos pelo
procedimento de amostragem do método de Monte Carlo via cadeias de Markov.

Outra maneira de visualizagdo, € através de graficos de histograma, como os demons-

trados na Figura 10.
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Figura 10 — Histograma das distribui¢cdes associadas ao coeficiente linear(Intercept), ao
coeficiente angular que acompanha a magnitude z(modelmag_z) e ao desvio
padrao(sd).
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Em todos os pardmetros ha uma variancia associada a cada distribui¢@o, expressando

a existéncia de um grau de incerteza relativo a cada um dos valores.

Diferentemente do viés frequentista, onde busca-se encontrar uma tnica linha de

regressao, sendo esta a melhor para representar os dados, na regressdo linear bayesiana, sao

descritas vdrias linhas, cada uma representando uma estimativa diferente dos parametros do

modelo. A variabilidade das linhas representa a incerteza das estimativas.

Na Figura 11, s@o demonstradas as linhas inferidas para a regressao linear simples

para as magnitudes i e z dos quasares na abordagem bayesiana, a linha de regressao obtida na

abordagem frequentista e os dados utilizados.

Figura 11 — Linhas de regressdo linear simples para a abordagem bayesiana (verde) e
frequentista (preto).
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Utilizando o modelo estatistico escolhido para realizar uma predi¢do para a mag-
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nitude i quando um valor de 18.014 para magnitude z é observado, obtem-se a distribuicdo

caracterizada na Figura 12, que tem um maximo em 18.162.

Figura 12 — Comparacio entre a predi¢do da distribui¢do para magnitude i
dado o valor de 18.014 para magnitude z com a predicdo realizada
pela abordagem frequentista.

Prediction for modelmag_z of 18.014
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15.98 153.99 19.00 19.01 19.02 19.03 19.04
madelmag_i

4.3 Comparacao entre abordagens

A comparacdo entre as abordagens € expressada pelas Figuras 13, 14. A tabela
compreendida na Figura 13, demonstra os resultados obtidos quando realizadas inferéncias sob a

magnitude i através das duas abordagens.
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Figura 13 — Dados obtidos ao realizar inferéncias para a magnitude i com base em valores

de magnitude z.
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A Figura 14, por sua vez, expressa os diferentes valores obtidos para os coeficientes

de interesse ao modelo estatistico. Como a abordagem bayesiana infere uma distribui¢do ao

invés de um valor pontual, a média da distribui¢do foi utilizada para comparacdo. Dessa forma,

obtém-se uma diferenca de 0.001003, 0.000057 e 0.009235 entre as abordagens frequentista e

bayesiana para o coeficientes lineares, angulares e desvio padrdo respectivamente.

Figura 14 — Comparagdo entre os valores obtidos para os coeficientes linear, angular e
desvio padrdo utilizando as duas abordagens de interesse.

Coeficiente Angular Coeficiente Linear

Desvio Padrao

Abordagem Frequentista

Abordagem Bayesiana

0.959311
0.959254

0.880996

0.881999

0.167213
0.176448
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, aplicou-se conceitos de inferéncia estatistica e aprendizado de
méquina para modelar a correlagdo entre as magitudes dos quasares relativas a dois filtros.
Descreveu-se o problema proposto através de uma regressao linear simples, no qual supde-se
que a magnitude i € uma funcdo da magnitude z. Utilizando técnicas de aprendizado de méaquina,
os parametros do modelo estatistico para descrever os dados formam encontrados utilizando
abordagens estatistica distintas: frequentista e bayesiana.

As vantagens em utilizar a abordagem bayesiana residem em ser possivel incorporar
informacodes prévias as observacdes, atribuir distribuicdes aos pardmetros de interesse ao invés
de uma estimativa pontual, o que torna possivel atrelar incertezas ao modelo e as inferéncias.
A regressdo linear bayesiana demonstrou resultados compativeis com os obtidos através da
abordagem cldssica para os parametros de interesse.

Para uma andlise futura, pode-se considerar realizar as seguintes andlises: Analisar o
impacto ao alterar o nimero de cadeias de markov e de amostras retiradas da distribui¢do poste-
rior; Analisar diferentes métodos de Monte Carlo via cadeia de Markov; Analisar a influéncia
da quantidade de dados observados na inferéncia bayesiana. Por fim, propde-se como trabalho

futuro a realiza¢do de uma regressao linear multipla.
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