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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento de dois modelos

metapopula
ionais heterogêneos para uma úni
a espé
ie, onde em 
ada modelo

trabalhamos 
om dois agrupamentos de sítios que se diferen
iam pela taxa

de migração (
onstante ou dependente da densidade) e dinâmi
a lo
al. São

apresentadas as 
ondições ne
essárias para a o
orrên
ia de dinâmi
as par
ialmente

sin
ronizadas, o
asionando a formação de dois clusters, onde em 
ada cluster

a dinâmi
a de todos os sítios é sin
ronizada. Com o propósito de analisar a

estabilidade assintóti
a do estado par
ialmente sín
rono, obtemos uma expressão

para o 
ál
ulo do número de Lyapunov transversal do atrator par
ialmente

sin
ronizado e simulamos numeri
amente esse número para diversas possibilidades

de parâmetros e redes de 
onexão. Por �m, fazemos uma 
omparação entre ambos

os modelos desenvolvidos.
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ABSTRACT

In this work we present the development of two heterogeneous

metapopulation models for a single spe
ie, where in ea
h model we work with two

groups of pat
hes that di�er by the rate of migration (
onstant or density dependent)

and by the lo
al dynami
s. The ne
essary 
onditions for the o

urren
e of partially

syn
hronized dynami
s are presented, resulting in the formation of two 
lusters,

where in ea
h 
luster the dynami
s of all the pat
hes are syn
hronized. In order

to analyze the asymptoti
 stability of the partially syn
hronous state, we obtain an

expression for the 
al
ulation of the transverse Lyapunov number of the partially

syn
hronized attra
tor and numeri
ally simulate this number for several possibilities

of parameters and 
onne
tion networks. Finally, we make a 
omparison between

both developed models.
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1 INTRODUÇ�O

Nas últimas dé
adas houve um 
res
ente interesse no estudo de modelos

matemáti
os que 
onsideram os aspe
tos espa
iais da população [25, 28℄. Segundo

[34℄, um dos motivos para esse interesse é a fragmentação da paisagem devido às

atividades humanas e às 
onsequên
ias que isso traz para as espé
ies lo
ais. A

destruição de habitats naturais desta
ou a importân
ia dos modelos e
ológi
os 
om

in
lusão do espaço [13℄.

A formação de padrões espa
iais é uma das questões mais importantes

em estudos e
ológi
os modernos. Os modelos metapopula
ionais espa
ialmente

explí
itos, mesmo 
om regras simples de interação, são 
apazes de exibir dinâmi
as

espa
iais 
omplexas, formando uma importante 
lasse de modelos que 
onsideram o

espaço e 
ompõem uma poderosa ferramenta para o estudo de padrões espa
iais

[19, 28, 27℄. Em tais modelos a população é formada por subpopulações ou

populações lo
ais, distribuídas em fragmentos de habitat que 
one
tam-se através

de movimentos migratórios e são adequados à reprodução e sobrevivên
ia. Esses

fragmentos são 
hamados de sítios ou �patches� e estão 
er
ados por um ambiente

inadequado à dinâmi
a vital

1

da população em questão. O 
onjunto de todas as

populações lo
ais formam uma metapopulação [13, 28℄.

O termo �metapopulação� foi usado pela primeira vez por Ri
hard

Levins no ano de 1970 para des
rever �uma população de populações�. No entanto,

ideias de dinâmi
as metapopula
ionais já eram utilizadas antes de Levins e 
om o

tempo passaram a desempenhar um papel importante em assuntos rela
ionados à

e
ologia da paisagem e biologia da 
onservação [14℄. Alguns dos estudos 
lássi
os

em metapopulações podem ser en
ontrados em [6, 24, 25, 32℄.

1

Neste trabalho, dinâmi
a vital in
lui reprodução e sobrevivên
ia, também denominada

dinâmi
a lo
al.
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Uma metapopulação é 
hamada de homogênea se em todos os seus sítios

a população possui a mesma dinâmi
a lo
al, 
aso 
ontrário ela é dita heterogênea.

Na Figura 1.1 en
ontram-se exemplos destas duas formas de metapopulações.

Figura 1.1: Exemplos de 
omo podem ser formadas as metapopulações homogêneas

e metapopulações heterogêneas.

Em se tratando de sistemas dinâmi
os a
oplados, uma das prin
ipais

preo
upações é saber se estes apresentarão o fen�meno da sin
ronização [4℄. Nos

termos deste estudo, uma dinâmi
a sin
ronizada o
orre quando todos os sítios, ou

grupos de sítios da população, 
om 
ondições ini
iais diferentes, passam a ter o

mesmo número de indivíduos num determinado instante de tempo t0, a partir do

qual evoluem de maneira idênti
a. Neste 
aso, diz-se que o
orre a formação de

um (quando a sin
ronização é total ou perfeita) ou mais (quando a sin
ronização é

par
ial) clusters [17, 18, 27℄. A sin
ronização da dinâmi
a temporal das populações

pode ser 
ausada por distúrbios globais e também pela migração. Diversos exemplos

reais que versam sobre sin
ronização são en
ontrados em [16, 20℄.

Neste estudo estamos analisando a sin
ronização par
ial em modelos

metapopula
ionais heterogêneos para uma úni
a espé
ie, ou seja, metapopulações

em que a função dinâmi
a lo
al é a mesma para todos os sítios, porém, parâmetros

da função diferem entre eles. Nos trabalhos de [21, 31, 33℄ temos alguns exemplos

em que a sin
ronização par
ial o
orre em modelos metapopula
ionais homogêneos.
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A relevân
ia em se estudar o sin
ronismo nos modelos

metapopula
ionais é que ele é uma importante forma de padrão espa
ial en
ontrado

na natureza, uma vez que tem relação direta 
om o pro
esso de extinção de

populações. Uma metapopulação em sin
ronia que 
hega a níveis de extinção

popula
ional tem di�
uldades em se restabele
er, pois, densidade popula
ional

baixa em todos os sítios di�
ulta a re
olonização daqueles que porventura tenham

tido sua população extinta. Por outro lado, os trabalhos apresentados por [1, 7, 16℄

mostram que os
ilações 
aóti
as podem reduzir o grau de sin
ronismo entre os

sítios, reduzindo também a probabilidade de extinção, pois se a população é extinta

em um sítio enquanto os outros mantêm um número relevante de indivíduos, a

extinção global pode ser evitada através do 
hamado efeito de resgate, quando

habitantes de sítios vizinhos dispersam e 
olonizam um sítio vazio.

Um bom entendimento 
om respeito ao estado sín
rono é de total

interesse nos dias atuais, quando o planeta sofre dos mais diversos tipos de

desequilíbrios naturais e o fen�meno da extinção de populações pode ser tanto

indesejável, quando falamos de populações nativas e importantes para o equilíbrio

de um e
ossistema, 
omo desejável, se pensarmos em populações invasoras, vírus


ausadores de epidemias, entre outros.

En
ontramos na literatura diversos estudos rela
ionados ao sin
ronismo

total de metapopulações homogêneas, 
omo por exemplo em [4, 26℄ que apresentam

modelos metapopula
ionais 
om taxa de migração dependente da densidade, e

também o 
aso em que o pro
esso de migração depende do tempo, des
revendo

assim uma dinâmi
a sazonal.

Modelos semelhantes também são utilizados em [23, 28℄, onde os autores

observaram as 
ondições para que um sistema no estado homogêneo estável possa

tornar-se instável através do movimento migratório dependente da densidade.
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Alguns dos estudos a
er
a de sin
ronização par
ial em ambientes

heterogêneos são en
ontrados no trabalho de [17℄, onde é apresentado um estudo

sobre formação de clusters em um sistema presa-predador, 
on
luindo que a forma

de 
onexão entre os sítios é de grande importân
ia para a dinâmi
a resultante. E

também em [27℄, onde é desenvolvido um trabalho sobre o estado par
ialmente

sín
rono em um modelo metapopula
ional heterogêneo 
om taxa de migração


onstante e igual para todos os sítios.

Neste trabalho desenvolvemos dois de modelos metapopula
ionais. O

primeiro modelo trata de uma metapopulação heterogênea 
onstituída por dois

grupos distintos, que diferem entre si pela taxa de migração (
onstante) e pela

dinâmi
a vital. No segundo modelo, em vez de taxa de migração 
onstante, passamos

a 
onsiderar em 
ada grupo de sítios uma taxa de migração dependente da densidade

lo
al, e assim, podemos investigar os efeitos 
ausador pela adição dessa dependên
ia.

De a
ordo 
om [12℄, na natureza, sítios que diferem pela lo
alização

nun
a são 
ompletamente iguais em suas 
ara
terísti
as. Levando isso em


onsideração, neste trabalho podemos 
onsiderar que ambientes fragmentados são

heterogêneos, ou seja, 
om diferentes qualidades e disponibilidades de re
ursos,

podendo 
ausar diversidade quanto à migração da população, de a
ordo 
om a

lo
alização do sítio em que se en
ontra.

O prin
ipal objetivo deste trabalho é avaliar, em ambos os modelos, a

in�uên
ia do pro
esso migratório na formação de clusters, ou seja, na sin
ronização

par
ial das metapopulações.

Além disso, não é qualquer topologia de rede que suporta a dinâmi
a

par
ialmente sin
ronizada. Assim, no de
orrer do estudo temos também a

preo
upação de apresentar diferentes possibilidades de 
onexão entre os sítios,

pois, diferentes redes 
one
tivas geram diferentes resultados. Conforme [17℄, é de

grande importân
ia para a E
ologia entender 
omo a mudança de 
one
tividade
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afeta a persistên
ia e dinâmi
a de espé
ies que interagem. Embora aqui estejamos

trabalhando 
om apenas uma espé
ie, temos interesse em saber o que a
onte
e

quando alteramos a topologia da rede de 
onexão entre os sítios da metapopulação.

Para isso, apresentamos resultados para algumas redes 
one
tivas 
lássi
as e também

desenvolvemos duas novas formas de 
onexão as quais 
hamamos de rede 1/2 e rede

grupo preferen
ial.

Com relação às redes 
one
tivas, trabalhamos 
om diversas

possibilidades de 
onexão assimétri
a, enquanto a maior parte dos estudos da área,

entre eles [18, 23, 28, 26℄, utilizam apenas 
onexão simétri
a.

O presente trabalho en
ontra-se estruturado da seguinte maneira: no

segundo 
apítulo des
revemos detalhadamente a função de Ri
ker, utilizada 
omo

função de dinâmi
a lo
al, e também a função de migração. No ter
eiro 
apítulo

apresentamos as 
in
o formas de rede de 
onexão 
om as quais realizamos as

simulações numéri
as, bem 
omo a motivação para a 
onstrução das duas novas

redes. Finalmente, no quarto 
apítulo 
onstruímos passo a passo o modelo

metapopula
ional 
om taxa de migração 
onstante. Obtemos a solução par
ialmente

sin
ronizada e analisamos a estabilidade assintóti
a da mesma, 
onstruindo uma

expressão simples para o 
ál
ulo do número de Lyapunov transversal. Após uma

análise da solução sin
ronizada e do número de Lyapunov transversal para 
ada

uma das redes des
ritas no 
apítulo anterior, apresentamos os resultados numéri
os

e algumas 
on
lusões preliminares para o modelo.

No quinto 
apítulo temos a 
onstrução do modelo metapopula
ional


om taxa de migração dependente da densidade. De forma semelhante ao

quarto 
apítulo, obtemos a solução par
ialmente sin
ronizada e analisamos a sua

estabilidade assintóti
a que leva à obtenção do número de Lyapunov transversal para

o modelo. Depois disso, apresentamos as simulações numéri
as para diferentes 
asos

e parâmetros. Terminamos o 
apítulo 
om algumas 
on
lusões a
er
a do modelo.
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O 
apítulo seis é destinado a uma 
omparação entre alguns dos

resultados gerados pelos modelos desenvolvidos. Por �m, no 
apítulo sete

des
revemos as 
on
lusões gerais do trabalho e algumas ideias 
om relação a

trabalhos futuros.
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2 FUNÇÕES DE DINÂMICA VITAL E

MIGRAÇ�O

Este 
apítulo destina-se a um breve estudo sobre as funções de dinâmi
a

vital, denominadas por f(x) e g(x) e as funções de migração, µf(x) e µg(x), utilizadas

no de
orrer deste trabalho para o desenvolvimento dos resultados numéri
os.

2.1 A Função de Ri
ker

Diversas funções podem ser utilizadas para des
rever a dinâmi
a lo
al

de uma população, 
onforme exemplos que podem ser vistos em [2, 3, 9, 15, 22℄.

Em ummodelo em tempo dis
reto, sendo xt a população em um instante

de tempo t, a dinâmi
a lo
al pode ser des
rita através de:

xt+1 = f(xt), t = 0, 1, 2, ..., (2.1)

onde f é uma função suave em [0,∞) 
om valores não-negativos.

Apesar da simpli
idade aparente da dinâmi
a lo
al, a es
olha da função

f pode o
asionar o apare
imento de dinâmi
as bastante variadas e 
omplexas,


onforme referên
ias 
itadas no iní
io desta seção.

Neste trabalho, fazemos uso da função de Ri
ker, também 
onhe
ida

por função exponen
ial logísti
a, que é des
rita por:

f(x) = xer(1−x), (2.2)

ou também, f(x) = xere−rx
, onde er é o fator 
onstante de reprodução e e−rx

é o

fator de sobrevivên
ia dependente da densidade.

O úni
o ponto de equilíbrio positivo da função de Ri
ker é x∗ = 1,

estável para 0 < r < 2. Quando tomamos r > 2 a dinâmi
a passa a ser um 
i
lo de
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período 2 estável, que 
onforme aumentamos o valor de r torna-se instável, dando

lugar a um 
i
lo de período 4, depois 8, e assim su
essivamente. Estas bifur
ações

formam uma sequên
ia de 
i
los 
om período 2n, ∀n ∈ N. Este 
omportamento é


onhe
ido 
omo uma 
as
ata de bifur
ações periódi
as que termina 
om o surgimento

de 
aoti
idade, ou seja, um 
omportamento aleatório onde não há regularidade e

apresenta dependên
ia sensitiva das 
ondições ini
iais [3, 30℄. Quando r torna-se

ainda maior nos deparamos 
om a existên
ia das 
hamadas janelas de periodi
idade,

ou seja, intervalos para os quais a dinâmi
a torna-se novamente periódi
a.

Na Figura 2.1 (a) podemos observar o Diagrama de Bifur
ação da

função de Ri
ker, onde visualiza-se a o
orrên
ia de uma dinâmi
a 
omplexa, que

de a
ordo 
om o 
res
imento do valor do parâmetro r passa de ponto �xo para

soluções periódi
as e 
aos. Em (b) veri�
amos o 
omportamento da mesma função

na região dos valores de r para os quais é possível ver 
om 
lareza a formação das

janelas periódi
as.

(a)

r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x*

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

(b)

r
2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

x*

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Figura 2.1: Diagrama de Bifur
ação da função de Ri
ker (a) 0 ≤ r ≤ 4 (b) 2, 8 ≤
r ≤ 4.

A existên
ia do 
omportamento 
aóti
o pode ser 
omprovado através

do 
ál
ulo do número de Lyapunov, que é um indi
ador de 
aoti
idade por medir

a velo
idade média 
om que órbitas, para 
ondições ini
iais próximas, se separam.

Assim, seja f : R → R uma função de 
lasse C1
, o número de Lyapunov da órbita
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{x0, x1, x2, . . .} é dado por

L(x0) = lim
τ→∞

(|f ′(x0)||f ′(x1)| . . . |f ′(xτ−1)|)
1

τ , (2.3)

se esse limite existir.

Tomando o logaritmo natural do número de Lyapunov, obtemos o

expoente de Lyapunov, dado por

h(x0) = lim
τ→∞

1

τ
(ln|f ′(x0)|+ ln|f ′(x1)|+ . . .+ ln|f ′(xτ−1)|), (2.4)

onde h(x0) existe se, e somente se, L(x0) ≥ 0 existe e ln(L(x0)) = h(x0).

Uma órbita apresenta um 
omportamento 
aóti
o se L(x0) > 1 e

h(x0) > 0. Quando L(x0) < 1 e h(x0) < 0, então a órbita 
onverge para um

ponto �xo ou um 
i
lo periódi
o [3, 30℄.

Na Figura 2.2 podemos observar o 
ál
ulo numéri
o do número de

Lyapunov para a função de Ri
ker, apresentando valores maiores que 1 nas regiões

do parâmetro r em que a função des
reve uma dinâmi
a 
aóti
a.

r
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

N
úm

er
o 

de
 L

ya
pu

no
v

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Figura 2.2: Número de Lyapunov em função de r para a função de Ri
ker.
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2.2 A Função de Migração

Com a �nalidade de simular numeri
amente o modelo metapopula
ional


om taxa de dispersão dependente da densidade, optamos por fazer uso da função

de migração 
itada em [34℄ e des
rita por:

µ(x) =
h

1 + eb(p−x)
, (2.5)

onde h é a fração máxima de dispersão, b determina o quão abrupto é o 
res
imento

na taxa de dispersão no 
aso de termos b > 0 ou de
res
imento quando temos

b < 0. Por último, p mar
a o ponto de in�exão da função µ(x), 
onforme pode ser

visualizado na Figura 2.3. Desta forma, o ponto de in�exão é identi�
ado por (p, h
2
).

(a)

x
0 1 2 3 4 5 6

µ
(x

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

b=1

b=15

b=2

h=0,8

p=1

(b)

x
0 1 2 3 4 5 6

µ
(x

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

b=-1

b=-2
b=-15

h=0,8

p=1

Figura 2.3: Comportamento da função de migração µ(x) para h = 0, 8; p = 1 e (a)

b > 0 (antiagregação) (b) b < 0 (agregação).

A interpretação biológi
a para o fato de estarmos 
onsiderando tanto b

positivo 
omo negativo é de que a migração pode o
orrer pelo ex
esso de indivíduos

que 
ausa es
assez de re
ursos e 
ompetição entre eles (b > 0), ou pela di�
uldade

de en
ontrar par
eiros que faz 
om que os indivíduos queiram se agrupar (b < 0).
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Outra propriedade da função µ(x) é que ela se torna do tipo degrau

quando temos b → +∞ ou b → −∞, ou seja, temos que

µ(x) =







0, se x < p

h, se x > p
(2.6)

para b → +∞, e

µ(x) =







h, se x < p

0, se x > p
(2.7)

para b → −∞.

Neste trabalho utilizamos sempre p = 1, 
omo no exemplo da Figura

2.3, tornando o ponto de in�exão (1, h
2
) de µ(x) igual ao ponto de equilíbrio positivo

da função de Ri
ker.

Interpretando biologi
amente µ(x), se o número de indivíduos de um

sítio for menor que o equilíbrio, então não há migração quando b → +∞ ou, a

migração é 
onstante e representada por h, quando b → −∞. Já se o número de

indivíduos de um sítio for maior que o equilíbrio, temos então o 
aso 
ontrário, ou

seja, a migração é 
onstante e igual a h para b → +∞ e não há migração para

b → −∞.
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3 REDES CONECTIVAS

Se pensarmos nas formas de 
onexão entre os sítios na natureza,

podemos 
onsiderar uma in�nidade de exemplos de redes de a
oplamento

plausíveis. Entretanto, neste trabalho, estamos interessados nas formas de


onexão que possibilitam a o
orrên
ia da sin
ronização par
ial para os modelos

metapopula
ionais desenvolvidos. Aqui, em parti
ular, estamos avaliando a

formação de dois clusters.

Neste estudo, redes em forma de anéis 
í
li
os são utilizadas, 
om a

vantagem de que 
ondições de 
ontorno periódi
as evitam efeitos de fronteira. Mais

sobre esse tipo de rede e alguns trabalhos que também utilizam anéis 
í
li
os podem

ser vistos em [23, 25, 28℄.

Seja n o número total de sítio de uma metapopulação e ci,j, i, j =

1, 2, ..., n, as entradas da matriz de interação ou 
onexão, matriz C, que é

representada por:

C =











c1,1 c1,2 · · · c1,n

c2,1 c2,2 · · · c2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

cn,1 cn,2 · · · cn,n











. (3.1)

Considere agora uma metapopulação que se divide em dois grupos de

sítios, onde k é o número de sítios que fazem parte do primeiro grupo. Desta forma,
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a matriz de 
onexão C é rees
rita, 
onforme segue:

C =























c1,1 c1,2 · · · c1,k c1,k+1 c1,k+2 · · · c1,n

c2,1 c2,2 · · · c2,k c2,k+1 c2,k+2 · · · c2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ck,1 ck,2 · · · ck,k ck,k+1 ck,k+2 · · · ck,n

ck+1,1 ck+1,2 · · · ck+1,k ck+1,k+1 ck+1,k+2 · · · ck+1,n

ck+2,1 ck+2,2 · · · ck+2,k ck+2,k+1 ck+2,k+2 · · · ck+2,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

cn,1 cn,2 · · · cn,k cn,k+1 cn,k+2 · · · cn,n























. (3.2)

As exigên
ias ne
essárias à matriz de 
onexão para a existên
ia e

estabilidade da solução par
ialmente sin
ronizada são apresentadas 
om mais

detalhes no próximo 
apítulo em (4.11) e (4.23). Para 
onhe
imento, elas são

de�nidas 
onforme abaixo, onde as 
ondições para as linhas (separando as k

primeiras, das demais) são dadas por:







k∑

j=1

ci,j = α,
n∑

j=k+1

ci,j = β, i = 1, 2, ..., k,

k∑

j=1

ci,j = γ,
n∑

j=k+1

ci,j = δ, i = k + 1, k + 2, ..., n.

(3.3)

E, para as 
olunas (separando as k primeiras, das demais):







k∑

i=1

ci,j = α′,
n∑

i=k+1

ci,j = γ′, j = 1, 2, ..., k,

k∑

i=1

ci,j = β ′,
n∑

i=k+1

ci,j = δ′, j = k + 1, k + 2, ..., n,

(3.4)

onde α, β, γ, δ, α′
, β ′

, γ′
e δ′ são 
onstantes não-negativas.

As restrições 3.3 e 3.4 sobre as linhas e 
olunas da matriz de 
onexão,

possuem um signi�
ado biológi
o que obriga a população a 
omportar-se 
omo dois

grupos em relação à migração, ou seja, em 
ada grupo de sítios a população possui

um 
omportamento 
omum quanto à forma de dispersão.
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Ainda que 
om propriedades bastante limitadas, temos várias

possibilidades para a 
onstrução das redes 
one
tivas. Uma das redes mais


onhe
idas e utilizadas é a rede global. Outros exemplos também 
lássi
os são a

rede global ponderada e a rede bipartida.

Neste estudo, temos também o interesse em desenvolver algumas novas

formas de 
onexão entre os sítios, além das tradi
ionais redes 
one
tivas 
itadas

a
ima e muito utilizadas em trabalhos 
omo [10, 23, 27℄, por exemplo.

Assim, este 
apítulo é destinado à apresentação das redes de 
onexão

utilizadas no desenvolvimento das simulações numéri
as deste trabalho, que são

as 
onhe
idas redes global, global ponderada e bipartida e também as redes

desenvolvidas e intituladas de rede 1/2 e rede grupo preferen
ial, 
onforme pode

ser visualizado nas seções a seguir.

3.1 Rede Global

A rede global é um exemplo de rede simétri
a. Nela, a 
onexão o
orre

de forma homogênea entre todos os sítios, ou seja, todos os sítios estão interligados

e a migração é igual para todos eles. Os 
oe�
ientes de 
onexão são ci,j= 1

n−1

, i 6= j,

i, j = 1, 2, . . . n e portanto a forma da matriz de 
onexão é dada 
onforme abaixo:

C =














0 1
n−1

1
n−1

· · · 1
n−1

1
n−1

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
n−1

1
n−1

· · · · · · 1
n−1

0














. (3.5)
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Em um exemplo para para a rede global, 
om dois grupos diferentes de

sítios, onde n = 10 e k = 3, a matriz C adquire a forma

C =





























0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0





























. (3.6)

Note que para essa rede, as 
ondições em (3.3) e (3.4) são satisfeitas

para todo k = 1, 2, . . . , n− 1, e ainda







α = k−1
n−1

, β = n−k
n−1

,

γ = k
n−1

, δ = n−k−1
n−1

.
(3.7)

3.2 Rede Global Ponderada

É uma rede da mesma família que a rede global, apresentada

anteriormente. Aqui também todos os sítios estão interligados, porém, as frações de

migração para sítios de um mesmo cluster são diferentes das frações de migração

de sítios de clusters diferentes. Este é um exemplo de rede assimétri
a.
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Para um número real positivo a, os 
oe�
ientes ci,j da matriz de 
onexão

C, 
onforme [27℄, adquirem a seguinte forma :

ci,j =







0, i = j,

a
ak+n−k−a

, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ k, i 6= j,

1
k+a(n−k)−a

, 1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ j ≤ n, i 6= j,

1
ak+n−k−a

, k + 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k, i 6= j,

a
k+a(n−k)−a

, k + 1 ≤ i ≤ n, k + 1 ≤ j ≤ n, i 6= j,

(3.8)

e, por 
onsequên
ia,







α = a(k−1)
ak+n−k−a

, β = n−k
k+a(n−k)−a

,

γ = k
ak+n−k−a

, δ = a(n−k−1)
k+a(n−k)−a

.
(3.9)

O parâmetro a permite variar a intensidade da dispersão entre os sítios.

Para a > 1 a migração é mais intensa entre sítios de um mesmo grupo. Quando

a < 1 a migração é maior entre sítios de grupos distintos.

Tomamos 
omo exemplo as matrizes C abaixo, onde n = 10, k = 3 e

a = 2 > 1

C =





























0 2
11

2
11

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

2
11

0 2
11

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

2
11

2
11

0 1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
15

1
11

1
11

1
11

0 2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

0 2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

2
15

0 2
15

2
15

2
15

2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

2
15

2
15

0 2
15

2
15

2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

2
15

2
15

2
15

0 2
15

2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

0 2
15

1
11

1
11

1
11

2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

2
15

0





























, (3.10)
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ou, a = 1/2 < 1

C =





























0 1
16

1
16

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

1
16

0 1
16

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

1
16

1
16

0 2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
12

2
16

2
16

2
16

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

1
12

0 1
12

1
12

1
12

1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

1
12

1
12

0 1
12

1
12

1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

1
12

1
12

1
12

0 1
12

1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

0 1
12

2
16

2
16

2
16

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

0





























. (3.11)

Note que se a = 0 a migração entre os sítios o
orre somente para grupos

distintos, neste 
aso a rede também é 
hamada de bipartida, ela será apresentada

a seguir. Sendo a = 1, então retornamos para o 
aso da rede global, vista

anteriormente. Por último, se a → ∞ então temos o 
aso 
ontrário ao de a = 0, ou

seja, a 
omuni
ação entre os sítios o
orre apenas dentro de seus respe
tivos grupos,

os quais en
ontram-se isolados uns dos outros [27℄.

3.3 Rede Bipartida

Conforme já 
omentado anteriormente, quando a = 0 na rede global

ponderada, temos a origem da rede bipartida.

Na rede bipartida a migração o
orre sempre entre sítios de grupos

distintos, ou seja, não existe 
onexão entre sítios de um mesmo grupo. Vejamos
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abaixo 
omo �
a a matriz C 
onsiderando esta rede:

C =

















0 · · · 0 1
k

· · · 1
k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1
k

· · · 1
k

1
n−k

· · · 1
n−k

0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
n−k

· · · 1
n−k

0 · · · 0

















, (3.12)

onde o primeiro blo
o nulo é de ordem k×k e o segundo é de ordem (n−k)×(n−k).

Obtém-se fa
ilmente para a matriz C a
ima, α = 0, β = n−k
k
, γ = k

n−k

e δ = 0.

No exemplo a seguir podemos veri�
ar 
omo é de�nida a matriz C para

dois grupos de sítios, onde n = 10 e k = 3.

C =





























0 0 0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 0 0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 0 0 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0

1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 0 0





























. (3.13)

A rede bipartida em geral é assimétri
a, a menos que tenhamos n = 2k,

que é o 
aso em que ela se torna simétri
a.
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3.4 Rede 1/2

A ideia desta rede é de que ela seja assimétri
a, onde os indivíduos

migrantes tenham um sítio preferen
ial, que é o sítio mais próximo (diretamente

subsequente, em uma rede em forma de anel 
í
li
o) e sempre na mesma direção,

dentro do grupo de sítios de que fazem parte, 
omo se 
ada grupo formasse um anel


í
li
o. Nesse sentido, quando a migração o
orre, metade dos indivíduos migrantes

se dirige para este sítio preferen
ial e a outra metade distribui-se igualmente entre o

restante dos sítios de ambos os grupos. A de�nição desta rede em forma da matriz

de a
oplamento C é dada por:

C =























0 1
2(n−2)

· · · 1
2

1
2(n−2)

· · · · · · 1
2(n−2)

1
2

0 · · · .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
2

.

.

.

1
2(n−2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
2(n−2)

· · · · · · 0 1
2(n−2)

· · · · · · 1
2(n−2)

1
2(n−2)

· · · · · · 1
2(n−2)

0 1
2(n−2)

· · · 1
2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
2

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
2

· · · 1
2(n−2)

1
2(n−2)

· · · · · · 1
2(n−2)

1
2(n−2)

· · · · · · 0























, (3.14)

onde n é o número total de sítios e n ≥ 3. Para n = 3 a rede 1/2 se torna igual à

rede global.

Para a matriz C de�nida a
ima, a partir de alguns 
ál
ulos simples,

obtemos que α = n+k−4
2(n−2)

, β = n−k
2(n−2)

, γ = k
2(n−2)

e δ = 2n−k−4
2(n−2)

.
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Como exemplos da rede 1/2, para n = 8 e k = 5 a matriz de 
onexão

adquire a forma

C =























0 1
12

1
12

1
12

1
2

1
12

1
12

1
12

1
2

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
2

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
2

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
2

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

0 1
12

1
2

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
2

0 1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
2

0























, (3.15)

para n = 10 e k = 3, obtemos

C =





























0 1
16

1
2

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
2

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
2

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
2

1
16

1
16

1
16

1
2

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
2

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
2

0 1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16

1
16
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3.5 Rede Grupo Preferen
ial

O objetivo desta rede, além de forne
er mais um exemplo de

a
oplamento assimétri
o, é des
rever a situação de dois agrupamentos de sítios onde

em um deles as 
ondições ambientais são mais favoráveis e agradáveis aos indivíduos

em que nele vivem, enquanto o outro agrupamento en
ontra-se em um território

mais hostil e menos favorável à sobrevivên
ia da espé
ie. Ou ainda, podemos
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simplesmente 
onsiderar que os indivíduos podem ter preferên
ia por alguns sítios,

mesmo 
om boas 
ondições de sobrevivên
ia em todos eles.

Nesse sentido, 
onsideramos que os indivíduos que se en
ontram no

grupo preferen
ial não per
ebem a existên
ia dos sítios 
om qualidades adversas,

distribuindo-se igualmente entre todos os sítios da metapopulação durante o pro
esso

migratório. Os indivíduos que habitam os sítios menos favoráveis, migram em bus
a

de um ambiente apropriado, distribuindo-se apenas pelos sítios que fazem parte do

grupo preferen
ial.

Um melhor entendimento pode ser obtido na de�nição esquemáti
a da

matriz de 
onexão que é des
rita a seguir:

C =














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
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
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0 · · · · · · 1
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, (3.17)

onde n é o número total de sítios e n ≥ 2. A partir desses dados obtemos que α = 0,

β = n−k
n−1

, γ = k
n−k

e δ = n−k−1
n−1

.
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Para n = 8 e k = 5, a matriz de 
onexão C adquire a seguinte forma:

C =























0 0 0 0 0 1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 1
7

1
7

1
7

0 0 0 0 0 1
7

1
7

1
7

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

0 1
7

1
7

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
7

0 1
7

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
7

1
7

0























. (3.18)

Quando tomamos n = 10 e k = 3, obtemos

C =
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23

4 MODELO METAPOPULACIONAL COM

TAXA DE MIGRAÇ�O CONSTANTE

Neste 
apítulo apresentamos a 
onstrução do modelo metapopula
ional


om taxa de migração 
onstante, partindo do modelo mais simples até obter o modelo

que desejamos trabalhar, 
om formação de dois agrupamentos de sítios distintos,

onde os sítios de 
ada grupo possuem uma taxa de migração diferente.

Para a 
onstrução do modelo, 
onsidere uma metapopulação homogênea


onstituída por apenas uma espé
ie, distribuída em n sítios enumerados por

1, 2, ..., n. A 
ada geração, de forma ordenada, a população dos sítios passa pelo

pro
esso de reprodução e sobrevivên
ia, que é também 
hamado de dinâmi
a lo
al,

e posteriormente o
orre a migração ou dispersão.

Seja xi
t ∈ R a população no sítio i no tempo t. Na ausên
ia de migração,

a dinâmi
a lo
al nos sítios é des
rita por

xi
t+1 = f(xi

t), i = 1, 2, ..., n, t = 0, 1, 2, ..., (4.1)

onde f é uma função suave em [0,∞) 
om valores não-negativos. Estamos assumindo

que todos os sítios ofere
em 
ondições iguais de reprodução e sobrevivên
ia.

Dando 
ontinuidade à 
onstrução do modelo, agora vamos 
onsiderar

que existe migração entre os sítios. Para isso denotamos por µ1

, onde µ ∈ [0, 1], a

probabilidade de um indivíduo deixar seu sítio. Já a probabilidade de um indivíduo

partir do sítio j e se estabele
er no sítio i é representada por ci,j, onde 0 ≤ ci,j ≤ 1,

ci,i = 0, pois não há migração de um sítio para ele mesmo, e ainda

∑n
i=1 ci,j ≤ 1, j =

1, 2, ..., n. Os elementos ci,j formam a matriz 
onexão, C = [ci,j ], 
onforme de�nição

em (3.2).

1

µ é 
hamado de fração de dispersão ou migração
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Dado o exposto a
ima, juntamente 
om a dinâmi
a lo
al em (4.1),

podemos es
rever a equação da evolução temporal da metapopulação 
omo

xi
t+1 = (1− µ)f(xi

t) + µ
n∑

j=1

ci,jf(x
j
t ), i = 1, 2, ..., n.

(4.2)

O primeiro termo do lado direito de (4.2) representa os indivíduos que

permane
em no sítio i no tempo t. O segundo termo representa os indivíduos que

partem dos sítios vizinhos e 
hegam ao sítio i. Este modelo matemáti
o e suas

variações têm sido muito estudados por diversos autores e 
om diversos objetivos.

Em [29℄ por exemplo, foi estudado o modelo (4.2) 
om 
omuni
ação entre os sítios

o
orrendo apenas entre os dois vizinhos mais próximos, 
om o objetivo de deduzir

as 
ondições de estabilidade do estado sín
rono da metapopulação.

Vamos agora supor que por algum motivo, 
omo por exemplo 
ondições


limáti
as e ambientais, tanto a função dinâmi
a vital 
omo a fração de migração µ

são diferentes para dois tipos de agrupamentos de sítios. Trata-se, portanto, de um

modelo metapopula
ional heterogêneo para uma úni
a espé
ie.

Neste modelo, denotamos por µf a taxa de migração para a população

dos sítios 
om índi
e em 1, 2, . . . , k, onde a dinâmi
a vital é representada por f . Da

mesma forma, designamos por µg a taxa de migração para a população dos sítios


om índi
e em k+1, k+2, . . . , n, que possuem dinâmi
a vital representada por g. As

demais hipóteses assumidas na formulação do modelo anterior também são válidas

aqui.

Dessa forma, na ausên
ia de migração, para t = 0, 1, 2, ..., a dinâmi
a

lo
al dos sítios pode ser des
rita por







xi
t+1 = f(xi

t), i = 1, 2, ..., k

xi
t+1 = g(xi

t), i = k + 1, k + 2, ..., n
(4.3)

onde f e g são funções suaves em [0,∞) 
om valores não-negativos.
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Considerando a existên
ia da migração entre os diversos sítios e a

dinâmi
a lo
al des
rita em (4.3), a equação que des
reve a evolução temporal da

metapopulação heterogênea é dada por







xi
t+1 = (1− µf)f(x

i
t) + µf

k∑

j=1

ci,jf(x
j
t ) + µg

n∑

j=k+1

ci,jg(x
j
t), i = 1, 2, ..., k,

xi
t+1 = (1− µg)g(x

i
t) + µf

k∑

j=1

ci,jf(x
j
t) + µg

n∑

j=k+1

ci,jg(x
j
t ), i = k + 1, k + 2, ..., n.

(4.4)

Note que em (4.4), diferentemente da metapopulação em (4.2), a


ontribuição dos indivíduos migrantes para um determinado sítio i provém de dois

grupos de sítios distintos. Olhando para o lado direito das igualdades em (4.4), o

primeiro termo representa os indivíduos que permane
em no sítio i no tempo t. O

segundo termo des
reve os indivíduos que partem dos sítios vizinhos 
om índi
e em

1, 2, . . . , k e 
hegam ao sítio i. Por �m, no ter
eiro termo temos os emigrantes dos

sítios 
om índi
e em k + 1, k + 2, . . . , n para o sítio i. As 
ondições de estabilidade

para o estado sín
rono de uma metapopulação heterogênea semelhante a esta foram

apresentadas em [10, 27℄, porém, nesses estudos os autores 
onsideram que todos os

sítios possuem a mesma taxa de migração µ 
onstante.

Trabalhar 
om o sistema (4.4) pode tornar o desenvolvimento do estudo


omplexo e de difí
il manipulação, por isso utilizamos artifí
ios matemáti
os de

forma a simpli�
ar os 
ál
ulos, representando matri
ialmente o sistema por

Xt+1 = [I − (I − C)M ]D(Xt), (4.5)

onde Xt ∈ R
n
, D(Xt) ∈ R

n
e são des
ritos respe
tivamente por

Xt =
[

x1
t x2

t · · · xk
t xk+1

t · · · xn
t ,
]T

, (4.6)

e

D(Xt) =
[

f(x1
t ) f(x2

t ) · · · f(xk
t ) g(xk+1

t ) · · · g(xn
t )
]T

. (4.7)
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E ainda, I é a matriz identidade, C é a matriz de 
onexão e M é a

matriz diagonal

M = diag(
k

︷ ︸︸ ︷
µf , µf , ..., µf ,

n−k
︷ ︸︸ ︷
µg, µg, ..., µg), (4.8)

todas de ordem n× n.

Assumindo que no tempo t0 o sistema entra em sin
ronia par
ial, temos

para todo t ≥ t0,







xi
t = xt, para i = 1, 2, ..., k,

xi
t = yt, para i = k + 1, k + 2, ..., n.

(4.9)

Impondo a trajetória (4.9) no sistema (4.4), obtemos







xt+1 = (1− µf)f(xt) + µf

k∑

j=1

ci,jf(xt) + µg

n∑

j=k+1

ci,jg(yt), i = 1, 2, ..., k,

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µf

k∑

j=1

ci,jf(xt) + µg

n∑

j=k+1

ci,jg(yt), i = k + 1, k + 2, ..., n.

(4.10)

Obviamente, em (4.10) não temos a garantia da existên
ia da solução

par
ialmente sin
ronizada. No entanto, basta adi
ionar algumas hipóteses 
om

relação à matriz C para obtermos o desejado. Tais hipóteses, também utilizadas

em [10, 27℄, são des
ritas a seguir:







k∑

j=1

ci,j = α,
n∑

j=k+1

ci,j = β, i = 1, 2, ..., k,

k∑

j=1

ci,j = γ,
n∑

j=k+1

ci,j = δ, i = k + 1, k + 2, ..., n,

(4.11)

onde α, β, γ e δ são 
onstantes não-negativas.

Considerando (4.11) em (4.10), obtemos a equação de evolução

temporal da solução par
ialmente sin
ronizada (solução 2-clusters):







xt+1 = (1− µf)f(xt) + µfαf(xt) + µgβg(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µfγf(xt) + µgδg(yt).
(4.12)
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É importante observar que mesmo tomando µf = µg e f(x) = g(x)

nem sempre o
orre o retorno ao sistema homogêneo em (4.2), 
om formação de um

cluster apenas (sin
ronização total ou perfeita), já que a garantia da existên
ia da

solução 
om formação de dois clusters (sin
ronização par
ial) é dada pela partição

da matriz de 
onexão em (4.11) e para a existên
ia da solução 
om formação de um

cluster (que envolve todos os sítios), 
onforme [4℄, é ne
essário ter uma matriz C

duplamente esto
ásti
a, ou seja, é ne
essário que ci,j ≥ 0 e ∀i, j,
n∑

i=1

ci,j =
n∑

j=1

ci,j = 1.

Veremos na Seção 4.2 as redes trabalhadas neste estudo que possibilitam

a solução 1-cluster. Na próxima seção apresentamos um estudo sobre as 
ondições

ne
essárias que garantem a estabilidade da solução em (4.12).

4.1 Análise de Estabilidade do Estado Sín
rono

Queremos avaliar se órbitas ini
iadas próximas do estado sín
rono em

(4.12) serão atraídas para esse estado, ou seja, estamos interessados na estabilidade

assintóti
a da solução sin
ronizada. Para isso, pre
isamos analisar o sistema (4.3)

linearizado em torno da órbita par
ialmente sin
ronizada.

Seja st ∈ R
n

a órbita par
ialmente sin
ronizada da equação da

metapopulação em (4.3), assim

st = (
k

︷ ︸︸ ︷
xt, xt, ..., xt,

n−k
︷ ︸︸ ︷
yt, yt, ..., yt), (4.13)

onde xt e yt satisfazem (4.12).

Cal
ulando a matriz Ja
obiana (J) do sistema em (4.3), também

representado por (4.5) e apli
ando em (4.13), obtemos

J(st) = [I − (I − C)M ]Dt, (4.14)

onde Dt é a matriz diagonal de ordem n× n,

Dt = diag(

k
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)). (4.15)
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De�nição 4.1.1. O subespaço de sin
ronização par
ial, denotado por S ⊂ R
n
, é

de�nido pelo 
onjunto

S =

{

[

k
︷ ︸︸ ︷
a a · · · a

n−k
︷ ︸︸ ︷

b b · · · b]T : a, b ∈ R
+

}

, (4.16)

onde v1 = [

k
︷ ︸︸ ︷

1 1 · · · 1

n−k
︷ ︸︸ ︷

0 0 · · · 0]T e v2 = [

k
︷ ︸︸ ︷

0 0 · · · 0

n−k
︷ ︸︸ ︷

1 1 · · · 1]T formam

uma base para S, ou seja, BS = {v1, v2}.

A ideia agora é mostrar que ambos os subespaços S e S⊥
são

J(st)-invariantes. Com isso, sendo BS⊥ uma base para o subespaço S⊥
, B =

BS ∪ BS⊥ é uma base para R
n = S ⊕ S⊥

, e nessa nova base B, a matriz Ja
obiana

J(st) assume uma forma mais simples, ou seja, a forma diagonal em blo
os

JB(st) =




JBS

(st) 0

0 JB
S⊥

(st)



 , (4.17)

sendo JBS
(st) uma matriz de ordem 2×2, JB

S⊥
(st) uma matriz de ordem n−2×n−2,

onde a primeira responde pela evolução dos 
omponentes paralelos da perturbação

da órbita par
ialmente sin
ronizada. De forma semelhante, JB
S⊥

(st) responde pelos


omponentes transversais, e portanto é alvo de nosso maior interesse, já que as

perturbações transversais ao espaço de sin
ronia par
ial pre
isam tender a zero para

que haja estabilidade do estado sín
rono.

Com o objetivo de obter o exposto no parágrafo anterior, o primeiro

passo é mostrar que:

Proposição 4.1.1. O subespaço S é J(st)-invariante.

Demonstração. De fato, 
om algumas 
ontas simples, obtemos
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Cv1 =


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


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


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

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k∑

j=1

ck+1,j

.

.

.
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








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



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γ
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.

γ
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


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





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
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
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



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


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
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


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
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



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
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
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



= αv1 + γv2 ∈ S. (4.18)

Da mesma forma,
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











β
.

.

.

β

δ
.

.

.

δ

















= β

















1
.

.

.

1

0
.

.

.

0

















+ δ

















0
.

.

.

0

1
.

.

.

1

















= βv1 + δv2 ∈ S. (4.19)

Temos também,

Dtv1 = f ′(xt)v1 ∈ S,

Dtv2 = g′(yt)v2 ∈ S,

Mv1 = µfv1 ∈ S,

Mv2 = µgv2 ∈ S,

(4.20)

e 
om isso obtemos,

J(st)v1 = [I − (I − C)M ]Dtv1

J(st)v1 = f ′(xt)[I − (I − C)M ]v1

J(st)v1 = f ′(xt)[v1 − µf(v1 − Cv1
︸︷︷︸

∈S

)] ∈ S.

(4.21)



30

Seguindo os mesmos passos,

J(st)v2 = [I − (I − C)M ]Dtv2

J(st)v2 = g′(yt)[I − (I − C)M ]v2

J(st)v2 = g′(yt)[v2 − µg(v2 − Cv2
︸︷︷︸

∈S

)] ∈ S.

(4.22)

Portanto, dados os resultados em (4.21) e (4.22), 
on
luímos que S é

J(st)-invariante.

Da mesma forma que para mostrar a C-invariân
ia de S pre
isamos

de algumas 
ondições espe
iais sobre as linhas de C, agora vamos impor algumas

hipóteses sobre as 
olunas da matriz de 
onexão para obter a C-invariân
ia de S⊥
.

As hipóteses são:







k∑

i=1

ci,j = α′,
n∑

i=k+1

ci,j = γ′, j = 1, 2, ..., k,

k∑

i=1

ci,j = β ′,
n∑

i=k+1

ci,j = δ′, j = k + 1, k + 2, ..., n,

(4.23)

onde α′
, β ′

, γ′
e δ′ são 
onstantes não-negativas.

Uma es
olha para base de S⊥
é o 
onjunto

BS⊥ = {u1, u2, ..., uk−1, w1, w2, ..., wn−k−1}, (4.24)

onde

ui = [

k
︷ ︸︸ ︷

−1 0 · · · 0 1
︸︷︷︸

i+1

0 · · · 0

n−k
︷ ︸︸ ︷

0 · · · · · · 0]T , i = 1, 2, ..., k − 1,

wi = [

k
︷ ︸︸ ︷

0 · · · · · · 0

n−k
︷ ︸︸ ︷

−1
︸︷︷︸

k+1

0 · · · 0 1
︸︷︷︸

k+1+i

0 · · · 0]T , i = 1, 2, ..., n− k − 1.

(4.25)

Para um melhor entendimento, os vetores da base são dados

expli
itamente por:
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

































−1

1

0
.

.

.

.

.

.

0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0



































︸ ︷︷ ︸

u1

,



































−1

0

1

0
.

.

.

0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0



































︸ ︷︷ ︸

u2

, . . . ,



































−1

0
.

.

.

.

.

.

0

1

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0



































︸ ︷︷ ︸

uk−1

,



































0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

−1

1

0
.

.

.

.

.

.

0



































︸ ︷︷ ︸

w1

,



































0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

−1

0

1
.

.

.

.

.

.

0



































︸ ︷︷ ︸

w2

, . . . ,



































0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

−1

0
.

.

.

.

.

.

0

1



































︸ ︷︷ ︸

wn−k−1

(4.26)

Proposição 4.1.2. O subespaço S⊥
é J(st)-invariante.

Demonstração. Considere a base BS⊥ des
rita em (4.24) e (4.25). A di�
uldade

aqui é mostrar que S⊥
é C-invariante, ou seja, devemos mostrar que para todo vetor

v ∈ S⊥
, temos que Cv ∈ S⊥

. De fato, para i = 1, 2, . . . , k − 1,

Cui ∈ S⊥ ⇔ Cui = a1,iu1+a2,iu2+...+ak−1,iuk−1+ak,iw1+...+an−2,iwn−k−1, (4.27)

para 
oe�
ientes am,i ∈ R, m = 1, 2, ..., n− 2.

De (4.27) obtemos







−
k−1∑

m=1

am,i = −c1,1 + c1,i+1

am,i = −cm+1,1 + cm+1,i+1, m = 1, 2, .., k − 1

−
n−2∑

m=k

am,i = −ck+1,1 + ck+1,i+1

am,i = −cm+2,1 + cm+2,i+1, m = k, k + 1, ..., n− 2

(4.28)
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⇔







k−1∑

m=1

(cm+1,1 − cm+1,i+1) = −c1,1 + c1,i+1

n−2∑

m=k

(cm+2,1 − cm+2,i+1) = −ck+1,1 + ck+1,i+1

(4.29)

⇔







k−1∑

m=1

(cm+1,1 + c1,1) =
k−1∑

m=1

(cm+1,i+1 + c1,i+1)

n−2∑

m=k

(cm+2,1 + ck+1,1) =
n−2∑

m=k

(cm+2,i+1 + ck+1,i+1)
(4.30)

⇔







k∑

m=1

cm,1 =
k∑

m=1

cm,i+1

n∑

m=k+1

cm,1 =
n∑

m=k+1

cm,i+1

(4.31)

Usando as suposições em (4.23), para todo i = 1, ..., k − 1, veri�
amos

k∑

m=1

cm,1 =

k∑

m=1

cm,i+1 = α′
e

n∑

m=k+1

cm,1 =

n∑

m=k+1

cm,i+1 = γ′. (4.32)

Portanto, existem 
onstantes am,i ∈ R, tais que Cui ∈ S⊥
, ∀ i =

1, 2, ..., k − 1. Analogamente, basta seguir os passos anteriores para mostrar que

Cwi ∈ S⊥
, ∀ i = 1, 2, ..., n− k − 1, ou seja,

Cwi ∈ S⊥ ⇔ Cwi = a1,k−1+iu1+...+ak−1,k−1+iuk−1+ak,k−1+iw1+...+an−2,k−1+iwn−k−1,

(4.33)

para 
oe�
ientes am,i ∈ R, m = 1, 2, ..., n− 2.

Segue de (4.33) que,







−
k−1∑

m=1

am,k−1+i = −c1,k+1 + c1,k+i+1

am,k−1+i = −cm+1,k+1 + cm+1,k+i+1, m = 1, 2, .., k − 1

−
n−2∑

m=k

am,k−1+i = −ck+1,k+1 + ck+1,k+i+1

am,k−1+i = −cm+2,k+1 + cm+2,k+i+1, m = k, k + 1, ..., n− 2

(4.34)
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⇔







k−1∑

m=1

(cm+1,k+1 − cm+1,k+i+1) = −c1,k+1 + c1,k+i+1

n−2∑

m=k

(cm+2,k+1 − cm+2,k+i+1) = −ck+1,k+1 + ck+1,k+i+1

(4.35)

⇔







k∑

m=1

cm,k+1 =
k∑

m=1

cm,k+i+1

n∑

m=k+1

cm,k+1 =
n∑

m=k+1

cm,k+i+1

(4.36)

Resulta da suposições em (4.23), para todo i = 1, 2, ..., n− k − 1,

k∑

m=1

cm,k+1 =
k∑

m=1

cm,k+i+1 = β ′
e

n∑

m=k+1

cm,k+1 =
n∑

m=k+1

cm,k+i+1 = δ′. (4.37)

Portanto, basta tomar as 
onstantes am,k−1+i, 
omo em (4.34) para que

se tenha Cwi ∈ S⊥
, ∀ i = 1, 2, ..., n− k − 1.

Assim, pelo desenvolvimento a
ima, 
on
luímos que S⊥
é C-invariante.

Como,

Dtui = f ′(xt)ui e Mui = µfui, para i = 1, 2, ..., k − 1,

Dtwi = g′(yt)wi e Mwi = µgwi, para i = 1, 2, ..., n− k − 1,
(4.38)

obtemos,

J(st)ui = [I − (I − C)M ]Dtui

J(st)ui = f ′(xt)[I − (I − C)M ]ui

J(st)ui = f ′(xt)[ui − µf(ui − Cui
︸︷︷︸

∈S⊥

)] ∈ S⊥,

(4.39)

e da mesma forma,

J(st)wi = g′(yt)[wi − µg(wi − Cwi
︸︷︷︸

∈S⊥

)] ∈ S⊥.
(4.40)

donde 
on
luímos que S⊥
é J(st)-invariante.
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Portanto, dada por QB a matriz mudança de base da base 
an�ni
a do

R
n
para a base B = BS ∪ BS⊥, temos

QB =
[

v1 v2 u1 u2 · · · uk−1 w1 w2 · · · wn−k−1

]

(4.41)

e

JB(st) = Q−1
B J(st)QB, (4.42)

onde JB(st) assume a forma em blo
os, 
omo des
rito em (4.17).

Considerando J(st) = [I − (I − C)M ]Dt, resulta de (4.42),

JBS
(st) = [I − (I − Ĉ)M̂ ]D̂t (4.43)

onde

Ĉ =




α β

γ δ



 , M̂ =




µf 0

0 µg




e D̂t =




f ′(xt) 0

0 g′(yt)



 . (4.44)

E também

JB
S⊥

(st) = [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, (4.45)

onde os 
oe�
ientes c̃i,j, i, j = 1, 2, . . . , k − 2 da matriz C̃ são dados pelos am,i's

des
ritos em (4.28) e (4.37), ou seja,

C̃ =

















c̃i,j = −ci+1,1 + ci+1,j+1 c̃i,j = −ci+1,k+1 + ci+1,k+j+1

i = 1, 2, . . . , k − 1 i = 1, 2, . . . , k − 1

j = 1, 2, . . . , k − 1 j = 1, 2, . . . , n− k − 1

c̃i,j = −ci+2,1 + ci+2,j+1 c̃i,j = −ci+2,k+1 + ci+2,k+j+1

i = k, k + 1 . . . , n− 2 i = k, k + 1, . . . , n− 2

j = 1, 2, . . . , k − 1 j = 1, 2, . . . , n− k − 1

















(n−2)×(n−2)

. (4.46)



35

Além disso,

M̃ = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷
µf , ..., µf ,

n−k−1
︷ ︸︸ ︷
µg, ..., µg) (4.47)

e

D̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)). (4.48)

Para veri�
ar (4.43) e (4.44) basta 
al
ular os produtos Jv1 e Jv2. Dado

(4.14), podemos es
rever

Jv1 = [I − (I − C)M ]Dtv1

= [I − (I − C)M ]f ′(xt)v1

= f ′(xt)[v1 − (I − C)Mv1]

= f ′(xt)[v1 − (I − C)µfv1]

= f ′(xt)v1 − µff
′(xt)v1 + µff

′(xt)Cv1

= f ′(xt)v1 − µff
′(xt)v1 + µff

′(xt)(αv1 + γv2)

= [1− µf(1− α)]f ′(xt)v1 + µff
′(xt)γv2. (4.49)

De maneira análoga,

Jv2 = [I − (I − C)M ]Dtv2

= [I − (I − C)M ]g′(yt)v2

= g′(yt)[v2 − (I − C)Mv2]

= g′(yt)[v2 − (I − C)µgv2]

= g′(yt)v2 − µgg
′(yt)v2 + µgg

′(yt)Cv2

= g′(yt)v2 − µgg
′(yt)v2 + µgg

′(yt)(βv1 + δv2)

= µgg
′(yt)βv1 + [1− µg(1− δ)]g′(yt)v2. (4.50)

Por (4.49) e (4.50) temos,

JBS
=




[1− µf(1− α)]f ′(xt) µgg

′(yt)β

µff
′(xt)γ [1− µg(1− δ)]g′(yt)



 = [I− (I− Ĉ)M̂ ]D̂t, (4.51)
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om Ĉ, M̂ e D̂t dados em (4.44).

Pre
isamos ainda veri�
ar as a�rmações em (4.45), (4.46), (4.47) e

(4.48). Fazendo J(st)ui, i = 1, 2, . . . , k−1 e J(st)wi, i = 1, 2, . . . , n−k−1, obtemos

as 
olunas da matriz JB
S⊥

(st).

Assim, para i = 1, 2, . . . , k − 1,

J(st)ui = [I − (I − C)M ]Dtui

= [I − (I − C)M ]f ′(xt)ui

= f ′(xt)[ui − (I − C)Mui]

= f ′(xt)[ui − (I − C)µfui]

= f ′(xt)ui − µff
′(xt)ui + µff

′(xt)Cui

= (1− µf)f
′(xt)ui + µff

′(xt)

(
k−1∑

m=1

am,ium +
n−k−1∑

m=1

ak−1+m,iwm

)

= µfa1,if
′(xt)u1 + ... + µfai−1,if

′(xt)ui−1 + [1− µf(1− ai,i)]f
′(xt)ui +

+µfai+1,if
′(xt)ui+1 + ...+ µfak−1,if

′(xt)uk−1 +

+µfak,if
′(xt)w1 + ...+ µfan−2,if

′(xt)wn−k−1. (4.52)

Em (4.52) obtemos J(st)ui 
omo uma 
ombinação linear dos elementos

da base BS⊥, ou seja, para i = 1, 2, . . . , k − 1,

J(st)ui = b1,iu1 + b2,iu2 + ... + bk−1,iuk−1 + bk,iw1 + ...+ bn−2,iwn−k−1, (4.53)

onde os 
oe�
ientes da 
ombinação linear em (4.53) são dados por

bm,i =







µfam,if
′(xt), m = 1, 2, ..., n− 2 e m 6= i

(1− µf(1− am,m))f
′(xt), m = i.

(4.54)
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Seguindo os mesmos passos para i = 1, 2, ..., n− k − 1, temos

J(st)wi = [I − (I − C)M ]Dtwi

= [I − (I − C)M ]g′(yt)wi

= g′(yt)[wi − (I − C)Mwi]

= g′(yt)[wi − (I − C)µgwi]

= g′(yt)wi − µgg
′(yt)wi + µgg

′(yt)Cwi

= (1− µg)g
′(yt)wi + µgg

′(yt)

(
k−1∑

m=1

am,k−1+ium +
n−k−1∑

m=1

ak−1+m,iwm

)

= µga1,k−1+1g
′(yt)u1 + ...+ µgak−1,k−1+ig

′(yt)uk−1 + µgak,k−1+ig
′(yt)w1 +

+...+ [1− µg(1− ak−1+i,k−1+i)]g
′(yt)wi +

+...+ µgan−2,k−1+ig
′(yt)wn−k−1. (4.55)

Assim, para i = 1, 2, . . . , n− k − 1,

J(st)wi = b1,k−1+iu1+b2,k−1+iu2+...+bk−1,k−1+iuk−1+bk,k−1+iw1+...+bn−2,k−1+iwn−k−1

(4.56)

⇔ bm,k−1+i =







µgam,k−1+ig
′(yt), m = 1, 2, ..., n− 2 e m 6= k − 1 + i

(1− µg(1− am,m))g
′(yt), m = k − 1 + i.

(4.57)

Os 
oe�
ientes em (4.54) e (4.57) são as entradas da matriz JB
S⊥

(ver

[5℄). Em 
onsequên
ia disso podemos es
rever JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, sendo

C̃ = [c̃i,j] 
onforme des
rito em (4.46), M̃ 
onforme (4.47) e D̃t 
onforme (4.48).

Esta separação de JB(st) em JBS
(st) e JB

S⊥
(st) 
onstruída até aqui,


omo já des
rito anteriormente, tem por objetivo identi�
ar 
omo o Ja
obiano atua

nos subespaços S e S⊥
, separadamente.

Como S é J-invariante, perturbações neste subespaço permane
em nele

após a ação de J . A preo
upação é 
om as perturbações em S⊥
, que 
omo são
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transversais ao subespaço de sin
ronia, devem tender a zero para que tenhamos

garantia de estabilidade assintóti
a do estado par
ialmente sin
ronizado.

Trabalhando na base B, através da linearização do sistema (4.4) em

torno de st, obtemos a seguinte equação para a perturbação:

∆t+1 = JB(st)∆t, (4.58)

onde ∆t = [ǫ1 ǫ2 ǫ3 ... ǫn]
T
é um vetor perturbação em R

n
.

Pela de
omposição de JB = JBS
⊕ JB

S⊥
, pode-se analisar 
omo a

perturbação se 
omporta em 
ada subespaço separadamente. É su�
iente para os

nossos objetivos analisar a evolução de um vetor perturbação ∆t ∈ R
n−2

transversal

à órbita sin
ronizada, ou seja, podemos trabalhar apenas 
om

∆t+1 = JB
S⊥

(st)∆t, (4.59)

em lugar de (4.58).

Sendo ∆0 a perturbação ini
ial, obtemos a partir de (4.59),

∆t = JB
S⊥

(st−1)JB
S⊥

(st−2)...JB
S⊥

(s0)∆0. (4.60)

Desta forma, a perturbação tenderá a zero quando t → ∞ se, e somente

se

lim
τ→∞

‖ Pτ−1Pτ−2...P0 ‖
1

τ < 1, (4.61)

onde Pτ = JB
S⊥

(sτ ), τ = 0, 1, 2, ....

Em resumo, podemos 
al
ular a taxa média de 
res
imento transversal

e paralelo da perturbação de uma trajetória par
ialmente sin
ronizada. Tais taxas,

são 
hamadas respe
tivamente de número de Lyapunov transversal, obtido a partir

de (4.61) e representado por

L⊥ = lim
τ→∞

‖ JB
S⊥

(sτ−1)JB
S⊥

(sτ−2)...JB
S⊥

(s1)JB
S⊥

(s0) ‖1/τ , (4.62)
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e o número de Lyapunov paralelo, que é obtido da mesma forma que L⊥, e

representado por

L// = lim
τ→∞

‖ JBS
(sτ−1)JBS

(sτ−2)...JBS
(s1)JBS

(s0) ‖1/τ . (4.63)

Seja As o atrator em S e seja ρ uma medida de probabilidade

F -invariante 
om suporte em As, onde F : Rn → R
n
é a apli
ação que des
reve

a dinâmi
a em (4.3). O teorema de Oselede
 [8℄ pode ser usado para garantir a

existên
ia dos limites a
ima para todas as órbitas em As, ex
eto para um 
onjunto de

medida ρ-nula. Se assumirmos ainda que ρ é ergódi
a, os números de Lyapunov L⊥ e

L// são ρ-quase sempre 
onstantes [27℄. Os resultados obtidos até aqui en
ontram-se

resumidos no seguinte teorema.

Teorema 1. Seja F : R
n → R

n
a apli
ação que des
reve a dinâmi
a da

metapopulação dada em (4.4). Supondo que a matriz de 
one
tividade C satisfaz

(4.11) e (4.23).

1- Existe uma base de R
n
, tal que, nessa base, C admite uma de
omposição em

blo
os na forma C = Ĉ ⊕ C̃, onde Ĉ é a matriz 2 × 2 des
rita em (4.44), e C̃ é a

matriz (n − 2) × (n − 2) des
rita em (4.46). Na mesma base, a matriz Ja
obiana

apli
ada na trajetória par
ialmente sin
ronizada J(st) = DF (st), também admite

uma de
omposição em blo
os, na forma J(st) = JBS
(st)⊕ JB

S⊥
(st), onde

JBS
(st) = [I − (I − Ĉ)M̂ ]D̂t, 
om M̂ = diag(µf , µg) e D̂t = diag(f ′(xt), g

′(yt)).

E ainda,

JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t,


om M̃ = diag(
k−1

︷ ︸︸ ︷
µf , ..., µf ,

n−k−1
︷ ︸︸ ︷
µg, ..., µg) e D̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)).

2- Se As é um atrator em S e ρ uma medida ergódi
a F -invariante 
om suporte em

As, então os números de Lyapunov transversal e paralelo de uma órbita em As são

ρ-quase sempre 
onstantes, e são dados respe
tivamente por

L⊥ = lim
τ→∞

‖ JB
S⊥

(sτ−1)JB
S⊥

(sτ−2) . . . JB
S⊥

(s1)JB
S⊥

(s0) ‖
1

τ
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e

L// = lim
τ→∞

‖ JBS
(sτ−1)JBS

(sτ−2) . . . JBS
(s1)JBS

(s0) ‖
1

τ .

4.2 Análise para os Diferentes Tipos de Rede

Nesta seção, obtemos uma expressão para a solução par
ialmente

sin
ronizada (4.12), e também para o número de Lyapunov transversal (4.62), para

as redes apresentadas no Capítulo 3.

4.2.1 Rede Global

Conforme já vimos no Capítulo 3, os 
oe�
ientes de 
onexão da rede

global são dados por ci,j= 1

n−1

, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . n. Nessa rede, a soma dos

elementos de 
ada linha e de 
ada 
olunas da matriz C é igual a um, ou seja,

n∑

j=1

ci,j = 1, i = 1, 2, . . . , n e

n∑

i=1

ci,j = 1, j = 1, 2, . . . , n. Portanto, para essa rede

espe
í�
a, 
aso tenhamos µf = µg e f(x) = g(x), então o sistema em (4.4) é igual

ao sistema em (4.2).

Esse tipo de rede, de fá
il manipulação algébri
a, torna possível algumas


on
lusões a respeito do sistema metapopula
ional. Como sabemos de (3.7) que

α = k−1
n−1

, β = n−k
n−1

, γ = k
n−1

e δ = n−k−1
n−1

, a solução par
ialmente sin
ronizada,

apresentada em (4.12), pode ser rees
rita 
omo







xt+1 = (1− µf)f(xt) +
µf

n−1
(k − 1)f(xt) +

µg

n−1
(n− k)g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) +
µf

n−1
kf(xt) +

µg

n−1
(n− k − 1)g(yt).

(4.64)

Para o 
aso extremo em que k = 1, ou seja, apenas um sítio possui taxa

de migração dada por µf , temos







xt+1 = (1− µf)f(xt) + µgg(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) +
µf

n−1
f(xt) +

µg

n−1
(n− 2)g(yt).

(4.65)
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Para o outro 
aso extremo em que apenas um sítio possui taxa de

migração dada por µg, ou seja, k = n−1, então a solução par
ialmente sin
ronizada

adquire a forma







xt+1 = (1− µf)f(xt) +
µf

n−1
(n− 2)f(xt) +

µg

n−1
g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µff(xt).
(4.66)

Sendo a matriz C̃ dada por (4.46) e 
onsiderando (3.5), obtemos

C̃ = − 1

n− 1
I. (4.67)

Substituindo (4.67) em JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, resulta em

JB
S⊥

=

[

I −
(

I +
1

n− 1
I

)

M̃

]

D̃t

=

[

I −
(

n

n− 1

)

M̃

]

D̃t. (4.68)

Desta forma, por (4.62)

L⊥ = lim
τ→∞

∥
∥
∥
∥

[

I −
(

n

n− 1

)

M̃

]

D̃τ−1 . . .

[

I −
(

n

n− 1

)

M̃

]

D̃0

∥
∥
∥
∥

1/τ

. (4.69)

Note que estamos trabalhando apenas 
om matrizes diagonais, e

portanto podemos es
rever (4.69) 
omo

L⊥ = lim
τ→∞

∥
∥
∥
∥

[

I −
(

n

n− 1

)

M̃

]τ

D̃τ−1 . . . D̃1D̃0

∥
∥
∥
∥

1/τ

. (4.70)

A norma matri
ial utilizada é a norma espe
tral ou eu
lidiana,

representada pelo maior valor singular da matriz, ou seja, dada uma matriz A,

temos que ‖ A ‖2=
√
λmaxATA, onde λ é autovalor de ATA, 
onforme [11℄. O

fato de estarmos trabalhando 
om matrizes diagonais fa
ilita muito os 
ál
ulos, pois

nesse 
aso, a norma espe
tral é também o módulo do maior autovalor do produto

de matrizes em (4.70). Portanto,

L⊥ = lim
τ→∞

[

max

(∣
∣
∣
∣

(

1− n

n− 1
µf

)τ

f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

(

1− n

n− 1
µg

)τ

g′(yτ−1) . . . g
′(y0)

∣
∣
∣
∣

)] 1

τ

, (4.71)
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e ainda,

L⊥ = lim
τ→∞

max

(∣
∣
∣
∣

(

1− n

n− 1
µf

)τ

f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)

∣
∣
∣
∣

1

τ

,

∣
∣
∣
∣

(

1− n

n− 1
µg

)τ

g′(yτ−1) . . . g
′(y0)

∣
∣
∣
∣

1

τ

)

L⊥ = max

(∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µf

∣
∣
∣
∣
lim
τ→∞

|f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)|

1

τ ,

∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µg

∣
∣
∣
∣
lim
τ→∞

|g′(yτ−1) . . . g
′(y0)|

1

τ

)

. (4.72)

Finalmente, de forma mais 
ompa
ta, podemos designar o número de

Lyapunov transversal para a rede global por

L⊥ = max

(∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µf

∣
∣
∣
∣
Lx,

∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µg

∣
∣
∣
∣
Ly

)

, (4.73)

onde

Lx = lim
τ→∞

|f ′(xτ−1) . . . f
′(x1)f

′(x0)|
1

τ , (4.74)

e

Ly = lim
τ→∞

|g′(yτ−1) . . . g
′(y1)g

′(y0)|
1

τ . (4.75)

Note que segundo (4.73), 
ada cluster possui o seu número de Lyapunov

transversal e o maior deles é o L⊥ pro
urado. Ainda, a forma 
om que foi es
rito

(4.73) permite observar que, em 
ada cluster, o número de Lyapunov transversal é


al
ulado 
omo o produto de uma 
omponente asso
iada à rede e à taxa de migração,

e outra 
omponente dependente da dinâmi
a lo
al. Se uma das taxas de migração

for zero, então o número de Lyapunov transversal do seu respe
tivo cluster depende

apenas da 
omponente de dinâmi
a lo
al.

É possível per
eber também que se n → ∞ e µf,g → 1 então L⊥ → 0

e nesse 
aso sempre o
orre sin
ronização par
ial. Esse resultado indi
a que quanto

maior o número de sítios em uma metapopulação e mais intensa a migração entre

os diversos sítios, maior é a 
han
e de haver sin
ronização par
ial, em uma rede do

tipo global.
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Vale lembrar que (xt, yt) é a trajetória dada por (4.64) e dessa forma,

Lx e Ly não são os mesmos que o número de Lyapunov para a dinâmi
a lo
al, no


aso de um sítio isolado.

4.2.2 Rede Global Ponderada

Sendo dada por (3.8) a matriz de 
onexão para a rede global ponderada

e 
onsiderando (3.9) e (4.12) , podemos es
rever a evolução temporal da dinâmi
a

par
ialmente sin
ronizada 
omo







xt+1 = (1− µf )f(xt) + µf
a(k−1)

ak+n−k−a
f(xt) + µg

n−k
k+a(n−k)−a

g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µf
k

ak+n−k−a
f(xt) + µg

a(n−k−1)
k+a(n−k)−a

g(yt).
(4.76)

Ainda 
onsiderando (3.8) e seja C̃ dada por (4.46), obtemos

C̃ =

















− a
ak+n−k−a

0 · · · 0 · · · 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. − a
ak+n−k−a

0 0

0 − a
k+a(n−k)−a

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

0 · · · 0 · · · 0 − a
k+a(n−k)−a

















. (4.77)

Substituindo (4.77) em JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, resulta

JB
S⊥

=

















σ1f
′(xt) 0 · · · 0 · · · 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. σ1f
′(xt) 0 0

0 σ2g
′(yt)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

0 · · · 0 · · · 0 σ2g
′(yt)

















, (4.78)

onde σ1 = [1 − µf(1 +
a

ak+n−k−a
)], σ2 = [1− µg(1 +

a
k+a(n−k)−a

)] e (xt, yt) são dados

por (4.76).
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Dessa forma, utilizando (4.62), o número de Lyapunov transversal para

a rede global ponderada é dado por

L⊥ = lim
τ→∞

‖ JB
S⊥

(sτ−1)JB
S⊥

(sτ−2) . . . JB
S⊥

(s1)JB
S⊥

(s0) ‖
1

τ

= lim
τ→∞

[max(|στ
1f

′(xτ−1) . . . f
′(x0)|, |στ

2g
′(yτ−1) . . . g

′(y0)|)]
1

τ

= max(|σ1|Lx, |σ2|Ly), (4.79)


om Lx e Ly já de�nidos anteriormente em (4.74) e (4.75), respe
tivamente.

Nessa rede não há possibilidade da existên
ia da solução 1− cluster, já

que a soma das linhas da matriz C são diferentes de um.

4.2.3 Rede Bipartida

Sendo que para a rede bipartida temos α = 0, β = n−k
k
, γ = k

n−k
e

δ = 0, a solução 2− clusters des
rita por (4.12) adquire a forma







xt+1 = (1− µf)f(xt) + µg
n−k
k
g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µf
k

n−k
f(xt).

(4.80)

Para o 
aso em que n = 2k, então temos β = γ = 1 e a dinâmi
a (4.80)

a
ima torna-se 





xt+1 = (1− µf)f(xt) + µgg(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) + µff(xt).
(4.81)

Neste 
aso espe
í�
o temos a soma das linhas e 
olunas da matriz C

iguais a um e portanto é possível a formação da solução 1−cluster, quando µf = µg

e f(x) = g(x).

Considerando a matriz de 
onexão C dada por (3.12) e seja C̃ de�nida

em (4.46), obtemos C̃ = [0], ou seja, todos os elementos da matriz C̃ são nulos.
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Substituíndo C̃ em JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, resulta

JB
S⊥

= [I − (I − 0)M̃ ]D̃t

= [I − M̃ ]D̃t. (4.82)

Para o 
ál
ulo do número de Lyapunov transversal, utilizando (4.62),

temos

L⊥ = lim
τ→∞

‖ JB
S⊥

(sτ−1)JB
S⊥

(sτ−2) . . . JB
S⊥

(s1)JB
S⊥

(s0) ‖
1

τ

= lim
τ→∞

‖ (I − M̃)D̃τ−1 . . . (I − M̃)D̃1(I − M̃)D̃0 ‖
1

τ

= lim
τ→∞

‖ (I − M̃)τD̃τ−1 . . . D̃1D̃0 ‖
1

τ

= lim
τ→∞

[max(|(1 − µf)
τf ′(xτ−1) . . . f

′(x0)|, |(1− µg)
τg′(yτ−1) . . . g

′(y0)|)]
1

τ

= lim
τ→∞

max(|(1− µf)||f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)|

1

τ , |(1− µg)||g′(yτ−1) . . . g
′(y0)|

1

τ )

= max(|(1− µf)| lim
τ→∞

|f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)|

1

τ , |(1− µg)| lim
τ→∞

|g′(yτ−1) . . . g
′(y0)|

1

τ )

= max(|(1− µf)|Lx, |(1− µg)|Ly), (4.83)


om Lx e Ly de�nidos por (4.74) e (4.75), respe
tivamente.

Repare que diferentemente das redes anteriores, o número de Lyapunov

transversal para a rede bipartida não depende do número de sítios, ou seja, não

depende do parâmetro n, o que signi�
a que o fato de haver ou não a sin
ronização

par
ial independe do número de sítios que 
ompõem uma metapopulação. Já de

forma semelhante às redes anteriores, aqui também quanto maior a intensidade da

migração, maior é a possibilidade de haver sin
ronização par
ial.

4.2.4 Rede 1/2

A rede 1/2 é mais um dos 
asos em que a soma das linhas e das 
olunas

da matriz C são iguais a um e portanto, quando µf = µg e f(x) = g(x), o sistema

em (4.4) torna-se igual ao sistema (4.2).
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Como é possível fazer os 
ál
ulos e obter os parâmetros α = n+k−4
2(n−2)

, β =

n−k
2(n−2)

, γ = k
2(n−2)

e δ = 2n−k−4
2(n−2)

, rees
revemos a solução par
ialmente sin
ronizada


omo segue:







xt+1 = (1− µf)f(xt) +
µf

2(n−2)
(n+ k − 4)f(xt) +

µg

2(n−2)
(n− k)g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) +
µf

2(n−2)
kf(xt) +

µg

2(n−2)
(2n− k − 4)g(yt).

(4.84)

Diferentemente das redes trabalhadas anteriormente, para a rede 1/2 a

matriz C̃ não é uma matriz diagonal e nem nula, o que impede obter uma fórmula

do número de Lyapunov transversal 
om separação entre a 
omponente de dinâmi
a

vital e o restante dos parâmetros. Neste 
aso, de forma um pou
o mais trabalhosa,

para as simulações numéri
as 
al
ulamos o L⊥ diretamente da fórmula em (4.62).

4.2.5 Rede Grupo Preferen
ial

Para a rede grupo preferen
ial, apenas a soma das 
olunas da matriz C

é igual a um, obtendo diferentes valores na soma das linhas.

Dados α = 0, β = n−k
n−1

, γ = k
n−k

e δ = n−k−1
n−1

, rees
revemos a solução

2-clusters 
omo:







xt+1 = (1− µf)f(xt) +
µg

n−1
(n− k)g(yt),

yt+1 = (1− µg)g(yt) +
µf

n−k
kf(xt) +

µg

n−1
(n− k − 1)g(yt).

(4.85)

Após alguns 
ál
ulos obtemos a matriz C̃ que é diagonal e dada por

C̃ = diag







k−1
︷ ︸︸ ︷

0, 0, ..., 0,

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

− 1

n− 1
,− 1

n− 1
, ...,− 1

n− 1







. (4.86)

Substituindo (4.86) em JB
S⊥

= [I − (I − C̃)M̃ ]D̃t, podemos rees
rever

o número de Lyapunov transversal 
omo

L⊥ = lim
τ→∞

∥
∥
∥ED̃τ−1 . . . ED̃1ED̃0

∥
∥
∥

1/τ

, (4.87)
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onde,

E = diag






k−1
︷ ︸︸ ︷

1− µf , 1− µf , ..., 1− µf ,

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

1− n

n− 1
µg, 1−

n

n− 1
µg, ..., 1−

n

n− 1
µg




 .

(4.88)

Continuando em (4.87), temos

L⊥ = lim
τ→∞

∥
∥
∥EτD̃τ−1 . . . D̃1D̃0

∥
∥
∥

1/τ

, (4.89)

e ainda,

L⊥ = lim
τ→∞

[max (|(1− µf)
τ f ′(xτ−1) . . . f

′(x0)| , (4.90)

∣
∣
∣
∣

(

1− n

n− 1
µg

)τ

g′(yτ−1) . . . g
′(y0)

∣
∣
∣
∣

)] 1

τ

,

ou,

L⊥ = max
(

|1− µf | lim
τ→∞

|f ′(xτ−1) . . . f
′(x0)|

1

τ , (4.91)

∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µg

∣
∣
∣
∣
lim
τ→∞

|g′(yτ−1) . . . g
′(y0)|

1

τ

)

.

E �nalmente, o número de Lyapunov transversal para a rede grupo

preferen
ial é dado por

L⊥ = max

(

|1− µf |Lx,

∣
∣
∣
∣
1− n

n− 1
µg

∣
∣
∣
∣
Ly

)

, (4.92)


om Lx e Ly de�nidos por (4.74) e (4.75), respe
tivamente.

Como era de se esperar pela de�nição da rede grupo preferen
ial, o

número de Lyapunov transversal para o grupo 
om dinâmi
a vital dada por f(x)

é 
al
ulado da mesma forma que na rede bipartida. Já no grupo em que temos a

função g(x), o 
ál
ulo do número de Lyapunov transversal se dá 
omo na rede global.

Assim, podemos 
on
luir que a rede grupo preferen
ial é uma fusão das redes global

e bipartida.
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4.3 Resultados Numéri
os

As simulações numéri
as são apresentadas de modo a demonstrar e

exempli�
ar os resultados analíti
os obtidos.

Nesta seção, em todas as simulações numéri
as estamos utilizando

f(x) = g(x) = xer(1−x)

om o objetivo de avaliar os efeitos de taxas de migração

diferentes enquanto a dinâmi
a lo
al é a mesma. Os resultados para f(x) 6= g(x)

são apresentados no Capítulo 6.

A diversidade nas simulações en
ontra-se nos diferentes tipos de matriz

de 
onexão C, na variação dos parâmetros r, número de sítios e taxas de migração.

Quando utilizamos a rede global ponderada, temos ainda a variação do parâmetro

não negativo a, que pode ser a > 1 e nesse 
aso a migração é mais forte entre os

sítios de um mesmo cluster, ou podemos ter a < 1 e assim a migração é mais intensa

entre sítios de clusters distintos.

Com respeito ao parâmetro r, os valores es
olhidos perten
em à região

de dinâmi
a 
aóti
a da função de Ri
ker. Utilizamos r = 2, 8 onde seu respe
tivo

número de Lyapunov é dado por L = 1, 2712, r = 3, 0 onde L = 1, 4268 e r = 4, 0

onde L = 1, 6154, lembrando que L > 1 indi
a 
aoti
idade na dinâmi
a da função.

Para realizar os experimentos numéri
os 
omputa
ionais utilizamos o

software MATLAB.

Nas próximas seções apresentamos os resultados grá�
os das simulações

juntamente 
om sua análise, lembrando que nossa atenção 
on
entra-se na dinâmi
a

par
ialmente sin
ronizada, mais que isso, queremos avaliar o 
omportamento do

sistema próximo ao estado sín
rono, saber se ele é sensível ou não a pequenas

perturbações.
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4.3.1 Número de Lyapunov Transversal

Com o objetivo de monitorar em quais 
asos e sob que 
ondições a

sin
ronização par
ial (no nosso trabalho, solução 2-clusters) é estável, 
al
ulamos o

número de Lyapunov transversal, representado por L⊥, para diferentes parâmetros

e 
onexões.

Nos grá�
os 
onstruídos expondo o parâmetro µf no eixo horizontal e

µg no eixo verti
al, �xamos o valor de r, a matriz de 
onexão e o número de sítios,

enquanto os valores de µf e µg variam de 0 até 1. Para uma série de valores de µf e µg

é 
al
ulado o número de Lyapunov transversal e, quando o resultado obtido é L⊥ > 1,

ou seja, quando para tal ponto (µf , µg) a solução par
ialmente sin
ronizada é instável

a uma pequena perturbação, então plotamos este ponto, fazendo 
om que a região de

parâmetros para a qual é obtido instabilidade sín
rona seja identi�
ada pela região

es
ura do grá�
o. As 
ondições ini
iais são tomadas par
ialmente sin
ronizadas,


onforme equações em (4.12). Para 
ada valor (µf , µg) 
al
ula-se o número de

Lyapunov transversal utilizando 1.000 iterações, após des
arte de 10.000 iterações

transientes na órbita.

Em 
ada tipo de rede simulamos resultados utilizando r = 2, 8 e r = 4, 0

para um total de n = 20 sítios, para dois valores distintos de k, a saber, k = 20
2
= 10

(metade em 
ada grupo), e k = 20
5
(um grupo 
om

1
4
do total de sítios e outro grupo


om

3
4
do total de sítios). Com o objetivo de avaliar os efeitos 
ausados pelo número

total n de sítios, para r = 2, 8, aumentamos propor
ionalmente os valores de n e k

(mantendo 
onstante a razão

n
k
, sendo 2 para o primeiro 
aso e 4 para o segundo)

para os dois 
asos em estudo. A úni
a ex
eção é a rede 1/2 que pela di�
uldade de se

trabalhar 
om números grandes de n, quando r = 2, 8 reduzimos propor
ionalmente

os valores de n e k ao invés de aumentarmos, 
onforme as outras redes.

Algumas 
on
lusões podem ser obtidas através das Figuras 4.1 e 4.2 que

dizem respeito às simulações utilizando a rede global. Observamos uma quantidade
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muito maior de pontos de instabilidade para r = 2, 8 do que para r = 4, 0. Outra


ara
terísti
a é que quanto menor o número de sítios, maior é região de estabilidade

do estado sín
rono para valores pequenos de µf e µg. Para r = 2, 8, Figura 4.1,

há uma 
on
entração de pontos de instabilidade que se en
ontram nos valores de

µf e µg menores de aproximadamente 0,45. Para r = 4, 0, Figuras 4.2, não existe

uma 
on
entração notável de pontos de instabilidade para uma determinada faixa

de valores de µf e µg, mas, ainda assim é possível per
eber que o sistema é estável

quando pelo menos uma das taxas de migração é maior que aproximadamente 0, 65.

Esses resultados são 
ondizentes 
om os resultados analíti
os obtidos para a rede

global.

Quando simulamos metapopulações 
om a rede global ponderada,

Figuras 4.3 a 4.6, também observamos uma pequena diferença aumentando o número

de sítios de forma propor
ional em 
ada cluster, novamente a região de instabilidade

tornou-se um pou
o maior. Comparando as Figuras 4.1 e 4.3, é notável a semelhança

entre as regiões formadas pelos pontos de instabilidade para as redes global e

global ponderada quando a = 0, 5 e r = 2, 8. Ainda para a = 0, 5, em todos os


asos simulados temos estabilidade sín
rona quando pelo menos uma das taxas de

migração é maior que aproximadamente 0, 75.

Para a = 2, Figuras 4.5 e 4.6, é possível observar uma quantidade

signi�
ativamente maior de pontos de instabilidade para r = 2, 8 do que para r =

4, 0, resultado este que é igual ao obtido para a rede global. A diferença aqui é que

para r = 4, 0, no 
aso em que não temos simetria na distribuição de sítios entre

os dois grupos (k = 5), obtemos pontos de instabilidade mesmo quando µg assume

valores próximos de 1. Porém, quando apenas µf , ou ambos µf e µg aproximam-se

de 1, temos estabilidade.

As Figuras 4.7 e 4.8 exibem as simulações numéri
as utilizando a rede

bipartida. Para r = 2, 8 o diferen
ial nesta rede é a observação de pontos de

instabilidade do estado par
ialmente sín
rono quando uma das taxas de migração
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assume valores próximos ou igual a 1, enquanto a outra taxa de migração tem seus

valores próximos ou iguais a 0. Biologi
amente, temos o 
aso em que na população

de um grupo de sítios a migração é intensa, enquanto na população do outro grupo

não o
orre migração ou o
orre mas é pou
o intensa.

Para um melhor entendimento, a Figura 4.9 mostra o número de

Lyapunov transversal 
al
ulado em função de µf para as redes global e bipartida

quando µg = 0, 15, n = 20, k = 5 e r = 2, 8. Ou seja, trata-se de uma 
omparação

entre as Figuras 4.1 (a) e 4.7 (a), �xando mais um parâmetro, o µg. Nas Figuras

4.9 (a) e (b), a linha tra
ejada indi
a L⊥ = 1, ou seja, é o ponto onde o
orre a

mudança na estabilidade da solução par
ialmente sin
ronizada. Repare que para

a rede global, Figura (a), o número de Lyapunov, entre pequenas os
ilações, vai

diminuindo gradativamente, 
omeçando maior que 1 até que em aproximadamente

µf = 0, 4 ele se torna menor que 1. Já para a rede bipartida, Figura (b), o número de

Lyapunov transversal os
ila entre valores maiores e menores que 1 várias vezes. Um

resultado interessante é que, justamente ao 
ontrário da rede global, temos L⊥ < 1

para os valores menores de µf , e, L⊥ > 1 para os valores maiores de µf .

Também ao 
ontrário da rede global, na rede bipartida os pontos de

instabilidade aumentam 
onforme o parâmetro r aumenta de r = 2, 8 para r = 4, 0.

Outra diferença, de a
ordo 
om os resultados numéri
os representados pela Figura

4.7 e outros que julgamos desne
essário exibir, esta rede não apresenta sensibilidade

quanto ao número de sítios. Este resultado já era esperado, devido ao número de

Lyapunov transversal que independe de n na rede bipartida.

É possível ainda observar, segundo resultados de simulações, que para

r = 4 a rede bipartida é a rede que 
on
entra a maior quantidade de valores de µf e

µg para os quais temos instabilidade sín
rona, quando 
omparada às outras redes.

Começando pela Figura 4.10 
omo representante da rede 1/2, sua

análise trouxe a surpresa de ter aumentada a sua região de instabilidade no espaço
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µfµg (maior número de pontos nos quais o sistema é instável). Veri�
amos a

possibilidade desta sensibilidade ao parâmetro n estar sendo 
ausada pelo uso de um

número reduzido de sítios, ou seja, apenas 8 sítios foram utilizados nas simulações

numéri
as (a) e (
). Para tirar essa dúvida, simulamos a mesma quantidade de

sítios para a rede global, a qual não exibe a mesma sensibilidade quanto ao número

de sítios. Dessa forma, é possível 
on
luir que a rede 1/2 é a rede para a qual o

número de Lyapunov transversal possui a maior dependên
ia do número total de

sítios, quando 
omparada às outras redes. Para r = 4, Figura 4.11, o número de

pontos de instabilidade diminuem bastante.

Por último a rede grupo preferen
ial, Figuras 4.12 e 4.13, apresenta

em seus grá�
os um misto de resultados obtidos pelas redes bipartida e global, que


ondizem 
om a forma de 
onstrução desta rede e os resultados analíti
os obtidos

para ela.
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Figura 4.1: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global e r = 2, 8. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 160 e k = 40 (
) n = 20 e

k = 10 (d) n = 160 e k = 80.
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Figura 4.2: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 20 e k = 10.
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Figura 4.3: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global ponderada (
om a = 0, 5) e r = 2, 8. (a) n = 20 e k = 5 (b)

n = 160 e k = 40 (
) n = 20 e k = 10 (d) n = 160 e k = 80.
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Figura 4.4: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global ponderada (
om a = 0, 5) e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b)

n = 20 e k = 10.
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Figura 4.5: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global ponderada (
om a = 2) e r = 2, 8. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 160

e k = 40 (
) n = 20 e k = 10 (d) n = 160 e k = 80.
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Figura 4.6: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

global ponderada (
om a = 2) e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 20

e k = 10.
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Figura 4.7: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a rede

bipartida e r = 2, 8. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 160 e k = 40 (
) n = 20

e k = 10 (d) n = 160 e k = 80.
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Figura 4.8: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg, para a

rede bipartida e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 20 e k = 10.
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Figura 4.9: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf para µg = 0, 15,

r = 2, 8, n = 20 e k = 5. (a) Rede global (b) Rede bipartida.
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Figura 4.10: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a

rede 1/2 e r = 2, 8. (a) n = 8 e k = 2 (b) n = 20 e k = 5 (
) n = 8 e

k = 4 (d) n = 20 e k = 10.
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Figura 4.11: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a

rede 1/2 e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 20 e k = 10.
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Figura 4.12: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a

rede grupo preferen
ial e r = 2, 8. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 160 e

k = 40 (
) n = 20 e k = 10 (d) n = 160 e k = 80.



59

(a)

µ
f

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

µ
g

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

L
⊥

 > 1

(b)

µ
f

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

µ
g

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

L
⊥

 > 1

Figura 4.13: Número de Lyapunov transversal (L⊥) em função de µf e µg para a

rede grupo preferen
ial e r = 4, 0. (a) n = 20 e k = 5 (b) n = 20 e

k = 10.

4.3.2 Densidade Popula
ional

Nesta seção os resultados das simulações são des
ritos através de dois

tipos de grá�
os: 1) Densidades xi
t em 
ada sítio i = 1, 2, . . . , 40 (eixo verti
al),

e em 
ada instante de tempo t = 1, 2, . . . , 30 (em ex
eção, para a rede 1/2

trabalhamos 
om um total de n = 20 sítios); 2) Séries temporais para a densidade

xi
t, em um sítio i espe
í�
o, em função de t = 1, 2, . . . , 30. Em ambos os grá�
os,

t = 1 
orresponde ao primeiro instante de tempo, após des
artar 9970 transientes.

Queremos 
om isso veri�
ar a evolução da população nos sítios 
om o passar do

tempo, os possíveis padrões formados pelas densidades e a sensibilidade da órbita

par
ialmente sin
ronizada 
om relação a pequenas perturbações.

As 
ondições ini
iais são tomadas próximas ao estado sín
rono

representado pela equação (4.12), ou seja, da forma

X0 = (x0 + ǫ1, ..., x0 + ǫk, y0 + ǫk+1, ..., y0 + ǫn), (4.93)

onde ǫ = (ǫ1, ..., ǫn) representa uma pequena perturbação à órbita par
ialmente

sin
ronizada e ǫi, i = 1, . . . , n são valores aleatórios perten
entes ao intervalo

(0;0,01).
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Para o primeiro tipo de grá�
o, as 
élulas são pintadas em seis

tonalidades que variam de bran
o até preto, 
onforme a densidade aumenta.

Para os sítios espe
í�
os do segundo tipo de grá�
o, es
olhemos

aleatoriamente i = 3 do primeiro grupo e i = 38 do segundo grupo (em ex
eção,

para a rede 1/2 temos i = 18 no segundo grupo de sítios). Nestes grá�
os podemos

observar o que a
onte
e na dinâmi
a lo
al dos sítios em 
ada grupo, queremos

des
obrir se houve a formação de padrões na dinâmi
a lo
al ou se ela 
ontinua

sendo 
aóti
a, já que as simulações são realizadas para valores do parâmetro r em

que a dinâmi
a lo
al é 
aóti
a.

Alternadas entre os resultados grá�
os, en
ontram-se tabelas


onstruídas 
om o objetivo de rela
ionar os números de Lyapunov 
om os resultados

de 
ada �gura. Nas tabelas, indi
amos o valor do parâmetro r e 
al
ulamos o

número de Lyapunov para a função de Ri
ker rela
ionado a r (L), o número de

Lyapunov paralelo para o modelo metapopula
ional (L//), o número de Lyapunov

transversal (L⊥), o número de Lyapunov transversal para os primeiros k sítios, e

por último, o número de Lyapunov transversal para os k + 1 até n sítios do modelo

metapopula
ional, lembrando que para a rede 1/2 os dois últimos não podem ser

es
ritos expli
itamente.

Começamos des
revendo alguns resultados interessantes quando a rede

global é utilizada, 
omo nas Figuras 4.14 e 4.15. Nos dois 
asos apresentados,

apesar de estarmos trabalhando 
om parâmetros r para os quais a dinâmi
a lo
al

é 
aóti
a, através do a
oplamento a dinâmi
a lo
al da metapopulação tornou-se

periódi
a, porém, 
ada 
aso apresentou alguma parti
ularidade. Na Figura 4.14 a

densidade popula
ional em 
ada cluster os
ila 
om o mesmo período e fase, porém


om amplitudes diferentes. Já na Figura 4.15 temos apenas a igualdade de período

entre os grupos, ou seja, a dinâmi
a des
reve um 
i
lo de período 4 em ambos os

grupos, 
om diferença de fase e amplitude entre eles.
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Nas �guras des
ritas anteriormente observamos a tendên
ia da migração

em estabilizar a dinâmi
a lo
al 
aóti
a. Porém, de a
ordo 
om a Figura 4.16,

podemos a�rmar que este resultado nem sempre o
orre, já que tal �gura exibe

resultados em que é obtida a sin
ronização par
ial da metapopulação enquanto que

a dinâmi
a lo
al dos sítios 
ontinua sendo 
aóti
a.

Em relação à rede bipartida, as Figuras 4.17, 4.18 e 4.19 mostram

simulações numéri
as nas quais alteramos apenas o valor do parâmetro k, gerando

resultados bem diferentes em 
ada uma delas.

Na Figura 4.17, para k = 10 temos uma metapopulação par
ialmente

sin
ronizada em que a migração tornou a dinâmi
a lo
al um ponto �xo, ou seja,

não há variação na densidade popula
ional dentro de 
ada agrupamento de sítios.

Quando aumentamos o valor de k para 15, Figura 4.18, o estado sín
rono 
ontinua

estável, porém as dinâmi
as lo
ais 
omeçam a os
ilar de forma periódi
a, em

períodos e fases iguais, mas, amplitudes diferentes em 
ada cluster. E �nalmente,

quando passamos para k = 30 o
orre a perda da estabilidade da órbita par
ialmente

sin
ronizada, 
onforme Figura 4.19.

Na Figura 4.20 temos dinâmi
as lo
ais 
aóti
as que os
ilam da mesma

forma nos dois clusters, porém 
om densidades diferentes. Neste exemplo também

temos o 
aso em que o a
oplamento não estabilizou a dinâmi
a lo
al, ela 
ontinua

sendo 
aóti
a.

Na Figura 4.21 visualizamos os resultados para a rede 1/2 utilizando r =

4, 0. Aqui novamente obtemos a tendên
ia estabilizadora 
ausada pelo a
oplamento.

As dinâmi
as lo
ais de 
ada cluster passaram de 
aóti
as para periódi
as de período

2 após o a
oplamento. É interessante notar que em 
ada cluster as os
ilações da

densidade o
orrem em fases 
ontrárias, ou seja, quando em um cluster a população

atinge a sua densidade máxima, no outro ela atinge densidade mínima, e vi
e-versa.
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Apesar dos resultados mostrados na Figura 4.21, temos a Figura 4.22

que mostra que para a rede 1/2 também é possível obter sin
ronização par
ial onde

a dinâmi
a lo
al dos sítios é 
aóti
a, ou seja, é o 
aso em que o a
oplamento não

estabiliza a dinâmi
a lo
al dos sítios.

Com relação aos resultados das Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 podemos 
on
luir

que, 
onforme já mostrado analiti
amente, para L⊥ > 1 temos instabilidade lo
al

do estado par
ialmente sín
rono e para L⊥ < 1 temos estabilidade lo
al. Além

disso, através dos números de Lyapunov paralelo podemos 
on
luir que assegurada

a estabilidade da solução sín
rona, temos 
aos sin
ronizado quando L// > 1 e

periodi
idade sin
ronizada quando L// < 1.

Tabela 4.1: Números de Lyapunov para rede global, 
onforme parâmetros de 
ada

�gura.

r L L// L⊥

∣
∣1− n

n−1
µf

∣
∣Lx

∣
∣1− n

n−1
µg

∣
∣Ly

Figura 4.14 2,8 1,2712 0,8333 0,5566 0,2003 0,5566

Figura 4.15 2,8 1,2712 0,8740 0,8265 0,7699 0,8265

Figura 4.16 3,0 1,4268 1,4086 0,8200 0,7713 0,8200
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Figura 4.14: Para a rede global 
om r = 2, 8, n = 40, k = 10, µf = 0, 8 e µg =

0, 2: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios

espe
í�
os.
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Figura 4.15: Para a rede global 
om r = 2, 8, n = 40, k = 20, µf = 0, 1 e µg =

0, 2: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios

espe
í�
os.
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Figura 4.16: Para a rede global 
om r = 3, n = 40, k = 30, µf = 0, 5 e µg = 0, 04: (a)

Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios espe
í�
os.

Tabela 4.2: Números de Lyapunov para rede bipartida, 
onforme parâmetros de


ada �gura.

r L L// L⊥ (1− µf)Lx (1− µg)Ly

Figura 4.17 2,8 1,2712 0,9000 0,8859 0,1465 0,8859

Figura 4.18 2,8 1,2712 0,4260 0.6873 0.1275 0.6873

Figura 4.19 2,8 1,2712 0,9891 1.0317 1.0317 0.0457

Figura 4.20 3,0 1,4268 1,4017 0.9737 0.9737 0.6279
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Figura 4.17: Para a rede bipartida 
om r = 2, 8, n = 40, k = 10, µf = 0, 4 e

µg = 0, 6: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois

sítios espe
í�
os.
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Figura 4.18: Para a rede bipartida 
om r = 2, 8, n = 40, k = 15, µf = 0, 4 e

µg = 0, 6: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois

sítios espe
í�
os.
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Figura 4.19: Para a rede bipartida 
om r = 2, 8, n = 40, k = 30, µf = 0, 4 e

µg = 0, 6: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois

sítios espe
í�
os.
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Figura 4.20: Para a rede bipartida 
om r = 3, n = 40, k = 20, µf = 0, 5 e µg =

0, 3: (a) Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios

espe
í�
os.

Tabela 4.3: Números de Lyapunov para rede 1/2, 
onforme parâmetros de 
ada

�gura.

r L L// L⊥

Figura 4.21 4,0 1,6154 0,0230 0,0201

Figura 4.22 4,0 1,6154 1,7407 0,8485
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Figura 4.21: Para a rede 1/2 
om r = 4, n = 20, k = 10, µf = 0, 2 e µg = 0, 3: (a)

Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios espe
í�
os.
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Figura 4.22: Para a rede 1/2 
om r = 4, n = 20, k = 10, µf = 0, 9 e µg = 0, 1: (a)

Densidade popula
ional (b) Séries temporais para dois sítios espe
í�
os.

4.4 Con
lusões do Capítulo

Nesse 
apítulo bus
ou-se salientar os efeitos do pro
esso migratório

heterogêneo na formação de clusters. Estabele
emos as 
ondições ne
essárias

para garantir a existên
ia do estado par
ialmente sín
rono para o modelo

metapopula
ional 
om taxa de migração 
onstante des
rito por (4.3).
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Estudamos um 
ritério para a análise assintóti
a da estabilidade lo
al

da solução par
ialmente sin
ronizada do sistema, de�nindo o número de Lyapunov

transversal, através do qual 
on
luímos que para L⊥ < 1 o
orre estabilidade lo
al

da órbita par
ialmente sin
ronizada e para L⊥ > 1 o
orre instabilidade lo
al.

Con
luímos ainda que quando L⊥ < 1 está 
ombinado 
om L// > 1 obtemos


aos sin
ronizado para a dinâmi
a dos grupos, e quando temos L⊥ < 1 juntamente


om L// < 1 obtemos então periodi
idade sín
rona, in
lusive a de período 1, que


orresponde a ponto �xo.

Para as redes global e global ponderada, observamos nas simulações que

quanto mais intenso é o movimento migratório, maior é a possibilidade de formação

de clusters, mesmo que a migração seja intensa em apenas um deles. O mesmo

resultado nem sempre o
orre para as outras redes.

Per
ebemos também que a migração pode alterar a dinâmi
a lo
al dos

sítios, de 
aóti
a para periódi
a (in
lusive ponto �xo).
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5 MODELO METAPOPULACIONAL COM

TAXA DE MIGRAÇ�O DEPENDENTE DA

DENSIDADE

No 
apítulo anterior desenvolvemos um modelo metapopula
ional

heterogêneo 
om taxa de migração 
onstante, obtivemos a expressão que des
reve a

solução par
ialmente sin
ronizada para o sistema e analisamos a sua estabilidade.

Neste 
apítulo, faremos novamente todo este desenvolvimento para um modelo

metapopula
ional heterogêneo onde em 
ada grupo de sítios a taxa de migração

é dada por uma função dependente da densidade lo
al.

Novamente, 
omo no 
apítulo anterior, para t = 1, 2, ..., 
onsideramos

que a dinâmi
a lo
al dos sítios é dada por







xi
t+1 = f(xi

t), i = 1, 2, ..., k

xi
t+1 = g(xi

t), i = k + 1, k + 2, ..., n
(5.1)

onde f e g são funções suaves em [0,∞) 
om valores não-negativos e xi
t ∈ R é a

população do sítio i no tempo t.

Considere a dinâmi
a lo
al des
rita em (5.1), que a 
ada passo de tempo

é seguida pela migração. Como agora queremos in
luir uma migração dependente

da densidade lo
al, temos que ao �nal de 
ada passo de tempo uma fração µf(f(x
i
t))

da população do sítio i, 
om i = 1, 2, . . . , k parte deste sítio para sítios vizinhos. Da

mesma forma, uma fração µg(g(x
i
t)) da população do sítio i, 
om i = k+1, k+2, . . . , n

também parte deste sítio para seus vizinhos, sendo 0 ≤ µf(x), µg(x) ≤ 1.

Desta forma, 
onsiderando o des
rito a
ima e a dinâmi
a em (5.1), o

modelo metapopula
ional heterogêneo 
om migração dependente da densidade lo
al
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é dado por







xi
t+1 = [1− µf(f(x

i
t))]f(x

i
t) +

k∑

j=1

ci,jµf(f(x
j
t))f(x

j
t ) +

n∑

j=k+1

ci,jµg(g(x
j
t))g(x

j
t),

i = 1, 2, ..., k,

xi
t+1 = [1− µg(g(x

i
t))]g(x

i
t) +

k∑

j=1

ci,jµf(f(x
j
t))f(x

j
t ) +

n∑

j=k+1

ci,jµg(g(x
j
t))g(x

j
t),

i = k + 1, k + 2, ..., n.

(5.2)

A interpretação do sistema (5.2) é a mesma que já des
rita para o

sistema em (4.4).

De�nimos por φf(f(x
i
t)) = µf(f(x

i
t))f(x

i
t) a densidade da população

que parte do sítio i, i = 1, 2, . . . , k no �m do passo de tempo t e por φg(g(x
i
t)) =

µg(g(x
i
t))g(x

i
t) a densidade da população que parte do sítio i, i = k+1, k+2, . . . , n ao

�m do passo do mesmo tempo t. Desta forma, o sistema em (5.2) pode ser rees
rito


omo







xi
t+1 = f(xi

t)− φf(f(x
i
t)) +

k∑

j=1

ci,jφf(f(x
j
t)) +

n∑

j=k+1

ci,jφg(g(x
j
t)),

i = 1, 2, ..., k,

xi
t+1 = g(xi

t)− φg(g(x
i
t)) +

k∑

j=1

ci,jφf(f(x
j
t)) +

n∑

j=k+1

ci,jφg(g(x
j
t)),

i = k + 1, k + 2, ..., n.

(5.3)

Como já temos o modelo, vamos passar agora para o estágio de avaliar

se existe e quais são as 
ondições ne
essárias que possibilitam o apare
imento da

solução par
ialmente sin
ronizada.

Supondo que no tempo t0 o sistema entrou em sin
ronia par
ial, para

todo t ≥ t0 temos,







xi
t = xt, para i = 1, 2, ..., k,

xi
t = yt, para i = k + 1, k + 2, ..., n.

(5.4)
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Assim, dados (5.3) e (5.4), obtemos para t ≥ t0






xt+1 = f(xt)− φf (f(xt)) +
k∑

j=1

ci,jφf(f(xt)) +
n∑

j=k+1

ci,jφg(g(yt)),

i = 1, 2, ..., k,

yt+1 = g(yt)− φg(g(yt)) +
k∑

j=1

ci,jφf(f(xt)) +
n∑

j=k+1

ci,jφg(g(yt)),

i = k + 1, k + 2, ..., n.

(5.5)

Novamente, basta olhar para o sistema em (5.5) para per
eber que

pre
isamos de 
ondições espe
iais sobre as linhas da matriz de 
onexão C para

garantir a existên
ia da solução par
ialmente sin
ronizada. Con
luímos que

ne
essitamos das mesmas hipóteses des
ritas no modelo do 
apítulo anterior, ou

seja, 





k∑

j=1

ci,j = α,
n∑

j=k+1

ci,j = β, i = 1, 2, ..., k,

k∑

j=1

ci,j = γ,
n∑

j=k+1

ci,j = δ, i = k + 1, k + 2, ..., n,

(5.6)

onde α, β, γ e δ são 
onstantes não-negativas.

Finalmente, podemos des
rever a equação da solução par
ialmente

sin
ronizada, que devido a (5.6) é dada por







xt+1 = f(xt)− φf(f(xt)) + αφf(f(xt)) + βφg(g(yt)),

yt+1 = g(yt)− φg(g(yt)) + γφf(f(xt)) + δφg(g(yt)),
(5.7)

ou, 





xt+1 = f(xt) + (α− 1)φf(f(xt)) + βφg(g(yt)),

yt+1 = g(yt) + γφf (f(xt)) + (δ − 1)φg(g(yt)).
(5.8)

Veremos a seguir a análise detalhada 
om respeito à estabilidade

assintóti
a do estado par
ialmente sin
ronizado da metapopulação heterogênea

des
rita neste 
apítulo.
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5.1 Análise de Estabilidade do Estado Sín
rono

Com o objetivo de avaliar se órbitas ini
iadas próximas ao estado

par
ialmente sín
rono serão atraídas ou repelidas por ele, vamos analisar o sistema

(5.3) linearizado em torno da órbita par
ialmente sin
ronizada, que é representada

por st = (xt, . . . , xt
︸ ︷︷ ︸

k

, yt, . . . , yt
︸ ︷︷ ︸

n−k

), onde xt e yt satisfazem (5.7).

A matriz Ja
obiana do sistema (5.5), apli
ada em st, é dada por

J(st) =




















[1− φ′
f(f(xt))]f

′(xt) c1,2φ
′
f(f(xt))f

′(xt) · · · c1,kφ
′
f(f(xt))f

′(xt)

c2,1φ
′
f(f(xt))f

′(xt) [1− φ′
f(f(xt))]f

′(xt) · · · c2,kφ
′
f(f(xt))f

′(xt)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ck,1φ
′
f(f(xt))f

′(xt) ck,2φ
′
f(f(xt))f

′(xt) · · · [1− φ′
f(f(xt))]f

′(xt)

ck+1,1φ
′
f(f(xt))f

′(xt) ck+1,2φ
′
f(f(xt))f

′(xt) · · · ck+1,kφ
′
f(f(xt))f

′(xt)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

cn,1φ
′
f(f(xt))f

′(xt) cn,2φ
′
f(f(xt))f

′(xt) · · · cn,kφ
′
f(f(xt))f

′(xt)

c1,k+1φ
′
g(g(yt))g

′(yt) · · · c1,nφ
′
g(g(yt))g

′(yt)

c2,k+1φ
′
g(g(yt))g

′(yt) · · · c2,nφ
′
g(g(yt))g

′(yt)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

ck,k+1φ
′
g(g(yt))g

′(yt) · · · ck,nφ
′
g(g(yt))g

′(yt)
[
1− φ′

g(g(yt))
]
g′(yt) · · · ck+1,nφ

′
g(g(yt))g

′(yt)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

cn,k+1φ
′
g(g(yt))g

′(yt) · · · [1− φ′
g(g(yt))]g

′(yt)




















, (5.9)

ou, de forma mais 
ompa
ta, podemos es
rever J(st) = [αi,j(st)], onde

αi,j(st) =







(1− φ′
f(f(xt)))f

′(xt), se i = j e j = 1, 2, ..., k,

(1− φ′
g(g(yt)))g

′(yt), se i = j e j = k + 1, k + 2, ..., n,

ci,jφ
′
f(f(xt))f

′(xt), se i 6= j e j = 1, 2, ..., k,

ci,jφ
′
g(g(yt))g

′(yt), se i 6= j e j = k + 1, k + 2, ..., n.

(5.10)
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Para simpli�
ar os 
ál
ulos que faremos a seguir, é importante

representar a matriz em (5.9) da seguinte forma:

J(st) = [I − (I − C)Mt]Dt, (5.11)

onde I é a matriz identidade de ordem n × n e C = [ci,j] é a matriz de 
onexão

do sistema, também de ordem n × n. As matrizes Mt e Dt são ambas diagonais,

de�nidas respe
tivamente por

Mt = diag(

k
︷ ︸︸ ︷

φ′

f(f(xt)), ..., φ
′

f(f(xt)),

n−k
︷ ︸︸ ︷

φ′

g(g(yt)), ..., φ
′

g(g(yt))), (5.12)

e

Dt = diag(

k
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)). (5.13)

A ideia para mostrar a estabilidade do estado par
ialmente sín
rono

é a mesma utilizada no Capítulo 4, ou seja, primeiramente pre
isamos 
on
luir

que os subespaços de sin
ronização par
ial S e S⊥
são J(st)-invariantes. Assim,

sendo BS = {v1, v2} 
omo na De�nição 4.1.1 uma base para S e BS⊥ =

{u1, u2, ..., uk−1, w1, w2, ..., wn−k−1} uma base para o subespaço S⊥
de�nida em (4.25)

temos que B = BS ∪ BS⊥ é uma base para R
n = S ⊕ S⊥

, e nesta nova base B, a

matriz Ja
obiana J(st) assume a forma diagonal em blo
os, 
omo já des
rito em

(4.17).

Por se tratar de um pro
esso semelhante ao detalhado no Capítulo 4,

alguns 
ál
ulos são simpli�
ados no de
orrer deste 
apítulo.

Proposição 5.1.1. O subespaço S é J(st)-invariante.

Demonstração. De fato, já mostramos em (4.18) que

Cv1 = αv1 + γv2 ∈ S, (5.14)

e em (4.19) que

Cv2 = βv1 + δv2 ∈ S. (5.15)
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Com algumas 
ontas simples obtemos também que

Mtv1 =

















φ′
f(f(xt))

.

.

.

φ′
f(f(xt))

0
.

.

.

0

















= φ′

f(f(xt))

















1
.

.

.

1

0
.

.

.

0

















= φ′

f(f(xt))v1 ∈ S, (5.16)

e

Mtv2 =

















0
.

.

.

0

φ′
g(g(yt))

.

.

.

φ′
g(g(yt))

















= φ′

g(g(yt))

















0
.

.

.

0

1
.

.

.

1

















= φ′

g(g(yt))v2 ∈ S. (5.17)

Da mesma forma, é fá
il ver que

Dtv1 = f ′(xt)v1 ∈ S,

Dtv2 = g′(yt)v2 ∈ S.
(5.18)

Assim,

J(st)v1 = [I − (I − C)Mt]Dtv1

J(st)v1 = f ′(xt)[I − (I − C)Mt]v1

J(st)v1 = f ′(xt)[v1 − φ′
f (f(xt))(v1 − Cv1

︸︷︷︸

∈S

)] ∈ S.

(5.19)

Seguindo os mesmos passos, obtemos também

J(st)v2 = [I − (I − C)Mt]Dtv2

J(st)v2 = g′(yt)[I − (I − C)Mt]v2

J(st)v2 = g′(yt)[v2 − φ′
g(g(yt))(v2 − Cv2

︸︷︷︸

∈S

)] ∈ S.

(5.20)

Portanto, por (5.19) e (5.20), mostramos que S é J(st)-invariante.
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Proposição 5.1.2. Desde que assumidas as hipóteses em (4.23) sobre as 
olunas

da matriz C, o subespaço S⊥
é J(st)-invariante.

Demonstração. Com efeito, dada a base de S⊥
, BS⊥ =

{u1, u2, ..., uk−1, w1, w2, ..., wn−k−1} 
omo em (4.25), já mostramos na Proposição

4.1.2 que S⊥
é C-invariante, ou seja, já mostramos que para todo vetor ui ∈ BS⊥,

i = 1, 2, . . . , k−1, podemos es
rever Cui 
omo uma 
ombinação linear dos elementos

da base BS⊥,

Cui = a1,iu1 + a2,iu2 + ... + ak−1,iuk−1 + ak,iw1 + ...+ an−2,iwn−k−1, (5.21)

onde os 
oe�
ientes am,i ∈ R, m = 1, 2, ..., n− 2, são dados por







am,i = −cm+1,1 + cm+1,i+1, m = 1, 2, .., k − 1

am,i = −cm+2,1 + cm+2,i+1, m = k, k + 1, ..., n− 2,
(5.22)

e assim, Cui ∈ S⊥
.

Analogamente, Cwi ∈ S⊥
, i = 1, 2, ..., n − k − 1, ou seja, podemos

es
rever Cwi 
omo 
ombinação linear dos elementos da base,

Cwi = a1,k−1+iu1+ ...+ ak−1,k−1+iuk−1+ ak,k−1+iw1+ ...+ an−2,k−1+iwn−k−1, (5.23)

para 
oe�
ientes am,i ∈ R, m = 1, 2, ..., n− 2 dados por







am,k−1+i = −cm+1,k+1 + cm+1,k+i+1, m = 1, 2, .., k − 1

am,k−1+i = −cm+2,k+1 + cm+2,k+i+1, m = k, k + 1, ..., n− 2.
(5.24)

Obtemos fa
ilmente também,

Dtui = f ′(xt)ui e Mtui = φ′
f(f(xt))ui, para i = 1, 2, ..., k − 1,

Dtwi = g′(yt)wi e Mtwi = φ′
g(g(yt))wi, para i = 1, 2, ..., n− k − 1.

(5.25)

Assim,

J(st)ui = [I − (I − C)Mt]Dtui

J(st)ui = f ′(xt)[I − (I − C)Mt]ui

J(st)ui = f ′(xt)[ui − φ′
f(f(xt))(ui − Cui

︸︷︷︸

∈S⊥

)] ∈ S⊥.

(5.26)
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e da mesma forma,

J(st)wi = g′(yt)[wi − φ′
g(g(yt))(wi − Cwi

︸︷︷︸

∈S⊥

)] ∈ S⊥.
(5.27)

donde 
on
luímos que S⊥
é J(st)-invariante.

Em resumo, podemos es
rever o espaço vetorial R
n

omo uma soma

direta de dois subespaços J(st)-invariantes, ou seja, R
n = S⊕S⊥

, onde B = BS∪BS⊥

é uma base de R
n
.

Neste 
aso a restrição JB(st) a 
ada um destes subespaços é um

operador linear, e portanto, podemos es
rever a matriz JB(st) usando os blo
os

das matrizes destas restrições, 
omo em (4.17) (ver [5℄).

É importante observar que a es
olha das bases BS e BS⊥ interfere

apenas na formação dos elementos dentro de 
ada blo
o não-nulo da matriz JB(st),

já que a formação dos blo
os provém da J(st)-invariân
ia dos subespaços S e S⊥
,

sendo esta independente das bases.

Assim, dada por QB = [v1 v2 u1 u2 . . . uk−1 w1 w2 . . . wn−k−1] a

matriz mudança de base da base 
an�ni
a do R
n
para a base B, temos JB(st) =

Q−1
B J(st)QB, 
om J(st) = [I − (I − C)Mt]Dt.

Vamos veri�
ar agora 
omo são formados os blo
os da matriz JB(st),

ou seja, veremos expli
itamente quem são JBS
(st) e JB

S⊥
(st).
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Começando por JBS
(st), pre
isamos 
al
ular os produtos J(st)v1 e

J(st)v2. Podemos es
rever

J(st)v1 = [I − (I − C)Mt]Dtv1

= [I − (I − C)Mt]f
′(xt)v1

= f ′(xt)[v1 − (I − C)Mtv1]

= f ′(xt)[v1 − (I − C)φ′

f(f(xt))v1]

= f ′(xt)v1 − φ′

f(f(xt))f
′(xt)v1 + φ′

f(f(xt))f
′(xt)Cv1

= f ′(xt)v1 − φ′

f(f(xt))f
′(xt)v1 + φ′

f(f(xt))f
′(xt)(αv1 + γv2)

= [1− φ′

f(f(xt))(1− α)]f ′(xt)v1 + φ′

f (f(xt))f
′(xt)γv2. (5.28)

De maneira análoga,

J(st)v2 = [I − (I − C)Mt]Dtv2

= [I − (I − C)Mt]g
′(yt)v2

= g′(yt)[v2 − (I − C)Mtv2]

= g′(yt)[v2 − (I − C)φ′

g(g(yt))v2]

= g′(yt)v2 − φ′

g(g(yt))g
′(yt)v2 + φ′

g(g(yt))g
′(yt)Cv2

= g′(yt)v2 − φ′

g(g(yt))g
′(yt)v2 + φ′

g(g(yt))g
′(yt)(βv1 + δv2)

= φ′

g(g(yt))g
′(yt)βv1 + [1− φ′

g(g(yt))(1− δ)]g′(yt)v2. (5.29)

Por (5.28) e (5.29) temos,

JBS
(st) =




[1− φ′

f(f(xt))(1− α)]f ′(xt) φ′
g(g(yt))g

′(yt)β

φ′
f(f(xt))f

′(xt)γ [1− φ′
g(g(yt))(1− δ)]g′(yt)



 , (5.30)

ou,

JBS
(st) = [I − (I − Ĉ)M̂t]D̂t, (5.31)

onde I é a matriz identidade de ordem 2× 2, e

Ĉ =




α β

γ δ



 , M̂t =




φ′
f(f(xt)) 0

0 φ′
g(g(yt))




e D̂t =




f ′(xt) 0

0 g′(yt)



 .

(5.32)
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Agora, fazendo J(st)ui, i = 1, 2, . . . , k − 1 e J(st)wi, i = 1, 2, . . . , n −
k − 1, vamos obter as 
olunas da matriz JB

S⊥
(st).

Para i = 1, 2, . . . , k − 1,

J(st)ui = [I − (I − C)Mt]Dtui

= [I − (I − C)Mt]f
′(xt)ui

= f ′(xt)[ui − (I − C)Mtui]

= f ′(xt)[ui − (I − C)φ′

f(f(xt))ui]

= f ′(xt)ui − φ′

f(f(xt))f
′(xt)ui + φ′

f(f(xt))f
′(xt)Cui

= f ′(xt)ui − φ′

f(f(xt))f
′(xt)ui +

+φ′

f(f(xt))f
′(xt)

(
k−1∑

m=1

am,ium +
n−k−1∑

m=1

ak−1+m,iwm

)

= φ′

f (f(xt))a1,if
′(xt)u1 + ... + φ′

f(f(xt))ai−1,if
′(xt)ui−1 +

+[1− φ′

f(f(xt))(1− ai,i)]f
′(xt)ui +

+φ′

f(f(xt))ai+1,if
′(xt)ui+1 + ... + φ′

f(f(xt))ak−1,if
′(xt)uk−1 +

+φ′

f(f(xt))ak,if
′(xt)w1 + ...+ φ′

f(f(xt))an−2,if
′(xt)wn−k−1. (5.33)

Em (5.33) obtemos J(st)ui 
omo uma 
ombinação linear dos elementos

da base BS⊥, ou seja, para i = 1, 2, . . . , k − 1,

J(st)ui = b1,iu1 + b2,iu2 + ... + bk−1,iuk−1 + bk,iw1 + ...+ bn−2,iwn−k−1, (5.34)

onde os 
oe�
ientes são dados por

bm,i =







φ′
f(f(xt))am,if

′(xt), m = 1, 2, ..., n− 2 e m 6= i

(1− φ′
f(f(xt))(1− am,m))f

′(xt), m = i.
(5.35)
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Da mesma forma, para i = 1, ..., n− k − 1, temos

J(st)wi = [I − (I − C)Mt]Dtwi

= [I − (I − C)Mt]g
′(yt)wi

= g′(yt)[wi − (I − C)Mtwi]

= g′(yt)[wi − (I − C)φ′

g(g(yt))wi]

= g′(yt)wi − φ′

g(g(yt))g
′(yt)wi + φ′

g(g(yt))g
′(yt)Cwi

= g′(yt)wi − φ′

g(g(yt))g
′(yt)wi +

+φ′

g(g(yt))g
′(yt)

(
k−1∑

m=1

am,k−1+ium +
n−k−1∑

m=1

ak−1+m,iwm

)

= φ′

g(g(yt))a1,k−1+1g
′(yt)u1 + ...+ φ′

g(g(yt))ak−1,k−1+ig
′(yt)uk−1 +

+φ′

g(g(yt))ak,k−1+ig
′(yt)w1 +

+...+ [1− φ′

g(g(yt))(1− ak−1+i,k−1+i)]g
′(yt)wi +

+...+ φ′

g(g(yt))an−2,k−1+ig
′(yt)wn−k−1. (5.36)

Portanto, para i = 1, 2, . . . , n− k − 1,

J(st)wi = b1,k−1+iu1+b2,k−1+iu2+...+bk−1,k−1+iuk−1+bk,k−1+iw1+...+bn−2,k−1+iwn−k−1

(5.37)

⇔ bm,k−1+i =







φ′
g(g(yt))am,k−1+ig

′(yt), m = 1, 2, ..., n− 2 e m 6= k − 1 + i

(1− φ′
g(g(yt))(1− am,m))g

′(yt), m = k − 1 + i.

(5.38)

Os 
oe�
ientes em (5.35) e (5.38) são as entradas da matriz JB
S⊥

(st),


onforme [5℄. Em 
onsequên
ia disso podemos es
rever

JB
S⊥

(st) = [I − (I − C̃)M̃t]D̃t, (5.39)

onde os 
oe�
ientes c̃ij, i, j = 1, 2, . . . , k − 2 da matriz C̃ são dados pelos am,i's

des
ritos em (5.22) e (5.24), ou seja, C̃ é dada 
omo em (4.46).
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Além disso, I é a matriz identidade de ordem n− 2× n− 2,

M̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

φ′

f(f(xt)), ..., φ
′

f(f(xt)),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

φ′

g(g(yt)), ..., φ
′

g(g(yt))) (5.40)

e

D̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)). (5.41)

Como já vimos, para haver estabilidade do estado par
ialmente sín
rono

é ne
essário que as perturbações no subespaço S⊥
estejam tendendo a zero 
om o

passar do tempo. Para veri�
ar quando isso o
orre analisamos separadamente a

evolução de um vetor perturbação ∆t ∈ R
n−2

transversal à órbita sin
ronizada, ou

seja, pre
isamos avaliar a equação da perturbação dada por ∆t+1 = JB
S⊥

(st)∆t.

Sendo ∆0 a perturbação ini
ial, obtemos

∆t = JB
S⊥

(st−1)JB
S⊥

(st−2)...JB
S⊥

(s0)∆0. (5.42)

Olhando para (5.42) é possível per
eber que a perturbação tenderá a

zero para t → ∞ se, e somente se,

lim
τ→∞

‖ Pτ−1Pτ−2...P0 ‖
1

τ < 1, (5.43)

onde Pτ = JB
S⊥

(sτ ), τ = 0, 1, 2, ....

Em (5.43) temos a de�nição do número de Lyapunov tranversal (L⊥),

estabele
endo um 
ritério para a análise de estabilidade do estado par
ialmente

sin
ronizado. De forma semelhante obtemos também o número de Lyapunov paralelo

(L//), 
onforme des
reve o teorema a seguir.

Teorema 2. Seja F : R
n → R

n
a apli
ação que des
reve a dinâmi
a da

metapopulação heterogênea dada em (5.3). Supondo que a matriz de 
one
tividade

C satisfaz (4.11) e (4.23).

1- Existe uma base de R
n
, tal que, nesta base, C admite uma de
omposição em
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blo
os na forma C = Ĉ ⊕ C̃, onde Ĉ é a matriz 2 × 2 des
rita em (4.44), e C̃ é a

matriz (n − 2) × (n − 2) des
rita em (4.46). Na mesma base, a matriz Ja
obiana

apli
ada na trajetória par
ialmente sin
ronizada J(st) = DF (st), também admite

uma de
omposição em blo
os, na forma J(st) = JBS
(st)⊕ JB

S⊥
(st), onde

JBS
(st) = [I − (I − Ĉ)M̂t]D̂t e JB

S⊥
= [I − (I − C̃)M̃t]D̃t,


om

M̂t = diag(φ′

f(f(xt)), φ
′

g(g(yt))),

M̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

φ′

f(f(xt)), ..., φ
′

f(f(xt)),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

φ′

g(g(yt)), ..., φ
′

g(g(yt))),

D̂t = diag(f ′(xt), g
′(yt)) e D̃t = diag(

k−1
︷ ︸︸ ︷

f ′(xt), ..., f
′(xt),

n−k−1
︷ ︸︸ ︷

g′(yt), ..., g
′(yt)).

2- Se As é um atrator em S e ρ uma medida ergódi
a F -invariante 
om suporte em

As, então os números de Lyapunov transversal e paralelo de uma órbita em As são

ρ-quase sempre 
onstantes, e são dados respe
tivamente por

L⊥ = lim
τ→∞

‖ JB
S⊥

(sτ−1)JB
S⊥

(sτ−2) . . . JB
S⊥

(s1)JB
S⊥

(s0) ‖
1

τ

e

L// = lim
τ→∞

‖ JBS
(sτ−1)JBS

(sτ−2) . . . JBS
(s1)JBS

(s0) ‖
1

τ .

5.2 Resultados Numéri
os

A apresentação dos resultados numéri
os está dividida em dois 
asos.

No primeiro 
aso 
onsideramos os efeitos da taxa de migração dependente da

densidade onde as funções de migração µf e µg são iguais, ou seja,

µf(x) =
hf

1 + ebf (1−x)
=

hg

1 + ebg(1−x)
= µg(x), (5.44)

tendo portanto hf = hg e bf = bg, podemos es
rever simplesmente

µ(x) =
h

1 + eb(1−x)
. (5.45)
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No segundo 
aso abordamos os efeitos de hf 6= hg, bf 6= bg e assim

µf 6= µg.

Em ambos os 
asos fazemos uma 
omparação entre os resultados obtidos


onsiderando-se que a dispersão pode o
orrer pelo ex
esso de indivíduos que provo
a

a es
assez de re
ursos naturais (movimento antiagregação, b > 0) ou pela es
assez de

indivíduos que tentam se agrupar na di�
uldade de en
ontrar par
eiros (movimento

de agregação, b < 0) [23℄. Também 
omparamos os resultados para os diferentes

tipos de redes 
one
tivas.

Ademais, 
ontinuamos utilizando a dinâmi
a lo
al de Ri
ker, 
om os

parâmetros rf e rg variando dentro do intervalo [2, 5; 4], sendo f(x) = xerf (1−x)
e

g(x) = xerg(1−x)
.

Como hf e hg representam taxas máximas de migração, seus valores

podem variar dentro do intervalo [0; 1].

Trabalhamos 
om redes em forma de anéis 
í
li
os onde um total de

vinte sítios en
ontram-se inter
one
tados de a
ordo 
om as redes global, global

ponderada, bipartida, 1/2 e grupo preferen
ial, sendo k = 10.

Desta forma, apresentamos, a seguir, as simulações numéri
as para o

modelo metapopula
ional 
om taxa de migração dependente da densidade.

5.2.1 Caso em que µf(x) = µg(x)

Para os resultados numéri
os obtidos nesta seção, 
onsideramos que em

ambos os grupos de sítios a função de migração é a mesma e dada 
onforme (5.45).

Para enfatizar a in�uên
ia dos parâmetros b e h na formação de

clusters, 
al
ulamos o número de Lyapunov transversal em função de rg ∈ [2, 5; 4, 0],

para valores de b iguais a −100,−1, 1 e 100, de h iguais a 0, 1 e 0, 9, mantendo



82

rf = 2, 8 �xo. Lembrando que tomar valores grandes, em módulo, para o parâmetro

b (
omo b = 100 por exemplo), tem por objetivo transformar a função µ(x) em uma

função degrau, 
onforme expli
ado em detalhes no Capítulo 2.

Analisando as �guras apresentadas a seguir, ini
iamos des
revendo as

semelhanças en
ontradas nas diferentes redes, ex
eto na rede 1/2. De modo geral,

quando h = 0, 1 e b = 1 ou h = 0, 1 e b = 100 (Figuras 5.1, 5.3, 5.5, 5.7 e 5.11), temos

valores do parâmetro rg para os quais existe sin
ronização par
ial e também valores

para os quais não existe, estes por sua vez são em menor número e normalmente


on
entrados nos valores menores de rg (apenas a rede bipartida, Figura 5.7, é uma

ex
eção ao último fato 
omentado).

Uma semelhança 
ompartilhada por todas redes é o fato de

prati
amente não haver possibilidade de sin
ronização quando tomamos h = 0, 1

e b = −100 (Figuras 5.1, 5.3, 5.5, 5.7, 5.9 e 5.11). Podemos 
on
luir aqui que uma

migração pou
o intensa entre os sítios vizinhos motivada pela pro
ura de par
eiros

não é uma situação favorável à formação de clusters, independentemente da forma

de 
onexão entre os sítios e dos valores de rg. Contrária a esta situação temos uma

dispersão intensa 
ausada pela 
ompetição entre os indivíduos e pela pro
ura por

re
ursos. Esta 
on
lusão é obtida pelo fato de haver sin
ronização par
ial para todas

as redes e todos os valores do parâmetro rg (Figuras 5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 5.10 e 5.12)

quando tomamos para as simulações numéri
as h = 0, 9 e b = 1 ou, 
om ex
eção da

rede 1/2, h = 0, 9 e b = 100.

Temos apenas alguns 
asos de diferenças a
entuadas nos resultados

quando alternamos entre b = 1 e b = 100 ou b = −1 e b = −100. Um deles o
orre de

forma semelhante nas redes global e global ponderada para a = 0, 5, Figuras 5.2 e

5.6, respe
tivamente. Neste 
aso, quando h = 0, 9 e b = −1 temos uma quantidade


onsiderável de valores de rg para os quais L⊥ > 1. Já quando b = −100 obtemos

apenas L⊥ < 1 para todos os valores de rg.
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O 
aso mais notável provavelmente seja o o
orrido 
om a rede 1/2,

Figura 5.10. Nele, para h = 0, 9 e b = 1 temos L⊥ < 1 para todos os valores de

rg. Quando tro
amos b = 1 para b = 100 obtemos L⊥ > 1 para a maior parte dos

valores de rg.

Por último, temos uma diferença o
orrida para a rede grupo

preferen
ial, também quando h = 0, 9, Figura 5.12. Nesta simulação numéri
a,

para b = −1 a sin
ronização par
ial se dá para os valores maiores do parâmetro rg

e para b = −100 a sin
ronização o
orre nos valores menores de rg.
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Figura 5.1: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 1, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.2: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 9, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.3: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 2) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 1,

n = 20, k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.4: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 2) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 9,

n = 20, k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.5: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 0, 5) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8,

h = 0, 1, n = 20, k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.6: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 0, 5) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8,

h = 0, 9, n = 20, k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.7: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede bipartida em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 1, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.8: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede bipartida em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 9, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.9: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede 1/2 em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 1, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.10: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede 1/2 em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 9, n = 20, k = 10. (a)

b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.11: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede grupo preferen
ial

em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 1, n = 20,

k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.
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Figura 5.12: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede grupo preferen
ial

em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, h = 0, 9, n = 20,

k = 10. (a) b = −1 e b = 1 (b) b = −100 e b = 100.

5.2.2 Caso em que µf(x) 6= µg(x)

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos quando 
onsideramos

µf(x) 6= µg(x), ou seja,

µf(x) =
hf

1 + ebf (1−x)
6= hg

1 + ebg(1−x)
= µg(x). (5.46)

5.2.2.1 Resultados para hf 6= hg e bf = bg

Para valores do parâmetro b iguais a −1 e 1 
al
ulamos o número de

Lyapunov transversal em função de rg, quando rf = 2, 8, hf = 0 e hg = 1 ou

hf = 0, 1 e hg = 0, 9. O primeiro 
aso, hf = 0 e hg = 1, des
reve a situação dada

por uma metapopulação onde em um grupo de sítios não há migração, enquanto

que no outro grupo a migração pode atingir a taxa máxima, ou seja, hg = 1. No

segundo 
aso, o grupo de sítios para o qual anteriormente não havia migração passa

a dispersar 
om pou
a intensidade, ou seja, hf passa de 0 para 0,1. No outro grupo

apenas diminuímos um pou
o a taxa máxima de migração, passando hg de 1 para

0,9.
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Para todas as simulações numéri
as des
ritas pelas Figuras 5.13 a 5.18,

a migração dependente da densidade devido à 
ompetição e à pro
ura por re
ursos

(b > 0) é mais favorável à estabilidade do estado par
ialmente sín
rono que a

migração dependente da densidade 
ausada pela bus
a por par
eiros (b < 0).

Com ex
eção da rede global ponderada, a = 2 (Figura 5.14), quando

b < 0 temos um aumento muito signi�
ativo de valores do parâmetro rg para os

quais o
orre o estado par
ialmente sin
ronizado, alterando os parâmetros hf = 0

e hg = 1 para hf = 0, 1 e hg = 0, 9. Isso mostra que a formação de clusters na

situação em que b < 0 é muito sensível às mudanças na taxa máxima de migração. A

alteração, de inexistên
ia de migração em um grupo de sítios, para o estado onde a

migração o
orre em intensidade bastante baixa, já é su�
iente para aumentar muito

a possibilidade de sin
ronização.
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Figura 5.13: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, bf = bg = 1 e bf = bg = −1,

n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b) hf = 0, 1 e hg = 0, 9.
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Figura 5.14: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 2) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8,

bf = bg = 1 e bf = bg = −1, n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b)

hf = 0, 1 e hg = 0, 9.
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Figura 5.15: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 0, 5) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8,

bf = bg = 1 e bf = bg = −1, n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b)

hf = 0, 1 e hg = 0, 9.
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Figura 5.16: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede bipartida em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, bf = bg = 1 e bf = bg = −1,

n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b) hf = 0, 1 e hg = 0, 9.
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Figura 5.17: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede 1/2 em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, bf = bg = 1 e bf = bg = −1,

n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b) hf = 0, 1 e hg = 0, 9.
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Figura 5.18: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede grupo preferen
ial

em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, bf = bg = 1 e

bf = bg = −1, n = 20, k = 10. (a) hf = 0 e hg = 1 (b) hf = 0, 1 e

hg = 0, 9.

5.2.2.2 Resultados para hf 6= hg e bf 6= bg

Aqui apresentamos os resultados das simulações numéri
as


onsiderando que em 
ada grupo de sítios a função de migração é 
omposta

por parâmetros h e b diferentes do outro grupo, ou seja, temos hf 6= hg e bf 6= bg.

Para 
ada uma das redes global, bipartida, 1/2 e grupo preferen
ial,

fazemos as seguintes 
ombinações de parâmetros: para bf = 1, bg = 100 e bf = −1,

bg = −100 tomamos primeiramente hf = 0, 1 e hg = 0, 9 e depois invertemos os

valores de h fazendo hf = 0, 9 e hg = 0, 1.

De modo geral não o
orrem grandes diferenças (do tipo, em um 
aso

o
orre sin
ronização e no outro 
aso não o
orre) nos resultados das simulações

numéri
as quando alternamos entre os parâmetros hf = 0, 1; hg = 0, 9 e hf = 0, 9;

hg = 0, 1, tanto para b > 0 
omo para b < 0 (Figuras 5.19 a 5.22).

As diferenças mais notáveis o
orrem em relação à variação do parâmetro

b entre positivo e negativo. Em ex
eção da rede 1/2 (Figura 5.21), para b > 0 temos
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sin
ronização par
ial para todos os valores do parâmetro rg. No 
aso em que b < 0,

temos mais valores de rg para os quais não o
orre sin
ronização par
ial, do que

valores para os quais L⊥ < 1.
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Figura 5.19: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10. (a) bf = 1,

bg = 100 (b) bf = −1, bg = −100.
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Figura 5.20: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede bipartida em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10. (a) bf = 1,

bg = 100 (b) bf = −1, bg = −100.
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Figura 5.21: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede 1/2 em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10. (a) bf = 1,

bg = 100 (b) bf = −1, bg = −100.
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Figura 5.22: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede grupo preferen
ial

em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10. (a)

bf = 1, bg = 100 (b) bf = −1, bg = −100.

5.3 Con
lusões do Capítulo

Neste 
apítulo 
onstruímos um modelo metapopula
ional heterogêneo


om taxa de migração dependente da densidade, obtemos a solução par
ialmente

sin
ronizada e analisamos sua estabilidade.
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Além das 
on
lusões já des
ritas no de
orrer do 
apítulo, algumas são

des
ritas a seguir.

Em relação à in�uên
ia do parâmetro h sobre a sin
ronização, podemos


on
luir que, para a maior parte dos 
asos analisados, a sin
ronização é mais

propensa a o
orrer quando h representa a existên
ia de migração intensa entre

os sítios, ou seja, quando 
omparamos os resultados de h = 0, 1 e h = 0, 9, a

probabilidade de o
orrer sin
ronização par
ial é maior para h = 0, 9, na maior parte

dos 
asos.

Ressaltando agora a in�uên
ia do parâmetro b, é possível per
eber, na

maioria dos 
asos, que o estado par
ialmente sin
ronizado tem maior 
han
e de

o
orrer para b > 0 do que para b < 0. Ainda, para b < 0 os resultados são mais

sensíveis à alteração do parâmetro h que para b > 0

A rede 1/2 é a rede que possui maior diferença de 
omportamento em

relação às outras redes, que normalmente possuem várias 
on
lusões 
omuns.
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6 MODELO COM TAXA DE MIGRAÇ�O

CONSTANTE VERSUS MODELO COM

TAXA DE MIGRAÇ�O DEPENDENTE DA

DENSIDADE

Neste 
apítulo fazemos uma 
omparação a partir de resultados

numéri
os obtidos para o modelo 
om taxa de migração 
onstante e para o modelo


om taxa de migração dependente da densidade, 
om o objetivo de veri�
ar qual

dos modelos é mais propenso a o
orrên
ia da sin
ronização par
ial, para alguns

parâmetros es
olhidos.

Para tal, em ambos os modelos 
al
ulamos o número de Lyapunov

transversal em função de valores de rg que variam de 2,5 até 4. Além disso, tomamos

rf = 2, 8, n = 20, k = 10, µf = hf = 0, 1, µg = hg = 0, 9, b = −1 e b = 1. Ou seja,

para possibilitar a 
omparação, trabalhamos 
om a taxa de migração 
onstante igual

à taxa máxima de migração no modelo 
om dispersão dependente da densidade. A


omparação é feita para ambos os 
asos em que no modelo 
om taxa de migração

dependente da densidade temos b < 0 e b > 0.

De a
ordo 
om os resultados grá�
os das simulações apresentados a

seguir, uma diferença bem mar
ante entre os modelos é que, para os parâmetros

es
olhidos, nas redes global (Figura 6.1), global ponderada (Figuras 6.2 e 6.3),

bipartida (Figura 6.4) e grupo preferen
ial (Figura 6.6), obtemos sin
ronização

par
ial para todos os valores dos parâmetros rg quando simulamos o modelo 
om

taxa de migração 
onstante. O mesmo resultado não é obtido para o modelo 
om

taxa de migração dependente da densidade. Rea�rmamos também uma 
on
lusão já

obtidas nas simulações do 
apítulo anterior, de que temos mais valores do parâmetro

rg para os quais a sin
ronização par
ial existe quando trabalhamos 
om b > 0.



98

A úni
a ex
eção a estes resultados é a rede 1/2 (Figura 6.5), em que o

modelo 
om taxa de migração 
onstante apresentou alguns pou
os valores de rg para

os quais a solução par
ialmente sin
ronizada é instável, ainda assim ela 
ompartilha

a 
on
lusão de que para este modelo a probabilidade de haver sin
ronização par
ial

é muito maior. Em relação aos 
asos em que b > 0 e b < 0 as 
on
lusões são

semelhantes às das outras redes, porém, o que difere é que em ambos os 
asos temos

muito mais valores de rg para os quais não há sin
ronização par
ial.
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Figura 6.1: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10, µf = hf = 0, 1 e

µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.
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Figura 6.2: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 2) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20,

k = 10, µf = hf = 0, 1 e µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.
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Figura 6.3: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede global ponderada

(
om a = 0, 5) em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8,

n = 20, k = 10, µf = hf = 0, 1 e µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.
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Figura 6.4: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede bipartida em função

do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10, µf = hf = 0, 1

e µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.



100

(a)

r
g

2.5 3 3.5 4

L
⊥

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

migração dependente da densidade
migração constante

(b)

r
g

2.5 3 3.5 4

L
⊥

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

migração dependente da densidade
migração constante

Figura 6.5: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede 1/2 em função do

parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10, µf = hf = 0, 1 e

µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.
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Figura 6.6: Número de Lyapunov transversal (L⊥) para a rede grupo preferen
ial

em função do parâmetro rg ∈ [2, 5; 4, 0] e rf = 2, 8, n = 20, k = 10,

µf = hf = 0, 1 e µg = hg = 0, 9. (a) b = −1 (b) b = 1.
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7 CONCLUSÕES FINAIS E TRABALHOS

FUTUROS

Neste trabalho desenvolvemos detalhadamente a 
onstrução de dois

modelos metapopula
ionais heterogêneos, um deles 
om taxa de migração 
onstante

e o outro 
om taxa de migração dependente da densidade.

Combinando métodos numéri
os e analíti
os, provamos a existên
ia do

estado par
ialmente sin
ronizado para ambos os modelos propostos.

Além disso, 
onstruímos um 
ritério para a análise de estabilidade da

solução par
ialmente sín
rona, dado pelo número de Lyapunov transversal, que

garante a formação de clusters quando L⊥ < 1.

Determinamos a estrutura dos clusters e des
revemos 
omo o
orre a

dinâmi
a dentro de 
ada um deles, que é dada através do 
ál
ulo dos números de

Lyapunov transversal e paralelo.

Comparamos os modelos desenvolvidos 
on
luindo que a sin
ronização

par
ial é mais propensa a o
orrer no modelo 
om taxa de migração 
onstante, quando


omparado ao modelo 
om taxa de migração dependente da densidade.

Umas das possibilidade a
er
a da 
ontinuação deste trabalho é a

generalização dos resultados obtidos para n clusters, uma vez que aqui trabalhamos

apenas 
om dois clusters. Também existe a ideia de trabalhar mais 
asos na


omparação entre os dois modelos metapopula
ionais desenvolvidos.
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