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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento de dois modelos
metapopulacionais heterogéneos para uma tnica espécie, onde em cada modelo
trabalhamos com dois agrupamentos de sitios que se diferenciam pela taxa
de migracao (constante ou dependente da densidade) e dinamica local. Sao
apresentadas as condicOes necessarias para a ocorréncia de dinamicas parcialmente
sincronizadas, ocasionando a formacao de dois clusters, onde em cada cluster
a dinamica de todos os sitios é sincronizada. Com o propoésito de analisar a
estabilidade assintotica do estado parcialmente sincrono, obtemos uma expressao
para o calculo do nimero de Lyapunov transversal do atrator parcialmente
sincronizado e simulamos numericamente esse niimero para diversas possibilidades
de parametros e redes de conexao. Por fim, fazemos uma comparacao entre ambos

os modelos desenvolvidos.
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ABSTRACT

In this work we present the development of two heterogeneous
metapopulation models for a single specie, where in each model we work with two
groups of patches that differ by the rate of migration (constant or density dependent)
and by the local dynamics. The necessary conditions for the occurrence of partially
synchronized dynamics are presented, resulting in the formation of two clusters,
where in each cluster the dynamics of all the patches are synchronized. In order
to analyze the asymptotic stability of the partially synchronous state, we obtain an
expression for the calculation of the transverse Lyapunov number of the partially
synchronized attractor and numerically simulate this number for several possibilities
of parameters and connection networks. Finally, we make a comparison between

both developed models.



1 INTRODUCAO

Nas tltimas décadas houve um crescente interesse no estudo de modelos
mateméticos que consideram os aspectos espaciais da populacao |25, 28|. Segundo
[34], um dos motivos para esse interesse é a fragmentacao da paisagem devido as
atividades humanas e as consequéncias que isso traz para as espécies locais. A
destruicao de habitats naturais destacou a importancia dos modelos ecologicos com

inclusao do espago [13].

A formacao de padroes espaciais ¢ uma das questoes mais importantes
em estudos ecoldgicos modernos. Os modelos metapopulacionais espacialmente
explicitos, mesmo com regras simples de interacao, sao capazes de exibir dinamicas
espaciais complexas, formando uma importante classe de modelos que consideram o
espaco e compoem uma poderosa ferramenta para o estudo de padroes espaciais
[19, 28, 27]. Em tais modelos a populagdo é formada por subpopulagoes ou
populacoes locais, distribuidas em fragmentos de habitat que conectam-se através
de movimentos migratorios e sao adequados & reproducao e sobrevivéncia. Esses
fragmentos sao chamados de sitios ou “patches” e estao cercados por um ambiente
inadequado & dinamica vital! da populacao em questdo. O conjunto de todas as

populagoes locais formam uma metapopulacao [13, 28].

O termo “metapopulacao” foi usado pela primeira vez por Richard
Levins no ano de 1970 para descrever “uma populagao de populacoes”. No entanto,
ideias de dindmicas metapopulacionais ja eram utilizadas antes de Levins e com o
tempo passaram a desempenhar um papel importante em assuntos relacionados a
ecologia da paisagem e biologia da conservagao [14]. Alguns dos estudos classicos

em metapopulagoes podem ser encontrados em |6, 24, 25, 32|.

INeste trabalho, dinamica vital inclui reproducio e sobrevivéncia, também denominada
dinamica local.



Uma metapopulacao é chamada de homogénea se em todos os seus sitios
a populagao possui a mesma dinamica local, caso contrario ela é dita heterogénea.

Na Figura 1.1 encontram-se exemplos destas duas formas de metapopulagoes.

Metapopulagdo Homogénea Metapopulacdo Heterogénea

@ Dinamicalocal dada por f(x)
@ Dinamicalocal dada por g(x)

Figura 1.1: Exemplos de como podem ser formadas as metapopulagdes homogéneas

e metapopulagoes heterogéneas.

Em se tratando de sistemas dinamicos acoplados, uma das principais
preocupagoes é saber se estes apresentardo o fenémeno da sincronizagao [4]. Nos
termos deste estudo, uma dinamica sincronizada ocorre quando todos os sitios, ou
grupos de sitios da populacao, com condicoes iniciais diferentes, passam a ter o
mesmo nimero de individuos num determinado instante de tempo %y, a partir do
qual evoluem de maneira idéntica. Neste caso, diz-se que ocorre a formacao de
um (quando a sincronizagao é total ou perfeita) ou mais (quando a sincronizacao é
parcial) clusters [17, 18, 27]. A sincronizagao da dinamica temporal das populagoes
pode ser causada por distirbios globais e também pela migragao. Diversos exemplos

reais que versam sobre sincronizagao sdo encontrados em [16, 20].

Neste estudo estamos analisando a sincronizacao parcial em modelos
metapopulacionais heterogéneos para uma tnica espécie, ou seja, metapopulagoes
em que a funcao dinamica local é a mesma para todos os sitios, porém, parametros
da funcao diferem entre eles. Nos trabalhos de |21, 31, 33| temos alguns exemplos

em que a sincronizacao parcial ocorre em modelos metapopulacionais homogéneos.



A relevancia em se estudar o sincronismo nos modelos
metapopulacionais é que ele é uma importante forma de padrao espacial encontrado
na natureza, uma vez que tem relacao direta com o processo de extincao de
populacoes. Uma metapopulagao em sincronia que chega a niveis de extingao
populacional tem dificuldades em se restabelecer, pois, densidade populacional
baixa em todos os sitios dificulta a recolonizacao daqueles que porventura tenham
tido sua populagao extinta. Por outro lado, os trabalhos apresentados por |1, 7, 16]
mostram que oscilagoes caoticas podem reduzir o grau de sincronismo entre os
sitios, reduzindo também a probabilidade de extincao, pois se a populacao é extinta
em um sitio enquanto os outros mantém um nimero relevante de individuos, a
extin¢ao global pode ser evitada através do chamado efeito de resgate, quando

habitantes de sitios vizinhos dispersam e colonizam um sitio vazio.

Um bom entendimento com respeito ao estado sincrono é de total
interesse nos dias atuais, quando o planeta sofre dos mais diversos tipos de
desequilibrios naturais e o fendmeno da extincao de populacoes pode ser tanto
indesejavel, quando falamos de populagoes nativas e importantes para o equilibrio
de um ecossistema, como desejavel, se pensarmos em populacoes invasoras, virus

causadores de epidemias, entre outros.

Encontramos na literatura diversos estudos relacionados ao sincronismo
total de metapopula¢oes homogéneas, como por exemplo em [4, 26] que apresentam
modelos metapopulacionais com taxa de migracao dependente da densidade, e
também o caso em que o processo de migracao depende do tempo, descrevendo

assim uma dindmica sazonal.

Modelos semelhantes também sao utilizados em [23, 28|, onde os autores
observaram as condigoes para que um sistema no estado homogéneo estavel possa

tornar-se instavel através do movimento migratorio dependente da densidade.



Alguns dos estudos acerca de sincronizacao parcial em ambientes
heterogéneos sao encontrados no trabalho de [17], onde é apresentado um estudo
sobre formacao de clusters em um sistema presa-predador, concluindo que a forma
de conexao entre os sitios ¢ de grande importancia para a dinamica resultante. E
também em [27], onde é desenvolvido um trabalho sobre o estado parcialmente
sincrono em um modelo metapopulacional heterogéneo com taxa de migracao

constante e igual para todos os sitios.

Neste trabalho desenvolvemos dois de modelos metapopulacionais. O
primeiro modelo trata de uma metapopulacao heterogénea constituida por dois
grupos distintos, que diferem entre si pela taxa de migracao (constante) e pela
dinamica vital. No segundo modelo, em vez de taxa de migragao constante, passamos
a considerar em cada grupo de sitios uma taxa de migracao dependente da densidade

local, e assim, podemos investigar os efeitos causador pela adicao dessa dependéncia.

De acordo com [12], na natureza, sitios que diferem pela localizacao
nunca sao completamente iguais em suas caracteristicas. Levando isso em
consideracao, neste trabalho podemos considerar que ambientes fragmentados sao
heterogéneos, ou seja, com diferentes qualidades e disponibilidades de recursos,
podendo causar diversidade quanto a migracao da populacao, de acordo com a

localizagao do sitio em que se encontra.

O principal objetivo deste trabalho é avaliar, em ambos os modelos, a
influéncia do processo migratorio na formacao de clusters, ou seja, na sincronizagao

parcial das metapopulagoes.

Além disso, nao é qualquer topologia de rede que suporta a dinamica
parcialmente sincronizada. Assim, no decorrer do estudo temos também a
preocupacao de apresentar diferentes possibilidades de conexao entre os sitios,
pois, diferentes redes conectivas geram diferentes resultados. Conforme [17], é de

grande importancia para a Ecologia entender como a mudanca de conectividade



afeta a persisténcia e dinamica de espécies que interagem. Embora aqui estejamos
trabalhando com apenas uma espécie, temos interesse em saber o que acontece
quando alteramos a topologia da rede de conexao entre os sitios da metapopulacao.
Para isso, apresentamos resultados para algumas redes conectivas classicas e também
desenvolvemos duas novas formas de conexao as quais chamamos de rede 1/2 e rede

grupo preferencial.

Com relacao as redes conectivas, trabalhamos com diversas
possibilidades de conexao assimétrica, enquanto a maior parte dos estudos da area,

entre eles [18, 23, 28, 26|, utilizam apenas conexao simétrica.

O presente trabalho encontra-se estruturado da seguinte maneira: no
segundo capitulo descrevemos detalhadamente a fungao de Ricker, utilizada como
funcao de dinamica local, e também a funcao de migracao. No terceiro capitulo
apresentamos as cinco formas de rede de conexao com as quais realizamos as
simulacoes numéricas, bem como a motivagao para a construcao das duas novas
redes. Finalmente, no quarto capitulo construimos passo a passo o modelo
metapopulacional com taxa de migracao constante. Obtemos a solucao parcialmente
sincronizada e analisamos a estabilidade assintética da mesma, construindo uma
expressao simples para o calculo do nimero de Lyapunov transversal. Apds uma
analise da solucao sincronizada e do nimero de Lyapunov transversal para cada
uma das redes descritas no capitulo anterior, apresentamos os resultados numeéricos

e algumas conclusoes preliminares para o modelo.

No quinto capitulo temos a construcao do modelo metapopulacional
com taxa de migracao dependente da densidade. De forma semelhante ao
quarto capitulo, obtemos a solucao parcialmente sincronizada e analisamos a sua
estabilidade assintotica que leva a obtencao do nimero de Lyapunov transversal para
o modelo. Depois disso, apresentamos as simulacoes numéricas para diferentes casos

e parametros. Terminamos o capitulo com algumas conclusoes acerca do modelo.



O capitulo seis é destinado a uma comparacao entre alguns dos
resultados gerados pelos modelos desenvolvidos.  Por fim, no capitulo sete
descrevemos as conclusoes gerais do trabalho e algumas ideias com relagao a

trabalhos futuros.



2 FUNCOES DE DINAMICA VITAL E
MIGRACAO

Este capitulo destina-se a um breve estudo sobre as fungoes de dinamica
vital, denominadas por f(z) e g(x) e as funges de migracao, j17(z) e py(x), utilizadas

no decorrer deste trabalho para o desenvolvimento dos resultados numéricos.

2.1 A Funcao de Ricker

Diversas funcoes podem ser utilizadas para descrever a dindmica local

de uma populacao, conforme exemplos que podem ser vistos em [2, 3, 9, 15, 22].

Em um modelo em tempo discreto, sendo x; a populacgao em um instante

de tempo ¢, a dinamica local pode ser descrita através de:
T = f(z), t=0,1,2,.., (2.1)
onde f é uma funcao suave em [0, 00) com valores ndo-negativos.

Apesar da simplicidade aparente da dinamica local, a escolha da funcao
f pode ocasionar o aparecimento de dinamicas bastante variadas e complexas,

conforme referéncias citadas no inicio desta secao.

Neste trabalho, fazemos uso da funcao de Ricker, também conhecida

por funcao exponencial logistica, que é descrita por:

f(z) = e (2.2)

rT rT

ou também, f(x) = ze"e "™, onde € é o fator constante de reproducdo e e "* é o

fator de sobrevivéncia dependente da densidade.

O tnico ponto de equilibrio positivo da funcao de Ricker é z* = 1,

estavel para 0 < r < 2. Quando tomamos r > 2 a dindmica passa a ser um ciclo de



periodo 2 estavel, que conforme aumentamos o valor de r torna-se instavel, dando
lugar a um ciclo de periodo 4, depois 8, e assim sucessivamente. Estas bifurcagoes
formam uma sequéncia de ciclos com periodo 2", Vn € N. Este comportamento é
conhecido como uma cascata de bifurcacoes periddicas que termina com o surgimento
de caoticidade, ou seja, um comportamento aleatério onde nao ha regularidade e
apresenta dependeéncia sensitiva das condigoes iniciais [3, 30]. Quando r torna-se
ainda maior nos deparamos com a existéncia das chamadas janelas de periodicidade,

ou seja, intervalos para os quais a dinamica torna-se novamente periodica.

Na Figura 2.1 (a) podemos observar o Diagrama de Bifurcagio da
funcao de Ricker, onde visualiza-se a ocorréncia de uma dinamica complexa, que
de acordo com o crescimento do valor do parametro r passa de ponto fixo para
solugoes periodicas e caos. Em (b) verificamos o comportamento da mesma fungao
na regiao dos valores de r para os quais é possivel ver com clareza a formacgao das

janelas periddicas.

0 0.5 1 15

Figura 2.1: Diagrama de Bifurcagao da fun¢io de Ricker (a) 0 < r < 4 (b) 2,8 <

r < 4.

A existéncia do comportamento cadtico pode ser comprovado através
do célculo do numero de Lyapunov, que é um indicador de caoticidade por medir
a velocidade média com que orbitas, para condicoes iniciais proximas, se separam.

Assim, seja f : R — R uma funcao de classe C*', o niimero de Lyapunov da 6rbita



{xg, x1,x9,...} é dado por

3=

Lizo) = lim (| (zo) |/ (x2)] ... |F ()]}, (23)
se esse limite existir.

Tomando o logaritmo natural do ntmero de Lyapunov, obtemos o

expoente de Lyapunov, dado por
o1
(o) = lim (In|aeo)| + Il )|+ Il fe)l), (24)
onde h(zg) existe se, e somente se, L(xg) > 0 existe e In(L(xg)) = h(xg).

Uma orbita apresenta um comportamento caotico se L(zg) > 1 e
h(zo) > 0. Quando L(zp) < 1 e h(xy) < 0, entdo a oOrbita converge para um

ponto fixo ou um ciclo periodico 3, 30].

Na Figura 2.2 podemos observar o cdlculo numérico do niimero de
Lyapunov para a funcao de Ricker, apresentando valores maiores que 1 nas regioes

do parametro r em que a funcao descreve uma dinadmica caotica.
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Figura 2.2: Nimero de Lyapunov em funcao de r para a funcao de Ricker.
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2.2 A Funcao de Migracao

Com a finalidade de simular numericamente o modelo metapopulacional
com taxa de dispersao dependente da densidade, optamos por fazer uso da funcao

de migracao citada em [34] e descrita por:

h

= (2.5)

()

onde h é a fracao méaxima de dispersao, b determina o quao abrupto é o crescimento
na taxa de dispersao no caso de termos b > 0 ou decrescimento quando temos
b < 0. Por ultimo, p marca o ponto de inflexdo da fungao p(x), conforme pode ser

visualizado na Figura 2.3. Desta forma, o ponto de inflexdo é identificado por (p, g)

p=1

Figura 2.3: Comportamento da funcao de migracao pu(x) para h =0,8; p =1 e (a)
b > 0 (antiagregacao) (b) b < 0 (agregagao).

A interpretagao bioldgica para o fato de estarmos considerando tanto b
positivo como negativo é de que a migracao pode ocorrer pelo excesso de individuos
que causa escassez de recursos e competigao entre eles (b > 0), ou pela dificuldade

de encontrar parceiros que faz com que os individuos queiram se agrupar (b < 0).
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Outra propriedade da funcao u(z) é que ela se torna do tipo degrau

quando temos b — 400 ou b — —oo, ou seja, temos que

0,
plx) =
h,
para b — +oo, e
h,
plx) =
0,

para b — —oo.

se

se

se

se

T <p

T>0p

T <p

T>p

(2.6)

(2.7)

Neste trabalho utilizamos sempre p = 1, como no exemplo da Figura

2.3, tornando o ponto de inflexdo (1,%) de p(z) igual ao ponto de equilibrio positivo

da funcao de Ricker.

Interpretando biologicamente p(z), se o nimero de individuos de um

sitio for menor que o equilibrio, entao nao hi migracao quando b — +oo ou, a

migracao é constante e representada por h, quando b — —oo. J& se o nimero de

individuos de um sitio for maior que o equilibrio, temos entao o caso contrario, ou

seja, a migracao é constante e igual a h para b — +00 e nao ha migracao para

b — —o0.
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3 REDES CONECTIVAS

Se pensarmos nas formas de conexao entre os sitios na natureza,
podemos considerar uma infinidade de exemplos de redes de acoplamento
plausiveis.  Entretanto, neste trabalho, estamos interessados nas formas de
conexao que possibilitam a ocorréncia da sincronizacao parcial para os modelos
metapopulacionais desenvolvidos.  Aqui, em particular, estamos avaliando a

formacao de dois clusters.

Neste estudo, redes em forma de anéis ciclicos sao utilizadas, com a
vantagem de que condicoes de contorno periddicas evitam efeitos de fronteira. Mais
sobre esse tipo de rede e alguns trabalhos que também utilizam anéis ciclicos podem

ser vistos em [23, 25, 28|.

Seja n o ntimero total de sitio de uma metapopulacao e ¢; ;, i,7 =
1,2,...,n, as entradas da matriz de interacdo ou conexao, matriz C, que é

representada por:

Cii1 Ci2 -+ Cin
Co1 C22 -+ Cop

C= (3.1)
Cn,l Cn2 **° Cnn

Considere agora uma metapopulacao que se divide em dois grupos de

sitios, onde k é o niimero de sitios que fazem parte do primeiro grupo. Desta forma,
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a matriz de conexao C' é reescrita, conforme segue:

C1,1 C1,2 o Clk C1,k+1 Clk+2 °° Cin
C2.1 C2.2 o Gk C2 k+1 Cok+2 - Con
Ck,1 Ck2 *°  Cik Ck,k+1 Ckk+2 ' Ckn
C— (3.2)
Ck+11 Ck4+1,2 " Ck4+1k | Ch+1,k+1 Chk4+1k+2 *°° Ck+ln
Ck+21 Ck422 °° Ck42k | Ck+2k+1 Ck42k+2 *°° Ck42n
Cp,1 Cn,2 e Cn,k Cn,k+1 Cn,k+2 e Cnyn

As exigéncias necessarias & matriz de conexao para a existéncia e
estabilidade da solugcao parcialmente sincronizada sao apresentadas com mais
detalhes no proximo capitulo em (4.11) e (4.23). Para conhecimento, elas sao
definidas conforme abaixo, onde as condi¢bes para as linhas (separando as k

primeiras, das demais) sdo dadas por:

n
Ci,j =, Z Ci,j - 67 1= 1727 "'7k7

-

N = (3.3)
ZCi,j:”y, Z Ci,j:57 2:k+1,k:+2,,n
J=1 Jj=k+1

E, para as colunas (separando as k primeiras, das demais):

k n

— A~/ — A~/ N
Zci,j_aa Z Ci,j_’Ya j_1a27"'aka
=1

k = (3.4)
Yo =0, Y c;=0, j=k+1Lk+2,..,n,
=1 i=k+1

onde « 0,a, B, v e d sdo constantes nao-negativas.
) ) ) ) ) )

As restricoes 3.3 e 3.4 sobre as linhas e colunas da matriz de conexao,
possuem um significado biologico que obriga a populacao a comportar-se como dois
grupos em relacao a migragao, ou seja, em cada grupo de sitios a populacao possui

um comportamento comum quanto a forma de dispersao.
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Ainda que com propriedades bastante limitadas, temos varias
possibilidades para a construcao das redes conectivas. Uma das redes mais
conhecidas e utilizadas é a rede global. Outros exemplos também classicos sao a

rede global ponderada e a rede bipartida.

Neste estudo, temos também o interesse em desenvolver algumas novas
formas de conexao entre os sitios, além das tradicionais redes conectivas citadas

acima e muito utilizadas em trabalhos como [10, 23, 27|, por exemplo.

Assim, este capitulo é destinado & apresentacao das redes de conexao
utilizadas no desenvolvimento das simulagoes numeéricas deste trabalho, que sao
as conhecidas redes global, global ponderada e bipartida e também as redes
desenvolvidas e intituladas de rede 1/2 e rede grupo preferencial, conforme pode

ser visualizado nas secoes a seguir.

3.1 Rede Global

A rede global é um exemplo de rede simétrica. Nela, a conexao ocorre
de forma homogénea entre todos os sitios, ou seja, todos os sitios estao interligados

e a migracao é igual para todos eles. Os coeficientes de conexao saoc, ._ 1 , 1 ]
7 J_ ) )

n—1
1,7 =1,2,...n e portanto a forma da matriz de conexao é dada conforme abaixo:

1 1 1
0 n—1 n—1 U n—1
1

0

n—1

‘H

‘H
‘H
]
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Em um exemplo para para a rede global, com dois grupos diferentes de

sitios, onde n = 10 e k£ = 3, a matriz C' adquire a forma

(o L 1|1 1 1 1 1 1 1]

9 919 9 9 9 9 9 9
1o L1 1 1 1 1 11
9 919 9 9 9 9 9 9
11 g1 1 1 1 1 11
9 9 9 9 9 9 9 9 9
11 1]g 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9
11 1|1 g 1 1 1 11

C:9999 9 9 9 9 9 (36)

11 11 1 ¢ 1 1 11
9 9 919 9 9 9 9 9
11 11 11 g 1 11
9 9 919 9 9 9 9 9
11 1|1 1 1 1 4 11
9 9 919 9 9 9 9 9
11 11 1 1 1 1 ¢ 1
9 9 919 9 9 9 9 9
11 11 1 1 1 1 1 g
L9 9 919 9 9 9 9 9 7 |

Note que para essa rede, as

para todo k =1,2,...,n — 1, e ainda

_ k-1
o= n—1’
_ _k
’Y_ n—1°?

3.2 Rede Global Ponderada

condigoes em (3.3) e (3.4) sdo satisfeitas

(3.7)

E uma rede da mesma familia que a rede global, apresentada

anteriormente. Aqui também todos os sitios estao interligados, porém, as fracoes de

migracao para sitios de um mesmo cluster sao diferentes das fracoes de migracao

de sitios de clusters diferentes. Este é um exemplo de rede assimétrica.
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Para um nimero real positivo a, os coeficientes ¢; ; da matriz de conexao
C, conforme [27|, adquirem a seguinte forma :

(

0, 1 =7,
Py 1<i<k1<j<ki#j,
Cij = Wl—k)—a’ 1<i<kk+1<j<ni#j, (3.8)
ey E+1<i<n,1<j<k,i4#j,
\W‘*k)*a’ E+1<i<nk+1<j<n,i#j,

e, por consequéncia,

_ _ak=1) — __n=k
O = kn—k—a’ 6 " k+a(n—k)—a’ (39)

y=—k 5= _aln-kD

ak+n—k—a’ k+a(n—k)—a"

O parametro a permite variar a intensidade da dispersao entre os sitios.
Para a > 1 a migracao é mais intensa entre sitios de um mesmo grupo. Quando

a < 1 a migracao é maior entre sitios de grupos distintos.

Tomamos como exemplo as matrizes C' abaixo, onde n = 10, k = 3 e

a=2>1 ) )
o0 2 2|1 1 1 1 1 1 1
11 11|15 15 15 15 15 15 15
2 0o 21X 1 1 1 1 1 1
11 |1 15 15 15 15 15 15
2 2 |1 1 1 1 1 1 1
1111 15 15 15 15 15 15 15
1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 11 11 5 15 15 15 15 15
1 1 1 )2 2 2 2 2 2
11 11 11|15 5 15 15 15 15
C= , (3.10)
1 1 172 2 2 2 2 2
11 11 11|15 15 5 15 15 15
1 1 172 2 2 2 2 2
1 11 11|13 15 15 15 15 15
i 1 1372 2 2 2 2 2
11 11 11|15 15 15 15 5 15
i 1 13,2 2 2 2 2 2
11 11 1|1 15 15 15 15 15
1 1 142 2 2 2 2 2
| 11 11 1|1 15 15 15 15 15 i
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ou,a=1/2<1

0 1L 1|2 2 2 2 2 2 2

16 16 12 12 12 12 12 12 12
19 1|2 2 2 2 2 2 2
16 16 12 12 12 12 12 12 12
11 2 2 2 2 2 2 2
16 16 12 12 12 12 12 12 12
2 2 2 101 1 1 1 1
16 16 16 12 12 12 12 12 12
2 2 2|1 101 1 1 1
16 16 16 12 12 12 12 12 12

C = . (3.11)
2 2 2|1 1 101 1 1
16 16 16 12 12 12 12 12 12
2 2 2|1 1 1 11 1
16 16 16 12 12 12 12 12 12
2 2 2|1 1 1 1 11
16 16 16 12 12 12 12 12 12
2 2 2|1 1 1 1 1 g 1
16 16 16 12 12 12 12 12 12
2 2 2|1 1 1 1 1 1
L 16 16 16 12 12 12 12 12 12 i

Note que se a = 0 a migrac¢ao entre os sitios ocorre somente para grupos
distintos, neste caso a rede também é chamada de bipartida, ela serd apresentada
a seguir. Sendo a = 1, entdao retornamos para o caso da rede global, vista
anteriormente. Por tltimo, se a — 0o entao temos o caso contrario ao de a = 0, ou
seja, a comunicacao entre os sitios ocorre apenas dentro de seus respectivos grupos,

0s quais encontram-se isolados uns dos outros [27].

3.3 Rede Bipartida
Conforme ja comentado anteriormente, quando a = 0 na rede global
ponderada, temos a origem da rede bipartida.

Na rede bipartida a migracao ocorre sempre entre sitios de grupos

distintos, ou seja, nao existe conexao entre sitios de um mesmo grupo. Vejamos
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abaixo como fica a matriz C' considerando esta rede:

0O --- 0 % %
o ..- 0o |1 1
C = 1 : k L b (3.12)
e S 0
_ﬁ ﬁ 0 --- ()_

onde o primeiro bloco nulo é de ordem k x k e o segundo é de ordem (n—k) x (n—k).

n—~k k

Obtém-se facilmente para a matriz C' acima, a =0, = "%, v = =5

ed=0.

No exemplo a seguir podemos verificar como é definida a matriz C' para

dois grupos de sitios, onde n =10 e k = 3.

00013333333
0001333535333
000/33 353533 3
112110000000
il HH o

T 7

1L lio0o00000
12110000000
12110000000
|+ 7 /000000 0

A rede bipartida em geral é assimétrica, a menos que tenhamos n = 2k,

que é o caso em que ela se torna simétrica.



3.4 Rede 1/2
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A ideia desta rede é de que ela seja assimétrica, onde os individuos

migrantes tenham um sitio preferencial, que é o sitio mais proximo (diretamente

subsequente, em uma rede em forma de anel ciclico) e sempre na mesma diregao,

dentro do grupo de sitios de que fazem parte, como se cada grupo formasse um anel

ciclico. Nesse sentido, quando a migracao ocorre, metade dos individuos migrantes

se dirige para este sitio preferencial e a outra metade distribui-se igualmente entre o

restante dos sitios de ambos os grupos. A definicao desta rede em forma da matriz

de acoplamento C' é dada por:

[ 0 1 1 1 1
2(n—2) 2 2(n—2) 2(n—2)
1 . . .
Lo
. 1 1
2 2(n—2)
1 0 _1 _1
C = 2(n—2) 2(n—2) 2(n—2)
1 1 0 1 1
2(n—2) 2(n—2) 2(n—2) 2
. . 1 .
3 0
: 1 1
2 2(n—2)
1 1 1
| 2(n—2) 2(n—2) | 2(n—2) 0

: (3.14)

onde n é o numero total de sitios e n > 3. Para n = 3 a rede 1/2 se torna igual a

rede global.

Para a matriz C' definida acima, a partir de alguns calculos simples,

obtemos que o = A4

2(n—2)°

= 3z 2 7_2(n 2)

ed =

2n—k—4
2(n-2)
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Como exemplos da rede 1/2, para n = 8 e k = 5 a matriz de conexao

adquire a forma

o L L L1 171 1 1

12 12 12 2 |12z 12 12

19 1 1 141 1 1

2 12 12 12|12 12 12

Ll L g L 1L 1 1

12 2 12 12|12 12 12

1l 1 1 5 1)1 1 1

12 12 2 12|12 12 12

C= , (3.15)

Ll 1 1 1 5L 1 1

2 12 12 2 12 12 12

1 1 1 1 1)y L 1

12 12 12 12 12 12 2

L1 11 11 5 L

2 12 12 12 12| 2 12

11 1 1 1|1 1

| 12 12 12 12 12|12 2 i
paran = 10 e k = 3, obtemos
o L L1} 1 1 1 1 1 1
16 2 |16 16 16 16 16 16 16
L i1 L1 1 1 1 1 1
2 16|16 16 16 16 16 16 16
1l 1 ppp1r L 1 1 1 1 1
16 2 16 16 16 16 16 16 16
1l 1 15 L 11 1 1
16 16 16 16 16 16 16 16 2
1l 1 131 49 1 1 1 1 1
16 16 16 | 2 16 16 16 16 16
C= (3.16)
1l 1 131 1 45 1 1 1 1
16 16 16 | 16 2 16 16 16 16
1l 1 131 1 1 5 1 1 1
16 16 16 | 16 16 2 16 16 16
1l 1 131 1 1 1 45 1 1
16 16 16 | 16 16 16 2 16 16
Ll 1 1,1 1 1 1 1 4 1
16 16 16 | 16 16 16 16 2 16
1l 1 131 1 1 1 1 1 g
| 16 16 16|16 16 16 16 16 2 _

3.5 Rede Grupo Preferencial

O objetivo desta rede, além de fornecer mais um exemplo de
acoplamento assimétrico, ¢ descrever a situacao de dois agrupamentos de sitios onde
em um deles as condi¢coes ambientais sao mais favoraveis e agradéveis aos individuos
em que nele vivem, enquanto o outro agrupamento encontra-se em um territério

mais hostil e menos favoravel a sobrevivéncia da espécie. Ou ainda, podemos
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simplesmente considerar que os individuos podem ter preferéncia por alguns sitios,

mesmo com boas condicoes de sobrevivéncia em todos eles.

Nesse sentido, consideramos que os individuos que se encontram no
grupo preferencial nao percebem a existéncia dos sitios com qualidades adversas,
distribuindo-se igualmente entre todos os sitios da metapopulacao durante o processo
migratorio. Os individuos que habitam os sitios menos favordveis, migram em busca
de um ambiente apropriado, distribuindo-se apenas pelos sitios que fazem parte do

grupo preferencial.

Um melhor entendimento pode ser obtido na definicao esquemaética da

matriz de conexao que é descrita a seguir:

_ . ) -
0 0 n—1 ’ n—1
1 1
C _ 0 0 n—1 ’ n—1 3.17
s ) ( ‘ )
TR S 1
n—k n—k n—1
_1
n—1
_1
n—1
1 1 1
L n—k o I | 0 |

onde n é o numero total de sitios e n > 2. A partir desses dados obtemos que a = 0,

_ n—k _ k _ n—k-—1
ﬁ_nfl’/y_nfkea_ n—1 °
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Para n = 8 e k = 5, a matriz de conexao C' adquire a seguinte forma:

ron)

e]

—

el

N—r
= I~ I~ A A= A A= O
—I~ I~ A~ A~ =] = O I
I~ I~ I I | O I I
(e @) @) (e O | =Hln —Hlen
(e @] @] o O | =Hln —Hlen
o @] @] o O | =Hlm —Hlen
o @] @] o O | =Hlm —Hlen
o @] @] o O | o e o

Quando tomamos n = 10 e k = 3, obtemos

—

(@]

—

B

N—r
o =H® | = O HO == —Ho o O
o Hlo —Hlo| Hlo o Hlo —Hlo —Hlo O —Ho
o —Ho Hlo| Hlo Ao —Hlo —~Hoy O —lo o
o o —Hlo| Hlo —Hlo —Hloy O —lo Hlo —Hlo
o =l —Hlo| Ao o O —lo Hloy Hlo HIO
o —Ho —Ho| He O Ho Ho Ho H® Ho®
o =l o] O HIo HIO = A A O
S @] O | I~ I~ I s = s
o (@») (@») |~ |~ =~ D~ =D~ D~ D
) o O | == I~ HI A~ A~ A~ -
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4 MODELO METAPOPULACIONAL COM
TAXA DE MIGRACAO CONSTANTE

Neste capitulo apresentamos a construcao do modelo metapopulacional
com taxa de migracao constante, partindo do modelo mais simples até obter o modelo
que desejamos trabalhar, com formacao de dois agrupamentos de sitios distintos,

onde os sitios de cada grupo possuem uma taxa de migracao diferente.

Para a construcao do modelo, considere uma metapopulacao homogénea
constituida por apenas uma espécie, distribuida em n sitios enumerados por
1,2,...,n. A cada geracao, de forma ordenada, a populacao dos sitios passa pelo
processo de reproducao e sobrevivéncia, que é também chamado de dinamica local,

e posteriormente ocorre a migracao ou dispersao.

Seja ! € R a populagao no sitio ¢ no tempo ¢. Na auséncia de migragao,

a dindmica local nos sitios é descrita por
ziq = f(z}), 1=1,2,..,n, t=0,1,2, .., (4.1)

onde f é uma funcao suave em [0, c0) com valores ndo-negativos. Estamos assumindo

que todos os sitios oferecem condicoes iguais de reproducao e sobrevivéncia.

Dando continuidade a construcao do modelo, agora vamos considerar
i i a itios. Para isso d ! ond 0,1
que existe migragao entre os sitios. Para 1sso denotamos por p-, onde p € |0, 1], a
probabilidade de um individuo deixar seu sitio. J& a probabilidade de um individuo
partir do sitio j e se estabelecer no sitio ¢ é representada por ¢; ;, onde 0 < ¢; ; <1,
. ~ . . ~ s . n .
¢;; = 0, pois ndo ha migragao de um sitio para ele mesmo, e ainda > ", ¢;; < 1,7 =
1,2,...,n. Os elementos ¢; ; formam a matriz conexao, C' = [¢; |, conforme defini¢ao

em (3.2).

L1 é chamado de fracdo de dispersdo ou migracao
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Dado o exposto acima, juntamente com a dinamica local em (4.1),

podemos escrever a equacao da evolucao temporal da metapopulagao como

i =1 —p)f(xh) +p ilci7jf(xf), i=1,2,..,n. (4.2)

O primeiro termo do lado direito de (4.2) representa os individuos que
permanecem no sitio ¢ no tempo t. O segundo termo representa os individuos que
partem dos sitios vizinhos e chegam ao sitio ¢. Este modelo matemético e suas
variacoes tém sido muito estudados por diversos autores e com diversos objetivos.
Em [29] por exemplo, foi estudado o modelo (4.2) com comunicagio entre os sitios
ocorrendo apenas entre os dois vizinhos mais préoximos, com o objetivo de deduzir

as condicoes de estabilidade do estado sincrono da metapopulacao.

Vamos agora supor que por algum motivo, como por exemplo condicoes
climéaticas e ambientais, tanto a funcao dinamica vital como a fracao de migragao
sao diferentes para dois tipos de agrupamentos de sitios. Trata-se, portanto, de um

modelo metapopulacional heterogéneo para uma tinica espécie.

Neste modelo, denotamos por py a taxa de migragao para a populagao
dos sitios com indice em 1,2, ..., k, onde a dinamica vital é representada por f. Da
mesma forma, designamos por p, a taxa de migracao para a populacao dos sitios
com indice em k+1, k+2,...,n, que possuem dindmica vital representada por g. As
demais hipoteses assumidas na formulagao do modelo anterior também sao validas

aqui.

Dessa forma, na auséncia de migracao, para t = 0,1,2, ..., a dinamica

local dos sitios pode ser descrita por

xl = ), i=1,2,..k
7%+1 f( t) (4.3)
v, = g(xy), i=k+1,k+2,..n

onde f e g sdo funges suaves em [0, 00) com valores nao-negativos.
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Considerando a existéncia da migracao entre os diversos sitios e a
dindmica local descrita em (4.3), a equacao que descreve a evolugao temporal da
metapopulacao heterogénea ¢ dada por

n

. - k . . .
vy = (1= pyg) f(}) + g Z:lci,jf(xi) +pg Yo ciglar), i=1,2,..k,

J j=k+1
Ty = (1= p1g)g(1) + 11y Zlci,jf(xi) + I ; 1ci,jg(l°§), i=k+1,k+2,..,n
i= j=h+

(4.4)

Note que em (4.4), diferentemente da metapopulagdo em (4.2), a
contribuicao dos individuos migrantes para um determinado sitio ¢ provém de dois
grupos de sitios distintos. Olhando para o lado direito das igualdades em (4.4), o
primeiro termo representa os individuos que permanecem no sitio ¢ no tempo t. O
segundo termo descreve os individuos que partem dos sitios vizinhos com indice em
1,2,...,k e chegam ao sitio 7. Por fim, no terceiro termo temos os emigrantes dos
sitios com indice em k + 1,k + 2,...,n para o sitio 7. As condi¢oes de estabilidade
para o estado sincrono de uma metapopulacao heterogénea semelhante a esta foram
apresentadas em [10, 27|, porém, nesses estudos os autores consideram que todos os

sitios possuem a mesma taxa de migracao p constante.

Trabalhar com o sistema (4.4) pode tornar o desenvolvimento do estudo
complexo e de dificil manipulagdo, por isso utilizamos artificios matematicos de

forma a simplificar os calculos, representando matricialmente o sistema por
Xepn = [I = (I - C)M]D(Xy), (4.5)
onde X; € R", D(X;) € R" e sao descritos respectivamente por

T
— 1 2 k k+1
Xt = |: xt xt N xt xt cee aj?” ] y (46)
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E ainda, I é a matriz identidade, C' é a matriz de conexao e M é a

matriz diagonal
k n—k

M = diag(Tug, fig, s fif: Tgs Hgs s Hg) (4.8)

todas de ordem n x n.

Assumindo que no tempo %, o sistema entra em sincronia parcial, temos

para todo t > t,

xy =m, para =12 ..k,

=y, para i=k+1,k+2, ..., n.

Impondo a trajetoria (4.9) no sistema (4.4), obtemos

n

k
Tiy1 = (]' - luf)f(xt) + 1253 Zlci,jf($t) + g Z Ci,jg(yt)’ 1= ]-72a sy k:a
j= Jj=k+1

k
Yerr = (1 — pg)g(ye) + py 216z,jf(fct) + 11 ; cijg(ye), i=k+1,k+2, .0
i= j=k+1
(4.10)

Obviamente, em (4.10) ndo temos a garantia da existéncia da solugao
parcialmente sincronizada. No entanto, basta adicionar algumas hipdteses com
relacao a matriz C para obtermos o desejado. Tais hipoteses, também utilizadas

em [10, 27|, sdo descritas a seguir:

k
Yocij=a, Y, ci=p, i=12 ..k,
j=1

k = (4.11)
dYocii=7 ., cj=0, i=k+1,k+2,..,n,
Jj=1 j=k+1

onde «, 3, v e  sao constantes nao-negativas.

Considerando (4.11) em (4.10), obtemos a equacdo de evolugao

temporal da solugao parcialmente sincronizada (solugao 2-clusters):

Top1 = (1 — pp) f(xe) + ppaf (we) + pgBg(ye),
Yer1 = (1= pg)g(ye) + ppvf(2e) + pgdg(ye)-

(4.12)
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E importante observar que mesmo tomando y; = ju, e f(r) = g(z)
nem sempre ocorre o retorno ao sistema homogéneo em (4.2), com formagao de um
cluster apenas (sincronizagao total ou perfeita), ja que a garantia da existéncia da
solugdo com formagao de dois clusters (sincronizagao parcial) é dada pela partigao
da matriz de conexao em (4.11) e para a existéncia da solugao com formacao de um
cluster (que envolve todos os sitios), conforme [4], é necessario ter uma matriz C'

n n
duplamente estocastica, ou seja, é necessario que ¢; ; > 0e Vi, j, > ¢ ;= > ¢ j = 1.
i=1 j=1

Veremos na Secao 4.2 as redes trabalhadas neste estudo que possibilitam
a solucao 1-cluster. Na préxima secao apresentamos um estudo sobre as condigoes

necessarias que garantem a estabilidade da solu¢ao em (4.12).

4.1 Andalise de Estabilidade do Estado Sincrono

Queremos avaliar se Orbitas iniciadas proximas do estado sincrono em
(4.12) serao atraidas para esse estado, ou seja, estamos interessados na estabilidade
assintotica da solugao sincronizada. Para isso, precisamos analisar o sistema (4.3)

linearizado em torno da 6rbita parcialmente sincronizada.

Seja s; € R™ a oOrbita parcialmente sincronizada da equacao da

metapopulagao em (4.3), assim
k n—k

st = (T, Tty ooy X0 Yts Yts - Ut (4.13)

onde x; e y; satisfazem (4.12).

Calculando a matriz Jacobiana (J) do sistema em (4.3), também

representado por (4.5) e aplicando em (4.13), obtemos

J(sy) =[I — (I — C)M|Dy, (4.14)
onde D, é a matriz diagonal de ordem n X n,
k n—k

™~ I N

Dt = diag(?l(l‘t% i8] f/(xt)a gl(yt)a e gl(yt))' (415)
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-

Definicao 4.1.1. O subespacgo de sincroniza¢ao parcial, denotado por S C R", ¢

definido pelo conjunto

a a DR a

k n—k
5:{ @ o bb bT:a,beR+}’ (4.16)

k n—k k n—k
ondevi=[11 - 100 - 0T evy=[00 --- 011 --- 1 formam

uma base para S, ou seja, Bs = {vy,v9}.

A ideia agora é mostrar que ambos os subespacos S e St sdo
J(s;)-invariantes. Com isso, sendo Bg. uma base para o subespaco S+, B =
Bg U Bg. ¢ uma base para R” = S @ S*, e nessa nova base B, a matriz Jacobiana

J(s¢) assume uma forma mais simples, ou seja, a forma diagonal em blocos

Tos) = | TG0 (4.17)

0 JBSL (St)

sendo Jp,(s;) uma matriz de ordem 2x2, Jp_, (s;) uma matriz de ordem n—2xn—2,
onde a primeira responde pela evolucao dos componentes paralelos da perturbacao
da orbita parcialmente sincronizada. De forma semelhante, Jp_, (s¢) responde pelos
componentes transversais, e portanto é alvo de nosso maior interesse, ji que as
perturbacoes transversais ao espaco de sincronia parcial precisam tender a zero para

que haja estabilidade do estado sincrono.

Com o objetivo de obter o exposto no paragrafo anterior, o primeiro

passo é mostrar que:

Proposicao 4.1.1. O subespago S € J(s;)-invariante.

Demonstracao. De fato, com algumas contas simples, obtemos
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k
Z C1j - - - - _
j=1

2 G a 1 0
o = =« + =av; +yv2 € 5. (4.18)
> Cht1j " 0 1

j=1 ) ) .

—_

01)1 =

k
Sew | T b b
L J=1

Da mesma forma,

> c S - S
i1 8 1 0

> Chj
=kt 1 6] 1 0
Cvy = n = =0 +90 = fv1 + dvy € S. (419)

Z CkJrLj 5 0 1
jRH . . .

n ) 0 1
I L

[ j=kt1

Temos também,
Dy = f'(zy)v € S,
Dy = ¢'(yi)ve €S,
tU2 g (yt) 2 (420)
Mvy, = U1 € S,
Mvy, = pgve €8,
e com isso obtemos,
J(sy)vy = [I — (I — C)M|Dyv;
J(se)vr = f'(xe)[{ — (I — C)M]v, (4.21)

J(seJor =[xl — py(or = Cuy )] € .
es
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Seguindo 0s mesmos passos,

J(s¢)vg = [I — (I — C)M]Dyv,
J(se)va = g'(y)[I — (I = C)M]v, (4.22)

J(st)ve = g'(ye) [v2 — pig(v2 —Qf_z/)] €S.
es

Portanto, dados os resultados em (4.21) e (4.22), concluimos que S é

J(s¢)-invariante. O

Da mesma forma que para mostrar a C-invariancia de S precisamos
de algumas condicoes especiais sobre as linhas de C, agora vamos impor algumas

hipoteses sobre as colunas da matriz de conexao para obter a C-invariancia de S*.

As hipoteses sao:

k
Zlci,j - O/a Z Cij = 7/a j = 1a27"'aka

: = (4.23)
Yoca;=0, Y c;=0, j=k+1Lk+2,..,n,
=1 i=k+1

onde o/, ', 4" e § sdo constantes nao-negativas.

Uma escolha para base de S* & o conjunto

BSL = {ul,u2, ey Up—1, W1, Wa, ...,wn,k,l}, (424)
onde
k n—k
ui:[r—l O ---0 1 0 ---00 --- --- (ﬂT’ i=1,2,.. k-1,
i+1
wi=[0 -+ -0 =L 0 -0 1_0 - 0 i=1,2..n—k—1.
—— ~—
k+1 k+1+1
(4.25)

Para um melhor entendimento, os vetores da base sao dados

explicitamente por:



0

L 4 L _ L 4 L 4 L | L A

Wn—k—1

ul

Proposigao 4.1.2. O subespago S+ € J(s;)-invariante.

0

u2

1l Tol o
0
0

1 0 0

B IO I I I

1 0

0 1

0 0 0

Uk —1 w1

w2

0
1
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(4.26)

Demonstragao. Considere a base Bgi descrita em (4.24) e (4.25). A dificuldade

aqui é mostrar que S+ é C-invariante, ou seja, devemos mostrar que para todo vetor

v € S*, temos que Cv € S*. De fato, parai = 1,2, ...

CUZ‘ € SJ_ = Cul = A1;U1 02U+ ... F A1 U1 O W1 F o A2 Wy g1, (427)

para coeficientes a,,; € R, m =1,2,...,n — 2.

De (4.27) obtemos

(

k-1
— D Uy
m=1

—C1,1 + C1i41

—Cm+1,1 + Cmi1,it1,
—Cr41,1 + Crit1i41

—Cm+2,1 t Cmy2,i+1,

(4.28)
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E—1
Yo (Cmg11 = Cmgii41) = —Cig+ Criga
o { m=l (4.29)
(Cm+21 = Cmt2,i41) = —Chy11 + Chilitl
m=k
k—1 k-1
Yo(emyra+en) = (Cmtt,i41 + Crit1)
9l m=) (4.30)
(Cmg21 +Crr11) = D (Cmaoist + Chr1,it1)
m=k m=k
k k
Z Cm,1 = Z Cm,i+1
Z Cm,1 = Z Cm,i+1
m=k-+1 m=k-+1

Usando as suposi¢oes em (4.23), para todo i = 1,...,k — 1, verificamos

k k n n
/ /
§ Cm,1 = E Cm,i+1 — ¢ € g Cm,1 = E Cmji+1 = 7 - (432)
m=1 m=1

m=k+1 m=k+1

Portanto, existem constantes a,,; € R, tais que Cu; € S*, Vi =
1,2,....,k — 1. Analogamente, basta seguir os passos anteriores para mostrar que

Cw; € S*t,Vi=1,2,...n—k—1, ou seja,

1
Cw; € S& & Cw; = ay p—144U1+...FQ—1 f—14Uk—1F Ak g—14W1 .2 14 W -1,

(4.33)
para coeficientes a,,; € R, m =1,2,...,n — 2.
Segue de (4.33) que,
( k—1
— > Umg—14i = —Clk+1 + Clhtit
m=1
Umk—14i = —Cmilk+1 T Cmilktitl, M= 1,2, k-1
n—2 (434)
— D Amg—14i = —Chtlk+1+ Chtlhtit1
m=k
L mk—1+i — “Cmi2k+1 + Cm+2,k+i+1, MM = ka k+ ]-7 sy T 2
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k-1
(Cma1k+1 — Cmt1hrit1l) = —Clit1 + Clgtit1
m=1
S R S (4.35)
(Cma2k41 — Cmt2ktit1) = —Chtt 1 + Chtl htitl
m=k
k k
Z Cm,k+1 = Z Cm k+i+1
= me-1 me=l (4.36)
Z Cmk+1 = Z Cm, k+i+1
m=k+1 m=k+1

Resulta da suposi¢oes em (4.23), para todoi=1,2,...n—k — 1,

k k n n
/! /
E Cmk+1 = E Cmk4i+1 = B e E Crmk+1 = E Crm k+i+1l = J. (4-37)
m=1 m=1

m=k-+1 m=k-+1

Portanto, basta tomar as constantes a, —1+, como em (4.34) para que

se tenha Cw; € ST, Vi=1,2,...n—k— 1.

Assim, pelo desenvolvimento acima, concluimos que S+ é C-invariante.

Como,
Dwu; = f(x)u; e Mu; = ppu;, para i=1,2,... k—1,
i = f'() fti, P (4.38)
Dww; = ¢'(y)w; e Muw; = pyw;, para i=1,2,...n—Fk—1,
obtemos,
J(s)ui = f'(@)[I = (I = C)M]u; (4.39)
J i=f i~ i — Cu;)] € S*,
(50 = /el — s — Cow)
es+
e da mesma forma,
I (se)wi = g'(ye) [wi — pg(w; — Cwy)] € S*. (4.40)
est

donde concluimos que S+ & J(s;)-invariante. O
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Portanto, dada por () a matriz mudanca de base da base canonica do

R™ para a base B = Bs U Bg.1, temos

QB: V1 V2 Up Uz - Ug—1 W1 W2 - wnfkfl] (4-41)

Tp(st) = Qp' J(s:)Qp, (4.42)

onde Jp(s;) assume a forma em blocos, como descrito em (4.17).

Considerando J(s;) = [I — (I — C')M|Dy, resulta de (4.42),

~ ~ ~

Ipg(s:) = [ — (I = C)M]D; (4.43)
onde
. Q . 0 . "z 0
¢ = B Cov=| M e D = f() L (4.44)
v 0 0 py 0 g'(w)
E também
JBSL (St) = [[ - ([ - O)M]Dtv (445)
onde os coeficientes ¢; j,4,7 = 1,2,...,k — 2 da matriz C sdo dados pelos (pmi'S

descritos em (4.28) e (4.37), ou seja,

Cij = —Cit11 t Ciy15+1 | Cij = —CitLht1 + Ciglhrjrl
=12 . k-1 =12 . k-1
) i=1.2. k-1 i=1.2,. . n—k—1
& — (4.46)
Cij = —Cit21 + Ciy2j+1 | Cij = —Cit2k+1 T Cit2 ktjt1
1=kk+1....,n—2 i=kk+1,...,n—2
1,2, k=1 1,2, n—k—1
L J J 4 (n—2)x(n—2)
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Além disso,
k—1 n—k—1
Y LN
M = diag(fig, ... jof, Tg, -\ f1g) (4.47)
e
k;l n— k:
Dy = diag(f'(z,), .. f'(20), 9' (), - ( ). (4.48)

Para verificar (4.43) e (4.44) basta calcular os produtos Juv; e Juy. Dado

(4.14), podemos escrever

Juy = [I—(I—C)M]|Dyv
= == C)M]f (w)vs
= ['(@)[vr = (I = C)Muwy]
= fl@)[vr = (I = C)pgvi]
= flzve — ppf'(@or + ppf' (@) Coy
= fllzor — ppfl(@vr + pp (@) (avr +y02)

= [1—pr(1 =) f'(x)vr + ppf (20)yv2. (4.49)

De maneira anloga,
Jvs = [I—(I—C)M|Dsvs
= [ == C)M]g (y)ve
yi)[v2 — (I — C)Muy]

Ye)[va — (I — C)/Jg%]

= g9 (yr) Bur + [1 — pg(1 — 8)]g' (ye)va. (4.50)

Por (4.49) e (4.50) temos,

Tp = (1= pp(1 = )] f' () tg9'(ye) B (1GNP, (451)

pop f' () [T — pg(1 = 8)]g"(ve)
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com C, M e D, dados em (4.44).

Precisamos ainda verificar as afirmagoes em (4.45), (4.46), (4.47) e
(4.48). Fazendo J(s)u;,i=1,2,....,k—1e J(s;)w;,i =1,2,...,n—k—1, obtemos

as colunas da matriz Jp_, (s¢).
Assim, parat=1,2,...,k — 1,

J(s)u; = [I—

= f'(@)[ui = (I = C)pyui]

(-
- (I-
= fl@)
)
= f@dui — pef(w)ui + ppf'(20) Cug
= (L= pp)f'(@)ui + pypf'(20) (Z (i + nilak 1+m zwm>
= pranif (@) + o+ ppaigi fl(@)ui +[1 - Mf(l — a;)]f (w)u; +
Fgaissaf (@) i + o+ prran i f (@) up_1 +

Fpparif (T)wr + A ppan g f () wn g1 (4.52)
Em (4.52) obtemos J(s;)u; como uma combinacao linear dos elementos
da base Bgi, ou seja, parai=1,2,...,k—1,
J(St) =b U1+ b dU2 + ...+ br_1 dUk—1 T by, AW+ by—o iWn—f—1, (453)
onde os coeficientes da combinagao linear em (4.53) sdo dados por

i (24), m=1,2,..n—2em+#1
bs = fpamgi f' () 7 (4.54)

(1= (1 = amu)) [ (@), m =i,
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Seguindo os mesmos passos para ¢t = 1,2,...,n — k — 1, temos

J(spw; = [I—

= g'(y)[wi — (I = C)Muwy]
= 9'(yo)[wi — (I = C)pgw]
= g'(y)wi — pgg' (ye)wi + pgg’ (ye) Cw;

n—k—1
= (1—Mg)g (yt)wz+ﬂgg Yt) (Z A k—1+iUm + Z Qp— 1+mzwm>

= fg1p—1419 (Ye)ur + ... + fg@r_1 k—1+:9 (Ye)Uk_1 + HaQkk-1+ig (Yr)wr +
Ao (1= pg(1 = a1 p—144)]9 (ye)ws +

Ao gn—2 —14i9 (Ye)Wn—p—1.- (4.55)

Assim, parai=1,2,...,.n—k —1,

J(st)wi = by p—14it+bap—14itiat . Abp—1 p—14itlp—1+0p 14 W1 Abn 2 k14 Wn g1
(4.56)
Lgmk—1+i9 (Yt), m=12 .. n—2em#k—1+1i
< b g-14i =

(1= pg(I = amm))g' (), m=k—1+i.
(4.57)

Os coeficientes em (4.54) e (4.57) sdo as entradas da matriz Jp_, (ver
[5]). Em consequéncia disso podemos escrever Jp = [[ — (I — C')M|D;, sendo

C =[] conforme descrito em (4.46), M conforme (4.47) e D, conforme (4.48).

Esta separagao de Jp(s;) em Jpg(s;) e Jp_, (s¢) construida até aqui,
como ja descrito anteriormente, tem por objetivo identificar como o Jacobiano atua

nos subespacos S e S+, separadamente.

Como S é J-invariante, perturbacoes neste subespagco permanecem nele

ap6s a acao de J. A preocupaciao é com as perturbacoes em S+, que como sdo
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transversais ao subespaco de sincronia, devem tender a zero para que tenhamos

garantia de estabilidade assintotica do estado parcialmente sincronizado.

Trabalhando na base B, através da linearizagao do sistema (4.4) em

torno de s;, obtemos a seguinte equagao para a perturbagao:

At+1 = JB(St)At, (458)

T

onde A; = [e; € €3 ... €,]" é um vetor perturbagao em R".

Pela decomposi¢ao de Jgp = Jp, ® I, pode-se analisar como a
perturbacio se comporta em cada subespaco separadamente. E suficiente para os
nossos objetivos analisar a evolucao de um vetor perturbacao A, € R"2 transversal

a orbita sincronizada, ou seja, podemos trabalhar apenas com
At-ﬁ-l = JBSL (St)Ata (459)
em lugar de (4.58).

Sendo A a perturbagao inicial, obtemos a partir de (4.59),

At = JBSL (‘St*l)JBSL (St,g)...JBSL (80)A0. (460)

Desta forma, a perturbacao tenderé a zero quando t — oo se, e somente
se

Tim || Proa P Py [|7< 1, (4.61)

onde P, = JBsL(sT), 7=0,1,2,....
Em resumo, podemos calcular a taxa média de crescimento transversal
e paralelo da perturbacao de uma trajetoria parcialmente sincronizada. Tais taxas,

sao chamadas respectivamente de nimero de Lyapunov transversal, obtido a partir

de (4.61) e representado por

Ly = lim || Jp, (s7-1) B, (7-2)--TBg. (51) T8, (50) [ (4.62)
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e o numero de Lyapunov paralelo, que é obtido da mesma forma que L, e

representado por

Ly = || Ty (sr1) T (57—2)- T (51) T ) [1/7 (4.63)

Seja Ay o atrator em S e seja p uma medida de probabilidade
F-invariante com suporte em A,, onde F' : R® — R" é a aplicacao que descreve
a dinamica em (4.3). O teorema de Oseledec [8] pode ser usado para garantir a
existéncia dos limites acima para todas as 6rbitas em A,, exceto para um conjunto de
medida p-nula. Se assumirmos ainda que p é ergddica, os nimeros de Lyapunov L, e
L, sdo p-quase sempre constantes [27]. Os resultados obtidos até aqui encontram-se

resumidos no seguinte teorema.

Teorema 1. Seja F : R" — R" a aplicacao que descreve a dindmica da
metapopulag¢ao dada em (4.4). Supondo que a matriz de conectividade C satisfaz
(4.11) e (4.23).

1- Eziste uma base de R™, tal que, nessa base, C' admite uma decomposicao em
blocos na forma C' = Co C, onde C ¢ a matriz 2 x 2 descrita em (4.44), e Céa
matriz (n — 2) X (n — 2) descrita em (4.46). Na mesma base, a matriz Jacobiana
aplicada na trajetoria parcialmente sincronizada J(s;) = DF(s;), também admite

uma decomposi¢do em blocos, na forma J(s;) = Jpg(st) ® Jp,, (s1), onde

N ~

Ipg(st) = [ — (I — C)M]ﬁt, com M = diag(piy, pg) € ﬁt = diag(f'(21), 9'(y1))-

E ainda,

Jp,, = — (I —C)M]D,,

k—1 n—k—1

k—1 n—k—1 B
~ . ~ . 7 N 7 N
com M = diag(Tig, ... i1 Togs s fog) € Dy = diag(f' (x4), ooos f/(21), 9" (), - 6’ (Y1)

2- Se A € um atrator em S e p uma medida ergodica F-invariante com suporte em
Ag, entao os niimeros de Lyapunov transversal e paralelo de uma orbita em A, sao

p-quase sempre constantes, e sao dados respectivamente por

. 1
L= lim [} Jp, (s71) T, (s7-2) .- By, (51)JBy, (50) |7
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Ly = lim || Jpg(sr—1)Jpg(sr-2) - Jog(51)Jag (s0) |17 -

4.2 Analise para os Diferentes Tipos de Rede

Nesta secao, obtemos uma expressao para a solucao parcialmente
sincronizada (4.12), e também para o nimero de Lyapunov transversal (4.62), para

as redes apresentadas no Capitulo 3.

4.2.1 Rede Global

Conforme ja vimos no Capitulo 3, os coeficientes de conexao da rede
global sao dados por Cijjm Lo 1 # 7, 14,5 = 1,2,...n. Nessa rede, a soma dos
elementos de cada linha e de cada colunas da matriz C' é igual a um, ou seja,
zn:cm =1,i=1,2,....ne zn:ci,j = 1,7 = 1,2,...,n. Portanto, para essa rede
g}l)eciﬁca, caso tenhamos /iy Z:l,ug e f(x) = g(x), entao o sistema em (4.4) é igual

ao sistema em (4.2).

Esse tipo de rede, de facil manipulacao algébrica, torna possivel algumas

conclusoes a respeito do sistema metapopulacional. Como sabemos de (3.7) que

o = 1, g = 1, v o= T1 ed = 11, solugao parcialmente sincronizada,

apresentada em (4.12), pode ser reescrita como

Ty = (1= pyp) fe) + nﬂ—f(k? — 1) f (@) + %(n —k)g(ye),

! (4.64)
Y1 = (1= pg)g(ye) + n—_flkf(%) + %(n —k—=1)g(y:).

Para o caso extremo em que k£ = 1, ou seja, apenas um sitio possui taxa

de migracao dada por jif, temos

T = (L= pp) f(we) + pgg(ye),

(4.65)
Y1 = (1= pg)g(y) + 25 f () + 25 (n = 2)g(ye).
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Para o outro caso extremo em que apenas um sitio possui taxa de
migracao dada por pi4, ou seja, k = n —1, entao a solu¢ao parcialmente sincronizada
adquire a forma

v = (1= pp)f(ze) + 5750 = 2) f () + 259w,
yern = (L= 1g)g(e) + pus f ().

(4.66)

Sendo a matriz C' dada por (4.46) e considerando (3.5), obtemos

1
n—1

o

I. (4.67)

Substituindo (4.67) em Jp_, = [I — (I — C)M]D,, resulta em
1 ~ | ~
Jp, = {I— (I+ — 11) M] D,
= |- (2 \m|D (4.68)
N n—1 - ’

Desta forma, por (4.62)

et ()]0 o ()3

Note que estamos trabalhando apenas com matrizes diagonais, e

1/7

(4.69)

portanto podemos escrever (4.69) como

Ly = lim 'H[— ( " )M}TDTI...E@O

1/7

(4.70)

T—00 n—1

A norma matricial utilizada é a norma espectral ou euclidiana,
representada pelo maior valor singular da matriz, ou seja, dada uma matriz A,
temos que || A |la= VA ATA, onde X é autovalor de AT A, conforme [11]. O
fato de estarmos trabalhando com matrizes diagonais facilita muito os calculos, pois
nesse caso, a norma espectral € também o modulo do maior autovalor do produto

de matrizes em (4.70). Portanto,

L. = lim [maa; ('(1 - LW)Tf’(xT_l)...f'(xo)

300 n—1 1
)] ’ : (4.71)

9

' (1 - %Mg)T 9'(Yr—1) -9 (o)




42

e ainda,

T

9

L. = lim max ('(1— r uf>Tf'(:pT_1)...f'(x0)

T—00 n—1
1
T)

T [f/(2r 1) /(0|

’ (1 - nﬁ 1ﬂg)Tg'(yT1) o d (o)

n
L, = 1——
1 max(’ p——

n

’1_ _1,“9

| i 1) ). (172)

Finalmente, de forma mais compacta, podemos designar o nimero de

Lyapunov transversal para a rede global por

L, = max (‘1— nl/,cf‘Lx, 1—L,ug Ly), (4.73)
—_ n —_
onde
Ly = lim | /(@) . [/ (@) [ (0|7, (4.74)
[§]
. 1
Ly = lim [g'(y-—1) .- g'(y1)g' (o) |7 - (4.75)

Note que segundo (4.73), cada cluster possui o seu ntimero de Lyapunov
transversal e o maior deles é o L| procurado. Ainda, a forma com que foi escrito
(4.73) permite observar que, em cada cluster, o nimero de Lyapunov transversal é
calculado como o produto de uma componente associada a rede e a taxa de migracao,
e outra componente dependente da dindmica local. Se uma das taxas de migragao
for zero, entao o numero de Lyapunov transversal do seu respectivo cluster depende

apenas da componente de dinamica local.

E possivel perceber também que se n — oo e frg — 1 entao L; — 0
e nesse caso sempre ocorre sincronizacao parcial. Esse resultado indica que quanto
maior o nimero de sitios em uma metapopulacao e mais intensa a migracao entre
os diversos sitios, maior é a chance de haver sincronizacao parcial, em uma rede do

tipo global.
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Vale lembrar que (z;,y;) é a trajetoria dada por (4.64) e dessa forma,
L, e L, nao sao os mesmos que o ntimero de Lyapunov para a dinamica local, no

caso de um sitio isolado.

4.2.2 Rede Global Ponderada

Sendo dada por (3.8) a matriz de conexao para a rede global ponderada
e considerando (3.9) e (4.12) , podemos escrever a evolugao temporal da dinamica

parcialmente sincronizada como

T = (1—pp)f(ze) + Mf%f(%) + ugﬁ%g(yt), (4.76)
yer = (1= 1g)g(ye) + s e (@) + o praprrad (We)-
Ainda considerando (3.8) e seja C' dada por (4.46), obtemos
—t 0 . 0 . 0
0
~ — 0 0
C — ak+n—k—a (477)
0 " ktaln—k)—a
’ 0
0 0 0 — e ma |
Substituindo (4.77) em Jp_, = [I — (I — CYM]D;, resulta
orf'(z) 0 0 0
0
: oo f () 0 0
Tp,, = ! / ' ' : (4.78)
0 029" (yt) :
0
0 0 0 029 (y1) |

onde oy = [1 = puy(1+ )] 02 = [1 = g (1 + ont5=2)] e (@, ) sdo dados
por (4.76).
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Dessa forma, utilizando (4.62), o niimero de Lyapunov transversal para

a rede global ponderada é dado por

L, = lim H JBSL (Sr—l)JBSL (ST—Q) s JBSL (Sl)Jle (SO) ”%

= lim [max (o7 f'(1) . [ (20|, |03g (9r1) - 9 (90))] 7
= max(|o1| Ly, |o2|Ly), (4.79)

com L, e L, ja definidos anteriormente em (4.74) e (4.75), respectivamente.

Nessa rede nao ha possibilidade da existéncia da solucao 1 — cluster, ja

que a soma das linhas da matriz C' sao diferentes de um.

4.2.3 Rede Bipartida

Sendo que para a rede bipartida temos o = 0, § = ”—;k, v = ﬁ e
5 =0, a solugao 2 — clusters descrita por (4.12) adquire a forma
_ n—k
rer = (L= pyp)fe) + g™ 9 (), (4.80)

Y1 = (1= pg)g(ye) + pp25 f ().

Para o caso em que n = 2k, entao temos 5 =y = 1 e a dinamica (4.80)

acima torna-se
T = (L= pup) f(me) + pgg(ys),

Y1 = (L= pg)g(ye) + pypf(x0).

(4.81)

Neste caso especifico temos a soma das linhas e colunas da matriz C'

iguais a um e portanto é possivel a formacao da solucao 1 — cluster, quando py = p,

e f(x) = g(x).

Considerando a matriz de conexio C' dada por (3.12) e seja C' definida

em (4.46), obtemos C' = [0], ou seja, todos os elementos da matriz C' sio nulos.
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Substituindo C' em Jp, = —(I— C)M]Dy, resulta

Jp, = [[—(I—0)M|D,
= [[ - M]D,. (4.82)

Para o calculo do nimero de Lyapunov transversal, utilizando (4.62),

temos

. 1
L = lim || Jp, (s71)JBg, (s7-2) - By, (51)JBy. (50) |7
= lim || (I = M)D, ... (1= M)Dy(I = M)Dy ||-
= lim || (I = M)"D,—y... DiDy Ik

= lim [max(|(1 — pg)" ' (zr—1) - [ (20) ], [(1 = 1g)79 (Y1) - - 9 (0)])]

3=

= lim maz(|(L = )|l f (@) o S @0)|7, (1= )9 (gr-1) - (0) )
= maz(|(1 = pg)] i |f (zp0) o (20)| 7 |(L = pg)] lim |9/ (yr) -+ 9'(30)]7)
= maz(|(1 = pp)|Le, (1 = 1y)ILy), (4.83)

com L, e L, definidos por (4.74) e (4.75), respectivamente.

Repare que diferentemente das redes anteriores, o nimero de Lyapunov
transversal para a rede bipartida nao depende do ntimero de sitios, ou seja, nao
depende do parametro n, o que significa que o fato de haver ou nao a sincronizagao
parcial independe do niimero de sitios que compoem uma metapopulacao. Ja de
forma semelhante as redes anteriores, aqui também quanto maior a intensidade da

migracao, maior é a possibilidade de haver sincronizagao parcial.

4.2.4 Rede 1/2

A rede 1/2 ¢ mais um dos casos em que a soma das linhas e das colunas
da matriz C' sdo iguais a um e portanto, quando py = p, e f(x) = g(x), o sistema

em (4.4) torna-se igual ao sistema (4.2).
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Como é possivel fazer os calculos e obter os parametros o = "*k L 4 5=

k _2nk4
2(n2> 7= 2 0 = a2

reescrevemos a solucao parcialmente smcromzada

COomo segue:

Tepr = (L= pyp)fae) + (“—f(n + k= 4)f (@) + 355 (n = k)g(ye),

(4.84)
yerr = (1= hg)g(ye) + 5o gk f (@) + 505 (2n — k — 4)g(ye).-

Diferentemente das redes trabalhadas anteriormente, para a rede 1/2 a
matriz C' ndo é uma matriz diagonal e nem nula, o que impede obter uma féormula
do niimero de Lyapunov transversal com separacao entre a componente de dinamica
vital e o restante dos parametros. Neste caso, de forma um pouco mais trabalhosa,

para as simula¢oes numéricas calculamos o L diretamente da formula em (4.62).

4.2.5 Rede Grupo Preferencial

Para a rede grupo preferencial, apenas a soma das colunas da matriz C'

é igual a um, obtendo diferentes valores na soma das linhas.

Dados @ =0, f = 2=k = E o §=ntl

T — —, reescrevemos a solugao

2-clusters como:

T = (1= pp)fla) + 225 (n = k)g (), (4.85)
_|_

Yror = (1= pg)g(ye) + 2k f(ze) + 25 (0 — k= 1)g(ye).

Apos alguns célculos obtemos a matriz C que é diagonal e dada por

—k—
k—1 -\
1

~ —_—
C = diag | 0,0, ...,0, — — e — (4.86)

Substituindo (4.86) em Jp_, = [I — (I — C)M]D;,, podemos reescrever
o nimero de Lyapunov transversal como

- - - 1/7
L, = lim )EDT_l...EDlEDO , (4.87)

T—00
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onde,
k—1 ni !
-~ n n n
E=di 1— 1— ey 1 — 11— —py, 1 — ——pig, ey 1 —
ag Ky Hfs-eny Ky, n— 1,ug7 n 1,ug7 3 n 1,ug
(4.88)
Continuando em (4.87), temos
- -~ 1/7
L, = lim HETDT,l...DlDO , (4.89)
T—00
e ainda,
Ly = lim [mazx (|(1 = pyg)" f'(2r) - f'(w0)], (4.90)
1
/’fL T
1— i) .. d
( n_lﬂg) 9(yr—1) -9 (o) )] :
ou,

Li = maw (|1 = sl Jim |f/(2e0) . f (o) (4.91)

E finalmente, o ntimero de Lyapunov transversal para a rede grupo

3=

n
1= ——u,

lim |g'(yr—1) - --9'(v0)]
n T—00

preferencial é dado por

n
(I

L, = 1— | Ly,
o= maz (11 -

Ly) , (4.92)
com L, e L, definidos por (4.74) e (4.75), respectivamente.

Como era de se esperar pela definicao da rede grupo preferencial, o
nimero de Lyapunov transversal para o grupo com dinamica vital dada por f(x)
é calculado da mesma forma que na rede bipartida. Ja no grupo em que temos a
fungao g(z), o calculo do nimero de Lyapunov transversal se da como na rede global.
Assim, podemos concluir que a rede grupo preferencial é uma fusao das redes global

e bipartida.



48

4.3 Resultados Numeéricos

As simulagoes numeéricas sao apresentadas de modo a demonstrar e

exemplificar os resultados analiticos obtidos.

Nesta secao, em todas as simulagoes numéricas estamos utilizando
f(z) = g(x) = 2e"=®) com o objetivo de avaliar os efeitos de taxas de migracio
diferentes enquanto a dinamica local é a mesma. Os resultados para f(z) # g(z)

sao apresentados no Capitulo 6.

A diversidade nas simulagoes encontra-se nos diferentes tipos de matriz
de conexao C', na variacao dos parametros r, nimero de sitios e taxas de migracao.
Quando utilizamos a rede global ponderada, temos ainda a variacao do parametro
nao negativo a, que pode ser a > 1 e nesse caso a migracao é mais forte entre os
sitios de um mesmo cluster, ou podemos ter a < 1 e assim a migracao ¢ mais intensa

entre sitios de clusters distintos.

Com respeito ao parametro r, os valores escolhidos pertencem a regiao
de dinamica caodtica da funcao de Ricker. Utilizamos » = 2,8 onde seu respectivo
nimero de Lyapunov é dado por L = 1,2712, r = 3,0 onde L = 1,4268 e r = 4,0

onde L = 1,6154, lembrando que L > 1 indica caoticidade na dinamica da funcao.

Para realizar os experimentos numéricos computacionais utilizamos o

software MATLAB.

Nas proximas secoes apresentamos os resultados graficos das simulagoes
juntamente com sua andlise, lembrando que nossa atencao concentra-se na dinamica
parcialmente sincronizada, mais que isso, queremos avaliar o comportamento do
sistema proximo ao estado sincrono, saber se ele é sensivel ou nao a pequenas

perturbacoes.
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4.3.1 Numero de Lyapunov Transversal

Com o objetivo de monitorar em quais casos e sob que condicoes a
sincronizacao parcial (no nosso trabalho, solu¢ao 2-clusters) é estavel, calculamos o
numero de Lyapunov transversal, representado por L, para diferentes parametros

e conexoes.

Nos gréficos construidos expondo o parametro 1y no eixo horizontal e
{ty 1O eixo vertical, fixamos o valor de r, a matriz de conexao e o ntimero de sitios,
enquanto os valores de piy e 11, variam de 0 até 1. Para uma série de valores de yir e 1,
é calculado o nimero de Lyapunov transversal e, quando o resultado obtidoé L| > 1,
ou seja, quando para tal ponto (uy, 1t,) a solugdo parcialmente sincronizada é instéavel
a uma pequena perturbagao, entao plotamos este ponto, fazendo com que a regiao de
parametros para a qual é obtido instabilidade sincrona seja identificada pela regiao
escura do grafico. As condigoes iniciais sao tomadas parcialmente sincronizadas,
conforme equagoes em (4.12). Para cada valor (g, p,) calcula-se o namero de
Lyapunov transversal utilizando 1.000 iteracoes, ap6s descarte de 10.000 iteragoes

transientes na o6rbita.

Em cada tipo de rede simulamos resultados utilizandor = 2,8 e r = 4,0
para um total de n = 20 sitios, para dois valores distintos de k, a saber, k = % =10
(metade em cada grupo), e k = 2—50 (um grupo com i do total de sitios e outro grupo
com % do total de sitios). Com o objetivo de avaliar os efeitos causados pelo niumero

total n de sitios, para r = 2,8, aumentamos proporcionalmente os valores de n e k

(mantendo constante a razao 7, sendo 2 para o primeiro caso e 4 para o segundo)
para os dois casos em estudo. A unica exce¢ao é a rede 1/2 que pela dificuldade de se
trabalhar com ntimeros grandes de n, quando r = 2, 8 reduzimos proporcionalmente

os valores de n e k ao invés de aumentarmos, conforme as outras redes.

Algumas conclusoes podem ser obtidas através das Figuras 4.1 e 4.2 que

dizem respeito as simulacoes utilizando a rede global. Observamos uma quantidade
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muito maior de pontos de instabilidade para » = 2,8 do que para r = 4,0. Outra
caracteristica é que quanto menor o nimero de sitios, maior é regiao de estabilidade
do estado sincrono para valores pequenos de uy e u,. Para r = 2,8, Figura 4.1,
h4 uma concentracao de pontos de instabilidade que se encontram nos valores de
[ty e p1y menores de aproximadamente 0,45. Para r = 4,0, Figuras 4.2, nao existe
uma concentracao notavel de pontos de instabilidade para uma determinada faixa
de valores de uy e py, mas, ainda assim é possivel perceber que o sistema ¢é estavel
quando pelo menos uma das taxas de migracao é maior que aproximadamente 0, 65.
Esses resultados sao condizentes com os resultados analiticos obtidos para a rede

global.

Quando simulamos metapopulacoes com a rede global ponderada,
Figuras 4.3 a 4.6, também observamos uma pequena diferenca aumentando o niimero
de sitios de forma proporcional em cada cluster, novamente a regiao de instabilidade
tornou-se um pouco maior. Comparando as Figuras 4.1 e 4.3, é notavel a semelhanca
entre as regioes formadas pelos pontos de instabilidade para as redes global e
global ponderada quando a = 0,5 e r = 2,8. Ainda para a = 0,5, em todos os
casos simulados temos estabilidade sincrona quando pelo menos uma das taxas de

migracao ¢ maior que aproximadamente 0, 75.

Para a = 2, Figuras 4.5 e 4.6, ¢ possivel observar uma quantidade
significativamente maior de pontos de instabilidade para r = 2,8 do que para r =
4,0, resultado este que é igual ao obtido para a rede global. A diferenca aqui é que
para r = 4,0, no caso em que nao temos simetria na distribuicao de sitios entre
os dois grupos (k = 5), obtemos pontos de instabilidade mesmo quando /i, assume
valores proximos de 1. Porém, quando apenas fir, ou ambos jiy e p, aproximam-se

de 1, temos estabilidade.

As Figuras 4.7 e 4.8 exibem as simulagdes numéricas utilizando a rede
bipartida. Para r = 2,8 o diferencial nesta rede é a observagao de pontos de

instabilidade do estado parcialmente sincrono quando uma das taxas de migracao
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assume valores proximos ou igual a 1, enquanto a outra taxa de migracao tem seus
valores proximos ou iguais a 0. Biologicamente, temos o caso em que na populagao
de um grupo de sitios a migracao é intensa, enquanto na populagao do outro grupo

nao ocorre migragao ou ocorre mas ¢ pouco intensa.

Para um melhor entendimento, a Figura 4.9 mostra o nimero de
Lyapunov transversal calculado em funcao de py para as redes global e bipartida
quando py, = 0,15, n =20, k =5 e r = 2,8. Ou seja, trata-se de uma comparacao
entre as Figuras 4.1 (a) e 4.7 (a), fixando mais um parametro, o p,. Nas Figuras
4.9 (a) e (b), a linha tracejada indica L, = 1, ou seja, é o ponto onde ocorre a
mudanca na estabilidade da solucao parcialmente sincronizada. Repare que para
a rede global, Figura (a), o nimero de Lyapunov, entre pequenas oscilagoes, vai
diminuindo gradativamente, comecando maior que 1 até que em aproximadamente
ps = 0,4 ele se torna menor que 1. Ja para a rede bipartida, Figura (b), o nimero de
Lyapunov transversal oscila entre valores maiores e menores que 1 varias vezes. Um
resultado interessante ¢ que, justamente ao contrario da rede global, temos L, < 1

para os valores menores de pi, e, L > 1 para os valores maiores de .

Também ao contrario da rede global, na rede bipartida os pontos de
instabilidade aumentam conforme o parametro » aumenta de r = 2,8 para r = 4, 0.
Outra diferenca, de acordo com os resultados numeéricos representados pela Figura
4.7 e outros que julgamos desnecesséario exibir, esta rede nao apresenta sensibilidade
quanto ao numero de sitios. Este resultado ja era esperado, devido ao ntimero de

Lyapunov transversal que independe de n na rede bipartida.

E possivel ainda observar, segundo resultados de simulacoes, que para
r = 4 a rede bipartida é a rede que concentra a maior quantidade de valores de 15 e

fty PaTa os quais temos instabilidade sincrona, quando comparada as outras redes.

Comegando pela Figura 4.10 como representante da rede 1/2, sua

analise trouxe a surpresa de ter aumentada a sua regiao de instabilidade no espaco
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psity (maior nimero de pontos nos quais o sistema ¢é instavel). Verificamos a
possibilidade desta sensibilidade ao parametro n estar sendo causada pelo uso de um
numero reduzido de sitios, ou seja, apenas 8 sitios foram utilizados nas simulagoes
numéricas (a) e (c). Para tirar essa duvida, simulamos a mesma quantidade de
sitios para a rede global, a qual nao exibe a mesma sensibilidade quanto ao niimero
de sitios. Dessa forma, é possivel concluir que a rede 1/2 é a rede para a qual o
nimero de Lyapunov transversal possui a maior dependéncia do nimero total de
sitios, quando comparada as outras redes. Para r = 4, Figura 4.11, o niimero de

pontos de instabilidade diminuem bastante.

Por ultimo a rede grupo preferencial, Figuras 4.12 e 4.13, apresenta
em seus graficos um misto de resultados obtidos pelas redes bipartida e global, que
condizem com a forma de construcao desta rede e os resultados analiticos obtidos

para ela.
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Figura 4.1: Numero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de iy e yi, para a rede

globaler =2,8. (a) n=20ek=5(b)n=160e k=40 (c)n=20e

k=10 (d) n =160 e k = 80.
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Figura 4.2: Numero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de iy e yi, para a rede

global e r =4,0. (a) n=20e k=5 (b) n =20 e k = 10.
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Figura 4.3: Numero de Lyapunov transversal (L, ) em funcao de uf e u, para a rede
global ponderada (com a = 0,5) e r = 2,8. (a) n =20e k =5 (b)
n=160e k=40 (c) n=20e k=10 (d) n = 160 e k = 80.
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Figura 4.4: Numero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de yy e yi, para a rede
global ponderada (com a = 0,5) e r = 4,0. (a) n =20 e k =5 (b)
n=20e k= 10.
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Figura 4.5: Numero de Lyapunov transversal (L, ) em funcao de uf e u, para a rede
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Figura 4.6: Numero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de iy e yi, para a rede
global ponderada (com a =2) er =4,0. (a) n=20e k=15 (b) n =20
e k= 10.
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Figura 4.8: Numero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de py e p,, para a

rede bipartida e r =4,0. (a) n =20e k=5 (b) n =20 e k = 10.
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Figura 4.9: Numero de Lyapunov transversal (L, ) em funcao de s para p, = 0, 15,
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Figura 4.10: Namero de Lyapunov transversal (L) em funcao de p; e p, para a
rede 1/2er =28 (a)n=8ek=2(b)n=20ek=5(c)n=8e
k=4 (d)n=20ek=10.
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Figura 4.11: Namero de Lyapunov transversal (L) em funcdo de p; e p, para a

rede 1/2er=4,0. (a)n=20e k=5 (b) n=20e k= 10.
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Figura 4.13: Namero de Lyapunov transversal (L) em funcao de p; e p, para a
rede grupo preferencial e r = 4,0. (a) n =20e k=5 (b) n =20 e
k = 10.

4.3.2 Densidade Populacional

Nesta secao os resultados das simulacoes sao descritos através de dois
tipos de graficos: 1) Densidades z! em cada sitio i = 1,2,...,40 (eixo vertical),
e em cada instante de tempo ¢ = 1,2,...,30 (em excegdo, para a rede 1/2
trabalhamos com um total de n = 20 sitios); 2) Séries temporais para a densidade
x¢, em um sitio i especifico, em fungao de t = 1,2,...,30. Em ambos os gréficos,
t = 1 corresponde ao primeiro instante de tempo, apos descartar 9970 transientes.
Queremos com isso verificar a evolucao da populacao nos sitios com o passar do
tempo, os possiveis padroes formados pelas densidades e a sensibilidade da orbita

parcialmente sincronizada com relacao a pequenas perturbagoes.

As condicbes iniciais sao tomadas proximas ao estado sincrono

representado pela equagao (4.12), ou seja, da forma

XO = (.TO -+ €1,..., 2o + €k, Yo -+ €kt1y---5 Y0 -+ En), (493)
onde € = (€,...,€,) representa uma pequena perturbagdo a orbita parcialmente
sincronizada e €,t1 = 1,...,n sao valores aleatorios pertencentes ao intervalo

(0;0,01).
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Para o primeiro tipo de grafico, as células sao pintadas em seis

tonalidades que variam de branco até preto, conforme a densidade aumenta.

Para os sitios especificos do segundo tipo de gréfico, escolhemos
aleatoriamente ¢ = 3 do primeiro grupo e ¢ = 38 do segundo grupo (em excecao,
para a rede 1/2 temos i = 18 no segundo grupo de sitios). Nestes graficos podemos
observar o que acontece na dinamica local dos sitios em cada grupo, queremos
descobrir se houve a formacao de padroes na dinamica local ou se ela continua
sendo caltica, ja que as simulacoes sao realizadas para valores do parametro r em

que a dinamica local é cadtica.

Alternadas entre os resultados graficos, encontram-se tabelas
construidas com o objetivo de relacionar os nimeros de Lyapunov com os resultados
de cada figura. Nas tabelas, indicamos o valor do parametro r e calculamos o
nimero de Lyapunov para a func¢ao de Ricker relacionado a r (L), o nimero de
Lyapunov paralelo para o modelo metapopulacional (L,/), o nimero de Lyapunov
transversal (L)), o nimero de Lyapunov transversal para os primeiros k sitios, e
por ultimo, o nimero de Lyapunov transversal para os k + 1 até n sitios do modelo
metapopulacional, lembrando que para a rede 1/2 os dois tltimos nao podem ser

escritos explicitamente.

Comecamos descrevendo alguns resultados interessantes quando a rede
global é utilizada, como nas Figuras 4.14 e 4.15. Nos dois casos apresentados,
apesar de estarmos trabalhando com parametros r para os quais a dinadmica local
é caodtica, através do acoplamento a dinamica local da metapopulacao tornou-se
periddica, porém, cada caso apresentou alguma particularidade. Na Figura 4.14 a
densidade populacional em cada cluster oscila com o mesmo periodo e fase, porém
com amplitudes diferentes. Ja na Figura 4.15 temos apenas a igualdade de periodo
entre os grupos, ou seja, a dinamica descreve um ciclo de periodo 4 em ambos os

grupos, com diferenca de fase e amplitude entre eles.
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Nas figuras descritas anteriormente observamos a tendéncia da migracao
em estabilizar a dinamica local caotica. Porém, de acordo com a Figura 4.16,
podemos afirmar que este resultado nem sempre ocorre, ji que tal figura exibe
resultados em que é obtida a sincronizacao parcial da metapopulacao enquanto que

a dinamica local dos sitios continua sendo cadtica.

Em relacao a rede bipartida, as Figuras 4.17, 4.18 e 4.19 mostram
simulagoes numéricas nas quais alteramos apenas o valor do parametro k, gerando

resultados bem diferentes em cada uma delas.

Na Figura 4.17, para £k = 10 temos uma metapopulacao parcialmente
sincronizada em que a migracao tornou a dinamica local um ponto fixo, ou seja,
nao ha variagao na densidade populacional dentro de cada agrupamento de sitios.
Quando aumentamos o valor de k£ para 15, Figura 4.18, o estado sincrono continua
estavel, porém as dinamicas locais comecam a oscilar de forma periddica, em
periodos e fases iguais, mas, amplitudes diferentes em cada cluster. E finalmente,
quando passamos para k = 30 ocorre a perda da estabilidade da 6rbita parcialmente

sincronizada, conforme Figura 4.19.

Na Figura 4.20 temos dinamicas locais cadticas que oscilam da mesma
forma nos dois clusters, porém com densidades diferentes. Neste exemplo também
temos o caso em que o acoplamento nao estabilizou a dinamica local, ela continua

sendo cadtica.

Na Figura 4.21 visualizamos os resultados para a rede 1/2 utilizando r =
4,0. Aqui novamente obtemos a tendéncia estabilizadora causada pelo acoplamento.
As dinamicas locais de cada cluster passaram de cadticas para periddicas de periodo
2 apos o acoplamento. E interessante notar que em cada cluster as oscilacoes da
densidade ocorrem em fases contrarias, ou seja, quando em um cluster a populagao

atinge a sua densidade maxima, no outro ela atinge densidade minima, e vice-versa.
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Apesar dos resultados mostrados na Figura 4.21, temos a Figura 4.22
que mostra que para a rede 1/2 também é possivel obter sincronizagao parcial onde
a dinamica local dos sitios é cadtica, ou seja, é o caso em que o acoplamento nao

estabiliza a dinamica local dos sitios.

Com relacao aos resultados das Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 podemos concluir
que, conforme ja mostrado analiticamente, para L, > 1 temos instabilidade local
do estado parcialmente sincrono e para L, < 1 temos estabilidade local. Além
disso, através dos niimeros de Lyapunov paralelo podemos concluir que assegurada
a estabilidade da solucao sincrona, temos caos sincronizado quando L,, > 1 e

periodicidade sincronizada quando L,, < 1.

Tabela 4.1: Nimeros de Lyapunov para rede global, conforme parametros de cada

figura.
r| L Ly | Lo V= 2| Le | 1= 50| Ly
Figura 4.14 | 2,8 | 1,2712 | 0,8333 | 0,5566 0,2003 0,5566
Figura 4.15 | 2,8 | 1,2712 | 0,8740 | 0,8265 0,7699 0,8265
Figura 4.16 | 3,0 | 1,4268 | 1,4086 | 0,8200 0,7713 0,8200
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Tabela 4.2: Numeros de Lyapunov para rede bipartida, conforme parametros de

cada figura.
r| L Ly | Lo | (L=pp)Lle | (1= py)Ly
Figura 4.17 | 2,8 | 1,2712 | 0,9000 | 0,8859 0,1465 0,8859
Figura 4.18 | 2,8 | 1,2712 | 0,4260 | 0.6873 0.1275 0.6873
Figura 4.19 | 2,8 | 1,2712 | 0,9891 | 1.0317 1.0317 0.0457
Figura 4.20 | 3,0 | 1,4268 | 1,4017 | 0.9737 0.9737 0.6279
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Tabela 4.3: Numeros de Lyapunov para rede 1/2,
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Densidade populacional (b) Séries temporais para dois sitios especificos.

4.4 Conclusoes do Capitulo

Nesse capitulo buscou-se salientar os efeitos do processo migratorio
heterogéneo na formacao de clusters. FEstabelecemos as condi¢oes necessarias
para garantir a existéncia do estado parcialmente sincrono para o modelo

metapopulacional com taxa de migracao constante descrito por (4.3).



67

Estudamos um critério para a analise assintotica da estabilidade local
da solucao parcialmente sincronizada do sistema, definindo o ntimero de Lyapunov
transversal, através do qual concluimos que para L; < 1 ocorre estabilidade local
da orbita parcialmente sincronizada e para L; > 1 ocorre instabilidade local.
Concluimos ainda que quando L, < 1 estd combinado com L,, > 1 obtemos
caos sincronizado para a dinamica dos grupos, e quando temos L, < 1 juntamente
com L, < 1 obtemos entao periodicidade sincrona, inclusive a de periodo 1, que

corresponde a ponto fixo.

Para as redes global e global ponderada, observamos nas simulacoes que
quanto mais intenso é o movimento migratorio, maior é a possibilidade de formacao
de clusters, mesmo que a migracao seja intensa em apenas um deles. O mesmo

resultado nem sempre ocorre para as outras redes.

Percebemos também que a migracao pode alterar a dinamica local dos

sitios, de caotica para periodica (inclusive ponto fixo).
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5 MODELO METAPOPULACIONAL COM
TAXA DE MIGRACAO DEPENDENTE DA
DENSIDADE

No capitulo anterior desenvolvemos um modelo metapopulacional
heterogéneo com taxa de migracao constante, obtivemos a expressao que descreve a
solugao parcialmente sincronizada para o sistema e analisamos a sua estabilidade.
Neste capitulo, faremos novamente todo este desenvolvimento para um modelo
metapopulacional heterogéneo onde em cada grupo de sitios a taxa de migracao

é dada por uma funcao dependente da densidade local.

Novamente, como no capitulo anterior, para ¢t = 1,2, ..., consideramos

que a dindmica local dos sitios é dada por

i = f(x), i=1,2,..k

= fa -
vy, = g(xy), i=k+1,k+2,..n

onde f e g sdo fungoes suaves em [0,00) com valores nao-negativos e z; € R ¢ a

populacao do sitio ¢ no tempo t.

Considere a dinamica local descrita em (5.1), que a cada passo de tempo
é seguida pela migracao. Como agora queremos incluir uma migracao dependente
da densidade local, temos que ao final de cada passo de tempo uma fragao ps(f(z?))
da populacao do sitio 72, com i = 1,2, ..., k parte deste sitio para sitios vizinhos. Da
mesma forma, uma fra¢io 11, (g(x})) da populagio do sitio ¢, com i = k+1,k+2,...,n

também parte deste sitio para seus vizinhos, sendo 0 < p¢(z), py(x) < 1.

Desta forma, considerando o descrito acima e a dindmica em (5.1), o

modelo metapopulacional heterogéneo com migracao dependente da densidade local
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¢ dado por

(

iy = [ = pp(f(@))]f (1) + ilcwuf(f(afi))f(ﬂfi) + 2 cigng(g(a})g(a]),

j=k+1
i=1,2,..k,
iy = [1 = pg(g(a}))]g(x) + ;Ci,juf(f(wi))f(wi) + ,:chi,jug(g(wi))g(xi)a

t=k+1,k+2 ...n.
(5.2)

A interpretacao do sistema (5.2) é a mesma que ja descrita para o

sistema em (4.4).

Definimos por ¢;(f(2})) = up(f(z}))f(z}) a densidade da populagao
que parte do sitio 4, 7 = 1,2,...,k no fim do passo de tempo ¢ e por ¢,(g(z})) =
pg(g(xi))g () a densidade da populagio que parte do sitio i, i = k+1,k+2,...,nao
fim do passo do mesmo tempo ¢. Desta forma, o sistema em (5.2) pode ser reescrito
como

( n

i = f(@1) — &5 (f(ah)) + Zkllcz',jfﬁf(f(ﬂf{)) + 2 ciitglo(a])),

j=k+1
i=1,2, ..k
) ) ) k . n . (53)
Ty = 9(xy) — dg(g(at)) + Zlcz‘,mf(f(xi)) + }%f@j%(g(ﬂii)),
j= j=

i=k+1,k+2, ... n

Como ja temos o modelo, vamos passar agora para o estagio de avaliar
se existe e quais sao as condicoes necessarias que possibilitam o aparecimento da

solucao parcialmente sincronizada.

Supondo que no tempo ty o sistema entrou em sincronia parcial, para
todo t > ty temos,
xt =, para i=1,2,..k,

A (5.4)
ry =1y, para 1=k+1,k+2,... n
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Assim, dados (5.3) e (5.4), obtemos para t > t

( n

e = (0 = 640 + S ebr(Fa) + 35 cusdylolun)

j=k+1
i=1,2,...k,
. " (5.5)
Yer1 = 9() — Gg(9(yr)) + ;Ci,j¢f(f($t)) + ‘:%1 ¢i,jg(9(ye));

i=k+1,k+2, ... n

Novamente, basta olhar para o sistema em (5.5) para perceber que
precisamos de condicoes especiais sobre as linhas da matriz de conexao C' para
garantir a existéncia da solucdo parcialmente sincronizada. Concluimos que
necessitamos das mesmas hipoteses descritas no modelo do capitulo anterior, ou
seja,

n

k
Yocij=a, Y, ci=p, i=12 ..k,
j=1

k o (5.6)
dcij=7 >, Cj=0 i=k+1,k+2,..,n,
Jj=1 j=k+1

onde «, 3, v e  sao constantes nao-negativas.

Finalmente, podemos descrever a equacao da solucao parcialmente

sincronizada, que devido a (5.6) é dada por

T = f(xr) — op(f(20)) + ads(f(ar)) + Bog(g(ye)),
Yer1 = g(yr) — 0g(9(wr)) + 705 (f (1)) + 004(9()),

(5.7)

ou,

T = f(@) + (@ = D)os(f(x) + Bdg(g(we)),
Y1 = g(Ye) + 705 (f(21)) + (0 — 1)y (g(ye))-

(5.8)

Veremos a seguir a anélise detalhada com respeito a estabilidade
assintotica do estado parcialmente sincronizado da metapopulacao heterogénea

descrita neste capitulo.
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5.1 Analise de Estabilidade do Estado Sincrono

Com o objetivo de avaliar se orbitas iniciadas proximas ao estado
parcialmente sincrono serao atraidas ou repelidas por ele, vamos analisar o sistema
(5.3) linearizado em torno da o6rbita parcialmente sincronizada, que é representada

por sy = (Tyy ..., Ty Yiy - - -, Yr), Onde x; e y; satisfazem (5.7).
—— —

k n—k

A matriz Jacobiana do sistema (5.5), aplicada em s;, é dada por

(L= (f@)f'(x)  cipdi(f(@)f (@) - gy (f(ze) f(20)
210y (f(@)f'(xe) 1= (fla))]f (@) - conds(f(ze)) [ (1)
J(s0) = | erady(F@))f/(m)  cradp(fle) [/ (w) - [1= (@) S (x0)
k110G (f (@) [ () crpro@ (f (@) /(@) - crprw®y (f () [ (220)

| @G (@) (@) @ (f(w)) /() - e (f () ()

L@ (9())g' (ye) -+ cLndy(9(ye)) g ()

Co k1B (9(ye))g' (ye) -+ condy(9(ye)) g (yr)
hpr10y(9W)) g (Ye) - cendy(9(ye))g' (ve) | (5.9)
(1=, (g())] d'(we) - crrin®y(9(ye)g (y2)

Cnr10g(9 ()9 (ye) - [1 = (g(we)]g (ye) |

ou, de forma mais compacta, podemos escrever J(s;) = [o; j(s;)], onde

p

(1—¢f(f
(1—¢l(g
g (f (@) (), se i#j e j=12,.k,

iy (9(We))g' (ye), se i#j e j=k+1Lk+2 . n

() f'(xe), se i=j e j=1,2,..k,
W)y (ye), se i=j e j=k+1k+2,..n,

a; () = (5.10)

\
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Para simplificar os céalculos que faremos a seguir, é importante

representar a matriz em (5.9) da seguinte forma:

onde [ é a matriz identidade de ordem n x n e C' = [¢;;] é a matriz de conexao
do sistema, também de ordem n x n. As matrizes M; e D; sao ambas diagonais,

definidas respectivamente por
k n—k

My = diag(;(f (1)), -, & (F(@0)), & (w1, -, & (g (we)), (5.12)

’

k n—k

Dt - diag(fl<xt>7 sy fl<xt>7 g/<yt>7 (XY gl(yt)) (513)

A ideia para mostrar a estabilidade do estado parcialmente sincrono
¢ a mesma utilizada no Capitulo 4, ou seja, primeiramente precisamos concluir
que os subespacos de sincronizacdo parcial S e St sdo J(s;)-invariantes. Assim,
sendo Bs = {vj,v3} como na Definicio 4.1.1 uma base para S e Bg. =
{uy, Ug, ...y U1, Wy, W, ..., Wy_j_1 } Uma base para o subespago S* definida em (4.25)
temos que B = Bg U Bg. ¢ uma base para R” = S @ S+, e nesta nova base B, a
matriz Jacobiana J(s;) assume a forma diagonal em blocos, como ja descrito em

(4.17).

Por se tratar de um processo semelhante ao detalhado no Capitulo 4,

alguns célculos sao simplificados no decorrer deste capitulo.

Proposicao 5.1.1. O subespago S € J(s;)-invariante.

Demonstra¢ao. De fato, ja mostramos em (4.18) que
Cvi = avy + vy € S, (5.14)

e em (4.19) que
Cuvy = Pvi + dvg € S. (5.15)



Com algumas contas simples obtemos também que

[ () 1
Moo, = ¢f(f0(9€t)) _ ¢}<f<xt)) ; = gb'f(f(a:t))vl €S,

- 0 . L 0 -

S "
0 0

My = = ¢y (9(ye)) = ¢y (g(ye))v2 € S.

&y (9(ye)) 1

(o) 1

Da mesma forma, é facil ver que

Dy = f'(z)vr €5,
Dy = ¢ (y)vs € S.

Assim,
J(s))vr = [I — (I — C)M;| Doy
J(se)vr = f'(@e)[I — (I — C)Mi]vy
(st = f'(@)or = @ (f(2)) (01 = Cuy)] € S.

es

Seguindo os mesmos passos, obtemos também
J(St)vg = [I — (_[ — C)Mt]Dt'UQ
J(st)va = ¢'(y)[I — (I — C)Mylvs

J(st)va = ¢'(ye)[v2 — ¢ (9(we)) (v )] €S,

9 — C'vg
~—~
es
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(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Portanto, por (5.19) e (5.20), mostramos que S é J(s;)-invariante. [
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Proposigao 5.1.2. Desde que assumidas as hipdteses em (4.23) sobre as colunas

da matriz C, o subespago S+ € J(s;)-invariante.

Demonstracao. Com  efeito, dada a  base de St Bg. =
{uy, ug, ..., Ug_1, w1, W, ..., w1} como em (4.25), j& mostramos na Proposi¢io

4.1.2 que S*+ é C-invariante, ou seja, j4 mostramos que para todo vetor u; € Bgu,

1=1,2,...,k—1, podemos escrever C'u; como uma combinacao linear dos elementos
da base Bg.,
Cu; = ayuy + ag s + ...+ Qg1 iUp—1 + QW1 + ...+ Ap_o i Wy_j—1, (5.21)

onde os coeficientes a,,; € R, m = 1,2, ...,n — 2, sao dados por

Ami = —Cm + Cmgtivt, m=1,2,..,k—1
, +1,1 +1,i4+1 (5.22)

Umyi = —Cmi21 1T Cmi2it1, M= kkE+1,...,n—2,

e assim, Cu; € S*.
Analogamente, Cw; € S*, i = 1,2,....,n — k — 1, ou seja, podemos
escrever C'w; como combinacao linear dos elementos da base,
Cw; = a1 j—14iU1 + oo+ Qo1 f145Uk—1 + Qo p14W1 + oo+ Ao 11 Wn—g—1, (5.23)

para coeficientes a,,; € R, m =1,2,...,n — 2 dados por

Umk—1+i = —Cmtlk+1 + Cmtlktitl, M= 1,2,., k-1 (5.24)
Umk—1+i — —Cm42k4+1 + Cm+2,k+i+1, T = k:a k + 15 sy TV 2.
Obtemos facilmente também,
Dyu; = f'(zi)u; e Myu; = ¢ (f(xe))ui, para i=1,2,... k-1, (5.25)

Dyw; = ¢'(y)w; e Mpw; = ¢, (g(y:))wi, para i=1,2,...,n—k—1.

Assim,
J(si)u; = [I — (I — C)M,|Dyu;
J(se)ui = f'(@e)[I = (I = C) Myu, (5.26)
T(sehui = f'(xe) i = @ (f (@) (i — Quy)] € 5™

est
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e da mesma forma,

J(se)wi = g'(ye) wi — ¢ (g(ye)) (wi — Cwy)] € St. (5.27)
es+
donde concluimos que S+ & J(s;)-invariante. O

Em resumo, podemos escrever o espaco vetorial R™ como uma soma
direta de dois subespagos J(s;)-invariantes, ou seja, R" = S®S+, onde B = BsUBg.1

é uma base de R".

Neste caso a restricio Jp(s;) a cada um destes subespacos é um
operador linear, e portanto, podemos escrever a matriz Jg(s;) usando os blocos

das matrizes destas restri¢oes, como em (4.17) (ver [5]).

E importante observar que a escolha das bases Bg e Bg. interfere
apenas na formagao dos elementos dentro de cada bloco nao-nulo da matriz Jg(s;),
j4 que a formagao dos blocos provém da J(s;)-invariancia dos subespagos S e S+,

sendo esta independente das bases.

Assim, dada por Qp = [v1 vy Uy Up ... U1 W W ... Wy_j_1] A
matriz mudanca de base da base canonica do R™ para a base B, temos Jg(s;) =

Q' J(5:)Qp, com J(s,) = [ — (I — C)M,]D;.

Vamos verificar agora como sao formados os blocos da matriz Jg(s;),

ou seja, veremos explicitamente quem sao Jp,(si) e Jp_, (s1).
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Comecando por Jp,(s:), precisamos calcular os produtos J(s;)v, e

J(st)ve. Podemos escrever

J(sp)vy =

= [L=¢5(f(z)(L = a)[f (ze)vr + & (f (x0)) [ () yva. (5.28)

De maneira analoga,

J(s)vg = [I — (I —C)M]Dyvo
= [I = (I = C)M]g (y:)v2
= gl Yt [ ( Mt'UQ]

) C)
= g (y)[v2 — (I = C)dy(g(ye))va]
= §'(y)v2 — By (9(y1) 9 (ye)va + ¢ (9(ye)) g (y:) Cva
9'(ye)
(

)
9 (ye)ve — ¢, (9(ye) g (ye)va + 0 (9(ye))g () (Bor + vg)
= (9 y)g' (ye) Bur + [1 — ¢ (9(ye)) (L = 0)1g' (ye)v2. (5.29)

Por (5.28) e (5.29) temos,

T (50) = [1 = ¢} (f(ze))(1 — )] f"(2¢) 05(9(ye))g (ye) B  (530)
P (f () [/ (e)y [1 = ¢y(g(y)) (L = 0)]g ()
Jps(s)) = [I — (I — C)M,)Dy, (5.31)

onde I é a matriz identidade de ordem 2 x 2, e

A O e e I R S PR
v 0 0 qb;(g(yt)) 0 9 (yt)




Agora, fazendo J(sy)u;, i = 1,2,...,k—1e J(s)w;,i = 1,2,...

k — 1, vamos obter as colunas da matriz Jp_, (s;).

J(sp)u; =

Parai=1,2,... .k —1,

¢If(f<$€t))a1,z‘fl<$€t)u1 + ...+ (b}(f(xt»aifl,ifI(xt)ui—l +
+[1 - Cbljf(f(xt))(l - az’,z’)]fl(l’t)ui +
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N —

+¢/f(f($t))az‘+1,z‘f,($t)ui+1 + ...+ ¢}(f($t))ak—l,if/(xt)uk—l +
+0 (f (x0))arif (we)wr + o 4 S (f(20))an—aif (@) wn 1. (5.33)

da base Bg.i, ou seja, parai=1,2,..., k— 1,

J(se)u; = by juqg + bous + ..o + b1 jug—1 + b iwr + ... + bp_o jWn 1,

onde os coeficientes sao dados por

bm,i = {

lef(f(xt))am,if/(xt), m=12..n—2em%#1
(1= &4 (f (@) (L = amm)) f'(20), m=1i.

Em (5.33) obtemos J(s;)u; como uma combinacao linear dos elementos

(5.34)

(5.35)
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Da mesma forma, parai=1,...,n — k — 1, temos

J(sp)w; = [I— (I — C)M|Dyw;

m=1

+0,(9(ye)) g (ye) Zl U k—1+iUm + ”il ak—1+m,iwm>

= y(9(y))ark-1119' ySM + oo (9 (V) ar—15-14i9 (Yo ) ur—1 +
+05(9(Ye)) ark—1+i9 (ye)w1 +
o+ 1= 0 (9(ye)) (1 — ar—11i k14019 (ye)wi +

+ooo + 59 (We) ) an—2, k1459 (Ye) Wn—r—1. (5.36)

Portanto, para:=1,2,... n—k —1,

J(se)w; = by g—14iu1+bo g1 itoF...Hbp_1 o110k -1 W1 D2 g1 Wa 1
(5.37)
05 (9(Ye)) @mk—14i9 (Y1), m=12..n—2em=#k—1+1i
& by g—14i =

(1= &g (1 = tmm))g' (%), m=k—1+i.
(5.38)

Os coeficientes em (5.35) e (5.38) sdo as entradas da matriz Jp_, (s),

conforme [5]. Em consequéncia disso podemos escrever
Jp,, (50) = [[ = (I — C)M,)D,, (5.39)

onde os coeficientes ¢;;,1,7 = 1,2,...,k — 2 da matriz C sdo dados pelos QU i'S

descritos em (5.22) e (5.24), ou seja, C' é dada como em (4.46).
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Além disso, I é a matriz identidade de ordem n — 2 x n — 2,

k—1 n—k—1

My = diag($p(f(20)), e Op(f (20)), S5 (9(90)); s D9 (02)) (5.40)

k—1 n—k—1
7\

Dt = diag(?l(l‘t% aS) fl(xt)a g/(yt)a e gl(yty)' (541)

Como ja vimos, para haver estabilidade do estado parcialmente sincrono
g Ari turbago b S+ estejam tendend
é necessario que as perturbacoes no subespaco estejam tendendo a zero com o
passar do tempo. Para verificar quando isso ocorre analisamos separadamente a
evolucao de um vetor perturbacio A, € R"~2 transversal a érbita sincronizada, ou

seja, precisamos avaliar a equagao da perturbacao dada por A, | = I, (s1) A

Sendo A a perturbacao inicial, obtemos

At == JBSL (St—l)JBSL (St—Q)"'JBSL (So)Ao. (542)

Olhando para (5.42) é possivel perceber que a perturbagao tendera a

zero para t — o0 se, e somente se,
lim || Py Proo. Py |7 < 1, (5.43)
T—00

onde P, = JBsL(sT), 7=0,1,2,....

Em (5.43) temos a defini¢do do nimero de Lyapunov tranversal (L),
estabelecendo um critério para a anélise de estabilidade do estado parcialmente
sincronizado. De forma semelhante obtemos também o niimero de Lyapunov paralelo

(Ls/), conforme descreve o teorema a seguir.

Teorema 2. Seja F : R" — R" a aplicacio que descreve a dindmica da
metapopulagao heterogénea dada em (5.3). Supondo que a matriz de conectividade
C satisfaz (4.11) e (4.23).

1- Exziste uma base de R™, tal que, nesta base, C' admite uma decomposi¢cao em
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blocos na forma C' = Co C, onde C ¢ a matriz 2 x 2 descrita em (4.44), e Céa
matriz (n — 2) X (n — 2) descrita em (4.46). Na mesma base, a matriz Jacobiana
aplicada na trajetdria parcialmente sincronizada J(s;) = DF(s;), também admite

uma decomposi¢do em blocos, na forma J(s;) = Jpg(st) © Jp,, (s1), onde
Jpg(s)) =[I—(I=C)M)D, e Jp, =[I—(I—C)M]D,,

com

My = diag(¢(f(x2)), &, (9(y2)),

k—1 n—k—1

A A

M, = diag(¢y(f(x1)), .. O (F(20)), Sy (9(w)), -, S (9(w0))),

k—1 n—k—1

A\ A\

D, = diag(f'(x:), g’ () e Di = diag(f'(xe), .oor '(20), 9 (01), - g (02))-

2- Se Ag € um atrator em S e p uma medida ergidica F-invariante com suporte em
A, entao os nimeros de Lyapunov transversal e paralelo de uma orbita em Ay sao

p-quase sempre constantes, e sao dados respectivamente por

Li= lim || T, (sr-1)Tb,, (s—2) - o, (s1)Tmy, (s0) |17
Ly = lim || oy (s7-1)Ts(57-2) .- oy (51) Ty (s0) |17

5.2 Resultados Numéricos

A apresentacao dos resultados numeéricos esta dividida em dois casos.
No primeiro caso consideramos os efeitos da taxa de migracao dependente da

densidade onde as funcoes de migracao pi e i, sao iguais, ou seja,

h h
! = i = Me(@), (5.44)

Mf(x) = 1+ obr(1—2) 1+ ebs

tendo portanto hy = hy e by = by, podemos escrever simplesmente

h

()
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No segundo caso abordamos os efeitos de hy # hy, by # b, e assim

[y F Iig-

Em ambos os casos fazemos uma comparacao entre os resultados obtidos
considerando-se que a dispersao pode ocorrer pelo excesso de individuos que provoca
a escassez de recursos naturais (movimento antiagregacgao, b > 0) ou pela escassez de
individuos que tentam se agrupar na dificuldade de encontrar parceiros (movimento
de agregacao, b < 0) [23]. Também comparamos os resultados para os diferentes

tipos de redes conectivas.

Ademais, continuamos utilizando a dinamica local de Ricker, com os
parametros r; e 7, variando dentro do intervalo [2,5;4], sendo f(x) = we"r(17%) ¢

g(gj) — xerg(l_x) .

Como hy e hy representam taxas maximas de migracao, seus valores

podem variar dentro do intervalo [0; 1].

Trabalhamos com redes em forma de anéis ciclicos onde um total de
vinte sitios encontram-se interconectados de acordo com as redes global, global

ponderada, bipartida, 1/2 e grupo preferencial, sendo k = 10.

Desta forma, apresentamos, a seguir, as simulacoes numéricas para o

modelo metapopulacional com taxa de migracao dependente da densidade.
5.2.1 Caso em que () = py(2)
Para os resultados numéricos obtidos nesta secao, consideramos que em

ambos os grupos de sitios a fun¢ao de migragao é a mesma e dada conforme (5.45).

Para enfatizar a influéncia dos parametros b e h na formacao de
clusters, calculamos o nimero de Lyapunov transversal em funcao de r, € (2, 5;4, 0],

para valores de b iguais a —100,—1,1 e 100, de h iguais a 0,1 e 0,9, mantendo
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ry = 2,8 fixo. Lembrando que tomar valores grandes, em modulo, para o parametro
b (como b = 100 por exemplo), tem por objetivo transformar a func¢ao u(x) em uma

funcao degrau, conforme explicado em detalhes no Capitulo 2.

Analisando as figuras apresentadas a seguir, iniciamos descrevendo as
semelhangas encontradas nas diferentes redes, exceto na rede 1/2. De modo geral,
quandoh =0,1eb=1ouh =0,1eb =100 (Figuras 5.1, 5.3, 5.5, 5.7 e 5.11), temos
valores do parametro r, para os quais existe sincroniza¢ao parcial e também valores
para os quais nao existe, estes por sua vez sao em menor nimero e normalmente
concentrados nos valores menores de r, (apenas a rede bipartida, Figura 5.7, ¢ uma

exce¢ao ao ultimo fato comentado).

Uma semelhanca compartilhada por todas redes é o fato de
praticamente nao haver possibilidade de sincronizacao quando tomamos h = 0,1
e b= —100 (Figuras 5.1, 5.3, 5.5, 5.7, 5.9 e 5.11). Podemos concluir aqui que uma
migracao pouco intensa entre os sitios vizinhos motivada pela procura de parceiros
nao é uma situacao favoravel a formacao de clusters, independentemente da forma
de conexao entre os sitios e dos valores de r,. Contraria a esta situacao temos uma
dispersao intensa causada pela competicao entre os individuos e pela procura por
recursos. Esta conclusao é obtida pelo fato de haver sincronizacao parcial para todas
as redes e todos os valores do parametro r, (Figuras 5.2, 5.4, 5.6, 5.8, 5.10 e 5.12)
quando tomamos para as simulacoes numéricas h = 0,9 e b = 1 ou, com excecao da

rede 1/2, h = 0,9 e b = 100.

Temos apenas alguns casos de diferencas acentuadas nos resultados
quando alternamos entre b =1e b =100 ou b= —1e b = —100. Um deles ocorre de
forma semelhante nas redes global e global ponderada para a = 0,5, Figuras 5.2 e
5.6, respectivamente. Neste caso, quando h = 0,9 e b = —1 temos uma quantidade
consideréavel de valores de r, para os quais L; > 1. J4 quando b = —100 obtemos

apenas L < 1 para todos os valores de 7.
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O caso mais notéavel provavelmente seja o ocorrido com a rede 1/2,
Figura 5.10. Nele, para h = 0,9 e b = 1 temos L, < 1 para todos os valores de
rq. Quando trocamos b = 1 para b = 100 obtemos L; > 1 para a maior parte dos

valores de 1.

Por dltimo, temos uma diferenca ocorrida para a rede grupo
preferencial, também quando h = 0,9, Figura 5.12. Nesta simulagao numérica,
para b = —1 a sincronizagao parcial se dd para os valores maiores do parametro r,

e para b = —100 a sincronizagao ocorre nos valores menores de 7.

151 161

=1 b=-100
=1 14l s - ——b=100

141

@ ,g o ,g

Figura 5.1: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global em funcao do
parametro 7, € [2,5;4,0) e ry = 2,8, h = 0,1, n = 20, k = 10. (a)
b=—leb=1(b)b=—100e b= 100.
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Figura 5.2: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global em funcao do
parametro 7, € [2,5;4,0) e ry = 2,8, h = 0,9, n = 20, k = 10. (a)
b=—-1eb=1(b)b=—100e b= 100.

151 151
b=-100

141

131

Figura 5.3: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada
(com a = 2) em funcao do parametror, € [2,5;4,0ler; =2,8, h=0,1,
n=20,k=10. (a) b=—-1leb=1(b) b= —100 e b = 100.
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Figura 5.4: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada
(com a = 2) em funcao do parametror, € [2,5;4,0ler; =2,8, h=0,9,
n=20,k=10. (a) b=—-1eb=1(b) b=—100e b = 100.

151 151

(a) " (b) s
Figura 5.5: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada

(com a = 0,5) em funcdo do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8,

h=01,n=20,k=10. (a)b=—1leb=1(b) b=—100 e b= 100.
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Figura 5.6: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada
(com a = 0,5) em funcdo do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8,

h=0,9,n=20,k=10. (a)b=—1eb=1 (b) b=—100 e b= 100.

@ " Ol .

Figura 5.7: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede bipartida em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0] e ry =2,8, h =10,1, n = 20, k = 10. (a)
b=—leb=1(b)b=—100¢ b= 100.
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151 N 14r

(a)

Figura 5.8: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede bipartida em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0] e ry =2,8, h =10,9, n = 20, k = 10. (a)
b=—-1eb=1(b)b=—100e b= 100.

15¢ 151

Figura 5.9: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede 1/2 em func¢ao do
parametro 7, € [2,5;4,0) e ry = 2,8, h = 0,1, n = 20, k = 10. (a)
b=—leb=1(b)b=—100¢ b= 100.
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b=-100
—b=100

151

Figura 5.10: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede 1/2 em fungio do
parametro 7, € [2,5;4,0] e vy = 2,8, h = 0,9, n = 20, k = 10. (a)
b=—leb=1(b)b=—100 e b= 100.

141 141

(a) g b g
Figura 5.11: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede grupo preferencial

em funcao do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8, h = 0,1, n = 20,
k=10. (a)b=—1eb=1(b) b=—100 e b= 100.
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Figura 5.12: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede grupo preferencial
em funcao do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8, h = 0,9, n = 20,
k=10. (a)b=—-1eb=1 (b) b= —100 e b = 100.

5.2.2 Caso em que js(z) # py(2)

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos quando consideramos
5(2) # 1), ou seja,

1+ ebr(1=2)

hy

7 T b

e = j1y(a). (5.46)

5.2.2.1 Resultados para hy # hy e by = by

Para valores do parametro b iguais a —1 e 1 calculamos o ntimero de
Lyapunov transversal em funcao de r,, quando 7y = 2,8, hy = 0 e hy; = 1 ou
hy =0,1e hy =0,9. O primeiro caso, hy = 0 e hy, = 1, descreve a situacao dada
por uma metapopulagao onde em um grupo de sitios nao h& migragao, enquanto
que no outro grupo a migracao pode atingir a taxa maxima, ou seja, h, = 1. No
segundo caso, o grupo de sitios para o qual anteriormente nao havia migragao passa
a dispersar com pouca intensidade, ou seja, hy passa de 0 para 0,1. No outro grupo
apenas diminuimos um pouco a taxa maxima de migracao, passando h, de 1 para

0,9.
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Para todas as simulagoes numéricas descritas pelas Figuras 5.13 a 5.18,
a migracao dependente da densidade devido & competicao e & procura por recursos
(b > 0) é mais favoravel a estabilidade do estado parcialmente sincrono que a

migragao dependente da densidade causada pela busca por parceiros (b < 0).

Com excegao da rede global ponderada, a = 2 (Figura 5.14), quando
b < 0 temos um aumento muito significativo de valores do parametro r, para os
quais ocorre o estado parcialmente sincronizado, alterando os parametros hy = 0
e hy = 1 para hy = 0,1 e hy = 0,9. Isso mostra que a formacao de clusters na
situacao em que b < 0 é muito sensivel as mudancas na taxa maxima de migracao. A
alteracao, de inexisténcia de migracao em um grupo de sitios, para o estado onde a
migracao ocorre em intensidade bastante baixa, ja é suficiente para aumentar muito

a possibilidade de sincronizacao.

Figura 5.13: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global em fun¢ao
do parametro r, € [2,5;4,0] e ry =2,8, by =b, =1 e by = b, = —1,
n=20,k=10. (a) hy =0e hy=1(b) hy =0,1e h, =0,9.
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Figura 5.14: Numero de Lyapunov transversal (L ) para a rede global ponderada
(com a = 2) em funcdo do parametro r, € [2,5;4,0] e 7y = 2,8,
bf=0b,=1lebf=0b,=—1,n=20,k=10. (a) hy =0e hy, =1 (b)
hy=0,1eh,=0,9.

Figura 5.15: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global ponderada
(com a = 0,5) em funcao do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8,
by=by=1leby=by=—1n=20,k=10. (a) hy =0e hy =1 (b)
hy=0,1eh, =0,9.
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Figura 5.16: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede bipartida em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0] e ry =2,8, by = b, =1 e by = b, = —1,
n=20,k=10. (a) hy=0e hy=1(b) hy =0,1e h, =0,9.

Figura 5.17: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede 1/2 em fungio do
parametro 7, € [2,5;4,0) e 7y = 2,8, by = b, =1 e by = b, = —1,
n=20,k=10. (a) hy =0ehy=1(b) hy =0,1 ¢ hy =0,9.
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Figura 5.18: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede grupo preferencial
em fungao do parametro r, € [2,5;4,0] e rp = 2,8, by = b, = 1 e
by =b,=—-1,n=20,k=10. (a) hy =0e hy =1 (b) hy =0,1¢
hg =0,9.

5.2.2.2  Resultados para hy # hy e by # by

Aqui apresentamos os resultados das simulagoes numéricas
considerando que em cada grupo de sitios a funcao de migracao é composta

por parametros h e b diferentes do outro grupo, ou seja, temos hy # h, e by # b,.

Para cada uma das redes global, bipartida, 1/2 e grupo preferencial,
fazemos as seguintes combinagoes de parametros: para by =1, by = 100 e by = —1,
b, = —100 tomamos primeiramente hy = 0,1 e hy, = 0,9 e depois invertemos os

valores de h fazendo hy = 0,9 e h, =0, 1.

De modo geral ndao ocorrem grandes diferengas (do tipo, em um caso
ocorre sincronizagdo e no outro caso nao ocorre) nos resultados das simulagoes
numeéricas quando alternamos entre os parametros hy = 0,1; hy = 0,9 e hy = 0,9;

hy = 0,1, tanto para b > 0 como para b < 0 (Figuras 5.19 a 5.22).

As diferencas mais notaveis ocorrem em relacao a variagao do parametro

b entre positivo e negativo. Em excecdo da rede 1/2 (Figura 5.21), para b > 0 temos
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sincronizagao parcial para todos os valores do parametro 7,. No caso em que b < 0,
temos mais valores de r, para os quais nao ocorre sincronizagao parcial, do que

valores para os quais L < 1.

_ h=0,leh =09 s h=0.1eh,=0.9
03f h=08eh =0,1 ’ ——nh=09eh =01
g9
0.2 L L ! 0.2
25 3 35 4 25 3 35 4
(a) " (b) s

Figura 5.19: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0] e rp = 2,8, n =20, k = 10. (a) by = 1,
by =100 (b) by = —1, b, = —100.

h=0.1eh =09
— _h=09eh =01
i 9

09

0.8

07

sk h=01eh =0,9
h=0,9eh =0,1
i o

(a) " b v

Figura 5.20: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede bipartida em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8, n = 20, k = 10. (a) by = 1,
b, = 100 (b) by = —1, b, = —100.
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Figura 5.21: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede 1/2 em fungio do

parametro r, € [2,5;4,0] e rp = 2,8, n = 20, k = 10. (a) by = 1,

by = 100 (b) by = —1, b, = —100.

hf:O,l e hg:O,Q
[ | ——h=09eh =0,1
f [

h=0,1eh =0,9
f 9

——h=09eh =01
9

25 3 35 4

35 4

Figura 5.22: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede grupo preferencial

em funcao do parametro r, € [2,5;4,0] e 7y = 2,8, n = 20, k = 10. (a)
by =1, b, = 100 (b) by = —1, b, = —100.

5.3 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo construimos um modelo metapopulacional heterogéneo

com taxa de migracao dependente da densidade, obtemos a solucao parcialmente

sincronizada e analisamos sua estabilidade.
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Além das conclusoes ja descritas no decorrer do capitulo, algumas sao

descritas a seguir.

Em relacao a influéncia do parametro h sobre a sincronizacao, podemos
concluir que, para a maior parte dos casos analisados, a sincronizacao é mais
propensa a ocorrer quando h representa a existéncia de migracao intensa entre
os sitios, ou seja, quando comparamos os resultados de h = 0,1 e h = 0,9, a
probabilidade de ocorrer sincronizacao parcial é maior para h = 0,9, na maior parte

dos casos.

Ressaltando agora a influéncia do parametro b, é possivel perceber, na
maioria dos casos, que o estado parcialmente sincronizado tem maior chance de
ocorrer para b > 0 do que para b < 0. Ainda, para b < 0 os resultados sao mais

sensiveis & alteracao do parametro h que para b > 0

A rede 1/2 é a rede que possui maior diferenca de comportamento em

relacao as outras redes, que normalmente possuem varias conclusoes comuns.
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6 MODELO COM TAXA DE MIGRACAO
CONSTANTE VERSUS MODELO COM
TAXA DE MIGRACAO DEPENDENTE DA
DENSIDADE

Neste capitulo fazemos uma comparacao a partir de resultados
numéricos obtidos para o modelo com taxa de migracao constante e para o modelo
com taxa de migracao dependente da densidade, com o objetivo de verificar qual
dos modelos é mais propenso a ocorréncia da sincronizacao parcial, para alguns

parametros escolhidos.

Para tal, em ambos os modelos calculamos o ntimero de Lyapunov
transversal em funcao de valores de r, que variam de 2,5 até 4. Além disso, tomamos
rr=2,8n=20,k=10, uy =hy =0,1, ug = hy = 0,9, b= -1 e b = 1. Ou seja,
para possibilitar a comparacao, trabalhamos com a taxa de migracao constante igual
a taxa maxima de migracao no modelo com dispersao dependente da densidade. A
comparacao é feita para ambos os casos em que no modelo com taxa de migracao

dependente da densidade temos b < 0 e b > 0.

De acordo com os resultados graficos das simulacoes apresentados a
seguir, uma diferenca bem marcante entre os modelos é que, para os parametros
escolhidos, nas redes global (Figura 6.1), global ponderada (Figuras 6.2 e 6.3),
bipartida (Figura 6.4) e grupo preferencial (Figura 6.6), obtemos sincronizagao
parcial para todos os valores dos parametros r, quando simulamos o modelo com
taxa de migracao constante. O mesmo resultado nao é obtido para o modelo com
taxa de migracao dependente da densidade. Reafirmamos também uma conclusao ja
obtidas nas simulagoes do capitulo anterior, de que temos mais valores do parametro

T4 Para os quais a sincronizacao parcial existe quando trabalhamos com b > 0.
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A tnica excegao a estes resultados é a rede 1/2 (Figura 6.5), em que o
modelo com taxa de migracao constante apresentou alguns poucos valores de r, para
os quais a solucao parcialmente sincronizada é instavel, ainda assim ela compartilha
a conclusao de que para este modelo a probabilidade de haver sincronizacao parcial
¢ muito maior. Em relacao aos casos em que b > 0 e b < 0 as conclusoes sao
semelhantes as das outras redes, porém, o que difere é que em ambos os casos temos
muito mais valores de r, para os quais nao héa sincronizac¢ao parcial.

121 » I mmm
» 09
osf
07l

06

0.4

03F

0.2

migracéo dependente da densidade 01k
— migragao constante
T T

migracédo dependente da densidade
— migragao constante

0 T
25 3 3.5 4 25 3 35 4

(a) g (b) "

Figura 6.1: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede global em funcao do
parametro r, € [2,5;4,0l e ry = 2,8, n =20, k =10, uy = hy =0,1 e
pg="hy=0,9. (a) b=—1(b) b=1.

12r 12r

03Ff migracdo dependente da densidade
—— migracéo constante

migrac&o dependente da densidade
— migragé&o constante

(a) " O v
Figura 6.2: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada
(com a = 2) em fungao do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8, n = 20,

k=10, iy =hy=0,1epyg=hy=0,9. (a) b=—1 (b) b=1.
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Figura 6.3: Numero de Lyapunov transversal (L, ) para a rede global ponderada
(com a = 0,5) em funcdo do parametro r, € [2,5;4,0] e ry = 2,8,

n=20,k=10, g =h;=0,1e py=hy=0,9. (a) b=—1 (b) b=1.
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Figura 6.4: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede bipartida em funcao
do parametro r, € [2,5;4,0 e rp =2,8, n =20, k =10, uy = hy =0,1
e pg="hy,=0,9 (a) b=—1(b) b=1.
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Figura 6.5: Numero de Lyapunov transversal (L)) para a rede 1/2 em funcdo do
parametro r, € [2,5;4,0l e ry = 2,8, n =20, k =10, uy = hy =0,1 e
pg="hy=0,9. (a) b=—1(b) b=1.
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Figura 6.6: Numero de Lyapunov transversal (L) para a rede grupo preferencial
em funcao do parametro r, € [2,5;4,0] e rp = 2,8, n = 20, k = 10,
pr=hr=01ep,=h,=0,9. (a) b=—-1(b)b=1.
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7 CONCLUSOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Neste trabalho desenvolvemos detalhadamente a construcao de dois
modelos metapopulacionais heterogéneos, um deles com taxa de migracao constante

e o outro com taxa de migracao dependente da densidade.

Combinando métodos numéricos e analiticos, provamos a existéncia do

estado parcialmente sincronizado para ambos os modelos propostos.

Além disso, construimos um critério para a analise de estabilidade da
solucao parcialmente sincrona, dado pelo ntimero de Lyapunov transversal, que

garante a formacao de clusters quando L, < 1.

Determinamos a estrutura dos clusters e descrevemos como ocorre a
dindmica dentro de cada um deles, que é dada através do calculo dos nimeros de

Lyapunov transversal e paralelo.

Comparamos os modelos desenvolvidos concluindo que a sincronizagao
parcial é mais propensa a ocorrer no modelo com taxa de migracao constante, quando

comparado ao modelo com taxa de migracao dependente da densidade.

Umas das possibilidade acerca da continuacao deste trabalho é a
generalizagao dos resultados obtidos para n clusters, uma vez que aqui trabalhamos
apenas com dois clusters. Também existe a ideia de trabalhar mais casos na

comparagcao entre os dois modelos metapopulacionais desenvolvidos.
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