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1 Introdug ao Esta proposta, no entanto, nao & valida em casos
que descrevem modelos fisicos mais complexos.

Estudos cientificos referentes aos problemas dayg estudo de procedimentos que possam ser

dinamica de gases rarefeitos procedem de longfizados na solugio de problemas mais com-

data [5, 13], e muitos avancos ja foram obtidqsiexos de transporte de particulas, em geome-

tanto em relag&o a aspectos tedricos como em i@ cilindrica, enfocando procedimentos semi-

mos do desenvolvimento de métodos NnuMericos ggmiticos e buscando solucdes em forma fechada,

pazes de calcular quantidades relativas aos esG@sste trabalho & apresentado um desenvolvimento

mentos destes referidos gases. da soluc@o da forma integral [2] de uma equacao
As possibilidades de aplicacdo dos problginética derivada da equacao linearizada de Boltz-

mas estudados nesta area da teoria de tramemn. Em particu|ar, um meéetodo baseado na

porte de particulas, atualmente, estao presentesgilizacao de splines cibicas de Hermite e um es-

situagdes inovadoras como, por exemplo, em filtrggema de colocac@o & desenvolvido. O referido

para microparticulas do ar, indUstria de lasers, si&squema ja tem sido utilizado com sucesso na

temas micro-eletro mecanicos e outras [8]. solucdo de outras equacdes integrais de interesse
A modelagem dos problemas classicos nesia area [3, 10].

area & baseada na equacao integro-diferencial de

Boltzmann e modelos cinéticos dela derivados [6].

Devido a complexidade da equacao, originalmenie ~

nao linear e envolvendo sete variaveis indepg— A Equagao Integral

dentes, a proposicao de metodologias de carater

analitico, ou mesmo a obtencao de solucdes & descricao do comportamento do fluxo de um

forma fechada, fica em geral restrita a problem@gs rarefeito em um duto cilindrico de rai®,

mais Simp|es e, na maioria dos casos, formu|ad{ﬁiﬁca-se qgue a obtengéo de resultados numéricos

em geometria cartesiana. No caso de geomef®Rya o perfil de velocidade das particulas do gas

cilindrica € mais usual se tratar da forma integral da

equacgao, mesmo porque, neste caso, métodos semi- (r) = _1/22( ) — 1 1)

analiticos sao usados em associacao com uma co- ar=n " ’

nhecida transformac¢ao proposta por Mitsis [9], que

reduz o problema ao caso de geometria retangulzem como a taxa de fluxo

(@)
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depende da avaliacdo d&(r) que satisfaz ae
equacao integral [2]
gala) = Sl =T )
<(¥+1 - Ca

e considerando que as funcdes splines sao nulas
parar € [0,R)], derivada a partir da equaga(f)ora_dos in~tervalps_ onde cada uma das express?zes
integro-diferencial em coordenadas cilindrica@P@/x0 estao definidas, pode-se escrever as funcdes
para o modelo cinético BGK [4]. Na equagao (3}, €OMO

S(r) & o termo de fonte, derivado, neste caso, da
pr(egenga de um gradiente de pressio na diregééb‘)(x) = 95(2) B —200(x)], = €l6o.Cil, (12)
normal ao fluxo no interior do tubo [2], que resulta

R
Z(r) = /0 IZOK (- r)di + S0, ()

na expressio o 2(2)[3 - 2fa(2)], € [Cac, Cal

S(T) = %7‘(1/2. (4) wa(z) N { gi(l’) [3 - 29a($)]7 T e [Ca7<a+1] (13)
Ainda, 0 0 nucleok (t — r), na equaco (3), ePardaa =1,2,....M —1,e
dado por

oo m(@) = fir(@) [3 = 2fm(2)],

2 2 t.d
Kt —n = = [ e"mOn0% © v Gar1,Cu] a4
parat € [0,7] e Do mesmo modo, as funcbes podem ser re-

’ escritas na forma

2 2 t 7, du 5
Kt — r) = _W/o € KO(E)IO(E)W’ (6) vo(r) = xgy(x), =€ [Co,C], (15)
parat € [r, R], sendoly(z) e Ky(x) as funcdes — ) (), € [Cart,Cal,
de Bessel modificadas de ordem zero, de primeifa(*) = { Ei _ Ca%gggg, e {Ca,gai}, (16)

e de segunda classe, respectivamente. Neste traba-

Iho, apresentamos uma proposta de solucio ddédfa =1,2,..., M —1,e

formulacao iTtegraI,. baseada em expansdes em t%r]\}(x) — (& —Cu) (@), x € [Cur, Cu]. (A7)
mos de funcdes splines.

Ainda, outras propriedades especificas destas
funcdes podem ser encontradas na Ref. [11].

3 Splines lbicas

Aqui sao utilizadas as splines clbicas de Hermitg¢, Desenvolvimento
conforme propostas por Schultz [11]. Para tanto,

considera-se inicialment® + 1 n0s¢, definidos pessa forma, substituindo a expansao dada pela
no intervalo[0, 1] por equacio (8) na equaczo (3), obtém-se inicialmente

Co = (a/M)", a=0,1,...,M, (7 K

r R t

neste caso tomanda = 2. Propde-se entdao uma Z aa{%a(ﬁ) _/0 t%a(ﬁ)K(t - T)dt}
expansao na forma o=0 )
p ) = 57#/2. (18)

— (93
2(r) = ;aa%‘(}z)’ ®) Seguindo trabalhos anteriores [1, 3, 10], nos
quais a utilizacao de mapeamentos para a avaliagao
ondeK = 2M + 1 e os coeficientes,, sao cons- de integrais numéricas pelo esquema de quadratura
tantes. Nota-se que ha duas fungbes splhg®) usual de Gauss-Legendre tem se mostrado eficiente
associadas a cada no6 e que sao definidas difeerronveniente, no sentido de ser aplicavel a uma
temente para valores pares e imparea i&l], as classe ampla de problemas, reescreve-se a equacgio
quais podem ser escritas como (18) na forma

Sog(z) = Ps(x) € Sapy1(x) = @), 9 & .

x _ P2 x N
para3 =0, 1,..., M. Usando as definicdes ; aa{‘y“ (z) - R /0 ySa (y) K(Ry Rx)dy}
T — Cafl

a = Sa—1

fa(z) =



onde K(Ry — Rz) esta definida pelas equacdgsaray € [z, 1].
(5) e (6) e, claramente, Dessa forma, a avaliacao da equacgao (23), nos
pontos de colocac¢ao, aqui escolhidos como

r
R xi:(i)Qa i2071727"'7Ka (30)
. K

V=75 (21) resulta em

Aqui, de fato, deve-se considerar o intervalo X Na
[ma,ne| para o qual a fungao spling,(y) esta Zaa{%a () — RQ/ YSa (¥)
definida, de forma que a=0 e

Sa(y) =0, y ¢ [masnal, (22) x K(Ry — Rmi)dy} = %WW (31)

e, logo, a equacio (19) pode ser escrita na form& qual, determina, considerando ainda a avaliagao
numeérica das integrais conforme descrito, um sis-

tema linear algébrico de ordeR = 2M + 1, cuja

solucao(ag, ay, as, . .., ax)’ € necessaria para o
11 calculo deZ(r), definida na equacao (8).

=57'" (23) A partir da obtengBo d¢(r) pode-se avaliar o

perfil de velocidade das particulas do gas, equacao

(1), e a taxa de fluxo, equacgao (2).

K Na
> ao{u @)~ B [ y3. () K(Ry — Ry
a=0

Ma

Continuando, a transformacao
z(u)=¢e" (24)

é utilizada, de forma que o intervalo de integracdd, Resultados Nun&ricos
nas equacoes (5) e (6) também seja mapeado para
[0,1]. De fato,o0 objetivo final & de que posteriolPara a avaliagdo das quantidades de interesse

mente se possa usar implementou-se um programa em FORTRAN,
1 . - sendo que alguns aspectos devem ser destacados:
= 5(“ +1) (25) e Como parametros de entrada, devem ser con-

de forma que estas integrais sejam avaliadas a Fiierados o valor dé/ que determina o nimero
tir de somatorios utilizando os nos e pesos da qd4-+ 1 dé nos usados na defini¢do da funcao spline
dratura de Gauss-Legendre usugly, wy,}, defini- [11] € também estabelece a ordem/ + 1 do
dos no intervald—1, 1]. O mesmo procedimento &Stema algébrico dado pela equagdo (31); ainda,
adotado na avaliacao da integral gmpresente na 05 NUMerosiz, ny € nz que indicam o numero

equacio (23), usando apropriado mapeamentodtﬁ"opontos de quadratura usados no calculo das in-
intervalo [ima, 11a] tegrais nas variaveis, y e xz, respectivamente.
oy Tva -

Ainda, com relacio as equacdes (5) e (6), p@ptou-se em usar nameros distintos de pontos de
razdes computacionais, define-se gquadratura nestas integrais tendo em vista diferen-
. tes comportamentos numeéricos e presenca de sin-

To(n) = Io(n)e™" (26) gularidades, que exigem uma descricao mais deta-
e Ihada, em alguns casos. Por exemplo, na avaliacao

Ko(n) = Ko(n)e" (27) das integrais definidas nas equacdes (28) e (29), &
de forma que esperada e observada uma perda de precisao nos ca-

sos onde: — 1 e a diferenca entre os argumentos
2 [t 5 ¢ [
K(Ry — Ra) = _/ exp{—(In 2)2+R(x_y)/1nz}das funcdes de Bessel & pequena (digamos, menor
VT Jo do que0, 01). Neste caso, em particular, optou-se
> Rz | - Ry, dz ainda por subdividir o intervalo de integragao em
)IO( - —) 29 (28) . i
Inz’ z(Inz) em subintervalos, quando a diferenca entre os ar-
gumentos das funcdes de Bessel é pequena. Ja as
integrais na variavey, definidas para subintevalos
) [ma, ne| PEQUENOS, Nao necessitam de um nimero
9 :
K(Ry — R) — _/ erp{—In 22+ R(y—z)/In 2} mur[.o elevado de pontos de qu_aEiratura p,ara serem
VT Jo avaliadas com a mesma precisao. Porém, deve-
x Fo Ry i Rz dz 2g) S€ usar um esquema de mapeamento para 0s pon-

—1DZ) O(—lnz)z(lﬂz)r tos e pesos de quadratura de Gauss-Legendre de

paray € [0,z] e




modo que estes possam ser definidos para o inter-
valo [mq, ns]. O mesmo acontece com relagao a B
integral emz, na equac&o (2), que esta definida r/ q(r)

Tabela 1: Velocidades pafa = 2

para o intervalor € [0, 1] e ndo apresenta regides 0,0 2,35333
com grandes variagdes da fungao a ser integrada. 01 2,34082
Como dito anteriormente, estes trés tipos de inte- 0,2 2,30317
grais sao avaliadas a partir do esquema de quadra- 0,3 223993
tura de Gauss-Legendre, definido gni, 1], cujos 0,4 2,15029
pontos sdo mapeados, para os respectivos interva- 0,5  2,03292
los de integragao. 0,6 1,88560

e Alem dos parametros de entrada, a 8; izgggg
implentacao &€ composta por uma subroutina 0’9 1’20253
para calcular os pontos de quadratura de Gauss- 1: 0 0:76517

Legendre e seus respectivos pesos; uma subroutina
para mapear os pontos de quadratura para 0s su-
bintervalos de interesse; subroutinas para avaliacao Tabela 2: Velocidades e Taxas de Fluxo

das funcbes splines e das funcdes de Bessel, e R q(R) Q
0s pontos de colocagao; ainda, uma subroutina 0,01 5,48219(-3) 1,47631
para determinar os elementos das matrizes que 0,03 1,59193(-2) 1,44827
compdem o sistema algébrico (31). O sistema 0,05 2,59187(-2) 1,43052
é resolvido usando-se as subroutinas DGEFA e 0,1 4,97047(-2) 1,40396
DGESL do pacote LINPACK [7]. Finalmente, 0,3 1,36214(-1) 1,37621
sao usadas, ainda, uma subroutina para avaliar a 0,5 2,16201(-1) 1,38665
velocidade macroscopica com o auxilio da equagao 1,0 4,04069(-1) 1,45829
(1) e outra para avaliar a taxa de fluxo usando a 1,5 5,86448(-1) 1,55323
equagao (2). 20 7,65173(-1) 1,65765
e Os resultados apresentados nas Tabelas 1 e 2 3,0 1,11911 1,87999
foram obtidos usando-se 0s seguintes parametros: 50 1,82346 2,34833

M = 300, nu = 200, ny = 20 enz = 50. Tendo
em vista a analise de variacdo destes parametros, B
acredita-se que tais resultados estdo corretos erfl ,Slmulagoes subsequentes  tem mqstraido
todos os digitos apresentados. Também, os mig§abem um resultado eficiente para utilizagao
mos concordam com os resultados apresentad§§t@ tecnica na solucdo de outros problemas,
por Siewert [12], onde a abordagem usada foi®@MO 0S de fluxo derivados de gradiente de tempe-
transformac@o de Mitsis [9] e ndo a solucio datura. Alem disso, seguindo trabalhos anteriores
equacio integral. Salienta-se no entanto que, p@r]ate”f'se_ investigado também a Ut"'_zef‘?af) de
valores menores d&/, nu, ny e nz, ja se pode ob- outra técnica, baseada no uso de Polindbmios de
) bl 1 .
ter concordanica de 3 a 4 digitos com a Ref. [13]89€ndre, que no entanto, necessita de um trabalho
O uso da subdivisao de intervalos e maior namefg@litico um pouco maior antes da obtencao dos
de pontos foi feito no intuito de obter-se ainda ufiStemas a serem avahadcgs humericamente. De
namero maior de digitos significativos nos resyfiv@lquer forma, ambas as técnicas tém se mostrado
tados. Observa-se ainda, que a representagao égfpPriadas no sentido de poderem ser aplicadas
parénteses usada nos resultados expostos na Tdifefgrma eficiente a uma classe de problemas.

2, baseiam-se na notacao cientifica, assim sendo, o

nimero5, 48219(—3), por exemplo, representa @  Comentarios Finais
niimero5, 48219 x 1073,

e Para ilustrar, na figura 1 estao representaddma técnica de solu¢cao de uma equacgao integral,
os valores encontrados na Tabela 1. Percebesaseada no uso de splines e quadraturas numéricas,
a ocorrencia de um perfil parabblico para a velassociada a um problema classico da dinamica de
cidade macroscopica, fato este que & uma cargases rarefeitos foi apresentada. O estudo segue a
teristica marcante do fluxo de Poiseuille, do quialvestigacao de uma série de problemas de trans-
trata este trabalho. porte de particulas para os quais se pretende usar



a modelagem via equacao integral. Assim comol[je0]
observado na solugao de outros problemas de inte-
resse, a técnica se mostrou eficiente, embora aspec-
tos numéricos devam ser observados quando uma
preciao maior dos resultados & buscada. Em traba-
lhos futuros a utilizagao da técnica sera extendida a
problemas em dutos que apresentem maior dific[ill—l]
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