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Resu mo: Nesle 1 rabalho uma solução de cará/er a!lalílico é proposla para dois problemas relalivos 
ao fluxo de wn xás rare{eilo em du1os cil(ndricos com superfícies que permilem reflexão difusa. Um 
mé10do espeural clássico, baseado em uma expa!lsâo /rwtcada em lermos de polinômios de Lexendre, 
é wili:ado na soluçao do modelo cinélico S, deril'ado da equação de Boi1:111Clnn, formulado na presenle 

modelaxem em/ermos de uma equação imegral singular l'e/Orial. 

Palavr as-chave: Equaçiio imegral, mé10do espec1ral. dinâmica de gases rare{ei1os, geomelria cil(ndrica. 

1 Introdução 

Pesquisas recentes na área da dinâmica de gases rarefeitos (DGR) têm sido impu lsionadas pelas inúmeras 
aplicações envolvendo micro e nano-d ispos itivos que combimun componentes elétricos e mecânicos, 
conhecidos como sistemas microeletromecânicos (MEMS) e nanoeletromecânicos ( l EMS) (5 , 7]. Con­
tudo, o funcionamento destes dispos itivos depende da operação conjunta de um grande número de com­
ponentes, sendo que ern mu itos casos, o bom desempenho dos micro e nano-dispos itivos está associado 
à análise e descrição do comportamento do escoamento de um gás em micro ou nanocanais. 

A fo rmu lação matemática usada para descrever o escoamento de gases rarefeitos em micro ou 
nanocanais, em geral, baseia-se na utilização da forma íntegro diferencial da equação de Boltzmann 
[3, 4 [ ou de modelos cinéticos [ lO] dela derivados. Devido à complex idade dos modelos matemáticos 
associados, particularmente no que diz respeito à geometrias mais complexas e da obtenção de soluções 
de caráter analítico, uma possibilidade alternativa consiste em se utili zar a fo rma integral de uma equação 
modelo. uma vez que neste caso a aplicação de técnicas semi-analíticas pode se tornar mais viável. 

l este contexto, soluções para a forma integral do modelo cinético BG K [21 foram apresentadas por 
Rodrigues. Kamphorst e Barichello [8], mediante a aplicação de método espectral baseado na utilização 
de uma expansão truncada em termos de Polinômios de Legendre. bem como na utilização de splines 
cúbicas de Hermite 161. 

, uma tentativa de viabilizar a utilização desta mesma técn ica para uma classe mais ampla de proble­
ma'> da DGR, neste trabalho busca-se obter soluções para problemas de escoamento de um gás rarafeito 
devido à efeitos de grad ientes de pressão e temperatura, modelados a partir da forma integral do mod­
elo cinéticoS, cujo núc leo inclu i expansão de ordem superior, como aprox imação do núcleo exato, em 
comparação com o caso tratado anteriormente [8, 6] . Em particu lar, o presente caso resulta em urna 
equação integral vetoria l. 

·Este trabalho é parcialmcnlc fi nanciado pelo CNPq 
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A equação integral para o modelo S. segundo Sicwcrt c Yalougcorgil> f91. que descreve o fluxo de um 
gá), rarefeito em um duto cilíndrico reto de raio R. corrcl.pondc à equação vetorial 

r R 
Z ( r ) - B (r ) + r + t K (I ~ r )Z(I)dl. ( I ) 

o 

com r E ·o. J{. 
Admitindo não cxil>Lir re flexão especular na<; parede), do duto. o termo B(r ). da Eq. ( I ), é nulo f2, 91, 

l. ituaçüo e~ta con!.iderada no presente trabalho. 
a Eq. ( I ) o termo não homogêneo é escr ito na forma f91 

(2) 

onde A: 1 c A:2 são co nstantes definidas de modo que k 1 = 1 c A:2 = O pa ra o chamado problema de 

Poiscuillc c, k 1 = O c /..:2 = 1 para o problema creep térmico. 
A inda, ele acordo com a Rcf. f9l , na Eq. ( I ) o núcleo ela equação integral é clcfiniclo ele modo que 

? r 2 dr 
K (t ___. ·r ) - --- 1' .,. Fo(t/ r . r/r )~( r}~ . 

nl/2 o r-
(3) 

onde 
, (t/ / ) r fo(t/r )A-o(r / r }. I < ,. 
r Q T I' T -

· A'o(l/r }Io(r / r ). I> r 
(4) 

),Cndo l o(.r) c A'o (.r) as funções de Bessel modi ficada!> de ordem lCro. de pri mei ra c segunda classe fll 
re~pcctivamente. a Eq. (3) tem-se ainda 

~(T) - ~o+ ~27"2 + ~ ~ , ~- (5) 

),endo que 
r 3/ 10 -( l j:~ 0}'/2 

~o - - (1/ 30}1/ 2 1 
(6) 

~2 -
-2/ 1!) (2/ 1-1)1/ 2 1 

(7) 
(2/ 15 )1/ 2 o 

~1-
r 2/ 15 () 1 

(8) o () 

c 

Dcli nc-sc ['9'], 
G('r ) - Z ( r )- r . (9) 

onde Z(r) 6 a função .que satisfaz a Eq. ( I ), c assim torna-se pO),),Ívcl aval iar quantidades ele interesse 
fíl> ico. ta i !'> como o perfi I ele velocidade 

u(r ) - r. 112 [0 liG(r} ( lO) 

c o perfi l do flu xo de calor 
q(r ) - [15/(21.}1 112 [1 OIG(r ). ( li ) 

Em con~cquência. c~crcve-se a taxa de tluxo do gás como (do inglê!. partic/e-flo\1' rale) 

-l rR 
r.-· - - tt(r )rdr 

R3 o 
( 12) 

c a taxa de !luxo de calor 
-l (R 

Q- R~ 
0 

q(r }rdr. ( 13) 

Al> Eq~ . ( I 0) a ( I 3) são usadas tanto para o problema ele Poil>cuille quanto para o problema creep 

térmico, clcpcnclcnclo ele valores especi fi cados p<ml as co nstantcl> /,: 1 c k2 que definem a expressão usada 

para o termo fonte incl i caclo na Eq. (2). 
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2 Desenvolvimento 

inic ialmente. por razões computacionais, a'i funções modificada'> de Bessel são reescrita'> na forma 

f0 (.r) I 0 (.r)e .c (14) 

e 
ku (.r) Ku(.r)c·' . ( 15) 

de modo que o termo Fo(t f u. r / u), presente na Eq. (3) e defin ido na Eq. (4), é reescrito como 

Fo(t jr, r/r) 
e(t-r )/u io(l ju)ko(r j u) . 
e<r·- t)/-u ko (iju )fo (r/ 11) . 

I E [O, 1·] 
I E [r, R] 

( 16) 

A seguir, visando obter soluções de caráter analítico, propõe-se escrever a solução da Eq. (I ) na 
fo rma de uma expansão truncada em termos de Polinômios de Legend re 

[, 
I '2r \ 

Z(r ) '\"' Vo P o l 
R 

o o 
( 17) 

onde v0 são os vetores ,. [ao bo ]T o ( 18) 

de constantes a0 e b0 a serem determinadas. Substituindo a expansão Z( r ) na Eq. ( I) e considerando-se 
que a reflexão da<> pat1Ícula'i do gás na supetfície da parede do duto seja perfeitamente d ifusa (situação 
na qual o termo ll(r ) toma-se nulo). tem-se 

r8 I '2r \ ' 
tK(l-> r )v"P" R I di r. 

o 

Efetuando a multiplicação da Eq. (19) por 

cPí3 (r ) 
\ 

J 

( 19) 

(20) 

para {J = O, 1, ... . L, levando em conta a defi nição do núc leo K( I -+ 1·) e, além disso, integrando a 
equação resultante para r E !O, R], obtém-se o s is tema linear 

onde 

e 

[, 

'\"' fAí3 a fB 11.o + C1j.nl1 D,j . 
o () 

,n 
Ap.o ,.o9, j(r )9o( r ) dr / r. 

o 

o o 
,n ,n 
o ,. 

K (t--> r ) \"0 9 1(r)9,.,(/)dldr 

,n 
D,3 r <;J j(r)dr. 

() 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

A solução do s istema linear dado pela Eq. (21) corresponde aos valores dos coeficientes o a e ba 
necessários na avaliação da expansão indicada na Eq. ( 17). 1 ota-se, a inda, que a Eq. (20) é proposta de 

forma que o sis tema lin ear obtido é s imétrico. 
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3 Aspectos Computacionais 

Apc!>ar da:, Eq~. (22) c (25) poderem ser avaliadas facilmente. o tratamento da:, integrais presentes nas 
Eq!>. (23) c (24 ). impõe dificuldades devido ao compo11amento do núcleo da equação integral. K( t ---.. r ). 
particulanncntc quando T ---..O. este sentido. inicialmente. propõc-~c nc:,tc trabalho reescrever a Eq. (3) 
na forma 

onde 

c 

? 
~'"- (t ~r) - ---
''-~! -.1/ 2 

? 

( "'- 7 • dí 
e .,. Fo (ljr. r / r )-:; . 

o ;-
ro..-

IC-)(t ~ r)----
- 711/2 o 

e .,.• F0 (t j r, r/ r)dr 

(26) 

(27) 

(28) 

? r 
IC1(t -t ·,·)- - -- e .,.• Fu(l / r, r/r)r 2dr, (29) 

7f L/2 O 

c as matrizes .ó.o, .ó-2 c .ó-4 estão cle(·i niclas nas Eqs. (6) a (8). 
Proponclo-~c ai nela a utilização ele esquema ele quadratura ele Gauss-Lcgcnclrc, avalia-se 

2 N , 

IC'l(t ~ r)-
71112 

""'"' ...;,.ll,.(l. r ) (30) 
n-l 

c 

(3 1) 
n-1 

onde . \ 'T cOITC!>pondc ao número de pontos de quadratura Jln E (-1. 1' c de ~cu~ respectivos pesos w0 . 

enquanto que 

c 

I ( ) 
e-""~Fo(l/an . r/an ) 

in t . r - __ ..::...:.....:...._.:..:__;_..::...:. 
Jln + 1 

1/ln +l\ 
a -- lu --

n 2 

(32) 

(33) 

No ca~o do termo !Co, dado pela Eq. (27), há que se empregar um tratamento d iferenciado. De fato, 

este termo corrc~poncle i! mesma expressão usada pcu·a clclinir o núcleo ela equação integral elo modelo 
BGK já aval iada anteriormente por Rodrigues, Kamphorst c Bw·ichello r8l Assim, tal como na Ref. rs1 
pw·a a avaliação da integral ela Eq. (27) são considerados dois procedimentos, respectivamente, quando 

li - ri ~ 0.0!) c quando li --ri < 0.05. 
No primei ro caso o esquema ele quaclratma pode ser aplicado diretamente. Ou seja, tem-se 

(34) 

!>cndo hn (1 . r ) c aN clcfiniclos nas Eqs. (32) e (33). rei>pccti vamcn tc. Para c~ te ca:,o. em que 1-r ~ 0.05. 

a Eq. (34) permite avaliar o termo JC0 (t ---.. r ) com prcci:-.ão ele até i>Ctc dígito:-.. :-.c compcu·adas com o 

!>Oftwarc Maplc. u~anclo cerca de 50 pontos de quadratura. 
Porém. a medida que os w·gumentos t e r as umem valorc~ mai~ próximo:-. (como por exemplo 

quando f - r < 0.05). torna-se cada vez mai. difícil obter rc!>ultado~ prcci~o~ utilizando-se a mesma 
cxprc!>!>ão. tornando-~c ineficaz. Desta forma. para o cai>o em que f - r < 0.0!). realiza-se primeiramente 
a :-.ubtração c a ~orna da expressão 

2 ( "'- . dí 
S 1(r.t)- _

11 2 
Fo(l / r . r / r)_

12 .. o 
(35) 

ao termo Ko(l - r ) ela Eq. (27) c, posteriormente, propõc-~e ainda a troca ele variáve is 

1 
s ---. 

1 + í . 
(36) 
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bem corno. a :-,orna c a subtração do termo 

na cxprCl>!.ãO 1\!~ultantc. Desse modo. passa-se a escrever 

onde 

~enclo 

c 

Ko(r ~ t) - S(t. r )+ St (r. I) - S2. 

, 2 r 1 r ) 
S(t . r )- _

112 
p(r. t.s )+ e ·• J\-0 (s) ds. 

" o 

1-s 
IJ(s}- --. 

8 

Aqui, a avaliação numérica elo tc tm o S2 , obt ida através elo software Maplc, rc!->ulta em 

s2 - IA020222280D8. 

O termo 8 1 (I. r) i ncl icaclo na Eq. (36). por sua vez. pode l>er aval iado na J'orrna 

( 2,.- 112 É (t / r )/r. t < r 
St(t.r) - 2,.- t12 É (r/ t) / l . l > r 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

( 4 1) 

(42) 

(43) 

onde i::(.r) con·c:-pondc 1t integral elíptica completa de primeira ordem. que aqui é avaliada numerica­
mente mediante aplicação do algoritmo sugerido na Ref. f ll Enquanto que. o termo S(l. r ), Eq. (39). 
pode agora !.Cr avaliado. sem maiores dificuldade . . mediante a aplicação do C!.qucma de quadratura de 
Gaul>!.-Lcgcndtt!, através da expressão 

l N, 

' (I. r ) - ,.
112 

'\' wn (p(l . r. /ln )+ e 1'" }\'o(/111 ) ). 

n-1 

(44) 

A~~ im !->enclo. o ter mo ICo(t -+ r ) é avaliado pela Eq . (34) no~ ca~o~ em que li - ri ~ 0.05, ou pela 

Eq. (38), com a utilizaç:ão das Eqs. (42) a (44), nos casos em que li - ri < O.OG. 
Reescreve-se ai nela o núcleo ela equação integral na fo rma matricial 

r J..- (r r) J..- ··(I' 1') l K(t } tt , ~~ , 
-+ ·r - k2t(t: r ) J..-n(/: 1') ' (45) 

obtida mediante a :-,ubst ituição elos termos ó.o, 6.2 c ó. I· dclinido~ na:-, Eq:-,. (6) a (8), ele modo que se 
tenha 

3 ? 1 
ktt (t: r ) - .:::_Ko(t ~ r ) - =-Kz (l ~ r )+ -1\. 1(1 - r ). 

lO !) lli 
(46) 

I l \ 1/ 2 ,.. I 2 \ 1/ 2 
ktAf: r ) --

30 
Ko(t ~ r )+ !.) /\.2 (/ - r ). (47) 

Á'2t (t: r ) - Á't2(t: r ) e k22(l : r)- Ko(l- r ). (48) 

Dc~l>C modo. u~ando-sc o núcleo da equação escrito tal como indicado na Eq. (45). toma-se possível 
rcc~ctt!vcr o !.i!.tcrna l inear indicado na Eq. (2 1) na forma 

L 
'\' ( r\· fJ .o._ v 3.o._z3.o.l_ú r} . .J.n+z!.n1 ) (' 

(lo_ • I1.1 1.1 <> 1.2 1.2 - I (49) 
o-0 

c 
L 

'\' r_ ryfl . .-. + z a . .-.1 + I r v _ v tJ.n _ z 1J,n 1) _ ( '._, . 
0 <> 2.1 2.1 J,.. · ' tJ . .-. r2.2 2.2 ' (50) 

n•-0 
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para . j = O. 1. .... L. com 

(51) 
n1- 1 

(52) 
rn-1 p - L 

c 

(53) 
m -1 

para i = l . 2 c j = l . 2, bem como 

f l5n \ 112 R ~ . 
(\ - - J..-2 8 2 wm.fmPo (Jtm ), 

rn-1 

(54) 

( 1i' l / 2\ R N, 

C2 - -kt 
2 

2 "" w,nf,.Po (Jtm ). 
rn-1 

(55) 

~cnclo 

}
. _ ltm +l R Jtv +l . I ( R - fm )Jt, + fm+R 
m 

2 
· Ym.p - -;;--.fm· lm.p - :l . (56a.b.c) 

(Jlp + l )fm- R ( R - fm ) flp + fm 
lm.,, - R e 'lm.1, - R . (57a.b) 

A~ Eq~. (49) c (50). constituem um sistema algébrico linear ele ordem 2L - l. cuja solução são as 

con~tantc~ a0 c ba do vetor V a usado na expansão indicada na Eq. ( 17). 
Salicnta-~c ainda. que. para avaliação das integrai~ pre~cntc~ na formulação apresentada neste tm­

balho. ba~cadal. no esquema de quadratma de Gauss-Legcndrc u~ual com ponto~ y E '- 1.11• foram 
ncccssárial> alguma~ transformações de variáveis. como 

y-
2.t· - u - ú 

ú- (/ 
(58) 

para o~ ca~o~ de intervalos de integração .T E [a. b] c, 

y- 2e "'- 1 (59) 

quando .r E [0. ) . 

4 Resultados e Comentários Finais 

Com o intuito ele obter resultados numéricos pw·a as quantidade~ cl<.: intcrC),),C físico elos problemas ele 
Poi~euillc c creep térmico, mediante a utilização ela formulação apre!><.:ntacla anteriormente, realizou-se 
urna implementação em Fortran. Uma vez estabelecido o ~iMema linear definido pelas Eqs. (49) e 
(50). utiliza-),e ),Ubroutinas numéti ca. di. poníveis p<ml ~oluc ioná- lo. Median te a obtenção ela solução 
v0 = [aa baiT. é possível então. determinar a. quantidade~ ele inter<.:),),C f'í),ico. tais corno o perfi l ele 
velocidade c o perfi l do flu xo ele calor. Eqs. ( lO) c ( li ) . rc~pcctivamcntc. ),Cndo que 

J.112 r (15/ 2)112 k2 1 ~ ( 2r \ 
G(r ) - 2 kt + \'0 Pn R - I 

o-() 

(60) 

A pattir daí obtém-~c. respectivamente, a<; taxa-. de fluxo c de fl uxo de calor do gá),, 

? .v, 
U- J?2 "" ..... :,.u(f,.)J, 

rn-1 

(6 1) 

c 
? Nr 

Q - ;2 "" v.!mt}(fm )fm, 
m.-1 

(62) 
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com fm dado pela Eq. (56a). 
U!>anciO-l>C como parâmeu·os ele entrada L = 60. S 1 = 50 . • \ 'r = 1 "O c .\ 't = 160. é possível obter­

!>e re~ultadol> para a!. grandezas de interesse físico. como O!> li!>tado!. na Tabela I. aqui apresentados para 
comparação com outros disponíveis na literatura r91. Ob~erva-!>e uma concordância em cerca de quatro 
dígito~ com aquele!. mostrados na Ref. r9l Vária. foram a!> !>imulaçõcl> realiLadal>. que juntamente com 

rc~ultado!. prévio!. a!.!.Ociados à outra classe de equaçõe~ integrai~ rs. 61. indicam a viabilidade de uso da 
abordagem aqui propo~ta para o tratamento de problema~ cuja~ condiçõe!. de contorno incluam reflexão 
e~pccu lar (termo B(r) dependente de Z (r ) na Eq. ( I )). ca~o onde outras abordagens de can\ter analítico, 

como a u~acla na Ref. r9l, não se ap licam. 

Tabela I: Duto de mio R = O. G 

- up (R) 

u.r (R) 
-/Jp 

I )r 
qp (R) 

- crr (R) 
Qp 

- Qr 

Este trabalho 
2.1 79 1 (-1 ) 

6.729 1(-2) 

1.4007 
4.7844(-1 ) 

6.3450(-2) 
3.4208(- 1) 
4.7844(-1 ) 

2. 1361 

2. 179308( - I ) 

6. 729058( -2) 

1.400539 
4. 784350( - I ) 

6.345393(-2) 
3.42058 1(- 1) 
4. 784350( - I ) 
2. 136032 

Os subscritos P e T referem-se a Poiseu ille e Cl'l'e{J térmico. re,pccti\ amente . 
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