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Resumo: Neste trabalho uma solucdo de cardter analitico é proposta para dois problemas relativos
ao fluxo de um gds rarvefeito em dutos cilindricos com superficies que permitem reflexdo difusa. Um
método espectral cldssico, baseado em wma expansdo truncada em termos de polinomios de Legendre,
¢ utilizado na solugdo do modelo cinético S, derivado da equagdo de Boltzmann, formulado na presente
modelagem em termos de uma equacdo integral singular vetorial,
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1 Introducao

Pesquisas recentes na drea da dinimica de gases rarefeitos (DGR) tém sido impulsionadas pelas inimeras
aplicagoes envolvendo micro e nano-dispositivos que combinam componentes elétricos e mecénicos,
conhecidos como sistemas microeletromecanicos (MEMS) e nanoeletromecéanicos (NEMS) [5. 7]. Con-
tudo, o funcionamento destes dispositivos depende da operacdo conjunta de um grande ntimero de com-
ponentes, sendo que em muitos casos. o bom desempenho dos micro e nano-dispositivos estd associado
a analise e descricio do comportamento do escoamento de um gds em micro ou nanocanais.

A formulagio matemdtica usada para descrever o escoamento de gases rarefeitos em micro ou
nanocanais, em geral, baseia-se na utilizagdo da forma integro diferencial da equagio de Boltzmann
[3. 4] ou de modelos cinéticos [10] dela derivados. Devido a complexidade dos modelos matematicos
associados, particularmente no que diz respeito a geometrias mais complexas e da obtengio de solucoes
de cardter analitico, uma possibilidade alternativa consiste em se utilizar a forma integral de uma equacao
modelo, uma vez que neste caso a aplicacdo de técnicas semi-analiticas pode se tornar mais viavel.

Neste contexto, solucoes para a forma integral do modelo cinético BGK [2] foram apresentadas por
Rodrigues, Kamphorst e Barichello [8]. mediante a aplicacdo de método espectral baseado na utilizacao
de uma expansio truncada em termos de Polinomios de Legendre, bem como na utilizacio de splines
ctibicas de Hermite [6].

Numa tentativa de viabilizar a utilizacio desta mesma técnica para uma classe mais ampla de proble-
mas da DGR, neste trabalho busca-se obter solucdes para problemas de escoamento de um gds rarafeito
devido a efeitos de gradientes de pressio e temperatura, modelados a partir da forma integral do mod-
elo cinético S, cujo nicleo inclui expansdo de ordem superior, como aproximag¢do do nticleo exato, em
comparagio com o caso tratado anteriormente [8, 6]. Em particular, 0 presente caso resulta em uma
equacao integral vetorial.

" Este trabalho ¢ parcialmente linanciado pelo CNPq
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A equagdo integral para o modelo S, segundo Siewert e Valougeorgis [9]. que descreve o fluxo de um
gds rarefeito em um duto cilindrico reto de raio R, corresponde & equagio vetorial

‘.-'H
Zir)—B(r)+ T+ tK(t — r)Z(t)dt. (1)

comr & [0, R

Admitindo ndo existir reflexdo especular nas paredes do duto. o termo B(r). da Eq. (1), é nulo [2. 9].
situagdo esta considerada no presente trabalho.

Na Eq. (1) o termo nio homogéneo ¢ escrito na forma [9]

w2 T (15/2) 2k, 1

== 2 ;1'1

(2)

onde ky ¢ ko sio constantes definidas de modo que k) = 1 ¢ ko = (0 para o chamado problema de
Poiscuille ¢, by = 0 ¢ ko = 1 para o problema creep térmico.
Ainda, de acordo com a Ref. [9], na Eq. (1) o nicleo da equagio integral ¢ definido de modo que
. 2 r= O dr
Kt —r)— — e " Eyt/ror/TA(T) = 3)

T 0
w2 -2

onde R
0 L(t/7)Ke(r/7). t<v
)

Fo(t/r.v/T) :
O\E TR T T Kolt/m) (v /T £

4)

sendo fy(a) e Ky(a) as funcdes de Bessel modificadas de ordem zero, de primeira ¢ segunda classe [1].
respectivamente, Na Eq. (3) tem-se ainda

AT)— Ay + Ayr? + Ay7t, {3)
sendo que
r 3/10 —(1/30)42 1
Ay — : ’ 6)
3 —(1/30)4/2 1 )
:
Ay — (7)
¢ r 1
2/15 0
{f — ; (
: 0 0 ®)
Define-se [9],

G(r)—Z(r) =T, 9)
onde Z(r) ¢ a lunciio que satisfaz a Eq. (1), e assim torna-se possivel avaliar quantidades de interesse
fisico, tais como o perfil de velocidade

a(r) — = 20 1]G(r) (10)
¢ o perfil do fluxo de calor
q(r) — [15/(2x)] 21 0/G(r). (11)
Em consequéncia, escreve-se a taxa de fluxo do gds como (do inglés particle-flow rate)
4 R
(= T . uir)rdr (12)
¢ a taxa de fluxo de calor
L
Q= i : glr)rdr. (13)

As Egs. (10) a (13) s@o usadas tanto para o problema de Poiscuille quanto para o problema creep
térmico, dependendo de valores especificados para as constantes k¢ kg que definem a expressio usada
para o termo fonte indicado na Eq. (2).
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2  Desenvolvimento

Inicialmente, por razdoes computacionais, as funcoes modificadas de Bessel sio reescritas na forma

In(z) Io(x)e ™. (14)

R.u () Kol e, (15)

de modo que o termo Fy(1 /. rr/u), presente na Eq. (3) e definido na Eq. (4). € reescrito como
] . / P ] q

O elt=rVul (t/u)Ko(r/u), 1€ ]0,r]

Fo(t/T,r/7) (i AN / 1
a elr=tu il (H fu)lg(r/u), 1€ [r R}

(16)

A seguir, visando obter solugoes de cardter analitico, propoe-se escrever a solucido da Eq. (1) na
forma de uma expansio truncada em termos de Polindmios de Legendre

{2 \
Zir) \ Vol — 1 (17)
R
o M)
onde vg sdo o0s vetores
p

Yo loa bal (18)

de constantes g e bg a serem determinadas. Substituindo a expansio Z(r) na Eq. (1) e considerando-se
que a reflexao das particulas do gas na superficie da parede do duto seja perfeitamente difusa (situacao
na qual o termo B(r) torna-se nulo). tem-se

L T L™ o Pl XY
- = 1 IK(t = r)\VaPa = t 1
Vata J . { MVala 5 1 d (19)

Efetuando a multiplicagdo da Eq. (19) por

. £ 2 A\ .
dglr) rPz — |1 {20y
“rl?
para 7 = 0.1..... L, levando em conta a definicio do nicleo K({ — r) e, além disso, integrando a
equacio resultante para r € [0, 17, obtém-se o sistema linear

L
N {As. Baa+Caall Dg. (21)
o [
onde
rR
Ag, Vaoalr)og(r)dre/r, (22)
(i}
i
B;. Kt — rivaos(r)o,(fdidr, (23)
(1] 0
. e
Cs.a K{l — rivqaog(rio.(f)didr (24)
0 r
e
R
D; I aglr)dr (25)

L]
A solucdo do sistema linear dado pela Eq. (21) corresponde aos valores dos coeficientes ag e bg
necessarios na avaliago da expansio indicada na Eq. (17). Nota-se, ainda, que a Eq. (20) € proposta de
forma que o sistema linear obtido € simétrico.
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3 Aspectos Computacionais

Apesar das Egs. (22) e (25) poderem ser avaliadas facilmente, o tratamento das integrais presentes nas
Egs. (23) ¢ (24). impoe dificuldades devido ao comportamento do nicleo da equacao integral, K(f — r ).
particularmente quando 7 — (). Neste sentido. inicialmente. propde-se neste trabalho reescrever a Eq. (3)
na forma

K(t —=7r) — Kot — r)Ap + Ka(t = r)As + Xt — r)A,. (26)
onde
Kot = 1) — (27)
. " L
Kot — 1) — — e T Fy(t/mov/T)dT (28)
o0
e
3 Z e 2 iy
Kalt = 1) — v e T Fylt/ror/T)TodT (29)
iy
¢ as matrizes Ay, As e Ay estio definidas nas Egs. (6) a (8).
Propondo-se ainda a utilizaciio de esquema de quadratura de Gauss-Legendre, avalia-se
Ny
Kot =7) = =75~ wnha(t.r) (30)
o n—1
e
Ny
Kilt =) — N b (tor)at. (3a1)
n—1

onde Ny corresponde ao niimero de pontos de quadratura jiy & | —1. 1] ¢ de seus respectivos pesos wn.
enquanto que
e % Eylt/on.r/on)

;iltr)— (32)
Hn T 1

"(ﬂn + 1)
9 ¢

(33)

a, — —In

No caso do termo Ky, dado pela Eq. (27), hd que se empregar um tratamento diferenciado. De fato,
este termo corresponde & mesma expressiio usada para definir o niicleo da equacio integral do modelo
BGK ji avaliada anteriormente por Rodrigues, Kamphorst e Barichello [8]. Assim, tal como na Ref. [8]
para a avaliagao da integral da Eq. (27) s@o considerados dois procedimentos, respectivamente, quando
[t =l = 0.05 equando |1 — r| < 0.05.

No primeiro caso o esquema de quadratura pode ser aplicado diretamente. Ou seja, tem-se

Ny

s 2 hy (tor)
Ko(t —7) — —=—= % wp= L (34)

1/2 a2

n=1 "
sendo hip (1. ) e oy definidos nas Egs. (32) e (33). respectivamente, Paraeste caso, em que [f—r = (.05,
a Eq. (34) permite avaliar o termo Ky(f — r) com precisdo de até sete digitos, se comparadas com o
software Maple. usando cerca de 50 pontos de quadratura.

Porém. a medida que os argumentos / e r assumem valores mais proximos (como por exemplo
quando |{ — r| < 0.05), torna-se cada vez mais dificil obter resultados precisos utilizando-se a mesma
expressio. ornando-se ineficaz. Desta forma, para o casoem que |/ —r < (L.05, realiza-se primeiramente
a subtraciio ¢ a soma da expressao

Fy(t/r.ri7)= (35)

1 i
5= —, (36)

+
=
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bem como, a soma e a subtragio do termo

So——= ¢ "Kyls)ds (37)

L i

na expressio resultante. Desse modo. passa-se a escrever

Kolr—t) — 5(t.r) 4+ 5 (r.t) — 54, (38)
onde
2 ! 1
Sit.r) — T plrtos) 4+ e "Rols) ds, (39)
T
sendo
< JI!c 9*(s) _ [\ / b
plt.rs) — — Fy f.x"r;(.h']‘f',.-"'q['x] (40)
q4(s)
e
— 8
qls) — (41)
5

Aqui, a avaliagiio numérica do termo S5, obtida através do software Maple, resulta em
S5 — 1.402022228098. (42)

O termo Sy (/. r) indicado na Eq. (36). por sua vez, pode ser avaliado na forma

.“"[!‘f. () e

f 2z W2E @t /r) /. t<vw
9 (43)

2 (e /)t t>71

onde E(r) corresponde & integral eliptica completa de primeira ordem. que aqui ¢ avaliada numerica-
mente mediante aplicagio do algoritmo sugerido na Ref. [1]. Enquanto que, o termo S{f. r), Eg. (39),
pode agora ser avaliado, sem maiores dificuldades, mediante a aplicagio do esquema de quadratura de
Gauss-Legendre, através da expressio

1
Sltr)— N
1 /2

n—1

/ sl 1
“'n r}"l'f- P ) et Kglp,) . (44

Assim sendo, o termo Ky(f — ) é avaliado pela Eq. (34) nos casos em que |[f — | = 0.05, ou pela
Eq. (38), com a utilizagio das Egs. (42) a (44), nos casos em que |/ — ¢ < (.05,
Reescreve-se ainda o nicleo da equagiio integral na forma matricial

- r kii(tir)  ka(tir) 1

Bi& =1 Koy (1) hegalts )

(45)

obtida mediante a substituicio dos termos Ap. Ao e Ay, definidos nas Egs. (6) a (8), de modo que se

tenha 3 i =
ki (tr) — =Kot = 1) — =Ka(t = r)+ =K;(t = 1), {46)

10 5 15

FEXYE /N2
kia(t;r) — — 0 Kot — r) + G Kalt —r), (47)
kap(t:r) — Epa(t:v) e kaa(tiv) — Kot — r). (48)

Desse modo, usando-se o niicleo da equacao escrito tal como indicado na Eq. (43). toma-se possivel
reescrever o sistema linear indicado na Eq. (21) na forma

L
L AL 7, L) (@)

[ 1]

L]

L
o e ey, T, — e - 78]

-G, (50)

a1}
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para 3 = 0.1..... L, com

v
. R .
-\J.n o ik -"\'-m,flm!’.I”’lnjj-:u (ftm )
T m—1
s s . & =
}:._;-“ =i “;:iii_f,_n 1”3 {ttm ) plim _p;"u__jl S pt .frm ““u (7 L |
S w1 p—1
e
R Ny Nt
il 0 \ / 3
-«,j, o —l L Win | R- _Frul J_]rm ‘n$ L m ) L 38 hﬂ-}l""f“_il;'ll__j | !“’m e .|rm ]l'l & [-’fm,p )
Com—1 p—1
parai = 1,2¢ j = 1, 2, bem como
, (15mN P g & : _
(l - —h2 ] Tv‘\-b'rrl.fmlrl.il:f’rrljl
' T om—1
: (71 /2N R &
(.2 - —Jr-.'l . e T“‘'A-’rrl_lrlrrll'”.i|:,”rr1]l
2 2]
= T m=1
sendo l 1 e if ; ;
; i + pp +1 (R=Jmhty + fin + R
,!rrl o %R Hm.p — p_-} jm- Jll’m.p = _;, - )
5 f.”p_" ) fm — R (R Fm Jitp + ,erm
Tmp # € Ttmp "'_'_T('—

As Eqgs. (49) e (50), constituem um sistema algébrico linear de ordem 2L + 1, cuja
constantes ag e hy do vetor vg usado na expansio indicada na Eq. (17).

(51)

(54)

(55)

(56a.b.c)

(57a.b)

solugado sdo as

Salienta-se ainda, que. para avaliagiio das integrais presentes na formulagiao apresentada neste tra-

balho, baseadas no esquema de quadratura de Gauss-Legendre usual com pontos y &
necessdrias algumas transformacdes de varidveis. como

2r—a—"b
y— ——
h—a

para os casos de intervalos de integragio x € [a. b e.
x . I

y—2e

quando & [0, o).

4 Resultados e Comentarios Finais

—1, 1!, foram

(38)

Com o intuito de obter resultados numéricos para as quantidades de interesse fisico dos problemas de
Poiscuille ¢ cregp térmico, mediante a utilizacio da formulacio apresentada anteriormente, realizou-se

uma implementagdo em Fortran. Uma vez estabelecido o sistema linear definido pelas Egs.

(49) e

(50), utiliza-se subroutinas numéricas disponiveis para soluciond-lo. Mediante a obtengio da solucao

Va = |llg

velocidade ¢ o perfil do fluxo de calor. Egs. (10) e (11). respectivamente, sendo que

L

72 T (15/2) + Xy p ‘2 1.\
) ]I_l ala R

a—0

2L, 1

G(r) —

A partir dai obtém-se. respectivamente, as taxas de fluxo e de fluxo de calor do gds,

5 N
- S ¢t .
U— o Wi 1 .er J.Iffn
m—1
C ¥
“3 ‘.\'
(J - ﬁ u--'m"]i..rm j.lrfrl'
m—1

balT, € possivel entdo, determinar as quantidades de interesse fisico, tais como o perfil de

(60)

6l)

(62)
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com fm dado pela Eq. (56a).

Usando-se como parimetros de entrada L = 60, N; = 50, N; = 180 e Ny = 160, ¢ possivel obter-
se resultados para as grandezas de interesse fisico, como os listados na Tabela 1, aqui apresentados para
comparacdio com outros disponiveis na literatura [9]. Observa-se uma concordincia em cerca de quatro
digitos com aqueles mostrados na Ref. [9]. Virias foram as simulagdes realizadas, que juntamente com
resultados prévios associados a outra classe de equagoes integrais [8, 6], indicam a viabilidade de uso da
abordagem aqui proposta para o tratamento de problemas cujas condigdes de contorno incluam reflexao
especular (termo B(r) dependente de Z(r) na Eq. (1)). caso onde outras abordagens de cardter analitico,
como a usada na Ref. [9]. ndo se aplicam.

Tabela 1: Duto de raio I = (.5
Este trabalho  Rel. [Y]

—up(R)  2.1791(-1) 2.179308(-1)
ut (R} 6.7291(-2) 6.729058(-2)

—Up 1.4007 1.400539
Ut 4.7844(-1) 4,784350(-1)
gp( ) 6.3450(-2) 6.345393(-2)
—qr () 34208(-1) 3.420581(-1)
p 4.7844(-1) 4.784350(-1)

-1 2.1361 2.136032

Os subscritos P e T referem-se a Poiseuille € creep 1érmico, respectivamente.
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