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O presente trabalho aborda uma técnica para
determinar as solugoes de sistemas de equagoes
polinomiais. Esta técnica conhecida como Re-
sultantes, é puramente algébrica, e interliga
tépicos da Matematica, como a Geometria
Algébrica e a Algebra Computacional.

Mais especificamente, apresentaremos o Re-
sultante e suas aplicagoes. Para o calculo do
Resultante, usaremos a férmula de Macaulay e
de Poisson.

Terminamos apresentando uma prova de um
caso particular do Teorema de Bezout, co-
mo aplicacao da teoria de Resultantes. Este
teorema é muito importante, pois fornece um
numero de solucdes de um sistema de equacoes
polinomiais.

O tépico de resolucdo de sistemas de
equacoes polinomiais é o centro de varias areas
da Matemadtica, ndao somente pela forte teoria,
mas também por suas aplicagoes. Nos ultimos
anos, gracas a um desenvolvimento explosivo
de algoritmos, tem sido possivel a resolucao de
muitos problemas que eram até entao consider-
ados como intrataveis.

Como exemplo de avancos, a fatoragao de
polinémios, um subproblema desse tépico de
equacoes polinomiais, alcangou um desenvolvi-
mento incrivel, expandindo muito as areas de
aplicagoes como robética, estrutura biolégica
molecular, design computacional, modelagem
geométrica, e certamente dreas de estatisticas,
otimizacao, teoria de jogos, e rede bioldgica. O
leitor interessado poderd consultar os artigos
[3] e [4] e os trabalhos [1] e [2] para um desen-
volvimento mais recente.

Iniciamos com a seguinte motivacao. Sejam

os polinémios ag + a1z e by + byx de graus 1,
com os coeficientes pertencentes a um corpo K,
procuramos um valor x de modo que satisfaga

ag+aix=0
by + b1x = 0. (1)

Entao ambas equacoes satisfazem simultane-
amente

ap by
ar b’
que pode ser escrito como agb; - ajby = O.

Formalmente podemos observar isto como um
sistema na forma matricial

I

Entao uma solugao nao trivial de (1) implica
que

agby - a1bg = 0.

Mais geral, dados dois polinomios f(z) e
g(x) de graus n e m, respectivamente, pode-
mos obter um sistema de n + m equagoes nas
varigveis (20, 1, 2%, ... 2"t~ 1) E novamente
a condicao para que estes dois polindbmios pos-
suam uma raiz comum, implica que o determi-
nante obtido pelos coeficientes deste sistema,
seja zero.

A técnica mencionada acima é conhecida co-
mo o Resultante de dois polindmios a uma
varidvel. Ela serd uma motivagao para encon-
trarmos ferramentas que determinam uma raiz
comum, no caso de n polinémios em n varidveis.



A definicao do Resultante se baseia numa

matriz conhecida como matriz Sylvester. Se-
jam f, g dois polinémios em K|x]
f=Y falg=> g,
=0 i=0
de graus n,m respectivamente.  Definimos

o Resultante de f(x) e g(z), denotado por
Resym(f,g) como determinante da matriz

Figura 1: Res, m(f,9)

Considere, por exemplo, f = z* — 323 + 2z e
g = 23 —1. Calculando o Resultante, segundo a
definicdo acima, obtemos que o Resy3(f,9) =
0.

Observe que f = z(z — 1)(2? — 2z — 2) e
g = (z—1)(2®+z+1), tém um fator em comum
x — 1, ou seja, f e g tétm uma raiz em comum.

O fato do Resultante ser nulo, implicar em
que f e g possuem uma raiz em comum, € o
nosso primeiro resultado.

n m
Teorema 1: Sejam f = Zfixi7g = Zgz‘xi

i=0 i=0
dois polinémios em K[z] tais que fy,, gm # 0 de
graus > 1. Entao as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

i) Resnm(f,9) =0;

ii)  Existem  polindmios nao  nu-
los A,B € Kz], de graus menores
que n e m respectivamente, tais que

A(z)g(z) = B(z)f(2);

iii) f e g tém um fator comum nao constante
em K|[z];

Esse teorema nos leva, a questionar, se pode-
mos obter um resultado para o caso geral,
ou seja, dados n polindmios fi...,f, de n
varidveis x1, . . ., 5. Queremos determinar uma
condicao para que

fl(azl,...

) = ... = fn(x1,..

tenha uma solugao nao trivial.

Para obtermos uma condigao necessaria e
suficiente para (2), precisamos fazer uma ex-
tensao do Resultante a varias varidveis, o que
nao é trivial. Para isto temos que trabalhar
com polindmios homogéneos e usar algumas
ferramentas da Geometria Algébrica, como es-
pacos projetivos e dimensoes desses espacos.

A condigao para (2) é dada pelo seguinte re-
sultado:

Teorema 2: Existe um tunico polinémio
Resq, .. 4, (F1,...,F,) tal que, se Fy,..., F, €
Klzy,...,zy] sdo os polindmios homogéneos de
f1, .-+, fn, respectivamente de graus dy, . .., d,,
entdo a equacdo (2) tem uma solugdo nao
trivial em KJz1,...,2,] se e somente se o
Resq, ... d,(F1,....,Fy) = 0.

A referéncia [5], mostra com detalhes, essa
extensao do Resultante a varias variaveis e a
demonstracao dos teoremas 1 e 2.

Dada a condigao para que um sistema de
equagcoes polinomiais admita uma solugao nao
trivial, de acordo com o Teorema 2, o proximo
problema é como calcular esse polinémio.

Vamos apresentar duas técnicas para calcu-
lar o Resultante de n polindmios homogéneos
de n varidveis. A primeira é conheci-
da como a férmula de Macaulay, cujo o
Resg, .4, (F1,. .., Fy,)édado pelo quociente de
dois determinantes. Essa formula na pratica
tem complexidade alta , em alguns casos pode
nao ser viavel.

Assim o proximo resultado nos permite cal-
cular o Resultante a varias variaveis.

Teorema 3: Sejam F1, ..., F), polindomios ho-
mogeéneos, entao o Resultante é dado por

Dy

ReSdh“.7dn (F], . = ﬁ
n

)

desde que D], # 0. Aqui D,, e D], representam
os determinantes obtidos sobre os coeficientes
dos polinémios Fj.

A referéncia [5], mostra a prova desse resul-
tado.

Por exemplo considere os polinémios F; =
almg — CLQ{L'%,FQ = blm% — bgl‘% + bsxoxy, F3 =
rg—x1 — x2 = 0, onde os a;,b; € K.

Assim pelo Teorema 3, que
R682’2,1(F1, FQ, F3) = b%a% — 2&152&2[)3 —
2albga2()1 — alazbg + a%b% + Qa%bgbl + a%b%

A outra técnica para calcular o Resultante
a varias variaveis, é conhecida como a férmula
de Poisson. A férmula de Poisson necessita de

temos



ferramentas mais geométricas do que a férmula
de Macaulay.

O préximo resultado, nos fornece a férmula
da Poisson para o Resultante em uma varidvel,
o caso geral pode ser encontrado em [5].

n m

Teorema 4: Sejam f = Zfixi,g = Zgimi
dois polinomios de graus njng respectivzm(iente
em k[z]. Entdo o Resultante é dado por
Respm(f,g9) = fi'det(mg : Ay — Ay), onde
Ay = K[z]/ < f > é a élgebra quociente e my
é a transformacao linear.

Por exemplo, considere f(z) =23 +x —1e
g(z) = 22% 4+ 32 + 7. Pelo resultado anterior,
Ress3o(f,g) = fl'det(mg : Ay — Ay), ou
seja, Ressa(f,g) = (1)%det(mg : Ay — Ayp).
Sabendo que Ay = Klz]/ < f >=
{co + c12 + coa? : ¢; € K}. Para determinar o
det(my, : Ay — Ay) basta tomar o resto da
divisdo de (co + c1@ + c22?) x (222 + 3z + 7)
por 23 + 2 — 1. O resto da divisio é da-
do por Tcy + 2¢1 + 3ca + (3co + Hep —
c2)x + (2c9 + 31 + 5eg)w?. Logo a trans-

formagdo que associa (¢, c1,c2) —
(Tco + 2¢1 + 3ea, 3¢y + bey — ea, 2¢o + 3¢1 + 5ea)
7T 2 3
é dadapelodet | 3 5 —1 | =159.
2 3 5

Entdo Ressa(f,g) = (1)%det(m, :
Ar) =159.

Pelo Teorema 1, podemos afirmar que os
polinémios f(z) = #3+r—1e g(z) = 22%+3x+
7 nao tém raiz em comum, pois o Resz 2(f, g) =
159 # 0.

Apresentado o Resultante, vamos para as
aplicagbes. Como primeira aplicagdo simples
de Resultantes, vamos verificar como um sis-
tema de duas equacoes com duas variaveis pode
ser resolvido, ou pelo menos reduzido a uma
variavel.

Af —

Considere f(z,y) = g(z,y) = 0, com f,g €
K[z, y]. Podemos ocultar a varidvel y como coe-
ficientes e pensar em f, g € K[y][x]. Denotando
n, m os respectivos graus de f, g na varidvel x.
Entéo, o resultante Res,, ., (f, g) na variavel x,
denotado por Res(f,g), vai ser um polindémio
em y, que se anulard em todo yg se existir um
g tal que f(zo,y0) = g(z0,y0) = 0.

A afirmacao acima é dada pelo seguinte re-
sultado, e a prova pode ser encontrado em [5].

Teorema 5: Sejam f(z,y) = S.r, fi(y)zt,

g(z,y) = 3i% gi(y)z" polinomios em K|z, y],
tal que f;,¢; € K[y|, com f, e g, nao nulos.
Seja yo uma raiz do Resultante Res(f,g), €
K|y]. Se ocorrer de f,,(yo) # 0 ou gm(yo) # 0,
existe um 2o € K de modo que f(zo,yp) =
9(wo,y0) = 0.

Por exemplo, considere f(z,y) = 2%+y%—10,
g(z,y) = 2% + 2y®> + xy — 16. Reescreve-
mos f(z,y) = 2* + 0z + (y* — 10),
glz,y) = 2* + yz + (2y®> — 16). Entdo o
Resultante de f,g ¢é igual Reszo(f,9)s =

1 0 1 0
0 1 Y 1
det| 290 0 u?-16 g

0 y? — 10 0 2y% — 16

Resoo(fi9)s = —22y% +2y* 4+ 36 = 2(y +
3)(y — 3)(y? — 2). Este polindmio em y, tem
exatamente quatro raizes yg = —3, 3, V2, —V2.
Retomamos o sistema inicial:

fla,y) =2’ +y*~10=0

gla,y) =2 +2y° + 2y — 16 =0

e fazendo f(z,y) — g(z,y) = 0, obtemos:

y? — 10 — 2% —xy + 16 = 0 — —y% —
zy +6 = 0 — = = 6 —y’y. Entdo substi-
tuindo as rafzes yo = —3,3,v/2, —v/2, temos
o =1,—-1,2v2,-2V2.

A generalizagdo do Teorema 5, pode ser vista
em [5]. Para esse caso, considere o seguinte
exemplo.

Sejam

Fy=x3 4251022 =0

Fy = x% + x129 + 295% — 163:3 =0.

Veremos a seguir, pelo Teorema de Bezout,
que serd a proxima aplicagdo dos Resultantes,
que o sistema acima tem 4 solugoes, ou seja,
grau(Fy)x grau(Fy).

Para o caso geral, introduzimos uma nova
equacao Fy = ugxrg + urr1 + usxe = 0, para
calcularmos o Resultante. Assim calculando
0 R6817272(F0,F1,F2) = (QU% + 161611 + 36114121 -
80udus + 120u1u3 — 18udu? — 22uu3 +52uiu3 —

4u(2)u1uQ).

Fatorando este polinébmio, usando o
Maple podemos reescrever o Resultante
como: Resiaa(Fp, F1,Fp) = (ug + up —

3ug)(ug — u1 + 3ug)(ud — 8ud — 2u3 — Sujus)
= (UO +uy — 3’LL2)(U0 —u1 + 3UQ)(U0 + 2\/5’[1,1 +
V2us2) (ug — 2v/2u1 — v2us).



Os coeficientes dos fatores lineares do
Resy22(Fo, F1,F>) sao dados por 4 pontos:
(1,1,-3)(1,—1,3)(1,2v/2,v2)(1, —2v/2, —V/2).
Estes 4 pontos sao as solugoes de F; = F, = 0.

Podemos verificar que o problema de deter-
minar as solucoes de um sistema de equagoes
polinomiais via Resultantes, é transferido para
o problema de fatoracao de polinémios, que
é por si s6 uma tarefa complicada, principal-
mente no caso de muitas variaveis.

Nosso proximo passo, é fazer mais uma apli-
cacao dos Resultantes. Vamos usar a teoria dos
Resultantes, para provar um caso particular do
Teorema de Bezout para curvas no plano xy,
bastante conhecido da Geometria Algébrica.

De acordo com [5], a solugao de um sistema
de equacoes lineares, foi desenvolvida na China,
cerca de 200 ac, e a aplicagao do método de
eliminar a variavél x de dois polinémios foi de-
senvolvido no século 12. Estas técnicas foram
utilizadas na Europa por matematicos somente
no século 17, motivados pela geometria de cur-
vas e equagoes algébricas. O estudo de curvas e
seus pontos de interseccao cobriu naturalmente
o estudo de polinémios e suas raizes comuns.

Em 1620 Descartes descobriu algo mais ger-
al: um método de resolver qualquer equagao de
grau 3 ou 4 através de intersecgoes de curvas de
grau 2, como uma parabola e um circulo. Na
verdade nao ¢é facil encontrar uma construcao
satisfatoria para equacoes de elevado grau.

Na procura de uma construcao geral,
matematicos tém casualmente assumido que
uma curva de grau m intercepta uma curva de
grau n em mn pontos. A primeira afirmagao
deste principio, que tornou-se conhecido como
o Teorema de Bezout, foi feito por Newton.

Primeiramente considere a interseccao de
uma pardbola com uma elipse. Sejam y = z?
e 22 +4(y — \)? = 4, onde \ é um parametro
que podemos variar. Tomando A = 2, obtemos
a seguinte figura:

Figura 2: A =2.

Sobre o corpo dos reais, obtemos nimeros

diferentes na intersecgao. Isto fica claro, se ob-
servarmos a figura, o parametro A determina o
deslocamento da elipse no eixo y. Assim toman-
do A < —2, implica que as curvas tém inter-
seccao vazia. Isto justifica que existem valores
de X para os quais as curvas nao tém ponto em
comum.

O que é mais interessante é trabalhar sobre o
corpo dos complexos, no qual obtemos 4 pontos
na intersecgao, ou seja 4 = grau(parabola)x
grau(elipse).

E importante lembrar que, que agora esta-
mos trabalhando com curvas C' e D, no plano,
cujos polinémios que representam estas curvas
sdo variedades no plano projetivo. Além disso,
esses polindmios nao tém um fator irredutivel
em comum. Pois se caso tivessem tal fator co-
mum, implicaria que essas curvas teriam infini-
tos pontos em comum.

Agora precisamos de um resultado, que afir-
ma que a interseccdo de duas curvas C e D,
sem fatores irredutiveis em comum, seja finita.

Teorema 6: Sejam C e D curvas no plano zy,
sem fatores irredutiveis em comum. Se os graus
das equagoes C' e D s@o m e n respectivamente,
entao C'N D é finita e tem no maximo mn pon-
tos.

A prova do Teorema acima pode ser vista em
[5].

Agora que temos um critério para C' N D
ser finito, o proximo passo é definir a multi-
plicidade de um ponto p € C' N D. Antes de
definir a multiplicidade de um ponto de uma
intersecgao, retornamos ao exemplo da inter-
seccio da pardbola y = z? com uma elipse
22 +4(y — N2 =4,

Tomando A = 1, observe a figura abaixo

Figura 3: A =1.

Vemos facilmente que existe somente 3 pon-
tos na interseccao. Isto é verdadeiro, mesmo
que trabalhando sobre o corpo dos complexos.
Mas isso nao contraria o Teorema de Bezout?
Na verdade nao. Pois o ponto da origem (0,
0), que pertence a intersecgao da pardbola com
a elipse, tem multiplicidade 2. E os outros 2



pontos da interseccao tém cada um multiplici-
dade 1. Assim se adicionarmos as multiplici-
dades dos pontos obtemos que o nimero total
na interseccao é 4, que estd de acordo com o
Teorema de Bezout.

A importancia deste exemplo, implica na
seguinte defini¢ao. Dado p = (u,v,w) € CND,
a multiplicidade I,,(C, D) é definida como o ex-
poente de vz — uy da fatoragao do Res(f,g)..

Considere 0s seguintes polinémios
em C[x,y, 2] f = 23+ 93 — 22yz,
g = 223 — 4%y + 3xy® + y> — 2y%2. Estes
polinémios definem curvas cibicas C = V(f)
e D = V(g) em P%C), ou seja, no plano
projetivo.

Para verificar a interseccao destas curvas,
primeiramente vamos calcular o resultante na
variavel z : Res(f,9), = —2y(z — y)?(2z + ).
Assim para determinarmos os pontos de CND,
basta fazer Res(f,g), = 0, isto é equivalente
y=0,z—y =0 ou22x+y = 0. Deste modo
C'N D consiste em 3 pontos: p = (0,0,1), ¢=
(1,1,1), r = (4/7,-8/7,1). Isto mostra em
particular que C' e D nao tém componentes em
comum.

Como (0,0,1) € C, pois é um ponto de in-
terseccao, fica dificil de determinar sua multi-
plicidade. Entao devemos fazer uma mudanca
de coordenadas. Para isso considere:

(0,1,0) ¢ CUD U Lpg U Ly, U Ly,

onde, L;; é areta que une os pontos 7 e j. Agora
devemos encontrar uma transformacao A, de
modo que a mudancga de coordenadas satisfaca
A(0,1,0) = (0,0,1). Isto nao ¢ dificil de fazer,
seja A(z,y, z) = (z,2,y9).

Entao (0,1,0) ¢ A(C)U A(D) U LA(p)A(q) U
L apyaery YU Lag)a@r)- Para encontrar a equagao
que define A(C), note que (u,v,w) € A(C) &
A Y (u,v,w) € C & f(A  (u,v,w)) = 0.

Deste modo, A(C') é definida pela equagao
foA Y x,y,2) = f(y,z,2) = 0, e de forma
andloga, A(D) = g(y,z,z) = 0.

Assim o Res(f(y,z,x),9(y, z,x)) determina
as multiplicidades para A(p) = (1,0,0), A(q) =
(1,1,1) e A(r) = (1,4/7,—8/7). Dessa for-
ma, o Resultante é Res(f(y, z,z),9(y, z,x)), =
8y°(z — ) (4z — Ty).

Logo as multiplicidades dos pontos p,q, e r
sao I,(C,D) =5, I,(C,D)=3, I,(C,D)=
1, que esta de acordo com o Teorema da Bezout.

Teorema de Bezout: Sejam C' e D curvas em
P?(C) sem componentes em comum, e sejam m
e n os graus de suas equagoes, respectivamente.
Entao

Z I,(C,D) = mn,
peCND

onde I,(C, D) é a multiplicidade do ponto p €
cnD.

A prova desse resultado, pode ser encontrada
em [5].
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