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RESUMO

Neste trabalho, sao apresentados modelos matematicos para a doenca
Hantavirose. Usando sistemas de equacoes diferenciais ordinarias, consideramos
modelos basicos SI e SEIR, através dos quais, investigamos a existéncia e a estabili-
dade dos estados de equilibrio das populagoes, identificamos os parametros e limiares
que caracterizam a dinamica do sistema, e visualizamos as informacoes decorrentes
dos resultados analiticos, através de graficos construidos a partir de simulagdes com-

putacionais.

A seguir, propomos um modelo SI discreto, através de um sistema de
equacoes a diferencas, no qual, além da dinamica vital, permitimos movimento no
espaco bidimensional. Para o estudo da distribuicao espacial do modelo em questao,
utilizamos a Rede de Mapas Acoplados. Ao estudar o comportamento das solucoes
com relacao a questoes essenciais na prevencao e controle de uma epidemia, calcu-
lamos valores para a velocidade de propagacao da infeccao e investigamos seu padrao

de espalhamento espacial.
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ABSTRACT

Some basic mathematical models describing the dynamics of hantavirus
infection, within a rat population, are presented. Both SI anda SEIR continuous
epidemic models are analyzed, the equilibrium states and their local stability are
determined. Threshold parameter values are defined and numerical simulations are

presented to illustrate analytical results.

Then, we propose a SI discrete model where beside of the vital dy-
namics, the animal population is allowed to follow a diffusive movement. A spatial
structure is included by a coupled map lattice approach. Finally, by studying the

infection propagation, a value of its propagation velocity is obtained.



1 INTRODUCAO

Hantaviroses (viroses causadas pelo hantavirus) sao agentes infecciosos
transportados pelos roedores por toda parte do mundo. Alguns deles causam severas
doencas nos humanos, como no caso do Hantavirus Pulmonary Syndrome (HPS)
causada pelo virus Sin Nombre no North American Southwest, ou o virus Andes na
Patagonia. O virus Sin Nombre é transportado pelos ratos Peromyscus maniculatus,
os mais numerosos mamiferos na Ameérica do Norte, predominantes por toda regiao.
Esta foi a causa do surto de doenca pulmonar fatal no Sudoeste dos Estados Unidos

em 1993, quando o virus foi isolado e descrito (Abramson and Kenkre, 2002).

Com poucas excegoes, cada hantavirus é associado com uma tnica espé-
cie de roedor hospedeiro primério, cronicamente infectado, e também com humanos
infectados através da exposicao direta ou indireta com a saliva e a excreta desses roe-
dores infectados. Nosso enfoque neste trabalho é o estudo da propagagao da doenca
entre os roedores. Estes, uma vez infectados, nao se recuperam. Apos adquirirem
a doenca, os roedores carregam as bactérias da hantavirose continuamente no meio
ambiente até o final de sua vida. Além disso, o fato da doenca nao causar danos no

individuo portador indica que a mortalidade devido & doenca pode ser desprezada.

Muitos pesquisadores tém se preocupado em entender a natureza do
reservatorio do virus, sua dinamica temporal e espacial, e sua relacao com a popu-
lacao de humanos, em uma tentativa de identificar e predizer o risco da doenca. Dai
a importancia do estudo da dinamica da doenca em uma populagao exclusivamente

de ratos.

Os modelos utilizados para descrever interacoes populacionais no tempo
e no espaco podem ser classificados em estocasticos, se envolverem regras probabilis-
ticas, ou deterministicos, se as regras envolverem diretamente populacoes ou den-
sidades populacionais. Para o nosso trabalho, todos os modelos serao considerados

deterministicos .



Modelos de dinamica populacional que pretendem descrever um sis-
tema, adotando uma tnica variavel independente (o tempo t), envolvem equagoes
diferenciais ordinarias se t for considerado continuo. Para t discreto, usa-se equacoes
a diferencas. Nestes modelos a distribuicao espacial nao é considerada, ou seja,

supoe-se um espago homogéneo e estuda-se a evolugao temporal do sistema.

Neste trabalho, apresentaremos trés modelos exclusivamente para a
populacao de ratos, sendo dois deles continuos (SI e SEIR), onde estudaremos apenas
a evolugao temporal da populagio, e um discreto (SI), onde, além da evolugao tem-
poral, veremos também como se comporta a sua distribuicao espacial. A populacao

humana nao sera incluida nos modelos que aqui apresentaremos.

Nos Capitulos 2 e 3, estudaremos os modelos SI e SEIR, respectiva-
mente, continuos e sem estrutura espacial para uma populacao de ratos. Para estes
modelos, investigaremos a existéncia e a estabilidade dos estados de equilibrio das
populagoes, identificando os parametros e limiares que caracterizam a dinamica do
sistema, e ilustraremos as informacoes decorrentes dos resultados analiticos, através

de graficos construidos a partir de simulagoes computacionais.

No Capitulo 4, construiremos um modelo SI discreto, sem estrutura
espacial, de tal forma que apresente o mesmo comportamento de dinamica vital
visto no modelo SI continuo, do Capitulo 2. Da analise deste modelo, verificamos

esta correspondéncia.

No Capitulo 5, acrescentaremos ao modelo SI discreto apresentado
no Capitulo 4, uma distribuicao espacial. A variavel espacial serd incluida con-
siderando um dominio bidimensional dividido em manchas discretas denominadas
sitios ou "patches". Este tipo de formulagao, que considera um sistema de equacoes
a diferencas acopladas pela dispersao, é conhecida como Rede de Mapas Acoplados

("Coupled Map Lattice") (Bunimovich, 2005).

Finalmente, dedicaremos o Capitulo 6 para as conclusoes, bem como

para citar questoes que podem ser estudadas em um momento futuro.



2  MODELO CONTIiNUO SI PARA A
INFECCAO DE HANTAVIRUS NA
POPULACAO DE RATOS

Neste Capitulo, estudaremos um modelo proposto por Abramson and
Kenkre (2002), para a populagao de ratos, composto de duas classes: ratos suscetiveis
e ratos infectados. Cada classe é descrita por uma equacao diferencial ordinaria, onde
nao sao considerados nem o sexo nem a idade dos roedores. Este modelo basico leva
em consideracao duas caracteristicas: o contagio da infeccao, que converte cada

suscetivel em infectado, e a dindmica da populacao independente da infeccao.

2.1 Formulacao do Modelo SI continuo

Neste modelo temos que S e [ representam a populacao dos ratos
suscetiveis e infectados, respectivamente, e M (t) = S(t) + I(t) é a populagao total
de ratos, que varia com o tempo. Na figura 2.1, apresentamos o fluxograma deste

modelo:

S(S+D)/'k IS+I) k

T T

bES+1) aSI

% S % 1

J J

cS cI

Figura 2.1: Fluxograma do modelo SI proposto por Abramson and Kenkre (2002).



diferenciais:

Na figura 2.1, temos:

b(S+1) é a taxa de nascimentos, onde todos os ratos nascem suscetiveis,
com uma taxa proporcional a densidade total da populacao, supondo

que todos os ratos contribuam igualmente para a procriacao;

¢S e cl sao as taxas de redugao de S e de I por morte natural, propor-

cional a densidade correspondente;

—S(S+1)/ke—I(S+1)/k representam o processo de limitagao devido
a competicao por recursos, no crescimento da populacao de suscetiveis
e no crescimento da populacao de infectados, respectivamente; estes
termos sao ambos proporcionais a probabilidade de um encontro entre
um rato da classe correspondente (suscetivel ou infectado) e um rato

de qualquer classe.

aST representa a taxa de reducao na populacao S devido aos ratos
suscetiveis que se tornam infectados e, portanto, devido ao encontro
com um rato infectado. O fator a é colocado porque nem todos os

encontros transmitem a doenca. Esse mesmo termo estara somando na

dl .

equagao para o;

k,a,bec>0,eb—c>0,ouseja, b>c;

O modelo nao prevé a existéncia de periodo de incubagao (periodo de
tempo durante o qual o individuo esta com o virus mas nao o transmite;
também denominado periodo latente), consequentemente neste modelo,

todo individuo infectado ja é infeccioso (que transmite a doenga).

Ao fluxograma da figura 2.1, corresponde o seguinte sistema de equacoes

% - b<s+1)—cs—w—asz, (2.1)
dl _ _C[_M+a5[. (2.2)

dt



que segue:

Observacgoes adicionais:

No modelo continuo formulado nas equacoes 2.1 e 2.2, observamos o

. Adicionando as equagdes (2.1) e (2.2), obtemos:

d(S + 1)

S -as+ ) (1—ﬂ), (2.3)

(b—c)k

donde concluimos que a populagao total de ratos (S + I) tem um com-
portamento logistico, sendo (b — ¢) a taxa de nascimentos e mortes de
ratos, e (b— c)k a capacidade suporte do ambiente para a populagao de

ratos.

Com a condi¢ao inicial (S + I)(0) = Sy + Iy, a solugao do problema de
valor inicial constituido pela equagdo logistica (2.3), juntamente com
esta condicao inicial, é dada por:

(So + Io)(b— )k
(So + [0) + 67(b70)t[(b — C)k’ — (SQ + IO)] '

(S+I)(t) = (2.4)

Na auséncia da doenca, ou seja, quando I(t) = 0, temos que a populagao

de ratos suscetiveis tem um comportamento logistico:

ds S
i (b—c)S <1_—(b—c)k) ; (2.5)

onde (b — ¢) é a taxa de nascimentos e mortes de ratos suscetiveis, e
(b—c)k é a capacidade suporte do ambiente para a populagao de ratos

na auséncia da doenca.
A solucao do problema de valor inicial constituido pela equacao dife-
rencial (2.5), juntamente com a condigao inicial S(0) = Sy, é dada por:

. So(b - C)]{J
" Sot e @9t(b— )k — So|’

S(t) (2.6)



2.2 Pontos de equilibrio do modelo SI continuo e analise de

sua estabilidade

O sistema formado pelas equagoes (2.1) e (2.2) possui quatro pontos de
equilibrio, que sao obtidos através da condigao de que, em um equilibrio (S*, I*),

devem ser satisfeitas simultaneamente as condicoes % =0e % = 0. Obtemos:

(S5.17) = (0,0),
(S5.75) = (k(b—c),0),
(S5 1) = (gka(b—ac)—b)’
sin = (57)

O equilibrio (53, 1;) = (£, =¢) nao ¢ biologicamente viavel, pois apre-
senta uma populagao de ratos infectados sempre negativa. Assim temos trés equi-
librios a serem analisados: (S7,I7) = (0,0) que é o equilibrio nulo, (S3,15) =
(k(b — ¢),0) que é o equilibrio livre da doenga, onde a populagao S5 tem exata-

mente o valor da capacidade de suporte da populagao de ratos para o ambiente em
b ka(b—c)—b
a’  a

ka(b—c)—b
a

questdo, e (55,13) = ( ) que é o equilibrio endémico, o qual somente é

biologicamente viavel se > (; observamos que a soma S5 + I é exatamente
igual a capacidade de suporte k(b — ¢) da populagao de ratos para o ambiente em

questao.

No que segue, apresentaremos a andlise da estabilidade para estes trés

pontos de equilibrio (S}, I7), (S5,13) e (S5, 13).

Para analisarmos a estabilidade de um equilibrio (S*, I*), linearizare-
mos (ver Apéndice A), o sistema formado pelas equagoes (2.1) e (2.2), visando obter

informagoes sobre o comportamento da solucao, proximo a este ponto.



A matriz Jacobiana J associada ao sistema (2.1) e (2.2), escrito sob a

forma:

ds

— = Fi(5.D), (2.7)
dl
< = B(5.D), (2.8)

é obtida como segue:

oF  oF
J(S*,]*) _ oS oI
OFy OF;

oS oI (S*,1%)

[ b= —Ila+p) =S b=S(G+a) (29
I(a—7) —c— 2]+ S(a—7)

(5%,1%)

e Para o ponto de equilibrio nulo (S7, 7)) = (0,0), obtemos de (2.9):
b
J(S7,I7) = : (2.10)

cujos autovalores sao Ay =b—ce \y = —c.

Para que o ponto de equilibrio (S5, I7) seja linearmente estavel, devemos
ter R(A\1) < 0eR(A2) < 0 (ver apéndice A). Neste caso, como A\ = b—c
é sempre positivo, pois b > ¢, segue que, o equilibrio nulo (S7, ) =

(0,0) é sempre instéavel.

e Para o ponto de equilibrio livre da doenga (S5, I5) = (k(b—c¢),0), obte-

mos de (2.9):
—(b—c) c+ak(b—c
J(53.13) = 0= 0= , (2.11)
0 —b+ ak(b—c)
cujos autovalores sdo \; = —(b—c¢) e Ay = —=b+ ak(b— ¢).

Para que o ponto de equilibrio (S5, I5) seja linearmente estavel, devemos
ter R(A;) < 0 e R(A\2) < 0 (ver apéndice A). Como \; = —(b—c¢) é

sempre negativo, pois (b —¢) > 0, e Ay = —b + ak(b — ¢) < 0 somente



para k < i(b—fc), concluimos que o equilibrio livre da doenca (S5, I5) =

(k(b—c),0) é linearmente estavel se k < %(bfc)

, isto é, se a capacidade
b

a”

de suporte k(b — ¢) for menor que

e Para o ponto de equiltbrio endémico (S3,13) = (2, W), obtemos
de (2.9):
g 20 — ¢ — ak(b — ¢) 4 A==t 2 =b
55, 4) = bt ak(b—c) — A= 2aborb gy b ]

cujos autovalores \; e Ay sao as raizes do polinémio caracteristico dado

por:
A2 (20k%a + a*k?c — 2612]{3252-1-231)]{7@ — a’k3c + a*k3D) At (2.12)
a’k
1 G
_a2k2 (a3k3b2 + aSk3c? + @232 — 3b%ka — 2b2k%a — 202k%a? — b2k2a? n

+ b*k* + 3bk*a’c + ckab + ck*ab — 2a°k*be + 20* — a*kPcb + 20%k).

Como as raizes do polinomio caracteristico (2.12) apresentam-se sob
uma forma bastante complicada, a analise da estabilidade para o ponto
de equilibrio endémico (53, I5) nédo sera feita através dos autovalores da
matriz Jacobiana associada a este equilibrio.

b ka(b—c)—b

Observamos que o equilibrio endémico (S5, I3) = (2, =—-=—), é biologi-
b

(b—c)

@ > 0, ou seja, quando k > %

camente viavel apenas quando
Para a,b, c mantidos constantes, a dinamica do sistema depende do
parametro k e identificamos um valor critico definido por k.(b — ¢),

para a capacidade de suporte, onde

kc:%(bic)' (2.13)

Assim, para valores de k < k., temos que as solucoes do sistema tendem

ao equilibrio livre da doenca, e o equilibrio endémico nao ¢ biologicamente viavel.
Por outro lado, para valores de k > k., o equilibrio livre da doenca nao é estavel e

espera-se que o equilibrio endémico (S5, I}) seja estavel.



2.3 Determinacao dos equilibrios do modelo SI continuo e

sua estabilidade através do campo de direcoes

Para o sistema dado pelas equagoes (2.1) e (2.2), denomina-se plano de
fase deste sistema, ao plano ST (convencionamos colocar S sobre o eixo horizontal e
I sobre o eixo vertical), sobre o qual cada ponto representa um "estado" do sistema,

que corresponde aos valores de § e de I em um certo instante t.

Em particular, pode-se determinar, neste plano, o lugar geométrico de

pontos nos quais o elemento do campo de dire¢oes é perpendicular ao eixo S, isto

é, tais que % = 0, denominada isdclina de inclinagao nula de S (nullcline de S).
Da mesma forma, uma isdclina de inclina¢ao nula de I (nullcline de I) é uma

curva constituida por pontos cujo elemento do campo de direcoes correspondente é

& =0

perpendicular ao eixo I, isto €, tais que o

Um ponto de equilibrio (S*, I*) ocorre quando uma nullcline de S in-

tercepta uma nullcline de I, pois satisfaz:

as dl
(%) —oe (5) -0 (214
dt (5*71*) dt (5*71*)

Para as equagoes (2.1) e (2.2), temos:

a) Nullcline de S:

d
(§> — 0, (2.15)
it/ (se.1)
implica em
_ S(S/k—=(b—=0)) b
I= S s yms ©°7 ax ik (2.16)
Além disso, mostra-se que:
b

c .

também é uma nullcline de S, se e somente se k = 2oy Ou seja, esta

nullcline & dada por S = 2.
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b) Nullcline de I:

dI
— —0 (2.18)
dt

(5%,1%)

implica em

I=0 ou I=—ck+ (ak—1)5S. (2.19)

Podemos escrever estes resultados, definindo:

£(5) = 5;) 5/ (’;(f /;g) e g(S) = —ck + (ak — 1)S, (2.20)

donde tem-se que:

b
I =f(S S 2.21
1(5). se §# = (221)
é nullcline de S. Além disso, também é nullcline de S
S—L se e somente se k = —— (2.22)
Ca+ /K men alb—c)’ '
Por outro lado,
I=0 e I=g(9), (2.23)

sao as nullclines de 1.

Enquanto a nullcline de S dada por (2.21) é representada no plano ST

por uma curva com descontinuidade em S = observamos que as nullclines de

b
a+1/k’

I (ver figura 2.2) sao duas retas, sendo que uma coincide com o eixo dos S. Quanto
a outra nullcline de I, dada por I = g(S) em (2.23), trata-se de uma reta que pode

ser classificada em trés casos.
1° caso: Se k > 1 g(S) é reta crescente (figura 2.2(a));
20 caso: Se k= =, g(S) ¢ reta constante (figura 2.2(b));

3% caso: Se k < I, g(S) é reta decrescente (figura 2.2(c)).
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(@) ] / "] ()

I -104

-20- (©)

Figura 2.2: Nullclines de I para o sistema (2.1) e (2.2).

Nos trés casos, a reta intercepta o eixo [ em [ = —ck < 0; a interseccao

com o eixo dos S s6 ocorre no 1° e no 2° casos, e sempre em S = —*_.

Quanto aos equilibrios, obtemos das nullclines de I e de S, quatro

pontos de equilibrio:

(Si.07) = (0,0),
(S5.05) = (b= )k,0)
(s5.1) = (097D
(S0 = C.—0).

0s quais sao os mesmos encontrados na secao 2.2. Observamos que, se k = a(b—c_c), 0S

pontos (S3,15) e (53, I;) situam-se sobre a nullcline S = £.
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O equilibrio (S}, I}) nao sera considerado, pois nao é biologicamente
viavel, visto que I < 0, pois a,b, c sao constantes positivas, como vimos anterior-
mente. Por outro lado, o equilibrio (S5, I5) somente é biologicamente vidvel quando

ka(b—c)—

- LSS 0, ou seja, quando k > 12

a(b—c)"

A figura 2.3 ilustra estas nullclines e os pontos de equilibrio no plano
S1. Fixando, para os parametros a, b, ¢ os mesmos valores utilizados por Abramson
and Kenkre (2002), a saber: @« = 0,1; b =1 e ¢ = 0,5, analisemos situacoes para k
distintos. Neste caso, o equilibrio (53, I7) somente é biologicamente viavel quando
k > 20; para ilustrar cada tipo de comportamento possivel, utilizaremos dois valores
para k: um valor k < k., escolhido como k£ = 10 e um valor k > k., escolhido como

k = 30.

ds
a0

Figura 2.3: Gréafico das nullclines de S e de I e dos pontos de equilibrio do sistema
(2.1) e (2.2) no plano SI, para: (a) k = 10 < k. = 20; (b) £k = 30 >
k. = 20.

Na figura 2.3, apresentamos as nullclines de S (de (2.21) e (2.22)) e
de I (de (2.23)), em (a) para k = 10, e em (b) para k = 30, juntamente com os
pontos de equilibrio (ST, I7), (S5, 15), (S5, 13) e (S}, 1), em cada intersecgao entre

uma nullcline de S (vermelho) e uma nullcline de I (azul).
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As nullclines de S dividem o plano em regices com setas (elementos do
campo de diregoes) cujas componentes horizontais apontam para a direita, quando

ds : . . s .
% > 0 e, cujas componentes horizontais apontam para a esquerda, quando %> < 0;

sobre as nullclines de S, as setas sao evidentemente verticais (% =0). As nullclines

de I dividem o plano em regioes com setas cujas componentes verticais apontam para

dI

7 > 0 e cujas componentes verticais apontam para baixo, quando

cima, quando

% < 0; sobre as nullclines de I, as setas sao evidentemente horizontais (% = 0).

Na tabela 2.1 esquematizamos as diversas composi¢oes possiveis:

dS dSs __ dS
_ $>0 E_O %<0
>0 1 AN
%: — o —
C<0] N\ ! /

Tabela 2.1: Composicao de um elemento do campo de direcoes no plano de fase.

Apresentamos a seguir, a analise dos sinais de % e de

dl

9> que deter-

minarao as diversas inclinacoes e sentidos dos elementos do campo de direcoes do

sistema (2.1) e (2.2). No que segue adotaremos as defini¢oes apresentadas em (2.20).

Estudo dos sentidos das componentes horizontais (sinais de

ds
dt

e &> (0 (—) quando:
Ib— (a+1/k)S] > S[S/k — (b— ¢)] (2.24)

e para isso temos duas possibilidades:

x Se [b— (a+1/k)S] > 0, isto é, para S < m temos que % >0

implica em I > f(9);
ou

* Se [b— (a+1/k)S] <0, isto é, para S > m temos que %5 > 0

implica em I < f(9).
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% <0 («—) quando:

I[b— (a+1/k)S] < S[S/k — (b— c)] (2.25)

e para isso temos duas possibilidades:

x Se [b— (a+1/k)S] > 0, isto é, para S <

implica em I < f(S);

ou

x Se [b— (a+1/k)S] < 0, isto &, para S >

implica em I > f(S).

b ds
(ar1/k) temos que < 0

m temos que 42 < 0

Assim, os sinais de % podem ser sintetizados na tabela 2.2:

I < f(S) I> f(9)
(abaixo da curva I = f(5)) (acima da curva I = f(S5))
S < = /k’f —
(& esquerda s _ g as
da descontinuidade ar < dt =
da nullcline de S)
S > 1/£+a
(a direita as g as _ g

da descontinuidade
da nullcline de S)

dt

dt

Tabela 2.2: Sinais de % para o sistema (2.1) e (2.2).

Estudo dos sentidos das componentes verticais (sinais de

. % > 0 (T) quando:

dI
dt

I[—c—1/k+(a—1/k)S] >0 (2.26)

e para isso temos duas possibilidades:

x I <0el>g(S)

ou

x I >0el <g(9).
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o 4 <0 (])quando:
I[—c—1I/k+(a—1/k)S] <0 (2.27)
e para isso temos duas possibilidades:

x [ <0el <g(9)

ou

x I >0el>g(9).

Na tabela 2.3, apresentamos uma sintese do estudo dos sinais de %.

T<4(5) 7= 4(5)
(abaixo da curva I = ¢(5)) (acima da curva I = ¢(S))

I <0

nao é I I
biolo(gicamente fl—t <0 fl—t >0

vidvel)

I>0
(biologicamente a4>0 a4 <0

viavel)

Tabela 2.3: Sinais de 4 para o sistema (2.1) e (2.2).

Estabilidade dos equilibrios

Para analisarmos a estabilidade dos equilibrios (S}, I7), (S5, 13), (53, I3)
e (S5, I}) através das nullclines de S e de I, devemos considerar o sentido das érbitas
no plano de fase. A anélise sera feita apenas para o primeiro quadrante do plano

S1, pois é nele que se encontram os equilibrios biologicamente viaveis.

e Para k£ = 10, temos apenas dois pontos de equilibrio biologicamente
viaveis, a saber: (S7,I7) = (0,0) e (S5,15) = (5,0). A figura 2.4,
mostra a composicao das setas do campo de direcoes para estes valores

de parametros.
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Figura 2.4: Campo de dire¢oes do sistema (2.1) e (2.2) no primeiro quadrante do
plano de fase SI, para k = 10 < k. = 20.

/(s 1)
ll5 2‘0

Figura 2.5: Campo de dire¢oes do sistema (2.1) e (2.2) no primeiro quadrante do
plano de fase SI, para k = 30 > k. = 20.
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Na figura 2.4, através da configuracao do campo de direcoes, observamos
que o ponto de equilibrio nulo (ST, I7) é instavel. Quanto ao ponto de

equilibrio livre da doenga (S5, I3), vemos que ele é estavel do tipo no.

e Para k£ = 30, temos trés pontos de equilibrio biologicamente viaveis, a
saber: (S7,17) = (0,0), (S3.13) = (15,0) e (S3.I;) = (10,5). A figura
2.5, mostra a composicao das setas do campo de direcoes para estes

valores de parametros.

Na figura 2.5, através da configuracao do campo de direcoes, observamos
que o ponto de equilibrio nulo (ST, I7) é instavel do tipo n6. O ponto
de equilibrio livre da doenca (S5, I5) é instavel do tipo sela. Quanto ao

ponto de equilibrio endémico (S35, I3), este é estavel do tipo no.

Portanto, a anélise dos equilibrios e de sua estabilidade através do
campo de direcoes nao apenas estid de acordo com a andlise feita na secao 2.2,
para os equilibrios nulo e livre da doenca, mas nos informam quanto a estabilidade

do ponto de equilibrio endémico.

Todo o estudo acima apresentado pode ser confirmado usando o co-
mando "DEplot" do pacote "DEtools" do software Maple, para tracar o campo de
dire¢oes e algumas solug¢oes no plano de fase do sistema (2.1) e (2.2); no mesmo

grafico, tracamos também as nullclines de S e de I.
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Figura 2.6: Campo de dire¢oes do sistema (2.1) e (2.2) no primeiro quadrante do
plano de fase SI, juntamente com algumas solugbes (em verde) e as
nullclines de S (em vermelho) e de I (em azul): (a) para k = 10, (b)
para k = 30.

Na figura 2.6(a), observamos que todas as setas do campo de diregoes
do sistema (2.1) e (2.2) direcionam-se para o equilibrio livre da doenga (S5, 13),
alem disso, as solucoes (em verde) tendem para este equilibrio; e na figura 2.6(b),
todas as setas do campo de diregoes do sistema (2.1) e (2.2) e as solugbes (em verde)

direcionam-se para o equilibrio endémico (53, I5).

Através do campo de diregoes do sistema (2.1) e (2.2) podemos verificar
também, que todas as setas que cruzam as nullclines de S sao verticais, ou seja,
paralelas ao eixo I, e as setas que cruzam as nullclines de I sao horizontais, ou seja,

paralelas ao eixo S.

Na proxima se¢do, apresentaremos solugoes numeéricas do sistema (2.1)

e (2.2) onde ilustraremos a estabilidade analisada acima.
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2.4 Solucoes numéricas do modelo SI continuo

Vejamos agora, as solugoes numéricas para o modelo (2.1) e (2.2). Para
isso, utilizaremos o Método Runge-Kutta de ordem 4, e, conforme Abramson and
Kenkre (2002), usaremos os parametros: a = 0,1, b = 1 e ¢ = 0,5. Com estes
valores temos que a capacidade de suporte critica é (b — ¢)k. onde k. = 20, ou seja,
a capacidade de suporte critica é igual a 10. A seguir, ilustraremos as solucoes para

3 valores distintos de k, sendo um k < k. e outros dois k > k..

e Para k < k., escolhemos k = 10. O grafico da solugao, para este caso,
é apresentado na figura 2.7, onde observamos que, de fato, para valores
de k < k., as solu¢oes do sistema (2.1) e (2.2) tendem ao equilibrio livre

da doenga, que para estes parametros é (S5, ;) = (k(b—¢),0) = (5,0).

— Suscetiveis
— Infectados

Figura 2.7: Solugao do sistema de equagoes (2.1) e (2.2), com k = 10 < k. = 20 e
condicoes iniciais S(0)=2 e I(0)=L1.

e Para k > k., escolhemos £ = 30 e £ = 50. O gréfico das solugoes
correspondentes sao apresentados nas figuras 2.8(a) e 2.8(b), respecti-

vamente:



a)
8
4] — Infectados 6 —— Infectados
4 4
2 -
| 24
T T T 0 . . . .
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144 b)

— Suscetiveis — Suscetiveis

Figura 2.8:

Solugoes do sistema de equagdes (2.1) e (2.2), com condigbes iniciais
S(0)=2 e I(0)=1: (a) k =30 > k. =20, (b) k =50 > k. = 20.

Observamos que, de fato, para valores de k > k., as solucoes do sistema

(2.1) e (2.2) tendem ao equilibrio endémico (S5, I3) = (£, W), que

para k =30 é (53,13) = (10,5), e para k = 50 é (S5, [;) = (10, 15).

2.5 Numero Reprodutivo Basico - R

Definicao: O Numero Reprodutivo Basico é um nimero adimensional

denotado geralmente por Ry, que indica o nimero médio de infec¢oes secundérias

produzidas por um individuo priméario infectivo durante todo o seu periodo infec-

cioso, em uma populagao inteiramente suscetivel ao virus.

Se Ry < 1, entao o nimero de novas infecgoes diminui com o passar

do tempo. Se Ry = 1, entao existiria 0 mesmo numero de infectados todo tempo,

ou seja teriamos uma endemia. E se Ry > 1, existiria sempre um nimero crescente

de novos individuos infectados, configurando uma epidemia. Com isso, temos trés

possibilidades:

e Ry <1 = a doenca desapareceria;

e Ry =1 = o namero de infectados nao varia;

e [}y > 1 = existiria uma epidemia.
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Como vimos anteriormente, existe um parametro critico dado por k. =
%(&), que controla a dinadmica do modelo ST continuo, isto é, k < k., k = k.
e k > k., equivalem, respectivamente, a Ry < 1, Ry = 1 e Ry > 1. Assim, de
k. = %(ﬁ) podemos escrever (b — c)k.37 = 1, donde concluimos que o Ry do

modelo SI continuo é definido por:

Ry = (b—)ke-. (2.28)

Sl

Cabe observar que a expressao do lado direito da equagao (2.28) é de fato adimen-

sional.

2.6 Adimensionalizacao do modelo SI continuo

Para adimensionalizar o modelo, comegamos por identificar as unidades
das variaveis e dos parametros envolvidos no modelo (2.1) e (2.2). Dessa forma,

obtemos:

(5] =[] = [N], [a] = [N]7'[t] ", [b] = [c] = [t] ™", [K] = [N][t], onde [N]

significa individuos da populacao.

Definindo novas variaveis dependentes adimensionais, através de:

= = 2.29
S0k ¢ T h—ok (229)
além da variavel independente adimensional
T =1t(b—¢), (2.30)
obtemos a partir do sistema (2.1) e (2.2), o sistema adimensionalizado:
du
o= u(l —u) +av— (6 + 1)uv, (2.31)
-
dv
— =v(1—=v) —av+ (68— 1)uv, (2.32)
dr
onde o = bTbc e [ = ak sao adimensionais.
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A versao adimensional (2.31) e (2.32) do modelo, nos mostra que, dos
quatro parametros (a, b, ¢, k) envolvidos no modelo dimensional (2.1) e (2.2), recai-
mos em apenas dois parametros relevantes, definidos por

b
b—rc

o= e [ =ak, (2.33)

onde o é sempre maior que 1, visto que b > 0 e ¢ > 0; além disso ( é sempre positivo.

Observamos que estes novos parametros relevantes, « e (3, representam

o Ry, ou seja:

=)

a
— = (b—c)k+ = Ry. 2.34
C = (b— o)k = Ry (234

Assim, vemos que a adimensionalizagdo do sistema (2.1) e (2.2), além
de reduzir o nimero de parametros, deixa evidente os parametros relevantes do
sistema, ou seja, aqueles parametros que ilustram o comportamento da dinamica do

sistema.
Observacgoes adicionais:

No modelo adimensional apresentado nas equagoes (2.31) e (2.32), ob-

Servarmos 0 que segue:

1. Adicionando as equagoes (2.31) e (2.32), obtemos:

d(u+v)

g = (o)l = (utw)). (2.35)

Lembrando que na equacao logistica para uma populacao N, com ca-

pacidade de suporte k,
dN N
— =rN (1 — —) , (2.36)

se definirmos uma nova variavel dependente adimensional z = % e uma

nova variavel independente adimensional 7 = rt, obtemos a equacao
logistica adimensional que é:

dx

= (1 —x), (2.37)
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concluimos, a partir de (2.35), que a populagao adimensional total de

ratos (u + v) tem um comportamento logistico.

Com a condi¢ao inicial (u + v)(0) = ug + vy, a solugao do problema de
valor inicial constituido pela equacao logistica (2.35), juntamente com
esta condicao inicial é dada por:

U0+Uo

) = g o0 + e — (w0 0]

(2.38)

2. Na auséncia da doenga, ou seja, quando v(7) = 0, temos de (2.31) e
(2.32) que a populacao adimensional de ratos suscetiveis (u(7)) tem o

comportamento logistico:

fl—qj =u(l —u). (2.39)
A solugao do problema de valor inicial constituido pela equacao dife-
rencial (2.39), juntamente com a condi¢ao inicial u(0) = wug, é dada
por:

u(r) = e_f[l 0 (2.40)

2.7 Pontos de equilibrio do modelo SI continuo

adimensional e analise de sua estabilidade

O sistema formado pelas equagoes (2.31) e (2.32) possui quatro pontos
de equilibrio, que sao obtidos através da condi¢ao de que, em um equilibrio (u*, v*),

devem ser satisfeitas simultaneamente as condicoes Z—;‘ =0e j—ﬁ = 0. Obtemos:

(u,v7) = (0,0),
(up,v3) = (1,0),

*

(g, vf) = <%, 5

*

(ULUU = ( 6 ) B )
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(O‘T_l, %) nao ¢ biologicamente viavel, pois,

O equilibrio (u},v}) =
sendo o > 1, este equilibrio apresenta uma populacao de ratos infectados v; sempre
negativa. Assim temos trés equilibrios a serem analisados: (uf,vy) = (0,0) que é
o equilibrio nulo, (uj,v3) = (1,0) que é o equilibrio livre da doenca e (u},v}) =

a B-a

(5’ T) que é o equilibrio endémico, o qual somente é biologicamente viavel se

B > «; observamos que a soma uj + vj é igual a 1.

Vejamos, agora, a andlise da estabilidade para estes trés pontos de

equiltbrio (i}, v7), (w5, v3) e (uf, v3).

Para analisarmos a estabilidade de um equilibrio (u*, v*), linearizaremos
o sistema formado pelas equagoes (2.31) e (2.32), (ver Apéndice A), visando obter

informacoes sobre o comportamento da solu¢ao, proximo a este ponto.

A matriz Jacobiana J associada ao sistema (2.31) e (2.32), escrito sob

a forma:

% = F1<U>U)> (241)
d
d—i = Fy(u,v), (2.42)
é obtida como segue:
om  9Fy
J(u*,v*) _ ou Ov
oy OF,

ou ov (u* ’U*)

_ 1—2u—(f+1)v a—(B+1u (2.43)
(B—1)v 1-2v—a+(f—1u

(u*,v%)
e Para o ponto de equilibrio nulo (u},v}) = (0,0), obtemos de (2.43):

1 Q

J(ui,vy) = : (2.44)

0 1—«
cujos autovalores sao Ay =le \a =1 —q.

Para que o ponto de equilibrio (u}, v]) seja linearmente estéavel, devemos

ter R(A\1) < 0e R(A2) <0 (ver apéndice A). Neste caso, como \; =1 ¢é
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sempre positivo, segue que, o equilibrio nulo (uf,v}) = (0,0) é sempre

instavel.

e Para o ponto de equilibrio livre da doenca (u}, v3) = (1,0), obtemos de

(2.43):

J(u0l) = _01 agﬁ_l , (2.45)
-«

cujos autovalores sao \y = —le A\ = (3 — a.

Para que o ponto de equilibrio (u}, v3) seja linearmente estavel, devemos
ter (A1) < 0 e R(A\2) < 0 (ver apéndice A). Como A\; = —1 é sempre
negativo; e Ay = 3 — a < 0 somente para § < «, o equilibrio livre da

doenga (ul,v3) = (1,0) é linearmente estavel somente se 3 < a.

e Para o ponto de equilibrio endémico (u3, v3) = (3, ’g_Ta), obtemos de

(2.43):
1 20 (B+1)(6~0) _ a(B+1)
J(uj,v3) = fﬂiwi )ﬁ o f)’ o ,(2.46)
E l—a—="5%"+75
cujos autovalores sao Ay = —le Ay = a — (.

Para que o ponto de equilibrio endémico (uj, v3) seja linearmente es-

tavel, devemos ter (A1) < 0 e R(A2) < 0 (ver apéndice A). Como

A1 = —1 é sempre negativo; e \s = a — 3 < 0, pois 3 > «, para que

este equilibrio seja biologicamente viadvel; entao o equilibrio endémico
B—a

(u3,v3) = (5, 75") € linearmente estdvel somente se § > a.

Note que, como o ponto de equilibrio endémico, (u},vi) = (%, ’B_Ta),
é biologicamente viavel apenas quando § > «, podemos dizer que o
parametro [ controla a dindmica do sistema, e assim existe um valor

critico . = a relacionado com a existéncia do equilibrio endémico.

Assim, para valores de § < «, temos que as solugoes do sistema tendem

ao equilibrio livre da doenca, e o equilibrio endémico nao é biologicamente viavel.
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Por outro lado, para valores de 3 > «, o equilibrio livre da doenga (u},v}) nao é

estavel e o equilibrio endémico (uf, v3) é estavel.

Na proxima se¢ao, apresentaremos solug¢oes numeéricas do sistema (2.31)

e (2.32) onde verificaremos a estabilidade analisada acima.

2.8 Solucoes numéricas do modelo SI continuo adimensional

Vejamos, agora, as solugoes numéricas para o modelo adimensional
(2.31) e (2.32). Para isso, utilizaremos o Método Runge-Kutta de ordem 4, e, para
reproduzir os resultados obtidos na se¢do 2.3, com o modelo dimensional (2.1) e
(2.2), fixaremos o parametro o = bTbc = ﬁ = 2. Para este valor de «, ilus-
traremos as solucoes para 3 valores distintos de (3, sendo um 3 < « e outros dois

6> a.

e Para 3 < «, escolhemos, correspondendo a k£ = 10 da secao 2.3, o
valor = ak = (0,1)10 = 1. O grafico da solucao, para este caso, é
apresentado na figura 2.9, onde observamos que, de fato, para valores
de B < 3., as solugoes do sistema adimensional (2.31) e (2.32) tendem

ao equilibrio livre da doenga (u%, v3) = (1,0).

1,07
0,81
0,6
—u
0,4
-V
A
0

0o 5 10 15 20
T

Figura 2.9: Solugao do sistema adimensional (2.31) e (2.32), com f=1<a=2c¢
condigoes iniciais u(0)=2/(b-¢)k=0,4 e v(0)=1/(b-c)k=0,2.
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e Para 3 > a, escolhemos, correspondendo a k = 30 e k = 50 da secao 2.3,

o valor § =ak = (0,1)30 =3 e = ak = (0,1)50 = 5. O grafico das

solugbes correspondentes sao apresentados nas figuras 2.10(a) e 2.10(b),

respectivamente:

- u

0,6

0,54

0,4

0,3

0,21

0,11

b)

— |

-V

Figura 2.10: Solugao do sistema adimensional (2.31) e (2.32): (a) 6 =3 > a, =
2, com condigdes iniciais u(0)=15/(b-¢)k=0,13 e v(0)=3/(b-¢)k=0,07;
(b) B =5 > a = 2, com condi¢bes iniciais u(0)=2/(b-c)k=0,08 e

v(0)=1/(b-¢)k=0,04.

Observamos que, de fato, para valores de 3 > a, as solugoes do sistema

adimensional (2.31) e (2.32) tendem ao equilibrio endémico (u},v}) =

ﬁ?
(u5,03) = (0,4:0,6).

(2 f%“), que para 3 = 3 é (uj,vi) = (0,66;0,34), e para § = 5 é
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3 MODELO CONTiNUO SEIR PARA A
INFECCAO DE HANTAVIRUS NA
POPULACAO DE RATOS MACHOS E
FEMEAS

Neste capitulo, estudaremos um modelo proposto por Allen et al. (2006),
também para a populacao de ratos, como aquele que vimos no capitulo anterior.
Porém, neste, sugere-se uma diferenciacao no contégio do virus entre ratos machos
e femeas, justificando que os machos, por causa de suas mordidas e de seu compor-
tamento agressivo, geralmente possuem um maior predominio de anticorpos para
o hantavirus. Além disso, como a expectativa de vida dos roedores é pequena,
separam-se expostos de infecciosos, para levar em consideracao o periodo de in-
cubagao. Inclui-se ainda o fato de que os roedores infecciosos nao abrigam o virus
a vida inteira, pois quando o periodo infectivo termina, os animais sao classificados

como recuperados.

O modelo apresenta duas classes além dos suscetiveis e infecciosos, que
sao os expostos e os recuperados, e ainda, cada classe é subdividida em ratos machos

e fémeas, totalizando oito equacoes diferenciais ordinarias.

3.1 Formulacao do Modelo SEIR continuo

Representando por indices m e f, os machos e fémeas respectivamente,
e pelas letras S, E, I e R os ratos suscetiveis, expostos (infectados), infecciosos e
recuperados, a populacao total N dos ratos é dividida em N,, machos e Ny fémeas e
as variaveis dependentes do sistema de equagoes diferenciais serao S,,, Sf, En,, Ey,
I, Iy, R, e Ry, de acordo com o fluxograma apresentado na figura 3.1. Assim,
Ny = Sy + By + Iy + Ry, € 0 total da populagao de machos, Ny = Sy +Er+ 1+ Ry
é o total da populacao fémeas, e N = N,,, + N é a populacao total dos ratos.
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Figura 3.1: Fluxograma do modelo SEIR proposto por Allen et al. (2006).

Na figura 3.1, temos:

26N Ny ~ .
e B(Np, Nf) = NmIN; é a funcao que representa a taxa de nascimento

dos roedores, onde b é o tamanho médio da ninhada. A taxa de nasci-

mentos per capita maxima vale bV, e ocorre quando N,, = Ny = N/2.

® [, B e Bmy sao as taxas de contato com transmissao do virus, entre
um infeccioso e um suscetivel, que diferem do sexo de ambos. Em
particular, 3; é a taxa de contato de uma fémea infectiva, independente
do sexo do suscetivel, seja com uma fémea suscetivel ou com um macho
suscetivel. Se o infectivo for macho, tem-se (3, se o contato for com
uma fémea suscetivel e 3, se for com um macho suscetivel. Estas taxas
de contato geralmente diferem por causa do comportamento agressivo

dos machos.

° % é a duragao média do periodo de incubagao (periodo latente, o indivi-

duo tem a doenga mas nao transmite), a qual é a mesma para machos

e fémeas.
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° % e % sao as duracoes médias do periodo infeccioso (tempo durante
m
o qual o individuo transmite a doenca) para machos e fémeas, respec-

tivamente.

e d(N) = a+ cN ¢é a taxa de morte dos roedores, onde 0 < a < b/2,
e ¢ > 0. Allen et al. (2006) assumiu esta forma linear para a taxa
de mortalidade para obter um crescimento logistico da populacao, ao

considerar uma expressao do tipo bIN — dN.

As brigas entre os ratos machos, resultam em um maior contato e espa-
lhamento do hantavirus. Além disso, o periodo infeccioso nas fémeas é considerado

menor do que nos machos. Assim, Allen et al. (2006) supde que:

1 1 /
oew—m>ﬁ,1stoe,'yf>7m.

Ao fluxograma da figura 3.1, corresponde o seguinte sistema de equacoes:

dim _ B(N,;, Ny) A(N)Sm = So(Bi1; + Bunlm), (3.1)

dE,,

— = —d(N)Ep + Su(Brly + Bl) = 5B,
dl

y7 (N)I,, + Y

dR

yy (N) R +

de B(Nm7Nf)

i 5 —d(N)Sy — Sy(Bsls + Bnglm),

dE

d_tf = —d(N)Ef‘l—Sf(ﬁfIf‘f‘ﬁmfIm)_5Ef’
dl

d_tf = —d(N)I;+0E; — 1,

afy

= —d(N)R 1.
o (N)Ry +¢lf
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3.2 CaAlculo do Ry

Para determinar o Ry deste modelo, Allen et al. (2006) utiliza o método

de Diekmann et al. (1990) e Watmough and Van Den Driessche (2002).

Considere uma populagao cujos individuos sao distinguiveis por idade,
comportamento, posi¢ao espacial e/ou etapa da doenca, mas que possam ser agru-

pados dentro de n compartimentos homogéneos.

Seja © = (z1,...,x,)", com cada z; > 0, o nimero de individuos em
cada compartimento. Tomamos os primeiros m compartimentos correspondendo

aos individuos infectados.

Definindo:

e X¢={r>0]|z;,=0,i=1,...,m} como sendo o conjunto de todos os

estados livres da doenca.
o F;(x) é a taxa de aparecimento de novas infecgbes no compartimento 1.

e V1 (x) é a taxa de transferéncia de individuos para dentro do compar-

timento 7.

o )~

" () é a taxa de transferéncia de individuos para fora do comparti-

mento <.

Supoe-se que cada funcao seja continuamente diferenciavel pelo menos
duas vezes em cada variavel. O modelo de transmissao da doenca consiste de

condicoes iniciais nao negativas juntamente com o seguinte sistema de equacoes:

i =Fi(x) =V, + V' (3.2)

com?=1,...,n.
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o, -t
Com isso, define-se para 1 < i,j < m, F = [g%(x*)} eV = [[ETJ)](J:*)]

onde z* é o equilibrio livre da doenga. Além disso, F e V sao matrizes (m x m) em

que F é nao negativa e V é nao singular.

Para interpretar as entradas de FV ™! e desenvolver uma definicao sig-
nificativa para Ry, consideremos o fato de um individuo infectado ser introduzido
dentro do compartimento k de uma populagao livre da doenca. A entrada (7, k)
de V7! ¢ a duracdo média de tempo que este individuo gasta no compartimento j
durante seu tempo de vida, assumindo que a populacao permanece perto do equi-
librio livre da doenga e restringindo a re-infecgdo. A entrada (i,7) de F é a taxa
para que individuos infectados no compartimento j produzam novas infeccoes no
compartimento 7. Assim, a entrada (i, k) do produto das matrizes FV ' & o niimero
esperado de novas infeccoes no compartimento ¢ produzido pelo individuo infectado
originalmente introduzido dentro do compartimento k. Segundo Diekmann et al.

(1990), Ry = p(FV™1), onde p(FV ') denota o raio espectral da matriz FV ',
Calculo do Ry para o modelo SEIR continuo

Reescrevendo o modelo, de modo a colocar as primeiras equacoes difer-
enciais correspondendo aos individuos infectados, ou seja, as equacdes para En,
Ef, I, el 7, e em seguida, as equagoes diferenciais correspondendo aos indivi-
duos nao infectados, ou seja, as equacoes para . Sf, R, e Rf. Considere-

mos também o equilibrio livre da doenca z* = (S;",L,SJ’Z,E;:L,E},I;L,I}*,R;,R}) =
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(k/2,k/2,0,0,0,0,0,0). Assim, temos:

Ep = —d(N)Ep + Sm(BiI; + Brl) — 6 En
Ey = —d(N)Ey+ S¢(Bls + Bmnglm) — 0E;
L = —d(N)Iy + 0Em — Ymln
Iy = —d(N)Iy+0E; — 4l
S = w —d(N)Sy, — S (871 + Binln)
5 = BN ), S,(5341, + s
Ry = —d(N)Rp + Ymlm
Ry = —d(N)Rp+ly

Através da analise feita acima, temos que F, V=V~ —V* F, Ve FV ! s30:

Sm(ﬁf[f + ﬂm[m)
St(Bely + Bimglm)
0

o o o o o

2B + 0By,
YE; +6E;
2Ly + Yl — 0 En,
oLy + 7l — 0E;
Sn(b/20 17 + Bu) — B |
Sp(b/2B¢ 1 + Brglm) — 425
YRy — Yl

SRy — Iy
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=
3
>
=
A
e

00 Bzt 2200 0
0 0 Zmt BE g g
00 0 0 000
F(z*) = 00 0 0 000
00 0 0 000
00 0 0 000
00 0 0 000
00 0 0 000
b+ 0 0 0 0 0
0 %2+6 0 0 0 0
) 0 249, 0 0 0
Viz) = 0 =6 0 549 0 0
0o o kAR b
0 o0 lwkooak g by
0 0 —m 0 0 0
0 0 0 —f 0 0
e

w o Gl Gty
w o S aht O
00 0 0 0
FV-1(a) = 00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0

onde definimos

Bynkd /2
(b/2+6)(b/2+ vm)’
Brkd /2

(b/2+0)(b/2+ )

o O o o o o o o

Q
ol
o
o

NS
o t o o o o o o

+ o o o o o o o

[NSIIS

o O o o o o o o
o O o o o o o o
o O o o o o o o
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Os autovalores da matriz FV ™! (2*) sio:

0,0,0,0,0,0,0e

w o k/A/[Bn (/24 7p) + B (0/2 + 3m)]* = 481 (B = Bng) (0/2+ 1) (0/2 + i)
22 (0/2 + Ym)(0/2 + 77)(b/2 + ) '
Com w e o definidos acima, temos que:
Ry = w + g + 61{;/4\/[@”([)/2 + ’Vf) + 6f(b/2 + 7m>]2 B 4ﬁf(ﬁm - ﬁmf)(b/Q + ’Yf)(b/2 + 'ym)
T2 (/2 + 1) (0/2 + 77) (b2 + ) |

e Para o caso especial em que 3, = (¢, temos:

Sm(ﬁfjf + ﬁmlm)
St(Bply + Brnlm)
0

o o o o o

YEm +0E,
YE; +6E;
8L + Yl — 0B,
21 +pl; — 6Ey
V= bNy Ny
Sm(b/28¢ 17 + Bnlin) — 7 {5
bN,, N
Se(b/2B¢ 15 + Bndm) — Nm+NJ;

ng - F}/m[m

YRy — 51y
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Assim, temos que as matrizes F e V sao:

o O o o O

Logo, a matriz FV~

FV'(z*) =

1 .
e:

(@) @] ] (@) (@] o] &

o O O o o o o o

g

g

o O o o o o

=
3
>

=
Ny
o

0% 5 00

Bmk  Brk
0 %% =5 00
0O 0 0O 00
0O O 0O 00
0 O 0O 00
0 O 0O 00
0O 0 0O 00
0O O 0O 00
0 0

0 0
§+7m 0

0 g—l—%f
Bmk Brk b
2 2 2
Bmk Bsk

2 2

0 —f
ﬁmk/2 5fk/2
(b/24+vm)  (b/245)
ﬂmk/Q ﬁfk/Q
(b/24+vm)  (b/24f)

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

o o o T o o o o
a © o o o o o o o
=~

o O o o o o o o

o O o o o o o o

o o o o o o o o

NS
o o T o o o o o

o O o o o o o o

)
o

o O o o o o o o

N o
o +t o o o o o o

o
5

N

+ o o o o o o o
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onde definimos

Bnkd /2

YT W21 0)0/2 1 m)

” Brkd/2
(6/2+0)(0/2+ ;)

Os autovalores da matriz FV_l(ac*) sao: 0, 0,0,0,0,0,0, 5§+ 3,

donde concluimos que:

w o
R:— —_ =
0=5 13

Bmdk/4 Bk /4
(b/2+vm)(b/2+6) ~ (b/2+77)(b/2+6)

(3.4)

3.3 Pontos de equilibrio do modelo SEIR continuo e analise

de sua estabilidade

Tomando N, = Ny = k/2, ou seja, N = N,,, + Ny =k, e Bps = B,
teremos (3, e By para as taxas de contato com transmissao de virus, dependendo
apenas do sexo do infectivo. Neste caso, o sistema (3.1) possui dois pontos de
equilibrio, que sdo obtidos através de ©m = (), dg_tm =0, Un —, % =0, L1 = 0,

dt 7o dt ’odt

By _ g 4y _ o 9By

i y o = - = 0, e sao:

1. Equilibrio livre da doenga (S¥,,, E*,,, %, R

mly ~mlr) “ml> ~*ml>

St By, Iy, Ryy), onde
S:(nl = ) E:@I =0, I;ml =0, R;knl =0,

(NN IR= l NOR Rl



38

2. Equilibrio endémico (S5, B, Ly Byay Stay Efay Irgy ), onde

m m2r-m2r - *m2>
L
m2 2R0

: (b/2)(k/2) 1
B, = L2
m2 b/2+0 Ry

0
r, = (—— | E

* ’ym *
= _— I
m2 (b/Q) ml

k
5;2 - 2_R0

L (b/2)(k/2) 1
Ep = Sm+s (1_1%_0)

1)
r, = (—2\E:
7 (b/2+7f) 7

sendo que a expressao para o Ry foi apresentada em (3.4).

A anélise da estabilidade para estes equilibrios indica que, se Ry < 1,
o equilibrio livre da doenca é estavel e o equilibrio endémico é instavel; e se Ry > 1,

o equilibrio livre da doenca ¢ instavel e o equilibrio edémico é estavel.

Na proxima se¢ao, apresentaremos solugoes numeéricas do sistema (3.1)

onde verificaremos a estabilidade analisada acima.

3.4 Solugoes numéricas do modelo SEIR continuo

Vejamos agora, as solugbes numeéricas para o modelo (3.1). Para isso,
utilizaremos o Método Runge-Kutta de ordem 4, e conforme Allen et al. (2006), a
unidade basica de tempo é 2 meses, pois este periodo de tempo é aproximadamente
igual ao periodo de gestagao somado com o tempo em que os roedores levam para
atingir a maturidade. Para ilustrar nossas conclusoes da secao 3.3, apresentaremos

duas solugoes numéricas: uma com Ry < 1 e outra com Ry > 1. Considerando um
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periodo de tempo bimestral, os parametros utilizados em ambas as situagoes sao:
§=4,a=0,01;b=4,¢c=1,99x 1072, k = 1000, By = Bm/5, Bns = Bms Ym = 0,5;
v = 29m. E para as condigoes iniciais: S,,(0) = 450 = S¢(0), E,,(0) = L,(0) =
R, (0) =10 e E;(0) = I;(0) = Rs(0) = 5.

e Para estes valores juntamente com [3,, = 0,01; a equagao (3.4), fornece
Ry = 1,56; ou seja Ry > 1, e isto implica que as solucoes se aproxi-
marao do equilibrio endémico. Apresentamos na figura 3.2, o grafico da

solucao, onde verificamos este fato.

480
4401 55
i a)
400 50 b
360- 454 )
3001 407
260 S 357
i m 30 —E
2001 S 254 "
i f —Ef
160 20
100 159
601 17
] s
G T T T T T T T T 1 O
—— T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t t
100 40
90
351
d)
80 c)
30
70
60 254
50 —1 20 —R
m m
40 _If 15+ _Rf
30
101
20
10 54
"+ 0 —— T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t t

Figura 3.2: Solugao do sistema (3.1) para Ry > 1: a) S,(t) e S¢(t), b) En(t) e
Ef(t), ©) In(t) e Iy(t), d) Ru(t) e Ry().

Observamos que, de fato, para valores de Ry = 1.56 > 1 as solugoes do

sistema (3.1) tendem ao equilibrio endémico, que para estes parametros
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& S, — 321,43; B, — 59,53; Iy — 95,24; Ri, — 23,815 %y —
321,43; B3, = 59,53; I5, = 79,27 e R}, = 39,68,

e Com os mesmos parametros anteriormente referidos, mas com f,, =

0,001, a equagao (3.4) fornece Ry = 0, 16, ou seja Ry < 1, e isto implica
que a solucao se aproximara do equilibrio livre da doenca. Apresenta-

mos na figura 3.3, o grafico da solugao, onde verificamos este fato:

5007 10
450‘r 94
a) b)

400+ 8
350 74
300+ 61
250-1 —S,_, 5 —E,
200 —S; 4 —E;
150 34
100+ 24

509 IAM

0 T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 100 12 14 16 18

t t
IOJ 10
o] 9
©)

N 8 d)
. 7
o 6
s —1, s —R,
- —L| — R,
34 3
2 2

14 1
0 T T T T T T T T 1 0-t T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 100 12 14 16 18

t t
Figura 3.3: Solucao do sistema (3.1) para Ry < 1: a) S, (t) e S¢(t), b) E,(t) e

Ep(t), c) In(t) € I5(t), d) Rm(t) e Ry (t).

Observamos que, de fato, para valores de Ry = 0.16 < 1 as solucoes
do sistema (3.1) tendem ao equilibrio livre da doenga, que para estes
parametros é: S;, = 500, By, =0, I}, = 0, Ry, = 0, S}; = 500,
B} =0,I;;=0e R} =0.
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4 MODELO SI DISCRETO PARA A
INFECCAO DE HANTAVIRUS NA
POPULACAO DE RATOS

Neste Capitulo, temos por objetivo formular um modelo SI discreto,
para a infeccao de Hantavirus em uma populacao de ratos, que possua um compor-

tamento semelhante ao do modelo SI continuo, visto no Capitulo 1.

4.1 Formulacao do Modelo SI Discreto

A partir das solugoes analiticas (2.4) e (2.6) das equagoes logisticas (2.3)
e (2.5), e usando como condigoes iniciais Sy = S; e Iy = I; donde apos um intervalo
de tempo At, tem-se: S(t) = Siyar e I(t) = I ar (ver Apéndice B), obtemos, para
o tempo discreto as seguintes equagoes:

(S;+ 1) (b — o)k
Sy + L) + e~ =98 (h — o)k — (S, + I)]

Strat + Lyar = ( (4.1)

St(b - C)k
S+ e~ C=IA(b — o)k — 5]’

StJrAt = (42)

onde os parametros satisfazem b > c>0e k > 0.

Observamos que a equagao (4.2) é um caso particular da equacao (4.1),

correspondendo a [; = [;1a; = 0.

Para determinar um sistema de equacgoes para Siias € Iiia; para o
modelo discreto SI, tal que a soma satisfaga a equacao (4.1), sob a forma Sy a¢+ 1 A
como uma fungao L(S; + I;), de S; + I;, podemos substituir Syya; por ¢L(S; + I}),

onde ¢ é uma constante, e correspondentemente I a¢ por (1 — ¢)L(S; + I}).

Além disso, queremos que, para I; = 0, ou seja, na auséncia da doenca,

Si+a¢ possua o comportamento logistico (4.2), que é igual a L(S;).
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Para [, # 0, precisamos acrescentar na equagao (4.2) com tempo dis-
creto (que corresponde & equagao (2.5) com tempo continuo), termos correspon-
dentes a b — SI/k —aSI = bl — (a+ 1/k)SI presentes na equacao (2.1) e que nao

aparecem quando [(t) = 0.

O termo bl corresponde a taxa de nascimentos na classe dos suscetiveis,
gerados por ratos da classe dos infectados, pois neste modelo, conforme Capitulo 1,
todos os ratos, suscetiveis e infectados, contribuem com a taxa de nascimentos. O
termo —(a + 1/k)SI corresponde & Lei de Acao das Massas, que sera substituido
para tempo discreto, (ver Apéndice C), pela distribui¢ao de Poisson, levando o lado

direito da equagao (4.2) para:
St(b _ C)ke—(a+1/k)AtIt
S+ e 0=aA(h — )k — Sy]

(4.3)

E como a contribuicao para o nascimento da populacao ocorre com
ratos suscetiveis e infectados, podemos adicionar o termo que corresponde a bl do
tempo continuo de forma a somar [; a cada termo S; da equacdo (4.3) no tempo

discreto. Assim, obtemos:

o (St L) (b= ke (erimat
AT G T L) + e O ON (b — o)k — (S + )]

(4.4)

Desta forma, obtemos o modelo SI discreto para um intervalo de tempo

At, como segue:

S _ (S, + L) (b — ¢)ke~(atl/RALL s
t+At — (St + It) + 6_(b—c)At[(b — C)k} _ (St + ]t)]’ .

L (S R)(b— k(1 — elermady
t+At = (Si+ 1) + ef(bfc)At[(b — ok — (5 + It)]'

(4.6)

Finalmente, para At = 1, obtemos o modelo discreto cujas propriedades

serao a seguir investigadas:

g, — (S, + I)(b — ¢)ke~(at1/R): .
M S ) e O k(54 L)) -

_ (St + It)(b - C)k‘(l — 6*(a+1/k)[t)
Iy = (S; + 1) + e~ =9[(b — o)k — (S, + )] (4.8)
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envolvendo os parametros a, b, ¢, k, todos constantes positivas e b > c.

4.2 Pontos de equilibrio do modelo SI discreto e analise de

sua estabilidade

Os equilibrios (S*,I*) do sistema (4.7) e (4.8) devem satisfazer simul-

taneamente Sy 1 = Sy = S5%e [, = I; = ", isto é:

g _ (S* + I*) (b — c)ke~(att/DI” (49)
C(S*HIF) + e OI[(b— o)k — (S* + I*)] '

* (S* + ") (b — c)k[1 — e~(@tl/W)I"]
I = (S* + ]*) + e—(b—c)[(b _ C)k‘ _ (S* i I*)] (410)

Definindo
Zr=(S"+1"), (4.11)
obtemos de (4.9) e (4.10):
. Z*(b— o)k
S oy e (4.12)
donde
Z5 11— = 4.1
{ Z r e eob—k—z]] (4.13)

e isso implica que,

(b—c)k

Z*=0 1-— =0.
ot [ zw+ewcwb—@k—2ﬂ}

(4.14)

Para o caso em que Z* = 0, ou seja, (S*+1*) = 0, a unica possibilidade

para S*e [* ¢ S*=0e I* = 0. Assim, o primeiro ponto de equilibrio encontrado é
(51, 17) = (0,0), (4.15)

denominado equilibrio nulo.
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_ (b—c)k
Z*+e= (=) [(b—c)k—Z*)

Z* = (b—c)k, ou ainda, (S*+1I*) = (b—c¢)k, donde uma das possibilidades é I* =0

Para o outro caso, ou seja, [1 ] = 0, obtém-se,

e S* = (b—c)k > 0, e entao temos
(53, 13) = ((b— )k, 0), (4.16)

que é um ponto de equilibrio livre da doenca. A outra possibilidade a investigar é
I*>0e 5" = (b—c)k —I*, que levaria a (S5,15) = (b —c)k — I*,I*) com I* > 0,

que é um ponto de equilibrio endémico; o valor de I* > 0 sera determinado a seguir.

O equilibrio endémico pode ser determinado como segue: substituindo
o ponto de equilibrio (S5, I5) = ((b—c)k—1I*, I*) nas equagoes (4.9) e (4.10), obtemos

a equagcao transcendental:
I* = (b= )k[1 — e (@t®)"], (4.17)
cujas solucoes podem ser determinadas como segue.

Definindo Fy(I*) = I* e Fy(I*) = (b — ¢)k[1 — e~ @], que tende
a (b — ¢)k quando I* — o0, queremos encontrar os valores de [* para os quais
Fi(I*) = F5(I*). Na figura 4.1, apresentamos o grafico de F;(I*) e de F5(I*) em
funcao de I*, com duas possibilidades para F5(I*), dependendo de sua inclinagao

em [* =0,

p <%>I*:0 =(b—c)(ak +1). (4.18)

e Se p € (0,1], apenas [* = 0 é solucao da equagao (4.17), e entao o

equilibrio endémico nao existe.

e Se p > 1, temos duas solugoes para a equagao (4.17): I* =0e I* >
0 que é o valor de I* do ponto de interseccao da reta Fy([*) com a
curva Fy(I*). Para este caso, o equilibrio endémico existe, e é dado por

(55,13) = ((b—c)k — I*, I*), onde I* > 0 satisfaz a equagao (4.17).
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41
3_
24 - 1(1 )
—F,(I"),p<1
E (I7), p>1
14
0 T T T 1
0 1 2 3 4

Figura 4.1: Grafico de Fy(I*) e de F5(I*) em fungao de I*, p = (ak +1)(b—¢) é a
inclinagao de Fy(I*) em I* = 0.

Poderao existir, portanto, trés pontos de equilibrio para o sistema (4.7)
e (4.8), asaber: (S7,17) = (0,0) que é o equilibrio nulo, (S5, I5) = ((b—c)k,0), posto
queb >c>0ek > 0, que é o equilibrio livre da doenga e (53, I5) = ((b—c)k—1*,I%),
onde I* > 0 satisfaz a equagao (4.17); este tltimo, que é o equilibrio endémico, s6

existe se p = (ak +1)(b—c¢) > 1.

Estes resultados podem ser resumidos na tabela 4.1:

p=(ak+1)(b—c) Equilibrios (S*, I*)
(0,0) - equilibrio nulo

0<p<i ((b — ¢)k,0) - equilibrio livre da doenga
(0,0) - equilibrio nulo
b1 ((b — ¢)k,0) - equilibrio livre da doenga

((b—¢)k — I*, I*) - equilibrio endémico,
onde I* > 0 satisfaz a equacao (4.17)

Tabela 4.1: Pontos de equilibrio do modelo SI discreto, (4.7) e (4.8).

Vejamos, agora, a analise da estabilidade para cada um destes trés

pontos de equilibrio (S5, I7), (S5, 15) e (S5, I3).
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Para analisarmos a estabilidade de um equilibrio (S*, I*), linearizare-
mos o sistema formado pelas equagoes (4.7) e (4.8), visando obter informagoes so-
bre o comportamento da solucao, em uma vizinhanca deste ponto. Para que um
ponto de equilibrio (S*, I*) seja estavel, deve ser satisfeita a condigao de estabili-
dade |B] < v+ 1< 2, onde (3 e v correspondem respectivamente ao determinante e

ao traco da matriz Jacobiana J associada ao sistema em questao, (ver Apéndice D).

e Para o ponto de equilibrio nulo (S, I7) = (0,0), obtemos:

B=eb9 e ~v=0. (4.19)

A condigao de estabilidade nunca é satisfeita, pois, visto que b > ¢, tem-
se [e®=9| = e(®=9 > 1, portanto o ponto equilibrio nulo (S}, I) = (0,0)

é sempre instavel.

e Para o ponto de equilibrio livre da doenga (S5,15) = ((b — ¢)k,0),

obtemos:

b—c)

B=etD4pp e y=e (4.20)

onde p foi definido em (4.18), como p = (ak + 1)(b — ¢).

Da condigao de estabilidade || < v+ 1 < 2, segue que
e 4y < ety p1 <2 (4.21)

Da primeira desigualdade de (4.21), ou seja,

e 7 4 p <79

p+1,
obtemos
eI —p] < 1—p, (4.22)

e entao temos duas possibilidades,

—se [l —p] >0, isto é, p < 1, (4.22) implica em e~ =9 < 1, que é

sempre verdade visto que (b —c¢) > 0,
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— se [1—p] <0, isto é, p> 1, (4.22) implica em e~*~¢) > 1, que nao

é verdade, pois nao existe (b — ¢) > 0 que satisfaga esta condigao.

Entao, sendo b — ¢>0, a primeira desigualdade de (4.21) implica em

p <Ll (4.23)

Da segunda desigualdade de (4.21), ou seja,
e 4 1<2,
obtemos

p < el (4.24)

Portanto, para que a condi¢ao de estabilidade |G| < v+ 1 < 2 seja sa-
tisfeita (as duas igualdades simultaneamente), temos que a intersecgao
de (4.23) com (4.24) é p < 1, e entao o ponto de equilibrio livre da

doenca (53, 15) = ((b — ¢)k,0) é linearmente estavel se p < 1, ou seja,

1 1

k< a(b—c) a’

Para o ponto de equilibrio endémico (S5, ) = ((b—c)k — I*, I*), onde
I* > 0 satisfaz a equagao (4.17) e s0 existe se p = (b—¢)(ak + 1) > 1,

obtemos:

ﬁ _ e—(b—c) +pe—(a+1/k)l* e v = pe—(b—c)e—(a-i-l/k:)l*‘ (425)

Da condigao de estabilidade |5| < v+ 1 < 2, segue que

e 079 4 pem (/R o pem(bme)em (et /BT 1 1 <9 (4.26)

A primeira desigualdade de (4.26), ou seja,
e*(bfc)_i_pe*(cH»l/k)I* < pef(aJrl/k)I* +1, (427)

pode ser reescrita sob a forma: pe” (@RI — == < 1 — e=(b=),
donde, visto que (b—¢) > 0, implica em 1 — == > 0, concluimos de

(4.27), que pe~ (TR <1 ou seja,

* 1
e~ t/MI" o = <, (4.28)
P
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onde usamos o fato de que o ponto de equilibrio endémico existe somente

se p > 1.

Da segunda desigualdade de (4.26), ou seja,
pe= 0= @HI/RI L ooy o= —(al/MI* 1
donde
e~ b= (atl/RI o % <1, (4.29)

condicao que é sempre satisfeita para V p < 1.

Portanto, sempre que o ponto de equilibrio endémico (S5, I) existir, a

condicao de estabilidade |5] < y+1 < 2 sera satisfeita ((4.28) e (4.29)).

Em sintese, nossa andlise de estabilidade estda apresentada na tabela

4.2:
p=(ak+1)(b—rc) Equilibrios Estabilidade

0<p<l1 (0,0) instavel
((b—c)k,0) linearmente estavel

(0,0) instavel

((b—c)k,0) instavel
p>1 ((b—c)k) —I*,1"), onde I* >0 linearmente estavel

satisfaz (4.17)

Tabela 4.2: Sintese da analise da estabilidade para pontos de equilibrio do sistema
(4.7) e (4.8).

Observamos que ocorre uma bifurcacdo quando p = (ak + 1)(b — ¢) definido em
(4.18), for igual a 1, sendo que para p < 1, o equilibrio estavel é o livre da doenga

e para p > 1, o equilibrio estavel é o endémico. Este valor critico p. = 1 determina,

1
a(b—c)

o equilibrio endémico e é linearmente estavel, e para k < k., nao existe o equilibrio

para a, b, ¢ fixos, um valor de k critico k. = — é, tal que para k > k., existe

endémico e o equilibrio estavel é o livre da doenca.

Na proxima segao, apresentaremos solugoes do sistema (4.7) e (4.8)

onde verificaremos a estabilidade analisada acima.
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4.3 Solucoes do modelo SI discreto

Através de iteragoes para o modelo (4.7) e (4.8), a partir de condigoes
iniciais: Sy = 2 e Iy = 1, queremos determinar sua evolucao temporal. Cada iteracao
fornece um valor de I e um valor de .S, com os quais construimos sequéncias de pontos
(t,I;) e (t,.S¢), que levardo aos gréficos para I; x t e Sy x t, respectivamente; em cada

sequéncia os pontos foram conectados por linhas continuas apenas para visualizacao.

Usaremos os mesmos parametros do Capitulo 2, a saber: a =0,1; 0 =1
e c = 0,5. Com estes valores temos k. = 10. A seguir, ilustraremos as solucgoes para
3 valores distintos de k, sendo um k < k. (equivale a p < 1) e outros dois k > k.

(equivale a p > 1).

e Para k < k., escolhemos k = 5. O grafico da solugao, para este caso, é
apresentado na figura 4.2, onde observamos que, de fato, para valores
de k < k., as solugbes do sistema (4.7) e (4.8) tendem ao equilibrio
livre da doenca, que para estes parametros é (55,15) = (k(b — ¢),0)
= (2,5;0); este é o equilibrio estavel neste caso. Existe ainda outro

equilibrio: (0,0), que é instavel.

2,5
2,0
1,5

St
1,0

It
0,5

20 40 60 80 100

Figura 4.2: Solugao do sistema (4.7) e (4.8), com k = 5 e condigdes iniciais Sy = 2
e ]0 = 1.
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e Para k > k., escolhemos k£ = 15 e k = 25. O gréfico das solugoes
correspondentes sao apresentados nas figuras 4.3(a) e 4.3(b), respecti-

vamente.

—S

_It —1

Figura 4.3: Solugao do sistema (4.7) e (4.8), com condicoes iniciais Sy = 2 e [y = 1:
(a) k=15 >k, =10, (b) k = 25 > k, = 10.

Observamos que, de fato, para valores de k > k., as solucoes do sistema
(4.7) e (4.8) tendem ao equilibrio endémico (S5, I5) = ((b—c)k—1*,I"),
onde I* > 0 satisfaz (4.17), pois este é o equilibrio estével, que para
kE=15¢é (S5,13) = (4,71;2,79), e para k = 25 é (S5, 13) = (3,6;8,9).
Verificamos que nos dois casos S; + I; confere com o valor (b — c¢)k,
como seria de se esperar. Além disso, observamos que quanto maior é

o valor de k, maior é o valor de I* e consequentemente menor é o valor

de S*.

4.4 Adimensionalizacao do modelo SI discreto

Como vimos no Capitulo 2, as unidades das variaveis e dos parametros

envolvidos no modelo (4.7) e (4.8) sdo:

[Si] = (L] = [N], [a] = [N]7' ], (0] = [d] = [t]7, [K] = [N][t], onde
[N] significa individuos da populagao.
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Definindo as novas variaveis dependentes adimensionais, através de:

St I
(&

Gof ¢ Y= G ar (4.30)

Uy =

obtemos a partir do sistema (4.7) e (4.8), o sistema adimensionalizado:

(uy + vy)e— PP
Uy = , 4.31
i (ug +vy) + e V[T — (ug + vy)] ( )

_ (ue + v) (1 — )
v = (ug +vg) + eV [1 — (ug +vy)]’ (432)

onde v=(b—c)>0ep=(ak+1)r>0.

A versao adimensional (4.31) e (4.32) do modelo, nos mostra que, dos
quatro parametros (a, b, ¢, k) envolvidos no modelo dimensional (4.7) e (4.8), recai-

mos em apenas dois parametros adimensionais relevantes, definidos por
v=(b—-c¢)>0 e p=(ak+1)r>0, (4.33)

que, como seria de esperar, sao exatamente (ver tabelas 4.1 e 4.2) os parametros de

bifurcacao obtidos quando trabalhamos com o modelo dimensional.

4.5 Pontos de equilibrio do modelo SI discreto adimensional

e analise de sua estabilidade

Os equilibrios (u*,v*) do sistema (4.31) e (4.32) devem satisfazer simul-

taneamente w1 = uy = u* e vy = v = V¥, isto é:

x _ (u* + v*)e PV
t (u* +v*) + e V[l — (u* 4+ v*)] (4.34)

. (" +v*)[1 — e ]
v (u* +v*) + e V[l — (u* +v*)] (4:35)

Definindo

2t = (u* +v"), (4.36)



02

obtemos de (4.34) e (4.35):

1
11— =0 4.37
“ |- - -
e isso implica que,
=0 1 ! 0 (4.38)
=0 ou — =0. .
z¥ 4 e V[l — 2¥]

Para o caso em que z* = 0, ou seja, (u*+v*) = 0, a tinica possibilidade

para u* e v* é u* =0 e v* = 0. Assim, o primeiro ponto de equilibrio encontrado é
(ui,v7) = (0,0), (4.39)

denominado equilibrio nulo.

: 1 _ , *
Para o outro caso, ou seja, |1 — m] = 0, obtém-se, z* = 1, ou

seja, (u* +v*) = 1, donde uma das possibilidades é v* = 0 e u* = 1, e entao temos
(u3,v3) = (1,0), (4.40)
que é um ponto de equilibrio livre da doenca. A outra possibilidade a investigar é

v* > 0eu* =1—0% que levaria a (u3,v}) = (1 —v*,v*), com v* > 0, que é um

ponto de equilibrio endémico.

O equilibrio endémico pode ser determinado como segue: substituindo
o ponto de equilibrio (u},vi) = (1 — v*,v*) nas equagoes (4.34) e (4.35), obtemos a

equacao transcendental:
vt =1—e", (4.41)
cujas solucoes podem ser determinadas como segue.
Definindo fi(v*) = v* e fo(v*) =1 — e, que tende a 1 quando v*
— 00, queremos encontrar os valores de v* para os quais fi(v*) = fo(v*). Na

figura 4.4, apresentamos o grafico de fi(v*) e de fa(v*) em fungao de v*, com duas

possibilidades para f>(v*), dependendo de sua inclina¢ao em v* = 0,

d
p= (df*)m—o : (4.42)
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Figura 4.4: Grafico de fi1(v*) e de fo(v*) em fungao de v*.

e Se p € (0,1], apenas v* = 0 é solucao da equagao (4.41), e entao o

equilibrio endémico nao existe.

e Se p > 1, temos duas solugoes para a equacao (4.41): v* =0e v* >0
que é a intersecgao da reta fi(v*) com a curva fo(v*). Para este caso,
o equilibrio endémico existe, e é dado por (u},vi) = (1 — v*,v*), onde

v* > 0 satisfaz a equacao (4.41).

Poderao existir, portanto, trés pontos de equilibrio para o sistema (4.31)
e (4.32), a saber: (uf,vy) = (0,0) que é o equilibrio nulo, (u},v3) = (1,0) que é o
equilibrio livre da doenga e (u},vi) = (1 — v*,v*), onde v* > 0 satisfaz a equagao

(4.41), este ultimo, que é o equilibrio endémico, sé existe se p > 1.
Estes resultados podem ser resumidos na tabela 4.3:

A analise da estabilidade para cada um destes trés pontos de equi-
librio (uj,v}), (ul,v3) e (uf,vi) é feita de forma analoga ao que apresentamos na
segdo 4.2, considerando a matriz Jacobiana J (ver Apéndice D) que se obtém ao

linearizar o sistema formado pelas equagoes (4.31) e (4.32):

a11 a2

J(S*, 1) = , (4.43)

Q21 Q22 (5%.1%)
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p = (ak+1)(b—c) Equilibrios (u*,v*)
(0,0) - equilibrio nulo

O<p<l (1,0) - equilibrio livre da doenca
(0,0) - equilibrio nulo
. (1,0) - equilibrio livre da doenca

(1 —v*,v*) - equilibrio endémico,
com v* > 0 satisfaz a equacao (4.41)

Tabela 4.3: Pontos de equilibrio do sistema (4.31) e (4.32).

onde
W - e=rl” B (S*+I*)e P (1 —e™)
mn = S* + I* + e—y(l _ S* _ ]’*) (S* + I* + e—y(l _ S* _ [*))2’
v e Pl B (S* + I*)peP" B
T S e (1 -8 =1 S 4T 4ev(l— S — I
B (S*+I*)e " (1 —e™)
(S* + T* + e—u(l — S _ ]’*))2’
S 1—e Pl S )11 =)
St eI -S =1 (ST e (1S 1)
1—e?l S* + I*)pe= Pl
Gy — e N ( )pe _

S+l +ev(1—S —I) S +I +ev(l— 8 —1I)

(S*+TI)(1—e P (1 —e)
(S*+TI*+ev(1—S5*—1%)*

Desta forma, obtém-se para o sistema (4.31) e (4.32), o resultado apre-

sentado na tabela 4.4:

Confirmamos que o parametro p controla a dinamica do sistema, sendo
que existe um valor critico p. = 1, tal que para p > p., o equilibrio endémico existe

e é linearmente estéivel.

Assim, para valores de p < p,, temos que as solugoes do sistema tendem

ao equilibrio livre da doenca, e o equilibrio endémico nao é biologicamente viavel.
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p=(ak+1)(b—rc) Equilibrios Estabilidade
(0,0) instavel
O<p<l (1,0) linearmente estavel
(0,0) instavel
p>1 (1,0) instavel
(1 —v*,v*), com v* > 0 satisfaz (4.41) linearmente estavel

Tabela 4.4: Sintese da andlise da estabilidade para pontos de equilibrio do sistema
(4.31) e (4.32).

Por outro lado, para valores de p > p., o equilibrio livre da doenga (u%,v}) nao é

estavel e o equilibrio endémico (u3,v;) é estavel.

Na proxima segao, apresentaremos solugoes do sistema (4.31) e (4.32)

onde verificaremos a estabilidade analisada acima.

4.6 Solucoes do modelo SI discreto adimensional

Através de iteragoes para o modelo (4.31) e (4.32), a partir de condigoes
iniciais ug e vy, queremos determinar sua evolugao temporal. Para reproduzir os
resultados obtidos na segao 4.3, com o modelo dimensional (4.7) e (4.8), utilizaremos
para a, b, c os valores 0,1; 1 e 0, 5; respectivamente, e uy = (bf—g)k e vy = (bf—"c)k que

, sendo p. = 1, ilustraremos as solucoes

Nl

COH’IS()ZQQI():].IGV&IH&UO:%61)0:

para 3 valores distintos de p, sendo um p < p. e outros dois p > p,.

e Para p < p., correspondendo a k = 5 da secao 4.3, usamos o valor
p=(b—c)lak +1) = 0,75. O grafico da solucao, para este caso, é
apresentado na figura 4.5, onde observamos que, de fato, para valores
de p < pe, as solugoes do sistema adimensional (4.31) e (4.32) tendem
ao equilibrio livre da doenga (u},v3) = (1,0); este é o equilibrio estavel

neste caso. Existe ainda outro equilibrio: (0,0), que é instavel.
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0,6

0,4 - v

0,2

Figura 4.5: Solugao do sistema (4.31) e (4.32), com p = 0,75 < p. = 1 e condigdes
iniciais ug = 0,8 e vg = 0, 4.

e Para p > p., correspondendo a k = 15 e k = 25 da secao 4.3, usamos
ovalor p=(b—c)lak+1)=1,25ep=(b—c)lak+1) = 1,75. O
grafico das solugoes correspondentes sao apresentados nas figuras 4.6(a)

e 4.6(b), respectivamente.

] b)
0.3 a) 0,7
0.7 06
0.6
0.5
0.5
—u, 0.4 —u,
47 —W% ] —W%
1 0.3
0.3
1 0.2
0.2+
0,1
0,1
; ; T ; ) ; T T ; )
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t t

Figura 4.6: Solugao do sistema adimensional (4.31) e (4.32): (a) p = 1,25 > p. = 1,
com condigoes iniciais ug = 0,27 e vg = 0,13, (b) p = 1,75 > p. = 1,
com condicoes iniciais uy = 0,16 e vg = 0, 08.
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Observamos que, de fato, para valores de p > p,, as solucoes do sistema
adimensional (4.31) e (4.32) tendem ao equilibrio endémico (u},vi) = (1 — v*,v*),
com v* > 0 satisfazendo (4.41), pois este é o equilibrio estavel, que, para p = 1,25
é (uj,vi) = (0,6,0,4), e para p = 1,75 é (u},vi) = (0,3,0,7). Verificamos que nos

dois casos uj + v; confere com o valor 1, como esperado.
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5 MODELO SI DISCRETO ESPACIALMENTE
DISTRIBUIDO PARA A INFECCAO DE
HANTAVIRUS NA POPULACAO DE RATOS

Neste Capitulo, acrescentaremos ao modelo SI discreto (4.7) e (4.8) uma
estrutura espacial, e para isso, a abordagem incluird a variavel "espaco" através de

uma Rede de Mapas Acoplados ("Coupled Map Lattice") (Bunimovich, 2005).

Para cada geracao, a dinamica deste modelo discreto espacialmente dis-
tribuido é composta de dois estagios distintos: uma fase de dispersao (movimentagao
durante a geragao t) e uma fase de reproducao (relaciona a populagao da geracao

t+1 com a populacdo ja distribuida da geracao t).

A estrutura espacial é considerada como um dominio bidimensional
dividido em células discretas denominadas sitios ou "patches". Os sitios sdao regioes
fisicas onde os individuos se reproduzem sendo que a movimentacao considerada é

entre os sitios.

Neste trabalho, consideraremos que os individuos se movimentam por
difusao para os vizinhos mais proximos, ou seja, fracoes iguais das populagoes
deslocam-se de cada posi¢ao (i,j) para cada um dos sitios que compdem a sua

vizinhanca de Moore:

‘/iﬂj = {(l - 17j)7 (Z + 17j)> (27] - 1)7 (27] + 1)} (51)

Assim, as equagoOes que caracterizam a fase de movimentagao podem

ser escritas como:

4 4
Si; = SL=Y A+ B, (5.2)
n=1 n=1

4 4
Iil,j = [f,j - Z Cn + Z Dm (53)
n=1 n=1

/ / A . ., , . . ., .
onde S, ; e I, ; representam o nimero de individuos suscetiveis e individuos infecta-

dos, respectivamente, na posigao (7, j), na geragao ¢t apos a movimentagao; S;j e [it,j
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representam o numero de individuos suscetiveis e individuos infecciosos, respectiva-
mente, na posi¢ao (i, j), na geracao t antes da movimentagao; A, e C,, representam o
niumero de individuos suscetiveis e individuos infectados, respectivamente, que saem
da posicao (i, j) para os sitios da vizinhanca V; ;; B,, e D,, representam o nimero de
individuos suscetiveis e individuos infectados, respectivamente, que migram de cada

um dos sitios de V;; para a posigao (7, j).

As equagoes (5.2) e (5.3) estao representadas na figura 5.1:

i, 3+ (i, 7+1)

Al B 1 B 4
KD
s - &LD (i+1,3) + i-1,9) i+1,9)
£ N v A
3 —\ 4 B 2 B 3
Gi,3-1) G,3-1)
i, j1+1) i, 7+1)
b | |8, D, D
t
Ii,]. - G i+1,3) + a1, ¥ a+1,9)
. A
€ k] C 4 D > D 3

,3-1) G, 3-1)

Figura 5.1: Esquema de movimentagao local e difusiva, dado pelas equagoes (5.2) e
(5.3), respectivamente.
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5.1 Fase de Movimentacao por Difusao e Condicoes de

Fronteira

Seja pg e pur a fragao da populacao de individuos suscetiveis e indivi-
duos infectados, respectivamente (0 < ug, iy < 1), que abandonam seu sitio para
colonizar igualmente os sitios da sua vizinhanca de Moore. Entao, como vimos em

(5.2) e (5.3), as equagdes que caracterizam a fase de movimentagao sao descritas

por:
! Hs
Sij (1= ps)S;; + Z[qu,j + Sty + Sijor + Sijal, (5.4)
’ ,LLI
L, = (1—- NI)If,j + Z[]f—l,j + ]f+1,j + If,j—l + ]f,j+1]7 (5.5)

onde S}; e I} ; sao as densidades populacionais dos individuos suscetiveis e indivi-

. ~ . ~ / !
duos infectados na geragao t, antes da movimentagao, e S;; e I; ; representam as

J
densidades populacionais apds a movimentacao.

Para os individuos que estao ao longo da fronteira do reticulado, uti-
lizaremos para o calculo de Sz/‘,j e [;j as fronteiras reflexivas, isto é, as condigoes de
fronteira sao tais que os individuos das fronteiras sao refletidos de volta para dentro
do reticulado. Muitos individuos possuem a capacidade de perceber a qualidade do
habitat, e por exemplo, seriam capazes de perceber um ambiente in6spito fora do

dominio e assim decidir nao deixé-lo.

Para implementar computacionalmente este modelo com fronteiras re-
flexivas, adota-se uma malha bidimensional com 2 fileiras a mais do que o habi-
tat, em cada dimensdo, isto é, sendo a malha constituida por elementos (i, j), com
1=1,2,...,nej =12 ..n, o habitat propriamente dito ocupara as posicoes com
i=2,..,n—1lej=2 .. n—1. Ascolunas i =1 e i =n, bem como as linhas j =1
e j = n constituem um artificio computacional, os quais, ao impor que o nimero de

individuos que os ocupam é sempre nulo, garantem que as fronteiras definidas pelas
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fileiras t =2, i =n—1, 7 =2 e 7 =n — 1, sejam reflexivas. A figura 5.2, ilustra

esta situacao para o caso n = 5H1.

Desta forma, nas filas da fronteira do habitat, isto é,emi =2ei=n—1
eem j = 2ej =n—1, exceto nas posi¢oes (2,2), (2,n—1), (n—1,2) e (n—1,n—1),
a populagao que permanece nos sitios (primeiro termo do lado direito das equagoes

(5.4) e (5.5)) reduz-se para: (1— 248) 5t e (1 —242) ]!

i.j» Tespectivamente.

Para os sitios (2,2), (2,n—1), (n—1,2) e (n —1,n—1), localizados nos
cantos do habitat formado pelas peniltimas filas, permanece uma populacao ainda

maior: (1—42)Sf e (1—4) I

i.j» Tespectivamente.

5.2 Fase de Reproducao

As equacoes que descrevem o processo de dinamica vital, bem como de
transmissao da doenca entre individuos suscetiveis e individuos infectados dentro de

cada sitio sao dadas por:

(Si;+ Li;) (b — c)ke @/ L (5.6)
(Si;+ L) + e C=9[(b—c)k — (S;; + I; ;)] |

t+1
SZ?j -

i (S;,j + I;’j)(b —o)k[l — e’(““/k)lf;’j] (5.7)
" (Si,j + [i,j) +e==I[(b - c)k — (Si,j + Ii,j)]

onde Sf;fl e If;-rl representam as populacoes de individuos suscetiveis e individuos
. . - / / ~ , . .,

infectados, respectivamente, na geragiao t+1, e S; ; e I; ; sao o ntimero de individuos
suscetiveis e de infecciosos, respectivamente, na posi¢ao (i, j), na geracao t, apos a

movimentagao, conforme as equagoes (5.4) e (5.5).

5.3 Simulacoes

Apresentaremos agora, simulagoes para as equacoes (5.6) e (5.7), onde
S,;J e I;j sao obtidos a partir de (5.4) e (5.5). Para isso, utilizaremos um habitat de

49 x 49 sitios, com condigoes de fronteira reflexivas, e com isso, computacionalmente
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serd utilizado uma malha 51 x 51. A figura 5.2 ilustra esse habitat, onde as bordas
em cinza pertencem a malha computacional e estao fora do habitat que é constituido
por 49 x 49 sitios, identificados por i = 2,...,50 e j = 2, ..., 50, sendo (26, 26) o sitio

central.

51—

Habitat

i=1 i=b1

Figura 5.2: Habitat utilizado para as simulagoes.

Consideraremos que inicialmente (em ¢ = 0) toda a popula¢ao animal
esteja uniformemente distribuida em todos os sitios, 3 ratos em cada sitio sendo
que apenas 1 rato esteja infectado, localizado no centro do reticulado, ou seja: a
densidade populacional é constituida por uma distribui¢ao uniforme de 3 individuos
em cada sitio do reticulado, todos suscetiveis exceto no sitio (26,26), onde estao
inicialmente 1 rato infectado e 2 ratos suscetiveis. As taxas de movimentacao de
individuos suscetiveis e infectados serao consideradas iguais, ou seja, us = pu;y = 0,4,
visto que, os animais infectados nao apresentam restricoes na movimentacao, devido
a doenca. Os parametros a, b, ¢, serao os mesmos utilizados no Capitulo 1, a saber:
a=0,1; b =1ec = 0,5 como visto no Capitulo 4, o parametro relevante é
p = (ak + 1)(b — ¢), donde p = 1 corresponde, para os valores de a,b, ¢ fixados

acima, a um valor critico k. = 10.

Com o auxilio do software Maple, visualizamos as distribuicoes espaciais
do modelo (5.6) e (5.7) para dois valores distintos de k, sendo um deles k < k. e o

outro, k > k..



63

e Para k=5< k.= 10:

A figura 5.3, mostra um corte da distribuicao espacial dos individuos,
feito na linha j = 26 do reticulado, para as populacoes de ratos suscetiveis
(figura 5.3(a)) e infectados (figura 5.3(b)), nas geracoes t = 1,5, 10,25
50,100, 200. Estes graficos, juntamente com os valores das densidades
populacionais calculadas em cada geragao, nos permitem analisar a
evolugdo temporal da distribui¢io de suscetiveis (figura 5.3(a)) bem
como a distribui¢ao de infectados (figura 5.3(b)), ao longo dos sitios

nas posigoes (i,26), i = 2, ..., 50.

39 \
a
- ®
X \ J 0,67 (b)
Al t=5 t=10.25.50. 100.200 7
0,4
S
1 0,34
N
0,24
0.4 t=25,50, 100 e 200
0 T T T T T 0 T \I T
10 20 30 40 50 10 20 50

Figura 5.3: Distribuicao espacial da populacao de ratos, para £ = 5 < k. =
10, nas posi¢oes (4,25), da linha j = 26, para as geracoes t =
1,5,10,25,50,100,200: (a) suscetiveis; (b) infectados.

A situacao em t = 0 nao é apresentada nesta figura mas, como co-
mentado anteriormente, tem-se para os suscetiveis 5226 =3Vi#26e

S96.06 = 2; € para os infectados, Iys = 0V i # 26 e 555 = 1.

7

Analisando a evolucao temporal para £k = 5 < k. = 10, a partir das

condigoes iniciais acima, observamos o que segue:

— Na posicao central i = 26: a densidade de Sys26 aumenta com

o passar do tempo: de 2 quando ¢t = 0, para 2,4 quando t =1, e
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para 2,5 quando t = 5, o qual ja é o valor de equilibrio, que nao
varia mais nas geracoes posteriores; quanto ao valor da densidade
de Iy 96, esta diminui com o passar do tempo: de 1 quando ¢ = 0,
para 0,6 quando ¢ = 1; 0,06 quando t = 5, e praticamente zero

nos tempos posteriores.

— Nas proximidades de ¢ = 26: em ¢ = 25 e ¢ = 27, que iden-
tificam os sitios mais proximos do central sobre a linha 7 = 26,
vé-se que a densidade de S diminui: de 3 quando ¢t = 0 para 2,9
quando t = 1, para 2,6 quando t = 5 e para 2,5 (valor de equi-
librio) quando ¢ = 10; quanto ao valor da densidades de I, nestes
sitios, esta aumenta de 0 quando ¢ = 0 para 0,1 quando ¢t = 1
e depois diminui chegando em 0,034 quando ¢ = 5; nas geragoes

posteriores, reduz-se para zero.

— Nos sitios restantes 1 < ¢ < 25: a densidade de S diminui: de
3 quando t = 0 para 2,6 quando t = 5 e 2,5 para t > 10; quanto

ao valor da densidade de I, esta permanece em zero.

Da analise apresentada acima, é interessante observar que, para k < k.,

o equilibrio (S*, I*) é igual a (2, 5; 0) para todos os sitios da linha j = 26.

As figuras 5.4 e 5.5, apresentam as distribuicoes espaciais para a popula-
cao de ratos suscetiveis e infectados, respectivamente, para as geragoes
t =1et =10. Ao tracar este tipo de grafico, determinamos (ins-
trugdo colocada no programa construido com o software Maple) que
branco e preto denotarao respectivamente, o valor maximo e minimo
da densidade das populacoes analisadas em cada figura, que por sua

vez apresenta o habitat em geragoes distintas.
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Figura 5.4: Distribuicao espacial para a populacao de ratos suscetiveis, para k =
5 < k. =10: (a) geracao t = 1, (b) geragao t = 10.
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Figura 5.5: Distribuicao espacial para a populacao de ratos infectados, para k =
5 < k.=10: (a) geracao t = 1, (b) geragao t = 10.

Escolhemos as geracoes t = 1 e t = 10 pois, da analise feita sobre a
figura 5.3, tinhamos observado que em ¢ = 10, o sistema j& estava no

equilibrio.

De imediato, observamos a simetria ao comparar a linha 7 = 26 com a
coluna 7 = 26. Em ¢ = 1, temos no sitio central (26,26) uma densidade
de 2,4 suscetiveis (figura 5.4(a)) e de 0, 6 infectados (figura 5.5(b)). Nas
proximidades do sitio central, temos nos sitios (25, 26), (27, 26), (26, 25)
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e (26,27), uma densidade de 2,9 suscetiveis (figura 5.4(a)) e de 0,1 in-
fectados (figura 5.5(a)), densidade quase imperceptivel no grafico. Nos
sitios restantes, mais afastados do centro, as densidades apresentadas
sao S =3 e I =0. Das figuras 5.4(b) e 5.5(b), temos que, para t = 10,
o equilibrio livre da doenga (S*,1*) = (2,5;0) mostra-se estabelecido
em cada sitio do habitat; conclui-se portanto, que este é um equilibrio

espacialmente homogéneo.

Gréaficos de densidades populacionais como estes apresentados nas figu-
ras 5.4 e 5.5 sao interessantes quando se deseja observar a distribuigao
espacial das densidades em alguma geracao. Existem alguns sistemas
cujos equilibrios apresentam padrdes mais complexos (Hassell et al.,

1991), ndo necessariamente espacialmente homogéneos.

Antes de passar a analise para o outro valor de k, é importante observar
que os valores (S*,I*) do equilibrio livre da doenca, atingido ao con-
siderar a distribuicao espacial da populagao de ratos, sao exatamente

aqueles calculados em (4.16), a saber ((b — ¢)k,0) = (2, 5;0).

Para £ =25 > k. =10:

Analogamente ao que foi apresentado para k < k., analisaremos a seguir

o comportamento do sistema para k = 25 > k. = 10.

Os graficos que apresentam os valores das densidades de S e de I, em
todos os sitios na linha j = 26, constituem a figura 5.6(a) e 5.6(b),

respectivamente.

Juntamente com a identificacao dos valores das densidades popula-
cionais calculadas ao iterar o sistema, algumas afirmacgoes foram sin-
tetizadas na tabela 5.1. Esta tabela é constituida, usando o fato de
as populagdes nos sitios (26 — w,26) e (26 + w,26), com w = 1,...,25,
que sao igualmente distantes do sitio central (26,26), tém as mesmas

densidades populacionais em cada compartimento.
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Figura 5.6: Distribuicao espacial na populacao de ratos, para k& > k., nas posicoes
(1,26) da linha j = 26, para as geragoes t = 1,5, 10,25, 50,100, 200: (a)
suscetiveis; (b) infectados.

Em primeiro lugar, uma observacao imediata é de que a densidade das
populacoes de equilibrio, obtida ao iterar o sistema é identificada como
I* = 8,91; que é exatamente a solucao positiva da equacgao transcenden-
tal (4.17) para o equilibrio endémico, que é estavel para os parametros
em questao. Além disso, S* = 3,64 também esta de acordo com o que

foi determinado na se¢ao 4.2.

Da tabela 5.1 e dos graficos apresentados, vemos ainda que, para t < 25,
a populacao de suscetiveis em cada sitio tem uma tendéncia a aumentar,
a cada geracao que passa. Para t > 25, as densidades populacionais no
sitio central ja chegaram ao valor de equilibrio, e a medida em que
aumenta ¢, aumenta também o valor de w,, tal que V 0 < w < w,,
tem-se nos sitios sobre a linha j = 26, identificados por 1 = 26 —w e
i = 264w, densidades populacionais (S, ) = (S*, I*). Para t = 25, por
exemplo, tem-se w. = 10 e para t = 50, w. = 22, e em t = 100, w, = 24,
isto é, Vi = 2,...,50 tem-se (S, 1) = (S*, I*). A partir deste momento,

todos os sitios na linha 7 = 26 encontram-se no equilibrio.
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w t=0]t=1] t=5 ] t=10 | t=25
S | 2 | 2,4 | 865 | 11,64 | 3,65
T 1 | 06 | o1 0,43 8,85
ST 3 29869 | 1L | 3,66
T 0 | 0,1 | 0,056 | 0,32 8,83
, | S| 3 3 8,73 | 11,91 | 3,72
T 0 0 0,01 | 0,15 8,77
.| S| 3 3 8,74 | 12,02 | 3,87
I 0 0 0 0,05 8,62
10 3 3 8,75 | 12,07 | 12,43
I 0 0 0 0 0,07

Tabela 5.1: Valores das densidades populacionais para S e I, nos sitios (26 — w, 26)
e (26 +w,26), com w = 0,1,2,3,10, para as geragoes t = 0,1,5,10,25 .

Nas figuras 5.7 e 5.8, escolhemos as geracoes t = 1,25,50,200, de
modo a apresentar uma boa descricio do comportamento do sistema,
com o decorrer das geragoes. A conven¢do branco/preto igual a mé-

ximo/minimo ¢ a mesma utilizada nas figuras 5.4 e 5.5.
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Figura 5.7: Distribuicao espacial para a populagao de ratos suscetiveis: (a) geracao
t =1, (b) geracao t = 25, (c) geragao t = 50, (d) geragao t = 200.

Novamente, verificamos a simetria espacial com relacao ao sitio cen-
tral (26,26), tal que as densidades populacionais de S e de I em sitios igualmente

distantes do centro sao as mesmas.

E interessante observar na sequéncia da figura 5.7(a) em ¢ = 1 para a
figura 5.7(b) em t = 25, que a densidade de S aumentou em todo o habitat, mas este
crescimento foi menor na regiao proxima ao sitio central; quanto a densidade dos
infectados de ¢t = 1 a t = 25, observa-se das figuras 5.8(a) para 5.8(b), que ocorreu
um crescimento apenas na regiao proximo ao sitio central. Para ¢t > 25, da figura
5.7(b) em t = 25 para a figura 5.7(c) em ¢t = 50 e da figura 5.7(c) para a figura

5.7(d) em ¢t = 200, aumentou a area em torno do sitio central onde a densidade de



70

40 40

304 304

204 204

(a) (b)

40 40

304 304

20 RN R ————————————— O

104 104

T T T T T T T T
10 20 30 40 10 20 30 40

(© (d)

Figura 5.8: Distribui¢ao espacial para a populacdo de ratos infectados: (a) geracao
t =1, (b) geracao t = 25, (c) geragao t = 50, (d) geragao t = 200.

S apresenta valores cada vez menores, nao alterando a densidade populacional dos
sitios que ainda ficam fora desta area, até que finalmente em ¢ = 200, a regiao que

se alastra ocupa o habitat inteiro, com S = S* = 3, 64.

Por outro lado, para os infectados, observa-se da figura 5.8(b) para a
figura 5.8(c) e da figura 5.8(c) para a figura 5.8(d), que aumentou a area, em torno
do sitio central, onde a densidade de I apresenta o valor maior (8,91), que ja é igual

a I*; em t = 200, todo o habitat apresenta em cada sitio I = I*.

Novamente, conclui-se portanto, que este equilibrio, desta vez endémico,

é espacialmente homogéneo.
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5.4 Comparacao da propagacao da doenca com e sem Rede

de Mapas Acoplados
Na figura 5.9, temos uma comparac¢ao do modelo SI discreto (4.7) e
(4.8) com o modelo SI discreto espacialmente distribuido (5.6) e (5.7). Para tal

comparacao, utilizamos a mesma condicao inicial para ambos os modelos, que é:
So = [3(49)(49)] — 1 = 7202 e Iy = 1, e os mesmos parametros, a = 0,1; b =1 e

c=0,5; com pug = pur = 0,4.
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Figura 5.9: Numero total de individuos infectados para o modelo sem estrutura
espacial (curva vermelha continua) e para o modelo espacialmente dis-

tribuido (curva azul pontilhada).

Esta comparacao nos permite afirmar que o niimero total de infectados

cresce mais lentamente no modelo com movimentacgao. Isso ocorre porque a trans-
missao da doenca no modelo espacialmente distribuido se da através de contatos
locais, isto ¢, os individuos infectados transmitem a doenca somente para individuos

espacialmente proximos, enquanto, no modelo sem estrutura espacial, todo individuo

suscetivel tem a mesma probabilidade de ser infectado.
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5.5 Velocidade de Propagacao da doenca

A velocidade de propagacao evidentemente depende da dinamica do
sistema. Para determinar a velocidade de propagacao da doenca, para os dados
especificos que levaram ao grafico da figura 5.6(b), que é simétrico com rela¢do ao
sitio médio ¢ = 26, procedemos como segue: para cada t, determinamos o valor de A
tal que observamos a presenca de infectados para i € [26 — A, 26+ A] e praticamente

a auséncia deles fora deste intervalo para i.

No gréfico da figura 5.10, marcamos os pontos (t,26 + A); observamos

que estes pontos se situam praticamente sobre uma reta.
50
404
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Figura 5.10: Frente de Onda para a propagacao da doenca.

A inclinacao da reta apresentada nos fornece uma estimativa da veloci-
dade de dispersao da populacao de infectados. Neste caso, a velocidade estimada
¢ de aproximadamente 0,5 sitios/geracao. Com isso, podemos estimar em qual

geracao os individuos de cada sitio serao infectados.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram apresentados modelos matematicos para descre-
ver o comportamento da doenca Hantavirus na populacao de ratos, a qual é causada
por agentes infecciosos transportados pelos roedores. Os modelos estudados foram
do tipo SI e SEIR, continuos e discretos, sendo que para o modelo SI discreto in-

cluimos a distribuicao espacial através da Rede de Mapas Acoplados.

Para tanto, come¢amos por apresentar no Capitulo 2, o modelo SI con-
tinuo, proposto por Abramson and Kenkre (2002). Para este modelo, analisamos
seus estados de equilibrio e reconhecemos um parametro que controla a estabilidade
e existéncia do ponto de equilibrio endémico, assim como a estabilidade do ponto de
equilibrio livre da doenca. Através de simulacoes numéricas, verificamos os nossos
resultados analiticos, variando o valor deste parametro, de maneira a obter solugoes
na bacia de atracao de cada um dos equilibrios. Ao adimensionalizar este modelo,

emerge exatamente o mesmo parametro relevante definido anteriormente.

No Capitulo 3, estudamos o modelo SEIR continuo, apresentado por
Allen et al. (2006). Este modelo apresenta duas classes, além dos suscetiveis e in-
fectados, que sao os expostos e os recuperados, e ainda, cada classe é subdividida
em ratos machos e fémeas. Este modelo sugere uma diferenciacao no contégio do
virus entre ratos machos e fémeas, justificando que os machos, por causa de suas
mordidas e de seu comportamento agressivo, geralmente possuem um maior pre-
dominio de anticorpos para o hantavirus. Além disso, como a expectativa de vida
dos roedores é pequena, separa-se expostos de infectados, para levar em consider-
acao o periodo de incubacao. Inclui-se ainda o fato de que os roedores infectados
nao abrigam o virus a vida inteira, pois quando o periodo infectivo termina, os an-
imais sao classificados como recuperados. A analise dos pontos de equilibrio para
este modelo, é relacionada com o Numero reprodutivo Béasico - Ry, tal que, para

valores de Ry < 1 as solucoes do sistema tendem ao equilibrio livre da doenca, e
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para valores de Ry > 1 estas solugoes tendem ao equilibrio endémico. Através de

simulagoes numeéricas, verificamos nossos resultados analiticos.

No Capitulo 4, construimos um modelo SI discreto, tal que levasse ao
mesmo comportamento descrito pelo modelo SI continuo do Capitulo 2. Os resul-
tados encontrados foram muito semelhantes, também encontramos um parametro
relevante «, que controla a estabilidade e existéncia do ponto de equilibrio endémico,
assim como a estabilidade do ponto de equilibrio livre da doenga, tal que, para o < 1
as solucoes tendem para o equilibrio livre da doenca, e para a > 1 as solugoes ten-
dem para o equilibrio endémico. Ainda, através de iteracoes para o modelo SI
discreto, verificamos os resultados obtidos analiticamente. Fizemos a adimension-
alizacao deste sistema e verificamos como é que o parametro relevante se relaciona

com os parametros do modelo adimensional.

Por fim, no Capitulo 5, acrescentamos a distribuicao espacial no modelo
ST discreto visto no Capitulo 4, através da Rede de Mapas Acoplados ("Coupled Map
Lattices") (Bunimovich, 2005). Para isso, o espago é considerado explicitamente e o
meio ambiente é divido em sitios, entre os quais as populagoes podem se movimen-
tar. Através de iteracoes para o modelo SI espacialmente distribuido, verificamos
que os estados de equilibrio obtidos sao espacialmente homogéneos, ou seja, ao atin-
gir o equilibrio, a densidade da populacao é igual em todos os sitios. Comparamos a
propagacao da doenga com e sem a distribuicao espacial, ou seja, comparamos o mo-
delo SI discreto do Capitulo 4, com o modelo SI discreto espacialmente distribuido,
e concluimos que o numero total de infectados cresce mais lentamente no modelo
com movimentacao, pois a transmissao da doenca no modelo espacialmente dis-
tribuido se da através de contatos locais, isto é, os individuos infectados transmitem
a doenca somente para individuos espacialmente préximos, enquanto, no modelo
sem estrutura espacial, todo individuo suscetivel tem a mesma probabilidade de ser
infectado. Por tltimo, calculamos a velocidade de propagacao da doenca, através
das observacoes do avanco temporal da frente de onda da infeccao, e conluimos que

a velocidade estimada é de aproximadamente 0,5 sitios/geracao.
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Para finalizar este trabalho, apontamos outras direcoes para a con-

tinuidade deste estudo, como por exemplo:
e Incluir nos modelos estudados uma capacidade de suporte nao cons-
tante;
e Construir um modelo SEIR discreto com distribuig¢ao espacial;

e Investigar como é que a velocidade de propagagao se comporta variando

0 parametro p.
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Apéndice A CRITERIO DE ESTABILIDADE
PARA OS EQUIL{BRIOS DE UM
SISTEMA AUTONOMO NAO
LINEAR

Este critério de estabilidade baseia-se na linearizarizacao do sistema
autonomo nao linear, que relaciona as solucoes no caso nao linear com as corres-
pondentes solucoes da aproximacao linear do sistema, em torno do equilibrio em
questao. Queremos obter informagoes qualitativas a respeito do comportamento
de longo prazo das solugoes, apds aplicar uma pequena perturbagao no sistema em
equilibrio, isto é, de modo a estar inicialmente suficientemente proximo do equilibrio

considerado. Com base em Lomen and Lovelock (1999), segue a analise.

Dado o sistema auténomo nao linear:

dx

d_tl = Fl(x17x27"'7xn>7 (Al)
dx

d_; = I5(21, 72, ., 2),

dx

d_t3 = F3(x1,22,...,20),

dz,

E — Fn(l'17$2,,xn);

onde F: R" — R", F = (F, F5, ..., F,), x = (v1,%2,...,x,) e n € N,

Seja * = (xf, 3, ..., 2% ) um ponto de equilibrio do sistema (A.1), entao

ooy n

Fi(z*) = Fy(2*) = ... = F,(z*) =0 com F continuamente diferenciavel na vizinhanga

do ponto de equilibrio z*.



Tomando z; =z} + €;(t), comi=1,2, ...,

dey

dt
d€2

dt
des

dt

de,,

dt

Agora, expandindo Fi, Fy, ...,

do ponto de equilibrio z* e representando por O(2) os termos de ordem 2 nesta

expansao, obtemos:

d€1 . 6F1 8F1 % aFl *
il .+ (8_:1:1) (1 — 7)) + (3_372)1 (xg —a5) + .. (axn) (xn, — ) + O(2),
d€2 . 8F2 aFQ % aFQ *
pl )oe T (8_331) (1 —a]) + (3_@)1 (xg — a3) + (axn)x (x, — )+ O(2),
il +< ) x1)+<a 2)30*(932—9:2)4- +(8xn)x*<x )+ 0(2)
Como (F1)p = (F2)pr = .. = (Fp)p = 0, (t) = x; — xf, com i =
1,2,...,n, e desprezando os termos de ordem 2, segue que:
d€1 8F1 8F1 8F1
E ~ <a_l‘1>x* €1+ (8_1’2>x* €2+...+ <axn)x* €n, (AS)
dEQ -~ 8F2 6F2 0F2
@ - (a—m)x* v (a—m)ﬁ et (amn)ﬁ
den (OF, L (95 P L
dt 1) . “ T ) . @t 0%y, ) -

7

* *

Fl(iEl + €1,Toy + €9,y .00y
* *

FQ(QZ’l -+ €1,Ty + €9,y ...,

* *
F3(x1 + €1, Ty + €2, ..y

* *
Fo(x] + e, 25 + €, ...,

Ty, + €n),
zr + €,),

zr + €,),

T+ €n).

n e |&(t)| << 1, obtemos:

(A.2)

F,, do sistema (A.2) em série de Taylor, em torno
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Escrevendo sob forma matricial o sistema linear (A.3), temos:

der oFy, OF oF €
dt z1 Zo e _xn 1
dea OF, OF> OF> €9
dt ~ T x9 o In (A 4)
den oF, OF, OFy, €
dt T1 To T Tp (z*) n
ou seja,
de N
< _je, (A.5)
dt
onde
€1
— €2
€ = y
€n
OF} o oF
el
8F2 8F2 BFQ
J = 1 a2 Tn
OF, OF, OFy
1 X9 e Tn (z*)

A matriz J é denominada matriz Jacobiana do sistema (A.1), aplicada

no ponto de equilibrio z*.

A solucdo para o sistema (A.4) é e(t) = c1eM? + et + ...+ et

onde ci, 9, ..., ¢, sao constantes cujo valor pode ser determinado a partir das
condigoes iniciais do problema, e A1, Ao, ..., A, sdo os autovalores da matriz Jacobiana
J.

Para que o ponto de equilibrio z* = (z7,25,...,2}) seja linearmente

estavel, temos que ter €(t) — 0, ou seja, todos os autovalores {\;,;i = 1,...,n}

da matriz Jacobiana J devem ter parte real negativa, isto é, R()\;) < 0, para todo
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t =1,...,n. Assim, ao afastarmos um pouco do ponto de equilibrio, retornamos para
ele. Caso algum dos autovalores nao tenha parte real negativa, entao o ponto de

equilibrio z* = (z7, 23, ..., ) é instéavel.
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Apéndice B CRESCIMENTO LOGISTICO:
MODELO DISCRETO X
CONTINUO

Consideremos uma populagao de tamanho N, com uma taxa de morta-
lidade per-capita constante, d, e uma taxa de nascimentos per-capita, 3 = By — 611V,
que decai linearmente com o crescimento da populagao. Assim, seu comportamento
no tempo continuo é dado pela equagao (B.1):

dN (t
W 13, — BN @IV - oV (), (B.1)
que, juntamente com a condi¢ao inicial N(0) = Ny, leva a seguinte solugao:
e
No + e—(ﬁo—(s)t[(%) — N

N(t) (B.2)

A partir da equagao (B.1), poderiamos pensar em construir um mo-
delo com tempo discreto correspondente, selecionando arbitrariamente um intervalo
de tempo At, tal que o numero de nascimentos e o numero de mortes durante
t — t + At, seriam adequadamente aproximados por (Gy — 01 N;) N At e N, At,

respectivamente. Este argumento nos levaria a escrever:

Nivar = N+ (B0 — Bi1Ne) AN, — 0ALN;. (B.3)
Definindo parametros r e k através der =Gy —d e k = ﬁ%;‘;, podemos
reescrever as equagoes (B.2) e (B.3), respectivamente como:
kNo
N(t) = B.A4
) = T (B.4)
Ny
Nt+At = Nt + (TAt)Nt 1-— ? . (B5)

Considerando que a representacao real da dinamica desta populagao
seja dada pela equagdo (B.4), a equagdo (B.5), seria uma aproximagdo para a
dindmica desta populagao no tempo discreto. Note que, para At — 0, as equagoes

(B.1) e (B.3) sao idénticas.
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Para ilustrar, apresentamos na figura B.1, em um mesmo sistema de
eixos, o grafico da solugao (B.4) do modelo continuo, e da sequéncia de pontos
construida a partir de (B.5) do modelo discreto, com At = 1. A figura B.1(a)
corresponde a k = 1 e r = 0, 28; enquanto que a figura B.1(b) corresponde a k =1

e r = 2,8; a populacao inicial Ny foi considerada igual a 0,1 em todos os gréficos.

(@) 12

Lttt -
4 oL

N
04 : ° N‘(SAt 7 W

—N
t+ At

0,4

0,2
0,2

Figura B.1: Grafico das solugoes (B.4) do modelo continuo e (B.5) do modelo dis-
creto, para k =1e Ny =0,1: (a) r=0,28; (b) r =2,8.

Observamos que, na figura B.1(a), temos rAt = 0,28 << 1, e as
solugdes N(t) e Nyya¢ diferem pouco uma da outra, tendendo ao mesmo equilibrio.
Ja, na figura B.1(b), onde rAt = 2.8, o comportamento das solu¢oes N(t) e Npjpat
diferem totalmente. Concluimos, portanto, que a representagao para a equagao logis-
tica no tempo discreto, através da equagao (B.3) nao é uma boa aproximagao para
a dinamica que se obtém para a populacao a partir da equacao logistica com tempo
continuo (B.1). Isso ilustra a precaugao que devemos ter ao construirmos um modelo
com tempo discreto, simplesmente selecionando um tempo At, e escrevendo, para o
nimero de nascimentos e mortes durante t — t+At, as expressoes (o — 51 Ny) Ny At

e 0IN;At, respectivamente.

Como mostrado por Gurney and Nisbet (1998), uma boa aproximagao

em tempo discreto, do modelo continuo (B.1), pode ser obtida a partir da sua solugao
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analitica (B.2), como segue:

kN,
Nt + e_TAt(k‘ — Nt) '

Nt+At — (BG)

Na figura B.2, apresentamos o grafico da solu¢ao (B.4) do modelo con-
tinuo, juntamente com aquele que se obtém iterando o modelo discreto (B.6), com os
mesmos valores de parametros adotados na figura B.1, ou seja, para k =1, At =1

e para os valores de r = 0,28 na figura B.2(a) e 7 = 2,8 na figura B.2(b).

(@) f (b)

0,84

0,6

N N
t+ At t+ At
— N(t) 0.4+ — N()

0,2

Figura B.2: Grafico das solugdes (B.4) do modelo continuo e do que se obtém
iterando o modelo discreto (B.6), para k =1e Ny =0,1: (a) r =0, 28;
(b) r=2,8.

Estes resultados confirmam que o modelo (B.6) é adequado para des-
crever, em intervalos de tempo discretos, a dinamica do crescimento populacional
logistico. Em outras palavras, a sequéncia de pontos (¢, N;) gerada a partir do mo-
delo discreto (B.6) pertence a curva N (t) x ¢, gerada a partir da solu¢ao do modelo

continuo.

Se acreditamos que o modelo em tempo continuo seja o que descreve
adequadamente o sistema real investigado, vimos que o modelo discreto correspon-
dente pode ser facilmente obtido se for conhecida a solucao analitica do modelo

continuo, o que nem sempre é disponivel.
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Apéndice C LEI DE ACAO DAS MASSAS X
DISTRIBUICAO DE POISSON
PARA O MODELO SI

A estrutura do modelo SI, consiste em um par de equacgoes da forma:

St+1 - f(st7]t>>

Iiyy = g(Stajt)a

onde S; e I; sao o nimero de individuos suscetiveis e individuos infectados na geracao
t, respectivamente, e f(S;, I;) e g(St, I;) sao fungoes que representam a dinamica vital

dos individuos suscetiveis e dos individuos infectados, respectivamente.

Analogamente ao apresentado em Kot (2001) para o modelo de Nicholson-

Bailey, existem varias suposicoes que conduzem a forma final do modelo ST:

1. O numero de encontros N., entre individuos suscetiveis e individuos

infectados é proporcional ao produto de suas densidades:
Ne == CLStIt, (Cl)

onde a é uma constante que representa a eficiéncia dos individuos in-

fectados.

2. Osencontros sao distribuidos randomicamente entre os individuos suscetiveis

disponiveis.

Segundo Edelstein-Keshet (2005), este tipo de suposi¢ao de encontros
a0 acaso é conhecido como a "Lei de A¢ao das Massas". Assim, o termo
aSiI; da equagao (C.1) é o termo que corresponde a "Lei de Acdo das

Massas".

A "Distribuicao de Poisson" é uma distribuicao de probabilidade que
descreve estes encontros no caso discreto. Seja p,(t) a probabilidade

de que um individuo suscetivel seja encontrado n vezes no tempo t.



84

Suponhamos que p seja a taxa do ntimero médio de encontros em um
intervalo de tempo At, ou seja, yu = ]g—t = al;, e que a probabilidade de

mais do que um encontro seja o(At) = 0. Entao, para n > 0, temos:
Pt + At) = pAtp,_1(t) + (1 — pAt)p,(t) + o(Al). (C.2)

Reorganizando os termos e lembrando que o(At) = 0, segue que:

Pl 2O ZPall) (1)~ pat)], (€3)

e, portanto, para n > 0, tem-se:

dpn - _ o PaltH AL —pa(t)

dt At—0 At

= ulpn-1(t) — pa(t)]. (C.4)

Além disso, para n = 0, temos up,—1(t) = 0, e entdao a equacao (C.4)
reduz-se para:

dpo
dt

= —upo(t). (C.5)
A partir da condigao inicial py(0) = 1, ou seja, comecando o processo
com o ntimero de encontros n = 0, a solu¢ao do problema de valor inicial
dado pela equagao (C.5) juntamente com a condicao inicial py(0) = 1,
é:

po(t) = e (C.6)

Para o nosso modelo com tempo discreto, temos que o periodo de vul-
nerabilidade da infeccao é exatamente 1; e como pu = al;, segue da
equagao (C.6) que, a probabilidade de um individuo suscetivel escapar

do contato com um individuo infectado é:
po=¢€ "= e, (C.7)

A equagao (C.7) mostra que quanto maior for a populacao de indivi-
duos infectados, menor sera a probabilidade de um individuo suscetivel

escapar do contato com um individuo infectado.
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3. Por tltimo, apenas o primeiro encontro entre um individuo suscetivel
e um individuo infectado é importante, pois uma vez que o individuo

suscetivel é infectado nao se recupera.

Portanto, através destas suposigoes, justificamos a inclusao, na equagao
(4.3), de um fator Sye=(@F1/F)It (onde ja substituimos At = 1) como correspondente
na equacao a diferencas para Sy ao termo —(a + 1/k)SI da equagao diferencial

para dS/dt.
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Apéndice D CRITERIO DE ESTABILIDADE
PARA OS EQUIL{BRIOS DE UM
SISTEMA AUTONOMO DE DUAS
EQUACOES A DIFERENCAS NAO
LINEARES

Este critério de estabilidade, assim como no Apéndice A, também en-
volve a linearizarizacao do sistema autonomo nao linear, que relaciona as solugoes
no caso nao linear com as correspondentes solucoes da aproximacao linear do sis-
tema, em torno do equilibrio em questao. Queremos obter informacoes qualitativas
a respeito do comportamento de longo prazo das solugoes, ap6s aplicar uma pequena
perturbacao no sistema em equilibrio, isto é, de modo a estar inicialmente suficien-
temente proximo do equilibrio considerado. Com base em Edelstein-Keshet (2005),

segue a andalise.

Dado o sistema de duas equacoes a diferencas auténomo nao linear:

Tpn+1 = f(xnayn)’ (Dl)

Ynt1 = g(mnvyn)a
onde f e g sao fungoes nao lineares de z,, e y,.

Seja (z*,y*) um ponto de equilibrio do sistema (D.1), entao z* e y*

satisfazem: z* = f(z*,y*) e y* = g(a*, y*).

Tomando x, = z* 4+ €, € Yy, = y* + 1, com |e,] << 1e |n,] << 1, e

substituindo em (D.1) obtemos:

ZE* + €En+1 = f(flf* + €n, y* + T}n)a (D2)

Y A1 = 9@ +en, Yyt + ).
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Agora, expandindo as fungoes f(z* + €,,y* +n,) e g(x* + €, y* + 1)

em série de Taylor, em torno do ponto de equilibrio (z*,y*), temos:

. " _ of oaf
f(x +€n, Yy + nn) - <f>(93*’y*) + <axn> (z*,y*) “ (ayn)(:p*,y*) i 0(2)7

) . 9y 99
g(@* + €,y  + 1) = (g)(x*,y*) + €nt | 5 mn + O(2).
Oy, (z*.y%) W (z*,y*)

Como z* = (f)(@*y+) € ¥* = (9)(a*y), € desprezando os termos de O(2),

segue que para o sistema (D.2) temos:

€n+1 ~ af €n+ ﬁ Mns (D3)
OTn ) (4o yo) Wi ) (5 )

Jg dg
T]n—l—l ~ a €n+ 8_ nn‘
In/ (2 ) Yn/ (@ y*)

Escrevendo sob forma matricial o sistema linear (D.3), temos:

€n+1 -~ % % €n (D 4)
A V) '
Tn+1 0zn  Oyn (@ y*) Tn
Note que, a matriz
of  of
o0 Dn S T (D.5)
Q9 99 Aoy Qoo

OTn OYn (z* y*)

é a matriz Jacobiana do sistema (D.1), aplicada no ponto de equilibrio (z*, y*).

Para que o ponto de equilibrio (z*,y*) seja linearmente estavel, temos
que ter €, — 0 e 17, — 0 quando n — oco. Assim, ao nos afastarmos um pouco
do ponto de equilibrio, retornamos para ele. Caso contrario, o ponto de equilibrio é

instavel.
A solu¢ao para o sistema (D.3) é:

€n = Al)\?—FAQ)\gL, (DG)

h = Bl)\?"i_BQ ga
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onde Aj, Ay, By e By sao constantes determinadas através da condi¢ao inicial do

problema, e A; e Ay sdo os autovalores da matriz Jacobiana do sistema (D.1).

Entao, para que ¢, — 0 e 1, — 0 quando n — o0, ou seja, para que
o ponto de equilibrio (z*,y*) seja linearmente estavel, devemos ter |\;| < 1, para

i=1,2.
Critério de estabilidade

Apresentaremos agora, uma condicao de estabilidade, ou seja, uma
condigdo para verificarmos se |\;| < 1, para ¢ = 1,2, para um sistema de duas

equacoes a diferencas.

Tomando det(J —AI), onde J é a matriz Jacobiana do sistema (D.1), e I

¢ a matriz identidade. Resolvendo det(J—AI) = 0, temos o polindémio caracteristico:
A2~ BA+7 =0,

onde 3 = ay; + ass = Traco J e v = ay1a90 — a12a2; = Determinante J.

Mostraremos, a seguir, que a condigao para que os autovalores |\;| < 1,

parai=1,2 é:

2>1+y> |0l = |\ <1 (D.7)

/32 _
Para isto, partimos do fato de que: Ao = M—SM, donde, para

satisfazer |\;| < 1, i = 1,2, temos que

1< 8a VI g

Suponhamos:
B p? -4y
AN o= =
1 92 + 9 )
2—4
N, = DoV
2 2
Note que A\; e Ay sdao equidistantes de g, e isto implica que —1 <

g < 1, ou seja, || < 2. Além disso, para que as raizes sejam reais e distintas, o
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discriminante (32 — 4+ deve ser:

(% — 4y >0 = ? > 4y, como || < 2 temos:

v < 1 (D8)

Analisando A1 e Ao, segue que:

1. Se g > 0:
)\1<1:>§+—Vﬁ;_47<1:> VI 8

2. Se < 0:

B2—4y
2

2 _
Ao > —1= 8- > ] = VP 47<1+§.

Dos itens 1 e 2, temos:

p? — 4y

5 < 1—@: 18] <1+~ (D.9)

De (D.8) e (D.9) podemos escrever a condi¢ao de estabilidade (D.7).

Observacao: No caso de termos mais de duas equacoes, existe outro

critério para a estabilidade dos equilibrios, chamado Teste de Jury.
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