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RESUMO

Este trabalho parte da questdo: por que a fungo real de uma variavel real ¥ = ax,
sO é definida se a>0e a=1? Para respondé-la analisa e questiona resultados obtidos
na calculadora. O texto trata do uso da calculadora na escola e do ensino da operagéo de
potenciacdo. Traz o estudo a respeito do potencial da calculadora como recurso didatico
e do ensino da operagdo de potenciagdo, como € desenvolvido na escola, a partir dos
livros didaticos, desde o nivel fundamental até o medio, partindo dos nimeros naturais

até chegar a funcéio exponencial real de variavel real Y =2, com @>0 ¢ a#1, s5o
analisados exemplos ndo dados, que poderiam ser explorados com auxilio da calculadora
e a logica desta maquina no calculo de valores de poténcias reais. Por fim, o texto
resume a matematica da funcdo exponencial, em nivel superior. O trabalho também
inclui atividade desenvolvida em sala de aula, no nivel médio, com a utilizacdo da
calculadora.
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1 APRESENTACAO

Numa aula de Analise Real 1l, surgiu a pergunta: porque a funcéo real de uma
variavel real y =a”, s6 é definidase a>0e a=#1?

Para tentar respondé-la recorremos a calculadora e observamos alguns resultados

interessantes:
1) (=32, (-32)°°, (-32)% e (-32)% nfo estdo definidos, mas
(-32)2=-2, (-32)%=-2 e ¥Y-32=(-32)"°=(-32)"*"= -2, mas
1(-32)? = 2

2) (—8)% =—2, mas se tomarmos qualquer aproximacdo decimal para 1/3, a

poténcia ndo é definida, como, por exemplo, (-8)%**-.

V2 _ .
3) (\/E ) apresenta-se com valores diferentes em calculadoras diferentes.

Surgiu, entdo, a curiosidade sobre como essas questdes vém sendo trabalhadas
nas escolas atualmente. Neste trabalho, tenho como objetivos basicos:

« Descrever como a fungdo exponencial é ensinada nas escolas; através da

analise de livros didaticos.

e Questionar o uso da calculadora como ferramenta auxiliar no estudo das

poténcias.

« Estudar a definicdo da funcéo exponencial na matematica superior.

o Contribuir para ampliar o conhecimento do professor necessario para ensinar

a funcéo exponencial.

Este trabalho pretende se desenvolver nestes temas, para contribuir com a
formacdo do professor. Se existem diretrizes e sugestdes, na area da educacdo, para que
o professor utilize a calculadora como recurso didatico, na sua pratica docente, este
professor precisa estar apto para interpretar os resultados ali obtidos.

No primeiro capitulo cito o que os autores vém escrevendo sobre o uso da
calculadora na escola. No capitulo 2 é feita uma analise sobre o estudo da potenciacgdo e
da radiciacdo em uma colecdo de livros de Ensino Fundamental e sobre o estudo da
funcdo exponencial em um livro de Ensino Médio. No terceiro capitulo é apresentada
uma atividade com o uso da calculadora bem como as observacGes feitas durante a
aplicacdo desta atividade com um grupo de alunos da primeira série do Ensino Médio.



No quarto capitulo sdo colocadas as teorias matematicas que explicam os contetdos
abordados neste texto. Por fim, nas consideragcfes finais coloco algumas observacdes

sobre como o trabalho contribuiu para responder as questdes propostas.



2 O USO DA CALCULADORA EM SALA DE AULA

O uso da calculadora em sala de aula tem sido largamente apoiado por diversos
meios de educacgdo escolar, porém este recurso tecnoldgico continua sendo ignorado nas
escolas. Por que isso acontece? Um dos principais argumentos desfavoraveis a sua
utilizacdo diz respeito a relacdo de dependéncia que seria criada do aluno em relacéo a
maquina, ja que eles ndo aprenderiam a fazer contas se a utilizassem em sala de aula. Tal
argumento ja ndo é mais suficiente para justificar o desuso da calculadora, ja que

aprender matematica ndo se restringe a fazer contas.

“Se analisarmos o conhecimento matematico que é exigido hoje em dia ao
comum dos individuos, rapidamente chegamos a conclusdo que o sentido do
nimero necessario a uma plena integracdo na sociedade ndo se limita a
capacidade de fazer calculos escritos. Saber fazer estimativas, avaliar a corre¢do
da conta do restaurante, determinar a promocdo mais conveniente no
supermercado sdo, com certeza, de grande utilidade para todos nos.”
(Albergaria, 2008, p.2)

Além disso, dispensar o uso de uma tecnologia tdo barata ndo faz sentido, ja que
a sociedade esta cada vez mais dependente dessas tecnologias. Se o aluno ndo aprender a
manipular a calculadora na escola, acabard por fazé-lo em outro lugar, tendo grandes

chances de ndo utilizar seus recursos mais avancados. Segundo Guinther (2009),

“...0 Uso sensato das calculadoras contribui para a formacéo de individuos aptos
a intervirem numa sociedade em que a tecnologia ocupa espago cada vez maior,
uma vez que nesse cenario ganham espaco individuos com formacdo para a
diversidade, preparados para enfrentar problemas novos, com capacidade de
simular, fazer relagbes complexas, articular varidveis, elaborar modelos,
investigar, codificar e decodificar, se comunicar, tomar decisdes, aprender por

si.” (p. 2)

O tempo dispensado pelo aluno para efetuar calculos poderia ser utilizado para
que outras habilidades fossem desenvolvidas. Sabendo de todas as habilidades que
podem ser desenvolvidas com o uso da calculadora em sala de aula, é possivel concluir
que ela sé ndo é utilizada por aqueles professores que por algum motivo, ndo se sentem a

vontade com ela.

“Para que uma nova tecnologia seja utilizada na escola é preciso que o
professor esteja seguro e preparado para isso. Os recursos tecnologicos, para
servirem como propulsores da melhoria da pratica pedagdgica necessitam que
sejam conhecidos e dominados pelos professores, e mais, sejam aproveitados
como ferramenta auxiliar para promover a aprendizagem.” (Guinther, 2009,

p.1)

A calculadora é baseada em regras fixas logo, dependendo do assunto a ser

trabalhado, pode apresentar resultados que ndo sao coerentes com o que é estudado. Néo



basta simplesmente saber utilizar calculadora, temos que ter senso critico para dizer se a
resposta apresentada pela maquina é verdadeira. No capitulo 3 deste trabalho, mostro

uma atividade onde o professor deve estar preparado para uma destas incoeréncias.

“O carater experimental da matematica foi removido do ensino e isso
pode ser reconhecido como um dos fatores que mais contribuiram para 0 mau
rendimento escolar” (D’ Ambrosio, 1996, p.95)

Muitos professores focam suas aulas na resolucdo dos exercicios, e quando o
resultado é encontrado, na maioria das vezes, ndo € criticado. Desta forma, o aluno cria o
habito de simplesmente aceitar as respostas encontradas, sem se preocupar se Sao
realmente satisfatorias. A calculadora permite a verificacdo de resultados rapidamente,
logo ndo seria preciso muito mais tempo em sala de aula para que o habito de utiliza-la
se tornasse mais frequente. O estudo dos nimeros reais na escola, por exemplo, se torna
extremamente artificial, pois os alunos ndo trabalham com nimeros irracionais de forma
a compreenderem seu verdadeiro sentido. Ao formular exercicios, normalmente sdo
escolhidos numeros que facilitem os calculos, em conseqiéncia disso, ao se deparar com

problemas reais, 0 aluno se acha incapaz de resolvé-los.

“... as dificuldades de implementacdo do uso de calculadoras e computadores
nas escolas esbarram com a insisténcia de se querer manter os contelidos e 0s
objetivos tradicionais: habilidade em operacGes e resolucdo de problemas-tipo.
Calculadoras e computadores devem ser acompanhados por uma reformulacdo
de contelidos, deixando de lado coisas que s6 se justificam por estar no
programa ha muito tempo, e passando para coisas modernas, que nao poderiam
ser abordadas sem essa tecnologia.” (D’ Ambrosio, 1996, p.69)

Sendo assim, ndo basta simplesmente levar a calculadora para a sala de aula, é
necessario que as atividades a serem realizadas com ela sejam bem formuladas e tenham
seus objetivos bem tracados. Definitivamente, ndo é proibindo o uso das calculadoras em

sala de aula que teremos sucesso na formacéo dos alunos das geracGes futuras.



3 O ENSINO DA POTENCIACAO, DA RADICIACAO E DA FUNCAO
EXPONENCIAL NOS LIVROS DIDATICOS

Este capitulo tem por finalidade descrever e criticar a apresentacdo da
potenciacdo, da radiciacdo e da funcdo exponencial em duas colecBes de livros didaticos,
uma de ensino fundamental e outra de ensino médio. As falhas encontradas nestes livros
podem ser encontradas em outros do mesmo género. Ndo existe nenhum motivo especial

gue me tenha feito optar pelos que aqui se encontram.

Livro de Ensino Fundamental: GIOVANNI, José Ruy. A Conquista da Matematica: a
+ nova. Sdo Paulo: FTD, 2002 — Cole¢do a conquista da matematica

62 série

o Poténcia de um numero racional (Capitulo 1)

Apds explorar um exemplo pratico da aplicacdo da potenciacédo o livro apresenta

a seguinte definicéo:

Dado um nGmero racional a e um nimero natural n, com n >1, a expressdao a" chama-

se poténcia e representa uma multiplicacdo de n fatores iguais ao nimero a.

a" =axaxaxaxax...xa

n. fatores

Séo dados exemplos envolvendo ndmeros racionais e sdo ressaltados os casos em

qgue n=0e n=1.
o Propriedades da Potenciacdo (Capitulo 2)
Nesta etapa sdo apresentadas 4 propriedades, todas introduzidas com um

exemplo numérico. Os enunciados das propriedades estdo descritos abaixo:

12 propriedade

Um produto de poténcias de mesma base pode ser escrito na forma de uma Unica

poténcia: conservamos a base e adicionamos 0s expoentes.

n

xa" =a™" sendo a0




22 propriedade

Um quociente de poténcias de mesma base, onde o expoente do dividendo é maior ou
igual ao expoente do divisor, pode ser escrito na forma de uma Unica poténcia:

conservamos a base e subtraimos os expoentes.

n

a":a"=a"",comaz0em=>n

32 propriedade

Uma poténcia de uma poténcia pode ser escrita na forma de uma Unica poténcia:

conservamos a base e multiplicamos 0s expoentes.

(@) =a™, com a=0

48 propriedade

Para elevar um produto de dois ou mais nimeros racionais a um expoente, elevamos

cada fator a esse expoente.

(axb)" =a" xb"

Ap0s a 42 propriedade é feita a seguinte observacéo:

Essa propriedade também pode ser aplicada quando temos um quociente.

Ao final deste capitulo o livro sugere um exercicio com o uso da calculadora,

ensinando quais teclas devem ser utilizadas para o céalculo de poténcias. Veja abaixo:

| Explorando a calculadora
alculaddra

Para calcular o valor de uma poténcia, por exemplo, 3, usando uma
calculadora simples, fazemos assim:

- R ER

visor
f.tsol’& @ COy ‘ Acé

Utilizando a calculadora e as propriedades da potenciagio, calcule:
a) 2 e} -3¢ &) 2525 409 8) (07 s 1) (@Y

b) 3% 72 d)3'-3* ssel f) (03)° oocorzs  h)(2,25)° svees038 ) (i)
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o NuUmeros quadrados perfeitos (Capitulo 3)

Neste capitulo é citada pela primeira vez a raiz quadrada exata de um numero

racional. A defini¢do apresentada ¢ a seguinte:

Se um ndmero representa um produto de dois fatores positivos e iguais, entdo cada fator

é chamado raiz quadrada do nimero.

o Potenciacdo de numeros inteiros (Capitulo 13)

Séo abordados apenas 0s casos em que a base é inteira e 0 expoente é natural.

Quando o expoente é um namero par, a poténcia € sempre um numero inteiro positivo.

Quando o expoente é um nimero impar, a poténcia tem sempre o mesmo sinal da base.

Para todo nimero inteiro a, definimos a* =a.

Para todo nimero inteiro a, com a = 0 definimos a° =1.

Propriedades da potenciacdo em Z

Sdo dados exemplos utilizando as mesmas propriedades vistas para numeros

racionais. E ressaltada a diferenca entre (—a)" e —a".

» Raiz quadrada exata de numeros inteiros (Capitulo 14)

Raiz quadrada exata de um numero inteiro € também um ndmero inteiro que, elevado ao

guadrado, da o nimero inicial.

A ndo-existéncia da raiz quadrada em Z

Considere as seguintes situacdes:
12 Qual é o numero inteiro que representa a raiz quadrada de 20?
Observamos que o nimero inteiro 20 ndo é quadrado de nenhum numero inteiro,
pois 4°=16 e 5°=25.
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Como ndo ha nenhum namero inteiro entre 4 e 5, podemos concluir que ndo é

possivel obter a V20 no conjunto Z.
22 Qual é o numero inteiro que elevado ao quadrado d& -25?
Sabemos que o quadrado de um numero inteiro nunca é negativo. Portanto, os
nUmeros negativos ndo podem representar quadrados de nenhum numero inteiro.

Isso significa que 0s nimeros inteiros negativos ndo tém raiz quadrada em Z, ou

seja, v/— 25 ndo existe no conjunto Z.

o Potenciacdo de nimeros racionais (Capitulo 21)
O livro relembra as definicdes que foram vistas para nimeros inteiros e cita
como propriedades validas para o conjunto Q as 3 primeiras propriedades estudadas no

segundo capitulo.

Expoente inteiro negativo

VVamos considerar os seguintes quocientes:
107 :10° e 10°:10°

Ambos representam quocientes de poténcias de mesma base, com o0 expoente do
dividendo menor que o expoente do divisor.
Observe agora:

Se aplicarmos a propriedade das poténcias, teremos:

10%:10° =10*° =10"

Se considerarmos o quociente na forma de uma fracédo, teremos:

10° 1010 1
10° 10-10-10 10

1 .
Se compararmos os resultados, temos que 10~ = 0" ou seja:

, . 4 1
Para todo nimero racional a, com a = Otemos que a™ =~
a

OBSERVACAO:
A propriedade utilizada aqui foi dada no Capitulo 2: Um quociente de poténcias
de mesma base, onde o expoente do dividendo é maior ou igual ao expoente do divisor,
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pode ser escrito na forma de uma Unica poténcia: conservamos a base e subtraimos 0s

expoentes.

m n

a":a"=a"",coma=0em=>=n

Foi Salientado m > n e agora, esta restri¢ao € ignorada.

Com tais atitudes, pode parecer ao aluno, que as restricbes impostas aos
dominios das variaveis envolvidas na operacdo ndo sdo importantes. E necessario que o
autor saliente que, neste momento, estamos pretendendo estender as propriedades
validas para expoentes naturais para um conjunto de ndmeros maior, que incluem
inteiros negativos. Vamos supor que esta propriedade seja valida quando o expoente do
dividendo € menor do que o expoente do divisor. Qual a conseqliéncia desta hipotese?
Conseguimos uma série de definicbes e propriedades validas para base racional e

expoente inteiro, positivo e negativo.

Apos fazer o mesmo para o exemplo 10° :10°, é colocada a seguinte definicéo:

. . 1 "
Para todo nimero racional a, com a = Otemosque a™" = — = (—j :
a

o Raiz quadrada exata de nimeros racionais (Capitulo 22)

Se um numero representa um produto de dois fatores iguais, entdo cada fator é

chamado raiz quadrada exata do namero.

Na 72 série, 0 assunto néo é tratado.
82 série
Neste volume, as definicdes abordam o conjunto dos numeros reais e 0s

exercicios envolvem a algebra.
« Poténcia de um nimero real com expoente natural (Capitulo 1)

As definicdes apresentadas sdo muito similares as do livro visto anteriormente.
Apesar de o titulo do capitulo mencionar os nimeros reais, 0s exemplos e exercicios

propostos abordam muito pouco o conjunto dos nimeros irracionais que ¢ mencionado

;s . , .. 1
apenas em um exercicio no qual é solicitado que se calcule o valor de V3.



O livro introduz outra maneira de utilizar a calculadora para célculo

potenciais. Veja a seguir:

alculadara

procedimento a seguir.

Essa tecla é usada para elevar
numeros a segunda poténcia ou
ao quadrado.

Para elevar 10 a segunda poténcia ou ao
quadrado (10°), basta teclar

e aparecera no visor

Lembre-se de que
hd algumas variagdes de
um tipo de calculadora

1. Hé uma curiosidade no calculo do quadrado,
do cubo e da quarta poténcia do nimero 11.
Os resultados sdo niimeros palindromos.

Usando uma calculadora, determine o valor
de 112_. 113e11% 112=121,11°=1331 e 11 = 14641

2. Investigue, com o auxilio de uma calculadora,
se o fato se repete com a quinta e a sexta poténcias
do ntimero 11.
O fato néo se repete: 11° = 161051 e 11° = 1771 561,

Vamos explorar o célculo de poténcias em calculadoras. Acompanhe o

——» Essa tecla é usada para elevar
um nimero a uma poténcia de
sua escolha.

Para elevar 10 a terceira poténcia ou ao
cubo (10°), basta teclar

LR BR

i : e
e aparecerd no visor

Se a sua
calculadora for do tipo
comum, vocé poderd usar
a multiplicagdo para
auxiliar no célculo de

/Jm niimero
palindromo € aquele que
ndo se altera quando lido -]

da direita para a esquerda

ou da esquerda para a
direita.

13

de

Propriedades da potenciacao

Dado um numero real a, ndo nulo, e sendo m e n dois nimeros naturais, entdo

am xan =am+n.
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Dado um nUmero real a, ndo nulo, e sendo m e n dois nUmeros naturais, entdo

Dado um numero real a, ndo nulo, e sendo m e n dois nimeros naturais, entdo

(am )n — g™

Dada a poténcia (a-b)" ou (a:b)", sendo a e b dois ndmeros reais ndo—nulos e n um
namero natural diferente de 0, temos:

(a-b)"=a"-b" ou (a:b)"=a":b"

 Poténcia de um numero real com expoente inteiro negativo (Capitulo 2)

Mesma abordagem feita no livro de 62 série.

Livro de Ensino Médio: PAIVA, Manoel. Matematica, volume Unico. Sdo Paulo:
Moderna, 2005.

 Potenciagédo e Radiciacdo em R

Poténcia de expoente inteiro

Definicdo
Sendo aum numero real e num numero inteiro, tem-se que:

a"=a-a-a-...-ra,sen>1
—/—/

n. fatores

a =a

a’=1

a‘“:—n,se a=0
a

Propriedades

m n m+n
=a

a -a

(conserva-se a base e adicionam-se 0s expoentes)

m

am":a"=a""

(conserva-se a base e subtraem-se 0s expoentes)
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(am )” — am-n

conserva-se a base e multiplicam-se os expoentes
p Y

(ab)" =a™ -b"

(distributiva da potenciacdo em relagdo a multiplicacéo)

[ij"‘ _a"
b b™

(distributiva da potenciacdo em relacao a divisao)
Radiciacdo

1° caso

Sendo num namero inteiro positivo, dizemos que a raiz n-ésima de um nimero

real ndo-negativo a é o nimero real ndo-negativo b se, e somente se, b" =a.

Em simbolos temos:

Se a é o nimero real ndo-negativo, entdo

fYa=beb"=a,combeR,

v Se no radical ¥a o indice nfor par e o radicando afor positivo, entdo existem

dois nimeros opostos b e —b tais que b" =a e (-b)" =a. Por convencéo,

adota-se apenas 0 nimero positivo como valor de Ya.

OBSERVACAO:

Com o texto acima, o autor induz o aluno a concluir que s6 existem duas raizes

com indice par, de um namero inteiro positivo. Esta conclusao tera reflexos no ensino

dos nimeros complexos e dos polinémios. Como aceitar, mais tarde, que todo polindbmio

de grau n tem n raizes?

2° caso

Sendo num namero inteiro positivo impar, dizemos que a raiz n -ésima de um

namero real negativo a é o nimero real negativo b se, e somente se, b" =a.
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Se a é o nimero real negativo, entdo

a=beb"=a,combeR”

Exemplos:
a) ¥-8=-2,pois (-2)°=-8
b) ¥-1=-1,pois (-1)° =-1
c) +/—9=2?(Qual é o nimero real cujo quadrado é igual a -9? No existe tal

ndmero.

Perceba que ndo existe em % radical de indice par e radicando negativo.
E importante observar que, sendo @ um nimero real e N um nimero natural impar,

tem-se:

Va-a

Exemplo:

V8- B

Propriedades
As propriedades a seguir s6 podem ser aplicadas para radicais com radicandos néo-

negativos. Obedecidas as condic¢des de existéncia, tem-se:

a
=nl—

b Vb
=4
iz -

Exemplos:

a) 5-32=%10

V8 _ 8 _,
S ~=%4
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¢) §5¢=35%
d) V8 =(/8f =2° =32
o) VT =%7=47

OBSERVACAO:
Com as explicagdes apresentadas no livro o aluno ndo poderia calcular, por

exemplo, Y-4-32=3 —8=-2 ja que é dito que as propriedades s6 podem ser
aplicadas para radicais com radicandos ndo-negativos. Logo, faltou esclarecer que as
propriedades também sdo validas para reais negativos se o indice da raiz é impar.

E interessante notar que a utilizacdo da calculadora no foi mencionada para o
calculo de raizes. Seria proveitosa a utilizacdo da mesma, a medida que mostraria a

importancia da utilizacdo das propriedades.

3 3 , , .
Calculando separadamente ¥—4 e 32 chegariamos a resultados bem proximos
de -2. Com tal exemplo é possivel para os alunos visualizar raizes inexatas. Se

executarmos o seguinte procedimento:
1. Calcular /-4 =-1587401052¢e colocar na memoria da calculadora.

2. Calcular 3/2 =1,25992105.

3. Efetuar a multiplicagéo.
Obteremos como resultado -2.

Poténcia de expoente racional

1° caso

Sendo a um numero real positivo e k e nnameros inteiros, com n >1, define-se:

Exemplos

3

a) 7¢=47°
1
b) 9°°=92=49=3

1
c) 16°% =16 4 =4/16" =z§/%=%
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2° caso

Sendo k e nnumeros inteiros positivos, define-se:

k
o =%0* =0

Exemplo

4
03 =3/0* =3/0=0

OBSERVACAO:
Neste momento, o autor deveria salientar que ndo € possivel aplicar tal regra
quando a < 0, dando contra-exemplos:

a) V(_ 4)2 =\/E=4 e (_4)% :(_4)1 :_4’ |Ogo V(_ 4)2 ;é(_ 4)%
py V(-8 =¥64=4 (-8) 204 definido

A calculadora indica “Math Error”. Por que isso ocorre?

Comentarios sobre o uso da calculadora na escola

Muitos outros exemplos podem ser dados com o auxilio da calculadora. Os
alunos deveriam ter a oportunidade de encontrar essas incoeréncias na sala de aula e
poder discuti-las com o professor, que deveria estar preparado para responder. Por serem

questdes dificeis, os livros didaticos omitem estes exemplos.

. y 0,333...

Usando a calculadora, o professor deveria dar exemplos como: 8 ‘e8
salientando que sdo numeros parecidos, mas ndo iguais, pois a calculadora nao
trabalha com nimeros na forma decimal infinita, apenas com aproximagfes com nimero

finito de casas. E, além disso, esclarecer que a primeira poténcia é calculada como sendo

[ 0,333...
V=8=-2 por outro lado, (_ 8) corresponde a “Math Error”, ou seja, ndo é um

nUmero que se possa calcular. Por qué?

Num primeiro momento, pode-se pensar que a calculadora, ao encontrar um
ndmero do tipo a*, com a real ndo nulo e diferente de 1, e x racional, vai, QUASE
SEMPRE, tentar transformar x numa fracéo e verificar o indice da raiz correspondente.

Se o indice é par e a base é negativa, o calculo ndo é feito.

(_ 8)0,333 _ (_ 8)% _ 1000’(_ 8)333
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0,22
Esta raiz ndo existe, pois a base € negativa e o indice é par. Mas (=8) e

22

22 100/(_ Q)22
(=8)™ correspondem a “Math Error”, na calculadora, enquanto (-8) pode ser

calculado. Logo NAO é esta a ldgica da calculadora. Buscando outros exemplos, vemos

. ; 2 3
que: (_ 32)01, (_32)03, (_32% e (_ 32)4 ndo estdo definidos, correspondem a “Math

Error”. Mas (-32)°2=-2, (-32)5=-2 e %/-32=(-32)"° =(-32)"*" =2, mas

W(-32)* =2. Por qué?

(-32)*" e (—32)"° sdo tratadas como raizes de nimeros negativos com indice

10, que é par: O,1=i e 0,3:3
10 10

Mas, como dissemos anteriormente, esta l6gica nem sempre funciona. Quando a
calculadora se depara com raizes impares de numeros inteiros negativos, ela age para

efetuar o célculo, como foi programada.

(-32)% =-2 (-32)% =-2 4 (-32)"™" =-2

Todas estas poténcias sdo transformadas em V=32 Mas observem
(-32)"* = -2 = Y(-32)* =2, pois em primeiro lugar, a calculadora faz (—32)* e obtém

um numero positivo, para, entdo, calcular raiz décima. Esta aparente incoeréncia € um

bom exemplo para mostrar que a propriedade de transformacdo de poténcias em raizes

. - : . (=32)% _32)%
ndo € sempre valida para bases negativas. As expressoes ( 32) e ( 32)
correspondem a “Math Error”, pois ndo sdo transformadas em raizes impares. Estes

casos sdo mais dificeis de explicar, pois, transformando estas poténcias em raizes,

teriamos: (- 32)% ={/(-32) =4 e (- 32)% =3/(-32)° =-8

Porque a calculadora ndo da estes resultados? Novamente temos um bom
exemplo para mostrar que a propriedade de transformacdo de poténcias em raizes nao é
sempre valida para bases negativas.

Estas discussdes precisam ser colocadas na sala de aula, caso contrario, os alunos
ndo saberdo agir quando confrontados com um problema real, em que o calculo das
raizes envolve indices na forma decimal. Nos problemas reais, os nimeros, em geral, se

apresentam na forma decimal.
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Vamos procurar justificar a légica da calculadora utilizada nesta pesquisa com o
auxilio da tabela. Os espacos em branco correspondem a “Math Error” mostrado pela

calculadora.
Expoentes decimais
Base
0,1 0,2 025 | 03... | 04 | 05 | 06... 0,7 0,04 0,9 0,008
-4 -1,32 -1,05 -1,011
8 -1,52 -1,08 -1,016
Expoentes fracionarios irredutiveis
Base
1/10 1/5 1/4 1/3 2/5 | 1/2 | 2/3 1/7 1/25 1/9 1/125
4 -1,32 -1,59 -1,22 -1,05 -1,17 -1,011
-8 -1,52 -2 -1,35 -1,08 -1,26 -1,016
Expoentes fracionarios
Base
2/10 4/12 3/21 5/45
-4 -1,32 -1,59 -1,22 -1,17
-8 -1,52 -2 -1,35 -1,26

Os célculos foram feitos com uma calculadora Casio, fx-82MS, cientifica, escolar.

Aparentemente, essa calculadora foi programada para calcular poténcias com

base negativa apenas quando os expoentes podem ser reduzidos a uma fracdo do tipo

. 1 1 1 1 1 - ~ .
(1/numero impar), como =, =, =, —, ——, etc. Nesta ldgica, sdo aceitos expoentes
3 5 7 25 125
S _ . N n n
fracionarios com maultiplos tais como —, —, —, etc.
3n 5n 7n
Do mesmo modo, um expoente na forma decimal é aceito se é uma
representacdo decimal finita de uma fracdo do tipo (1/ impar), como 0,2:%;
0,04=i; 0,008=i; etc.
25 125

Todas as demais poténcias com base negativa e expoentes racionais ndo sao

calculadas.



Voltando ao livro.de ensino médio

Poténcia de expoente irracional

Como poderiamos definir a poténcia 329

Sabemos que /2 =1,41421356... 6 um nimero irracional. Para definirmos 32,
consideremos as seguintes tabelas:

Valores x de /2 Valores t de +/2
aproximados por falta aproximados por excesso
Com uma casa decimal 1,4 1,5
Com duas casas decimais 1,41 1,42
Com trés casas decimais 1,414 1,415
Com quatro casas decimais 1,4142 1,4143

Valores 3* em que x é valor| Valores 3' em que t ¢ valor

de /2, aproximado por falta| de V2, aproximado por

€XCEeSSO
3" = 4,655536722 3" =5,196152423
3" = 4,706965002 3% = 4,758961394
3" = 4,727695035 3" = 4,732891793
34414 = 4,72873393 3"% = 4,729253463

Os valores nas colunas que ddo 3* e 3' convergem para um mesmo nimero.

Esse namero é definido como 3¥2. Observe que, até onde fomos nas tabelas
percebemos:

4,72873393 < 3'2 < 4,729253463

De maneira analoga, define-se qualquer poténcia de expoente irracional e base
a,comaeR,.

Sendo t um ndmero irracional positivo, tem-se:
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v As cinco propriedades enunciadas para poténcias de expoentes inteiros,
continuam validas para poténcias de expoentes irracionais. Vejamos alguns
exemplos.

a) 5V2 .22 _gV2+2v2 _ g3v2

b) 357 . g7 _ 3577 _gn

o [2)7 =3 37 _9

d) (3a)* =3".a"® coma>0

Exemplos que faltam na escola e que podem ser explicados com a calculadora:
Caélculo das poténcias para nimeros da forma decimal infinita periddica ou néo.

1) (ﬁ)3,7r3 ou [%] .
. (V2] =41 = a1 @41)- (141) = 2803221

. (ﬁ)s =~ (1,414)° = (L414) - (1,414) - (1,414) = 2,827145944

e 7°=(314)° = (314)-(314) - (314) = 30,959144
e 7°=(3141)° = (3141)-(3141) - (3141) = 30,98873222

3

. % ~ 0,33° = 0,035937
1 3
+ || =0383 - 0.036026037
1 3
+ || =038333" ~0037035025
3
. % _ 2—17 ~ 0.037037037

Quando colocamos na calculadora cientifica obtemos:
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(V2] = 2828427125
7 = 31,00627668

1 3
(gj = 0,037037037

2) 22

Estamos interessados em definir poténcias cujo expoente é irracional, como, por

exemplo, 22, Para isso, é preciso lembrar que ~/2 ¢ o limite de uma sequéncia de
nameros racionais: 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...

Define-se 2¥2como o limite da sequéncia de poténcias com expoentes racionais:
21,4’ 21,41' 21,414’ 21,4142 .

Este numero é irracional e SO pode ser expresso como uma aproximacao por
racionais.

Podemos calcular, por exemplo: 2-*

Lty
100 100

Logo, 244 = 214%00 _ 100141 _ 9100/541

E um numero irracional, real, positivo e s6 podemos ter uma aproximacao

decimal, usando a calculadora: 2** =~ 2,65.

. V2
Aplica-se 0 mesmo processo para v/2 .

Logo, podemos obter resultados tdo proximos da realidade quanto queiramos.
Com o uso da calculadora o estudo dos nimeros irracionais, bem como o das poténcias
que envolvem esse conjunto numeérico, poderia ser estudado tranquilamente, ja que a
desculpa usual dos professores para ndo trabalhar com numeros desta forma € a
dificuldade para efetuar os calculos. Os professores devem estar cientes de que
ignorando o0 conjunto dos ndmeros irracionais, estardo privando o aluno de ter o
completo entendimento sobre a importancia que a extensdo dos conjuntos numéricos

representa na matematica.
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Voltando ao livro de ensino médio

e Funcdo Exponencial

Chama-se de fungdo exponencial toda fungdo f : % — R, tal que f(x)=a*, com

aeR, ea=l

Propriedades

Sendo a>0ea=1l,tem-se: a*=a’ < x=y.

A funcédo exponencial f(x)=a* é crescente em todo o seu dominio se, e somente

se, a>1.

YA
f(x)=a*(coma>1)

Tem-se entdo: @ >a* < X, > %,Va,comaeRea>1

A funcdo exponencial f(x) =a” é decrescente em todo o seu dominio se, e somente

se, 0<ax<l.

Y A
fix)=a* (com0D<a<1)

Tem-se entdo: @ >a™ < x, <x,Va,comaeR e 0<a<l
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OBSERVACAO

Este autor define a fungdo exponencial com muita naturalidade, generalizando a
operacdo de potenciacdo para base real positiva.

Neste momento, € valido perguntar por que s6 sdo definidas as funcGes
exponenciais com base real positiva. Este € 0 momento de propor fazer o tracado de uma

funcéio como y = (—2)" para guestionar o que acontece; como fazemos a seguir.
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4 UMA EXPERIENCIA ENVOLVENDO O USO DA CALCULADORA

Essa atividade foi aplicada em um grupo de cinco alunos da primeira série do
Ensino Médio de um colégio estadual da cidade de Porto Alegre. Teve como objetivo
principal observar aspectos relacionados ao uso da calculadora e a compreensdo do

conceito de funcéo pelos alunos.
ATIVIDADE
Contetdos Abordados: Potenciacdo e Funcao e Equacdo Exponencial
1. De acordo com as fungdes de dominio e imagem real dadas abaixo, complete as

tabelas com o auxilio de uma calculadora e utilize os sistemas de eixos coordenados
dados para desenhar cada grafico: (Utilize apenas uma casa apos a virgula.)

a. y=2"
TABELA 1 TABELAZ
X y X y
_2 0
-1 0.25
0 05
1 0,75
2 1




Olhando para o gréfico, responda:

1. Paraqual valor de x temos y =17
2. Paraqual valor de x temos y=2?
3. Para qual valor de x temos y=47?

4. Mostre algebricamente cada um dos resultados das letras a,b e c, utilizando o seu
conhecimento sobre equacdes exponenciais.

5. Usando a calculadora e o gréfico tente encontrar para quais valores de x temos:
e y=075

e y=125
b. y=(-2)"

TABELA 1 TABELA 2
X y X y
-2 0

-1 0,25

0 0,5

0,75
2 1
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Roteiro do Professor:

v Entregar a folha de atividades e a calculadora.

v" Perguntar aos alunos se eles sabem como fazer a operacédo de potenciacdo na
calculadora. Em caso negativo, ensina-los.

v Deixar que os alunos completem as tabelas e marquem os pontos no grafico.

v' Ao trabalharmos com a fungéo y = (- 2)*com x racional, a calculadora dara a

mensagem de “erro”.

Explicar o procedimento da calculadora:

+ (2% = (—2)% =+/—2 ¢ R, pois é raiz quadrada de nimero negativo. Por
isso a mensagem de erro. O mesmo acontece com (—2)%% = (—2)% =4-2 ¢
com (=2)°7 = (-2) =4/"8.

+ (-2 = (—2)}/5 =3/=2 e R. Explicar aos alunos que a calculadora busca
fazer o calculo transformando o expoente decimal em fracdo e buscando a
raiz, quando:

1) O expoente corresponde a uma fragdo (1/nimero impar);

2) Esta fracdo resulta num namero decimal finito.

Observar que se 0 expoente é 1/7 ou 1/9, o resultado é MathError.
Por isso, tem-se o cuidado de definir esta propriedade apenas para numeros

positivos.
v Observar se os alunos irdo ligar os pontos marcados no grafico (b). Explicar que

ndo é possivel fazé-lo, pois para diversos valores de x ndo encontramos o valor

correspondente de y. Sendo assim a fun¢do dada ndo é uma funcéo real.

Aspectos a serem observados:

v Os alunos sabem calcular poténcias com expoente inteiro usando calculadoras?
v Os alunos tentardo passar de graficos de funcdo com dominio Z para dominio R,

apenas juntando os pontos do primeiro grafico, numa linha continua?
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v Os alunos sabem calcular poténcias com expoente fracionario ou decimal usando
calculadoras?

v Os alunos tém idéia dos diferentes nimeros que estdo representados na reta real e
de como calcular com eles?

v A calculadora auxiliou os alunos na compreensdo da operacédo de potenciacao
com reais?

v A calculadora auxiliou os alunos na compreensao da funcéo exponencial e de seu

gréafico?

OBSERVACOES:

Primeiramente, foram entregues a folha de atividades e as calculadoras. Ao
iniciar o preenchimento da tabela 1, alguns alunos ndo utilizaram a calculadora,
preferindo aplicar as propriedades da potenciacdo vistas em aula. Além disso, apos
marcarem todos os pontos desta tabela no grafico, ligaram os pontos tragando a
curva da funcéo exponencial. Nao foi possivel observar qual seria 0 comportamento
dos alunos caso a funcdo exponencial nunca tivesse lhes sido apresentada, ja que
esse conteldo ja havia sido trabalhado em aula. 1sso mostra que para os alunos ja se
tornou habitual unir os pontos apenas calculando-os para valores inteiros de x. Além
disso, alguns alunos “param” o grafico da funcdo nos extremos calculados nas
tabelas, o que mostra que eles ndo entendem o sentido de o dominio ser todo o

conjunto dos reais.

Ao terem gue preencher a tabela 2, foi possivel observar que os estudantes nunca
haviam efetuado uma operagédo de potenciagéo utilizando a calculadora. Ao tentar

efetuar 2°% a primeira tentativa foi transformar o expoente decimal em expoente
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fracionério, para entdo pensar em utilizar a calculadora. Porém os alunos também
ndo sabiam como utilizar a maquina para efetuar 42, ja que estavam habituados a
operar somente em calculadoras simples (que possuem apenas a tecla \/_). A

primeira pergunta feita por eles foi como utilizar a calculadora cientifica para efetuar
tais céalculos. Mostrei-lhes, como exemplo, o calculo com expoentes inteiros. Eles
entdo conseguiram efetuar o célculo com o expoente decimal. Porém, ao se
depararem com o resultado obtido, alguns alunos achavam que a resposta estava
errada, pois ndo era um ndmero inteiro. Esse fato sugere que os alunos nao tém o
habito de trabalhar com ndmeros irracionais em sala de aula. Expliquei que, nesses
casos, utilizamos aproximacgdes. Alguns alunos preencheram a tabela arredondando
para mais, outros para menos. O que mostra que de alguma forma ja haviam se
deparado com situacGes em que o arredondamento era necessario. Ao terminarem o
preenchimento da segunda tabela, marcaram com extrema dificuldade os pontos no
gréfico. Valores que deveriam ser simples de serem interpretados por alunos que
freqlientam o ensino médio, como, por exemplo, 0,25, despertavam muita
inseguranca nos alunos.

Em relacdo as questdes colocadas ap6s o primeiro gréafico, foi possivel notar que
existia uma dificuldade muito grande na interpretacdo tanto dos graficos quanto na
pergunta que era feita. Calcular o valor de x a partir de aproximagdes observadas no
gréfico era um exercicio que nunca havia sido colocado para eles.

Na questdo (5), foi possivel, para os alunos, perceber que questdes daquele tipo
sO poderiam ser resolvidas com o uso da calculadora, ja que ao precisar calcular o

valor y a partir dos valores dados para x, sdo encontrados valores ndo inteiros (e

até mesmo irracionais) para os expoentes.

Ao preencher as tabelas da questao (b), nenhum dos alunos sabia explicar por que
a calculadora apresentava a mensagem de erro. Ao terminar o preenchimento da
tabela 2, os pontos foram marcados e entdo alguns alunos desconfiaram que 0s
pontos ndo pudessem ser ligados, porém ndo sabiam como justificar tal fato. Um
aluno ligou apenas 0s pontos que se encontravam acima do eixo x e uma aluna ligou
todos os pontos do grafico. Tal fato sugere que nem mesmo o conceito de funcédo é

bem entendido por esses alunos. Veja abaixo os graficos desenhados pelos alunos:
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5 TEORIA MATEMATICA DA POTENCIACAO

Até o século XIX, os nimeros naturais eram vistos como cole¢des de unidades;
fracBes eram razdes entre quantidades; nimeros reais eram comprimentos de segmentos
e nameros complexos eram pontos do plano. Mas o0s matematicos ndo estavam
satisfeitos com os resultados baseados nestas nocGes intuitivas. Nessa perspectiva, foi
formulado um principio geral para direcionar qualquer generalizagdo do conceito de
namero: o principio da permanéncia das leis do calculo. Para construir um novo sistema
numérico, como extensdo de um sistema dado, as operagdes devem ser definidas de tal

modo que as leis existentes permanecam (Caraca, 1998).

Seguindo este principio, define-se:

1) Poténcia de base real e expoente inteiro ndo nulo.

Xx#0,n>0
X" =X-X-...-X
_

n.vezes

X—n — (X—l)n :[ij

e . 1
Justificativa para x " == .
X

Pelo principio de permanéncia, ao ampliarmos o dominio numérico, dos naturais
para os inteiros, as propriedades da operacdo, validas para os dominios anteriores devem
permanecer validas. Assim, podemos utilizar a propriedade da multiplicacdo de

poténcias de mesma base.
_ _ 1 41
Vemos que: x- X =x" =x° =1. Mas sabemos que x-—=1, logo x* ==.
X X

Igualmente valem, para X inteiro e X real.

° X0:1
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Propriedades validas para base real e expoente inteiro, ndo nulos.

I )bm .p" =p™"
1)b" +b" =b™"
) =b™

IV)@-b)'=a"-b"

o5

2) Poténcia de base real ndo nula e expoente fracionario nédo nulo.
Neste momento € imprescindivel que facamos a relacdo da potenciacdo com a

radiciacéo.
1. Base real positiva

= X real e n inteiro.

e x>0en>0:¥Yx=yoy"=x

m .
= X real e — racional.
n

m m _m 1
e x>0e —>0: XAZ\”/Xm e X A:
n N x

m

3) Poténcia de base real ndo nula e expoente real ndo nulo.

1. Base positiva

X €y reais e X positivo.
A - y
Poténcia X', x>0¢ ¥ #0
« L m ., .
e Se x e Yy sdo racionais, y =—, ja visto.
n
e Se x ou y éirracional, define-se a poténcia x* como limite de sequéncias

de nimeros racionais.

Todas as propriedades acima permanecem validas.



2. Base negativa

Propriedades que néo sao validas quando a base é negativa:

Va=bob"=a
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Como ja vimos, existem resultados que ndo permitem uma definicdo geral.

Existem simbolos formados com nameros reais, utilizando as opera¢des de potenciacao,

radiciacdo e logaritmacéo que ndo correspondem a nimeros reais.

Os numeros reais sao insuficientes para dar sentido a simbolos como estes:

. ()"

e (-3)°

. (2%

e log,(-1)

Estes simbolos terdo significado no campo dos nimeros complexos.

Definicdo da Funcdo Exponencial na matematica superior

Em nivel superior, diferentemente do que é feito no ensino médio, é usual definir

a funcéo exponencial a partir da definicdo de logaritmo. Encontramos a mesma idéia no

livro Logaritmos de Elon Lages Lima (Lima, 2008) e no site Matematica Essencial,

disponivel em http://www.mat.uel.br/matessencial/medio/expolog/logaritm.htm.

Deste site, selecionamos alguns trechos.

Definicdo de Logaritmo

O logaritmo natural (ou neperiano) de u, muitas vezes, denotado por In(u), pode

ser definido do ponto de vista geométrico, como a area da regido plana localizada sob o

- 1 . : .
gréfico da curva y =—, acima do eixo y =0, entre as retas x=1 e x=u, que esta no
X

desenho colorido de vermelho.
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y=1/x

x=1
x=u

¥=0

A area em vermelho representa o logaritmo natural de u, denotado por Ln(u). Em

funcdo do grafico, em anexo, usaremos a definicao:
In(u) = area(l,u)

Se u >1, aregido possuird uma area bem definida, mas tomando u =1, a regido
se reduzira a uma linha vertical (que ndo possui area, ou seja, possui area nula) e neste

caso tomaremos In(1) = area(l,1). Assim:

In(1) = 0

Quando aumentamos os valores de u, esta funcdo também aumenta os seus

valores, o que significa que esta funcéo e crescente para valores de u > 0.

Propriedades gerais dos logaritmos

Com o uso deste conceito fundamental da Matematica, é possivel demonstrar
varias propriedades dos Logaritmos naturais (0 que nao sera feito aqui), para niameros

reais positivos x e y e para qualquer nimero real k, desde que tenham sentido as

expressdes matematicas:

Propriedades bésicas dos logaritmos naturais

1. In(l)=0

2. In(x-y)=1In(x)+In(y)
3. In(x*)=k-In(x)

4. |n(f]=ln(X)—ln(y)

y
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Em http://www.mat.uel.br/matessencial/medio/expolog/exponenc.htm encontramos:

A Constante e de Euler

Existe uma importantissima constante matematica definida por
e =exp()

O ndmero e € um namero irracional e positivo e em funcdo da definicdo da

funcdo exponencial, temos que:

In(e)=1

Este numero é denotado por e em homenagem ao matematico suico Leonhard

Euler (1707-1783), um dos primeiros a estudar as propriedades desse nimero.
O valor deste nimero expresso com 40 digitos decimais é:

e =2,718281828459045235360287471352662497757

Conexao entre 0 numero e e a funcdo exponencial

Se x € um numero real, a funcdo exponencial exp(.) pode ser escrita como a

poténcia de base e com expoente X, isto é:
e* =exp(x)

Significado geométrico de e

Tomando um ponto v do eixo OX, com v>1 tal que a area da regido do

primeiro quadrante localizada sob a curva vy =% e entre as retas x=1e x=V seja

unitéria, entdo o valor de v seraigual a e.
v=1/x

1ho-oo- Area = 1 unidade
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Propriedades béasicas da funcdo exponencial

Se x e y sdo numeros reais e k € um numero racional, entdo:

y = exp(x) se, e somente se, x = In(y).
exp[In(y)] =y paratodo y > 0.

In[exp(x)] = x para todo x real.

A wo nhpoPE

exp(x+y) = exp(x)-exp(y)

6. exp(x-k)=[exp(x)[

A funcdo exponencial

A funcéo exponencial natural € a funcdo exp: R — R, , definida como a inversa

da funggo logaritmo natural, isto é: Inexp(x)] = x e exp[In(x)] = x

O gréfico da fungdo exponencial é obtido pela reflexdo do gréafico da fungédo

Logaritmo natural em relacédo a identidade dada pelareta y = x.

2 A

Como o dominio da funcdo Logaritmo natural é o conjunto dos nimeros reais
positivos, entdo a imagem da funcdo exp € o conjunto dos numeros reais positivos e
como a imagem de In € o conjunto R de todos os numeros reais, entdo o dominio de

exp também é o conjunto R de todos 0s nimeros reais.
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Observagdo: Através do grafico de f(x)=exp(x), observamos que:
1. exp(x)>0 se x é real
2. 0<exp(x)>1se x<0
3. exp(x)=1se x=0

4. exp(x)>1se x>0

Outras funcdes exponenciais

Podemos definir outras fungdes exponenciais como g(x)=a* onde a é um

namero real positivo diferente de 1 e de 0.

Por definicdo de logaritmo, In(x) é sempre positivo. Mas para que a seja a base
de uma funcio exponencial, teremos a=exp(In(a)). E a funcio torna-se:
a* =exp(In(a))*, mas exp(In(a)) é necessariamente positivo (pela definigdo acima, a

partir do logaritmo).
Logo a é necessariamente positivo.

« Se a=0, teremos a fungdo nula g(x)=0.

« Se a=1, teremos a fungio constante g(x)=1.

Por isso consideramos a positivo, diferente de O e 1.

Esta definicdo pode levar a outras expressdes para as fungdes poténcia de x. Em

1
particular: y=x", com x real e n natural impar, poderia ser representada por

1 1
y = exp(ln(x))ﬁ. Mas y = x" também pode ser representada por y = %/x , no caso de n

ser impar.
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Estas duas opcdes para representacdo influenciam no dominio da funcéo.

1
1. Dominiode y=x", para n impar, é o conjunto dos reais.
2. Dominio de y =4%/x , para n impar, é o conjunto dos reais.

1
3. Dominio de y =exp(In(x))n para n impar, é o conjunto dos reais positivos.

Podemos citar aqui o trabalho de Guimaraes (2002, pag.159). Seus alunos foram

1
solicitados a tracar e observar os graficos da fungdo y = x* com o software Derive

-8.5

E com o software Graphmatica:
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Um dos gréficos reduz o dominio da fungdo aos reais positivos, enquanto que o

outro utiliza todo o conjunto dos reais. Os alunos concluiram que em alguns ambientes a

1
funcéo é computada como y = exp(In(x))» e In(x) ndo esta definido para x < 0. Logo,
somente a metade do grafico é produzida. Ou seja, 0s softwares trabalham com logicas

diferentes, na construcdo deste gréfico.

Refletindo sobre campos de validade da fungdo, decidiram que o grafico com
dominio mais amplo € o correto, visto que ndo ha valores negativos de x que invalidam

a existéncia da funcéo.

Para o professor que pretende utilizar tecnologia na sala de aula, é importante
saber analisar as diferentes légicas dos recursos que vai usar e tornar resultados que sao

aparentemente contraditorios uma fonte de reflexdo e analise sobre o conceito.

A funcao exponencial no dominio dos nimeros complexos

Relacdo de Euler

Se estendermos o dominio da funcéo para nimeros complexos, podemos definir
a funcdo exponencial com base qualquer, positiva ou negativa. Para isto, usamos a

relacdo de Euler:

Se i € a unidade imaginaria e x € um numero real, entdo vale a relacéo:

e™ = exp(ix) = cos(x) + isen(x)

Se z € um numero complexo z=a+ib, definimos a funcdo exponencial

complexa:
e*™ = exp(a+ib) = e*(cos(b)+isen(b))
Com esta relagdo, sabemos que e = cos(z)+isen(z) = -1.

Assim, se k é um namero real positivo, —k =k -e”

Para x um namero real qualquer, temos :
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(k)" =(k-e™J =k*-e™ =k*(cos(m)+isen(zx))

Desta forma, no campo dos complexos é possivel calcular os exemplos vistos no

capitulo 1:
1. (-8)" =8%(cos(%”j+ isen(%’fn _3 82(—%+ i g] - {_%n g} =2+ (243}

2. (-32)% = 327 (cos[%”j + isen[%’”D ~%/322(0,309 +i-0,951) = 4(0,309 + i - 0,951)

Tais explicagdes no Ensino Médio podem ser complicadas, mas teriam o objetivo
de mostrar uma aplicacdo interessante dos nimeros complexos e também de ajudar a
evitar que os alunos cometessem erros ao aplicar as propriedades da potenciacdo quando
a base for negativa. Além disso, um aluno de nivel médio deve ter consciéncia sobre a
importancia desse conjunto numérico na matematica. O professor deve salientar que
muitas outras questdes que o conjunto dos nameros reais ndo é suficiente para explicar

sdo respondidas gracas aos numeros complexos.

Primeiro Teorema Final da Aritmetica: Do ponto de vista aritmético nao €

preciso ampliar o campo dos numeros complexos, pois ele é suficiente para dar sentido a
todas as operacOes aritméticas racionais, algébricas irracionais e as operacdes
transcendentais. (RIPOLL, 2006, p.270)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao analisar como a operacdo de potenciacao é definida na escola, desde o nivel
fundamental, a partir dos livros didaticos, verificamos que o ensino deste contedo

inicia-se na sexta serie. A definicdo da potenciagdo como uma operacao que a cada par
de numeros reais (a,b) associa outro nimero real indicado pelo simbolo a° refere-se a

base racional e expoente natural, e amplia-se na oitava até a base e o expoente tornarem-
se numeros reais. Nesta passagem, existem omiss@es dos livros didaticos:
1. A medida que os conjuntos ampliam-se, as propriedades sdo estendidas, sem
que o autor explicite o principio da permanéncia, que justifica esta extensao;
2. S&o enfatizadas restricdes proprias dos nimeros reais, sem comentarios sobre
a existéncia de um conjunto mais amplo, os complexos, 0 que pode vir a

prejudicar a compreensdo no futuro. Por exemplo, o livro enfatiza que, se no
radical ¥/a o indice n for par e o radicando a for positivo, entdo existem dois

nimeros opostos b e —b tais que b" =a e (-b)" =a. Por convencéo,

adota-se apenas 0 nimero positivo como valor de ?/a . Isto ndo é verdade no
dominio dos complexos.

3. Livros atuais sugerem o uso da calculadora, mas o restringe a exemplos “bem
comportados”, impedindo o uso critico mais amplo. Inclusive evita a analise

do “Math Error” da calculadora, que poderia ser fonte de investigagéo.
No nivel médio, é definida a fungdo real de variavel real y=a*, com a>0 e

a=1. O livro adotado define funcdo exponencial percorrendo um caminho que parece
natural: das poténcias com base e expoente inteiros para as poténcias com base e
expoentes reais, restringindo a base para nimeros positivos, sem justificar tal restricéo.
A justificativa consiste em dizer que as propriedades da poténcia ndo séo validas se a
base for negativa ou nula. Cabe perguntar, por que ndo € possivel definir a funcao,
apenas porque as propriedades ndo sdo validas. Uma boa justificativa poderia ser dada
pela calculadora, mostrando os indmeros casos de “Math Error”, mas isto nao é feito.
Mesmo se fosse esta a explicacdo, ainda resta a perguntar: porque existem alguns valores
de poténcia com base negativa que a calculadora apresenta e outros ndo? Ao estudarmos
a matematica da fungdo exponencial, verificamos que ela é definida a partir da definicdo
de logaritmo natural e do nimero “e”, que representa uma area e, portanto, € positivo.

Este caminho elucida a questdo da necessidade de assumir base positiva.
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O trabalho inclui sugestdes para os professores no sentido de desenvolver nos
alunos habilidades para a utilizacdo da calculadora, como facilitadora no entendimento
de conceitos abstratos da matematica, como por exemplo, a no¢do de ndmero irracional.
Varios autores sugerem sua importancia, mas é preciso que o professor saiba utiliza-la
para investigacdo e ndo somente como ferramenta de célculo.

Com a atividade proposta no capitulo 3 sobre funcdo exponencial foi possivel
perceber erros comuns aos alunos — como tentar fazer o grafico da funcdo exponencial
real de base (-2), unindo pontos obtidos para y positivo e ignorando aqueles valores em
que y assumia valores negativos — que podem ser atendidos com o uso da calculadora.

Também procuramos explicar a logica desta maquina no calculo de valores de
poténcias reais, mostrando dois tipos de tratamento dado as poténcias de base negativa
com expoente decimal. A calculadora apresenta valores, se 0 expoente for um nimero
na forma decimal finita que representa um ndmero fracionario da forma (1/impar), como
(1/5) ou (1/125), mas ndo o faz para nimeros que sdo aproximacgdes de decimais
infinitas, representantes de (1/7) ou (1/9), por exemplo. Entretanto, se o expoente for
fracionario, fracdo equivalente a, (1/impar), como (1/7) ou (3/21), o calculo é feito. A
I6gica para bases negativas e expoentes fracionarios ou decimais parece ser: fazer os
calculos que coincidem com raizes impares de nimeros negativos e ndo fazer qualquer
outro calculo em casos diferentes.

N&o estudamos a logica de calculadoras diferentes, porém encontramos um
trabalho que salienta esta diferenca nos softwares graficos, permitindo pensar que o
mesmo pode ocorrer nas calculadoras.

Concluimos que o uso da calculadora na sala de aula de matematica pode
proporcionar atividades de simulacédo e de investigacdo que a didatica usual ndo inclui.
Se o professor souber de todas as habilidades que podem ser desenvolvidas com o uso da
calculadora em sala de aula, é possivel que ele passe a inclui-la em seu planejamento.

Este trabalho tem a pretensao de ser Util para estes professores.
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