UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Solucoes Iterativas de Sistemas Lineares
Esparsos Derivados de Formulacoes Nodais
da Equacao de Transporte de Particulas
Bidimensional

por

Francisco Wagner de Moura

Dissertagao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Prof®. Dr?. Liliane Basso Barichello
Orientadora

Porto Alegre, Junho de 2018.



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

de Moura, Francisco Wagner

Solugoes Iterativas de Sistemas Lineares Esparsos Deri-
vados de Formulacoes Nodais da Equacao de Transporte de
Particulas Bidimensional / Francisco Wagner de Moura.—
Porto Alegre: PPGMAp da UFRGS, 2018.

88 p.: il.

Dissertagao (mestrado) — Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2018.

Orientadora: Barichello, Liliane Basso

Dissertacao: Matemaética Aplicada,
Teoria de Transporte

i




Solucoes Iterativas de Sistemas Lineares
Esparsos Derivados de Formulacoes
Nodais da Equacao de Transporte de

Particulas Bidimensional

por

Francisco Wagner de Moura

Dissertacao submetida ao Programa de Poés-Graduacao em
Matematica Aplicada do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, como requisito parcial

para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Teoria de Transporte de Particulas
Orientadora: Prof*. Dr®. Liliane Basso Barichello

Banca examinadora:

Dr*. Regina Célia Cerqueira Leite
Laboratério Nacional de Computacao Cientifica

Prof*. Dr?. Patricia Rodrigues Fortes
UFSM - Frederico Westphalen

Prof. Dr. Rudnei Dias da Cunha
Instituto de Matematica e Estatistica - UFRGS

Dissertacao apresentada e aprovada em
Junho de 2018.

Prof. Dr. Carlos Hoppen
Coordenador

1l



v

“Faith’s shield is
hammered out by the

blows of unbelievers.”



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a minha orientadora por toda a paciéncia com

este aluno nada exemplar.
Agradeco a meus pais pelo incentivo, amor e suporte sempre.

Aos amigos que estiveram ao meu lado quando precisei, obrigado.



Sumario

LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . ... ... ... . ... .. viii
LISTA DE TABELAS . . . . . . ... ... ... .. ... .. ...... ix
LISTA DE SIGLAS . . . . .. . .. x
LISTA DE SIMBOLOS . . . . . . . . . xi
RESUMO . . . . . ... xiii
ABSTRACT . . . . ... xiv
1 INTRODUCAO . . . . . s, 1

2 METODOS ITERATIVOS PARA SOLUCAO DE SISTEMAS

LINEARES . . . . . . 7
2.1 Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES) . . . . .. 10
2.1.1 GMRES Reinicializado . . . . .. ... ... 0L 13
2.1.2 LGMRES . . . . . . e 13
2.2 Pré-condicionadores . . . . . . ... ... 14

3 APROXIMACAO EM ORDENADAS DISCRETAS DA EQUACAO

DE TRANSPORTE DE PARTiCULAS . ... ... ........ 16
3.1 Meétodo de Ordenadas Discretas . . . . . . . ... ... .. ... .. 18
3.2 Esquemas Numéricos de Quadraturas . . ... ... .. .. ... 18
3.2.1 Quadratura Simétrica de Nivel . . . . . . . . . . ... ... ... ... 19
3.2.2 Conjunto de Quadraturas Legendre-Chebyshev . . . . . . . . . .. .. 21
3.2.2.1 Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular . . . . . .. .. .. 22
3.2.2.2 Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular . . . . . . . .. .. .. 23
3.2.3 Quadratura Quadruple Range . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 25

vi



4 FORMULACAO NODAL PARA A EQUACAO BIDIMENSIO-

NAL DE TRANSPORTE . . . . ... ... ... ... .. ...... 27
4.1 Equagoes Nodais . . . . . . . . . . .. ... ... 28
4.2 Equacoes Nodais Unidimensionais . . . . . . . ... .. ... ... 30
4.3 O Método ADO em Problemas Bidimensionais . .. .. .. .. 32
4.4 Solucao Geral em Problemas de Fonte-Fixa . . . . . . . . .. .. 35
5 RESULTADOS . . . . . . . . . e 38
5.1 Problema 1l . . .. . ... ... 41
5.2 Problema 2 . . .. . ... 49
53 Problema3d . ... ... ... 55
6 CONCLUSOES . .. ... ..., 73
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . .. ... ... ..... 75

vil



3.1
3.2
3.3
3.4
5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
2.7

Lista de Figuras

Distribuicao de dire¢oes na quadratura LQy para N =8. . . . .
Configuracao dos pesos por octantes, para N = 2,4,6,8 ¢ 10. . .
Distribuicao de direcoes na quadratura Py7Ty para N =6. . . .
Distribuicao de direcoes na quadratura Py7TySy para N = 6.

Estrutura e autovalores das matrizes presentes em [32] . . . . .
Geometria do problema 1. . . . . . . ... ...
Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 1. . . . . . .
Geometria do problema 2. . . . . . ... ... L.
Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 2. . . . . . .
Geometria do problema 3. . . . . . ... ... ...

Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 3. . . . . . .

viil

20
21
23
25
40
42
43
50
o1
26
S7



5.1
5.2
5.3
5.4
9.9
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20

5.21

Lista de Tabelas

Problema 1, quadratura LQy .

Problema 1, quadratura PyT1Ty

Problema 1, quadratura PyInSy . . . . . . . . . .o

Problema 1, quadratura QR . .
Problema 2, quadratura LQy .

Problema 2, quadratura PyTy

Problema 2, quadratura PNTnySy . . . . . . . . o . . L.

Problema 2, quadratura QR . .

Problema 3, quadratura LQy, malha 6 x 6. . . . . . . .. ...

Problema 3, quadratura Ly, malha 15 x 15 . . . . . ... ..

Problema 3, quadratura LQy, malha 30 x30 . . .. ... ...

Problema 3, quadratura PyTnSy, malha6 x6 . . . . . .. ..

Problema 3, quadratura PyTnSy, malha 15 x 15 . . . . . . ..

Problema 3, quadratura PyTnSy, malha 30 x 30 . . . . . . ..

Problema 3, quadratura PyTy, malha6 x6 . . . .. ... ...

Problema 3, quadratura PyTy, malha 15 x 15 . . . . . . . . ..

Problema 3, quadratura PyTy, malha 30 x 30 . . . . ... ...

Problema 3, quadratura QR, malha 6 x6 . . .. ... .. ...

Problema 3, quadratura QR, malha 15 x 15 . . . . . ... ...

Problema 3, quadratura QR, malha 30 x 30 . . . . .. .. ...

Fluxo Escalar Médio por regioes

1X

44
45
46
47
51
52
53
54
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
68
69
70

72



LISTA DE SIGLAS

ADO Analytical Discrete Ordinates Method

AHOT  Arbitrarily High Order Transport Method
DISORT Discrete Ordinate Radiative Transfer Method
GMRES Generalized Minimal Residual Method

GMRES (m) reinitialized Generalized Minimal Residual Method
LGMRES(m, l) Loose Generalized Minimal Residual Method
MINRES Minimal Residual Method

LQxN quadratura de nivel simétrica (Level Symmetric)
PnT'y quadratura quadrangular de Legendre-Chebyshev
PnTn Sy quadratura triangular de Legendre-Chebyshev

QR quadratura Quadruple Range

EQy quadratura Equal Weight

UEy quadratura Uniform and Equal-Weight

UGy quadratura Uniform and Gauss- Weight



R’n

< o FO ]

SIS

LISTA DE SIMBOLOS

Espaco vetorial real de dimensao n

Subespago vetorial de Krylov de dimensao m

Dimensao do subespaco de Krylov utilizado no GMRES
Numero de vetores adicionados a base, utilizado no LGMRES
Vetor posicao da particula.

Vetor unitario na direcao da velocidade da particula
Angulo azimutal, 0 < ¢ < 27

Angulo polar, 0 <O <7

Fluxo angular de particulas

Energia cinética

Secao de choque macroscopica total

Secao de choque macroscépica de espalhamento

Termo de fonte externa de néutrons

Ordem de quadratura bidimensional

Polinémio de Legendre de grau N

Polinomio de Chebyshev de grau N

Ordem da quadratura unidimensional da varidvel azimutal (QR)

Ordem da quadratura unidimensional da varidvel polar (QR)

Ntumero de ordenadas discretas por octante

x1



o]l
3

Ordenada discreta na direcao da velocidade da particula
Numero de iteragoes até convergéncia do método
Tempo (em segundos) até convergéncia do método

Tempo total (em segundos) da simulagao numérica

xii



RESUMO

Neste trabalho, métodos numéricos iterativos foram usados na solugao
de sistemas esparsos de equagoes lineares. Em particular, foram utilizados métodos
baseados em subespacos de Krylov como o GMRES e suas variagoes. Esses sistemas,
de alta ordem e esparsos, sao provenientes da aplicacao do método de Ordenadas
Discretas Analitico (ADO) juntamente com formulagées nodais para solucao de pro-
blemas bidimensionais de transporte de particulas. Na abordagem ADO-nodal, a
solugao geral das equacoes integradas depende de constantes arbitrarias que de-
vem ser determinadas a partir do sistema gerado principalmente pela aplicacao de
condicoes de contorno do problema. Especial relevancia na geracao de tais sistemas
é o tipo de esquema de quadratura utilizado para representar as direcoes discretas
das particulas. Pré-condicionadores foram aplicados aos sistemas, que entao foram
resolvidos através de métodos numéricos iterativos com o objetivo de verificar a in-
fluéncia dos esquemas de quadratura na estrutura e caracterizacao das matrizes do
sistema. Os resultados obtidos nas diferentes simulagoes numéricas foram compara-
dos em termos de tempo computacional e niimero de iteragoes para a convergencia
dos métodos e indicam que o uso de esquemas de quadratura nao classicos é efetivo,
além de mostrar que a aplicacao de métodos iterativos permite lidar com sistemas

de ordens bastante superiores aos casos diretos.
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ABSTRACT

In this work, numerical iterative methods were used to solve sparse
systems of linear equations. Particularly, methods based on Krylov subspaces such
as GMRES and its variations were used. These high order and sparse systems arise
from the application of the Analytical Discrete Ordinates method (ADO) along with
nodal formulations for solving bidimensional particles transport problems. In the
ADO-nodal approach, the general solution of the integrated equations depends on
arbitrary constants that must be determined via the linear system that is generated
mainly from the use of the problem’s boundary conditions. In the generation of
such systems, special importance is given to the type of quadrature scheme utilized
to represent the discrete directions of the particles. Preconditioners were applied to
the systems and these were solved through numerical iterative methods, being the
goal to verify the influence that those quadrature schemes have over the structure
and characterization of the systems themselves. The results obtained in numerical
simulations were compared for values such as computational time and number of
iterations until convergence and show that the use of iterative methods allows for

handling systems with orders much higher than the direct case.
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1 INTRODUCAO

Durante seus estudos na teoria cinética de gases, o fisico austriaco
Ludwig Boltzmann, em 1872, desenvolveu o que passou a ser conhecido em diversos
ramos da ciéncia como a Equacgao de Boltzmann [24]. A equacao de Boltzmann
¢ usada para modelar matematicamente vérios fenomenos [22, 27, 28, 71] e suas
aplicacoes, incluindo a forma linear e linearizada, se estendem a reatores nucleares
[35, 59, 100], protecao radiolégica e medicina nuclear [3, 106], transporte de radiagao
[29, 45, 50|, dindmica de gases rarefeitos [44, 58, 83, 90], estudos aerodinamicos [37]
e equipamentos de véacuo [89], entre outros. Em sua forma original, a Equagao de
Boltzmann é uma equacao integro-diferencial e fornece uma descricao quantitativa
da distribuicao espacial, direcional, energética e temporal de particulas em meios

materiais [43].

O tratamento analitico da Equacao de Boltzmann é geralmente muito
complexo e métodos como o proposto por Kenneth M. Case em 1960, método das
solugdes elementares [26, 43], podem ser utilizados apenas em casos idealizados. Du-
rante as tltimas décadas muitos outros métodos tém sido propostos, principalmente
para o tratamento numérico da Equagao de Boltzmann [88, 92, 95]. De forma geral,
os métodos podem ter um enfoque probabilistico ou deterministico. No primeiro
caso, métodos como o de Monte Carlo [107, 110] tém como objetivo resolver aproxi-
madamente o problema exato e abordam o problema de transporte incluindo vérios
aspectos fisicos. Por outro lado, métodos deterministicos buscam resolver de forma
exata uma formulacao fraca da equacao de transporte, que é tratada através do uso
de métodos numéricos. Para resolver numericamente a equacao integro-diferencial, é
necessario uma discretizagao das variaveis que compoem o espaco de fase. A varidvel
energética geralmente é discretizada através da aproximacao multi-grupo no caso de
aplicagoes nucleares [36], enquanto que as varidveis que compoem o dominio espa-

cial sao discretizadas através de diferentes métodos, cada um com sua abordagem



individual em varios sistemas de coordenadas. Dentre esses, cita-se o método de
diferengas finitas [53, 67, 94], o método de volumes finitos [79], o método de ele-
mentos finitos [65, 68, 111] e os métodos nodais [6, 9, 21, 63, 102]. As varidveis
que compoem o dominio angular da equacao de transporte, por sua vez, sao fre-
quentemente tratadas através do método dos harmoénicos esféricos [41, 57, 64] ou
do método de ordenadas discretas [8, 17, 21, 29, 52, 108]. Nesse contexto, é im-
portante citar o trabalho de Wick [105], que originalmente introduziu o método de
ordenadas discretas. Um dos pioneiros e propositores deste método, Chandrasekhar
[29] o utilizou extensivamente em estudos de transferéncia radiativa e tem como
base a aproximagao da integral angular do termo de espalhamento da equacao de
transporte por uma quadratura numérica, reduzindo a equacao integro-diferencial

em um sistema de equacoes diferenciais.

O método de ordenadas discretas é frequentemente utilizado nos prin-
cipais cédigos computacionais em teoria de transporte de néutrons [60, 82, 91, 92]
devido a sua versatilidade e a precisao no tratamento de problemas unidimensionais
e multidimensionais da teoria de transporte, além de sua eficiente integracao com
outros métodos como os métodos de diferengas finitas [39, 98] e de elementos finitos
[46]. Para o caso de aproximagoes em ordenadas discretas da equagao de trans-
porte em especial, diferentes métodos tém sido desenvolvidos para o tratamento da
varidvel espacial, como métodos de elementos finitos descontinuos [55, 103, 104], os
métodos nodais Linear-Linear, Linear-Nodal e o método AHOT (Arbitrarily High
Order Transport) [6, 7], entre outros [21, 86, 109].

O método analitico de ordenadas discretas proposto por Chandrasekhar
apresenta uma dificuldade numérica na determinagao de autovalores obtidos pela
solucao de equagoes caracteristicas, além de usualmente ser limitado a um 1nico tipo
de esquema de quadratura. A fim de contornar esse problema, novas formulagoes
para o método vém sendo propostas como, por exemplo, o método DISORT (Dis-

crete Ordinate Radiative Transfer) [92] e a versao analitica do Método de Ordenadas



Discretas (ADO: Analytical Discrete Ordinates). Esse ultimo, proposto por Bari-
chello e Siewert [17] para a solugao de problemas de transporte em geometria plana,
apresenta caracteristicas atraentes do ponto de vista computacional como a possibi-
lidade do uso de esquemas de quadraturas arbitrarios, solucao analitica na varidvel
espacial e obtencao das constantes de separacao através da solugao de um problema
de autovalores ao invés de raizes de um polinomio. Além disso, os termos exponen-
ciais na solugao foram reescritos para evitar problemas computacionais de overflow
[18]. O método ADO tem sido amplamente utilizado na resolugao de problemas uni-
dimensionais, apresentando solugoes precisas em areas como transferéncia radiativa
[15, 17], dindmica de gases rarefeitos [14, 44, 87, 90] e em problemas de transporte

de néutrons [18].

Considerando-se a versatilidade do método ADO na solucao de proble-
mas unidimensionais, um passo natural foi estender seu uso a problemas multidimen-
sionais [13] para os quais, juntamente com os métodos nodais, sdo uma ferramenta
importante no tratamento espacial das equacoes bidimensionais de transporte em
ordenadas discretas. Os problemas até entao estudados com aplicacao do método
ADO sao de fonte fixa [16, 76]. Devido a utilizacdo de métodos nodais, termos de
fuga transversal desconhecidos a prior: surgem no problema. Varios estudos foram
conduzidos sobre diferentes formas de aproximacao para esses termos, como apro-
ximagoes relacionadas aos fluxos angulares médios emergentes [13, 75], aproximagoes
por constantes [76, 97], e aproximagcoes em termos das solugdes dos problemas uni-

dimensionais integrados [38, 78].

Também no caso bidimensional, a utilizacao de esquemas arbitrarios de
quadraturas no método ADO permite diferentes escolhas para a representacao das
ordenadas discretas, nao se restringindo a escolha classica, particularmente no caso
multidimensional, da quadratura de nivel simétrica (Level Symmetric Quadrature)
[64]. Esta quadratura preserva simetria em relagao a rotagoes ortogonais em torno do

centro da esfera unitaria mas apresenta uma limitacao fisica, visto que esta restrita a



ordem de quadratura até N = 20. Ordens maiores podem levar a pesos negativos, o
que pode ocasionar solugoes fisicamente impossiveis no calculo dos fluxos angulares
das equacoes de ordenadas discretas. Trabalhos recentes apresentam propostas de
diferentes esquemas de quadratura, dos quais se destacam as quadraturas Quadruple
Range, proposta por Abu-Shumays [2] e as variagdes do esquema de quadratura
Legendre-Chebyshev [62]. Este tépico da andalise de quadraturas é de estudo recente
e relevante no método de ordenadas discretas multidimensional devido ao efeito raio.
Efeitos raio sao uma consequéncia da discretizacao da variavel angular na equagao
de transporte, independentemente do esquema utilizado na discretizagao da variavel

espacial.

O uso de diferentes quadraturas, assim como diferentes técnicas para
aproximagao dos termos de fuga transversal, resultam em variagoes na formulagao do
problema bidimensional de transporte. A solucao desse problema pelo método ADO
exige que um sistema linear seja resolvido a fim de determinar coeficientes constantes
na formulagao da expressao final para o fluxo angular médio. Esse sistema linear é,
normalmente, de alta ordem e esparso (com poucas entradas nao nulas). Técnicas
para solugao de sistemas lineares como a cldssica eliminagao gaussiana [77, 81] podem
apresentar problemas em aritmética computacional como divisdes por zero, além
de um custo computacional que pode vir a ser proibitivo dependendo da maquina
utilizada para realizar tais cdlculos. Tradicionalmente, os métodos diretos tém sido
empregados para solucionar sistemas de ordem moderada devido a maior eficiéncia
computacional dos mesmos. No entanto, a medida que se aumenta o nimero de
equacgoes, os métodos iterativos tornam-se competitivos tanto em relacao ao niimero
de operacoes para a obtencao da solucao quanto ao espaco de armazenamento para

a matriz do sistema [23, 42, 70, 81].

A implementacao de métodos iterativos para a solucao de sistemas li-
neares se baseia em repetidas iteragoes que, partindo de uma estimativa arbitraria

para a solucao do sistema, diminuem o erro na aproximacao da solugao a cada



iteracao até que se atinja a solucao dentro de uma precisao especificada. Exemplos
de métodos iterativos incluem os métodos de Jacobi, de Gauss-Seidel e de Sobre-
relaxagao [20, 30, 56], método do Gradiente Conjugado (CG) [5, 51] e variacoes desse
como o método Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGStab) [99], método Ge-
neralizado do Residuo Minimo (GMRES) [84] e variages desse como o método Ge-
neralizado do Residuo Minimo reinicializado [49, 84], Simpler GMRES (SGMRES)
[101] e Loose GMRES (LGMRES) [10].

O objetivo deste trabalho é avaliar a eficiéncia de métodos iterativos
baseados em subespagos de Krylov para a obtencao da solugao dos sistemas lineares
provenientes do método ADO utilizado em problemas bidimensionais de transporte.
Essa analise é feita através de casos testes derivados sob diferentes condicgoes fisicas
do problema (devido principalmente a escolha de diferentes esquemas de quadratura)
e cujos sistemas lineares foram resolvidos através de métodos iterativos quando o

uso de métodos diretos se mostrou insuficiente e inefetivo.

Neste trabalho, da-se énfase ao Método do Residuo Minimo Genera-
lizado e suas variagoes — GMRES reinicializado e LGMRES — de modo que o
capitulo 2 apresenta uma descricao desses métodos iterativos, bem como a for-
mulacao nas diferentes variagoes escolhidas para estudo e uma introducao ao uso
de pré-condicionadores que melhoram a taxa de convergéncia desses métodos. O
capitulo 3 parte da equacao de transporte derivada da equacao de Boltzmann e apre-
senta sua formulacao em ordenadas discretas, além de apresentar os esquemas de
quadratura que serao utilizados nos problemas nos capitulos seguintes. No capitulo
4, da-se énfase ao método ADO na solugao analitica em ordenadas discretas da
equacao bidimensional de transporte. E apresentada a utilizagao de métodos nodais
na discretizacao das variaveis espaciais e a derivagao da solugao do problema em cada
regiao do dominio, assim como o sistema linear proveniente do método que entao seréa
resolvido pelos métodos iterativos supracitados. No capitulo 5, apresenta-se a des-

cricao de trés problemas teste e os resultados obtidos em simulagoes numéricas para



estes, utilizando-se diferentes variacoes nos métodos iterativos. Analisa-se com esses
dados a diferenga entre as propriedades das quadraturas numéricas e os métodos
iterativos e, por fim, o capitulo 6 apresenta conclusoes e consideracoes finais. Uma
lista de referéncias bibliograficas citadas ao longo do trabalho é disposta ao final

deste.



2  METODOS ITERATIVOS PARA SOLUCAO
DE SISTEMAS LINEARES

Na area de Matematica Aplicada, o estudo de sistemas lineares é um
topico de estudo sempre em evolugao. Pesquisa-se ainda hoje em dia novos métodos
de solugao dos sistemas e aceleracao de métodos conhecidos [70]. Um sistema de m

equagoes lineares consiste de um conjunto de relagoes algébricas na forma

n

Zaijxj:bj z':l,...,m, (21)

Jj=1
onde z; sao as n incégnitas, a;; sao os coeficientes do sistema e b; sao os termos
independentes das equagdes. O sistema (2.1) pode ser convenientemente reescrito

na forma matricial

Az =b. (2.2)
Uma solugao do sistema é qualquer n-upla & que satisfaga (2.1).

Métodos numéricos vém sendo desenvolvidos para a solucao de sistemas
lineares ha décadas e podem ser classificados como métodos diretos e métodos itera-
tivos. Os chamados métodos diretos alcancam a soluc¢ao £ em um numero finito de
operacoes que manipulam diretamente as linhas do sistema. A escolha de se usar um
método direto depende da eficiéncia tedrica do método, assim como da estrutura da
matriz em particular e de requerimentos de meméria ou até mesmo da arquitetura

do computador [70].

Teoricamente, métodos iterativos produzem a solucao ¥ de um sistema
depois de um numero infinito de iteragoes. Na pratica, a cada iteracao é requi-
rido o calculo do residuo da solucao e, quando esse residuo é suficientemente pe-
queno, toma-se essa aproximacao como solucao do sistema. Para matrizes com-
pletas, métodos iterativos podem competir com métodos diretos se o niimero de

iteragoes necessarias para convergencia aumentar sutilmente em relacao a ordem do



sistema ou nao depender dela [81]. No caso de matrizes esparsas, métodos diretos

podem ser inconvenientes, dando-se énfase para o uso dos métodos iterativos.

A ideia bésica empregada nos métodos iterativos é construir uma se-
quéncia de vetores Z*) cuja principal caracteristica é a convergéncia para a solucio
Z do sistema, ou seja,

# = lim 7. (2.3)

Na prética, o processo iterativo é inicializado com uma estimativa inicial Z© e
finalizado na primeira iteracao que obedecer a condigao de parada, usualmente dada
pela norma do erro

|2 —2®|| <e, (2.4)

onde ¢ é uma tolerancia previamente definida e || - || é qualquer norma de vetor que
seja conveniente [81]. No entanto, a solu¢do # nao é conhecida, é necessirio um

método para monitorar a convergéncia da sequéncia Z*).

Para o caso dos sistemas de equagoes lineares algébricas, as duas prin-
cipais classes de métodos iterativos sao os métodos estacionarios e os mais genéricos
nao-estacionarios, onde se destacam os métodos baseados em subespacos de Krylov
[81]. Os métodos estaciondrios mais simples partem do principio de que existe uma

matriz de iteracao B tal que
gD = pg® 4 f, (2.5)

onde f é um vetor associado ao vetor b do lado direito da equagao original (2.2).
Nota-se que tanto B quanto f sao independentes da atual iteracao k. Um importante
teorema diz que um método iterativo dessa classe é convergente se, e somente se,
o raio espectral p(B) de sua matriz de iteragdo é menor que a unidade. De forma

mais precisa, segundo [81]:

Teorema 2.1. Seja (2.5) um método consistente. Entdo, a sequéncia de vetores
{#®)} converge para a solu¢do de (2.2) para qualquer escolha inicial #© se, e so-

mente se, p(B) < 1.



Diferentes formas de construir a matriz de iteracao levam a diferentes
métodos iterativos estaciondrios. Mais comum entre eles sao os métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel (com suas respectivas formas variantes de sobre relaxagao) e o método

estaciondrio de Richardson. [70]

Neste trabalho sera dado enfoque aos métodos nao-estacionarios. Nesse
caso, parametros que dependem da iteracao k£ sao introduzidos. Uma forma de
visualizar o método é um caminho em R” partindo de Z(®) em que o primeiro passo
¢ dado na direcao de um vetor p e entao, a cada iteracao, o parametro «y ajusta o

caminho até a convergéncia. Assim,

gD = 7B 4 o, 5k, (2.6)

Nesse contexto, destaca-se inicialmente o Método do Gradiente, ou
método do maximo declive. Para o caso de uma matriz simétrica e definida po-
sitiva, encontrar a solucao do sistema original é equivalente a encontrar o vetor

# € R" que minimiza a forma quadrética [81]
#TAz — 77 (2.7)
que é chamada de energia do sistema e tem gradiente

V(@) = S(AT + A)F 5= AT (2.8)

Usa-se esse gradiente aplicado em #*) como escolha de vetor direcdo p no processo
iterativo. Devido a (2.8), isso é o mesmo que o residuo 7¥) na k-ésima iteragao.

Isso permite que o residuo seja facilmente calculado a cada iteracao.

O parametro «y em cada iteracao ¢ dado pela férmula [81]
k) T2 (k)

0 AFR) (29)

073

No Método do Gradiente, as direcoes ao longo dos residuos sao ortogo-

nais entre si, mas apesar disso, a taxa de convergéncia pode ser baixa. Isso levou



ao desenvolvimento do Método do Gradiente Conjugado (CG) por Hestenes e Stiefel
[54], onde substitui-se os vetores direcao 7*) por vetores ¢*) conjugados entre si

(alguns autores usam o termo “A-ortogonais”), ou seja, q_;-’TAq_’j = 0 para todo i # j

[70].

Mostra-se [70], em aritmética exata, que as sequéncias de vetores for-

madas por esses algoritmos sao bases para um mesmo subespago
span{ZW ... 2DV = span{qW,..., ¢V} = span{F®,. . .  FUVL (2.10)

Esse subespaco é um subespaco de Krylov, que pode ser definido como todos os
vetores 4 que podem ser escritos como 4 = p,,_1(A)¥, onde p,,_1(A) é um polindmio

em A. Outra forma de definir um subespaco de Krylov IC,, é

Ko (T, A) = span{t, AT, A*5,... A" 15} (2.11)

Além dos Métodos do Gradiente e Gradiente Conjugado, subespacos
de Krylov sao a base para outros métodos iterativos como o método generalizado
do residuo minimo (GM RES, do inglés, Generalized Minimal Residual), elaborado
por Yousef Saad e Martin H. Schultz em 1986 [84] e principal método utilizado nesse

trabalho devido a sua importancia na atualidade.

2.1 Método do Residuo Minimo Generalizado (GM RES)

Embora muito efetivo para a solucao de sistemas esparsos, o método
do Gradiente Conjugado é restrito a matrizes simétricas e definidas positivas. Para
a solucao de matrizes simétricas indefinidas, Paige e Saunders [73] propuseram um
algoritmo MINRES (do inglés, Minimal Residual). Esse método foi generalizado
para matrizes nao-simétricas por Saad e Schultz com base no processo iterativo de
Arnoldi [4]. Esse processo é um método iterativo para encontrar autovetores de uma

matriz baseado no método da poténcia. De acordo com Arnoldi, os elementos da
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base do espago de Krylov KC,, (0, A), {7, Av, ..., A""'5}, sdo boas aproximagoes para
os autovetores da matriz A, contanto que sejam ortogonais entre si. Teoricamente, o
processo de Gram-Schmidt poderia ser usado para encontrar uma base ortonormal
para K,. No entanto, esse processo ¢ instavel. O método iterativo de Arnoldi é

entao uma alternativa para a ortonormalizacao da base.

Partindo de um vetor unitario arbitrario ¢i, o algoritmo para o processo
da Iteracao de Arnoldi, também conhecido como processo de A-ortogonalizacao e

semelhante ao processo de ortogonalizacao modificado de Gram-Schmidt, é:
Algoritmo 1: Iteracao de Arnoldi

1: para k < 1 até n faga

2 Qi1 A

3 para j < 1 até k faca
4 hjyk —< (Tj,(f]ﬁ_l >
5: Qret1 < Qo1 — hjrd;
6 fim para

7

8

9:

i1 e 4= |||
dk+1
hkt1,k

Qrv1 <
fim para

onde < 4, ¥ > representa o produto interno entre os vetores i e ¥ e ||7]| é a norma

euclidiana do vetor v.

Ap6s cada iteracao do processo de Arnoldi, os coeficientes h; ; formam
uma matriz Hj, de ordem (k 4 1) x k que provém da concatenacdo de uma matriz
de Hessenberg superior H; e uma linha adicional com apenas o elemento nao-nulo
hi+1 € os vetores ¢; formam uma base ortonormal para Kj1; cuja forma matricial

é Qi1 = [0h & - .. Qr+1]. Essas matrizes tém a importante propriedade

AQk = Qryr Hy. (2.12)

O método GMRES parte de uma estimativa inicial Z®, computa o
residuo inicial 7© = b — AZ© ¢ procura em cada iteracdo uma aproximacao para

a solugao ¥ como T ~ 7O 4 20 tal que 20 € Kr(7© ) A).
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Para a melhor aproximacao da solucao, objetiva-se minimizar
16 — A[Z©@ + 20| = ||F© — 4zW)). (2.13)

Como o vetor Z(*) estd em K, pode-se usar a matriz @, como uma matriz projecao

de um vetor * € R" sobre o subespaco de forma que
70 = Q™. (2.14)
Pode-se entdo ver a norma a ser minimizada (2.13) como a funcao

J() = |7 = A7 = 1170 — AQuy ™|, (2.15)

onde f indica a norma euclidiana de 7©

por conveniéncia. Utilizando (2.12) e
novamente lembrando que Q1 pode ser vista como uma matriz de projecao sobre

Kk+1, tem-se

J(§) = Qe (82 — Hg ™| = (188 — Hig ™|, (2.16)

onde ¢ indica o primeiro elemento da base canonica de R**!. Vale lembrar que a

igualdade em (2.16) é valida porque Q11 é uma matriz ortogonal.

A solugao para o problema de minimos quadréticos é entao utilizada
para a aproximacao T &~ T © 4 Qr7™. Se a norma do residuo nao atende ao critério
de parada, repete-se o processo. De forma resumida, o Método do Residuo Minimo

Generalizado é dado pela iteracao esquematizada no Algoritmo 2: GMRES.

A cada iteracao k do GM RES, o residuo esta no subespaco de Krylov
Ky e, como cada subespago estd contido no préximo (K C Kyy1), a norma do
residuo nao aumenta. Depois de n iteracoes, sendo n a ordem da matriz A em
(2.2), o subespaco IC,, é todo o espago vetorial R" e, portanto, o método GM RES
converge para a solu¢ao exata [81]. No entanto, o custo computacional para isso pode
ser muito elevado e espera-se que o método convirja em poucas iteracoes. Existem

duas principais formas de evitar esse problema, a saber, o GMRES reinicializado
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Algoritmo 2: GMRES

1: enquanto ||b — A%,|| < ¢ faga
2 Th_1 (—_‘b — Al

— Tek—1
S |
4: Qr+1 < Agk
5: para j < 1 até k facga
6 hjg << G, @1 >
7 Qrt1 < Q1 — hjrdj
8
9

fim para

i1 <= ||| )
10: Qo1 hi’ifk > Computa-se as matrizes Hj, e Qy,
11: & < Tor + Quifk > onde i, minimiza (2.13).

12: k+—Fk+1
13: fim enquanto

e 0 Loose Generalized Minimal Residual (LGMRES). A primeira foi proposta por
Yousef e Schultz ja em 1986, quando desenvolveram o Método Generalizado do

Residuo Minimo [84].

2.1.1 GMRES Reinicializado

A primeira maneira de diminuir o custo computacional do método é
pelo chamado Método Generalizado do Residuo Minimo Reinicializado, denotado
por GMRES(m). Ele consiste em reinicializar a iteragdo de Arnoldi a cada m
passos, efetivamente limitando a dimensao do subespaco de Krylov em m. O método
reinicializado, no entanto, nao goza da propriedade do método original de convergir
em no maximo n iteragoes. De fato, é possivel provar [84] que o método GM RES(m)

pode nao convergir para matrizes nao definidas positivas.

2.1.2 LGMRES

Proposto por Baker em 2003 [12], o Loose Generalized Minimal Residual
(LGMRES) ¢ uma técnica para aceleracao do GMRES. O método reinicializado
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utiliza uma base de Krylov em cada ciclo de reinicializagao, o que significa que a
base anterior é descartada e o primeiro vetor do ciclo nao mantém ortogonalidade
com os vetores deste subespago. A solucao que caracteriza o método LGMRES é
a inclusao de [ vetores erro a base do novo ciclo, agora com dimensao m +[. O
LGMRES(m, ) tipicamente nao requer mais itera¢oes que o GMRES(m) e possui

custo computacional quase igual a este.

Nesse trabalho, serdo utilizados tanto o método reinicializado GMRES(m)
quanto a técnica de aceleracdo LGM RES(m, 1), cujos parametros sao, como defini-
dos acima, a dimensao maxima para a base de Krylov (m) e o nimero de vetores a

serem adicionados a base de Krylov a cada ciclo de reinicializagao (1).

2.2 Pré-condicionadores

Na resolucao de sistemas lineares via métodos numéricos iterativos, é
comum buscar-se melhorar o condicionamento do sistema a ser resolvido através de
alguma transformacao. Essa transformacao ¢ usualmente dada por uma matriz de
pré-condicionamento P. Embora existam formas de pré-condicionamento a direita
e até central, a técnica mais utilizada é o pré-condicionamento a esquerda. Dessa

forma, busca-se a solucao do sistema linear (2.2) através do sistema pré-condicionado

P A% = P7'b. (2.17)
Ambos os sistemas tém a mesma solugao contanto que P seja nao singular. Também
¢ comum na literatura se referir a P~! como o pré-condicionador do sistema, ja que
a propria matriz P normalmente nao é explicitamente apresentada. O objetivo de
um sistema pré-condicionado é reduzir o numero de condicionamento da matriz do

problema.

A aplicacao do pré-condicionador tem seu custo na resolucao do sistema

e a escolha deste deve ser feita de acordo com o problema. Como o pré-condicionador
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P~! deve ser aplicado no sistema a cada passo do processo iterativo, espera-se que te-
nha um custo computacional baixo. A escolha mais economica computacionalmente
seria entao P = I, mas essa escolha obviamente resulta no sistema pré-condicionado
sendo igual ao original. A escolha 6tima para que o nimero de condicionamento
do sistema pré-condicionado seja igual a 1 (fazendo com que uma tnica iteracao al-
cance a solucao do sistema) ¢ P = A, pois assim P~'A = I. Nesse caso, no entanto,
aplicar o pré-condicionador é tao complicado quanto resolver o sistema original, ja
que P~1 = A1, Deve-se entao escolher P entre esses dois extremos na tentativa de
alcancar a solucao do sistema com o menor nimero de iteragoes ao mesmo tempo

que se mantém o operador P! tao simples quanto possivel.

De acordo com Quarteroni [81], ndo ha uma maneira pré definida de
escolher um pré-condicionador étimo. No entanto, a regra geral é que P é um bom
pré-condicionador para A, se o produto P~' A for préximo de ser uma matriz normal
e que seus autovalores estejam agrupados em uma regiao suficientemente pequena
do plano complexo. Como mencionado anteriormente, o Método Generalizado de
Residuo Minimo produz a solugao do sistema (2.2) em até n iteragoes, mas o custo
pode ser alto. Em adicao aos métodos de economia computacional ja mencionados
na secao anterior, a escolha de um bom pré-condicionador pode diminuir considera-

velmente o nimero de iteragoes necessarias para a convergencia do método.

Para uma aplicacao das técnicas aqui descritas, no préximo capitulo,
busca-se apresentar de forma breve a geracao dos sistemas lineares de interesse nesse

estudo.
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3 APROXIMACAO EM ORDENADAS
DISCRETAS DA EQUACAO DE
TRANSPORTE DE PARTICULAS

Neste capitulo, apresenta-se a equacao de transporte de néutrons mul-
tidimensional em coordenadas cartesianas e, em vista da utilizagao do método
de ordenadas discretas, os quatro tipos de quadraturas numéricas que definem as
direcoes discretas e seus pesos: Quadratura Simétrica de Nivel (LQy), Quadraturas
Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy) e Triangular (PyTnSy) e a Quadratura
Quadruple Range (QR). A equagao integro-diferencial fornece uma descri¢ao quan-
titativa da distribuicao espacial, direcional, energética e temporal de particulas em
meios materiais [43]. A equagao foi apresentada por Ludwig Boltzmann no final
do século XIX para cinética de gases. A equacao de transporte é conhecida como
equacao linear de Boltzmann. Na década de 1940, foi proposto por Wick o método
das ordenadas discretas, método que aproxima o termo integral da equacgao de trans-
porte por uma féormula de quadraturas e que foi exaustivamente desenvolvido por

Subrahmanyan Chandrasekhar em estudos de transferéncia radiativa [29].

Em geral, a equagao de transporte ¢ estudada como um problema de
sete variaveis independentes: trés espaciais, duas angulares, uma de energia e uma
variavel temporal. Procura-se como solucao da equacao o fluxo angular de particulas
V. Para um vetor posi¢ao 7 = (z,y, z), um vetor dire¢ao Q(¢, 0) = (£2,9,,62,), no
caso de transporte de néutrons independente do tempo em meio nao multiplicativo

a um grupo de energia, a equagao pode ser escrita como [96]

Q-W(ﬁﬁ)wt\y(ﬁﬁ):/as(ﬁﬁ'-ﬁ)qf(ﬁﬁ')dﬁ'+cg(f,ﬁ) (3.1)
S

onde o, representa a segao de choque macroscépica total, o4(7, 2'-2) a se¢@o de cho-
que macroscépica de espalhamento diferencial e Q(7,§2) é o termo de fonte externa

de néutrons.
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Por conveniéncia, a diregao angular do movimento das particulas 2 é

descrita utilizando os cossenos diretores, tal que
Q, = = cos(¢) sin(h) = cos(p)/1 — &2
Q, =n = sin(¢)sin(f) = sin(¢)/1 — &2

Q, =& = cos(h), (3.2)

sendo os mesmos relacionados da forma
2 2 2
Q. +Q,+Q; =1 (3.3)

Aqui, 6 é o angulo polar medido a partir do eixo z e ¢ é o angulo azimutal medido

a partir do eixo x.

A integral na Eq. (3.1) é avaliada sobre todas as diregoes O na esfera

unitaria S, onde (7, ﬁ) é o fluxo angular das particulas em ¥ = (z,y, z) com

B} , ¥ v U
G.vur o) = 0,2 40,2 +Qf;—.
z

Em problemas bidimensionais, o ltimo termo dessa equagao (3.4) passa

a ser ignorado.

O tratamento analitico desta equac¢ao é muito complexo (um método
proposto por Case em 1960 pode ser utilizado apenas para problemas de transporte
idealizados [26]) e devido a isso, métodos numéricos com enfoque probabilistico e
deterministico tém sido usados na obtengao de sua solugao [72, 88, 92, 95|. Quanto
as variaveis que compoem o dominio angular da equacgao de transporte, é frequente
o0 seu tratamento através do método dos harmonicos esféricos [40, 41, 57, 64] ou do

método de ordenadas discretas [8, 17, 21, 47, 52, 69, 108].
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3.1 Meétodo de Ordenadas Discretas

O método de ordenadas discretas aproxima a integral do termo de espa-
lhamento da equagao de transporte de particulas (3.1), usualmente calculada sobre
todas as infinitas possiveis diregoes da esfera unitaria, por um somatério de uma
quadratura angular sobre um conjunto finito de dire¢oes angulares discretas (orde-
nadas discretas). Como consequéncia, o numero M de diregoes discretas escolhidos e

sua distribuicao sobre a esfera unitaria governam o grau de exatidao da aproximagao

M
/ 07, 0 )W, D)~ 0,7 D) S w07, G, (3.5)
S n=1

Assim, cada ordenada discreta Q,, é associada a um peso w,,. A principio,
a escolha do esquema de quadratura a ser utilizado, assim como o ntmero de or-
denadas discretas, pode ser arbitraria. Estudos como o de Barichello et al. [19]
analisam a precisao com que estas quadraturas aproximam o termo integral da fonte
de espalhamento. Como mencionado anteriormente, este trabalho utiliza os quatro

esquemas de quadratura listados a seguir.

3.2 Esquemas Numéricos de Quadraturas

Quando discretizada a variavel angular da equacao de transporte através
de ordenadas discretas, a aproximagao angular produz uma distribuicao distorcida
do fluxo angular. Isto é conhecido como efeito raio e acontece independentemente
do esquema de quadratura utilizado, usualmente em problemas cujas fontes ou flu-
xos possuem forte dependéncia angular, ou quando a fonte externa estd localizada
em uma pequena regiao do espago, em meios de baixa densidade ou altamente ab-
sorvedores [96]. De uma forma geral, ndo é possivel eliminar os efeitos raio na

solucao da equacao em ordenadas discretas, mas pode-se reduzir sua influéncia nela
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e, consequentemente, melhorar a precisao na determinacao das solugoes em orde-
nadas discretas. Isso pode ser obtido aumentando o niimero de diregoes discretas

utilizadas ou através da utilizacao de especificos esquemas de quadratura.

No intuito de reduzir os efeitos raio, varias metodologias vém sendo apli-
cadas. Uma possivel abordagem é a utilizagao de esquemas de quadratura numéricas
capazes de satisfazer momentos de ordem superior do fluxo angular, em relacao aos
cossenos diretores. Dentre os esquemas mais comumente utilizados, tem destaque
a quadratura simétrica de nivel LQy (Level Symmetric), que mantém simetria em
todos os octantes da esfera unitaria. Porém, o uso desta quadratura apresenta uma
limitagao. Quando a ordem de quadratura assume valores maiores que 20, alguns
pesos passam a ter valores negativos, implicando em uma solucao fisicamente im-

possivel [64].

A fim de contornar esse problema, esquemas de quadratura alternativos
foram propostos, como a quadratura de pesos iguais F(Q)y, desenvolvida por Carlson
[80, 96], ou os conjuntos de quadratura de pesos positivos U Ey e UGy, desenvolvidos
por Carew e Zamonsky [85, 96]. Neste trabalho, dé-se énfase para os esquemas
de quadratura Legendre-Chebyshev triangular e quadrangular [66], desenvolvidos
tanto para o tratamento de problemas bidimensionais quanto tridimensionais, e o
esquema de quadratura Quadruple Range (QR), criada por Abu-Shumays [2] para

o tratamento exclusivo de problemas de transporte bidimensionais.

3.2.1 Quadratura Simétrica de Nivel

A quadratura simétrica de nivel (L@ y) tem como propriedade principal
a simetria em relagao a origem para todos os octantes. Dessa forma, um conjunto de
pontos é definido em um eixo e entao refletido nos outros com as devidas mudancas
de sinal. Esse processo define entao o conjunto de quadratura em toda a esfera

unitdria.
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Para a escolha dos N/2 pontos de quadratura em cada eixo, pode ser
mostrado que existe um grau unico de liberdade, ou seja, depois de escolhido 1, os
outros pontos sao definidos pela relagao [25, 61, 64]

2(1 — 3ui)
N -2

2 2

pi =g+ (0 —1) 1 <i<Nj2. (3.6)

Nao ha na literatura uma forma definitiva para a escolha de py, salvo para o caso
N = 2, no qual a tnica possibilidade é ;2 = 1/3. Uma vez escolhida uma diregao —
ordenada — (i, 1;, &), obedecendo a restrigao p? +n? +£&? = 1, a permutacao de suas
componentes leva a ordenadas de um mesmo grupo de permutacao. Tais grupos de
permutacao sao compostos por classes de 1, 3 ou 6 pontos cada, de modo que dentro

de uma determinada classe, todos os pontos tém o mesmo peso.

As diregoes sao dispostas na esfera unitaria em um padrao triangular,
com N/2 niveis diferentes por hemisfério e N/2 — i + 1 pontos em cada nivel i,
apresentando simetria rotacional em relacao aos pesos determinados pelas classes
de permutacao anteriormente mencionadas. As figuras 3.1 e 3.2 exemplificam esse

fato.

N

Figura 3.1: Distribuicao de direg¢oes na quadratura LQ)y para N = 8.
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Figura 3.2: Configuracao dos pesos por octantes, para N = 2,4,6,8 e 10.

E importante ressaltar novamente que, para ordens de quadratura N >
20 algumas classes de permutacao tendem a apresentar pesos negativos, o que acar-

reta em uma solucao fisicamente impossivel para o problema de transporte.

3.2.2 Conjunto de Quadraturas Legendre-Chebyshev

Uma possivel alternativa para a quadratura simétrica de nivel é o uso
de um dos dois esquemas de quadratura Legendre-Chebyshev [66]. Estes sao gera-
dos pelo produto de dois esquemas de quadratura unidimensionais: a quadratura
de Gauss-Legendre no tratamento da variavel polar & = cosf e a quadratura de

Chebyshev de primeira classe para a varidvel azimutal ¢.

O uso desses conjuntos de quadratura nao apresenta pesos negativos,

ignorando o problema encontrado na quadratura simétrica de nivel Ly quando

N > 20.

A quadratura unidimensional de Gauss-Legendre consiste em definir
valores para a varidavel polar £ como raizes de um polinémio de Legendre (Py) de

grau N. Esses polindmios podem ser obtidos através da férmula de recorréncia

(U +1D)Pj1a(8) = (27 + 1)EP;(§) — P (), (3.7)
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onde P1(§) = 0e Py(§) = 1 para -1 < ¢ < 1lej=0,1,...,N. Depois de
encontradas as raizes de Py, 0s pesos associados a cada nivel &; sao determinados

por meio da seguinte férmula:

(3.8)

No tratamento da variavel angular azimutal, a quadratura unidimensi-
onal de Chebyshev define seus valores como as raizes do polinémio de Chebyshev de

primeira espécie (Tl), que podem ser obtidos através da féormula de recorréncia
Tyia() = 20T} () — Tya (), (3.9)

onde Ty(w) =1eTi(w) =w paraj=1,...,N.
3.2.2.1 Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular

Na construgao da quadratura Legendre-Chebyshev quadrangular (aqui
denotada por PyTy), as ordens das quadraturas unidimensionais devem ser as mes-
mas. Assim, para cada nivel polar & , que é definido como as raizes dos polinomios de
Legendre Py de ordem /N, sao associados N pontos provenientes da quadratura de

Chebyshev. O conjunto discreto de angulos azimutais para cada nivel &; é definido

s N—-2j+1
o ==1-=-—=2 - 1
! 2( N )’ (310)

através da relagao

para j=1,...,N.

Uma vez obtidos os valores de w,, define-se o conjunto de pontos da

quadratura produto Legendre-Chebyshev por

pij =1/ 1— & cos (w;), (3.11)

comi=1,...,N/2ej=1,...,N. A seguir, os pontos 7, ; sao definidos para cada

Nij = \/1—,&?’]- —53 (312)
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Os pesos da quadratura correspondente sao dados em termos dos pesos
da quadratura de Gauss-Legendre w; como

Wij = % (313)

Dessa forma, em cada nivel &;, as direcoes correspondentes possuem o
mesmo peso. A distribuicao das ordenadas em cada quadrante da esfera unitaria
entdo toma uma forma quadrangular, com um total de M = (N/2)? diregoes por

octante, como exemplifica a Figura 3.3.

Figura 3.3: Distribuicao de dire¢oes na quadratura PyTx para N = 6.

3.2.2.2  Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular

Diferentemente da quadratura quadrangular, o esquema de quadratura
Legendre-Chebyshev triangular (aqui definida por PyTySy) combina as quadratu-
ras unidimensionais de forma diferente, a fim de apresentar uma configuracao de
ordenadas que se assemelha a configuracao triangular da quadratura simétrica de
nivel LQx [96]. Os valores para a variavel polar £ sao novamente definidos como

as raizes do polinomio de Gauss-Legendre de grau N. A seguir, a discretizagao da
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variavel angular azimutal é feita de modo que no primeiro nivel polar usa-se a qua-
dratura de Chebyshev de ordem N = 2, para o segundo nivel polar a quadratura de
ordem N = 4, para o terceiro nivel polar a quadratura de ordem N = 6, e assim por

diante. O total de diregoes discretas por octante entdo ¢ dado por M = N (N +2)/8.

Na quadratura Legendre-Chebyshev triangular, a determinagao do con-
junto de angulos azimutais segue a relagao

m(_ N-2-2+3
2 N—-2i+2 )’

(3.14)

wm-:
onde j=1,....,N—2i+2ei=1,...,N/2.

Uma vez determinados os pesos e os valores de w;;, o conjunto de

pontos da quadratura Legendre-Chebyshev triangular é definido por

Mig =1/ 1— 622 COS (wm-). (315)

e os valores para 7; ; sao definidos, como na quadratura quadrangular, pela relacao

3.12.

Os pesos correspondentes w; ; sao dados em funcao dos pesos de qua-

dratura de Gauss-Legendre w; como

ws

T 3.16
N —2i+2’ ( )

Wij =

ondei=1,...,.N/2ej=1,...,N —2i+2.
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Figura 3.4: Distribuicao de dire¢oes na quadratura PyTxnSy para N = 6.

3.2.3 Quadratura Quadruple Range

A quadratura Quadruple Range (QR) foi proposta na década de 70 por
Abu-Shumays [2] com o intuito de integrar precisamente fungoes para problemas
altamente heterogéneos com intimeras singularidades nos contornos. Na construgao
da quadratura QR, o angulo azimutal ¢ ¢ dividido em quatro intervalos e entao
as ordenadas e seus respectivos pesos sao definidos para o intervalo principal (¢ €

[0,7/2]) e depois estendidos para os demais intervalos.

Para a analise sobre o angulo polar 6, usa-se uma transformagao de inte-
grais para entao aproximaéa-la pela quadratura unidimensional de Gauss-Christoffel.
Nao é apresentada nesse trabalho a construcao analitica da quadratura de Gauss-
Christoffel, mas esta pode ser encontrada em [1] juntamente com o cédigo compu-

tacional em FORTRAN para sua geragao.
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Utiliza-se outra quadratura no tratamento da variavel azimutal ¢, de

forma que:
w/2 No
| feososenopds = 3 wif(cos o sen), (3.17)
0 i=1

onde as coordenadas ¢; e pesos w; sao encontrados pela solugao de um sistema nao-
linear de equacoes e incognitas, cujo sistema é resolvido pelo método iterativo de
Newton. Assim como a quadratura de Gauss-Christoffel, o processo para obter es-
tas coordenadas e pesos nao é apresentado em detalhes neste trabalho, mas pode
ser encontrado em Abu-Shumays [2]. De acordo com o autor, esta quadratura uni-
dimensional na varidvel azimutal ¢ é exata por integrar fungoes polinomiais para
[+m < Ng—1, onde Ny é a ordem da quadratura. O autor também afirma que, para
que a quadratura QR gerada pela combinacao dessas quadraturas unidimensionais
seja consistente, o dobro de coordenadas e pesos sao necessarios para a variavel polar
f do que para a variavel azimutal ¢. Desta forma, ao utilizar-se essa quadratura,
tem-se um total de M = Ny x Np = Ny x (2Ng) = 2N diregoes discretas por

octante.

A utilizacao de diferentes quadraturas afeta diretamente na expressao
para a solucao do problema bidimensional de transporte de particulas. O Capitulo
4 foca na solugao analitica para os fluxos médios das equagoes integradas em for-
mulacoes nodais, utilizando uma quadratura genérica, enquanto o Capitulo 5 usa os
diferentes esquemas apresentados aqui na implementagao e solucao de casos testes

diversos.
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4 FORMULAGAO NODAL PARA A
EQUACAO BIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE

A discretizagao da varidvel angular em ordenadas discretas permite a
utilizacao de diferentes métodos de solucao para o problema de transporte, par-
ticularmente no que diz respeito ao tratamento das varidveis espaciais através de

métodos nodais.

Diferentes métodos tém sido desenvolvidos para o tratamento da variavel
espacial para o caso de aproximacgoes em ordenadas discretas da equacgao de trans-
porte [6, 9, 21, 53, 63, 65, 67, 68, 93, 94, 102, 111]. Neste trabalho, da-se énfase
ao método Analitico de Ordenadas Discretas (ADO, do inglés, Analytical Discrete
Ordinates), proposto por Barichello e Siewert [17]. Este método tem se destacado na
literatura e é caracterizado por possibilitar, no tratamento de problemas unidimensi-
onais, o uso de esquemas de quadratura arbitrario do tipo half-range. A abordagem
ADO também possibilita uma reducao pela metade na ordem do problema de au-
tovalores que determina as autofuncoes que compoem a solucao das equagoes em
ordenadas discretas, o que implica em ganho no custo computacional. Em proble-
mas unidimensionais, o método ADO tem sido amplamente utilizado, apresentando
solugoes explicitas e precisas em termos das varidveis espaciais, como ja listado no

Capitulo 1.

Devido a versatilidade do método ADO na resolucao desses problemas,
sua aplicacao foi estendida para problemas multidimensionais. Para encontrar a
solugao destes, usam-se métodos nodais para reduzir o problema a um conjunto de
equacoes unidimensionais, nas quais sao aplicadas o método ADO. Esses métodos
nodais baseiam-se em dividir o dominio em nodos onde a equac¢ao multidimensio-

nal em ordenadas discretas ¢ integrada transversalmente, reduzindo-a a equacoes
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unidimensionais e consequentemente, diminuindo a complexidade do modelo. Con-
tudo, devido a integracao, termos de fuga transversais desconhecidos no contorno
dos nodos sao introduzidos nas equagoes e é comum o uso de equagoes auxiliares

para representar a dependéncia espacial desses termos de fuga transversais.

Neste capitulo, sao apresentadas ideias basicas do método, ressaltando

a geracao do sistema linear que sera base de estudos neste trabalho.

4.1 Equacoes Nodais

Buscando reduzir a complexidade do modelo e da equagao de trans-
porte, esquemas nodais sao utilizados em problemas de transporte de néutrons bidi-
mensionais. A partir da equagao de transporte (3.1) e da aproximacao por ordenadas
discretas (3.5), escreve-se a versao bidimensional em ordenadas discretas da equacao

de transporte como

— — —

) - .
:um_\ll(xa Y, Qm)—i_nm_qj(xv Y, Qm)+0tqj(x7 Y, Qm) = Q(I7 y)+Us Z wk\Ij(I7 Y, Qk)
ox dy p
(4.1)
param = 1,2,..., M. Aqui, M é o ntimero de diregoes discretas, proveniente do
esquema de quadratura, como em (3.5). Os demais parametros sdo os mesmos
presentes no Capitulo 3: o; representa a secao de choque macroscépica total, o4 a
segdo de choque macroscépica de espalhamento diferencial e Q(z,y) é o termo de

fonte externa de néutrons. €2, sdo as direcoes discretas consideradas e ¥(z,y, Q2,)

¢ o fluxo angular calculado sobre esta direcao.

Para este trabalho, seguindo a proposta de trabalhos anteriores [16, 76],
considerou-se um dominio retangular com = € [0,a] e y € [0,b]. Esse dominio foi
entdo dividido em R subregioes (nodos) de forma que, em cada nodo, = € [a},_;, a}]
ey € b, ,ondeay=0<a]<---<a,<---<aeby=0<b <--- <l <

coe<b. Aqui, k=0,...,Kel=0,...,Lsao associados ao niimero de subintervalos
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considerados nos eixos = e y, respectivamente, para definir os nodos. Um processo
de integracao, que pode ser definido no dominio todo ou individualmente nos nodos,

é entao aplicado.

Para as M ordenadas discretas da aproximacao, opta-se por ordena-
las, assim como seus pesos, de forma que a primeira metade (m =1,..., M/2), o
represente as diregoes incidentes (entrada) do fluxo de néutrons em uma determi-
nada fronteira e a segunda metade (m = M/2 4+ 1,..., M) represente as dire¢oes
emergentes (saida). Dessa forma, temos a equagao (4.1) reescrita na forma de dois
conjuntos, onde cada um é associado a M/2 equagoes discretas. Essa escolha de
ordenamento, estipulada por Barichello e Cabrera [13], afeta a construcao do pro-
blema de autovalores na determinacao da solucao para a equacao bidimensional em

ordenadas discretas.

Assim, ao se analisar o fluxo angular médio de néutrons dependente da

variavel z, associam-se as diregoes definidas para yi,,, > 0 aos indicesm = 1,..., M /2
e m < 0 aos indices m = M/2+1,..., M, chegando a equacao (4.1) reescrita como
o conjunto

— — —

0
,uma_qu<x7 Y, Qm) + nm@_y\ll('ra Y, Qm) + O't\I,('Ta Y, Qm) =
M/2 (4.2)
Q($7 y) + 05 Zwk |:\II(I', Y, Qk’) + ‘I’(ZB, Y, QM/QJrk)
k=1

) B} 9 B} B}
_um%‘l}(:ﬂa Y, Qarja4m) + 77M/2+ma_y\1[(xa Y, Qajorm) + oV (2,9, Qrjopm) =

M/2 (4.3)
Qa,y) + o0 3 wr [W(w,y, B) + W(a,y, Burjan)
k=1

param =1,..., M/2.

De forma andloga, se a variacao do fluxo angular médio for mais sig-
nificativo em relacao a variavel y, associa-se as dire¢oes definidas por 7, > 0 aos

indices m =1,...,M/2 e n,, <0 aos indices m = M/2+1,..., M, de maneira que
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a equacao (4.1) seja reescrita da forma

— — —

0
Mm%qj<x7 Y, Qm) + Uma—yq’(ﬂ% Y, Qm) + a't\If(.CIj, Y, Qm) =
M2 (4.4)
Q(I, y) + Os Z W |:\Il(x7 Y, Qk) + \11(1‘7 Y, QM/2+k)
k=1

a = a — —
/LM/2+m%\Ij(:C7 Y, Qni/24m) — Uma—y‘l’(xa Y, Qijo4m) + 0V (2, Y, Qnijoem) =

M/2 (4.5)
Q(xa y) + Os Z Wi |:\I/(l', Y, Qk) + \IJ(LE’ Y, QM/2+k)]
k=1

param =1,...,M/2.

4.2 Equacoes Nodais Unidimensionais

O processo de integracao transversal, que é a base dos métodos nodais,
reduz o sistema de equagoes diferenciais parciais de duas variaveis em dois sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias, um na variavel x e o outro na variavel y. Partindo
das equagoes (4.2)-(4.5), integra-se em cada uma das varidveis espaciais a fim de
obter-se as chamadas equagoes nodais integradas transversalmente. Assim, a fim
de obter um sistema de equacgoes nodais unidimensionais dependentes da varidvel
x, para cada nodo do dominio em estudo, integra-se as equagoes (4.2) e (4.3) na
variavel y € [b,_1,b,], obtendo-se

d - -
,U/m—\ijr(.Z',Qm) =+ O't\ijr(x, Qm) =

dx
M/2 (4.6)
Quel, D) + 75 3 i | Wy, ) + Wy (2, Barjos)|

k=1

d = —
_Nm%\Pyr(fEaQM&—i—m) + oWy (2, QM/2+m) -
) (4.7)
er<l’, QM/2—&-m) +0s Z W [qur(x’ Qk) + qj!ﬁ(m’ QM/2+k)i|
k=1
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param = 1,..., M /2  onde os fluxos angulares médios em cada nodo r sdo definidos

CcOo1mo

- 1

b .
W, (2, 3) = / (2, g, Gr)dy (4.8)

br - br—l br_1

e a fonte integrada

— 1 bT m — —
er<x>Qm) = / Q(aﬁ,y)dy— b 1 [qj(mabragm) _\Ij<x>br7179m) .
brfl

br - brfl r brfl
(4.9)

Analogamente, para obter-se o sistema de equacoes nodais unidimensi-
onais dependentes da variavel y, para cada nodo r do dominio em estudo, integra-se
as equagoes (4.4) e (4.5) na varidvel = € [a,_1, a,],

d 5 -
nmd_yqjxr(y>Qm) + O—tqulir(y? Qm) =

M2 (4.10)
Qa:r y, + Os Z Wy, |: xr y7 Qk) + \Ijx'r(y, QM/2+I<:)]

e
d ~ -
_nm@\pxr(yaQM/Qer) + 0 Ver (Y, Qrj24m) =
M/2 (4.11)
Qur (4, Brsjam) + 05 3 i | Warly, ) + Vo (9, Brrjan)
e
param = 1,..., M/2  onde os fluxos angulares médios em cada nodo r sao definidos
como
Uy (17, ) = a_;al / U(x, y, () (4.12)

e a fonte integrada

—

- 1 ar L -
Qm«(yan) = m /aT 1 Q(x,y)dx—m [‘y(amy;Qm) - \Il(ar—lyya Qm) .
(4.13)

Um ponto importante a notar-se é que, nas equagoes (4.6),(4.7),(4.10) e
(4.11), os fluxos angulares ¥ (x, b,., Qm), U(z, b1, Qm), U(a,,y, Qm) eV(a,_1,v, ﬁm)

s6 podem ser conhecidos no contorno do dominio nas dire¢oes incidentes, sendo
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desconhecidos nas demais direcoes e no interior do dominio. Isso leva a um sistema
de equagoes em ordenadas discretas nas variaveis x e y com mais incognitas do que
equacoes e faz-se necessario o uso de alguma forma auxiliar para tornar os sistemas
determinaveis. Varios métodos vém sendo propostos, mas destaca-se na abordagem
ADO o trabalho de Barichello et al. [16], que faz aproximagoes por constantes para

essas incognitas. E esse método que sera utilizado nesse trabalho.

4.3 O Método ADO em Problemas Bidimensionais

Aplicando-se a técnica nodal no sistema de equacoes bidimensionais
em ordenadas discretas, reduz-se o sistema de equacoes diferenciais parciais a um
sistema de equacoes diferenciais ordindrias, possibilitando-se o uso do método ADO
para sua resolugao. A abordagem ADO trata de encontrar uma solugdo para o
problema homogéneo associado através da resolucao de um problema simplificado
de autovalores, onde a solugao é obtida de forma analitica na varidvel espacial. Os
autovalores encontrados dao origem as chamadas constantes de separa¢ao (v e 7).
O método propoe solugoes homogeéneas para as equagoes em termos das autofungoes

exponencias

— —

UE (2, Q) = Oy (v, Q)e ™ (4.14)

U (y, Q) = ar (4, D). (4.15)

Substituindo a equagao (4.14) na versao homogénea das equacoes (4.6) e (4.7) e

diferenciando, temos

_Iu_m\ljyr(yru Qm) + th)yr<yr7 Qm) -

M2 (4.16)
Os Z Wi [(Dyr(Vra Qk) + ber(yra QM/2+I<:)]
k=1
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Iu_m\ljyr(yra Q.‘M/Qer) + gt(byr(yra Q.‘M/Zer) =

M2 (4.17)
Os Z Wk [q)yr(yrv Qk) + (I)yr(l/r> QM/2+k)]
k=1

T

param = 1,..., M/2. Define-se agora

Uy (v, D) = Dy (r, Do) + @y (U, s j24m) (4.18)

Ve (Vs Bn) = Oy (v, D) — @y (W, Dt/ m)- (4.19)

Agora, somando as equagoes (4.16) e (4.17) obtém-se

M/2
— r — 2 sVp —
Vi (v, i) :: o Uy (v, o) + ‘;” S wiUye (v, i) (4.20)
m m

e, se for subtraida a equacao (4.16) de (4.17), tem-se

Vi (v, Gpn) = 220, (v, ). (4.21)
VrOy
Se agora for substituida a equacdo (4.21) em (4.20), toda essa mani-

pulagao leva ao problema de autovalores de meia ordem M /2 x M/2
[Dyr - Ayr] Uyr = Ay Uy, (4.22)

onde

1
Apr = (4.23)

—.
y’l”
Aqui, Uy, é o autovetor associado ao autovalor A, e as matrizes D,, e A, sao de

ordem M /2 x M/2 e definidas como

2 2 2
DyT:diag{(2> (ﬂ> ( ot > } (4.24)
M1 2 Hay2

o 2W;00
A?JT(ZL]): LQ t7 (425>
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parai=1,...,M/2ej=1,...,M/2.

Da solugao do problema de autovalores, podem-se encontrar as auto-

fungdes (4.14) em termos de U,, utilizando

= U T iy Q)m m
Oy (g, ) = % [1 + j UJ (4.26)
jr
€ —
S U, r\Virs Qm Hm
Dy (Vjr, Qntjaim) = — ( 32 ) {1 7 Ut:| - (4.27)
Jr

De (4.23), véem-se que as constantes de separagdo v, aparecem em
pares positivo-negativo. Com isso em mente, escrevem-se a forma geral da solugao

homogénea, na direcao z, como

M/2
qj;('%.? ﬁm) = Z [Aj’réyr(yjr’ Qm)ef(xfar—l)/ljjr
! (4.28)
+ AM/2+J'7T\IJW(I/]~T, QM/QJFm)@_(aT_I)/VjT]
e
M/2
(2, Caggaim) = D [Ajr @y (s, DagganJe o0/
= (4.29)
+ Anmyo4jr Vyr Vi, Qm)e‘(ar—w)/wr]
onde os coeficientes A;, , parai=1,..., M devem ser determinados.

Para obter-se a solucao homogénea na direcao y na mesma regiao,
utiliza-se um processo andlogo, partindo da substitui¢ao de (4.15) em (4.10) e (4.11).
Depois de encontrar a solugao para o problema de autovalores e os valores de se-
paracao 7., tem-se a solugao geral na forma

M/2

\I]g"(y7 S_2‘m) = Z [Bj,rq)mr(’yj'r, Qm)ef(yfbrfl)/%'r
g (4.30)

+ BM/2+j,Tq)mr(7jr, Q)M/Q_i_m)ef(bT*y)/’er]
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M/2
Wy, Ontpon) = D [Bir®ar (i, Dagpam e/
=t (4.31)
+ BM/2+j,r(I)x7‘<’th ﬁm)e_(b"_y)/%'r]
onde os coeficientes B;,. , para i = 1,..., M devem também ser determinados.

Vale ressaltar uma importante caracteristica do método ADO: utili-
zando um conjunto de M ordenadas discretas, obtém-se problemas de autovaloers
de ordem M/2, uma significante reducao quando comparado com outros métodos

de aproximagoes nodais utilizando ordenadas discretas [76].

4.4 Solucao Geral em Problemas de Fonte-Fixa

Para se obter a solucao geral de um problema de transporte de néutrons
bidimensional na presenca de uma fonte fixa, uma solucao particular <\115r(x, Qm))
ou <\Ilf,,(y,ﬁm)> deve ser encontrada. Para tanto, diferentes técnicas foram de-
senvolvidas como a utilizagdo de fungées de Green [38] ou a definigdo do termo
fonte como uma funcao constante. Com a solucao particular em maos e a solugao

homogénea do método ADO, as solugoes gerais sao

Uy (2, D) = U (2,Q,) + U (2,0, (4.32)

—

\ijr(y’ Qm) = \Ijg(% Qm) + \ijr(y’ Qm) (4'33)

parar=1,..., R.

Para a construgao da solugao particular utilizando aproximacao por
constante, equacoes auxiliares se fazem necessarias. Como mencionado anterior-
mente, os fluxos angulares no contorno do dominio sé sao conhecidos nas direcoes
incidentes e, dentre outras, uma forma de diminuir o impacto desse problema é apro-

ximar os fluxos desconhecidos por polinomios de ordem zero, ou seja, constantes.
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Outros métodos, como aproximacoes lineares ou exponenciais, também sao presentes

na literatura [31], embora nao sejam abordadas nesse trabalho.

Os fluxos desconhecidos sao aproximados por constantes dependentes

da direcao como

Vo (, bm, i) = Ko (4.34)

U (T, b1, ) = K1, (4.35)
U, (2, am, ) = Ly (4.36)
U, (%, a1, ) = Lin—1.44 (4.37)

parat=1,.... Mer=1,..., R.

As equagbes auxiliares sao agrupadas ao termo fonte, passando a ser

considerado como

1 - i Kmri_Km— i parar:l
O,y = § 17 B Fos L] .
— 5 [Kmri — Km-1,;]  para as demais regies.
e
— odie—[Limyi — Lin—1,3] parar=1
Qur(y, i) = o L (4.39)
_a,,L_“Jm,l [Lm,r,i - mel,r,i] para as demais regloes.
ondei =1,...,. M er =1,...,R. A partir do uso de aproximacoes constantes,

a forma final do termo nao-homogéneo também serd constante. Assim, para i =
1,..., M, propoe-se
WP (2, 0) = Ci,y (4.40)

Ul (y, ) = Di, (4.41)
comr=1,...,R.

Depois de estabelecidas expressoes para as solugoes homogéneas e par-

ticulares para as equacoes unidimensionais integradas transversalmente, a saber
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(4.28)—(4.29) e (4.30)—(4.31), a solucdo geral para o fluxo angular integrado na regiao

r e diregao x pode ser escrita como

S

/2

\IlyT (‘1'7 Q’m) = [Aj,TCDyr(er, Q‘m)e*(lfar—ﬂ/ujr
= (4.42)
+ AM/2+j7T®yT(VjT‘7 QM/2+m)e_(aT_x)/er + Cmﬂ'-
(&4
M2
\Ilyr (I, QM/QJFm) - Z [Ajﬂ’(byr(yjra QM/2+m)6_(x_aT*1)/VJ'T
= (4.43)

—

+ AM/Q'Fj,T@yT‘(er, Qm)e—(ap—x)/l/jr + CM/2+m,T

para x € [a,_1,a,], e

M/2
oy, ) = 37 [ By, B0t/ 00
7=t (4.44)
+ BM/Q"‘],T’@J?T’(’Y‘]T; QM/2+m>6_(b'f‘_y)/’7jr + Dm7T
(§
M/2
oy, atppam) = D [Bir®ur (s Gty )00

7=t (4.45)

—

+ BM/2+j,r‘I>m(7jr, Qm)e*(bry)/vjr + DM/2+m,r
para y € [by_1,b,].

As expressoes (4.42)-(4.45) envolvem, em cada regido, 4M coeficientes
arbitrarios a serem determinados: 2M provenientes da solugao homogénea (coefici-
entes A e B) e 2M da solugdo particular (coeficientes C' e D). Sendo R o numero
total de regides no dominio, um sistema linear de ordem 4M R deve ser entao re-
solvido para a obtencgao da expressao final para o fluxo angular médio em todas as
regioes. No capitulo a seguir sao analisados problemas onde esses sistemas lineares

surgem e que sao entao resolvidos através de diferentes métodos numéricos.
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5 RESULTADOS

Problemas de transporte de fonte fixa em geometria bidimensional sao
um aspecto frequentemente estudado em anos recentes pelo grupo de estudo do Pro-
grama de Pés-Graduacao em Matematica Aplicada da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, do qual o autor deste trabalho faz parte. Em diversos trabalhos
publicados por autores do grupo dé-se énfase a aplicacao do métodos ADO nesses
problemas. Consequentemente, os sistemas lineares provenientes dessa aplicacao
surgem como aspecto fundamental desse estudo. Em alguns casos, matrizes de alta
ordem apresentam-se como uma limitacao computacional para a resolucao dos pro-
blemas de transporte, principalmente pela escolha de solucao dos sistemas lineares
através de métodos diretos. A principal motivacao para este trabalho é, portanto,
a implementacao de métodos diretos na solucao dos sistemas lineares provenientes
de problemas de transporte previamente estudados pelo grupo de estudo. A seguir,
sao apresentados casos teste cuja origem encontra-se em trabalhos publicados por

membros desse grupo.

Nesse trabalho, os sistemas oriundos dos problemas de transporte bi-
dimensional foram abordados como uma extensao do trabalho de da Cunha et al.
[32]. Nele, um tipico problema de transporte bidimensional é estudado e os siste-
mas lineares provenientes do método exibido no capitulo 4 sao resolvidos através de
métodos iterativos como o GMRES e o LGMRES. A implementacgao dos métodos é
parte do pacote NUMERICO, de da Cunha [33], escrito em Fortran 95. O pacote
inclui, entre outras caracteristicas, outros métodos iterativos, diferentes modos de
armazenamento de matrizes esparsas e a possibilidade de uso de pré-condicionadores,
como os pré-condicionadores Jacobiano, ILU(0) e IC(0) [32]. O pacote NUMERICO
também abrange implementacao dos codigos para processamento em paralelo utili-
zando MPI (Message Passing Interface), permitindo maior eficiéncia nos métodos

numéricos. Diferentemente do trabalho supracitado [32], processamento em para-
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lelo nao foi utilizado nesse trabalho. As simulagoes numéricas foram realizadas em
um cluster SGI ALtix no Centro Nacional de Supercomputagao (CESUP/UFRGS)
equipado com 64 unidades de processamento, cada uma com dois processadores

dodecacore e 64 GB de meméria RAM e interconectados por uma rede InifiniBand.

A principal motivacao para a utilizagao de métodos iterativos na solugao
dos sistemas lineares é a abordagem de sistemas de alta ordem provenientes de pro-
blemas com um grande niimero de regides ou de diregoes discretas, essas diretamente
relacionadas com a ordem de quadratura utilizada. Os problemas aqui apresentados
possuem solugao discutidas em [31] e [74], entre outros, onde a ordem das matrizes
dos sistemas lineares se mostrou um limite devido ao custo computacional envol-
vido. O uso dos métodos baseados em iteragoes em espacos de Krylov nos permitem
resolver sistemas de ordens maiores sem um custo proibitivo. Além disso, o uso de
métodos diretos em matrizes esparsas leva a inconveniéncias que podem tornar tais

métodos impraticaveis [81].

Os métodos iterativos muitas vezes sao associados a pré-condicionadores.
Para este trabalho, foram utilizados inicialmente os pré-condicionadores presentes
no pacote NUMERICO [33] , muitos dos quais nao auxiliaram na convergéncia dos
métodos. Por fim, voltou-se a escolha de pré-condicionamento presente no trabalho
de da Cunha et al. Neste, optou-se pelo uso de equacoes normais na solucao dos
sistemas lineares, evitando assim problemas de convergéncia nos métodos iterativos.
Além disso, fez-se uso de um pré-condicionador Jacobiano no sistema para acelerar
a convergéncia. Dessa forma, encontrar a solugao para o sistema Ax = b passa a ser
0 mesmo que encontrar uma solucao para o sistema JAT AT = J ATh e pode-se con-
siderar a matriz JAT como um pré-condicionador final para o sistema original. Essa
opcao traz vantagens em alocacao de memoria, visto que apenas a matriz esparsa A
¢ armazenada e é a mesma abordagem escolhida para a solucao de sistemas lineares
neste trabalho. A escolha dessa matriz de pré-condicionamento foi feita seguindo

um estudo que analisou aspectos das matrizes como estrutura de seus elementos
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nao nulos e distribui¢ao dos autovalores no plano complexo. A figura 5.1 mostra os
resultados presentes em [32]. A mesma abordagem foi feita para os problemas aqui

presentes.

¥

.
Do+
+ -
0 + o+
¥ it
T
.

-2 <15 -1 -05 0 05 1 15 2

(a) Estrutura (b) Autovalores

Figura 5.1: Estrutura e autovalores das matrizes presentes em [32]

Para todos os problemas aqui resolvidos, utilizou-se as mesmas nove
variagoes dos métodos iterativos mencionados no capitulo 2: GMRES(m) reinici-
alizado com m € {10,20,30} e LGMRES(m,[) com as mesmas escolhas de m e
l € {5,10, 15}, satisfazendo a condi¢ao [ < m de acordo com o capitulo 2. Isso nos

gera as seguintes combinagoes:

o GMRES(10) o GMRES(20) o GMRES(30)
e LGMRES(10,5) e LGMRES(20,5) e LGMRES(20,10)
e LGMRES(30,5) e LGMRES(30,10) e LGMRES(30,15)

Além disso, os métodos iterativos foram aplicados tomando como critérios
de parada a norma do residuo (||7]| < 107'? indicando uma convergéncia) ou o
nimero de iteragoes (k > n/2 indicando uma divergéncia). Cada problema foi re-
solvido cinco vezes através de cada escolha de parametros dos métodos iterativos e
tomou-se a média aritmética de medidas como o tempo computacional (medido em

segundos), apresentadas a seguir.

As escolhas para os parametros m e [ foram feitas ao longo do trabalho.

Inicialmente, estudou-se a possibilidade de trabalhar com o método GMRES sem
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reinicializagao (onde a dimensao m da base de Krylov é igual a ordem n da matriz do
sistema linear), mas essa escolha se mostrou ineficiente, muitas vezes ultrapassando
um numero toleravel de iteragoes antes de chegar a convergéncia. A reinicializagao
do método mostrou-se algo essencial para economia computacional e convergéncia
em tempos habeis. Testes foram feitos com escolhas de m tao grandes quanto
n/2 e outros valores em funcao de n mas, no final, optou-se pelo uso de valores
constantes para m (10, 20 e 30) e [ (5, 10 e 15), de acordo com as escolhas feitas
em [32]. E importante mencionar que os métodos GMRES(m) e LGMRES(m, 1)
implementados no pacote NUMERICO sao adaptativos em relacao a dimensao da
base do subespaco de Krylov, ou seja, o valor de m pode ser alterado entre iteragoes
para garantir uma melhor base para a convergéncia do método. E comum que,
quando a escolha inicial de m nao é grande o suficiente, o método o aumenta de
acordo; se a taxa de convergeéncia ¢é suficientemente grande, m é reduzido. Diferentes
trabalhos apresentam métodos de adaptatividade para a escolha ideal de m entre
iteragoes [11, 12, 48, 49]. Portanto, a escolha do parametro m representa apenas um
valor inicial para a dimensao da base de Krylov, podendo esta ser alterada durante

O Processo.

5.1 Problema 1

Iniciou-se esse trabalho com a verificagao dos resultados obtidos por
Cromianski em [31]. O problema considerado consiste de um meio homogéneo, com
espalhamento isotrépico definido em um dominio retangular a = b = 1.0cm. O
dominio ¢é dividido em quatro regides, como na figura 5.2. A regido I, em [0,0.5] x
[0,0.5], contém uma fonte fixa isotrépica Q(z,y) = 1.0 e as se¢oes de choque sao

1

definidas como oy = 1.0cm™! e o, = 0.5cm ™! nas quatro regioes.

Em [31], os sistemas de equagoes associados ao problema de transporte

bidimensional foram resolvidos através de métodos diretos da biblioteca LAPACK,
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Figura 5.2: Geometria do problema 1.

em linguagem Fortran 77. Diferentes escolhas foram feitas para o nimero M de
direcoes ordenadas e as quatro quadraturas mencionadas no Capitulo 3 foram utili-

zadas na aproximacgao das variaveis angulares.

Apoés a verificagao das solugoes via métodos diretos, a abordagem mu-
dou para a utilizacao dos métodos iterativos. Para encontrar as constantes das
solucoes gerais do problema de transporte, os sistemas lineares foram resolvidos
através dos métodos iterativos GMRES(m) e LGMRES(m,[) afim de comparar e
validar os resultados. As tabelas 5.1 - 5.4 apresentam os dados obtidos nos testes
numéricos para este problema nas diferentes quadraturas numéricas apresentadas

no Capitulo 3.

O posicionamento dos valores nao nulos das matrizes desse problema,
assim como a distribuicao de seus autovalores no plano complexo, foi estudado em
acordo com o trabalho de da Cunha [32]. As diferentes quadraturas numéricas
afetam de forma nao perceptiva esses resultados e, portanto, a fim de exemplificar,

a figura 5.3 mostra esses resultados para a quadratura PyTy e ordem n = 5120.
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Figura 5.3: Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 1.

Os dados sao organizados de acordo com a ordem da quadratura N,
associada a um numero de direcoes bidimensionais N D de acordo com a formulagao
na segao 3.2 que, por sua vez, determina a ordem do sistema linear n de acordo
com a formulagao na secao 4.4. O caso particular da quadratura QR apresenta Ny
como ordem da quadratura, representando a ordem da quadratura unidimensional

na variavel azimutal, de acordo com a secao 3.2.3.

Apresenta-se nas tabelas o nimero de iteragées k do método iterativo
em particular, assim como o tempo computacional ¢, medido em segundos, tomado
por este. Além disso, apresenta-se também o tempo computacional total 7', também
em segundos, tomado pelo programa como um todo. Esse processo inclui a leitura
do arquivo com as entradas da matriz A do sistema linear, a construcao do pré-

condicionador JAT e o préprio método iterativo de solucao do sistema.
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Tabela 5.1: Problema 1, quadratura LGy

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n | &k t Tk t Tk t T
2 1 80 | 3L 00l 001|210 00l 00L]10 000 0,01
4 3 240 | 32 005 009|24 004 00918 0,05 0,09
6 6 480 | 35 018 032]30 019 033|21 0,16 031
8 10 800 | 35 040 0,69 |28 043 07222 040 0,73
12 21 1680 | 160 16,76 17,87 |45 7,30 843 |34 6,70 7,93
16 36 2880 | 197 60,92 64,28 | 57 28,09 31,39 | 41 27,23 30,38

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n | k t Tk t Tk t T
2 80 | 18 0,00 00113 000 00114 000 0,01
4 240 | 28 0,04 00821 004 008[22 005 0,09
6 480 | 35 0,14 02824 0,14 028|233 013 027
8 10 800 | 31 037 067|30 038 06827 041 0,73
12 21 1680 | 59 5,62 6,74 |46 554 6,65|42 580 6,93
16 36 2880 | 78 23,09 26,32 |45 20,87 24,12 | 46 2145 24,64

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n | k t Tk t Tk t T
2 1 8 | 9 000 00110 001 001|100 001 0,01
4 3 240 | 14 004 008|15 004 00817 0,04 0,09
6 6 480 | 20 014 028|15 012 02617 0,14 028
8 10 800 | 22 044 076 |17 033 062|19 034 0,64
12 21 1680 | 41 541 65233 550 66229 487 508
16 36 2880 | 39 20,73 24,14 |36 19,50 22,78 | 34 1843 21,63
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Tabela 5.2: Problema 1, quadratura PyTy

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t T| k t T| k t T
2 1 80 |26 00l 00123 001l 001[12 001 0,01
4 4 320[29 006 01328 008 015|17 007 0,14
6 9 720 (33 022 04820 020 04618 021 047
8 16 1280(31 0,74 14026 0,78 144[23 083 1,49
12 36 2880 |33 442 771|126 430 75625 4,96 8,17
14 49 3920 |33 8,00 14,12 |26 7,58 13,66 |24 833 14,35
16 64 5120 |30 12,02 22,74 |27 13,70 2422 | 25 1481 2526
20 100 8000 | 31 30,64 57.87 | 27 32,55 61,07 | 26 36,38 64,88

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t T| k t T| k t T
2 1 8 |17 000 001]13 00l 001[14 001 0,01
4 4 320(2 007 014|19 006 013]20 006 0,14
6 9 720(29 022 048|201 0,19 043|17 018 044
8 16 1280(33 0,73 14023 066 1,32[18 0,64 1,30
12 36 2880 |38 4,84 8,17|26 4,09 740 |21 4,14 7,37
14 49 3920 |35 845 14,55 |26 744 135220 7,19 13,26
16 64 5120 |38 14,52 2501 |27 13,07 23,82 |23 13,17 23,76
20 100 8000 | 34 34,39 62,47 | 28 33,02 62,62 | 23 33,06 62,64

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T| k t T| &k t T
2 1 8 |9 000 00l]11 001l 001[12 001 0,01
4 4 320|13 006 013|14 006 013]16 007 0,14
6 9 720 |14 017 04415 0,18 043[17 0,19 045
8 16 1280|15 057 12416 061 1,29|18 0,66 1,33
12 36 2830 |17 3,64 691|18 390 7,11|20 422 744
14 49 3920 | 17 6,54 12,66 | 18 7,11 1326 |19 745 13,58
16 64 5120 |18 11,32 21,92 |19 1289 2349 | 20 12,85 23,54
20 100 8000 | 18 29,02 58,39 | 19 31,50 59,62 | 21 33,24 62,17
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Tabela 5.3: Problema 1, quadratura PyTnSn

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t T k t Tk t T
2 1 80 |26 00l 00|23 001 00112 00l 0,01
4 3 240 |28 0,04 00828 004 008|16 004 0,08
6 6 480 |31 0,10 02431 013 027[18 0,11 025
8 10 800 [36 032 0,62|25 030 061|22 033 0,64
10 15 1200 |34 068 129[25 060 120|201 066 126
12 21 168033 154 2,60|26 147 26523 1,62 273
16 36 2880 |34 468 79926 442 7,79|24 483 8,14
20 55 4400 | 34 10,29 1823 |26 9,73 17,67 |24 10,94 1891
22 66 5280 | 36 1584 27,32 |26 14,43 2578 | 24 1543 27,18
28 105 8400 | 33 35,16 66,99 | 26 34,20 65,26 | 25 38,06 71,61

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t T k t T k t T
2 1 80 |17 0,00 00L]|13 000 00114 000 0,01
4 3 240 |26 004 009|188 003 007|199 004 0,08
6 6 480 |31 0,10 02420 009 023[21 0,10 0,25
8 10 800 |31 028 05822 025 054|177 023 051
10 15 1200[37 070 1,30|24 060 12625 068 1,30
12 21 1680 |33 154 269 |24 133 246|19 135 249
16 36 2880 |37 479 812|26 424 75421 442 772
20 55 4400 | 36 10,49 18,62 | 26 9,65 17,59 |22 9,96 17,90
22 66 5280 | 36 15,30 26,88 | 27 13,72 2526 | 22 14,41 26,06
28 105 8400 | 37 38,18 70,21 | 27 3502 67,20 | 23 36,62 68,22

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T| k t T k t T
2 1 8 |9 00l 00|11 00l 00L|12 000 0,01
4 3 240 |13 004 00814 004 007|16 004 0,08
6 6 48 |13 0,09 02314 0010 023|16 0,11 0,25
8 10 800 |14 021 05215 024 052|18 026 0,55
10 15 1200|15 055 1,06|17 060 12318 061 121
12 21 1680 |16 1,22 237|17 131 245|19 142 259
16 36 2880 |17 3,71 7,04|18 4,10 743|19 425 7,54
20 55 4400 | 17 8,64 16,64 | 19 940 1867 |20 9,76 17,83
22 66 5280 | 17 12,16 23,56 | 19 13,19 24,89 | 20 13,68 25,10
28 105 8400 | 18 30,22 61,32 | 19 33,73 67,00 | 20 34,65 66,14
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Tabela 5.4: Problema 1, quadratura QR

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N, ND n |k t Tk t Tk t T
2 2 160 |22 001 003]15 00l 003]10 002 0,04
4 8 640 [30 019 042[23 0,18 039|19 0,18 0,40
6 18 1440 |32 1,06 194(25 104 1,90 |23 1,00 195
10 50 4000 |32 831 14,90 |26 818 1487 |25 942 16,12
12 72 5760 |33 16,72 30,73 | 27 17,00 30,97 | 24 18,04 32,31
14 98 784032 30,58 57,63 |27 29,93 57,93 |25 34,08 6525

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N, ND n |k t Tk t Tk t T
2 160 |23 002 003]13 002 004]15 0,02 0,04
4 640 |32 0,18 040 |21 0,15 035|201 017 0,38
6 18 1440 |32 1,02 187|23 091 1,76 |18 087 1,74
10 50 4000 |35 879 1535 |27 818 1490 |21 7,90 1447
12 72 5760 |39 18,90 32,70 | 26 16,03 30,13 | 21 16,17 30,07
14 98 7840 |34 33,11 59,95 |28 30,72 57,41 |23 30,98 58,89

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N, ND n |k t Tk t Tk t T
2 160 | 9 001 003][10 001 003|100 00l 0,03
4 640 | 13 0,14 034 |14 014 036|17 016 0,38
6 18 1440 |15 0,76 1,64 |15 082 169|18 092 1,76
10 50 4000 |17 7,03 13,59 |18 7,52 14,10 |19 7,76 14,57
12 72 5760 | 17 14,49 28,63 |18 1539 2924 | 20 16,23 30,24
14 98 7840 |18 2834 5520 | 19 30,14 58,02 |20 31,24 59,89

Inicialmente, pode-se notar que, como esperado, o ntimero de iteracoes

(k) necessarias para a convergéncia do método cresce juntamente com a ordem

da matriz do problema (n).

No entanto, comparando diretamente os resultados

para a quadratura de nivel simétrica (LQy) e a quadratura triangular de Legendre-

Chebyshev (PyTySy) — que possuem disposi¢ao parecida de ordenadas discretas

na esfera unitdria e, portanto, mesma ordem de sistema para determinada ordem
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de quadratura — vé-se que a quadratura L@y apresenta numeros de iteragoes (k)
muito maiores do que os sistemas de mesma ordem (n) na quadratura PySy. Isto
ocorre nas simulacoes com todas as variacoes dos esquemas iterativos, sugerindo
que os sistemas de equagoes proveninentes de problemas aplicados a quadratura
LQ N sejam menos propicios a utilizacao de métodos iterativos que os sistemas dos
mesmos problemas aplicados a quadratura PyTnSy. Levando em consideracao que
esta quadratura nao apresenta a mesma limitacao fisica daquela (que proibe ordens
de quadratura maiores que 20, como visto no capitulo 3), afirma-se inicialmente
que, para este problema, a quadratura PyTnSy € preferivel a quadratura L)y nas
mesmas condi¢oes. Também como esperado, o tempo tomado pelo método iterativo
cresce ao passo que o numero de iteragoes cresce (consequentemente, ao passo que
a ordem do sistema cresce), tornando a quadratura de nivel simétrica muito mais

lenta que a outra.

Embora as quadraturas PyTnSy, PvIn € QR nao tenham mesmas
ordens nas matrizes dos sistemas lineares — devido a diferentes formulagoes rela-
cionando a ordem da quadratura N com o numero de ordenadas discretas ND —
pode-se comparar matrizes de ordem similar para analisar a discrepancia entre as
grandezas analisadas. Por exemplo, pode-se comparar com certa equabilidade os
sistemas de ordem 8400 na quadratura PyTnSy (N = 28, ND = 105, Tabela 5.3),
de ordem 8000 na quadratura PyTy (N = 20, ND = 100, Tabela 5.2) e ordem 7840
na quadratura QR (N, = 14, ND = 98, Tabela 5.4). Nesta comparacio, vé-se que
o numero de iteragoes é praticamente o mesmo para as trés quadraturas em cada
método iterativo — por exemplo, k£ = 18 em todas para LGMRES(30,5) ou k = 26
para a PyTySy e k = 27 nas outras duas para GMRES(20). Ressalta-se ainda
que, para esse problema, o nimero de iteracoes semelhante entre as quadraturas
também implica em tempo computacional similar. Dessa forma, uma conclusao pre-
liminar é que a escolha da quadratura nao influencia significativamente no tempo

de processamento até a convergéncia.
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No entanto, ainda é de interesse a diferenga entre as escolhas dos
parametros para os métodos iterativos. Com excecao da quadratura L@y, todas
as demais apresentam resultados semelhante quanto a escolha de parametros com
menor tempo computacional para o método iterativo: LGMRES(30,5). Como todos
os testes numéricos convergiram em um tempo consideravel, uma andlise das outras
opcoes apresenta resultados aparentemente mais rapidos com o método LGMRES
do que com o GMRES, como é esperado visto que aquele é um método de aceleragao

deste.

5.2 Problema 2

Como segundo caso teste, considera-se um meio heterogéneo com espa-
lhamento isotrépico conforme proposto por Azmy [6], também com dominio retan-
gular, de tamanho a = b = 10.0cm e fonte fixa isotrépica Q(z,y) = 1.0 na regiao
[0,5.0] x [0,5.0]. A figura 5.4 representa o dominio para esse problema. Na regiao
da fonte, temos o, = 1.0cm™! e o, = 0.5cm ™! enquanto que, nas demais, a secao de

1

choque macroscopica total é o, = 2.0cm™" e a secao de choque de espalhamento é

os=0.lcm™'.
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Figura 5.4: Geometria do problema 2.

Esse problema foi resolvido em trabalhos como os de Cromianski [31] e
Picoloto [74] com diferentes énfases. Resultados para este problema também estao

presentes em [16, 76]

Novamente, as tabelas 5.5 — 5.8 sao organizadas de acordo com a ordem
da quadratura (N e Ny) e apresentam o nimero de iteracoes (k), o tempo tomado
computacionalmente pelo método (t) e o tempo total do processo (T') para as dife-
rentes quadraturas e diferentes métodos iterativos. Também apresentam-se na figura

5.5 a estrutura e distribuicao dos autovalores de uma matriz exemplo (quadratura

PnTnSy, n = 4400) deste Problema.
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Figura 5.5: Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 2.

Tabela 5.5: Problema 2, quadratura LQ)y

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t T k t T k t T
2 1 80 000 0012 000 0001 000 0,01
43 240 0,00 005|3 000 005|2 001 005
6 6 48 |13 003 0176 002 017|4 002 0,11
8 10 800 |24 0,12 042|10 008 039| 6 008 0,38
12 21 1680 |54 421 538|310 351 46226 334 446
16 36 2880 | 60 14,95 1826 |30 9,10 12,36 |32 11,49 14,78

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t T k ¢ T k t T
2 1 8 |5 000 0002 000 0002 000 000
4 3 24016 00l 0053 00l 0053 000 005
6 6 480 |11 0,03 0,17| 6 003 017| 6 003 0,17
8 10 800 |17 0,10 041| 8 0,08 038|10 0,08 0,39
12 21 1680 |49 3,03 4,18|29 294 40731 298 4,11
16 36 2880 |47 9,04 1229 |31 840 11,71|33 926 12,49

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T| k t T k t T
2 1 8 |1 000 0001 000 0001 000 0,00
4 3 240 |2 001 0052 00l 005]2 000 005
6 6 480 | 4 002 016 4 002 016| 4 003 0,17
8 10 800 |6 008 0386 008 0396 008 038
12 21 1680 |30 3,01 4,14 |21 287 401|23 308 427
16 36 2880 |25 824 11,56|20 7,82 11,0723 8,68 11,98




Tabela 5.6: Problema 2, quadratura PyTy

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk ¢ Tk ot T
2 1 80 |5 000 0012 000 000]1 000 000
4 4 320106 001 0083 000 0082 00l 0,08
6 9 720|6 002 0283 002 0292 002 028
8 16 1280|6 0,08 0,74|3 006 0762 006 0,78
12 36 2880 |6 042 382|3 036 3732 034 3,72
14 49 39206 077 725|3 066  7,02|2 064 7,20
16 64 51206 131 1244 |3 1,14 1227]2 1,10 1221
20 100 8000 | 6 3,21 3317|3 2,64 3248 |2 266 32,06

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t Tk ¢ Tk ot T
2 1 80 |5 000 0012 000 00L]2 000 001
4 4 320106 001 0083 000 0083 000 0,08
6 9 7206 002 028]3 002 0283 002 028
8 16 1280|6 0,08 081|3 007 077|3 006 0,78
12 36 2880 |6 042 380|3 036 3733 036 3,74
14 49 39206 077 7,12|3 066  7,02|3 066 7,05
16 64 51206 126 12,14 |3 1,13 12,02 |3 1,12 12,05
20 100 8000 | 6 3,08 32,70 |3 2,81 32,31|3 280 32,61

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k ¢ Tk ot Tk ot T
2 1 80 |1 000 0001 000 00L]1 000 000
4 4 3201]2 000 0072 00l 0072 00l 0,08
6 9 7202 002 028|2 002 0282 002 027
8 16 1280|2 006 074|2 006 076|2 006 0,76
12 36 2880 |2 034 370|2 033 372[2 034 3,78
14 49 39202 064 700[2 065 7,20]2 066 7,14
16 64 51202 1,00 12,12 |2 1,11 13,02|2 1,17 13,62
20 100 8000 | 2 2,56 32,18 |2 264 3228|2 257 3221
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Tabela 5.7: Problema 2, quadratura PyTnSy

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk ¢ Tk ot T
2 1 80 |5 000 000]2 000 000]1 000 000
4 3 240 |5 0,00 005|3 000 0042 000 0,04
6 6 48 |6 001 0153 001 016|2 00l 0,15
8 10 800 |6 0,02 032]3 002 0322 002 0,32
10 15 1200|6 006 074|3 005 070]2 005 0,66
12 21 1680 |6 0,13 131|3 012 128]2 0,11 1,25
16 36 2880 |6 039 380|3 035 3732 033 3,70
20 55 4400 |6 0,89 9,003 0,77  900|2 073 882
28 105 8400 | 6 3,04 34,60 |3 2,63 34722 245 33,19

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k ¢ Tk ¢ Tk ¢ T
2 80 |5 000 001]2 000 000]2 000 000
4 240 |5 0,00 005|3 000 005|3 000 005
6 480 |6 0,01 014|3 001 015|3 00l 0,15
8 10 800 |6 0,04 034]3 002 0343 002 033
10 15 1200|6 006 068|3 006  068|3 006 0,66
12 21 1680 |6 0,14 128|3 0,12  1,26|3 0,12 127
16 36 2880 |6 039 368[3 034 3703 035 3,74
20 55 4400 |6 0,88 893 |3 0,76 882|3 0,76 881
28 105 8400 | 6 3,06 34,62 |3 2,74 3418 |3 281 3552

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k ¢ Tk ot Tk ot T
2 1 80 |1 000 0011 000 000]1 000 000
4 3 240 |2 000 005|2 000 0042 000 0,05
6 6 48 |2 001 016|2 00l 015|2 00l 0,16
8 10 800 |2 002 034]2 002 0332 002 033
10 15 1200|2 005 066|2 005 067]2 005 0,66
12 21 1680 |2 011 127|2 011  128[2 0,11 1,29
16 36 2880 |2 033 3672 033 3712 032 3,71
20 55 4400 |2 0,73 874|2 0,72 8932 074 892
28 105 8400 | 2 245 32,88 |2 257 33932 255 3425
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Tabela 5.8: Problema 2, quadratura QR

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N, ND n |k t Tk Ot Tk ¢ T
2 2 160 | 5 000 002]2 000 0022 000 0,02
4 8 640 | 6 002 023[3 002 0242 002 024
6 18 1440 | 6 011 098|3 009 0942 009 095
8 32 2560 | 7 041 304[3 036 3002 032 2099
10 50 4000| 7 093 7644 080 7432 074 7,29
12 72 5760 8 1,92 1596 |4 1,71 1550 |3 1,61 1543
14 98 7840 |11 5,14 31,88 |5 441 31,19 |3 4,07 3214

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)

Ny ND n |k ¢ T |k t T |k t T
2 2 160 | 5 000 002]2 000 0022 000 002
4 8 640 | 6 002 024]3 002 024|3 002 024
6 18 1440 6 0,10 096|3 009 095|3 010 0093
8 32 2560 | 7 041 3,15|3 034 296|3 034 3,01
10 50 4000 | 7 092 7534 081 7364 080 7,37
12 72 5760 | 7 189 1590 |4 1,68 1562|4 1,68 16,16
14 98 7840 | 10 543 3291 |5 442 31,15|5 442 31,23

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)

Ny, ND n |k t T |k t T |k t T
2 2 160 | 2 0,00 002]2 000 0022 000 002
4 8 640 | 2 002 023]2 002 022|2 002 022
6 18 1440 | 2 008 094|2 008 096|2 009 095
8 32 2560 | 2 032 300|2 032 2992 032 296
10 50 4000 | 2 0,75 747[2 074  740|2 075 744
12 72 5760 | 3 1,67 1555|3 1,61 1556 |3 1,61 1553
14 98 7840 | 3 399 31,88|3 394 30,59 |3 3,93 30,46

Seguindo a andlise feita no problema anterior, vé-se que a quadratura
de nivel simétrica continua apresentando nimeros de iteragoes muito altos quando
comparados com outras quadraturas, particularmente a de Legendre-Chebyshev tri-

angular, que tem os mesmos numeros de ordenadas e, consequentemente, mesmas
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ordens de sistemas. Devido a isso, o tempo computacional para a convergéncia dos
métodos iterativos também é bem maior na quadratura LQy do que nas outras

quando comparada com sistemas de ordem similar.

Diferentemente do problema anterior, os tempos nao sao tao consisten-
tes entre as quadraturas quando analisados sistemas de ordem similares. Tomando
novamente os sistemas de ordem n = 8400 na quadratura PyTnSy (N =28, ND =
105), de ordem n = 8000 na quadratura PyTy (N = 20, ND = 100) e ordem
n = 7840 na quadratura QR (N, = 14, ND = 98), vé-se que a quadratura Quadru-
ple Range apresenta tempo computacional levemente maior que as outras duas. Por
exemplo, no método iterativo LGMRES(30,5) o método levou 2.45 segundos com
a quadratura PyTxy Sy, 2.56 segundos com a quadratura PyTy, mas 3.99 segundos
com a quadratura QQR. A discrepancia entre os dois primeiros resultados pode ser
atribuida a diferenca entre a ordem dos sistemas ou outros pormenores da simulagao
computacional, mas o valor bem maior da iltima quadratura pode indicar menor

predisposicao para o uso de métodos numéricos.

Também ¢é diferente do problema anterior o comportamento entre as
diferentes escolhas de parametros para os métodos em si. Neste problema, nao
hé unanimidade quanto ao método mais eficiente, embora o LGMRES(30,5) con-
tinue apresentando bons resultados. Outras escolhas com resultados satisfatérios
sao GMRES(30) e LGMRES(30,15). O que parece ser definitivo é a escolha do
parametro de reinicializacao do método iterativo m = 30, apresentando tempos

computacionais menores do que quando diretamente comparados com as outras es-

colhas (m = 10 e m = 20).

5.3 Problema 3

Ainda com o intuito de analisar a influéncia de diferentes quadraturas

na solucao de problemas bidimensionais de transporte, um terceiro caso teste foi con-
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siderado. Com geometria similar a dos problemas anteriores e dominio heterogéneo
com espalhamento isotropico, mantém-se os parametros de secoes de choque iguais
ao caso teste anterior (o; = 1.0cm™, 0, = 0.5cm ™!, 0y = 2.0cm™! e 0, = 0.1cm*1).
A regiao do dominio é definida com a = b = 30.0cm e fonte externa Q(z,y) = 1 na

regiao [0,10.0] x [0,10.0], conforme a figura 5.6

Vacuo

30.0

S, S,

Reflexivo Vacuo

10.0
S1 Sz

Reflexivo

Figura 5.6: Geometria do problema 3.

Diferentemente dos problemas anteriores, a este foi dado um trata-
mento diferenciado no sentido de malhas mais refinadas. A geometria dividida em
4 regides (2 x 2) foi subdivida em nodos respeitando os limites das regides originais.
As escolhas de refinamento presentes nesse trabalho sao as malhas 6 x 6, 15 x 15 e
30 x 30. O maior niimero de sub-regioes (R) afeta diretamente na ordem do sistema
linear (n) que deve ser resolvido para obter-se a expressao final para o fluxo angular
médio em todas as regides. As diferentes malhas foram usadas com todas as quadra-
turas numéricas analisadas nesse trabalho e os sistemas lineares resultantes foram

resolvidos com as mesmas escolhas de parametros para os métodos GMRES(m) e

LGMRES(m, 1) até agora utilizadas.
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Como nos problemas anteriores, as matrizes desse Problema foram ana-
lisadas quanto ao posicionamento de seus elementos nao nulos e a distribuicao de
seus autovalores no plano complexo. Assim como a quadratura utilizada nao pa-
rece afetar significantemente nesses resultados, também nao é visivel uma mudanca
devido a utilizacao de malhas mais finas. Assim, tomando uma matriz exemplo
(quadratura QR, n = 64800, malha 15 x 15), apresentam-se na figura 5.7 esses
resultados. Também como nos problemas anteriores, as tabelas 5.9 - 5.20 sao orga-
nizadas de acordo com a ordem da quadratura (N e Ny) e apresentam o nimero de
iteragoes (k) do método iterativo, o tempo tomado por este (¢) e o tempo total do

programa (7'). Esses resultados estdo parcialmente presentes em [34].

-2 15 -1 -05 0 05 1 15 2

(a) Estrutura (b) Autovalores

Figura 5.7: Estrutura e autovalores das matrizes do Problema 3.
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Tabela 5.9: Problema 3, quadratura L()y, malha 6 x 6

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk ot T |k t T
2 1 144 [13 001 002]5 000 0,00]3 000 0,00
4 3 432 |15 002 004|6 000 00l|4 000 001
6 6 864 |15 007 010]6 00l 0034 00l 004
8 10 1440 |15 0,11 0,16 |6 006  012|4 005 017
12 21 302416 031 120/6 0,15 085 |4 021 087
16 36 518415 083 252|7 070 2614 065 234

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t Tk ¢ Tk t T
2 144 |10 0,00 001[6 000 001]6 000 001
4 432 |10 0,01 003|6 002 005|6 00l 0,04
6 864 | 10 0,03 0,106 004 0266 002 007
8 10 1440 |11 008 031|6 006 025|6 005 0,16
12 21 302411 078 155|7 051  113|6 068 1,35
16 36 5184 |12 1,12 232|7 1,02 211|6 089 2,26

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t Tk t Tk t T
2 144 | 3 0,00 000[4 000 00l]3 000 000
4 432 | 3 001 0034 00l 0034 002 003
6 864 | 4 0,02 005[4 003 0074 003 0,09
8 10 1440 | 4 004 0,12]4 005 0154 004 0,13
12 21 3024 4 022 0664 021 0664 024 0,72
16 36 5184 | 4 078 2014 070 194 |4 067 2,62
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Tabela 5.10: Problema 3, quadratura L)y, malha 15 x 15

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk t T\ k t T
2 1 900 |22 003 01113 003 009] 8 003 0,10
4 3 2700 |23 011 054|13 0,10 041| 9 0,10 0,68
6 6 5400 |23 090 38|13 1,05 3539 092 3,14
8 10 9000 |23 1,15 634|13 1,00 499| 9 071 3,06
12 21 18900 | 23 4,36 12,28 | 13 4,17 1145| 9 341 10,31
16 36 32400 | 23 11,02 18,36 | 15 12,01 18,88 | 10 10,39 18,07

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k t Tk t T k t T
2 900 |22 0,03 008|10 001 00413 003 0,07
4 2700 |22 0,11 047 |10 008 041|13 0,10 0,38
6 5400 |22 0,80 1,85 11 0,35 092|13 050 1,04
8 10 9000 |22 121 402|11 057 150|13 068 1,8
12 21 18900 | 23 7,34 11,34 |11 812 1537 |13 954 19,00
16 36 32400 | 24 10,58 21,11 |12 9,00 17,55 |14 9,50 33,34

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T k t T\ k ¢ T
2 1 900 | 7 003 003|8 005 0088 003 0,08
4 3 2700 |8 018 029]8 020 0509 015 050
6 6 5400 | 8 041 1,128 048 1,799 040 1,56
8 10 9000 | 8 1,03 353|9 202 483|9 166 451
12 21 18900 | 8 498 10,86 | 9 6,14 1821 |10 6,13 18,18
16 36 32400 | 8 9,30 18,12 |10 9,74 2328 |10 10,58 27,34
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Tabela 5.11: Problema 3, quadratura L)y, malha 30 x 30

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk t T| k ¢ T
2 1 3600 |33 055 208|225 069 201|18 060 2,10
4 3 10800 |33 604 T67|25 678 7,00 18 386 6,28
6 6 21600 |33 11,98 16,11 |25 10,64 1570 |18 10,15 17,27
8 10 36000 |33 2927 3931 |26 2752 4021 |19 30,46 40,40
12 21 75600 |34 80,90 101,15 |26 7564 90,66 | 19 70,91 81,82
16 36 129600 | 34 169,96 204,14 | 27 170,99 229,31 | 19 149,99 185,05

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N ND n |k t Tk ¢ T| k t T
2 1 3600 |31 029 140]22 031 22321 083 1,76
4 10800 |31 508 7,88 |22 468 72921 543 6,79
6 21600 |31 11,65 152324 12,00 1505|201 911 10,89
8 10 36000 |31 34,16 4505 |24 2638 39,67 | 22 2829 43,73
12 21 75600 |32 7564 107,28 |24 7599 101,20 | 22 7225 76,09
16 36 129600 | 32 155,97 19571 | 25 132,53 177,14 | 22 134,91 204,64

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t Tk t Tk t T
2 1 3600 |18 1,00 523|17 035 187|17 028 1,81
4 3 10800 [19 6,72 T785|17 455 630 |17 622 811
6 6 21600 |19 11,67 1729 |18 1028 13,9517 10,16 13,22
8 10 36000 | 19 29,71 40,06 | 19 2791 40,00 | 18 2558 41,59
12 21 75600 | 19 76,48 101,11 | 19 66,60 89,33 | 18 56,65 77,78
16 36 129600 | 20 162,66 21598 | 19 163,51 22562 | 18 163,64 218,43
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Tabela 5.12: Problema 3, quadratura PyTxSy, malha 6 x 6

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k ¢ T |k ¢ T |k t T
2 1 144 |12 000 00L|5 000 0003 000 0,00
4 3 432 |14 001 0035 000 000|3 000 0,00
6 6 864 |15 003 0076 000 0024 000 0,02
8 10 1440 |15 005 011|6 002 007|3 002 0,07
12 21 3024 |16 022 101|6 0,12 0484 010 0,56
16 36 5184 |15 0,72 198|6 060 2054 059 202
22 66 9504 | 16 249 740 |6 2,02 7264 181 623
32 136 19584 | 16 9,06 32,85 |6 10,71 31,38 |5 6,67 28,89
38 190 27360 | 16 1941 62,94 | 6 28,22 67,68 |5 17,01 61,81
46 276 39744 | 17 42,10 132,32 | 7 3538 121,64 | 5 22,27 98,95
56 406 58464 | 20 133,46 320,36 | 7 61,86 252,80 | 5 80,24 261,28

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k ¢ Tk ¢ T |k t T
2 1 144 |10 000 0,00]6 000 0005 0,00 0,00
4 3 432 |10 000 0016 000 00l|6 000 0,00
6 6 84 |10 001 0036 001 003|6 000 002
8 10 1440 |11 003 008|6 002 006|6 001 0,04
12 21 3024 |10 030 1,02|/6 021 0836 030 107
16 36 5184 |12 060 189|6 054 1976 051 202
22 66 9504 | 12 218 687 |6 257 7.25|6 184 6,51
32 136 19584 | 12 930 30,92 |7 6,77 2950 |7 6,78 28,78
38 190 27360 | 13 16,66 61,86 | 7 2045 62,88 | 7 14,06 59,52
46 276 39744 | 13 57,88 151,70 | 7 28,81 105,72 | 8 21,13 99,91
56 406 58464 | 13 9555 277,10 | 8 58,74 24555 |8 91,24 278,41

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k ¢ Tk ¢ Tk t T
2 1 144 |3 000 0,003 000 0003 000 0,00
4 3 432 |3 000 0004 000 000[3 000 0,00
6 6 84 |4 000 00l][4 001 0024 000 0,01
8 10 1440 | 3 001 003|4 001 004|4 001 0,03
12 21 3024 | 4 018 058|4 015 0414 019 0,58
16 36 5184 | 4 052 213|5 059 2164 055 200
22 66 9504 | 4 084 2044 184 6374 178 733
32 136 19584 | 4 6,65 24,60 |4 866 31,70 |6 6,36 30,29
38 190 27360 | 4 18,23 61,98 |5 13,97 54,61 |5 1837 60,81
46 276 39744 | 5 33,63 126,99 | 5 24,00 100,51 | 6 26,04 97,48
56 406 58464 | 5 64,79 256,78 | 6 63,36 248,81 | 7 64,10 249,19
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Tabela 5.13: Problema 3, quadratura PyTn Sy, malha 15 x 15

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk t T| k ¢ T
2 1 900 |20 002 005|13 002 004]8 002 004
4 3 2700 [23 010 038]12 009 0419 008 035
6 6 5400 |23 088 31812 101 3359 085 298
8 10 9000 |23 1,02 53413 1,03 4778 068 298
12 21 18900 |23 4,32 11,81 |13 397 1069| 9 305 961
16 36 32400 |24 10,93 18,14 | 16 10,66 17,61 | 9 949 16,48
22 66 59400 |24 31,64 6422 |15 3093 6140 9 2291 54,32
32 136 122400 | 25 129,93 273,86 | 16 119,92 269,77 | 10 105,59 258,72
38 190 171000 | 27 245,56 53523 | 16 231,32 541,46 | 10 338,00 514,19

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N ND n |k t T| & t T| & t T
2 000 |21 002 004|10 00l 003]12 002 0,05
4 3 2700 [22 008 03710 007 037|12 010 045
6 6 5400 |22 065 18|10 032 08013 051 1,28
8 10 9000 |23 0,78 227 |11 058 15413 0,60 1,62
12 21 18900 |23 6,53 13,50 | 10 824 1574 |13 911 17,93
16 36 32400 | 23 10,06 1943 |11 882 16,76 |13 9,50 32,52
22 66 59400 |24 37,03 69,59 | 12 2354 50,38 | 13 2527 80,21
32 136 122400 | 24 138,51 276,32 | 12 96,63 242,80 | 14 121,54 229,16
38 190 171000 | 25 358,43 636,26 | 13 228,69 501,80 | 14 257,77 577,36

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T| & t T| & t T
2 900 | 7 00l 003]8 002 004]8 002 004
4 3 210 |7 009 020]8 010 035|8 011 036
6 6 5400 | 7 031 1128 041 1659 040 1,56
8 10 9000 | 7 1,03 3548 179 4529 136 4,01
12 21 18900 | 8 511 12,119 598 17.82| 9 550 17,05
16 36 32400 | 8 899 1832| 9 984 2356| 9 1321 3727
22 66 59400 | 8 25,67 5742 | 9 2845 8144 |10 28,16 78,67
32 136 122400 | 9 92,64 212,76 | 10 105,12 267,47 | 10 103,65 322,64
38 190 171000 | 9 206,77 515,72 | 11 229,67 568,60 | 11 22239 523,19
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Tabela 5.14: Problema 3, quadratura Py1Tn Sy, malha 30 x 30

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk t T| k ¢ T
2 1 3600 |32 044 1,78 |24 047 18418 055 2,12
4 3 10800 |32 58 701|25 578 683 |18 436 581
6 6 21600 |36 12,64 1693 |25 11,79 1571 |18 951 12,67
8 10 36000 |33 2836 379425 2636 363119 2722 38,16
12 21 75600 |33 76,90 97,15 |26 73,64 87.55|18 72,64 83,43
16 36 129600 | 33 155,17 198,87 | 25 162,82 208,68 | 19 152,39 188,82
22 66 237600 | 34 502,70 663,86 | 26 541,16 732,41 | 19 540,74 730,37

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N ND n |k t T| k t T| k t T
2 1 3600 |30 038 168|201 024 196|21 082 1,68
4 3 10800 |31 455 686|22 426 641 |21 505 641
6 6 21600 |31 12,65 173224 10,82 13,9221 957 12,76
8 10 36000 |31 32,81 4304 |24 2592 37,24 |22 27,19 40,37
12 21 75600 |32 75,18 106,30 |23 75,66 99,20 | 22 7226 74,54
16 36 129600 | 33 156,17 197,51 | 25 130,77 17328 | 22 135,58 204,12
22 66 237600 | 33 581,30 782,85 | 25 501,73 647,82 | 23 512,14 696,97

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T k t Tk ¢ T
2 1 3600 |18 090 433]16 038 202|16 028 1,38
4 3 10800 |17 561  701|17 369 583 |17 582 761
6 6 21600 |19 11,50 16,80 |19 997 13,72 |17 9,61 13,22
8 10 36000 | 19 30,17 39,12 |19 2881 40,63 | 18 2547 41,30
12 21 75600 |20 7586 99,01 | 19 6518 8543 |18 5555 74,62
16 36 129600 | 20 163,04 21545 |20 160,85 217,45 |18 160,06 215,54
22 66 237600 | 21 452,85 584,78 | 21 468,83 604,21 | 18 472,67 615,50
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Tabela 5.15: Problema 3, quadratura PyTy, malha 6 x 6

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t T |k t T |k t T
4 4 576 |12 002 0046 001 003]3 00l 003
12 36 5184 |15 072  208|6 058 1,934 056 2,08
16 64 9216 |14 206 635|6 164 59 |4 150 599
24 144 20736 | 15 877 3134|6 682 3047 |4 6,18 28,54
26 196 28224 | 15 20,27 62,80 | 6 1572 58,62 |4 1540 58,69
32 256 36864 | 16 26,15 99,86 | 6 28,81 101,96 | 4 18,88 92,93
40 400 57600 | 16 117,70 309,59 | 7 60,74 249,80 | 4 57,72 246,36

LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N ND n |k ¢ Tk ¢ T |k t T
4 4 576 |10 001 0036 001 004]6 001 004
12 36 5184 |11 069 218|6 058 1,96 |6 058 1,96
16 64 9216 |11 1,98 6516 255 T7,12|6 166 6,00
24 144 20736 | 12 932 3162 |6 675 2948 |6 6,76 29,13
26 196 28224 | 12 15,72 5820 |6 22,99 66,52 |6 12,00 56,04
32 256 36864 | 12 49,32 122,76 | 6 28,61 102,37 | 6 19,75 93,36
40 400 57600 | 12 85,01 27229 | 6 47,68 23624 | 7 9545 288,61

LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T |k t T |k t T
4 4 576 |3 00l 004]3 001 004]3 00l 004
12 36 5184 | 4 057 1,964 055 1,914 058 2,09
16 64 9216 | 4 154 596|4 151 586 |4 151 6,29
24 144 20736 | 4 6,06 2997 |4 6,14 2927 |4 6,17 28,50
26 196 28224 | 4 18,82 63,62 |4 14,30 5590 | 4 18,89 61,72
32 256 36864 | 4 27,05 10049 |4 2257 9927 |4 2533 97,65
40 400 57600 | 4 6448 25290 | 4 62,51 250,34 | 4 63,69 250,73
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Tabela 5.16: Problema 3, quadratura PyTy, malha 15 x 15

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t T| k& t T| & ¢ T
4 4 3600 |23 0,19 030]14 023 036|9 022 034
12 36 32400 |23 10,64 1971 |14 1055 19,76 | 9 9,93 19,01
16 64 57600 |24 27,55 56,51 |14 26,33 5529| 9 2505 54,92
24 144 129600 | 25 116,36 267,58 | 15 111,42 261,34 | 9 101,81 254,08
26 196 176400 | 26 245,50 524,71 | 15 22271 508,13 | 9 327,77 612,56

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N ND n |k t T| k t T| & ¢ T
4 4 3600 |22 022 034]11 019 032|13 021 034
12 36 32400 |23 11,89 21,99 |11 928 1834 |13 10,02 19,01
16 64 57600 |23 29,93 58,14 |12 24,15 5299 |13 2576 54,70
24 144 129600 | 23 14940 300,40 | 12 98,97 248,46 | 13 107,61 259,24
26 196 176400 | 23 362,55 646,81 | 12 208,20 487,26 | 13 227,26 514,69

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t T| & t T| & t T
4 4 3600 | 8 023 037]9 025 037|9 024 0,36
12 36 32400 | 8 887 17.95| 9 973 1879| 9 14,38 23,70
16 64 57600 | 8 22,25 51,29 9 2481 5358| 9 24,81 53,36
24 144 129600 | 8 90,93 237,60 | 9 101,31 251,20 | 9 101,36 248,39
26 196 176400 | 8 19323 47352 | 9 21514 501,86 | 9 21528 506,67

65




Tabela 5.17: Problema 3, quadratura PyTy, malha 30 x 30

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N ND n |k t Tk t T| k ¢ T
4 4 14400 |36 6,64 728|266 582 638|21 537 5095
12 36 129600 | 33 156,33 199,78 | 25 154,82 196,71 | 19 143,51 18585
16 64 230400 | 33 399,56 534,54 | 25 469,63 61343 | 19 43836 583,87

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N ND n |k t Tk ¢ T| k t T
4 4 14400 |31 4,77 53425 470 52723 501 5,58
12 36 129600 | 34 151,43 193,80 | 26 146,25 189,50 | 22 137,04 180,18
16 64 230400 | 35 490,39 624,48 | 26 424,83 562,94 | 22 441,43 581,90

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N ND n |k t Tk t Tk t T
4 4 14400 |20 538 597|16 576  635|17 539 508
12 36 129600 | 18 161,19 204,34 | 19 134,99 176,93 | 18 147,00 189,13
16 64 230400 | 18 401,69 540,87 | 19 433,46 572,08 | 18 44534 582,54

Quando analisadas as tabelas 5.9 - 5.11, referentes a quadratura LQ)y,
e comparadas diretamente com as tabelas 5.12 - 5.14, por exemplo, referentes a
quadratura Py Sy, vé-se que a diferenca entre ntimero de iteragoes ou até mesmo
tempo computacional dos métodos nao é tao relevante quanto nos casos anteriores.
Isso leva a acreditar que, nessa formulacao, a principal desvantagem da quadratura

simétrica de nivel é a limitacao fisica mencionada na secao 3.2.1.

Quando comparados resultados de uma mesma quadratura mas em ma-
lhas diferentes, é importante que nao seja considerado como ponto de equabilidade
a ordem dos sistemas lineares. Por exemplo, na quadratura de Legendre-Chebyshev
quadrangular (PyTy), malha 6 x 6 (tabela 5.15), tem-se um sistema de ordem
n = 57600 para ordem de quadratura N = 40, com N D = 400 ordenadas discretas.
O caso com mesma ordem do sistema na tabela 5.16, no entanto, representa uma

ordem de quadratura bem menor (N = 16) e, consequentemente, um nimero de
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ordenadas também menor (ND = 64). Se comparados os dados desses dois casos,
vé-se que hé grande discrepancia tanto no nimero de iteracoes quanto no tempo
computacional apresentados em ambos. Foi evitado esse tipo de comparacao nesse
trabalho. Quando comparados resultados de uma mesma quadratura mas em ma-
lhas diferentes, é importante que nao seja considerado como ponto de equabilidade
a ordem dos sistemas lineares. Por exemplo, na quadratura de Legendre-Chebyshev
quadrangular (PyTy), malha 6 x 6 (tabela 5.15), tem-se um sistema de ordem
n = 57600 para ordem de quadratura N = 40, com N D = 400 ordenadas discretas.
O caso com mesma ordem do sistema na tabela 5.16, no entanto, representa uma
ordem de quadratura bem menor (N = 16) e, consequentemente, um nimero de
ordenadas também menor (ND = 64). Se compararmos os dados desses dois ca-
sos, vé-se que ha grande discrepancia tanto no nimero de iteragoes quanto no tempo
computacional apresentados em ambos. Vamos evitar esse tipo de comparacao nesse

trabalho.
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Tabela 5.18: Problema 3, quadratura ()R, malha 6 x 6

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
Ny, ND n |k t T |k ¢ T |k t T
2 8 1152 |12 004 011]6 003 0,104 003 0,10
4 32 4608 |15 054 1,64|6 042 1,50 |4 040 147
6 72 10368 |16 272 829 |7 212 7744 214 7091
8 128 1843216 842 2642 |7 10,03 2769 |5 652 2430
10 200 28800 | 16 17,32 61,36 |7 24,69 69,30 |5 17,33 61,66
12 288 41472 | 16 55,88 153,16 | 7 42,00 14425 |5 28,97 122,11
14 392 56448 | 20 143,11 32502 |9 68,70 251,65 |6 104,83 285,65
LGMRES(10,5) | LGMRES(20,5) | LGMRES(20,10)
N, ND n |k t T |k t T |k t T
2 8 1152 |10 004 010|6 003 010|6 003 0,11
4 32 4608 |11 048 157|6 042 152|6 042 1,49
72 10368 | 12 244 7876 210 758|7 275 828
128 18432 |12 7,89 2598 |7 656 24,09 |7 6,75 24,29
10 200 28800 |13 16,57 60,88 |7 1348 57,68 |7 13,60 5822
12 288 41472 | 13 5852 154,71 |7 30,78 126,30 | 7 29,15 122,76
14 392 56448 | 17 110,81 296,11 |9 71,59 252,51 |9 68,61 251,89
LGMRES(30,5) | LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
Ny, ND n |k t T |k ¢ T |k t T
2 8 1152 |4 004 011]4 004 011]4 003 0,10
4 32 4608 | 4 040 151|4 041 1504 041 1,48
6 72 10368 |4 208 758 |4 209 7,624 204 7,50
8 128 18432 | 5 656 2436 |5 1036 2822 |5 649 2391
10 200 28800 | 5 17,47 61,80 |5 1348 61,80 |5 13,55 57,89
12 288 41472 | 5 4145 13589 |5 41,68 137,61 |5 29,08 122,94
14 392 56448 | 6 67,54 24937 |6 6509 24573 |6 65,00 24575
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Tabela 5.19: Problema 3, quadratura )R, malha 15 x 15

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N, ND n |k ¢ Tk t Tk t T
2 8 7200 |27 068 115|12 061 1,07|8 062 1,09
4 32 28300 |26 10,32 1756 |15 9,88 17,65 | 9 12,30 19,56
6 72 64800 |26 40,75 78,78 | 16 37,11 74,04 | 10 49,58 87,21
8 128 115200 | 28 190,10 313,63 | 18 178,14 296,77 | 10 93,73 212,03
10 200 180000 | 28 361,25 660,17 | 18 330,15 628,43 | 11 364,01 676,65
LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N, ND n |k ¢ T| & ¢ Tk t T
2 8 7200 |19 068 115|10 058 1,05|12 063 1,09
432 28800 |23 20,13 2747 |12 824 1554 |13 9,02 16,15
72 64800 |24 3873 7501 |12 2929 6567 |14 51,72 89,06
128 115200 | 25 166,25 284,82 | 13 119,82 239,58 | 14 139,30 258,84
10 200 180000 | 26 446,16 745,84 | 12 227,83 542,70 | 14 299,46 595,91
LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N, ND n |k ¢ Tk ¢ Tk t T
2 8 720 |7 058 1058 062 108|8 066 1,4
4 32 28300 | 8 7,75 1486| 9 869 1592| 9 10,31 17,56
72 64800 | 8 20,65 67,86 |10 32,83 6923 | 10 32,65 69,33
128 115200 | 9 92,57 213,14 | 10 190,15 307,62 | 10 143,12 265,03
10 200 180000 | 9 294,39 595,52 | 11 353,72 651,95 | 11 264,82 563,32
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Tabela 5.20: Problema 3, quadratura )R, malha 30 x 30

GMRES(10) GMRES(20) GMRES(30)
N, ND n |k t Tk t T| k t T
2 8 28300 |31 12,51 1456 |20 898 11,08 |18 1391 16,04
4 32 115200 | 34 126,23 15945 | 26 153,03 186,73 | 19 112,59 145,63
6 72 259200 | 34 608,58 785,77 | 28 60540 782,43 | 20 580,96 763,91

LGMRES(10,5) LGMRES(20,5) LGMRES(20,10)
N, ND n |k t T\ k t T\ k t T
2 8 28800 |34 16,01 18,07 |20 889 11,01 |21 989 11,03
4 32 115200 | 29 171,09 206,60 | 22 104,63 137,59 | 22 171,78 205,68
6 72 259200 | 30 564,44 74043 |24 55329 73041 |23 576,70 751,80

LGMRES(30,5) LGMRES(30,10) | LGMRES(30,15)
N, ND n |k t T\ k t T\ k t T
2 8 28300 |14 843 1053 |15 9,00 11,02|16 951 11,68
432 115200 | 18 111,16 144,35 | 19 149,42 184,00 | 18 150,62 183,65
6 72 259200 | 19 501,07 675,57 | 20 556,77 731,83 | 19 562,34 735,93

As comparagoes entre ordens similares de sistemas lineares, no entanto,
ainda podem ser utilizadas entre diferentes quadraturas mas mesma malha. Por
exemplo, na malha 30 x 30, as quadraturas PyTnSy e PyTy apresentam sistemas
de ordem n = 129600 (N = 16, ND = 36, tabela 5.14 e N = 12, ND = 36, tabela
5.17, respectivamente), que podem ser comparados com o sistema de ordem n =
115200 (Ny = 4, ND = 32, tabela 5.20). Nesse caso, vemos resultados levemente
mais rapidos na quadratura QR. Isso é consistente com alguns outros resultados,
mas a quadratura quadrangular de Legendre-Chebyshev (PyTy) apresenta mais
frequentemente tempos menores de computacao. Para ordens mais altas (fora do
escopo da quadratura LQy), a quadratura PyTySy é a que apresenta resultados

menos satisfatorios, embora a diferencga seja muitas vezes pouco significativa.

Nesse problema, a comparacao entre resultados de uma mesma quadra-

tura e malha mostra que novamente o método LGMRES(30,5) apresenta tempos
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computacionais mais baixos que a maioria dos outros. Entretanto, na maioria dos
casos, o método LGMRES(20,5) se mostrou mais eficiente e, portanto, a melhor
escolha entre os métodos testados. O primeiro, no entanto, apresenta em todos os
casos menor numero de iteragoes que o segundo. Isso se da pelo maior nimero

maximo de elementos na base de Krylov considerada.

Para esse problema, as solugoes dos sistemas lineares obtidos através
dos métodos numéricos foram aplicadas na solucao geral do problema de transporte
definida no capitulo anterior. O fluxo escalar médio foi avaliado em cada regiao da
geometria do problema e é apresentado na tabela 5.21. E importante notar que as
regioes Sy e S3, devido a simetria do problema, apresentam valores iguais para o fluxo
e, por isso, apenas uma regiao esta presente na tabela. Esses resultados, também
presentes em [34], foram comparados com resultados previamente obtidos [16] com
o uso do método ADO para problemas de transporte bidimensionais. Os resultados
sao condizentes com os valores previamente obtidos, mas de principal relevancia é
a obtencao de resultados para sistemas de ordens mais altas do que fora possivel
obter em [16]. Nota-se que, anteriormente, nao fora possivel obter resultados para
ND = 36 na malha 30 x 30, enquanto que o uso de métodos iterativos nos permitiu

alcangar, para a mesma malha, valores tao altos quanto ND = 72 (quadratura QR).
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, métodos iterativos baseados em subespacos de Krylov
foram utilizados na solucao de sistemas lineares para determinar a expressao final
para o fluxo angular médio de problemas bidimensionais de transporte de particulas.
Em especial, foram utilizado os métodos GMRES reinicializado e um método de ace-
leragao (LGMRES). Ao lidar com a equagao bidimensional de transporte, a abor-
dagem analitica do método ADO foi unida a métodos numéricos nodais a fim de
reduzir o problema a um conjunto de equagoes unidimensionais. Em cada nodo, a
equacao multidimensional de transporte foi integrada transversalmente e esse pro-
cesso de iteracao introduziu termos desconhecidos as equagoes, como é usual no uso
de formulagoes nodais. Algumas formas distintas sao utilizadas na literatura para a
aproximacao desses termos, mas, independentemente da escolha tomada, o método
ADO, devido as condigoes de contorno e tal aproximagao, define a solucao geral
para o problema de transporte em funcao de coeficientes constantes que devem ser

definidos através de um sistema linear.

Diferentes casos testes foram estudados e os sistemas lineares prove-
nientes dos problemas aplicados a diversos esquemas de quadratura foram resol-
vidos através desses métodos iterativos. Os resultados encontrados mostram que
o uso de esquemas de quadraturas como a Quadruple Range (QR) e a Legendre-
Chebyshev Quadrangular (PyTy) sao escolhas melhores que a cldssica quadratura
de nivel simétrica (LQy), apresentando tempos computacionais para convergéncia
dos métodos iterativos levemente menores que essa. O uso de métodos iterativos
para a solucao dos sistemas lineares nos permitiu lidar com sistemas de ordens pre-
viamente inalcancadas e a analise dos tempos de simulagoes numéricas mostra que
o método de aceleraggo LGMRES(m, 1) é uma opgao viavel e rdpida para os sis-
temas esparsos. Isso se da quando as escolhas dos parametros é conveniente. De

acordo com os resultados aqui presentes, concluimos que boas escolhas para esses
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parametros sao m = 20 ou m = 30 para [ = 5. As simulacoes numéricas realiza-
das com essas escolhas apresentaram tempos computacionais mais baixos em quase

todos os casos testes.

Com base nos resultados aqui apresentados, alguns topicos surgem como
interesse na continuidade desse estudo. Entre eles, o uso da implementacao paralela
em uma gama maior de problemas e os métodos iterativos usados em problemas de

malhas mais finas que as aqui utilizadas.
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