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ev	 avaliacäo
base do logaritmo neperiano

ir	 ntimero pi
bola aberta
bottom ou menor element()

T	 topo ou Ultimo elemento
A	 conjunto dos cortes sobre A

conjunto dos elementos que precedem estritamente
x	 conjunto dos elementos clue x precede estritarnente

CCF	 Categoria Cartesiana Fechada
SET	 Categoria dos Conjuntos e FuncOes
CPO	 Categoria dos cpo's e FuncOes Continuos
DOM	 Categoria dos Dominios da Maternatica Computacional
SDOM	 Categoria dos Dominios de Scott
o	 composica°

11 (Q)	 conjuntos dos intervalos de informacito
x	 conjuntos dos elementos que precedem x
x	 conjuntos dos elementos que precedem

I( lit)	 conjuntos dos intervalos reais
orc(X. Y)	 conjuntos dos morfismos ou setas de X Para Y da categoria C

IN	 conjunto dos ntimeros naturais
IR —Q	 conjunto dos ntimeros irracionais

conjunto dos ntimeros racionais
IR	 conjunto dos mimeros reais
obj(g)	 conjunto dos objetos da categoria C
tot(D)	 conjunto dos objetos totals de D

conjunto vazio

r (Q)	 conjunto dos vetores intervalares de informacito
ou espaco de informacâo de di ► ensao u

It"( III)	 conjunto dos vetores intervalares reais de dimensilo in

graf(g )	 o grafico de uma funcao g
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c-completo	 consiste ► te ►ente completo
diferente

<#.	 equivale
exists
fatorial

f c-completo	 Imitamente consistentemente completo
curry	 funciio curry

id	 funcao ide ► tidadc
funcilo inversa da funcao

inclusao
inclusao estrita

in f	 influx)
F1

infinito qualquer
infinito negativo

+oo	 intinito positivo
int	 interi(u.

intersecito finita

[	 interval° vazio
!Mae

max

menor em
ou igual

pertinencia
na° ou nao vale que
ordeal forte qualquer
ordeal forte de aproximacão
order de informacao

po	 ordem parcial
cpo	 ordem parcial completa

para. todo ou qualquer c l ue seja
pertinencia
produto cartesiano

q	 quasi-metrica
relacao de equivak_mcia
sinal d.! termino de prova
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Sup	 supremo
Li	 supremo finito

To	 topologia de ordem zero
T1	 topologia de ordem urn
T2	 topologia de ordem dois ou de liausdorff
U	 uniao finita

E •	 o conjunto de todas as expressOes finitas de
elementos do alfabeto E
soma disjunta de dois cpo' s

[D 1	D2]	 o conjunto das funcOes continuos de D 1 em D2

P (A)	 o conjunto das partes do conjunto A

U	 uniao qualquer
uniao qualquer
intersecao qualquer

f !	 existe urn Unice* f
in;	 i-esima injecao
pr;	 i-esima projecao

limite inverso
Doo	 dominio universal
fsimbolo de integral
C([0, 1], IR)	 conjunto das funcOes continuos de [0,11 em IR
i(t)	 derivada da funcao x(t)

alfabeto de unto linguagem
simbolo de satisfacao
simbolo de derivabilidade
sisterna dedutivo sobre a linguagem L corn
apresentacâo P

A	 simbolo 16gico "e"
V	 simbolo 16gico "
Ax • f (x)	 abstracao Lambda
FV(M)	 conjunto das variaveis livres de Al
M[x I y]	 a substituicao em M de y por x

([	 funcao semantica
sfinbolo de reducao
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RESUMO

A Matematica Intervalar se assenta ern Bois conceitos fundarnentais, a propriedade da

inclusáo-monotonicidade de sua aritinctica e uma topologia de Ilausdorff definida, no

conjunto dos intervalos. A propriedade da inclusao-rnonotonicidade tern se revelado

uma ferramenta util na elaboracao de algorftmos intervalares, enquanto a topologia

de liausdorff nao consegue refletir as caracteristicas lOgicas daquela propriedade, corn-

prometendo, desse modo, a construcao de uma 16gica cujo rnodelo seria a estrutura

intervalar munida dessa topologia. Essa 16gica seria necessaria para fundamentacao da

inatematica intervalar coino uma teoria de algorftrnos da analise real.

Neste traballio se mostra que o insucesso na construcão dessa fundamentacao se

deve a incompatibilidade entre a propriedade da inclus50-monotonicidade e a. topolo-

gia de Ilausdorff. A partir dessa constatacao se descarta essa topologia e define-se

ulna (ltra topologia - a topologia de Scott - que e compativel corn essa propriedade,

no sentido de que todo resultado obtido usando-se a lOgica, isto é, a propriedade da

inclusao-monotonicidade, obtern-se tanibem usando-se a ferramenta topolkica e reci-

procarnente.

A teoria resultante da substituicao da topologia de Ilausdorff pela topologia. de

Scott tern duas caracteristicas fundamentals. A Analise Funcional Intervalar resultante

possui a rnaioria das propriedades interessantes da Analise Real, suprimi lido, assim, as

deficiencias da. Analise Intervalar anterior. A elaboracao da propriedade da inclusiio-

monotoniciadade permite construir lima I6gica geom6trica e uma teoria lambda cujo

modelo é essa nova matematica intervalar. Alern disso, a part ir dessa lOgica c da teoria

lambda se clabora ulna teoria construtiva., como a teoria dos tipos de Martin-1,6f, que

permite se raciocinar corn progranias dessa matematica. Isso sigiiifica a possibilidade

de se fazer correcao automatica de programas da maternal ica intervalar.

Essa nova abordagem da maternatica intervalar e desenvolvida pressupondo, ape-

nas, o conceito de mimero racional, alem, e claro, da linguagem da teoria dos conjuntos.
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Desse modo e construldo o sistema int.ervalar de urn modo ►► alogo ao sistema real. Para

isso e generalizado 0 conceit° de corte de Dedekind, resultando dessa construcao ni ►
sistema ordenado denominado de quasi-corpo, em contraste corn o nrirneros reais cujo

sisterna é algebrico, o corpo dos minteros reais. Assim, no sistema intervalar a ordern

6 urn conceito intrinsic° ao sistema, diferentemente do sistema de mimeros reais cuja

a ordern nao faz parte da algebra do sisterna.

A lOgica dessa nova maternatica intervalar 6 lima lkica categOrica. Isto significa

clue todo resultado obtido para dotni ► ios bLicos se aplica para o produto cartesiano,

uniäo disjunta, o espaco de funcOes, etc., desses dominios. Isto simplifica considera-

velmente a teoria. Urn exemplo dessa simplificacäo 6 a defi ► icao de derivada nessa nova

matemkica iutervalar, conceit o ainda nil ° bent definido na teoria int ervalar chissica.

PALAVRAS CII AV E: Domlinos, Topologia de Scott, Categorias, Quasi-Metricas, Quasi-

Corpos, AvaliacOes de FuncOes ,lculo Lambda. Intervalar, LOgica Construtiva c

Matermitica Construtiva.
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ABSTRACT

The Interval Mathematics is based on two fundamental concepts, the inclusion-mono-
tonicity of its arithmetics and a Ilausdorff topology defined on the interval set. The

property of inclusion-monotonicity has risen as an useful tool for elaboration of interval

algorithms. In contrast, because the Hausdorff topology does not reflect the logical

features of that property, the interval mathematics did not, permit the elaboration of

a. logic whose model is this interval mathematics with that topology. This logic should

be necessary to the foundation of t he interval mathematics as a Real Analysis Theory

of Algorithms.

This thesis shows that the theory of algorithms refered above was not possible

because of the incompatibility between the property of inclusion-monotonicity and the

I lausdorff topology. By knowing the shortcoming of this topology, the next step is to

set it aside and to define a new topology - the Scott topology - compatible with the

refered property in the sense that every result, obtained via the logic is also obtainable

via the topology and vice-versa.

After changing the topology the resulting theory has two basic features. The

Interval Functional Analysis has got the most, interesting properties belonging to Real

Analysis, supressing the slio:t comings of previous interval analysis. The elaboration

of the inclusion-monotonicity property allows one to construct a geometric logic and

a lambda theory whose model is this new interval mathematics. From this logic and

from the lambda theory a constructive theory is then elaborated, similar to Martin-

Liif type theory, being possible then to reason about programs of this new interval

mathematics. This means the possibility of automatically checking the correctness of

programs of interval mathematics.

This new approach assumes only the concept, of rational !lumbers beyond, of course,

the set theory language. It is constructed an interval system similar to the real system.

A general notion of the concept of Dedekind cut was necessary to reach that. The
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resulting construction is an ordered system which will be called quasi-field, in opposition

to the real numbers system which is algebraic. Thus, in the interval system the order

is an intrinsic concept, unlike the real numbers sistems whose order does not belong to

the algebraic system.

The logic of this new interval mathematics is a categorical logic. This means that,

every result got for basic domains applies also to cartesian product, disjoint union,

function spaces, etc., of these domains. This simplifies considerably the new theory.

An example of this simplication is given by the definition of derivative, a concept not,

derived by the classical interval theory.

ICEY WORDS: Domains, Scott Topology, Categories, Quasi-Metrics, Quasi-fields, Eval-

uation Functions, Interval Lambda Calculus, Geometric Logic, Constructive Logic and

Constructive Mathematics.
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1 INTRODUCÄO

Esta unidade c dividida em duas partes. Na primeira parte sera feito um resumo da
Analise Intervalar, aqui chamada classica, corn o objetivo de situar o leitor em alguns

topicos tecnicos deste campo de pesquisa e tan-11)6m servir de subsidio as consideracOes

futuras. Na segunda parte sera feita uma analise critica dos problemas pertinentes a

este assuuto e apoutadas as solucOes que serao motivo dos capitulos posteriores.

1.1 A Analise Intervalar ClAssica

Atualmente tern lido muito divulgada a necessidade do use de t&nicas intervalares

corn a finalidade de alcancar limites garantidos para os resultados de computacOes
cientificas. Algoritimos convencionais, chamados de algoritmos pontuais, computant
uma estimativa para ulna resposta, e, tablez, urn erro estimado. 0 usuario nao pode
afirmar a exatidao da resposta estimada sem o auxflio de uma analise de crro, que
extensa, dispendiosa e nem sempre

Tc'enicas intervalares, ern contraste, computant um intervalo, corn a garantia de
(pie a resposta pertence a este intervalo. Portanto, resultados intervalares carregam
consigo a seguranca de sua qualidade.

A analise de intervalos esta interessada cm tecnicas que podern ser programadas
por comp ► tador, contend° cm si) co ► putacao lima analise rigorosa e completa de erros
do resultado. Existent tres fortes de erro ern computacao numerica: a primeira, e mais
seria, porci ne nao é possivel torna-la arbitrariatnente pequena via computacao adicional,
6 a propagayio de crro nos dodos iniciais. 1st° ocorre quando os dados de entrada ou
parametros sao incertos, como, por exempt°, na criacao ou simplificacao de urn modelo
matematico de um determinado sistema, ou ainda ► as medidas, em geral, como tempo,
temperatura, distancia, intensidade luminosa, etc., que sao obtidas de instrurnentos
que tern precisao limitada. A questao de corno a incerteza dos dados contribuem para
a incerteza da resposta pode ser ignorada, ou pode ser feita urna analise profunda coin
simulacOes , ou corn auxflio da experiencia do pesquisador. A analise 6, frequentemente,
dificil ou impossivel; simulacOes sao dispendiosas, especialmente em muitas dimensOes;
e a experiencia deve ser considerada corn cautela.
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A segunda e terceira especies de erros em computacao sao o erro de arredonda-

mento, causado por computador corn um mirnero arrendondado a um Tinnier° finito de

digitos, e o erro de truncam ciao, causado ao se truncar sequeiicias infinitas de operacOes

aritmeticas apciis um runner° finito de etapas, que podem sempre, ern principio, ser mi-

norados ao torna-los arbitrariamente pequenos atraves de urna computacao rigorosa

exaustiva.

A analise de interval° é uma teoria matematica, coil origem na decada de 60, que
tern como objetivo responder a questa() de exatidao e eficiCncia que aparece na pratica
da computacao cientifica. Aqui é importante fornecer esquemas computacionais I al
que, em se efetuando bastante computacao, a segunda e a terceira esp6cies de erros

se tornem tao pequenos quarto possivel. A propagacào do erro nos (Lidos iniriais e

a. acumulacao do erro de arredondamente em qualquer scquencia finita de op . raOes

aritmeticas podem ser ambos rigorosamente controlados, simplesmente, pondo-as cm

aritmetica de maquina ordinaria.

Assim, espera-se que as tecnicas intervalares fornccarn garantia, c que possam

ser aplicadas quase que automaticamente.	 resposta intervalar carrega consigo

a garantia de sua incerteza. Ate mesmo quando urna analise de sondagem de err()

e executada., 0 runner° resultante e somente uma estirnativa do erro que pc-Ric estar
presente.

Considerando as I ecnicas intervalares, 0 dirunetro de 11111 interval() soluciio c o

indicativo da influencia do erro do da,do no erro do resultado final obtido. Este ("
11111 tipo de analise sensitiva, que pode substituir execucnes de simula;Oes repetidas e

dispendiosas.

Entretanto, obter tuna resposta intervalar nao garante que era inclua alga 	 nosso

interesse. Atingir uma inclusao siguificativa requer unia fundamentacao matemat ica
cuidadosa de todos Os est agios do desenvolvii ►ento do algorIttno c sua implement acao.

Os algoritmos a serene desenvolvidos devem ser algovilmos intervalarc;,;, e uao versocs
intervalares de algoritmos pontuais conforrne as experkincias de [COIF. SS].

Analizando o que tem silo apresentado nesta area, esbarra-se corn augurs ObStik1110ti

(Inc impedern o desenvolvimento de algoritmos clicientes. Para perccher into 6 precis°
fa.zer urn esboco da fundatnentacio matematica dessa, area.
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As operacOes aritmeticas corn intervalos sào definidas como segue:

[a, b]	 [c,d],[a	 c, b	 d]
[a, b] — [c, d] = [a — d, b —
[a, b] • [c, d]= [min { ac, be, ad , bd} , rmax{ac, ad,bc, bd}],
[a , b] I lc, d] = [a , hi • P	 •	 se U	 [c, d]

Pode-se observar que I(1R), o coujunto 1e todos os intervalos de extremos minieros
reais, constitui tuna estrutura algebrica que generaliza a estrutura dos reais, quando
se considera	 +, • e / como definidas acima, como as ope•ocOes. A arittnetica de
intervalos satisfaz a propriedade da inclusao monotOnica (veja [MOO 66)), into é, se
I , J, K, L E /(111) e IC K eJC L, entao

I	 J C	 L

I — J C	 —L

I•JCK-L

IIJCKIL	 se 0 V.1,L

A imagem de uma funca,o real f : D C	 sobre um conjunto	 C D

e 1 (f, X ) = {f( x )1 3- E	 Quando x = [a, b] 6 11111 interva,lo fechado lintitado e I e

continua, entito 1?(f, A') tambem e urn interval ° da mesma especie.

Um problema fundamental c tipico na Analise Intervalar e o calculo de Ie.( f , X)

on no minim° tuna boa aproximacito dole. Se f e definida dirt termos de operacOes
aritmetica.s e funv'tes corn extensao intervalar, entao o use de coniputacito intervalar
[MOO 66] nos cid uma extensáo intervalar F tal que 14f, X) C F(X) para X C
D. Este calculo tern a vantagem de scr completamente automatico, e nao requer
conhecimento das propriedades especifica.s de .

possivel introduzir uma topologia sobre /Olt) [1\100 66] que tortta as operacOes
aritnk"..ticas continuas.

Sejam X = [a, b] e Y [c, (I] intervalos, onde a e c denotain Os extremos inferiores
do intervalo c, b e d os superiores. Charna-se dishincia entre Xelc a expressa° dada
pot.

d( X, 1')= max{ la — cl, lb —
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facil ver que d(X, Y) satisfaz as seguintes propricdades de tuna metrica

d(X,Y)--,-- 0 	  X = Y
d( X, Y) d( 1/, X ), para todo X, Y E 1(11t)
d(X, Z) < d( X, Y) d(Y, Z), para todo	 X, Y, Z E /(1R).

Portanto, (1 (	 d) ("_s tun espaco metric() e consequentemente a topologia induzida

dessa metrica e Ilausdorfr.

1.2 A Abordageni Proposta

inegavel que a matcmatica intervalar constitui um consideravel avanco na, frinda-
mentacao da anR ise numerica, corno ulna matematica da computacao. E a razao deste
avanco constitui-se nao somente pela superacáo da problematica apontada anterior-
mente, was, principalmente, pelas seguintes razOes:

(a) Encara o winter° real como algo "ideal", nao finitainente representavel, e toma
em sett lugar o intervalo, cm principio manipulavel polo computador. Desenvolve um
metodo, O metodo intervalar ii n 	fundamentado, para quantificar, auto-
maticainente, o quanto e razoavel tomar o inte • val° polo real. Portanto, diferentemente
da analise numeric:a, cuja prcocupacao tern sido desenvolVCF algoritimos para executar
ccrtas tarefas, o inetodo intervalar pods ser visto [SC() 72a] curio ulna, tentativa da,
elaboracAo de ulna teuria de algoritmos c de representacao, nos moldes da Teoria da
Inforinacao [SCO 82a], [SCO S20]. Ou seja, a analise intervalar e tuna forte ca.ndidata
a Ulna 16gica da elaboracao de metodos numericos, into é, a ulna fundamentacao da
aua.lise num(rica.

(I)) Ulna teuria de algoritmos que se preza pressupOe criterios para analisar d ual de
(loin algorit mos ( I nc ncomputa" o tuesmo real aquele ( I nc e mais exato, isto e, aquele
cujo result ado mentor se aproxima do real. Isto significa que deve haver LI Ina relacao
de ordent Ito conjunto dos algoritmos. As funcOes que transformam mli algorittno
em outro deve ser monotOnica, isto e, deve preservar a relacao de ordern. Vendo os
intervalos conic) algoritnios e a inclusao intervalar curio tuna ordem de exatidao, as
funcOes-F, • e /, da arit metica intervalar, sae monotOnicas. Considere, agora, a reta
corn a ordem usual -menor on igual". Das funcOes, 	 +, • e /, da arittnetica real, a
Unica monotOnica. e a adicao. Por exemplo, —2 < 0, —3 < U c no entanto nao e o
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caso de 6 < 0. 1)esse modo, nao e conveniente considerar os ntimeros racionais como

algoritmos reais corn a ordeal usual. Assim, a aritmetrica intervalar seria tuna forma

de superar esta deficiencia da ordeal usual dos mimeros reais.

Apesar do sucesso dessa area de pesquisa, haja visto a grande quantidade de

pesquisadores e trabalhos publicados, a matematica intervalar tern se mostrado muito

inais tuna alteruativa, mais ou menos bent sucedida, de elaboracito de algoritmos para

executor tarefas em matematica num6rica do que tuna fundamentacäo da computacäo
cientifica. (E importante observar que os sucessos obtidos sao devidos, na sua quase
totalidade, a propriedade da inclusáo-monotonicida.de da aritmetica intervalar).

0 actor tern os seguintes argumentos para o aparente insucesso da matematica
intervalar como ulna I6gica da computacii° cientifica.

(a) As funcOes da aritmetica intervalar, aqui cliamadas fanciies intervalares

como transformadores de algoritmos, dwell ser computaveis. A inclusáo -monoto-
nicidade e tuna condicito necessria para quc into aconteca, porem nao e suficiente
[PLO SO]. Elas devent sec funcOes continuas. As funcOes intervalares basicas sao funcOes
continuas, I I las a topologia que torna. essay funcOes continuas e urna topologic metrica
e consequentemente ulna topologia de Ilattsdorff (veja o capitulo 2).

Agora co ► sider(' urna funcilo definida num espaco munido de uma topologia e uma
ordeal. Se continuidade segundo a. topologia. nao implicar monotonocidade segundo a
orders, of a funciio nao e cornputvel [SMY 90a] ou o conceit° de computabilidade

funcOes a piton da itocao de continuidade topolOgica nao pode sec delinid ° testa
est rut ura. Eni outras palavras, a topologia e a. ordeal sao incompativeis (ulna boa
refer(Thcia de espaco topolOgicos ordenados e [NAC 65]). A Unica ordeal compativel
coin a topologia llausdorff e a trivial (veja o capitulo 2 para a justificative (testa in-
formacao),	 é, a igualdade. On seja, se < e ulna ordeal compativel corn a topologia
de Ilausdorff, entao para. todo 	 < y se e somente se x = y. Ora, a topologia
definida no espaco dos intervalos e llausdorff e a relacao de inclusao, que permitiu
o conceit° de inclusao-monotonicidade, é ulna relacao de orde ► nao-trivial. Logo, a
topologia definida no espaco dos intervalos e a inelusao-monotonicidade sao incom-
pat iveis. Ironica ► tente, tudo se passa como se cm colocando a topologia metrica

espaco dos intervalos se recuperasse a.s mesinas deficiincias (a nao monotonicidade de
algunias das funcOes da aritmetica. real) da reta real as quals a teoria intervalar pre-
tendia superar. Agorae possivel entender porc ine os cientistas da area de matematica
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intervalar, deram preferencia a inclusao monotonicicidade em detrimento dos conceitos
topolOgicos. Agueles clue traballiarn corn os dois conceitos conjuntaniente ou foram
suficientemente sensiveis para perceber as incompatibilidades ou devem ter se expostos

a.o perigo dc tirar conclusOes contraditOria.s.

Nero lla como sair desse circulo, para. nao dizer paradoxal, sem se excluir urn dos dois

conceitos, inclusao -monotonicidade ou a topologia metrica, definida na secâo anterior.

A escollia e tuna decisão politica. A °Ail° pela inclusao-monotonicidade e feita pelo
cientista da computacao, o lOgico da computacao , ou seja, aqueles preocupados pelos

fundamentos da computacao cientifica. A °Ail() pela topologia Hausdorff e feita pelo
matematico, nos moldes classico, onde as nnicas topologias que valern a pena estudar

devem no minimo ser de Ilausdorff. Desse panto de vista, a analisc intervalar nada mais
é que uma teoria que extende a analise real, no mesmo sentido da analise complexa.
Ern outras palavras, enqua ► to a pri mcira opcito ve o interval° como algo "menor" (d(.

aprOxinla um real), embora manipulaxcl e o real como algo ideal, apeitas atingivel pot.

limite, a segunda °Kilo Ye urn interval° como extensao (algo "niaior") do real, c inn

real 6 urn caso particular de interval°, onde os extremos sera iguais.

Einbora essa duas visOes da matematica intervalar sejain opostas, a visao 1 lausdorlf

tem predominado impedindo que a visiio 16gica dinainizasse Codas as suns potenciali-
(lades e isso apesar da gran& maioria ter, aparente ► ente, optado pela visa.° lOgica. Isto
explicit porque a grande quantidade de trabalho ncssa area continua sendo elaboracao
de algoritmos. A seguir sac) dados argumentos para justificar essa afirmacao.

(b) A reta real munida day operacOes	 +, • e / constitui 11111 corpo. Ull seja, a
reta real 6 um modelo de uma teoria algebrica. Minter teoria algebrica 	 figuram
desigualdades no conjunto de seus axiomas, Inas apena.s igualdades. Por isso eta tc
ta.rnbein chamada teoria equacional. 0 coninnto dos intervalos munido (las operacOes
basicas,	 +, • C /, na.o constitui 11111 corpo. Para quell ' tent ulna visao Ilausdorff
isto constitui unia deficiencia paralizantc ulna vez c l ue a. est rutura intervalar se afasta
muito (la sernelhanca corn a. reta, o que nil() acontece para a ► esnia estrutura (0111 OS
nnmeros coniplexos, que tambern 6 um corpo. Ultra consequencia dessa -deficiencia"
(ve)a Capitulo 5) consist(' cm que nao C possivel 	 sabre CSSa estrutura a no(;a0
de espaco vetorial C consequentemente ester perdida toda a operacionalidade 110 sell-
tido da algebra linear, como resolucao de sistemas linearcs de cquacOes, por exempla.
Nero podendo ser vetorial nao pole ser urn espaco de Banach, nao sendo 13anach nao
existe a. garantia de c l ue funcOcs c l ue sao contracOes possuem um iinico panto lixo, nao
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havendo essa garantia esta prejudicada a aniilise de existencia e unicidade de soluceies
de equacOes diferenciais e assini por (halite. Ou seja, essa estrutura se afasta tanto da
reta real que se comeca a questionar se ela e realmente urna teoria que extenda a reta
corn alguma utilidade, enquanto extens50 dessa reta. Em vez de entrar nesse beco sem

saida, o individuo da outra visa°, a visào I6gica, focaliza a atencito nao na igualdade,

mas na relacao de ordem. E o que resulta (veja capitillos 2 e 5) e uma estrutura or-

denada corn urn conjunto de axiomas constituido de igualdades e desigualdades. Isto

nao e trials ulna tcoria algebrica, mas teoria ordenada on lOgicit. A partir dessa teoria
possivel definir espaco "vetorial" desenvolver unia "algebra linear", resolver sisteinas

de equacOes "lineares", etc. Nä° se tern noticia de que algo semelliante ten ha sido feito.
Isto justifica a afirmacâo de cl ue a visit° 11ausdoi . 1f da inateinatica intervalar tetilia sido
paralizante para o desenvolvimento do lido 16gico dessa teoria.

(c) Mesmo a visa° inclusao-monotOnica da inatematica intervalar, a parte computa-
cionalmente fertil dessa teoria., na.o esta isenta de (lefeitos graves, e ► bora facilmente
superaveis. Por exemplo, segundo essa teoria cada miinero real e aproxitnado por 11111

intervalo de extremos reais que o content. Cada intervalo, tendo extremos reais, cada
um desses reais dove see aproxitnado por um intervalos de extremos reais que o content
e assini ad infinitum. A tinica inaneira de quebrar essa regress :a° infinita c desenvolver
unlit teoria, nos moldes da Teoria de Dedekind para. o sisteina de nhineros reais, onde
tudo que se precisa sao os intervalos de extremos racionais. Para isso deve-se construir
todos os elementos do espaco dos intervalos pressupondo apenas Os intervalos de ex-
tremos racionais (veja capitulo 1). Ou seja, os intervalos de extremos racionais constitui
tuna "base" para o espaco dos intervalos. Como essa "base" e urn cold unto enumeravel

possivel se introduzir o conceit° de !Rimer° real ou intervalo de ntlineros reins corn-
putavel, pois para, isso see possivel c suficiente a existencia de uma base enumeravel
(SMN' 77].

A °Kilo pela visao inclusilo-inonotOnica da matematica intervalar into significa
que iiao se possa ter 11111a topologia definida nesse espaco. De fato, nesta tese e
proposta uma topologia, a conliecida topologia de Scott, wide a propriedade da in-
clusao-monotonicidade e compativel coin a topologia. Como consequencia todos os
resultados decorrentes da inclusao-monotonicida.de sit. ° tambern resultados topolOgicos
e reciprocamente. Portant°, existent, agora, (hts visOes diferentcs, porem compativeis,
da matematica intervalar. Unlit, a visa.° logica, e deste potato ( IC vista C desetivolvido
ulna teoria de algorithms que content comb subteoria o calculo lambda coin tipo e
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o calculo lambda sem tipo. Esta teoria nos permite raciocinar coin programas da
matematica intervalar (Capittdo 7). A (Nara visa°, 0 ponto de vista topol6gico Ott

analitico nos permite obter tuna serie de resultados clue estao em analogia corn os re-

sultados da analise real tais como uma versa° intervalar do Teorema do Polito Fixo de

Banach, do Teorema da Extensao de Tietze, do Teorema de Stone-Weierstrass, etc.

Um fato importante a. destacar nesta nova abordagem e que a linguagem usada
para falar de matematica intervalar 6 a mesma usada pelos cientistas da computacao
para fa.zcr semitnt ica denotacional de linguagens de programacao, unificando, desde

agora, Bois campos de pesquisas aparentemente distintos.

A seguir sera dado nin resinno do contetido dos prOximos capitulos.

No Capitulo 2 6 construido o sisterna intervalar a partir dos intervalos de extremos

racionais.	 Essa construcao e analoga aquela feita por Dedekind na construcao do

sistema de minter() reais a partir da estrutura de ntimeros racionais. 0 que resulta

uma estrutura ordenada C111 vez de unia estrutura algebrica, corno se da para o case

real. Essa estrutura ordenada est a para a. matematica intervalar assim como o corpo

dos ntimeros reais esta para a analise real.

No Capin uIo 3 site a presciltados *tins elementos de topologia e categoria necessarios
para Os capit ulos subsequentes. 0 resultado principal desse capitulo e o teorema de
ponto	 para espacos topol6gicos ordenados, onde a topologia do espaco 6 de Scott.

0 objetivo do Capittilo . 1 6 apresentar a matematica intervalar corno lima categoria

bicartesiana	 C0111 objeto reflexive, e C01110 tal ela e modelo do calculo lambda

coin tipo e do calculo lambda 50111 tip°.

No Ca.pft 1110 5 a matematica intervalar e apresentada como urn metodo alterna:
tivo ao metodo liuc ar, onde a. preocupacao por representaciio finita esta presents. E
sugerido, tambeni, corn() desenvolver ulna. "algebra linear" da matematica intervalar.
Ainda neste capit No mostra-se que é possivel analizar a existencia e unicidade de
solucOes de equacOes diferenciais corn a linguagem intervalar.

0 objetivo do Capittdo G 6 apresentar cada ntimero real, on intervalos de ntimeros
reais, ott funcOes reais apresentadas por series, etc., como urna lOgica das observac6es
finitas, conhecida corno I6gica geornetrica. Para. isso sac) apresentadas, no inicio do
capitulo, sob tuna. forma inedita, pelo menos para 0 actor, alguns conceitos fundarnen-
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tais de 16gica e linguagem.

0 Capftulo 7 coloca a inatematica intervalar corno uma linguagem lambda que

extende as lniguagens lambda coin tipos e sem tipos. E elaborada, tambern, neste

capitulo, uma lOgica construtiva para a matematica intervalar de modo que seja possivel
fazer correcao ;,ititoinatica de programas.

Finalmente, no Capftulo 8, é feita uma analise dos resultados obtidos e sugeridas
futuras pesquisas nil area.
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2 A CONSTRUCA.0 DO QUASI-CORPO DOS

INTERVALOS FECHADOS DE NUMEROS REAIS

() objetivo principal deste capitulo e generalizar o conceit° de corpo ordenado de

ntlincros reais. Para isso o conceit° de corte de Dedekind e generalizado na secao

2.2. 0 que resulta desta generalizacao 6 tuna estrutura ordenada que sera chamada
quasi-corpo. Observa-se na secao 2.4 que esta estrutura 6 uma generalizacao da nocao
de reticulado continuo como pode ser encontrado en ' [C1 IE 80]. Na secao 2.6 se observa
que o conceit° de corte de Dedekind generalizado e uma extensao da nocao de ideal
como aparece em 'Peoria dos Dominios [PLO SO]. Na. secao 2.8 6 feita uma cornparacao
entre o conceit° de quasi-corpo e a estrutura dos intc•valos como esta cut [MOO 66].

2.1 A Estrutura dos Niimeros Racionais e dos Intervalos de
Extrernos Racionais

Seja Q o conjunto dos nUmeros racionais. Assume-se que Q contem —oo e +co. Con-
sidere sObreQ as operacOes de — (subtracao), +(adicao), • (multiplicacao) c / (divisao).
Por questa° de simplicklade, as vexes, a subtracao e a divisao sao vistas em ter ► os da
adicao e da multiplicaca.o coin ° segue. Para a, b EQ. faces:

a — b= a + (—b). onde — : Q	 - Q tal c l ue —(a ) = —a e,

(1/b (ou ) = a • lb-, onde	 :Q	 Q tit" que	 = I se a � 0 e

0 -1 = - 00 OU +cc.

A estrutura (Q,	 +, •,	 I), oncle 0 e 1 sao os ntimeros racionais zero e um,
respectivamente, agora destacados, satisfaz as seguintes propriedades para todo x, y, z E
Q.

x	 y =y	 37;	 37•y=y•x (comutatividade)
x	 (y +	 y)	 z;
x• (y•z),(x • y)•z (associatividade)

0 + 37=	 ; 1 • x = (existencia de element() neutro)
x —	 =0; 1: = I ou +oo (existencia do element° inverso)

(5) x • (y	 z)=x-y+x-z (distributividade)
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A estrutura (Q,	 +,	 •,0, 1) satisfazendo (1) - (5) diz-se um corpo, o corpo dos

ntimeros racionais, de ora em (halite representado, simplesmente por, Q. As operacOes

envolvendo+oo sao aquelas usuais. Por exeniplo, x oo = +oo se x — oo, x • oo = cc.

op
2.1.1	 Definicäo: Ordem Parcial

Seja A urn conjunto nao-vazio e < uma relacilo sobre A. 	 Urna ordein parcial, ou

simplesmente 7)o, 6 urn par (A, <), onde a rela.cao < satisfaz as seguintes propriedades,

para todo x, y, z E A.

(i) x < x	 (reflexividade)
(ii)x<yey<z=,',x<z	 (transitividade)
(iii)x<yey<x	 x =y	 (anti-sirnetria)

Escreve-se x < y se x <y ex 	 y. Diz-se, tamb&n, que A 6 um conjunto

parcialmente ordenado.

A ordem parcial (A, <) diz-se total (ou .1 (: tolalln( nte ordenado) se todos Os elf-

mentos de A silo comparaveis, isto 6, para todo 71 E A..r < y 011 y <	 Por ex(mplo
Q inuilido da ordern parcial < ("menor on igual") 6 um conjunto totalmente ordenado.

2.1.2	 1)efinicao:	 Forte ou Ordeal Auxiliar

Seja (A, <) uma ordeal parcial e	 ulna relacao delinida sobre A. --•?, diz-sc uma ardent

.10 1'1 C 011 IClaCii0 auxiliar se ('In satisfaz as seguintes propriedades, [CIE SO}, para todo

17, y,	 rt.; E A.

( 1) 3: -•<y•x< y
(2) x	 z e y	 z	 E A tal (plc	 y 1 w e li;	 z

(3)x<y,y--<zez<wx-w
(4)x-^z.^yE1ltalquex	 y	 z

A propriedade (I) tamb6rn chamada interpolacao, c's de fundamental importancia
para. os "espacos continuos" como a reta real e o espaco dos intervalos. 	 Observe que

tuna ordem forte, em geral, nao e rcllcxiva. A relacao , 	 "6 estritamente menor",
sabre Os racionais Q C uma ordeal forte, sabre Q. -‹ nito 6 reflexiva,, isto C, x	 nao

verdadeira para nenhum	 — 00 ou +oo. Por outro lado, pode-se assurnir, sem
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nenlnun problema, que —oo --< —oo e +oc +Do.

Seja 11(Q) =	 ql p,	 p < q), onde [p, (I ] silo Os intervalos fechados. Como, por

hip6tese, —oo < +D3, [—Do, +Do] E11(Q). Defina, sobre 11(Q), as seguintes rela.cOes, para

todo [p, q],[p' , y'] Ell(Q)

[mg]	 [p', (I]	 p 5 p' < q'	 , into e, [p' (I] C [p, q]

[p, (I ] << [p' , q']	 p < p' < q' < q, isto 6, [p, q]	 [p' , (1], Inas p	 p' e	 q'.

1C facil ver que (11(Q), E) e tuna orde ► parcial e << c tuna ordeal forte, sobre 11(Q).
Observe que << nao e reflexiva. Esta relacao desempcnhara um papel, corn respeito
11(Q), anlogo aquele que < desempenha em relacäo a Q.

A partir das operacOes —,+,-,/, sobre Q. 6 possivel definir as seguintes operacOes
sobre 11(Q):

[P, (I] +	 (7'] =
[P, q ] • [P', q']

-

[p ,	 = [ 1 , 1 1P

[inni{x • y}. ina.r{x
-1

[P, (1]	 ()11(1(

SC 0	 [p, (I ] e [p,

• y }I, onde x E fp, ql, y E {p' , q' }

: 11(Q)	 11(Q) tal que

= [—oc,+oc] se OE [p, q].

[P + p', q + q']; [ p. (71- [//,	 = [p. (7] +	 -//1=[P-(/, q -P]

Deflila [p,q]* [—D	 = [—CC, + 03] • C01110 Sell(10 H CX), +(X* se *E {—, +, •, I).

Usando as propriedades do corpo Q 6 facil ver que (11(Q). 	 +. •,	 satisfaz as seguintes
propriedades, para todo , y,zEll(Q).

x + y y + ; x • y	 y • x

x	 ( y	-7 ) = ( •/' +	 z;

x • (y • z),(/ • y) . z
x•yd-x•z Cx• (y + z)

(comniatividade)

(associatividade)
(send-distribuitividade)

Sejam (A 1 , E 1 ) e (A 2 , C 2 ) ordens parciais coin ordens fortes - .< 1 e	 respectiva-
mente. Defina sobre Aa x A 2 = {(x, y)l.rE fl 1, y E ;1 2 }, 0 produto cartesiano de A l e A2,
as seguintes relacOes.

(./. • y i) E ( 37 2, Y2) 4=>
	

El x2	 e	 C2 112

( X I Y1)	 (X2) Y2) '4=> X I	 -I X 2	 yt

(A 1 x A2, C) e tuna ordeal parcial coin ordeal forte --<.
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2.1.3 Definicao: Funcao MonotOnica

Sejam (A 1 , C I ) e (A 2 , C 2 ) ordens parciais. Uma funcâo :	 A2 diz-se inonntUnica

se x C 1 y	 f(x) E 2 1(y).

2.1.4 Proposicáo

As operacOes	 -F, • e /, definidas sobre 11(Q), acima, sao funcOes monotimicas de 112(Q)
cm 11(Q)

Prova: ver [DIM 91]

Das operacOes	 +, • c / dcfitiidas sobrc Q a Unica que e monotOnica 6 a adiciro.
A multiplicacilo, por exemplo, nao e monotOnica, pois —2 < 0, —3 < 0 e, no entanto,
(-2) • (-3)	 0.

Este fato poderia ser visto com p uma deficiencia da ordern <, sobre Q. De fato, do

ponto de vista da computac50 as funcOes nao-monotOnicas sa.o imprestaveis, into porquc

elm nao sao computaveis. Por outro Lido, a funcao produto de ntimeros racionais
int uitivamente coinputavel (e possivel fazcr tun programa cin FORTRAN que computa
a funcito produto dc Bois ntimeros racionais). Isto sugcre que a ordeni usual, sobre
Q, incompativel coin a nociio usual de computaciio. Desse modo, a passagcm de Q
p'ara 11(Q) pude scr vista. Como ulna kintativa de suprir essa delicicucia da ordem dos
racionais. E claro que II(Q) dew preservar muitas propriedades inlportantes de Q.

2.1.5 Lema

A equacilo x 2 =2 nao tern soluciio ern Q, isto e, nao exist(' n•nhum x EQ tal (plc x- =2.

Prova: Sabe-se que Q =	 b E 7Z). Suponlia., por contradicao, que existe x EQ
tal que X 2 = 2.	 E possivel supor, sem perda de gcneralidadc, que x = G e irredutivel.
isto e, in.d.c(l a 1,1 b 1) = 1 (por exemplo, se x	 entilo toma-se o scu equivalent(•
x = s, onde rn.d.c(3, 5) = 1).	 Da hip6tcse de (par 

6 
e solucao de x 2 = 2 segue clue

2
-bT = 2	 a2 = 2b2 => a 6 par, into 6, a = 2m Para. rn E 7Z. Logo, a2 = 4w 2 e

consequentemcnte 41n 2 = 2b2	 b2 2m 2	 b2 é par	 b e par. A bsurdo, pois a e
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por hipOtese, sào irredutiveis. Portant°, x 2 =2 na".° tem solucito em Q.

2.1.6 Definic -ao: Supremo e Infimo

Seja (A, C) uma ordem parcial eXCA um subconjunto näo-vazio de A. x E A diz-se

supremo de X, cuja notac. -ao e 37=---- UX ou :r = Sup X, se

x 6 um majorante de X, isto 6, y C :r, para todo y E X.

x e o menor dos majorantes, into 6, se x'E A cote y C x' para todo y E X, entao
x C s'

Quando x = Sup X e xEX, ele diz-se um maxim() de X. 0 conceito de intim° e
o dual do de supremo, isto e, na definicao de infimo coloca-se 	 onde se tent C. Ou
seja, x E A 6 o infinto de X, para X � 0, X C A se

x é urn minorante de X, isto 6, y 	 x, para todo y E X.

x e o major dos ininorantes, into e, se s' E	 coin y	 x' para todo y E A, entao
x	 x'.

	Usa-se x	 FIX ou x = iii f X para denotar o Intim° de X.	 No caso particular
de .V =	 ser finito, usa-se x	 e	 =	 n	 como uma
alternative para denotar Sup X e in f X, respectivamente.

E fa'cil vet que se inf X ou Sup X existe ele 6 tinico. De fato, seja.rn x= in f. X e
x' = in f X. Como x 6 urn iiifimo e x' 6 unt minorante, entno x' C x. Analogamente,
x C x'. Usando a anti-simetria de C segue que x 	 x'.

Agora, usando o principio du dualidudc, o Sup .V, se ele existe e unico. Este
pri ► cipio consistc 110 seguinte.

Seja (A, C) uma ordem parcial. A ordem parcial oposta !V P tern os mesmos ele-
mentos que A, porem coin a ordem reversa: a C b em A" <=> 6 C a em A. 0 principio
da dualidade pode ser enunciaclo como segue.
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2.1.7 Proposiciio

Seja A uma ordem parcial e X C A, nao vazio e x E X. Entao x= SupX	 = f'',

com Y C A °1'.

Prova: Imediata a partir das definicOes.

Apesar da simplicidade desta proposicao, ela, muitas vezes, corta as demonstracOes
pela metade. Tendo provado tun resultado Para o supremo (ou infimo) pode-se, ime-
diatamente, (_:stabelecer, sent prova, urn resultado para, o dual, o Intim° (ou supremo).

Por exemplo, mostrou-se, acima, que o infimo quando existe 6 dine°. Pelo prineipio da
dualidade o niesino d verdade para o supremo.

2.1.8 Lema

Seja = EQI.r > 0 C 1 2 <	 c	 • Aix > 0 c 1 2 > 21. Eutao, Sup X e inf
	 •

nao existem cm Q.

Prova: Most tar que Sup A Ha() existe, e equivalente a mostrar que, para cada x E X,

existe y E Y cum	 .r. Para into suponlia ( i tte :• E X. Entao x 2 < 2.	 Considers

um p Q cum	 < p <	 p < 	 2: 2	 Seja y = x+ p. Por conseguinte, y > x c.
11 2 = x 2 + (2./ .	 p)p < ,r 2 +(2.r+ 1 ) p < x 2 -F(2—.r 2 ) _ 2. De mod° que y E X. Para mostrar

( l ite in /	 ttio existe em Q suponha a: E Y. Entao x 2 > 2. Seja y = x	 	  x +-t-2 

Entao, 0 < y < x e y 2 = x 2 — ( „.2 2) + 	  >	 (a.2 2)=2. De rnodo que yE Y.

Logo, in f

2.1.9 Proposicao

Seja X =	 q] Ell(Q)j[p2 , (1 2 1 << [2, 3], p > 0 e y > 01. Entao Sup X nao existe em

11(42).

Prova: Seja Y = {x E	 > U e x 2 > 3}. Entao ir1 f Y Mt° existe em Q. De fate,
tillp01111a,	 E	 (Alta() a: 2 > 3.	 Seja y = a'	

32 3	 c2	 3
= 	  > 0 e x	 ==-----y< a'	 12 > 3.

2x	 21.

Portant°, 0 < rl <	 e y 2 = x2 — (a:2	 2x

	

2 — 3) + ('	
)2 

> 1: 2 — (x 2 — 3) = 3.	 Dc niodo
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que y E Y. Logo, in f Y nao existe em Q. Usando o Lema 2.1.8 e o fato de (pie

X= Hp, qj Ell(Q)lp > 0, q > 0, p2 > 2 e q 2 > 3} segue o resultado.

2.1.10 Definicao: Conjunto Dirigido e Cadcia

Seja (A, C) umaordem partial c X C A nao-vazio. X diz-se um subconjunto dirigido de
A se para. todo x, y E X existe z E X tal que x C z cyE z. Um subconjunto (xi) iEIN de
A diz-se uma. cadeia se ele e totalmente ordenado, isto e, xo C x l C x 2 C	 x„ C

Assim toda. cadeia 6 urn conjunto dirigido, pois dados dois elementos x, e 	 da
cadeia, entao x i C	 ou x; C x i . Se esta dititna desigualdade se verifica entao o z da
definicao de dirigido	 caso contrario

ComoQ 6 um conjunto totalmente ordenado, todo subconjunto X CQ6 ulna cadeia
em Q e por conseguinte urn conjunto dirigido em Q. Ern 11(Q), new todo subconjunto
6 ulna cadeia, por exemplo {[-1,2], [0, 3], [0, 2]) e dirigido e nao e uma cadeia. Outro
exemplo de conjunto dirigido em 11(Q) é { [p, q] Ip > 0 , q > 0 e [p2 ,	 << [2, 3]).

Uma ordcm partial (A, C) diz-se completa, ou simplesmente cpo se todo subcon-
junto dirigido de A tetra supremo em 	 e existc Ullt element° _LE .1 tal que _LE .r, Para
todo X E A, cliamado primeiro element° de A on bottom.

2.1.11 Exemplo

Seja IN o conjunto dos ntimeros naturais. Urn conjunto nao-va.zio X diz-se enumerdvel

se existe ulna funyio bijeliva. f : X	 I.N. X diz-se co:alive! se cle e finito ou
enumeravel.

(a) Seja A um conjunto contavel e A l = A U	 }, uncle 1 6 um clement° artilicial,
A, acrescentado a A, chamado bottom. !Mina sobre /1 1 a. scguinte relacao

x,yEA .L , xEy<x=1 ou x= y.

Entrap (A 1 , C, 1) 6 urn cpo cliamado CPO piano.	 (E usual se destacar o bottom na
estrutura). De fato, e trivial que C e unlit °akin parcial. Por outro lado, os Unicos
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subconjuntos dirigidos de A l sao {1, x} c {x}, onde x E A 1 , Sup{ 1_, x} =x e Sup{x} =

x..

Isso 6 ulna maneira natural de tornar conjuntos cm cpo' s. Desse modo, os con-

juntos IN, 7L,Q,	 podem se tornar cpo's 	 C, 1), (&I , C, I), (Q 1 , C,	 e

(11-3 1 , C, 1), onde C 6 a ordem P lana definida acinia.

Seja X tun conjunto nao-vazio qualquer e P(X) o conjunto das partes de X. Defina,

sobre P(X), a seguinte Macao.

X i	 E P(X),	 C X2 <4. X I C

Entao, (P( X ), E, 0) e um cpo, onde 0 primeiro element() 1=0. Qualquer familia nao-

vazia {11,,} C P(X), dirigida, {A„) C P(X) tern supremo

Urn caso particular do excrnplo anterior 6 o seguinte.

Sejam	 Cr,	 c (1)2 . C 2 . 12) cpo' s. Seja (D i	D2) o conjunto de toda.s as
funcOes de D i em D 2 . 'Mina sobre	 ---+ 1) 2 ) a seguinte relacao I , y E (
1)2), f E y 4> y ral(f) C !jraf(y)• !Mina le- ( D i	 D2) por 1 (x) =1 2 para todo

x E Ur. Entao (D i	a2, C., 1) e unt CEO, cujo primeiro element° 6 1.

As ordens parciais (Q. <) c (11(Q), C), definidas anterior ► ente, tern 1= — oo e

[—oo,-1-oc] como primei U0 (4(111(100, respectivamente, n-is nao sao cpo' s pelos Lema

2.1.5 c a Proposicao 2.1.7. Considere a ordein parcial (Q. C) onde x y E Q, x C y
y < :r. Denotaffilo CSSil ordem parcial per (12"') tuns-se 	 -boo 6 o primeiro element()

de Q.

2.2 Completacao de Ordeiis Parciais

Nesta seciio sera. usa.da a tecnica dos cortes de Dedekind para se obter completacao
da.s orders parciais Q,Q"P e 11(Q). E dada aqui tuna definicao de Corte de Dedekind
de modo a a.comodar as ordens parciais Q (ou er P ) e 11(Q). Essa definicao de corte

uma generaliza.cao da definicao de Corte de Dedekind encoutrada. na funda.mentacao
do sistema de inimeros reins, coin() estii cm (HUD 66].

Seja. A qualquer urn dos conjuntos Q on 11(Q). Se (A, <, 1 0 ) e tuna ordern parcial

coin primeiro element() I () e A -=-Q, entiio < se tornara < (menor on igual) e 1 0= —oo,
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enquanto a ordem forte e < (estritamente menor). Se A =0"", entao, < se torna E,

como definida acima e 1 0= +oo, enquanto a ordem forte sera > (estritamente maior).

No caso de A =11(Q), < sera C, como definida acima, sobre 11(Q), 10= [—oo, +cc] e

<<.

2.2.1 Definiciio: Corte de Dedekind

Seja (A,<,	 10 ) u ► a ordem parcial coin ordem forte -‹ e priineiro ele ►ent° 1 0 . Um
subconjunto a C A, tal que a � A, diz-se urn carte de Dedekind se

x	 xE a

Para todo x Ea, existe Y Ea tal que	 y

(iii) a e dirigido, isto e, a � 	 para todo x, y E a, existe .7:Ea tal que x < z e y < z.

Como todo subconjunto nao-vazio de Q 6 dirigido, ele satisfaz auto ► aticamente a
condicão (iii). Isto significa que esta co ► dicão e desnecessiiria para cortes em Q, basta
acrescentar a condicito a	 0, veja [RUD 66]. A condicao (iii) visa acomodar a ordem
parcial

2.2.2 Proposiciia

Seja a urn corte tal que xEa e ycia. Entilo y	 i. Se A	 entao, de fato, .r < y.

Prova: y	 x, pois caso contriirio se y	 pcla condicao (1) da definicao de corte
y E a. Se A =Q, entao x < y porc i ne Q e tot almente ordenado.

2.2.3 Proposiciio

Para todo x E A, o conjunto	 {y E Aly x} 6 um corte de Dedekind e Sup	 = x.

Em particular, ix e urn conjunto dirigido.
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Prova: Como 1 0 -.<10 ,	 content no minim° o element° 1 0 , pois 1 0 < x para todo

x E A. Logo, ix � 0, para. cada x E A.	 Por outro lido, se z	 x, z E A, entao

z	 ix e portanto	 A. Se x l 	 x 2 e x 2 E	 entao x2	e pela transitivi-

dade de -‹ segue que x l	x.	 Isto mostra a condicio (i). 	 Para provar a condicao

(ii) suponha que z E	 Entao z	 x+2 z	 x e consequentemente 	 E Ix. Para

cncerrar a prova falta mostrar que 	 dirigido c Sup ix x. Se A = Q,	 di-
rigido porci ne todo subconjunto nao-vazio de Q d. Suponha que A =11(Q). Entio, dados

[1), q ], [p' , (1] E II(Q) coin	 [p, q], [p ,	 E ix tern-se [p, q]	 x c [p' ,	 x. Portanto,
z	 [p, q]	 [p',	 c pertence a ix. Mem disso, [p, (I ]	 z, [p', (1] Czez	 x.

z =[p,q] n [p',(1]. Portant° ix e dirigido.	 Malta mostrar que Sup ix = x. De fato,

x	 x d absurdo, pois a nit° d reflexiva. Logo, x	 x e portant° x d urn majorante de

x. Se x' é outro rnajorante, entäo necessariamente x	 :c', pois do contrario (isto é,
x'	 x) ter-se-ia x'El x, contrariando o fato de x' ser majorante. Logo, Svp	 ----

0

Seja A a colecáo de todos os cortes de Dedekind sobre A. Defina sobre A a seguinte

relacao.

a, OE A, a < .4=>	 C 13;	 a	 /3 <#. a C , eparaalgutnxE A, aCixC/3E A

e chamado complclacCio por codes dc Dtdckind de A.

2.2.4 Teoreina

(A, <, 1), onde 1= {1 0 }, e urn cpo corn ordern forte -<.

Prova: Para provar esse teorema primeiro sera provado o seguinte lema.

2.2.5 Lerna

Seja A a completacäo por cortes de Dedekind de A e F C A uma farnilia dirigida de
A. Ent -ao, Sup F existe e pertence a A, isto é, Sup F e um corte de Dedekind.

U PSeja F fa i k E il, coin	 E A. Devc-se mostrar que Sup =UP satisfaz a
definica° de corte. Sup F	 e Sup F	 A porcine, por IiipOtese, F e urna familia
prOpria de A. Suponlia que x	 y e y E UP'. y E	 Act, E F tal que y E a2.
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x y 4 x E a i , pois a i e corte. Logo, x E UF. Para mostrar (ii) tome x E UF. Entrao

para alguin i, x E a i . Como a i e um corte, existe y E a i tal que x y. Portanto y E UP

e x	 y. Malta mostrar que UF e dirigido. Seja x, y E UF. Entäo, existein a i ,aj E F

tal que x E a i e y E a j . Como F e dirigido existe urn element° a, E F tal que a i < a, e

a • < a
e • Logo, existe z E a, tal que x<zey<	 Como a, C UP segue que z E UP.

Portant° Sup F =UF 6 dirigido e UPC A.

0

Prova do Teorema: (A, <) e ulna ordeal partial porque < e a relacao de inclusao
em conjuntos. Como	 A e 1 0 < x para todo x E A segue que {1 0 } = 1 0 < a, para

todo a E A. Logo, 1= 1 0 } e o primeiro elemento de A. Pelo Lerna 2.2.5 A e um (To.

Fa.lta mostrar que	 6 unia ordeal forte. 1\9as isto e imediato da, definiciio de

q

2.2.6	 Proposicito

Q e totalinente ordenado, into 6, a, 	 (1=0 ou a < Olt < a.

Prova: Pela delinicito da ordem <, sobre A, se a = entao claramente nao se	 a <
011	 < a. Para mostrar que ambits as relacOes se excluem inutuarnente, suponha que
ambits as relacOes scjam viilidas. Como 0 <	 existe y E /1 e y E/a. Corno	 <

existe .r E a e X01. Pela Proposicfio 2.1.2, no Caso de Q, se y E e xE/a, ent,5° y < X.
Analogamente, de xEacy (/(1 segue que x < y. 0 (pie 6 unlit contradicao, pois < nao

rcllcxiva. Logo, ..ipenas uma	 < y on y < .r vide ser verdadeira. lima dessas
duas desigualdades se verifica. De fato, suponlia que a 	 /3. Entao os dois conjuntos
nao Sao identicos, isto e, existe EQ tal que .c estii cm um e nao no outro. Se x E a e
x C/0, entii° a < /3. Caso contriirio„1 < a.

2.2.7	 Delinicito: Isoinortisino

Sejam (A 1 , E l , 1 1 ) e (A 2 , C 2 , 1 2 ) ordens parciais coin primeiro element° 1 1 e 12,
respectivamente. Ulna funcii° f : A i	 /12 diz-se urn isomorfismo se
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.1(-I-1)=12

f e bijetiva, isto	 injetiva c sobrejetiva

(iii) f é monotOnica.

Seja B= { xlx E	 C A. (B, <, 1) e tuna. ()Mem parcial corn primeiro clement°
1= {10, onde < c induzida. de A. Ou seja, a,f5E G .4#, a < ,(3 cow° elementos de A.
Como 1 ( A,	 E Aix	 = {1 0 ). Entao 1 (k e, 10,-- {lu} C e, para.
todo a E B, ou seja, 1 0 e o primeno elemento de S.

2.2.8 Proposicao

A e G sa.o isomorfos, isto 6, a funcito : A	 titn clue f(.r),	 é um isomorlismo.

Prova: (i) f(1 0)=1 10= {1. 0 } E

f e injetiva. De fato, (x) = f(y)	 ly	 x=y pois x= Supls = Suply

y. f 6 sobrejetiva. Coin efeito, se 6E B, (AM-A() b=	 x para. algum x E A. Então ha:), b.

f e monotOnica. De fate, suponha c l ue x	 y exy	 az E	 e

I ly	 z	 x, :r	 y e z	 y. lst.o c uul absurdo, pois 	 e transitiva. E dare ( L uc se
y, entäo ix =

0

Esta proposica0 mostra que A possui 1111Ia copia de (A, <, 1o).

2.3 0 Corpo Ordenado Completo de Nnmeros Reais

op
Sejam a, E	 onde A, por enquauto, sera (t ou (12 .	 sobre A as seguintes
operacOes.

0, 03 E A, a + 73= Ix + x Ea e yE /11.
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2.3.1 Proposicao

A operacao, definida acima, esta been definida, into 6, a + /3 6 urn corte se a e /3  forem.

Prova: Se a e /1 sao tortes, entao a � e	 (1). Sejarn x, y E A tal

que x	 y	 Entao, para todo x', y` em a e tal que x'	 x e	 y tem-se que

x' y'	 x y.	 Logo, x + y c/a + /3. Isto mostra que a + 13 A. Para mostrar (i)

na definicao de corte suponha que x E a + ,3 coin y	 x, y E A. Entao existem y i E o:

e y" E /3 tal que x = y' + y". Seja z E A tat que z = y" + y. Entao z 	 y e portanto
z E a. Logo, y E a + /3. Para prover (ii) suponha que x E a + /3. Entao x = y' y",
coin y'E	 e y"E /3. Existe urn y E A tal que y' --< y. Logo y + y'E a + /3 e x 	 + y".
A condicao (iii) se verifica trivialinente sobreQ ou Q. As operacOes	 -,/ se define e
prova analogamente.

0

2.3.2 Proposicao

A funcao f :Q	 tal que (x) =	 preserva as operacOes * E {- , +,• , /}. oil seja,

f(x* y)= .l(x)*1(y).

Prova: A prova sera feita, apenas, para a adicao ulna vez que as denials operacOes
tem demonstracao analoga. Mostrar ,f (a• y) = (x) PO 6 equivalente a mostrar que
1(s + y),	 +iy. Suponlia z E i(x y). Faitito z <	 y. Sejam s=x+y—z, r

e t = y — 1. Entao 7' E	 t	 =	 t. 1)( n iodo que z E	 +	 Reciprocamente,
suponha. z E	 +	 Fain) z x' y' coin x' < x c y' < y, de modo que z < x y,
into 6, z E 1(x	 y)•

0

2.3.3 Lenia

Seja E xEacx> 0. Entao existem .r', 	 E tat que x' E a, x" v 0, x" riao e o
supremo de a e x" — x' x

Prova: Seja y EQ coin y E a. Para 71 = 1,2, ... seja .s„ = y•. Entao existe mn Muco
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natural ni tal clue s,„ Ea c •5„, +1	Se • m+ nao for o supicino de a, considere
•	 ye a =.•; .+1 Sc	 [Or supremo de a, cousidere 	 =	 = 5,„ + , + -••1:

- ?IL	 • 	 2

2.3.4 Proposicão

Seja 10= {x EQIx < 0} e 1 = {x EQIx < 1). Entito, pares todo a, /3,7 EQZ valem as
seguintes propriedades. (plc caracterizaniQ cum() u111 corpo.

+ /3 = /3 + a; a • /3 =	 a

( a + 3)+ 1 = a + (/3+-!);

( a • 3) • -)( = a • (3 ' )
a + 10=a; a •11,-a

a + (—a) 10; 4=11, se	 a	 10
e a =1, se a

( e ) a • ( 19 +	 = CV • /I + a • ^i

(comutal ividacle)

(associatividade)
(existncia de element° neutro)
(existencia do element° inverso

pares ('ada (1(1-1-lento)
(dist rihutividade)

Prova: Para demonstrar (a) c (b) basta usar its propriedades aualogas de Q c as

definicOes dc soma c produto cm Q. Agora sera mostrado a primeira parte de (c).
Quanto a segunda parte a demonstraciio analoga.

Seja E a + 10. Eutao,	 x" Con x' (= a c x"	 (ou SCi x" < 0 e OEQ).

Logo, x' + a:" < x i , de mod() c l ue x' + x ll E a e port alito E a.

Iteciprocam•nte, suponha (pre	 E a. Considcre y > , com y E a. Scja z a: — y.

[lta() Z < 0, isto e, Z E 10 e	 + z, de modo (pie sE a + 10. Logo, a +	 a.

Para mostrar a primeira parte de (d) (a segunda parte teen demonstracao anilloga)

	

precis° mostrar clue para twlo a E 	 exists 11111 linico	 E Q tai c l ue a + /3

Primeiro a. unicidadc. Se o + j i = a + :32	segue. lazendo uso das tre y propriedades

anteriores, clue	 = 10 + 132 =	 + /31 )	 ;3 =	 !/-2	 =	 + ;3 i = fq i •

Para mostrar a existciicia do corte /3, seja o seguinte con • unto x EQ1 — x e um

inajorante de a, was nao o supren10}. Deve-se mostrar quo /1 e U111 corte.

claro clue	 � 	 e	 � Q.	 Para mostrar (ii), se :r E l3 e y < x, entao —a: a e

—y > —x, de rnodo clue —y e um niajorante de a, mas nto O supremo. Logo, yE 0.
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No sentido de inostrar (ii), se x E	 —x 6 um majorante de a, was nao o supremo.

De modo que existe um y E Q tal c l ue —y < —x c —y a. Seja z 1/-2	 Fait()

—y < --z < —x, de modo (pie —z c um majorante de a, was nao o supremo. Portanto,
existe tun z EQ coin x <zezEd. Falta inostrar que a+ d 10. Suponlia que E a +0.

Entao, x = x i + x", corn x'Eaex"EO. Portant°, —x"	 —x" > x , x' + x" < U e x E10.

Reciprocamente , suponlia que x	 Entaa, x < 0. Pelo Lema 2.3.2 pods-se obter

x', x" EQ, corn x' E a, x" / a (coin x" sendo o supremo de a) de modo que x" — x' = — x .

Como — x" E , tern-se x = x' — x"	 + ( —x") E a + 3.

Para demonstrar a distributividade, basta usar a propriedade correspondente dos
racionais.

0 resultado abaixo e valido tanto pal a 11i c ar (plant() para IkQ)

2.3.5 Proposicito

XEAexEat=>IxC a.

Prova: (4.) Suponha que xEAexE a. Ent ao	 < a, pois para todo y	 y -< x.
Como xEa e a 6 um corte segue y E a • i	 a pormle xEoex

(st=-) Se ix	 a, entiio existe y E	 (pie yEaey/ . Assiut, x < y c por consequinte
x E a, pois y E a.

Os cortes de Q scrim charnados winleros reais. Este conj unto, de ora ern diante, sera
denotado por Ili. Pelo c l ue foi visto	 ma, Ili cow ("lu uuia co"pia dos ntnneros racionais.
O subconjunto Iii = {ixis EQ}, c l ue 6 isomorfo a Q, sera deuotado, simplesmente. por
Q e setts elementos	 coin x E Q. serrio idol!t ilicados coin Os eleme ► tos de Q, into
6, ix	 x.	 Assim,	 0 c	 I. Do ponto de vista da ordem existent Bois
corpos ordenados de reais. 1_1111 doles (III, <), on& < e a ordeni usual. 0 outro (IIZ, C)
tern como ordem x C y q y < x.(IR, < ) e	 C) tem —Do e +oo, respectivamente,
como primeiro elernento. A di ferenca entre esses Bois corpos ordenados completos
puramente qualitative. 	 Ein (Ili, <), o menor elemento e —oo, em (lit, C) e +oo. Dc
ora em diante	 <) sera denotado, simplesmente, por Ili e (11t., C) por 111.°P.

Li S
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O teorcina a seguir e fundamental para a teoria clue se pretende descnvolver nesse

trabalho. Deve ser observado que ele vale para 	 situa.cOes11(QA e CP.

2.3.6	 Teore ► a

Seja F C A unia familia de cortes. Entao

Se F e majorada, entao F tern supremo cm A

Se F minorada, entao F tern infimo em A.

Prova: A familia F diz-se majorada se existe a E A tal que /.1 < c.t, para todo ;3E F.

Para mostrax (a) supo ► ha que F=	 I} 6 ulna	 majorada de elementos
de A. Pretende-se mostrar que F tern► supremo em A. Mas precisame ► te, prete ► de-se

► ostrar que Sup F=U iEl {a i li E I}. Para isso tern-se

<	 para todo i E I, isto 6, U ir/{a i liE I} 6 um ► ajorante de F

Seja a 11111 outro majorante de F. [n ntao a, < a para todo i E /. Logo, U{adiE
I} < a, ou seja, Ufadi En e o ► enor dos majorantes.

(iii) (Atl i E	 UF sera o supremo de F se UP' E A, isto é, se UP-' fOr urn code.
A proves de ( I nc UP' � (;) e OF	 A é awiloga a. correspondente do teorema 2.2.4.
Para mostrar que	 c dirigido usa-se as propriedades inerentes a Q c 11(Q) de
que se x.,:y E A (A =Q ou A =11(Q)) e existe w E A tal que x <wey< w, entao
existe x U y em A cons .r U y < w. Al6 ► 	 disso, se a e /3 sao cortes em A tal que
xea,yE0 e x U y existe, entao xUyEaU 13. A partir disto pretende-se mostrar
que UF e dirigido. Sejam x, y E U F. Luta() existem a i ,aj E	 tat gut! x E	 e
y E aj . Como F 6 ► ajorado, existe a E A Coln	 < cr e a, < a. Ou seja, existe

E a Lid que x< to e y< to. Entito, 	 y< to. 0 c l ue significa que x<xUye
y < x U y. Con ►o xUyE a j U a i segue clue .rUE UF. Ou seja, UP e dirigido em
A. Logo, U ie/ {	 E	 E A, isto 6, Sup F =U iE.3 {	 E I ) .

(b) Segue de (i) e do principio da dualidade.

0  

36                

q



2.3.7 Corolario

Todo corte em QZ tern um supremo em

Prova: Em particular, cones Q C	 = IR, todo corte 6 urn conjunto majorado de

mimeros rears.

Uma consequencia do Teoreina 2.3.6 e do Corolario 2.3.7 6 que, se a 6 um corte
cm lit, existe urn corte Q E 1R"P tal que Sup a = Sup 0. 'Jesse mod°, pode-se definir
ulna. relacào de equivalencia entre os cortes	 e os cortes de 110' corno segue:
a E	 E 11rP ,	 /3 b Sup a = Sup p. Por essa equivalencia sempre que for
conveniente, pode-se substituir um corte de IR por urn equivalente de 11rP

2.4 0 Quasi-Corpo dos Iiitervalos Fechados de Ninneros Reais

Observe que 11(Q)  e uma combinacilo de IR e 	 Por isso e possivel provar muitas
propriedades de II(Q) usando as propriedades de III eluP . 0 objetivo desta secao
derivar algumas propriedades de II(Q) a partir de propriedades de IR e lit uP . Antes,
porern, 6 born explicitar a definicao de II(Q), o conjunto de todos Os cortes de Dedekind
de intervalos de extremos racionais, isto 6, se	 entrro

(a) a � 0e0 � H(Q)

(h) Se [p, (I ] << [p', (1] (isto é, p < p' e q C q') e [p',	 E cr, entito [p,	 E

Para todo [p, q] Ea existe [p', (ilea tal que [p, (I ] << [p', q'].

a 6 um conjunto dirigido, isto e, se x,y E a, então existe z E a tal que xEze
y C z.

(Lembre-se que a notacilo	 cm Ill" r	< q, uncle < e a oaten' estrit a
usual sobre lit).

Como as propriedades de II(Q) dependem, apenas, dos extremos dos int ervalos
[i), q], p, 9 E Q, p < q, e possivel encarar p E (Q. <) e q E (Q,C). Logo 6 possivel se
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pensar nurn corte a E 11(Q), como sendo unm par a= [0,7] onde OE Ili e -y E UV". e -y

podem ser vistos como cortes ou como ntnneros reais, dependendo da conveniencia.

Desse modo, as relavies C e <<, sobre II(Q), definidas anteriormente podem ser

recuperadas como segue. Para todo a, /3 E II(Q)
	

Fy

[a , 0] <<	 a <	 e C /3', onde	 < /3 e	 < /3'

[a, /3] C [a', /3'] <=> cx <	 e /3 C	 , a, a' E lk 11.	 E

As operaciies	 •, /, sobre II(Q), podem ser definidas cumk) segue

[a. /3] + [a'.	 = la + a', # +

Essa operacao esta been dein ida porcine a+ a' E Ilt e ,3+	 E 11r. No caso das demais
operacOes e necessrio, as vezes, trocar em [a, 0], 13 pelo set ' •quivalente em JR. Tendo
o cuidado de efetuar essa troca., quando mmecessario, as dc111lis uperacOes sao definidas

como segue.

	

[o, /3] • [a', /3'] = [min { x • y}, roux { x • y}], onde 	 E {a, /37}, y E {a', 3'}

—[a,[3]	 [—/3, —a] e la, 0 1 m = L3- ,
 1

De acordo corn a observaciio a respeito da troca, toda y estas operacOes estao bem
definidas.
Delina 0* E 11(Q), como	 = [10, 10] e 1" = [ 11,1. 1], omit- 10,11 E Q.
1)e moclo geral cada element ° de (Ti (uu 1k) pude scr lecuperado, a partir de 11(Q),
defillido	 = lit como o conjunto dos clementos de II(Q) da 101 ma [(La), coma E

9 .4.1	 Proposicao

A funcâo f : 11(Q)	 113 =	 {	 E 11(Q))	 preserva as operacOes *
definidas sobre

Prova: Dada [p, q] E 11(Q), f ([ 1 ), (ID =	 q]	 ly]• A d•moustraciio sera feita
apenas para a adicao. Pretende-se mostrar que

1([1', q ] + [1/ + q'])	 = ifp , q l +	 De tato.	 [P• (I)	 [P',	 =
[p + q , +	 = [10) +	 + q ')) [1 p +	 i q +	 =

[i p • i q ] +	 =	 +	 + q].
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2.4.2 Proposicao

Sejam a,	 ,-y E 11(Q) quaisquer. Entii° valem as seguintes propriedades

a	 0 = -1- a ; a • 13= /3	 (connitativiclade)
(a +	 + y = a + (/3 + y); (a • /3)y = a (;3 . y)	 (associatividade)
a + 0* =a; a 1' = a	 (existencia de element° neutro)
a + (—a) <<0`; a<< 1', se a � 0'	 (existencia do elemento
e 11 =1, se a = 0'	 semi-inverso)

(e) a•0+a-7Ea(0+7)	 (semi-distributividade).

Observe que as propriedades (a),(b) e (c) sao exatam•nte como en) lft, e as denials
sd valem, en) geral, pela metade. Por isso 11(Q), Hound() dessas operacees send. (llamado
quasi-corpo.

Prova: As propriedades (a),(b) e (c) saen) imediatemente da representacao 11(Q) como
urn conjunto de pares [a, /3], a E 111,	 E	 11r. Para mostrar (d) set a a = [a', al,

E	 a" E 111°P . Entao	 < a". Portanto. a" —	 >	 c a' — a" < 0'. Mas isto
significa exatamente que a — a <<	 Analogamente se mostra que << 1*. Para
mostrar (e) Basta usar o fato de que para todo a, b, c E 11(Q), a•b+a•cEa- (b	 c).

2.5	 A Suficiencia de .4 na Construcao de A

O resultado a seguir se constitui no principal resultado deste capitulo.	 Ele nos diz,
grosso modo, que para. conliecer a estrutura 	 e stdiciente se conhecer a estrutura A.
Vale observar que esse resultado vale C111 qualquer um dos casos .4 = Q ou A 11(Q).

2.5.1	 Teorema

Para todo a E A, o conjunto	 E 11_311x	 a) 6 dirigido e = Sap{	 E 11311/7	 a).
Tcndo cm vista. clue 113 e isomorfo a. A, isto justifica chamar .4 base de A.

Prova:	 (a) a é um majorante do conjunto	 a =	 E	 11311x	 a). (b) a e o
menor dos majorantes. Dc fato, suponha que a' E A tai que a'	 a. Isto significa
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que existe x E A,x E a e x	 a'. Pela Proposicao 2.2.3 ix -‹ a e x	 a'. Ou
seja, a nä() 6 um majorante do conjunto io. Logo, a e O menor dos majorantes,

isto 6, a =	 E	 1134x	 a). Para. mostrar que la e dirigido, suponha que
ix', ix" E	 ix'	 a e ix"	 a	 .v' E A, x" E A e x', x" E a pela Proposicao

2.3.5	 existe y E a tal x' < y,x" < y e y < a, pots a sendo urn corte ele e dirigido.

Logo, ix' < y , ix" <	 ey< a.

Resuinindo os Teoremas 2.2.4, 2.3.6 e 2.5.1 pode-se dizer que a. estrut ura. A te ► as
segui ites propriedades.

Todo conjunto dirigido de A tern supremo. Esto caraderiza a completude de A.
Ou seja, A e	 epo.

rrodo conjunto majorado (niinorado) de A tern supremo (tent infimo). Isto se
expressa dizendo-se que A 6 consistentemente conipleto. Os subconjuntos majo-
rados de A podem ser interpretados como sendo consistentes.

( iii) Todo elernento de A e o supremo de elementos de A c l ue estao "essencialmente"
abaixo dole (x esta essencialmente abaixo de y G .r	 y). 1st° se expressa
dizendo-se que A 6 um cpo continuo.

(iv) .1 teal base enumeravel, pois A 6 um conjunto euumeravel.

Em resumo, A 6 um cpo continuo consistcntentente contpicto, coin base enuaterdocl.

De ora em (haute, 11(Q) sera denotado por II(1R) out 1Z.. Assiut, 	 It) = { [a, b] la, b, E
IR. a <	 {	 onde	 [—oo, -}-x-d. 0 conjunto 11I. C 11( III), pois lit = {[a, 	 E

Os elententos dell( lit ) serao cliamados ntintero, •ectis parcinis. Os elementos de1I(42) scuilo

chainados intervalos de inforntavio. Um fato de fundamental importancia relativo
RIR) consiste cm que dodo qualquer 	 E 11(110, tnesino que a on b sejam Feats
nao racionais (chantados irracio nais), [a, b] = Sup fip, q] E II(Q)j[p,q] << [a, It]} . Ent
particular, todo real x = S up fip, q] E 11(Q)l[p,q]	 Desse modo, a estrutura
11(Q) se revcste de particular importancia. Ela content informacOes suficientes para dar
conta de todos os elementos de II(Q). Levando ern conta (pie II(Q) e enurneravel e setts
elementos sao finitamente representaveis nao e dificil perceber a importancia de 11(Q)
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na fundamentacilo computacional de ► inmeros reais e intervalos de ninneros reais. 11(Q)

sera importante, tambem, para ulna teoria da computabilidade de ini ► eros reais, pois

pode-se definir um real x, ou um interval° de reais [a, b], como sendo compuluvel se ele

o supremo de tuna sequencia recursivamente enumervel de elementos de 11(Q).

Pretende-se desenvolver ulna "'Peoria da Informaciio" para a AnaIlse Real e a

Analise Intervalar.	 Nesta teoria sao relevantes os conceitos de informacäo, ordern de
informa.cao, aproximacao e ordeal de aproximacao os quais sera.° esclarecidos abaixo.

	

Dado o cpo (D, C,<<,	 onde	 a ordeal forte, interpreta-se a relacao x C y,
para x, y E D, como uma relaciio de informa•iio, isto é, x e y sno interpretados como
informacOes (sobre album rulinero real, ou interval° de reais, etc) sendo que y da, no

	

tanta inforinacao quarto at. For out ro lado, a relacito x 	 y E D, seri
interpretada como tima relaciio de aproximaccio, isto e, x (" interpretado coin() uma
informacao sobre a entidade y (y pode ser um minter° real, um interval° de ntlineros
reais, etc). "x	 y" pode ser lido cotito "x e Ulna aproximacao de y".	 Neste caso y

visto como urn objeto essencialmente infinito, como urn mimero irracional, e x tuna
de suns representa.ctOes fi ► itas. Observe que x pode sempre ser pensado coin° tuna
representacao finita., isto é, urn element° da. base. De fato, se x nil() pertencesse a base,
pela Proposicào 2.3.5 existe x' da base tal que x'	 x	 y c portant° tonia-se
x. Todas essas observacOes so tern se ► tido se D fOr um (pa continuo consistentemente
completo, coin base enumeravel. Sabe-se qua 11(IU) satisfaz essas condicOes.

2.5.2 Exempt°

Quando [1, 3] C [2, 3], [1, 3] e [2, 3] silo informacOes sobre, por exemplo o minter° real
e on o interval° [1 +	 1st() significa qua [1, 3]	 e e [2, 3]	 e (analogamente
[1,3] << [1 +	 e [2,3]	 [ I +	 c]), apenas coin a resalva de que [2,3] é uma
i ► formacäo mais relinada (mais "exata") que [1,3].

Observe que nunca se pode ter tuna situacao do tipo [1, 2] E 2, porcine 2 6 um
real e iiiio tuna informacäo e t ► a.o c verdade (plc [1,2] << 2. Dito de outro ► odo, 2
nao pertence a base a portanto nao pode ser ulna representacao finit a. Podc-se dizer,
tambein, que 2 e nut limite e como tal ale nao informa, apenas e informado. Ele
nao informa nem sobre ele mesmo pois tnao e verdade que x	 x.	 Embora rtao seja
verdade que [c, 	 << [e, 7], pode-se ter [c, 7;]	 x para. x E IR., por exemplo, no caso
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de e < x < r. Como [c,7] nao e u ► a representacao	 tomes-se a E II(Q) tal que

a << [c,71-] e portanto a << x. Logo, embora se tenlia al b um prejuizo, emu respeito a

exatidao, os intervalos (de informacao) de estremos irracionais nao sao essenciais. Por
isso assume-se que intervalos de informacao sao constituidos Delos clementos de 11(Q).

Quando x 1 C y e x 2 E y, para algurn y E D. a. informacao dada pelo conjunto

{x 1 ,1 2 }	 C D pode ser considerada consistente. Desse inodo, e razoavel diner que
X C D e consistente se ele e ► ajorado	 D, isto 6, se existe um y E D tal que

para todo x E X. E essencial clue X � 0. Se A' C D for consistente e desejavel ter um

nome para a informacao ( ► iMma necessiiria) dada por 	 Tal informacao deve ser 0

Sup X. Daf a seguinte definica.0.

2.5.3	 Definicao: Conjunto Consistentemente Comp 101 o

Seja (A, C) uma ordem parcial. A diz-se consistentcuu lac complcto se todo conjunto
nao-vazio X C A consistente tern supremo.

0 Teoreina 2.3.6 nos diz que 111. e DOR);-4s..o cow:1st cut emente coin pletos. Observe
que {[o, 1],[2,3] I C kilt) Ha° 6 consistente. Ott s6a, out 11(110. 11111 conjunto, nao-vazio,
i ► esmo runt° pode na.o ser consistente. U ► a forma simples de ac ► ar o supremo de um
conjunto, nao-vazio, X C II(IR) consistente, e tomar a intersecito de todos Os ele ► e ► tos
de X.

2.5.4	 Definicao: ein) Continuo

Seja (D, C,<<, 1) tun epo corn ordem forte <<. D diz-se tun cm) continuo se para todo

E D, o conjunto	 E	 <<x} e dirigido e = Sup{y E Oly <<x}.

0 teorema 2.5.1	 nos diz (plc Ilt e 11(M) sa-o cpd.s continuos. He diz, Inuit° inais,
que exibte urn subconjunto enumeravel, ll3 C II(111) (0 liunb0m 13 C	 chamado base.
tal que para. todo x E	 (D = IR ou II(IR)) 0 conjunto	 E 113!y << I) e dirigido e
x = Sup{y E 1131y << x}.
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2.6 epo'6 Algebricos

Nesta secao sera apresentado urn tipo especial de cpo continuo de modo a reconhecer-se

os cpo' s do exemplo 2.1.11.

Considere o Exemplo 2.1.11 (b), (P(X), C, 1), onde X e mn conjunto contavel nao-

vazio. Fazendo X = IN = {0, 1,2,...}, (P(IN), C, 1) 6 um cpo Inas ele nao pode ter
ordem forte nao-reflexiva. Por exemplo, para. {0, 1 ), {0, 1,2} E 'P(1N), tern-se {0, 1} C

10,1,2), mas nao existe nenhum	 E P(iN) tal ( l ite {0, I }cYCIO, 1,2). Ou seja,
a relacao , C, candidata a ordem forte nao satisfaz a proprieda.de de ititerpolacao .
No entanto, toma.ndo-sea prdpria C, conic) ordem forte, eta satisfaz trivialmente a
definicao de ordem forte. No sentido de entender melhor esse caso particular de cpo

continuo, sera feita urna repeticao da completacito por cortes de Dedekind de ulna
ordem parcial cons primeiro element°.

Seja (A, C, 1 0 ) uma ordem parcial con y primeiro element()	 Adaptando a
definicao de corte de Dedekind para. 0 caso da ordem forte ser a trivial tern-se, a C A
e urn corte de Dedekind se

a � 0ea � A
xCyeyEa	 xEcx
a e dirigido, isto 6, x, y E a 	 E a tal (plc CzeyL:
Para tocio x E a existc y E a tal que x y

Observe que a. condica.o (d), agora, e inteiramenic surperllua, pois basta tomar
= x. Portanto, neste caso a condicao (d) 	 tirada da dehnicao de corte, comp

desnecessaria. Urn corte nestas condicOes é (-llamado um ideal, na literatura de teoria
dos Dominios de Scott, ver [PLO SO]. Agora, tomando 0 conjunto de todos os ideais
e definindo a ordem analogamente a da Secâo 2.2, (.1, C, 1), a conipletacdo por ideais

de (A, C, 1 0 ), e um cpo algebrico cuja base 6 A.	 Por conseguinte, todo cpo algebrico
e urn elm) continuo e a reciproca e falsa. Urn contra-excinplo e o cpo continuo 11( IR)
construido aciina. A partir dessas observacOes pode-se enunciar o seguinte resultado.

2.6.1 l'ebrema

Seja (A, C, 1 0 ) tuna ordem parcial corn primeiro elemento la. Entao, a completacao
por ideais de (A, C, 1 0 ) e urn cpo algebrico cuja base e A.
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Como sao os ideals cm A? Eles sao da forma. x = ly E Aly C x}, °tide x E A.

Usa-se o simbolo	 no lugar de pa.ra, indicar a. reflexivida.de  da relacao. 0 teorema

pode, agora, ter o seguinte enuncia.do . Para todo x E A, o conjunto x = {y E Aly C

r} e dirigido e x = Sup j. x.

A definicao de consistentemente completo e a. mestna para cpo's algebricos e cpo's

continuos, em geral, pois essa definicao nao envolve a. ordern forte.

2.6.2 Definicao: Domini° de Scott

Urn cpo algebrico consistentemente completo, corn base enumeravel e chamado urn
dominio de Scott.

2.6.3 Exemplo

Todos os cpo's do Exemplo 2.1.11 sao dominios de Scott.

2.7 Reticulados Completos e Continuos

Nesta secilo sera apresentada a teoria elemental- dos reticulados continuos, cone o ob-
jetivo de relaciona-los corn Os cpo's continuos consistenteinente completos. Sera desta-
cado 0 duplo caracter dos reticulados, quer coin() estruturas alg('_,bricas, quer comp
estrutura.s ordenadas. Estes Bois aspectos de reticulados sera° explorados (viand° se

abordar a teoria da informacito intervalar do porno de vista lOgico.

Existern duas manciras de se definir reticulado, ulna algebrica (como grupo, anel,
corpo, etc.) e outra, como utr conjunto parcialinente ordenado. Esse e o aspect() lOgico
da teoria. Essa dupla caracteristica dos reticulados tern como consequencia ser possivel
usa-las tanto para elaborar teoria.s algebricas, quarto lOgicas.

Seja L uiii conjunto nao-vazio inuiiido de duas operacOes binarias 	 chainadas
infimo e supremo, respect; vamente, dual operacOes nularias Hementos destacados de
141 e T, cluunados bottom e topo, respectivamente.
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2.7.1	 Definicao: Reticulado (Algebrica)

A estrutura (L, fl, U, 1, T) diz-se urn reticulado se Para todo x, y, z E L sao satisfeitas
as seguintes condicOes.

1, ► (a) x fl y = y fl x 	 (coi ► utatividade)
(b)xLly=ylix

L2 (a) (x fl y) fl z = x fl (y fl z)	 (a.ssociatividade)
(b) (x y)L1 z = x L1(yUz)

L3 (a)3717x= x	 (idempoU..licia)
(b)xUx= x

L ► (a) x = x H	 y)	 (absorcao)
(b) x =	 (x

L5	 (a) xflT = x
1= x	 (leis do element° neutro)

xr1 .L=1, xUT=T

L diz-se distribuitivo se ele, alern disso, satisfaz

L6	 (a) x H (y U z) = (x 17 y) U (x H z.) (distributividade)
(b) xU (yFl z) = (x y)n(iU z)

Urn subconjunto, S C L, nao vazio diz-se	 :5ttbreticulado de um reticulado L se
S e ta ► nbein inn reticulado con ► as operacOes ind ► zidas de 1.. Considerando soi ► ente
a estrutura (L, H, T) corn as propriedades 1, 1 (a), 1, 2 (a), 1, 3 (a), L 4 (a) e L 5 (a), L diz-
se urn inf-semireliculado ou, siruplesmente, se ► iireticulado.	 Analogarnente, (L, U, 1)
satisfazendo 1, ► (b) — L 5 (b) diz-se um .sup-surni rcliculado.

2.7.2	 Exe ► pt()

Seja X urn conjunto nao-vazio e P(X) a colecao dos subconjuntos de X. Entao
(P(X),	 U, 0, X) e tun reticulado dist ributivo, ° ►► de	 LiEu,	 T
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2.7.3	 Definiciio: Retieulado (Ordenado)

Seja (L, <, 1, T) uma ordem partial tal clue l< x e X < T, para todo x E L. L

diz-se um reticulado se para todo x, y E Lo conjunto {x, y} te ► inti ►° e supremo cm
L, denotados x n y e r LI y, respectivamente. Sc, alCm disso, L satisfaz as igualdades
x (y n z)	 (x LJ y) 1-1 (a . z) e x	 (y z) = (x y) (x n z),	 diz - se urn reticulado
distributivo.

(2(X), C, 0, X) onde C 6 a inclusao de conjuntos, e um reticulado distributivo,
coin	 TI -' 2 =	 n X2 e .V 1 U X 2 =	 U X2.

2.7.4	 Proposicao

As duos definicOes de reticulados, dadas anteriomente, coincidem 110 seguinte sentido.

Se (L, n, U, _L, T) e uin reticulado, entao (L,<, 1, T) tambem 6, ° fide para todo
x,yEL	 < y <=> x	 ilyouy-------xUy.

Sc (L, <, 1, T) e um reticulado, (mita() (L. Rai_	 ) tinnin'tin	 ou,.	 n
in f{x , y} e x y = 5uplx,

Provo:	 (i) Suponlia que (L, F1, U, 1, T) 	 reticulado c delina para .r, y E L x <
y <=> x = x n y ou y = x U y. Pretende-se	 ► ostrar que (L, <, L, T) c reticulado seguudo
a defilliciio 2.7.3.	 De foto, X (1	 = .2. segue (plc x <	 (rellev.ivida(16), para todo
x E L.	 x< yey <1;=,,‘ .	 nyey	 y	 .t•	 (cinti-;imetria), para. todo
x,y E L,	 <yey<z=,',x= x (y z) = (srly)F1	 =	 e portant° x <z
(transitividade).	 Logo, < e uma relacao de orde ► 	 parHal saw 1,. Como dfl 1=1
exnT=x segue que 1 < x e x < T para. todo .t7 E l,.	 Agora. x = x n (x LJ y)
y = yr1(xLly)	 x < xUy c y < xlly. Logo, xily 6 um 1111jorante (le e de y. Suponlia
que z E L e outro majorante, isto c. x<cey<	 = (.17 n	 z= z

analoga ► ente, y	 z. Portant°, (x	 LJ (y Li	 )	 Li z =	 consequentemente,
(x y)U z	 z, dando (x Lly)Elz= (rUy)F1[(xLly)11:1 = xuy (Ha ICI da absorcilo),
isto C, a: U y < z. Portant°, x U y =	 Lisando o pri ► cipio des dualidade

n y =	 f { a!, y}.

(ii) Suponl ► a por outro lade, que (L. <, L, T) c 11111 reticulado. 	 facil ver clue n e U,
co ► o defillidos dill (ii), satisfa.zem oti itX10111itS L 1 — 	1,-, (LI	 definicao
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2.7.5 Definicao: Reticulado Completo

Seja (L, 17, U, 1, T) um reticulado. L diz-se um reticulado completo se todo subconj wit°
X C L tern supremo e tem infimo, denotados per	 c 1-1X (ou alternativamente
sup X e in f X), respectivamente. Assim, um reticulado completo e tuna estrutura do
tipo (L,11,U, n,	 T), oude fl, U, n c U sae definidos acitna. L diz-se distributivo
se(FIX)11V=11{xElyixEXeyE}le(LX)111" ,	ylx E X e y E

e (11X) L11 7 = FlIxUylx E X e y E Y}. Ern particular L deve satifazer as equacOes
de distributividade coin relaciio as operacOes fl e U. (P(X),n,U,U, fl , 0, X ) 6 um
reticulado completo distributive.

2.7.6 Definicao: Reticulado Continuo

Seja (L,<, 1, T) uni reticulado completo e	 tuna ordem forte sobre L. L diz-se um
reticulado continuo se para todo x E L

= sup{y E Lly x}

Il3 6uniabasede L separatodoxE L,x= sup{y E ll3Iy	 "}.

2.7.7 Proposicao

Seja (1), E,<<, 1) 11111 cpo continuo consistentemente complete. Seja L = 1) U {T},
onde T e um element ° artificial acrescent ado a 1) tal <plc x	 para todo	 E D.

EntAo, (L,	 1, T) e um reticulado continuo.

Prova. Seja X C D qualquer. Se .V e dirigido, (mail() Sup .V existe porque D e um epo.
Se X nào e dirigido, mas e consistente, cut A° Sup X existe porque D 6 consistenteinente
completo. Se X nao e consistente nem dirigido defina Sup X = T. Desse modo, todo
subconjunto de D tern supremo. Na hipOtese de que todo subconjunto de D tern
supremo deve-se mostrar que ere tambein terr y inii1110. Seja	 C 1) qualquer e suponha
que Sup X existe. Seja 13 = 1.111.rix E X o conjunto de todos Os minorantes de X.
(Se X = 0, tome B = L).	 Pretende-se ntostrar que Sup 13 = in f. X. De fato, se
x E A, entito x e um majorante de B. Como o Sup B existe, tem-se Sap B < .r, para
cada x E X. Isto prova que Sup 13 E B c que A tern 0 maior dos minorantes que é
Sup B, isto é, in f. X existe. Falta mostrar que L 6 continuo. Mas se sELex � T,
entao x = Slyly E	 porque D 6 urn cpu continuo. SO recta o ponto T. Como
este ponto e acrescentado artificialmente, basta. introduzir a hipOtese de que T << T.
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0 motivo polo quid se estabelece, aqui, ulna, teoria. de cpo e nao de reticulado
reside no fa.to de que nao se pretende considerar o topo em muitas situacOes, pois
muitas vezes ele se torna problematic°. Alern disso, os resultados fundamentais obtidos
para. reticulados continuos sao tambem obtidos para cpo' s continuos consistenternente
completos, tornando o topo superfluo.

Observe que embora 1R, como foi construido acima, seja um cpo continuo consis-
tentemente completo, a multiplicacao, por exemplo, nao e unto. funcao monotOnica e
portant° nao e admissive! nessa teoria. Isto é suficiente para excluir 1R da classe de
estruturas de matematica computacional, corno se vera corn mais detalhe nos prOximos
capitulos.

2.8 ConclusOes

Afirmou-se anteriormente que 11(110 (ou mais precisamente 11(Q)) e um espaco de in-
formacao. Mos informacao de que objetos? Precisamente do espaco intervalar /(110.
definido na introducao, acrescentando-se —oo c +c a() conj unto 111, de wimeros reais.
Os intervolos degenerados de RHO, porque sao identificados coin os nti ► eros reais,
possuem ulna ordem, <, ja estudada anteriormente. E possivel defi ► ir sobre 1(110
u ► a ordem parcial que é consistente corn <, no sentido de que coincide coin <
quando Os intervalos sao degenerados. De fato, para todo [a, 	 [c, d] E /(1R), de-
fin ► [a, b] <' [c, d] <=>b<ce[a,b]=[c,d]qa=b=c=d. E facil ver que <'
uma ordem parcial que generaliza a ordeal usual sobre (lit, <). Definindo as operacOes

+. • e / sobre /(1R) (veja introducao) essas operacOes sao continuos na topologia
► etrica sobre 1 (1R). 0 espaco 11(1R) e constituido nao somente dos elementos de I1(Q),

mas to ► bem dos supremos de conjuntos dirigidos ern 11(Q). A estrutura de informacao
11( I It) e unr quasi-corpo completo, consiste ► teme ► te completo, um cpo continuo coin base
enurneravel 11(Q) e esta provido de dual relocOes, 11111a Ordell ► parcial, E, que expresso. a
quolidade de informacao e lima ordem forte <<, (ow expresso oproximacao entre Os ob-
jetos de 11(Q) e Os objeto de 11( lit), que sao supremos de conjuntos dirigidos de elementos
de 11(Q). Esses objetos 1)0(10111 sea identificados coin os elementos de I (M.). Desse modo,
quando x	 y, x e pensado como urn intervalo de informacao , isto 6, pertence a 11(Q)

ou 11(1R) e y e visto como um intervalo de inimeros reais, isto 6, pertence a /(IR).

Na cadeia xr << x 2 << • • << a:, << • • • , x, ora e visto como um intervalo de
informacao, ora como um intervalo de inimeros reais. Quait() x, e visto como um in-
tervalo de informacao elce! uma entidade 1C)gica., urn predicado, quando ele e visto como

intervalo de ntimeros reais ele e uma entidade matematica substantiva.. Na relacao
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Intervalos reais ta,b) 

[Di) }   [ IR .-to1-(1111R1          

	

—I	
Interval° de informacao

	

I	 -Interval° de informacao

"x aproxiina y", x e uma propriedade (entidade lOgica) c y e o sujeito, a entidade
"real". Desse niodo, para calla intervalo de inforniacao x E 11(1R) esta associado o con-
junto x = {y E I MO <<	 de todos os intervalos de minieros reais aproxiniados por
x, inclusive urn conjunto de neaneros reais, identificados corn os iiitervalos degenerados.
Como por convenco _LE /(IR) c 1<<1 segue que	 {y E /(1101	 y} = /(110.
Dualmente, dado y E /(110	 {x E 11 ( 11 01 x <<y),,1y =	 ou scja, jy e interpretado como o
subcoiijunto dos intervalos de informacao que aproximani y. Se se acrescentar T = ],

o intervalo vazio, a /(IR) e assuinindo que x	 T, para todo x E /(110 (o que é
razoavel) tern-se	 = 11(1R).	 Como T = Sapid. E 11(1101x	 T}, T deve pertencer
a RIR). Assim, fi 1 e o dual de IT. Dado	 E UR),	 diz-se total se x C y nao 6
verdadeiro para, iiciiimin y E 11(114 Denotando por IW(ll( 11{)), o conjunto dos cleinentos
totals de 11(11{) tem-se tot(11(11)) = IR. De fat° , dado x E II{, X = Slyly E	 <<

(veja figura abaixo).

_L
I (RI

t 1

__1---Intervalo de informacao—

	q 

	 1
MIR)[p,q] << [a,bi,	 =1p.,q1	 _1_	 << 1_

1111R1	 DR)

Figura 2.1 - Relacilo entre IR IR) c IOU )
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3 A TEOR1A ABSTRATA DAS ORDENS PAR-

CIAIS: cpo's

Neste capitulo serao apresentados os resultados fiindamentais da teoria do cpo necessarios

neste traballio. Inicia-se, na Seca.° 3.1, descrevendo as convencCies de nota.cao e algumas

definicOes preliminarcs.

Na serao 3.2 serao apresentados alguns conceitos basicos de topologia necessarios
para as secOes subsequentes. Ainda nesta serao sera definida a topologia de Scott,

clue e uma topologia natural ern cpo. Muitos dos resultados desta serao podein ser
encontrados em qualquer livro de topologia, urn texto recomenda.do e [DUN 66].

0 conteddo da serao 3.3 6 a equivalencia entre os doffs conceitos de fl1110.0 continua
enr cpo' s, como espacos topolo"gicos cone a topologia de Scott. Urna boa referencia para
esta serao 6 [13AR 84

Na serao 3.4 sao desenvolvidos os conceitos basicos de categorias necessarios para
o entendimento dos objetos matematicos (plc aparecerâo nos prOxiinos capitulos. Uma
referencia para esta serao e [MAC 71]. Na serao 3.5 serao estudados algumas con-
strucOes em categorias de inodo a realizar a definicao de categoria cartesiana fechada.

As referencias sao [MAC 71] e [BAR 84 Finalmente, na serao 3.6 6 coiistruida a cat-
egoria cartesiana fechada dos cpo's e demoustrado o resultado principal deste capitulo,
o teoreina do ponto fixo. Quern estiver interessado em teoria dos cpo's unia consulta.
obrigatOria 6 [PLO SO].

3.1 Ordens Parciais Completas

A teoria matematica de semantica de linguagens de programacao dcsenvolvida por
Dana Scott e Christopher Strachey foi baseado no conceito de ordcm partial dc
formacao.

Nesta abordagem urn comando, numa linguagem de programacilo imperativa,
denotado por uma funciio partial do conjunto de estados de entradas no conjunto de
estados do saidas. Se a funcilo partial f e mais definida do que a {mica() y, pensa-
se de f como tondo mais informacOes do que y, porci ne / nos diz mais acerca do
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cornportamento entra.da/saida. A ideia. 6 de que crescer na. ordem parcial significa

aumentar informa.cao.

"Platäo imaginou um mundo "ideal" [LAW 87] onde tudo existia em perfeicao.

Ern nosso universo, ao contrario, os objetos sao vistos como aproximacOes de objetos

ideais.	 A matematica postula abstracOes ideals (coino pontos, retas, funcOes totals,

etc.) de objetos fisicos ou fenOmenos. Pode-se pensar uma ordem parcial como uma

aproximacào de objetos ideals. Neste caso 0 objeto ideal e visto como o limitc de

aproxiinacoes cada vez "inelhores". Por completamento entende-se a existencia de

objetos "ideals" ou os limites da contputacâo. Assim as orders parciais completas
(cpo's) sao Os sistemas que incorporam tanto Os objetos parciais quarto Os objetos
(totals) ideals."

Lembre-se que dado uma ordem parcial	 C) urn subconjunto ► ao-vazio X C I)
diz-se dirigido se para todos x, y E A existe um z E X tal que x C z e y C z. (D, C) diz-
se uma ordem parcial morph:la ou, simplesmente, cpo se I) possui urn primeiro elernento,
1, c todo subconjunto dirigido de D possui urn supremo ern D. 0 cpo (D, C,1) cujo
pri ► eiro clement° e 1, denota-se, simplesmente, por D. Se X C De dirigido, o
supremo de X 6 denotado por LA on Sup X. Convenciona-se que num epo, a notacao

ou Sop X significa (pie X	 dirigido, se ► mensao explicita. Exemplos de cpo's
poden, ser encontrados no Exemplo 2.11.

.As estrutura.s inatematicas sao vistas sempre agrupados tin classes. Alein disso,
essay estrutura.s estao sempre associaclas coin as transformacOes entre elas. Assim, uma
classe e constituida de todas as estrutura.s de um certo "tipo" chamadas objetos da
classe e de todas as transformacOes e ► tre esses objetos (chamadas de morfismo) que
preservain a estrutura. Desse modo, a classe das ordens parciais, ou PO, tern como
objetos as °piens parciais e como morfismos funcOes monotOnicas.

3.1.1	 Definicao: Funcao Sup-cont inua.

Sejain (D i , C I ,	 e (D2 , C 2 ,1 2 ) cpo's. Unix	 : D i	D2 diz-se Sup-continuo

Sc

(a.) X C D i , dirigido	 (X) C D2, dirigido, onde f (X )	 If(x)lx E X}.

(b) f(Sup X)=Sup .1(X). 
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Lembre-se que f : D i	 D2 cliz -se rnonotOrtica se para todo x, y E D i , x E i y

f ( s ) C2 f( y ) •

3.1.2 Proposicao

Seja (D 1 , C I , 1 1 ) e (D 2 , C 2 , 12) CpOI S. Se f D I	 D2 e Sup-continua, entáo f

monot6nica.

Prova: Suponha que x E l y. Entito y =x LJ, y e consequentemente f(y)= f (x) LJ 2 f(y).

Logo, f (x) C 2 f(y).

3.1.3 Proposiciio

Sejam (D 1 , E i , 1 1 ) e (D2 , E 2 , 1 2 ) cpo's. Se f :	 D2 6 monotOnica e X C D I e
dirigido, cntilo f (X) tainbern e dirigido.

Prova: Suponlia que X C D, 6 dirigido e y,, y 2 E f( X ). Entâo existent x i , x 2 E	 tal
que y, = f ( x i ) e y2 = f (x 2 ). Como X e dirigido, existe c E X, coin x i C c e x 2 C c.
Monotonicidade de f acarreta	 f(xi) E2 f (c) e y2 = f(x 2 ) E2 f(c). Ou seja, f(X)

6 dirigido.

Tendo em vista a proposicáo acirna, pode-se substituir a definicao de Sup-continuidade
por

3.1.4 Defuticao: Sup-Continuidade (LOgica)

f :	 D2 diz-se Sup-continua se

f 6 monotOnica

X C D, dirigido	 Sup f(X)= f(Sup X).

Agora, usando-se a Proposicâo 3.1.2, finalinente, e possivel se dar a seguinte definicao.
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3.1.5	 Definicao: Sup-Continuidade (Analitica)

f :	 D2 diz-se Sup-continua se, sempre quando X C D t e dirigido, entao

f(Sup X)=Sup f(X).

Pode-se dizer, entao, que a classe dos cpo's, denotado CPO, tern corno objetos as

ordens parciais completas e como morfismos as funcOes monotOnicas clue preservam os

supremos de conjuntos dirigidos. Ja foi visto, no capitulo atiterior, que as estruturas dos

intervalos de informacao, II( lit), e tuna ordeal paxcial completa, coin primciro elemento,

°tide as funcOes —, -I-, • e / sao monotOnicas. Mostra-se-a, no pr6ximo capitulo, que

essas operacöes sao, de fato, funcOes Sup-continuas.	 On seja, 11(IR) pertence a CPO.

Por outro lado, embora lit seja urn cpo, sua aritmetica, coin excessao da adicao, nao

sao funcOes monotOnicas. Isto exclui Iit da classe dos cpo's.

3.2	 cpo's e Topologias

Vesta secao serao desenvolvidos alguns conceitos elementares de topologias necessarias

Mara relacionar espacos topolOgicos Com cpo's. A pa.rtir dai serao examinadas as pro-
priedades topolOgicas que podem ser obtidas da ordcin e reciprocanwae.

3.2.1	 Definicao: Topologia.

Seja. A 	 tun conjunto nao vazio. Ulna colecao	 subconjuntos de X diz-sc Ulna

topologia sobre X, se ela satisfaz os seguintes itX10111i1S:

XI E j
A, B E .T	 An!] E J c consequent • ineute,	 4,n 	 nA„ E

( iii )	 C j	 E :7.

Os membros de	 sao chamados subconjuntos ,1-abertos de _V Cu simplesmente,

subconjuntos aberlos de X. 0 par (X. j), onde X c um coujunto nao-vazio c J i tuna
topologia. sobre X e chamado urn esparo topolOgico.
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3.2.2 Exempt()

Seja. X = llt e	 = Ix C RP; =	 ou	 11-t ou a: e uniiio qualqucr de intervalos

abertos de 110. Entiio (X, ,7) e urn espaco topol6gico. Essa topologia e conl ► ecida

como a topologia usual da. reta.

Seja X um conjunto qualquer. Entito ,7 	 P( X), a familia de todos os subcon-

juntos de X, forma uma topologia sobre X. 0 espaco topolOgico (X, P(X))

con ► ecido como espaco topol6gico discreto. A razao desse norne provem uo fato
de que a topologia discreta contem o major min ► ero possivel de abertos, desde
que relativo a essa topologia., todo subconjunto de X é aberto.

Seja X urn conjunto não-vazio qualquer. 	 A colecão	 = {X, 0}, constituida
somente de X e do vazio, ta.mbem forma ulna topologia sobre X. Esta topologia.
6 c ► amada trivial ou intliscreta. Ela. content 0 ► nenor un ► er() possivel de abertos.

As topologias discreta e trivial representa ► 	 extre ►os opostos. As topologias de
real interesse estito entre esses dois extre ► os. Por exemplo, a topologia usual da reta.
new► 6 trivial nem discreta.

Seja D= {0, 1} e	 =	 {1},D). E ► tiio	 e Ulna topologia, sabre D, con ► ecida
comb topologia de Sierpinski. D sera chamado espaco de Sierpiiiski.

3.2.3 Definicito: Conjunto Fec ► ado

Seja (X, ) um espaco topolOgico.	 subconjunto F C X. diz-se fcchado se o sea
complementar .V — F E , isto 6, X —	 aberto.

3.2.4 Proposicao

Seja (X, 3) um espaco topol6gico. Seja	 a. familia dos si t lwonjuntos fechados de X.
Entno	 tem as seguintes propriedades:

.V,	 E	 ott seja, X e	 sin) fecliados.

F1i F2 E .F	 u F2 E .^
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( iii ) {Fi} c	 => n iEl	 (=

Prova: Basta. usar a. definicao de conjunto fecItado e as leis de De Morgan.

Muitas vezes, Para i ► troduzir ulna. topologia uuin conjunto X, nao 6 precis() descr-

ever todos os abertos de X, was apenas os abertos "INisicos" de acordo corn a seguinte

definicao.

3.2.5	 Defitlicito:	 Base

Seja	 um espaco topolOgieo. Ulna coleciio de abertos B de X diz-se tuna base de

abertos de X se todo aberto de X for unta uniiio de elerne ► tos de B.

3.2.6	 Proposici10

L..3 6 was base de abertos Para. X <=>. Para todo aberto A C X e x E A, existe B E
tal (pie E 13 C A.

Prova:	 obvia

Seja A urn aberto ern X. Para todo x E A existe Bx E B tal que S E Bz. C A.
..1=--urEA{x} C U, EA Br C A, portant°	 UxEABx•

3.2.7	 Proposicao

Seja X urn conjunto nao-vazio e 1$ ulna familia de subconjuntos de X, coin as seguintes
propriedades

X e a. uniiio de membros de 1$

A intersecao de Bois mernbros quaisquer de B 6 a uniao de membros quaisquer
de B.
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Entao,definindo J = {u C XII/ 6 a uniao de membros de B1,3 e uma topologia

sobre X e 8 e tuna base para 3. (E fad! ver que	 nestas condicOes, 6 (Mica).

Prova: Deve-se verificar que	 satisfaz os axionias (i) — (iii) da definicao 3.2.1.

)T e uma uniao de membros (le B por (a). 0 e tuna uniao da suh-familia vazia.

Logo, X, E J.

Sejam A,I3 E J. Enta.o, A	 E B para todo i E	 I,j E

.1. Logo A n 13= U; ,; (13; n 13;). Como cada.	 n 13; E 8, por (b), segue que	 A n B
uniao de membros de 8 e corno tal c urn rnembro de 3.

(iii) Se {A i li E 1} e qualquer familia de membros de 3, então A i , para cada i, e tuna
uniao de membros de B. Logo U jE/ A i 6 tuna uniao de membros de 8 e portant°
esta em 3.

No ca.so da topologia usual da reta a colecao de intervalos abertos satisfaz a
proposicao 3.2.7 e portanto e uma. base.

Suponha que X 6 qualquer conjunto nao vazio e S e qualquer colecao de subconjun-
tos de X. Combinando as proposicOes 3.2.6 e 3.2.7 ver-se que S e uma base de alguma
topologia sobre X se e somente se S satisfaz (a) e (h) da proposicao 3.2.7. Porem nem
Coda familia de subconjuntos de X satisfaz essas condicOes . Cabe perguntar, entito,
qual 6 a topologia, sobre X, na qual Os elenientos de S sao abertos. Por exemplo, os
intervalos da reta 113 sao abertos taut o na topologia usual (plant() na discreta. Entao a
questa() deve ser posta do seguintc modo: qual e a. "menor" topologia 3, sobre X, isto
6, a topologia que tern a menor quantidade de abertos para qual S C 3? Esta questa°
6 respondida na seguinte proposicao.

3.2.8 Proposicao

Seja X um conjunto ciao vazio qualquer e S Ulna colecao de subconjuntos de .V.
Seja 13 = {131/3 6 a intersecao de Unlit quantidade (Mita de u n 	de S ou 13= X }.
Entao 8 c ulna base para topologia 3, sobre X, tal que

= {AIA 6 a uniao de membros deb}.
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Alem disso, SCje se 3' c outra topologia, sobre X, corn S C 3', entao 	 C 3'.

Ou seja, 3 e menos fina que 3', isto 6, tem menos abertos.

Prova: Primeiro cicve-se rnostrar que B satisfa.z (a.) e (b) da Proposicao 3.2.7.

X 6 uma uniao de membros de B porcine por hip6tcse X E B.

Se B 1 e 132 ambos estao cm B, entao B 1 e B2 silo a intersecito de tuna quantidade

finita de membros de S. Dal f3 1 fl B2 tambern e. Pela Proposicao 3.2.7 B 6
Lima, base para topologia	 definida a,cima, sobre X. 	 Alem disso, S C 3. Se

S 6 uma colecao de abertos cut qualquer outra topologia, sobre .V, entao Codas
as intersecOes finitas de membros de S devem ser, tambem, conjuntos abertos
e portant° qualquer uniao de ulna falnilia dessas intersecOes deve, tambem, scr
aberta.	 Como	 e a menor topologia, sobre X, na qual essas condicOes sao

preenchidas, ela e portanto a topologia menos fina, sobre X, para qual S 6 ulna
famila de conjuntos abertos.

1.2,111 virtude da. Proposicao 3.2.8 e possivel se dar a seguinte definicao.

3.2.9 Definiciio: Sub-base

Seja (X, 4_7) um espa.co topologico. Um subconjunto S de	 diz-se Illllil .subba,5e para
J se o conjunto

B	 {BIB e intersecao de ulna quantidade flint a de 111(•1111 ' 1os S}

e ulna base para

A Proposicao 3.2.8 nos diz cl ue qualquer colccao de subconjuntos de X cuja uniao
esta em X 6 uma subbase para. tuna (mica, topologia, sobre X.

A familia S = {( —co, a)(/), +co), a, b E 42} forma ulna subbase para topologia usual
da reta.

Do pont° de vista computacional c relevante o fato de 11111a topologia, sobre X,
possuir base cilunwrvel. Pot isso e dado a seguinte
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3.2.10	 Definicao: Espaco Segundo Contivel

Um espaco topolOgico (A', J) diz-se segundo contdvc1 se etc possui uma base enu-
meravel.

A reta. coin a. topologia, usual e urn espaco segundo coutavel. A base enumeravel 6

{(a,b)ja, b E Q}.

•Seja (A', j) um espaco topolOgico	 C X um subconjunto de A . E pert Mente a
seguinte questito: existe alguma topologia, sobre 	 que seja. "induzida" por 1! Para
responder esta questiio 6 preciso a seguinte

3.2.11	 1)efinicao: Aberto Relativo

Seja (X,J) um espaco topol6gico eYCX urn subconjunto nil() vazio de X. Jul
subconjunto A C	 diz-se aberto cm 1" se A = n B, onde B E

3.2.12	 Proposicao

Seja (A', g) 11111 espaco topol6gico e	 C X. 0 conjunto a de todos os subconjuntos
de Y que sao abcrtos em Y, forma uma topologia Para Y.

Prova: Deve-se mostrar (pie a satisfaz (i), (ii) e (iii) da Definicao 3.2.1

A, q5 E J. Logo Y r) X_	 e n	 (;) pertelicem a a

Seja A, B E a. Entao A	 n	 e 13 ,	 n	 coin	 B' E J. Logo
A n B=1/ n (A' n 13') E a, pois A', B' E

(iii) Suponha Tn.! { Adi E 	 C a. Entao para cada i, A i = Y n A,, coin	 E J. Logo
=1/nu liici E / 	 a porque	 E 3'.

0

79



3.2.13	 Definicao: Subespaco Topol6gico

Seja (X, J) 11111 espaco topol6gico e Y C X. Diz-se clue (V, a) e um subcspaco topolo' gico

de (X, 3) se a 6 ulna colecao de abertos em Y induzidos por J.

Seja	 11711 conjunto nao vazio e J tuna topologia sobre X. E possivel interpreter

Os elementos	 como sendo propriedades dos elementos de X. Desse modo, A E

E X ex E A serif interpretado como "x tens a propricdade A". Desse pont° de

vista poder-se-ia perguntar como dois elementos x e y. de X, estao relacionados coin
respeito aos abertos de J. Ern out ras palavras, dados dois elernentos distintos x c y
existem propriedades de x c l ue nao sao propriedades de y? e reciproca.mente. Desse

mode bode-se classificar us cspacos topol6gicos como segue.

3.2.14	 Definicao: Espaco Topol6gico To

l'in espaco topolOgico (X, 3) diz-se To se dados dois pontos distintos de X existe

aberto (pie contem uu1 e nit° 0 outro. Ou dito de outra mandril., SC 1,0(10 aber1,0

(0111,('!111 11111 teimbem content 0 outro, entao, eles sao o mesnio.

() espil,;() topologico de Sierpinski (D,{¢,(11,1))) 6 J. 0 ill)erto {	 conteni 1 e
nilo contem (l.

3.2.15	 1)(711111;5o: Fecho

Seja (X,3) 11111 espaco topolOgico e A C	 um subconjunto de _V. 0 fccho de A,

deliotado A, e a intersecao de todos Os conjumos fechados de X (pie coute ► A. FAH

H irticular. /1 c 11111 conjunto fechado.

0 objetivo da proposicao (pie segue e caracterizar Os espacos To.

3.2.16	 Proposic.ão

Seja (X, J) um espaco topol6gico, 	 y E	 ( . 0711 x	 If Entao todo conjunto aberto
que content x ou y contemn ambos 7,;#, {x} = {y}.
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Prova: () Suponha que {x}={y}. Entao x E {x} c x E {y}.

Analogainente y E {x}. Suponha que A E ,J cone x E A e y cl A. Entao X— A

6 um conjunto lechado tal que yE X —A ex X — A. Mas, {y} C X — Ae X —A

fechado acarreta {y} C X — A e dal x {y}, absurdo. Portanto, nao existe nenhurn
conjunto aberto que contem y e nao x.

Suponha que todo conjunto que contem x ou y contem arnbos.

Seja z E {x}. Entao todo conjunto aberto que contem z contem x. Pois se A e urn
aberto que contem z, rnas nao x, X — A e urn fechado que contem x, mas nao z. Logo,
z poderia nao esta em {x}. Como todo conjunto aberto que contem x contem y, e todo
aberto que contem z contem y segue que z E {y}. Logo, {x} C {y}. Analogamcnte se
prova que {y} C {x}. Logo, {x} {y}.

3.2.17 Corolario

espaco topolOgico (X, J) 6 To <=> para .r, y E X con' x	 y, entao x	 {y} ou

Y	 {x}.

3.2.18 Definicao: Espaco TopolOgico

Um espaco topolOgico (X ,J) diz-se Ti se para cada x, y E X coin x	 y existent
A,A'E g com.rEA,ycZileyEA I,x A'.

3.2.19 Proposiciio

Um espaco topolOgico (X, j) e T1	para cada x E X, {.r} = {x}.

Prova: () suponha que X e Ti , x E X tal que z E {x} e z x.

Entao todo aberto contend° z deve conter x. Logo, nao existe aberto contend° z
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que exclua x, um absurd° pois X e suposto ser T1 . Logo {x}. {x} para todo x E X.

Suponha que {x} = {x} para cada x E X, y, z E X como z y. Se todo aberto
que content y content z, entao z E {y} = {y}. Logo y = z, ulna contradicao. Portant°,

existe urn aberto contendo y que exclui z. Analogamente, existe urn aberto contendo
z que exclui y, ou seja, (X, ,7) e T1.

0

3.2.20	 Corolario

Um espaco topol6gico (X, J) e T1 b todo ponto e run subconjunto fechado de X.

Uma classe importante de espacos topolegicos	 Sao os espacos rnetricos [DUN 661.

3.2.21	 Corolrio

Todo espaco topologico 	 To.

3.2.22	 1)efinicão: Espaco de Ilausdorlf

Um espaco topolkico (X, j) e 12 ou de Ilausdorif se dados x, y E X coin x � y
existem A, A' E	 corn x E A, y E A' e A fl A' = (/).

A topologia usual da reta e de llausdorif.

3.2.23	 Corolario

12	 To.	 Porem existent espacos topolOgicos To sem ser	 por exemplo, o
espaco de Sierpinski. Existent espacos topolOgicos T1 sem ser 1 2 ver [DUN 661.
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Seja	 cspaco topol6gico 70. A partir da topologia j 6 possivel se definir

uma relaciio de ordem sobre X como segue:

x, y E	 y a todo A E	 que contem x, contem y.

3.2.24 Proposicão

(X, C) e uma ordein parcial.

Prova: As proprieda.des reflexives e transitivas saeln imediatamente da definiciio da
relacao , enquanto a antisimetria e exatamente a definicao da topologia ser

Assirn, a todo espaco topolkico 	 est?i associado uina ordeal parcial gerada pela
topologia. Reciproca ► ente, sera visto a seguir que, dado 	 cpo existe ulna topologia
To, a topologia de Scott, que e compativel coin a orde ► .

3.2.25 Defitticito: Abcrto Scott

Seja (D,C,1) unr cpo e A C D. A diz-se um aburto Scott se satisfaz as seguintes
propriedades:

(a)xEAexCy,-->yEA

(b) X C D dirigido e Sup X E A	 .V	 A �

3.2.26 Proposicito

Seja (D,C,I) um cpo c = {A C PIA 6 aberto Scott}. Entilo j e uma topologia To,
sobre D, que cm genii nao (".! T1 . :7 sera chaniada topologia de Scott sobre D.

Prova: Deve-se mostrar que J satisfaz os axiomas (i), (ii) e (iii) da Defi ► icao 3.2.1.

(i)	 e D silo triviahnente abcrtos Scott.
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Suponha que A I , /12 E	 Deve-se mostrar que A I fl A2 E J. Seja. x E Al n /12

e x C y. Entao xE A/ exE A 2 . Como xEye A i , A 2 E j segue que y E A/

e y E A 2 e portanto y E A, fl A 2 . Seja S C D dirigido, entao Sup S fl 	 e

Sup S A2 ¢. Portanto Sup S (A 1 n A 2 ) 0. Portanto A l n A2 E J.

Demonstra-se de mode analog° a (ii).

J e To. De fato, seja Ui = {z E 147 g

Fato: Ur e aberto Scott. Corn efeito, se y E 	 e y C w, entao y	 x c

consequentemente w x. Logo to E Ur . Suponha que Sup X E U,, para X C I)

dirigido, ou seja Sup X tz x. Se Ur n X = (/), entao para todo y E X, y C .u,c pela

definicäo de supremo, Sup X C x, contrariando a. hipotese. Logo, Ur fl	 � 0.

Terminando assim a proves de que 1,11 e aberto Scott. No sentido de provar que

J e To suponho que x, y E D, corn x y. Entito, x E Uy , y Uy e Uy c! aberto.

Logo J c To. Se alem disso x C y entao todo aberto que content x (vizinhanca

do x) content y. Portanto 3' nao necessita ser Ti.

0

3.2.27 Corolario

Seja (D, C, 1) um epo e j a. topologia. de Scott sobre U. Emit° 0 conjunto Us = z E
aberto Segundo Scott.

De ores em (haute, todo cpu sera considerado come tun espaco topolOgico ordenad°.

onde a topologia e a de Scott, a tnenos que se mencione o contrario. No que segue
sera definido o conceito de funcao continua segundo a topologia e mostrado que os dois
conceitos coincident quando a topologia e Scott.

3.3 Relacao Entre Sup-Continuidade e Top-Continuidade 1111111
cpo

A nocao de continuidade 6 central em topologia. As funcOes continuos sao as nnicas
admissiveis na classe 'FOP, dos espacos topolOgicos. As funcOes continua.s sac) aquelas
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clue preservam o conceito de proximidade. Dito de outro mod°, se f :X 	 Y 6 urna

funcäo continua entre os cspacos topolOgicos (X, ) e ( Y, 32) entao a toda propriedade

de f(x) E Y corresponde uma propriedade de x E X.

3.3.1 Definicào: Top-continua

Scjam (X, 3) e (Y, 3') espacos topolOgicos e f : X 	 Y uma funcao. f diz-se Top-

continua se para todo B E	 f -1 (13) E 3. Ou scja., se a imagem itiversa de qualquer
aberto de Y 6 urn aberto em X.

3.3.2 Exemplos

Se A' 6 urn espaco coil a topologia discreta e (Y, 3) e qualquer, entao : X
6 Top-continua.

Se X 6 urn espaco corn a topologia. trivial e ( Y, 	 (". um espaco qualquer, entao
as iinicas funcOes Top-continua.s de X em Y sao as constantes.

3.3.3 Proposicao

Sejam (X, 3) e (V, 3') espacos topolOgicos. Uma funcao f : .V	 Y e Top-continua
4 (lado qualquer Ps) E YeVD .f(x) existe U E	 coin .r E U c f(U) C V.

Prova:	 Suponlia que f e Top-continua [...ntilo se V E	 com /(x) E 1/, f -1 (V) E
3cxEf -1 (V). Basta tomar U=J-1(1/).

() Assurna o lado direito de ",#:,". Seja IV E 3' qualquer. Deve-se mostrar que
f- 1 (W) E J. Seja z E f -1 (W). Entao, f(z) E U e consequentemente existe um
aberto U contend° z tal que f(U) C 	 Mas claim U C f- 1 (1,V),zEUC f-1(11/),
°Tide U E	 . Logo f -1 (W) 6 a uniao de abertos de X c portant() e um aberto cm A'.
Dal f e Top-continua.

85



3.3.4 Proposicao

Sejam (X,J) e (Y, Y) espacos topolOgicos e f : X	 funcao. Seja B uma base de

J'. f e Thp-continua <#, para cada B E B, f -1 (B) E

Prova: ( = ) Suponha que f e Top-continua. Como B E 13 segue que 13 E 3' c

consequentemente f -1 (B) E	 pois f e Top-continua.

( = ) Suponha que f- 1 (B) E 7 para cada B E B. Seja V E 3'. Entao V =
onde cada Bi E B. DaI f- 1 (17 ),	 f-1(13i). Como f- '(B,) E 3 para.
cada i, f -1 ( V) E	 e portant° f 6 Top-continua.

3.3.5 Proposi cao

Sejam (X, 3) e (Y, 3') espacos topolOgicos. Entao f :	 6 tuna funcão Top-
continua .@> f'(F) 6 fechado para qualquer F C	 fechado.

Prova: lmediata, basta usar as leis de De Morgan.

0

3.3.6 Proposicao

Seja X urn conjunto munido de cluas topologias	 e	 mais fina do que	 .44,

a funcao identidade id :	 X. definida por id(:r) =	 para todo x E X, e Top-
continua, onde id : (X, 3 )	 (X.3').

Prova: () Suponlia cl ue 3' C 3. Se A' E 3', entao id- '(A') = A' E J. Logo id (1
Top-continua.

(=) Suponha que id 6 Top-continua. Se A E	 entao id- 1 (A), id(A), A E J. Logo
3 C 3, isto e, J 6 mats (ilia que
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3.3.7 Proposicao

Sejam (X,J),(Y,,7'),(Z,‘,7") espacos topolOgicos coin f : X	 e g : 1'

funciies Top-continuas. Entiio go f :X -4 Z tanibem e Thp-continua.

Prova: Seja A E J". Entaog -1 (A) E	 -1(g-1 )(A) E J. Mas,Pog - '	 (go fri

Logo go f e Top-continua.

3.3.8 Proposicäo

Sejain (X, J ),(Y, J') c (Z, J") cspocos topolOgicos c f : A	 Top -continua.

Seja (Y, j') urn subespaco topolOgico de (Z, J"). Entao f : X	 Z e Top-
continua.

Se 147 c um subespaco de X, claim J. ! W : 14"	 uma funcao Top-continua.

Prova: (a) Se U E J', entilo U fl 1 E 1' r portauto f	 (U fl Y) E	 . Mas f(x) E
para todo x E X e conscqucntemente 	 (11)=--	 Y) E J. Logof:X--n Ze
Top-continua.

(b) A fun(*) inclusito i : 11 . --n X tal (pie i(x) = para todo x E 11/ e obviamente
Top-continua. Alem disco, faw f o r. Pela Proposiciio 3.3.7 f!t v e Top-continua.

0

3.3.9	 Definicao: Iloincomorlisino

Sejam (X, j) c (Y, J') espacos topolOgicos. Unia InticAo bijetiva f X	 diz-se
urn homeomorfismo se f e	 sit() Top-continuas. Neste caso os espacos (X, J) e
(Y, J') sao ditos homcomorfos.
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3.3.10 Proposicao

Sejam (X, J) e (Y, j') espa.cos topolOgicos e B tuna base de (X, 3). Seja f :

Luna bijecao. Entao f é um horneoniorfismo <4 . f(B) e uma base de .J'.

Prova: () Suponha que B e uma, base de (X, J). Dcve-se mostrar que f(13)("‘ tuna

base de J'. Seja, A E	 Entao f -1 (A) E 3. Como 8 c unlit base de 3, .1.--1(.1)=

U i Bi , Ii i E B.	 Logo, f ( f	 (A)) = A = f(11;13,) = (I, f ( 13,). Portanto f(B) c unia base

de 3'.

Suponlia o lado direito de "<4 . ". Se A E	 entao A= U,{ f(13,)} COM 13, E

Portanto .1 -1 (A) = 1-1(U,If(.13,) = 1.0-1 (f(1=3,))=11J3 i . due é urn aberto de X. Logo

f e Top-continua.

Por outro lado, se A E 3, enta.° A = tfi Bi , corn B, E B . Logo, f(A) = f(tli Bi ) =

Ui f(13i) E	 poise a uniao de subconjuntos abertos de Y. alas f =(f - ') -I , pois I
bijetiva. Portanto (f-')- 1 (A) E 3' se A E	 Logo, ‘f -1 é Top-continua.

0

Sob o ponto de vista da topologia dois espacos topol6gicos hoincomorfos sao
distinguiveis, isto e, a. relacäo "X e homeornorfo a Y" e ulna relacao de equivalencia
na classe TOP, de todos os espacos topolOgicos. E possivel provar, agora, o princi-

pal resultado desta se5ao clue afirrna a cquivalencia entre as funcOcs Top-continuos c

Sup-continuos, nos cpo's corn as topologias de Scott.

3.3.11 Proposicao

Seam	 1,, 3,) e (D2 , C 2 , 1 2 , 32 ) cpo's coiii a.s topologias de Scott 31 , j2 , res-

pectivainente. Ulna funcao f : 	 D2 e Sup-continua <4. c Top-continua.

Prova:	 Suponlia. que I e Sup-continua, isto e, .1( Sup X)=Sup f(X), para. todo
X C D 1 , dirigido. Suponlia que A E 32. Deve-se mostrar que I.-1 (A) E Jl. De fato,

se Sup_ E f -1 (A), entao f(SupX) = Sup f(X) E A. Logo, f(X) fl A	 dal
X fl f- 1 (A) � 0. Se x E f -1 (A) e x C, y, entao f(x) L 2 f(y), pois f c monotonica.
Como f(x) E A E 32 segue que f(y) E A. Logo, 1.-/ (J. (y)) = y E 1-1 (A), o que
termina a prova de que f e Top-continua.
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Suponha quo f e Top-continua. Deve-se mostrar inicialniente que f e monotOnico.

Seja x C I y e assuma quo f(s) 2 f(y). Entao polo Corolario 3.2.27, f(x) E Up y) C

portanto x E f'(U f(0 ), que e aberto em D I . Logo, y E f'(Upo), ou seja, f(y) E

ugo o que e um absurd°. Isto mostra que f e monotOnica. Portant°, se X C

dirigido, f(X) e dirigido em D2. Logo, para todo x E X l , f(x) E2 PSUp X) e

dal Sup f (X) C2 f(SupX). Agora, se f(SupX) V 2 Sup f(X), entao f(Sup X) E

U Sup f(X	 Usando a. condicao (b) da definicao de conjunto aberto Scott e observando

que f(X) e dirigido, tern-se f(X) Us up f( x ) � 0, isto é, existe K E f(X) e K E

USup	 Desse modo, K C2 Sup f(X) e K V 2 Sup f (X), absurdo.

0

De acordo corn esta proposicao, nos epo's onde a topologia é Scott as funcOes
Top-continuas ou Sup-continuos sera° chamadas, simplesmente, funcOes continuos.

3.4 A Classe dos cpo' s como uma categoria

O conceito de categorias visa abstrair a nocao de conjuntos e funcOes entre eles. pode-
se dizer que uma categoria e urn universo de discurso matematico que e determinado
quando se especifica uma certa especie de objeto e uma certa especie de funciies entre
objetos. usa-se a palavra "seta" ou "motfismo" no lugar de funcOes em categorias.

3.4.1 Definicao: Categoria

Li ma categoria C consiste de Lima conjunto obj(C) (de objetos de C) junto coin um
conjunto Morc(X, V)(os morfismos de X para Y) ta! que para X, V, Z E obj (C) existe
uma operacao binaria

o Itior(X ,Y) x Al or( Z)	 M or( X, Z), chamada composicdo satisfazendo

(f o g) o It= f o (y o It) (associatividado) para. todo f, g, It

Para coda. X E obj (C) existe Id E Mor(X, X) tal quo para todo f E Mor(X,
e g E Al or( 7, X) fol	 feldo g=g.
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3.4.2 Exemplo

SET. A categoria o ► de os objetos sap conjuntos c os morfismos sao fun45es.

POSET. A categoria cujos objetos sao po's (orders parciais) e cujos morfismos

sao funcOes rnonotOnicas.

CPO. A categoria cujos objctos sao cpo' s c cujos morfis ► o sao funcOes continuos.

TOP. A categoria cujos objetos silo espacos topokigicos e cujos rnorfis ► os silo
funcOes continuos.

Urn monoide e uma terra (Al, o, c), onde M 6	 conjunto, o : Al x Al ---+ Al

6 tuna operacao sobre Ill ec E A9 e um element° destacado, satisfazendo as

seguintes condicOes:

- (x o y) o z =x o (y o	 Para todo	 E	 isto e, o 6 associativa

- c o x=x o	 pare todo x E M, isto 6, e 6 a identidade.

Para qualquer categoria C e qualquer X E obj(C), o conjunto M (X , X) forma
urn monoide sob co ► posicao, corn ids' send° a identidade. A categoria 	 0N tern
monoides co ► o objetos e ho ► o ► orfismos de monoides coin° morfismos. Diz-se clue
f :	 A' e um homomodismo de monoide se f (c)	 c' c f(x o y).= f(x)o'f(y) pant

todo x, y E M.

Embora POSET seja uma categoria cujos objetos sao pd s, pole-se ver utn 7)0

corno uma. categoria.	 Fixe urn pa (1),E) a construa a categoria C cujos objetos
sao Os elementos de P e os morfismos sao pares de objetos	 y). ofide .r y E P,

&flit ido por

(x,y) E M	 (s,y) q x Cy

As propriedades reflexivas e transitivas de po satisla.zem as condiciles de categoria.
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3.4.3 Definica,.0: Catcgoria Plena

Seja. C uma categoria e D uma suhclasse de obj(C). Dana uma categoria D por

obj(D)=D e MorD (X,Y) = Morc(X,Y) para todo X, Y E D, corn a composicäo e a

identidade como em C. Diz-se que D e ulna, categoria plena induzida por C (o adjetivo

"plena." se refere ao fato de que todos os C-mortismos entre objetos de D sao mantidas).

3.4.4 Definicao: Subcategoria

Seja C uma categoria. Ulna subcatego•ia D de C 6 dada por ulna subclasse de obje-
tos, obj(D), de obj(C) e, para cada A', 1". E obj(D), um subconjunto M ory (X, Y) de
Morc(X, Y) sujeitos aos axiomas Iil E Morp(X, X) e sempre que f E Morv(X, Y)
e g E 111 °I-7) (Y, Z), entao g o f E Marv( X, Z).

E claro que D, corn a composicno herdada de C, satisfaz os axiornas de catcgorias.
Desse modo, tuna subcategoria 6, tainb6m, ulna categoria. Uma subcategoria D de C

plena se Ai °iv( X, ) More X, Y), para todo X, Y E obj(D).

Todas as constriicOes !Mina categoria deve ser descrita inteiramente ein termos da
linguagem de objetos, inorfisinos, coniposiciio c identidade.

3.4.5 Definicão: Isomorfisino

Seja C uma categoria e X, )" E obj(C). Urn morfismo f : X	 Y em C 6 urn
isomodisino se existe g : Y ---0	 tar que yof=i (ix e f o g = idy ou cm outras termos
se o seguinte diagrania e comutativo.

f

Figura 3.1 - 1)iagrania do urn isomorfismo
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Se tal g existe, ele e unico, pois se 11. o f = idx, f o h	 idy, entao g = g o idy =

go (fo /0= (g o f) o It= idx o It = 12.

Na categoria SET f : 	 Y 6 urn isomorfismo se e somente se f e unia funcilo

bijetiva.

Dados X, Y E obj(C), diz-se que X e Y sAo isomoijos se existe um isomorfismo f :

X	 Y. Dado urna categoria C nao existe interesse ern distinguir dois eletnentos que
sao isomorfos, isso porque a relacáo "X e isomorfo a Y" e uma relacao de equividencia
sobre C e portanto basta olhar a categoria quociente por essa relacao de equival(Thcia.

3.4.6 Definic50: Objeto Inicial

Uma objeto X numa categoria C diz-sc itticial se para. todo Y E obj(C) existe tun (mice.

morfismo f : X	 Y.

0 prOximo resultado, embora simples, 6 bisico em teoria das categorias, uma vez
que muitas construcOes a.contecem ser cquividentes a ()Helms iniciais de categorias ad-

equadas.

3.4.7 Proposicao

Seja C ulna categoria coin A c 13 ambos Miciais ern C. Eutilo A c B sao isomurt,s. Ou

seja, se C tern objeto	 cutao cle e linico a menus de isomorfisino.

Prova: Basta observar (ie o diagraina abaixo cornuta e usar o fato de que quaisquer

dois morfismos de A em A silo iguais.

A

Figura 3.2 - Diagrama de urn isoinorfismo
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A notacäo "x!" significa "existe urn link° x".

Ou seja _!gof : A	 A e a! fog : B	 B. Logo, yof,(fog)-i=g-lof-1=idA.

Ou seja,

3.4.8 Exemplo

0 é inicial na categoria SET, pois existe uma Unica funcao f : (I)	 X, Para
todo X E obj(S ET), qual seja aquela cujo o grafico e vazio.

({1}, E,	 urn cpo que e o objeto inicial da categoria CPO.

A cada construcao em categorias corresponde a uma construcito dual, qual seja a
construcào obtida ao se reverter todas as setas. Urn objeto inicial e aquele que adinite
ulna. Unica seta. saindo dole, o seu dual deveria ser um objeto admitindo somente tuna
seta cliega..ndo nele. Tal objeto se existir sera chamado objeto terminal.

3.4.9 Proposicao

Se X e Y sao objetos terminais nuina categoria C, então eles sâo isoinorfos.

Prova: Basta observar que o segniute diagrama e comutativo.   

X

Figura 3.3 - Diagrama de urn isotnorfismo

Esse diagrama 6 o mesmo da Proposicao 3.1.7, porem coin as setas invertidas.

Essas duas proposicOes 6 um caso particular de uma situacao geral, que acontece
corn o conceito de dualidade. Seja f : X 	 17 um morfis ► no nunra categoria C.
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X	
P

Y

Pode-se ver o morfismo f : Y—< X como sendo de unia categoria cujos objetos Sao Os

mesmos de C, porern corn a.s setas invertidas.

3.4.10 Definicao: Categorial Dual

Seja C uma categoria. A categoria dual on opo,sla de C. denotado C"P e a categoria

defmida como segue:

obj (C"),obj(C),	 Al ore (Y, X).

Partindo da categoria C cujas setas 	 f : X	 17, os niorfisnios ern C" sao f

l'"—< X. Se f E Morcop(X, Y) e q E Alorcop(Y, Z), a cornposta g 0 f E Morcop(..V Z)

e obtida se tornando a composta foyE Morc(Z, X) ern C.

Assim
,	 yof

A —<	 E A —<	 em C`)"

onde
Z	 .V	 viii C.

Os axiomas da definicao de categoria em C°P segucin dos correspondentes ern C. Al6rn
disso, f E	 orc(X, Y) e isornorfismo se e somente se 0 mesmo f considerado ern C"r

urn isomorfismo. Isto e facihnente visto no diagrarna abaixo.

Figura 3. I - I)iagrama da dnali(lacle

Dada tuna, construcao A ern C, a. construcao dual e aquela obtida em se fazendo
a correspondente construcao ern C"P e claim interpretando-se a construcao cm C. A
construcao dual de A sera rcfcrida corno co — A.

Desse niodo, isomorfismo	 co-isomorfisino, 	 terminal c co-terminal
inicial. A todo resultado A numa categoria. C corresponde um co-resultado na. categoria.
dual C°". Isto econorniza demonstracOes, reduzindo-as pcla inetade.



3.4.1 1	 Definicäo: Objeto Zero

Seja C urna categoria. Urn objeto 0 E obj(C) diz-se um zero se ele e inicial e terminal

cm C.

3.5	 ConstrucOes em Categorias

Existem nmitas maneiras de se construir inn novo objeto a partir de objetos dodos
de unto categoria. Nesta secao serào apresentadas algumas dessas construcOes. Antes,
porem, sera, visto o cspaco produto de espacos topol6gicos para servir de exemplo de
constructio na categoria 'fop. 0 produto cartesiono de n conjuntos	 , X„ e defiuido
como sendo o conjunto.

x • • • x X„ =	 E Xi, i= 1,

nit. ° existe perda de generalidade ao se estudar o produto para aperlas dois conjuntos.

Sejam (X 1 ,31 ) e (X 2 , 32) espacos topolOgicos.	 Pretende-se definir Lima topologia
no produto cartesiano de tal modo que satisfaca rrs seguintes condicOes:

A topologia. produto J = JI x 32 &p•n& de 31 e 32

e a topologia menos find que torna as projecOes 	 ( x 1 , x 2 ), x 1 e pr2 (x 1 , .r 2 ) =
x 2 funcOes col ► tinuas.

3.5.1	 Definicao: Topologia Produto

Sejam (X1, Ji) e ( X 2 , 32) espacos topolo"gicos.	 Seja S = fw, x w2	Xi e w, E
i = 1,2). A topologia produto sobre X 1 x X2 e definida como sendo aquela cuja

subbase 6 S. 0 espaco topolOgico (X 1 x X2, 31 x 32 ) 6 dito espaco produto.

3.5.2	 P roposi

Seja (X1 x X2 , X71 x 32) o espaco produto dos espacos (X 1 ,	 ) e (X2 , 32). Cada projecäo
pri : X1 x X2	 , i = 1, 2, definida por	 x2) =	 e unta funcao continua.
Mem disso, 31 x j2 6 a topologia. menos liva que torna as projecOes continuos.
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Prova: Dado A C X i aberto, pri l (A) e aberto pela definicao da topologia. Agora

seja a outra topologia sobre X 1 x X2 Tie torna as projccOes continuas c menos Tina

que J1 x J. Entao algiun membro de S, a subbase dc J1 X J2, nao seria aberto e

porta.nto ao menos ulna das projecOes nao seria continua.

0

A topologia, de lie tem como subbase o conjunto {(a, b) x (c. d) (a, b), (c, d) sao

abertos em IR} .

A seguir é dada 11111a descricao do produto cartesiano nurna linguagern categ6rica.

Dado o conjunto X pretende-se caracterizado como scndo isomorfo ao produto

cartesiano X1 x • • • x X n . Para isso considere a familia de niorfisinos da forma
= 	 ,n. Para calla y E Y,	 , n e um eleinento dc	 x • • • x X„ e

portanto ele deve corresponder a urn clement° de A, suponha	 Entao exist(' uma

coirespondencia entre morlisnios 	 X e a familia (e morlismos	 Alen)
disco, quando X =X 1 x • • • x X„ esta correspondencia poll(' scr facihnente descrita
termos do diagrama cornutativo.

•

Ti Xi 	
pr

1=1   Data todo j 1,

portanto, 1(y), (li(y)li=1,...,n)

Y

Figura 3.5 Diagrama do produto

Seja C uma categoria e seja	 = 1,2, ... ,n} nina familia de objetos de C. 0

produto de {X i ji = 1,2, ... ,n} é o par (P,(pr i !i =1,...,n)), wide P e um objeto de C
e para. calla i = 1, ..., n. pr, : P --+ X i c um !Troilism° em C satisfazendo a seguinte
propriedade:

Dado (Y,	 ,II), °ride Y e um objeto de C e ji : Y	 X, e urn morlismo
em C, existe urn Unico f :	 --+ P tal que pr i O f = f i pa.ra 1. =	 ...,12, corno mostra
o diagrama abaixo.
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Pr Pr'

ou para, apcnas

dois objetos

prova: A prova e feita para i. = 1,2. Considere o diagrama abaixo

p
A'
1I

I
1

P I P

I	 I
;

Figura 3.8 - Diagraina, da prowl da Proposicao 3.5.3
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Figura 3.6 - Diagrarna do produto Mara apcnas dois objctos

cada pri e drama& urn morfismo projec-ao.

Na categoria SET, dos conjuntos, o prodato coincide corn o procluto cartesiano.

3.5.3 Proposicao

Ein qualquer categoria se o produto existe cle e unico. Ou seja, se (P, (pr i )) e (P', (pry))
sit° ambos o produto de {	 = 1, . , 70, então existe um tinico isomorfismo p tal que
0 diagrama abaixo comuta.

Figura 3.7 -- Diagraina da prova da Proposicao 3.5.3



Como P 6 urn produto e possivel actin um tinico p : P'	 tal que

pr i o p = pry e pr2 o p = pr'2 . Como P' tambem e urn produto existe um tinico

: P	 P' tal que

pri 0 p'=pr i e pr.12 o p= pr2 . Agora considere o diagratna seguinte

Figura 3.9 - Diagraina da prowl da Proposicao 3.5.3

Como P e um produto existe unt q para o qua! esse diagrama comuta. claw que
idp. Mas a.s equacOes (a) e (b) nos diz (re pry o p o p' =pr i . Portant°	 p o p'.

Como q 6 link° segue que pop'. id v. U mesmo argument°, porem t.rocando P poi I"
nos diz que

pi 0 7)=---

Logo p e urn isomorfismo cuja inversa c p .

3.5.4 Proposicáo

Em qualquer categoria, 0 prodlito de uma fainilia vazia e o mesmo conceit° que 0 de
objeto terminal, enquanto se i = 1, id : X	 X 6 o produto.

Prova: Considere uma. familia vazia.. Um produto c um objeto equipa.do coin uma
familia vazia (pr), isto 6, P 6 urn objeto coin nenhuma outra estrutura. A propriedade
satisfeita. por P e que se Y e qualquer outro objeto corn nenhuma estrutura,

existe uma Unica funcito f : 	 P coin nenhuma condicao a mais. Isto e ° Inesmo
que a definicao de objeto terminal. A segunda afirmativa e imediata do diagrama.



Xi

em e

Figura 3.11 - Diagrama do co-produto, caso geral

fi

Figura 3.10 - Diagrania da !nova da Proposicâo 3.5.4

Diz-se que u ► na categoria tent produto se toda familia finita de objetos tern produto.

Pela proposicao anterior qualquer categoria que tent produto tem objeto terminal.

0 dual da nocáo de produto e o de co-proilut 0 Ott soma disjunta de objetos, o qual
pelo principio da dualidade pode ser &hind() como segue.

3.5.5 Definicao: Coproduto

Sea C uma categoria c	 1i = 1,	 ,	 unlit falnilid finita de objetos de C. 0 co-
pioditto de {Xi k =1,	 , it} 6 0 par	 (int)),	 = 1 	  11 , onde .V 1 lii • • •	 X„ 6 um
objeto de C c (in,) c tal que para. calla i = 1,	

	
: .V,	 .V1 ,.1) • • • (I) .V„ 6 um

morfistno (injeOes) tal que (eX i , (in i )) i = 1 	  c o produto em C°P

1st° faz sentido pois em C"P ,ini tern a forma

(DXj --< .Vs

dado f, : Xi —+	 C tern-se
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i n 2		  xle x2	 x2

[fvf2]

Xi

i

0 Miico a tal que a o	 fi sera denotado poi [Lk	 , 7/1.

No caso particular de clois objetos	 e X2 de C pode-se dar a seguinte definicao.

0 co-produto ou soma disjunta dos objetos	 e X2, denotado X1 e x, e um par

(Xi	 X2,	 1712)), once i.n i :	 --+	 e X2 sao injecoes tal que para quaisquer

f :	 e g : X2 —4 Y existe uma tinica [f,g]: X 1 ED X2 —4 Y tal que o

diagrama abaixo comuta.

Figura 3.12 - Diagrama do co-produto, caso de dais ohjetos

ou seja,	 o ii7. 1 =ft , [li ,f2 ] 0 171 2 = h.	 , 1 .2 1 e chamado o co-produto de .1.1
f2 corn respeito as injecOes i71. 1 e 1112.

Usando o priucipio da. dualidade pode-se enunciar o seguinte resultado

3.5.6 Proposicao

Em qualquer categoria, co-produtos sao Unicos a inenos de isornorlismo

0 co-produto da fainilia vazia e o mesmo conceit° que 0 de objeto

Em SET, o co-produto de X I e X2 e a uniao disjunta	 X2, isto e, e a uniao de
Bois conjuntos que sao os mesmos enquanto conjuntos _.\"/ e X2, mas sao disjuntos.

Portant() seja

---u-{07 1 .00 1 E X 1 }=X 1 x

A 2	 10 7 21 1 )1 :V 2 E X2 11 == .V2 X ill.

Entiio X flX = 0. Agora defina _V I ED X2 =	 U..)q. A injecao in 1 : X i	 e, X2

definida por	 (x) = (x, 0), enquanto 117. 2 : X2	 eX2 e dada por i112(y)= (y, l ).
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que o diagrama abaixo comuta.

1A---)131. AProva: ev

I)ados os conjuntos A e 13 em SET e possivel formar a coleciio (A —0 13) de

todas as funcOes de A em B. Para caracterizar (A —0 B) em termos de morfismo,

associa-se a. (A --0 B) urn morfismo especial ev : (A —0 13) x A —0 B definida por

eti( f	 f(x) • eve chamada funvio de avalia“io.

A descricao categOrica. de (A —0 B) vem do fato de que ev goza de uma propriedade

universal dent re today as funcOes da forma C x A 	 B.

3.5.7 Proposicao

1)ado qualquer funcao g : C x A 	 existe uma Unica funcao ij:C —0(A --0 B) tal

B onde x idA : C x A —0 (A —0 /3) x A tal que

x idA( c , a ) = 0(0, idAf a n = WO, = ( gc, a)

Figura 3.13 - Diagrama da prova da. Proposicao 3.5.7	 q

A ideia por tras da definiciio de é que a acao de g faz corn cl ue urn c particular
determine uma funcao de A	 B fixando o primeiro element° dos argumentos de g
em C, e perinitindo os segundos elementos percorrer A. Eni outras palavras, para cada

E C defina
gc. : A —0 B por gc (a)= g(c, a), para, cada a E A.

: C ---0 (A	 B) pode, agora, ser definida por g(c) =gc para qualquer c E C. Para
qualquer (c, a) E C x A tem-se

ev(1j(c), a), g„(a) = g(c, a)

c portant° 0 diagrama comuta.

Mas exigir que o diagrama comute, isto e, que ev(g(c), a) = g(c, a), significa que
(c) deve ser tuna funcao que para a entrada a da saida g(c, a), ou seja,	 deve ser

g„, como acima.
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Abstraindo essa. situaciio 6 possivel se dar a. seguinte definicao.

3.5.8 Definiciio: Exponenciacitio

A categoria C tern expon.enciardo se para qualquer A, B pertencentes a obj(C) existcin

0 produto A x B, o objeto (A	 13) c um rnorlismo ev : (A	 B) x A —4 B,

cliarnado avaliayio, tal que para qualquer objeto c E obj(C) e g E 114orc(C x A, B)

existe um iinico morlis ► o g : C	 (A 	  f3) de modo clue o diagrama abaixo

comuta, into 6, existe urn tinico g : C x A	 B tal que ev o	 x id,t)=g

•

[A----->B xA

1

gxl dA

C x A

ev
A atribuicao de 9' para g estabele tuna. bijecão

Morc(C x A, B)-= Alotc(C, (A	 13))

Figura 3.14 Diagrama da exponenciacao

entre a familia dos morfismos de C x A 	 B e a farnilia daqueles de C	 (.1 —4 13).

Para	 cv o	 x idA ) = et o (It x idA ), isto e,	 h, o c l ue 'nostril. que a atribuicao
injetiva. Para ver que ela. tan-11)6m c sobrejetiva. tome h : C	 (A	 B) e defina

q=ev o ( II. x idA ).	 Pela unicidade de 9 segue que 11,9 • Dois morfismos (como g c )

relacionados desta mancira bijctivamente sao adjuntos (exponenciais) urn do outro.

3.5.9 Definicao: Categoria Cartesiana e 1iicartesiana Fechada

Jima categoria. C diz-se cartc6iana ftchada (CCF) se

C tern objeto terniinai

C tem produtos (finitos)

(iii) C tern exponenciaco. Se alem disso C possui
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(iv) co-produtos (finitos) e, consequentemente objeto inicial, C 	 uma categoria

bicartesiana fechada (C13F). SET 6 ulna categoria bicartesiana fechada. Defina

(A	 B) como serido o conjunto de todas as funcöes de A em B. Defina

ev(g , c) = g(c). A fun* (Unica) j e dada pot- ij(c)(a) = g(c, a).

3.6 CPO Como uma Categoria Bicartesiana Fechada

0 objetivo desta secao e rnostrar c l ue a categoric. CPO, dos ordens parciais completas e

funcOes continuos 6 tuna categoria bicartesiana fechada. Sera. iiiostrado, tambein, urn

teorema de ponto fixo para cpo' s

3.6.1 Definicao: Soma Disjunta ou Co-Produto de ego's

Sejam (D i , E i , _L I ) e (D2, C 2 , 12) cpui • . A .!,0111(1 disjunta de D i e D2, denotado 1),

D, e D2, e o epo (I) , E,	 definido coin° segue:

=

D= Dr x {0} U D2 X {1} U{1} C	 {(1,d)ld E D}U

U{((s, 0 ), (Y, 0 ))1 x ,Y E D,,x	 U M x , 1 ), (Y, 1 ))1 x ,Y E D2 e x C2 y}.

Portanto, o conjunto base da soma 6 a uniOo disjunta dos conjuntos base D i e D2
acrescentado de um novo bottom. A ordem 	 essencialmente a uniito disjunta de C r e
E2.

3.6.2 Proposicao

Sejam (D i , Cr, I) e (D2 , C2,1 2 ) cpo' s e (D i fj) D 2 . C, 1) a soma disjunta de D i e D2.
Entao,

(1), C,	 um cpu

As injecOes in, : D i	 Di (±) D2 e in 2 : D2	 1)1(D D2 definidas por in i (x) =
(x, 0) e in 2 (y) = (y, 1), respectiva.mente, sao funcOes continues

(c) 0 par (1), (in i , in 2 )) satisfaz a seguinte condicáo:
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Seja C urn cpo, fn : D i 	 C e f2 : D2 --> C finicOes continuos. Entáo existe

	

uma funcäo continual : D	 C tal clue 1r =f o	 f o in 2 ef(1)=12.

Prova: (a) D e obviarnente urn cpo. Agora se X C D 6 urn conjunto dirigido, entito
X = X1 U X2, onde Xr C D i e X2 C D2 sao dirigidos. Logo X tern supremo, pois Di

e D2 Sa0 cpo's.

Imediata

Basta observar o diagrama abaixo

in in2

Figura 3.15 - Diagrarna da prova da. Proposicao 3.6.2

Defina f =[li ,f2 ] coin f( , )= fi( x ), f(Y, 1 ) =12(0.

3.6.3 Definiciio: Produto

Sejain (D i , C 1 ,1 1 ) e (D2 . C 2 , 12) cpo's. 0 p•oditto de D i e D2, denotado D i x D2, 6
definido como segue:

1= ( 1 1, 1 2); ( x i,Y1) C ( x 2,Y2)<=>	 C i • 2 e Jn E 2 Y2.

3.6.4	 Proposicao

Seja	 C,	 o produto de (D I , C 1 ,1 1 ) e (D2 . C2, 12). Entao

(a) D e urn cm)

(1)) As projecoes pr i : Dr x D2	 (i = 1,2) sa.o InucOes continuos
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D1	 Dix D2 	 D. D2i
I
g

(c) 0 par (1), (pr i ,pr2 )) satisfaz a seguinte propriedade:

Se (C, C, 1) 6 urn cpo	 : C	 Dem:C	 D sao funcOes continuos, entäo

existe uma tinica funcäo g : C	 D tal clue g i =pr i o J c g2 =pr2 o y.

Prova: (a) C e obviamente uma ordem parcial sobre D 1 x D2 e (1 1 , 1 2 ) 6 o bottom

(1 9- elemento).

Seja X C D i x D2 dirigido. Entao Sup X = (Sup 	 , Sup X2), onde X 1 =	 E D 1 jay E
D2, (x , y) E 	e X2 =	 E D2 133: E D2 1 ( X ,y) E X}.

Neste ca.so X 6 dirigido .4=> X 1 e X2 sa.o. Como D I , D2 Sit° cpo's,	 e X2 dirigidos
possuem supremos. Logo X tamb6iii possui. Out seja, 	 C, 1) 6 um cpo.

D 1 e D2 silo espacos topolOgicos e D i x D2 possui a topologia produto, onde as
projecOes sao funcOes continuos.

Basta observar o diagrama abaixo

Pr pr
2

Figura 3.16 Diagraina da prova da. Proposicao 3.6.4

Defina	 f2). Entaog i (x), pr i oy(x) = pr i (y i (17), y 2 (37)) ey2(x)=pr2(91(x),92(x)).

0

Sejani D i , D2 e /33 espacos topolOgicos, D= I), x D2 e f : D i x D2	 D3. Sejain

fr D2	 D3 e fy : D, -p D3 funcOes (cliamadas secOes ou projecoes) obtidas de
I fazendo-se x	 9	 .,onstante, respect i vamente. Ii1Tt geral, pole acontecer
(pie fx e fy sejam continuos num pouto x 0 ,90 respectivamente, e no cutout()] iiao seja
continua. em (xo, 9 0 ) E D 1 x D2. Por exemplo, seja. 11{ 2 com a topologia produto usual.
.Considere a. funciio 	 : 111.2	II{, definida por

f(x, 9) 	 x2+y2 Sc	 (17, y)	 (0,0)

se	 (x, y)=-(0,0)
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litnr 	 fy (X )	 =

linty_u.f.. 	 )	 =
!E*

-0 
•	 ky2 
f (x	 o	 2 =0= J2( 0 ).— y2 44,

Agora,
kx2	 •f (x, y) =	 =0= J y( 0 )+k 2

e f,, sào continuos em x = 0 c y=0, respectivamente, e f nao e continua ern (0,0).

De foto, ulna funcito f :	 --) 1k, e continua 1111111 ponto x0 =	 se c

somente se limx_xo .f(x) = f o).

No entanto,

	

x 2	1	 1
lint f(x,y)=1im 	 = lin) - = -	 J . (0,0)=0.-0	 2x2	 .~0 9	 9y-0

Felizmente isso nä° acontece se D I . D2 e D3 forem (To'. corn a topologia (10 Scott c

x D2 e o elm produto. Esse e contetido da seguinte proposicao.

3.6.5 Proposicito:

Sejam	 epo' s (i = 1, 2, 3) e (1), E, 1) o epo produto de D i e D2.

(a) Seja X C D. dirigido,	 =y1 1 (X) e X2 = pr2 (X). Então

e .V2 silo dirigidos

Para todo y E	 X2 existe E A tal que y E

Sup .V = (Sup X i , Sup X 2 ) = Sup	 x -'2

(b) Seja f : Ur x D 2	 D3 11111a fUlICitO, fr : D 2	 D3 c fy : /),	 D3 StlilS

como definidas acima. Entito f 6 continua <#. 	 e fy silo continuos.

Provo: (a) Seja X C	 D 1 x D2 dirigido. Para. quaisquer
x 1 y 1 E A 1 , entao existent x 2 , Y2 E X2 tal que ( x 1, x2), (Th, Y2)
existe (z1, z2) E X tal que (x i , x 2 )C (z i ,z 2 ) e (y1,y2)

z 1 E X l tal (pie x i	e y,	 Logo X i e dirigido
prova que X2 6 dirigido ern ,02.

/)1 1 ('ill-SC:	 se

E X. ('olio . ►  c dirigido
(2: 1 ,z2 ).	 Portant() ('Piste
/.) 1 . De modo an;ilogo se

Seja y = (y i , y2 ) E D1 x 1)2 , coin y E Al x )( 2 . Vntao existem	 tal clue
(z i , y 2 ), (y i , z2 ) E X, pois X = pr z ( X )(i = 1,2). Como A e dirigido existe (x 1 ,x2 ) E X
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corn (z 1 ,y2 ) E (x i , x 2 ) e (y i ,z 2 ) E (x 1 , x 2 ). Consequentemente existe (x 1 , x 2 ) E X tal

que (y i , y2 ) C (x 1 , x 2 ). Isto prova a. segunda afirmativa. de (a). 	 No scntido de provar

a. terceira, a.firmativa seja (x 1 , x 2 ) E X. Entao (x 1 , x 2 ) C (Sup X 1 , Sup X2 ). Logo

Sup X C (Sup X 1 , Sup X2 ). Tome (y 1 , y 2 ) um rnajorante de X. Entao (y i , y2 ) e urn

majorante de X 1 x X2 pela segunda afirmativa. Portanto,	 urn majorante de Xi,

isto e, SupX i C y, (i = 1,2). Por conseguinte, (Sup X 1 , Sup X2 ) e o supremo de X.

Trocando X por X 1 x X2 obtem-se que (Sup X 1 , Sup X2 ) e supremo de X i x X2.

(b) ( = ) Suponha que f e contiuuae seja x E U 1 . Seja. Y C D2 dirigido. Entao {x} x Y

dirigido e fx (Sup )1=	 (x, Sup Y),f(Sup (VI x Y))=Sup f({x} x Y) = Sup	 ).
Analogomente se prova a continuida.de de .fy.

Supouli a c l ue fa. c	 sao cootfnuascontpara 0(10 .r E	 e y E D2 . Seja ( x 1, x2), ( l11, Y2)
E D I x D 2 tal que (x i , x 2 ) C (y i , y2).

Entao, f ( :r r, S2) = fs i (x2) E 2 fr ,(11 2 ) = ( xi. Y2) = . fy2 ( 3. 1) CI fy,(M) = f(m, Y2).
Logo f é monotOnica e consequentemente. se X e dirigido cm D I x D 2 f( X ) tambem é.
Seja .V C D 1 x D 2 dirigido. Pei° item (a) . V 1 x X2 tandrem dirigido c para todo z E

J(. 3+ 1 x X2) existe algum y E I . ( X) corn 2: C y. Portant°, S up f( X ), S up f(X i x X2).
Fazendo z = Sup X2 tern-se

.f(Sup X) =

Logo, f e continua.

l( StI P X1, z )	 (por (a))
fz ( Sup	 )= S upf,(	 ) ( pela continuidade de fz)

S up{ f (x, z)ix E X 1 ) =Sup{f3.(Sup .V 2 )lx E A' 1 ) =
Sup{Sup fr (X2 )k E X, } (pela continuidade do ft.)
Sup{Sup .1 . ({x) x X2)Ix E	 = SuP(X1 x X2) = Su l) f(X).

Sejam	 CI,	 e (D 2 , C 2 , 1 2 ) cpd.s. A exponenciacao oil cspaco dc frincOes ,

(D, C, 1), de D i em D 2 e &fluid() como segue:

D = if : D	 D2If e funcito continua): 1 (.0 =1 2 , pant todo x E D i ; f C g t=>

f ( x ) E 2 g ( r ) para todo x E

Neste caso a exponenciacao e denotado por [D I ----) D 2 ] em vez de(D I ----) D2).
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3.6.6 Proposiciio

Seja ►  (D 1 ,	 e (D2, L2, 12) cpo's. Entao o espaco de funcOes continuos ([D1

D2 1, E, 1) 6 urn cpo, onde (Sup F) (x) = Sup{l (x)If E F} para. qualquer x E D l e

qualquer conjunto dirigido F C [D 1	 p 1)21.

Prova: E claw que CD 1	 D2], C,	 urea. ordem parcial corn primeiro element°

1, pois 1 6 tuna funcao continua. Suponlia c l ue F C [D I	D2] e dirigido. Defina

:	 D2 por //(x),Sup{f(x)If E F}.

A funcio 11 estO bem definida pois {f(x)11 E	 dirigido para todo xED 1 . Se

X C D i e dirigido, h(X) e claromente dirigido. Dai Sup h(X) existe, pois D2 e um

cpo. Alem disso,

h(Sup X)	 Supli(SuP	 E	 = Sup {S u l) f ( X )1 f E F} (pois F C [ D 1	 D2])
=	 Sup{ f(x)I f E F,x E X} =Sup{Suplf(x)If E F)11! E X},
=	 Sup{h(x)lx E X} =Sup h(X). Logo h e continua.

Seja g E [D I	l) 	 tal que para. todo I E F, f C g.	 entao para todo f E

f (x) C2 g(x), Sup{ f(x)if E	 C2 g(x), x) C 2 g(s) para. todo x E	 portant°,
= Sup F. Logo,	 é urn cpu e (SupF)(x),Suptf (x)If E F).

3.6.7 Proposicáo

Sejam	 C1,11 ) e ( D2, C 2 . 1 2 ) (7101 S.	 :\ funsg.o dc avaliaciio C t'	 [1)
	

D21 x

D I —4 D2 definida por	 „r) = f (a) ("' ulna futicao continua.

Prova: Tendo em vista a proposicáo 3.(i.5 (b) e suficiente 'nostril! . (pie as se;Oes de
sao funcOes continuas.

Seja. f E [D 1 --+ D2 1.	 et,f(x)==co(f,x), f (s) para. todo X E D I . Portanto,
CV f e continua, pois cvf =

S. 	 x E	 f2 E [DI	 D2] C 1 . 1 E 12. Ento , evAli ) = 11( x ) C2 12(S

eVx(f2), portanto cox é ► onotOnica e consequentemente preserva. conjuntos dirigidos.

•

41
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ev

Seja F C	 D2j dirigido. Entao, Sup(evx(F))=Suplf (x)If E F} = (Sup F)(x)=-

evx.(Sup F). Logo evx é continua. Pela Proposicão 3.6.5 (b), cv é continua.

0

3.6.8 Proposicao

Sejam	 cpo's (i = 1,2,3) e f : D i x D2	 D3 uma funcao continua.,
isto e, f E [D 1 x D2	 D3]. Seja curry (f) :	 [ D2	 D3] definida pot-
curry ( f )(x)	 fr , coin curry (f)(x)(y)=fx(x,y). 1:ntito

curry (f) E [D I	 [D2D3]], into 6, curry (I) e uma funcito continua.

A funcao // : f	 curry (f) e uma funcao continua, isto 6, H E RD ' x 1)2
,03 ]	 [D	 [ D2 --n D3 ] ] .

(c) curry (f) 6 a Unica funcão continua Clue torna o diagrama abaixo comutativo.

D21x

curry(f1xid D,
z

D1 x D2

Figura. 3.17 — Diagrama da prova da Proposicao 3.6.8

Prowl:	 (a) Como curry (f )x = fx para cada x E D 1 , entii° imagem (curry (f)) C
[ D2	 D3], pela Proposicao 3.6.5 (b). curry (f) preserva conjunto dirigido, pots
curry (f)(x)y = ev(fr ,y) = f,(y) e cv sendo continua preserva conjunto dirigido.
Seja X	 C D, dirigido.	 Entao curry(f)(Sup .V ),y = cv(fs up , y)	 fSup .v(Y
/(Sup X, y) = Sup„. Ex f(x, y) = Sup,.Ex(f(x,y)). Portanto, cur7 : y(f)(Sup X )y =
Sup(curry (f )(X))y. Logo, curry (f) e Ulna funcão continua.

(b) Seja. P C [D I x D2	 D3 dirigido. Entao //(Sup F)y = (curry(Sup r))y =
Sup,F(y) = (Sup F)(x,y) = Sup fEF {f(x,y)} = Sup fEF {fx (y)} = Sup fEF (curry (f)
(x)y)=Sup H(F)y. Logo H e continua.
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(c) A unicidade do diagraina 6 equivalente a. seguinte equactio

curry (cv o (it x idD2 )), h.	 (*)

Para ver isto suponha que a equacáo se verifica e h satisfaz f = cv o (h x idD2 ). Entito

curry ( f ) curry (ex o (h x idD2 )) = l,, portant()a unicidade e satisfeita. Por outro

lido, se curry(f) e u nicamente determinado polo diagrama acima, elita()a equacao (*)

segue imediatamente da. comutatividade do seguinte diagrarna

[ D1---) D2	 x

hx ICI
D2	

•

•

Di x D2

ev

Ar D
3

Figura 3.18 - Dia.grania da prova (la Proposici -to 3.6.8

para. f = cv o (It x idD2).

0

Os resultados obtidos nesta.secao pa.ra a cat egoria CPO permite cnunciar o seguinte
corolario.

3.6.9 Corolario

A categoria. CPO 6 ulna categoria. 1)icartesiana fecliada..

possivel, agora., eminent' . C provar 0 resultado fundamental deste capit.ulo. Este
resultado, conhecido como "'comma do Potito Firm, estabelece que toda ['mica() continua
de tun cpo nele mcsmo, possui tun mcnor ponto fixo. E dificil exagerar a importaricia
destc teorema em matennitica computa.eional. Dentre as muitas apliettcOes deste tco-
rema se destacain a garantia de solucOes do equacOes cm cpo's e a garantia de con-
vergencia de processos iterativos.
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3.6.10 Definicao: Tonto Fix()

Seja (D, E, 1) um (Iv. x E D diz-se uui ponto Jiro da funcao f : D	 D se f (x) x.

3.6.11 Teorema: do Polito Fixo

Seja (0, C, I) uiu cpo e f : D —0 D um funcao continua. Entao

( a . ) f tem um menor ponto fixo, into e, existe x E D tal que f (a) = Com a pro-
priedade de que se existe outro y tal que 1(y), y, entao x C y.

(b) A funcito Fix : [D	 D tal que a. cada. funcao continua. f associa o seu
ponto fixo. Fix ( f), e continua.

Prowl: (a) Como f 6 continua, f e monotonica. Logo, _LE f(1) (que e sempre
verdatleiro nuns cpo) acarreta

C./(h-L))=.f2(1);	 /3(±),•• •

Port anto,
f =Sup„ 1 7 ` ( 1)

existe. Agora, poi . continuidade de f, 1(x f ) = Sup„f" +1 (1) =x i , into e, x f 6 um ponto
fixo de f. Suponha que existe p tal que f (y) = y. Entao segue por rnonotonicidade que
P(1) E f"(y)=y. Portant()

X f = Sup„ f"(1)	 y.

(b) A funcao Fix (f)x = f = Siip„f "(1) e continua pela. Proposicao :3.6.7 e o fato de
que se {li ) C [1)	 I)] e ulna laiuilia dirigida de funcOes contnivas e

‘1(x)=Sup,

eiitao f é bem definida e continua. A prova delta. afirma.cilo ester contida na demons-
tracao da Proposicao :3.6.6.

0
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4 A CATEGORIA BICARTESIANA FECHADA

DA MATEMATICA INTERVALAR

() objetivo principal desse capdado 6. apresentar a A ► alise Intervalar como 11 ► 11a cate-

goria bicartesiana fechada e como tat ela e ► odelo do calculo lambda, corn tipos. Na

Seca° 1 sao generalizados algiins resultados obtidos no Capitulo 1 e definido a categoria

DOM. A Sec.âo 2 mostra que essa categoria possui um objeto reflexivo e portanto ela é,

ta ► nbeni, um modelo do calculo lambda sem tipos. Esta secao e baseado ern [HA It 81],
[PAU 87], [SEL 86]. A secâo 3 explora o fato da categoria DOM ser, tambem, uma cat-
egoria de espacos topolkicos, obtendo assim novas versOes de resultados importantes
como, por exe ► plo, o Teorema da Extensäo de Tietze. As Secoes 1 e 3 foram inspiradas
ni trabalhos como [G1E 80], [PLO SO], [NAC 65]. [SCO 72a), [SCO 82a].

4.1	 A Categoria DOM: Uma Categoria Bicartesiaria Fechada
(CBF)

Seja (L∎ , C,<< 1 0 ) tuna ordem parcial enu ► eravel, corn ordem forte << e primeiro ele-
► ent() 1 0 . Definindo Corte de Dedekind sobre B, como na Definicâo 2.2.1, os Teoremas

2.2. , 1 e 2.5.1 podem ser generalizados como segue.

4.1.1	 Tcorellia

O co ► pleta ►ento por cortes de Dedekind, (15, C,<<, 1), c um cpo co ntinuo, cuja base
B, e cuja ordem forte de B extende a de B.

Prova: Exatamente igual as provas dos Teorema.s 2.2.1 e 2.5.1 combinadas.

LI
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4.1.2 Corolario

Seja D um cpo continuo corn base B. Entao para cada x E D o conjunto 	 =	 E
Blb<<x} 6 dirigido e x = Sup Ix. Alen) disso,

x y <#.	 = y.

Li

No sentido de generalizar o Teorema 2.3.6, tun dos resultados fundamentais do

Capitulo 2, e dada a seguinte definicao.

4.1.3 Definicao: conjunto Consistentemente (.1ompleto

Seja (A, C) tuna, ordem parcial.

A diz-se consistenlcmcntc completo (c-completo) se Sup X existe para todo X C

A consistente e não vazio.

A diz-se finitamente consistentemente completo (fc-completo) se Sup X existe
para todo X C A, flint°, consistente e nao-vazio.

Lernbre-se clue um conjunto ciao-vazio .\ C A e consistente se existe Cl E A tat quo
x C a para todo x E X.

0 teorema. a. seguir fornece um criterio Inuit() simples p . ira verificar se um cpo

continuo, com base enuinervel, e consistentenplite completo.

4.1.9 Teorema

Seja. (1), C,<<, 1) inn cpo continuo coin base G. Entao (a),(Ii).(c)	 equivalentes:

1) 6 c-completo

D e fc-completo

(c) B e fc-completo
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AlCm disso, se D c e-completo, entäo U 0 E = UE E B para qualquer subconjunto

E C B, finito, consistente c nao-vazio, onde LI0 e a operaciio de supremo sobre B.

Prova: (a)	 (b) obvio

(c). Suponlia que D e fe-completo. Seja E C B finito e consistente em B.

Entao E e consistente em D. Portanto Sup E = .r para alguin x E D. Logo e C x para

todo e E E. Como ix = 11) E BIG	 dirigido, existe b E ix corn e C G para todo

c E E. Logo UE C bEx. Isto mostra que UE = b E B. E claro que b c um majorante

de E em B. Como UE C U 0 E em qualquer caso, G = U0 E. Consequentemente B
fe-completo e U 0 E = UE E B para qualquer E C L3 consistente, finito.

(a.). Suponlia que B e .fc-completo. Seja X C D majorado por w E D.
Defina Z= Uthrix E X}.	 Seja E C Z finito. Entao para todo e E E, e C we
consequenternente, E C	 Como iw é dirigido, E c majorado por alguin G E
logo U0 E existe. Defina

Y = {U0 EIE C Z,

Como U 0 E 1 C U0 (EI U E2 ) c U0 E2 C U0 ( E i U E2 ), Y c dirigido. Como bC,rE X
itiplica b E Z que implica b E Y tem-se clue 1.r C Y para qualquer x E X. Portanto,
x =	 para qualquer x E X. Logo, UY E D e tnajorante de X. Seja 2v outro
majorante de X. Entao w c um majorante de Z, U0 E C w para qualquer E C Z finito.
Portanto UV C w. Assini, U1/ c supremo de X.

4.1.5	 Corolario

Seja (13, C,<<, _L) tuna o •dem parcial, fe-completa, coin ordem forte, <<, e
primeiro elemento 1. Entao o completamento de Dedekind de /3,(D,C,<<,1),

urn COp 	 continuo c-completo, coin base G.

Seja (B, C, _L) uma ordem parcial, .fc-completa. cone primeiro element° 1. Entao
o completamento por ideais de 1$, (B, C, 1), e um cpo algebrico e - completo coin
base B.
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4.1.6 Definicao: Categorias dos Dominios e dos Dominios de Scott

A categoria DOM, da matematica computational, tern com p objetos cpo's continuos,

c-completos e corn base enumeravel, e como morfismos as funcOes continuos. Um

objeto de DOM sera cliamado, simplesmente, de dominio.

A categoria SDOM, da computacao, tens como objetos cpo's algebricos, c-

completos e corn base enumeravel, c como morfismos funcOes continuos. Urn
objeto de SDOM sera chamado dominio de Scott.

Os Exemplos 2.1.11 todos pertencem a SDOM, enquanto 11(11t) pertence a DOM.

0 objetivo desta secao e mostrar que DOM, e consequenternente SDOM, e ulna

categoria bicartesiana fecliada. Desse modo, DOM e SDOM sao modelos do calculo

lambda corn tipo.

Sejam D i e D2 cpo's. Foi mostrado no capitulo anterior, que D i (I) D2 e D I x D2

sao, tambem, cpo's. E imecliato cl ue se D i e D2 sao dominios coin bases B i e 62,
respectivamente, entao D i ff.-) D2 e (D 1 x D2 ), tambern, sa.o dominios com bases 13 1 (1) 132

e B1 x 132. Para ver into Basta tornar o completamento de Dedekind de 13 1 id-) 132 e
Bi x B2 respectivarnente. Como objetivo de registrar o fato tem-se

4.1.7 Proposicao

Sejam D i ,	 , D„ dominios con) bases B i ,	 , B„, respectivarnente. Entao,
• • e D„ e D I x • • x D„ sao, tainbem, doininios com bases L3 1 43) • • • 'ft".)13„ e

B X • • X B„, respectivamente.

Sejarn D 1 ,...,D„ doniinios de Scott, corn 	 bases E31,....B„, respectivaineutc.
entäo D 1 e • • • e D„ e D 1 x • • • x	 tambein, sao dominios de Scott coin

bases B ED • • • 6) B„ e /3 1 x • • x 13„, respectivamente.

LI

Sejam D 1 e D2 dominios com bases B i e 82 . respectivaniente. Foi visto, no capitulo,
anterior, que [D i -----n D 2 1, o conjunto de t.odas as funcOes continuos de D i cm D2
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quando munida da ordem definida anteriormente, 6 um (7)0. E possivel, agora, rep-

resentar cada f E [D 1	D2] cm termos de funcOes de 13 1 em 82 ? Embora cada

elernento de 13, seja, por hipOtese, finitamcnte representivel, nao existe nenhum ino-

tivo para que dada f E [D I --+ D2 ] e b l E 8 1 , f(N) seja finitamente representavel,

isto 6, f(b i ) E 52. De fato, para f E 11(11t)	 11(11t)] dada por f(x) = ex , tern-

se que [0, 1] E 11(Q), mas c1" 1	V 11(Q). No entanto, como se ver y oportunarne ► te,

f : 11(1R) ---+ II(11t) tal que f(x) = ex existe e d continua. Isto motiva o seguinte

procedimento: Seja f E [ D 1	 1)21 e para x E D I , seja a E B tal que a << x. Como

f (a) pode nä() esta em 82, seja b E B2 tal que b	 f (a). Entao o par (a, b) pode
ser uma, primeira aproximacao da funcao f. Aqui (a, b) para a E 13 1 e b C 52 tern o

significado de que b	 f (a), into é, a f b. Esta, informacao e encapsulada pela funcao

escudo

onde (a —+ b)(x) =
se a <<x ou x = a
caso contrario.

E claro que um par somente é insuficiente para representar f , por isso deve-se aumentar
o minter° de pares sem, no entanto, tonna esse minter ° infinito. Admita-se, portanto,
um conjunto finito de tats pares. 0 conteudo de informacao de (( 	 ,b• ) • • • , ( a ,,, brz)).

coin respeito a funcao f sera.

( 1 )	 bl << ./( a i ), • •	 f(an), into e, a l f 1), ,	 , a„ f b„.

Qual é a funcao escada correspondente a ( 1 )? Em geral, nao existe tuna funcao escada
que encapsule (1), mcsmo considerando que 	 a„} seja consistente. No entanto
se B, e B 	 forem consistentemente completos S I x B2 tambem c e portanto F =
{(o 1), ),	 (a n , b, 1 ) tern 11111 supremo (a, b) cm L.3 1 x 52, onde a = S up	 , a„} e
b	 S11p{b 1 ,... , b2 }. Logo, a funcao (a	 encapsula a •mforinacao de F. Observe
que a hip6tese de que B, e B 2 sao c-completos essencial.

Motivados na intuicao acima mostra-sea seguir que o espaco das funcOes continuas
entre dois clominios tambem 6 um dominio.

4.1.8 Teoreina

Sejam ( D 1 ,	 ,<<, 1) c (D2 , C,<<,	 dominion coin bases B, e 8.2 respectivamente.
Entao ([D,	 D2], C,<<,	 como definido ant eriorment e tanib6in c inn dontinio.
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Prova: Jit se sabe (plc [D i	D2] e um cpo.	 Deve-se mostrar que etc e continuo e

c-completo, corn base enumeravel. Para isso defina

SB = {(a	 b)la E 113 1 ,b E 13 2 }, onde (a 	  b) E [D I	 D2] a funcao escada,

definida por

(a	 b)(a: )
se a << x ou x = a

	

1,	 caso contrario.

Pretende-se mostrar que G = {Sup FIF C .5B, F nao-vazio, finito e consistente}

uma base de [D 1	D2] e conscquentemcnte urea base enumeravel. Alem disco, as

seguintes condicOes se verificam.

(a --0 b)<< f	 << f (a), corn a E	 c b 82 .f E [DI --+ D2]

Seja F	 {(a 0	b0),..., (a,	 b„)}.	 Entao as seguintes propriedades sito

equivalentes.

Sup F existe

consistente (em [D I	D2])

(iii) Para todo J C {0,	 } , se lad jE 6 cousistente, entao	 tambem e

consistcnte.

(c) (Sup F)(x) = Sup{ bz

existe.
<<	 , se F = {(ao	 bo), • • ( a n	 b7,)1 e Sup F

De fato, e cla.ro que (a	 b) e uma funcao continua. Para a Err e b G B2.

Para mostrar (a) suponha que (a	 b) << f . Entao b = (a	 b)(a) << j(a).

Suponha que b	 f (a). Se a << x, entao (a	 = b << f(a) << .f(x), caso

contrario (a	 b)(s) 	(a:).

Portanto, (a	 b)(x) <<	 (x) para todo E

Para mostrar (b) suponha (pie Sup	 cxiste, entao	 e majorada. Suponha clue

f E [D i	D2] e unl majorantc de F. Seja a i <<	 para todo i E J. Entao
= (a,	 bi)(x)<<f(x) para todo i E J e consequentemente f (1) é urea. majorante

de fb i Ii E J1. Suponha (iii). Defina It : D 1 ---0 D2 por

11(.0 = SupU(.01 ./ E E}.
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Enta°, h(x) Suplb i la i <<x,i < al. Como D 2 6 c-completo h(x) existe. Seja X C

dirigido. Enta h(SupX) = Sup{ f(Sup(x))11 E Fl = Sup1Sup{f (x)lx E X} f E F} =

Sup{h(s)lx E X). Logo h 6 continua. Mem do inais h e urea majorante de F. Se

g e outro majorante de F, entao para qualquer x, h(x) = SuPl.f( x )1./ E Fl C g(s)•
Portanto Sup F existe e h = Sup F.

A propriedade (c) sai imediatamente das hipOteses e de (b). Ate aqui foi provado
(a),(b) e (c) e o fato de que o conjunto B C [D ► 	 D2] e bem delinido.	 Deve-se
mostrar, agora, que B e tuna base. Seja lilt = 1(a	 b)ka	 b)	 para

f E [D i	 D2]. Entao f 6 um majorante de M. Seja. g E [D ► 	 D2] um outro
majorante de Mf. Te ► n - se b	 f(a) acarreta (a	 b)<< f, entao (a --+ b)<<g e
consequentemcnte b	 g(a).	 Logo, f (a) = Sup { bib	 f (a) } C Sup {bi b 	g(a)} =

g(a), para qualquer a E B.► 	 Ou seja, 1Cgef= Sup Alf . 0 conjunto Aff , em
geral, nao e dirigido. Como Ai f ► ajorado por f, cada subconjunto knit° F C Alf

6 ► ajorado c portant° Sup F existc assumindo que [D ► -------n 1)2 ] e c-completo.	 Aleut
disso,

= Sup{Sup Fir C	 finito,	 � 6},

cada Sup F e urn cle ► ent° de	 o conjunto {Sup FIE C /1// f , finito, F	 ¢}

dirigido. Portant°, B e tuna base dc [D ► 	 D2].	 56 falta mostrar [D 1	D2] 6
c-complcto.	 Para isso usa-se o Teore ► a 4.1.1 e mostra-se que B e fc-completo. De
fato, se i	 1,...,n, seja	 C SP finito e consistente. 	 Seja. {Sup	 =
consistente. Cnta.o Or'i e consistente e Sup {uh} = Sup{Sup

4.1.9 Corolitrio

1)0M e SDOM sac) categorias bicartesianas fecliadas. Consequenternente modelos do
calculo lambda coin tipo.

Prova: Proposicao 4.1.7 e Teorema 'I. I .5.

O
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4.2

	

	 DOM e SDOM COMO Modelos do Calculo Lambda sew

Tipo

Unia categoria para ser modelo do calculo lambda sem. tipo precisa, ser cartesiana

fechada e possuir urn objeto reflexive [LAM 86]. 	 Urn objeto, D, de nma categoria

reflexivo se de 6 isonierfo a seri pr6prio espace de functOes coutinuas, into

(D	 Embora escreva-se o sinal de igualdade na equacâo anterior, em teoria

dos dominies a. igualdade significa isomorfismo. Observe que ern teoria dos conjuntos

a equacao A = (A --) A), onde (A	 A) denota o conjunto de todas as fill:0es

de A ern A, nit() pode ter solucao pois, para qualqucr conjunto A, a cardinalidade de

(A	 A) 6 estritamente maior c l ue a cardinalidade de A.

Numa categoria onde a. equacao .D = (D	 D] tern solucite, todo element() de

D pode ser visto come uma funcao e pode ser aplicada, a. si pr6pria. As linguagens
de programacao possuem essa caracteristica uma vez que um programa pode ter come

argumento um otttro programa.

A maneira mais natural de mostrar que a categoria DOM, e portant() SDO.\1.

possui objeto reflexive stria usar a linguagern das categorias, no entanto, corn 0 int la°
de evitar essa linguagern coin mais profundidade, far-se, a construcao dense objeto,
diretamente, a. maneira de I). Scott [SCO 724	 Como foi observado no capitulo 2,
um dominio acrescentado de mu element° artificial T. chamade tope. Sc torna um

reticulado continuo. 1). Scott [SCO 72a] construiu urn objeto reflexive) para a categoria
cartesiana fechada dos reticulados continuos. Isto ja. seria suficiente para garantir (ie
a categoria. DOM, da inatenuitica computacional, possui 11111 objeto reflexive. Para se
construir um objeto reflexive em DOM acrescenta-se um tope a cada objeto de DOM

tornando-os reticulados continuos e ern seguida efetua-se a construcao do objeto coin()
em [SCO 724 Finalinente retira-se o topo de cada objeto da categoria dos reticulados
continuos. 'Filar 0 tope do objeto reflexive) corresponde a identificar cada par da forma
(x, T), isto e,	 T, coin S. 0 (pre testa 6 a. categoria DOM cote objeto reflexive. No
enfant() c possivel fazer diretamente a censtrucire do objeto reflexive cm DONI agindo
por analogia corn a construcao de [SCO 72a]. A seguir sera feita essa construca,o coil
o objetivo, muito mills, de entender mellior a.s caracteristicas dense objeto reflexive.
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4.2.1 Definicào: Sistema Projetivo Inverso

Seja Do,	 D„,... tuna, sequ(7!ncia de dontinios e seja fi E [Di+ i --n Di].

A sequCncia	 fi) e chamada urn sistema projctivo on sistema invcrso de

dominios.

0 lim	 4-ite inverso on limite projetivo do sistema (Di , fi ), cuja notacào 6 IjLn (D i , fi)

6 a ordem parcial (D,„ 	 corn prirneiro element() l ap , e ordem forte

<<„,„ definidos por

= {so, x	 •)I•r i E Di e	 =	 (10, 1 1 ,	 , ...)

corn xi, 11E Di.

( x0,	 (yo, y i , • • •)	 .4=> x i C i y, para todo i = 0, 1,... e analogamente
para

Identifica-se a sequencia (x 0 , x 1 , ...) corn a funco x : IN	 UiDi tal c l ue x(i) =
lintx i E D i para todo	 Escreve-se 4-- Di em lugar de	 (Di, fi ), C e	 em

lugar de E i e	 respectivamente.

4.2.2 Proposicâo

Seja ( D i ,	 d

	

fi ) urn sistema projetivo de om	
h

inios. Entao 4
in

-- Di tamb6m e urn dominio.

h.	 litre
 (a) 4-- Di é urn cpo. De fato, para. mostrar into seja X CE--- Di dirigido.

Entao o conjunto {x(i)Ix E X} é dirigido para cada i. Seja yi = Sup{x(i)lx E .V}.
Entao por continublade de fi, li(Yin) = Sup{f( x i+i)l x E X} = Sup{x(i)ix E X} = yi.

lint	 lint
Logo (y i , y 2 , ...) E4-- D 6 0 supremo de X. Isto mostra c l ue 4--- Di e UM cpo.

(h) lint 
Di e uti cpo continuo. De fato, seja 13 i ti 11Ia base de D i para cada. Z. Fultito,

porcine Di e um cpo continuo, para. cada i, tem-se x i = Sup{bi E 13 i <<x i }. Portant°,

para cada y E	 Di,y = (xo,	 ...), y	 Sup{(bo,	 • • •)} 
E	 i(bo,	 .)

lira
,,y1. Logo,	 Die um cpo continuo.
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(c) Para mostrar que4 2-. Di e consistentemente completo usa-se o Teorerna 4.1.4. Seja
lim

x, y E4— Di , consistentes. Entao, Para cada i,	 y i sao cousisteutes em Di . Como Di

c-completo, xi U yi existe em D. Logo, x	 y existe em	 D.

4.2.3	 Corobirio

0 produto cartesiano de uma quantidade enumeriivel de dominios e um donnnio.

0 produto cartesiano de uma quantidade enumer;ivel de dominios de Scott 6 urn
dominio de Scott.

4.2.4	 Definicao: Itetrato

Seja D urn dominio e D C D' urn subconjunto de U.	 D diz-se um rctrato de IY se
existe uma funcao continua E [D' --+DJ tal que fcf = fel), f( D'). Neste caso

f e chamada tuna retrayio de .D' sobre D.

1.2.5	 Proposicao

Seja D' urn dominio con retrato D. Entao D e um (loini ► io cujos subconjuntos dirigidos
tern os mesmos supremos que cm D' c cuja topologia e a topologia do subespaco.

Prova: Suponha que D 6 um !viral.° de D' e seja t :	 I) uma retracao. Seja
X C D airigido. Entao X e dirigido como subconjunto d. D' e Sup D ,X existe em D'.

Agora,

f (s) = f(Sup D, X) = Sup ') f(X ), pois	 contiltua
S ti pp ,	 pol y	C	 e	 e uma retracao

Desse modo, x E De portant° Sup X E D. D cm) continuo e x E D =2; E I)'.

Portant°, x = Sup{b E 1:3!6<<x}. Malta mostrar clue X C	 ( X) = X. Pc fat°,
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xEX ,f (x) E f (X )	 ( f (3)) = f (x) E f ( f (X)) =. x E f (X ), ou seja, X c f (X).

x E f (X) -=> f (x) E f ( f (X)) = f (X)	 x E X, ou seja, f )	 X. Logo, f (X) = X.

A base /3 de D é um subconjunto de Li', a base de D'. Portauto Lie enurnerkivel.

Para mostrar que D e c-co ► pleto usa-se o Teorema 4.1.4, o fato de que B', a base

de D', 6 f c-completa e B C B'.

CI

Por outro lado a topologia coincide coin a topologic do subespaco porque so existe
ulna topologia, a topologia de Scott, que fa.z coin que I) seja nnnr dorninio.

A seguir o donnnio Do, serii construido usando-se as nocOes de projecOes e inergul-
hos. Mostra-se-a, tan-11)6m, que qualquer dounnio pode ser tnergulado em D„. Al6m
disso,	 satisfaz a. condicao D,, = [D,	 D„,[. ou seja, D, é mn objeto reflexivo
na categoric. DOM. No que segue D, D', . . . percorrcm os ohjetos de DOM.

4.2.6 Definicao: Projecao

Urn par de aplicacOes (i, p) de D' sobre D diz-se ulna projeyio se

i : D	 D' c p : D'	 L)	 funcOcs coin Inuits

p o i	 idly, isto e, p(i(x))	 x para ludo	 E I)

(iii) ) iopE ids,, isto 6, i(p(x)) C .r para todo x E I)'.

Figura •1.1	 Representacao da projecao
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Como (i, p), c uma projecao de D' sobre D, D e isomorfo a inn retrato de D' coin

retracao p o i. E neste sentido que D c mergulhado em D'. Pode-se dizer, entao, que.

MellOS de isomorfismo, I) C

Dizer que D pode ser mergulliado ern D' significa que D' teen uma estrutura rnais

`'ricer" que D e pode representar a estrutura de D. Ou seja, se elementos de D sit()

niapea.dos em D', via i, e recuperados de volta, via p, nenhuma inforinacito sera perdida.

Por outro lido, se Os elementos de D' sao mapeados ern D, via p, e recuperados
novamente, via i, pode ser perdida informacao. 0 que se obt6m de volta, i o p(x),

e uma aproximacäo de x. observe que todo mergulo aqui representado por i, c uma

funcao injetiva e toda projecito, aqui representada por p, c uma	 sobrejetiva.

Ulna maneira usual de representar area projecao (sistema. de projecCies) c dada pela

figura abaixo.

Figura. 4.2 - Diagrama da projecao

4.2.7 Lenla

Seta (i , p) uma projecao de	 sobre D. Entao existe tuna projecao (z. -,p') de

[D' —4 D'] sobre [D	 definida comp segue: para. J . E [D	 e g E [IY

i's (f),iolopep- ( 9 ) = pogo i, vej a figura aba ixo)

P( g) D 

D  

	n DI

D' 

D     

f     

D         

Figura.	 - Diagrama da prova do Lama 4.2.7

a

124



Prova: Dado	 E D' tem-se clue (i • (f ))(s)	 i f (p(x))	 i(ev(f, ,p(x))). EntAo pelas

ProposicOes 3.6.7 e 3.6.8 i • e tuna funcao continua.. De mod() aniilogo se mostra quc p"

e continua. Alem disso,

p* (i* ( f )) =poi olopoi=1* e de mod° anMogo (p* (g)) = g

0

Seja D um dominio. Dana i ll : D	 [D	 Dj e po : [D	 DJ	 D como
segue:

Para, x E D, io(x) = cx : D	 D tal cl ue ex (y) = x para todo y E D. Para cada
f E [I)	 DJ, po( f) = 1(1).

4.2.8 Lerna

0 par (i ll , po) e uma projecito de [D	 Dj sobre D, conhecida comp projeciio can6rtica.

Prowl: Deve-se mostrar clue io e continua. Para isso seja X C D dirigido. Entito

io(Su p A) = Sup„ E x io( X), pela definicilo de Sup no espaco de funcOes
= Sup io(X).

Analogamente, po é continua. Alem dissu,

z o(Pu(I) = jo(f (I))	 CJ(l) C f (.r), porci ne f 6 monotOnica.

Por outro lad°, Pu o io = idD , pois (Pu 0 1 0)( x ) = Po( i o(•)) = Po(Cs) = x.

4.2.9 Definicão: Construcâo de D,,

Seja D um dominio	 Po) a projeciio canOnica (lc [1)	 sobre D. !Mina
Do = D, D„+ 1 = [a,	 a], (i71+1, p,4+1) =	 projeciro de D„ +1 sobre D
definida de (i„, p,,) no Lema 4.2.7. Portanto,
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Po

Do -----' D 1	 D2

Figura 4.4 --- Diagrarna do sistema inverso

isto e., (D, 7 ,I dr, 7E
11 6 urn sistema Myers() de dominios. Finalmentc

Ii in
- (Dn. Pi,).

0

No (pre segue 1) e um dounnio fix(), D r, e	 Sao corn() definidos acinta.

Foi visto, anteriormente. que se calla. Di 6 urn dor-I-Ifni° Do x D 1 x • • • x D„ x • • •

tambern e. pela construciio acima.	 1_1111 (1011111110 e D. C	 Por

isso e feita a seguinte conven;ão:

Se x E D„, entáo x„	 :1:(12),x'	 (x0,.2:1,...) 	 (x„) ,,EIN = (x „).

Considere urn tupla tipica de D„, (x 0 ,3: 1 ,	 ,	 ...). Se for dado „„ entito .r n =
P,,(x „ +i ) determina todos OS a;„ para 71 < 771 poiS 2 77 e obtido do sett vizinho a:„+1

aplicando a. projecito p„. Pond() x„ +1	= in (x„) tent-se 11111a maneira de gerar OS	 n

para. 71 > rn, ina.s nem toda tupla precisa satisfazer esta, condiciro, pois x„ = P,L(x	 )
implicit a nao equivalencia. i.„(x) E x77+1•

Os mergullios	 e as projecOes ( N ) permite se converter I),,, e D	 no out ro.

4.2.10	 Definicao: Mergulhos

(i) Para. 111,71 E IN (lefina i„,„ : D,„	 1)„ corno segue:

{in_i 0 - - • o j, 	 (711 < 71)

idD,,,	 (ill = n)

	

7 .47 0 • • • o p„,_ i 	 ( 711 > 71)

: D„	 D,, e definida por p,, (x) = elni(S))jEIN

(iii) p	 : D„	 D„ e delinida por p „( .17 ) = x„

Para in <	 i,„„ mergulha	 em D„, isto 6, i,„„ : 11,„ C D„. No caso

de se torna 2.f27 (re mergullia D,„ em D„, +1 . Não e (10161 de ver que 1 kn o i„, k C 1ntn c
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i k7I	 ilnk	 711711 se k > min On, n	 .

Observe que enquanto (D„, p„) e urn sistcma inverso, ( D„,i„) e um sisterna direto
lien

ou sistcma de nicrgulho. Assisi, 1)„, 	(1),„i„), isto 6, D,, tamb6m 6 o limite

direto, de (D„,i„). 	 Como um deles determina o outro é indiferente qual deles tomar

para estudar ou construir

A funcao definida acima mapeia urn x E 13, na tupla

Pnoo	 ( i n0( X	 711 ( X )1 i 2( X ) 	 	 )

olliando essa tupla da sua n-esima componente te ► -se

(.	 p„- 2(P(x)), Pli -1( 3! ), 17 , in+ (x),	 „	 )),	 .)

A projecao pool deve rnapear esta tupla de volta para :r,	 cm geral tern-se

P CX,n ( X0 7 X I 7 • • • / x n/ • -) = •/./,

4.2.11 Proposicao

par (p„,„ p„„) e lima. projeciio (on m('rgullio), isto 6,	 D„ em D„ e
projeta Dc.3 em D„.

Prova: e claro que pex, r, o pfloo = idD„• Resta niostrar ( I nc	 o	 idnoo. Como
toda tupla em D,, satisfaz	 = p,„(x„ +1 ) para. todo in. tem-se i„„,(x„) C a,, para
IAA() in. Agora,

Pn:o(Poc•n( X0/ X 1 /	 •	 X rn/ • • -))	 =	 Pnco( X n ) = ( i n0( •r n )/ i 71	 • • • / i lL II1( X 71)1 • • •)

L	 (1x012! 1 • • • Sill • • • )

4.2.12 Proposicito

Se In < n, entiio compondo p„,, coin o mergulho i„,„ :	 C D„ tem-se	 o i„,„ :
D, C D,„ corn	 o? mrl = p„,.

127



Prova: Deve-se checar a igualdade para urn eleinento de D,,,„ por componentes. A

j-esima componente de (p„,, o i,„„(x) e i„;(i,„„(x)) que e igual a i„,j (x), que e a j-6siiria

cornponente de p„,,(x)

A figura abaixo inostra nut cadeia de domfnios e sett 'Unite. Ern linguagem categ6rica,

a igualda.de de pmoo o i„,„ e pno, significa que o diagrama comuta. Cotisidere, agora,

a fungi-to py„,„ o	 que projeta Do„ em D, e torna de volta D,,. Este procedimento

acarreta em perda de informagito. Mas qual e a medida desta perda?

D 	 • • •

to m lmn

Figura 4.5 - Diagrarna da. prova da Proposigao 4.2.12

4.2.13 Proposigao

P7100 P.)071 forma urna cadeia crescente de fungOes de Dc„	 D(,c, tal que

pi. 0 P.01 C P2o3 o Poci2 C • •

POD O Poo() E

Prova: Basta expandir 	 usando a. condigito p(„+,),( J.11) = Pi.(x)

p„,„ 0 Poo„ = (p( „ 4_ 1) ,, 0 i„) 0 (pco( „ +1) 0 i n )	 p ( „ +I)„, 0 1„ 0 p„ 0 p,„(„+1)

0 pco( „ 4. 1)	 p(„+1)„ 0 poo(„+i).

4.2.14 Proposiciio

P(n+1),-,x) 0

A cadeia	 o per„ de fung6es em	 1.),] converge para a. identidade sobre Dee,

isto e, il,7_0p,„_,- 0 poo „, = idpc,.
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Prova: Para todo n, aplicando p„„ o p„„ ao element° (x0 , x i ,...) de Doc gcra uma
tupla coin x„ na suit n-6sima componente. Supremos sao tornados pm coniponentes,
assim idDo„,	 o p„„.	 Considere a direc -ao oposta, U, up,ticu o p„„

Para todo n, desde que p„ e urn inergullio tern-se p„„ o p,„„

0 dot-MI-do, Do° , construido acima satisfaz a propriedade da miniinalidade 110 sen-
tido de que se E e dominio coin mergulho eD„ o i mn	 <D m , entilo existe um tinico
mergulho O : D,, —4 E. Alern disso, esse mergullio se fatora via (I 	 e o p„,x,; ver
[PAU 87].

4 . 2 . 15	 Teo rerna

Dec	 {1}, isto é, Dc.„

(ii) D c, = [D,, —4 D,,]

Prova: (i) Imediato a. partir da canstrucao de D„.

Considcre (I) :	 [D,,	 c I II : [D,„,	 1),,]	 definidas por:
(I) ( x ) 	UL-oPneo ° (P.-(0-1)(3')) ° ficx5n. e 0(f) =	 o p o,+11	 P f PUCCI) •

Para ISSO deve-se mostrar que p„,„ o (p„ ( „ 4_ 0 01) o	 e p(n+0„(p„,„ o f o p„,„) sao
conjuntos dirigidos em D, e [D„	 respectivamente. De fato,

Pnoc,	 (Poo(n+I)(S)) ° Poc,n	 P(714-1),x.	 Pn(n+1) ° (Poc(n+1)(:0) ° P(n+l)n	 Po,(n.-{-1) =
P(71-	 p(n+1)(n+2)(0,,(n-}-1)(x)) ° Poi,(, +1)

P(74.-}-1)(x.	 (P,x,(n+2)(x))	 Poo(n+1)-

p(i+1).(prx,„ 0 .1 0 p„,„,)	 = p(„+,),),,(P(H+1),, 0 ( p .,( ,L+1 ) °.1  0 p (n+1 ) ,, 0 pri(n+1)))
P(a+1)c.‹,(P(n+2)(n+1)(P(x.5(71+1) ° f ° P))
P(71+2)o..-,(P,ND(7,1-1) ° f ° P(7,+1)cd•

Ambos sao cadeias crescentes e consequentemente dirigidos. Portant° tern-se

(1ci,(71+1)(P(m4-1),ti(J))) a	 =
Ui,-01)n,.-K, 	 (p(m+I)(7,+1)(1))	 Pcx:n
p „,... 0 .1 0 p.m.
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Analogarnente, poo(m+1)(`11(f))	 0 l 0 PTIVti•

De mod° Clue

0	 o (I) 0 p(m + i) ,,,, 0 Poo(m+1)qi 0 (I) = --n=0,--(771+1),-K) 	 PcOnt+1)
U°t_0p(n+1)„, o (p,o„, o f 0 p,„,,,)(p,.. 0 f O P C.-Mt ) ° P C•D(1n+ I )

= H—°'7,-,1,01-(m+i)rx, 0 (Poorn 0 prnoo 0 f 0 Poom 0 Pnloo)PD(m+1)
= H	 n	 (f) 0 Poo(m+1) = idp.•—rre'=00771-}-1)co

	o tlf	 tin1,--0 41) O P (m-f-i)x, 0 Ax.,(7n4-1) 	 = ll In=0(P nvx,	 Poc,rn )°

( P00711 0	 0 Pm.) = Li7'11-L=0(P771,ti ° Al.X.011 ° 1) 711,-)0 ° P.X n 711,)

=	 ( LC=uP„tc•D	 f 0 ( 1—C=uPrix ,	 = =
=

	

Como e	 sa. ,o continuos corno compostas de funcOes continuos segue quo Dom,

isomorfo a [D,)	 Deo].

9.2.16 Corotario

As categorias DOM e SDOM possuem lI l objeto reflexly() tanibiln conhecido COMO

objeto universal.

A razao porcine Du, e chamodo objeto universal esti; Ito faro de que todo donnnio

da catcgoria e, agora, subconjunto de	 Desse nrodo tategoria nOM	 SPONI

pode ser vista corno o doi n inio (D,„	 e os	 dominios da categoria corno

subdommio de D,,. Esse ► odo de encarar a categoria DOM (SDOM) se torna particu-

larmente 661 quart& DOM (SDOM) for tornado como iun niodelo	 ciaculo lambda

sem tipo OU wino serniinticas de lOgicas de alto ordem tats cow() as 16gicas catcgdricas,
[LAM 86]. Observe que ern 	 todos os elementos, quer constantes, funcOes, funcOes de

funcOes, etc., tern o mesnro status, isto é, nao existe rum ltierarquia pare os elementos
de Dom„ cies sera() chamados, simple:A-Ileac, de funcionais.
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4.3	 Dominios Como Espacos TopolOgicos

Nesta secao sera dada, explicitamente, a topologia de um dominio e apresentado um

criterio simples para verificar quando uma, f mica() entre dominios e continua. Mostra-se

que a reta, o co ►junto dos mimeros reais, Ili,, corn a topologia usual, 6 liomeomorfa a
um subconjunto de (subespaco) 	 = 11(111.), os elementos totals de R. Isto significa que

contem uma cOpia da, rcta. Este fato sera usado para se obter mais resultados da

topologia de R. E dada, tambem, nesta secao a versáo, para dominios, do Teorerna da
Extensäo de Tietze.

Lembre-se que dado urn dominio, (1), C,«, 1), lima base de U e ulna ordem
parcial, (G, C,<<„ 1), coin primeiro element() 1, nude L3 ("s um conjunto enumera,vel,
f c-completa, corn C e	 induzidas de D. Como inn doniinio 6 um cpo, D esta munido
de uma topologia, - a topolo gia de Scott sobre D que e consistente coin a ordem de D

no sentido de que uma funcáo sobre D e Sup-continua se e somente see Top-continua.
Pretende-se mostrar que a topologia. de Scott, sobre 11111 dominio D, J , tern como base
:76 = {tblb E B). Assim, a base da topologia dc Scott, sobre D, e determinada pela
bast: algCbrica Li de D. Aqui, o nome "algebrico" <"! para deferenciar de base topolOgica.

Como a. funcao b	 b, para. cada b E Li. e bijetiva, a base topolOgica; tambem,
enumeriivel e de urn outro ponto de vista. &termini) a base algebrica.

4.3.1	 Proposicao

Seja (D, C,<<, 1,	 urn dominio com base 13. Ent ;io L3 = fbib E	 ulna, base da
topologia , a topologia de Scott sobre D.

Prova: Basta most rar

J e base dc alguma topologia., sobre D.

fb e urn aberto Scott, para. cada 6 E B.

Para Koval- (I)) e necessario e suficiente provar

(i) x EfbexCyyEfb
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(ii) Sup S E ¶b, S dirigido	 b fl S	 (/).

Para mostrar (i), seja x E T b e x	 y. Entao b<< x e consequentemente b<< y.

Logo, y E ¶ b.	 Para provar (ii) suponha clue Sup S E ¶b. 	 Entijo b <<:: Sup S e

portant° b << s para algum s E S. On seja, S	 b

Para provar (a) usa-se as ProposicOes 3.2.6 e 3.2.7 como criterio de base. Ou seja,
para mostrar que	 base de uma topologia., sobre D, e necessrio e suficiente mostrar

que dados ¶b 1 , ¶b2 E	 existe a C :76 tal que ¶b 1 fl f b, = U ct e alern disso o prOprio D

uma ulna° de membros de 1/4713.

	

Seja, portant° ¶b 1 , f b2 E	 ex E fo l fl ¶b2 . Entito x E	 e x E ¶b2	 x

e G2 <<	 cx	 U G2 <<x	 x,Efcr. Ou seja, para. cada x E fb i fl ¶b2 existe um

cr tal que x E fcx . Logo, tb i n ¶b2 c fez.. Portanto, ¶b1 fl ¶b2 c u{tex ix E fib, fl Tb2}.

Por outro lado, para cada x E th i fl ¶t2 , tc, C fb, n ¶b2 , pois cr 	 b2	 b l E.= cxe

b.2 C cr	C fb, e	 C ¶b2	 fc3; c fb, fl tb2 . Logo, 11 1 n fb, = u„, o ► dc

a = { fcx }. Como B e fc-completo, cr E G e portanto tcx E Jt. Agora, como _LE 8 c

1<<1 tem-se que D = Ulf 1}, rnais precisamente, I) = ¶ 1 e como ¶ IE ,178 , segue

o resultado.

4.3.2	 Coroliirio

Seja run dowinio, (D, C,<<, I), corn base B. Entao, (D,	 urn espaco topol6gico

corn base enumeravel 	 Alern disso, cada aberto de D e uma uniao de abertos da

forma lb, coin b E

q

Desse mod° urn dorniiii0 Mode ser visto, ou como uma estru tura ordcnada (charnado
aqui dominio ordcnado) e neste caso as funcOes admissiveis sit° aquelas Sup-continuos
ou como um espac( topolkico (chamado dontinio to polOyico), oxide as funcOes ad-
missiveis sao aquelas Top-continual. Observe que para todo x, y E I), C y	 y c

Sejam	 D 1 e	 D2 d011111 I los e	 L3 1 uma base algebrica de D I .	 Seja
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f : D i	 D2 continua. Para qualquer x E D i o conjunto {b E S i lt)	 x} 6 di-

rigido e x = Sup{b E B i << al. Como f c cont inua. f (x) = Sup f ({b E Bilb<<x})=

Sup{ f (b)Ib	 x} . Desse modo, f e unicamente determinada pelos seus valores sobre

B . Estas observacOes motiva a seguinte versao do Teorema da Extensa° de Tietze.

4.3.3 TeorelTla

Seja (D, C,<<, 1), urn dominio corn base B i e (D2 , C, 1) urn cpo qualquer. Seja
f : 5 1	 D2 uma funcao monotOnica. Entao existe ulna unica extensao continua,

f : D i —> D2, de f , corn f definida por

f (x) = Sup { f (b)lb	 , oudc b E 1$1

Prova: (a) f 6 beni-definida. De fato,	 =	 E	 x} e dirigido.	 Como f
e nionotonica, entao f (x) = Sup f x) existe, pois D2 6 urn cpo. Alem disso, para
qualquer b E B i tern-se Pb) = Sup .f (lb) = f (b), isto e, f extende f .

f e continua. Corn deft°, suponha que x C y, x, E 	 Entao	 C ly e por
— ,conseguinte f(s) = Sup J (1s) = T. Logo, f e monotOnica.

Seja X C D i dirigido. Como f 6 monotOnica, o conjunto
em D2 e f(x) C 7(Sup X) para qualquer x E X. Portant°,

Sup{f(x)lx E XI C f(Stip X).

Por outro lido,

{7(4 x E	 dirigido

f (Sup X)
	

Sup{ f (b)lb EB i e b << Sup X} (por definicao de f)
Sup{f(b)lb E G i C existe	 E .V tal que b

C	 Sup{ f(x)lx E	 (pois b	 f (b) C f (x)).

Portanto, 7 e continua.

1 6 Unica. Para mostrar isto, suponlia que 	 : D i	D2 e uma outra funcao
continua gue extend( ' f . Entao, y(x) y(Supix) = Sup ya:r) = Sup ./(kx) = 1(x).

0
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Portanto, as funcOes continuos entre dominios sap , essencialmente, aquelas que sao

monotOnicas na base. Emil outras palavras, uma funcao nionotOnica no, base para

ser continua, no espaco todo e precis° que sua extensao seja definida de modo "nä()

natural" em algum ponto que nä° esteja na base, o qua! charnar-se-a ponto lirnitc.

Por exemplo, a funcao f	 7Z definida por

f(x)	
{ x2 , se x E II(Q)

6 ulna, funcao monotOnica na base que nao 6 continua no espo.co todo, 	 Isso so foi

possivel porque f deveria, ser definida, como f (x) = x 2 , tambem, nos pontos de R que

nao estao cm 11(Q). De fato, se xo = [a„!3] corn o,f3 irracionais, mita° xo = Sup{ b E

x	 e por conseguinte f (x 0 ) = sup{ f (b)lb << so} = x 02 . Portanto, f deveria ser

definida como f (x) = x 2 , para todo x E R, para ser continua em R.

Se D 1 6 urn cpo, entao para todo X C D 1 , dirigido, existe xo E D 1 tal que xo =

Sup X. Por outro lad°, se D i 6 urn dominio para calla xo E 1) 1 , o conjunto	 =

E .1.3db	 xo e dirigido c xo = Sup{b E 1.3 1 1b 1 	mide S i e was base de

Em dominios, esta Ultima, igualdade sera, denotado pot . liniko.o b = xo. Como

C D I , X =	 E	 x0} e x 0 = Sup .V, esta nititua igualdade serA denotado
por	 = x0 ou, simplestnente,	 .l 	 xo.

Dodos	 e D2 dominios, f :	 D2 e continua .t^ para todo X C

dirigido, f(X) 6 dirigido em D2 e Sup f (X) = l(Sup X ). Denotando Sup f ( X ) por

f (x), esta equivalencia pods ser expresso, dizendo-se c l ue f 6 continua b para

todo xo E	 f (x) existe e li nk,;—.y0	 f ( x )	 (.ro)•

Esta equivalencia perulite definir a. continuidade (le f num ponto 1 0 E D 1 como segue.

4.3.4 Definicao: Continuidade Local c Global

Sejam	 e D2 dominios. A funcao f :	 D2 diz-se continua no ponto xo E D 1 se

limr, f(x) existe e	 f(s) = f(x0 ). f diz-se continua em D 1 se f 6 continua

em coda ponto de D1.

•

caso contrario,
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9.3.5 Excinplo

A funcão f : R	 7Z, tal que

	

f(x ) =	 x 2 , se x 0 [e.,71

nao e continua no ponto xo = 	 No entanto f e continua nos demais pontos de

R. De fate,	 x2 = (e, 71 2 	f(le,r1) =1. Ern qualquer outro ponto	 E

2:20 	 f(x0). A funcao f definida por

2: 2 	,
f( x ) = S 1

. 	.SC a, -1- 2.0

SC =x0

diz-se definida par mais de urea expressao (no caso duels expressOes). A funcao f

1Z —4 TZ definida pot . f (•) = x 2 , para todo x E R, e definida por uma expressao.

4.3.6 Proposicao

Sejarn D 1 e D2 dominios coin bases L3 e 82, respectivarnente. Seja f : D i	 D2
definida por mais de unia expressao, por exemplo,

f(x)	 f1(x)	 ,
.12(x)	 ,

se 0 xo

SC X = Xo.

Entao f : D 1 —+ 1) 2 6 continua <=> f :	 82 e monotOnica,	 f (x) cxistc e

innr_ ro f (x) = f2 ( • 0 ).	 Ou scja, linlx ,xo f1(x) =lin12._.xo f2(x)

Prova:	 Se f :	 D2 6 continua, entao f 6, em particular, monotOnica sobre
pois f e nionotOnica. Portant° lim . • 0 f l (x) e limx_ xo f2 existem,	 f(x) =

fl(xo) e	 f(x)	 f2(x0). Como linix_zo f(x) e tinico segue clue fi(xo)	 f2(xo)•

() Suponha que f :	 --+ D2 6 nionot6nica, !Mi r, f (x) cxistc e f 1(x ) = .I2(•.0)•
0 unico ponto onde f poderia nao ser continua scria o ponto X = xo, pois Para us
dernais f = f, c lim,._ ro f1 (x) = f(x). No ponto x = xo f 6 Obviamente continua pois
limx,0 f (x) =	 fi(x) = .fi (xo) = f2(x0)•

, se x = [e,r].
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(ii) A fun* f :	 definida por

(i) As func6es —,+,•, / :

monotOnicas em 11(Q) e definidas por

säo funcOes continuos.

uma expressao.

/01 1 , se x << 0
todos os pontos x tais c l ue x	 0, pois f neste conjunto e definido por unia

Unica expressao, qua( seja, f(x) =	 e	 f(x) = f(y)	 1 , se x	 0.	 f

continua nos pontos x tais c l ue x	 0? Seja xo um qualquer desses pontos.

limx_xe (x) = f (x0 ) = 1 =1. Como f e monototiica na base 11(Q) segue clue

f e continua nesse conjunto. Lembrc-se c l ue, por definicao, f(x) = i =1. se

x <<0 e f (0) = -,TL) =1. Logo f c monotOnica no base e e definida por uma Unica

expressOo, qual seja, e portant ° e ulna funcii° continua. Como a composta de

funcOes continuas e continua., qualquer funcito da forma f(x)	 	

onde x E 1 c ao,...,a„,b0,...,b„, E T, cliarnada funcao raczonal, C uma funciio

continua.

se x	 0

De fato, dos são

continuo em

4.3.7 Corolario

Scjam D 1 e D2 dominios corn bases S i c B2, respectivamente. Entdo, f D 1 	 D2 e

continua se f : G 1 ---n D2 c monotOnica e f pode ser definida por uma Unica expressao.

0

4.3.8 Exemplos

Sejam D i ,	 , D„ doininios. 0 produto cartcsiano D i x • • • x D„ tambern 6 urn

dorninio. A funcáo	 projccao, pi : D i x • • • x Di x • • x D„	 D„ definida por

, L ,	 , x„) = x i 6 ulna 1111110 continua.

4.3.9 Proposicao

A funciio f : D	 x • • • x n„, ondc D é um dominio, 6 continua <#. 	 = p, o f

continua.

Prova: () Como cada 7) i 6 continua e J 6 continua, por composicilo f,	 pi 0 f

continua.
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(=) Suponlia clue Of e continua. Entiio para. cada conjunto subbasico 	 em Dr x • • • x

D„, f (U,) e aberto porque	 (Ui ) = f	 t (p .: 1 (tIi )) = (p i o f) -t ( Ui ), ver [DUN 66],

Teorema 83, pag. 79. Logo, f e continua.

Sejam D I e 1)2 dominios coin D2 mu quasi-corpo. Dadas as funcOes f , y : D 1 	 D2

ea E D urn dominio qualquer, pode-se definir sobre o conjunto das funcOes, D 1	 D2,

de D i em D2 , as seguintes operacOcs: para * E {—, +, • • 	 defina-se f *y e a E D

como segue

(f * g)(x)	 f (x) * g(s) para calla E /J1

(af )(x) = a • f (s) para. cada x E D I ea E D.

assi ► , definidas, sobre D I 	 4 1)2 , as operacOes f — g, f + g, f •g e al.

Dado o dominio D, as funcOes .s : D2	 D,s(x,y) = x f y,	 rn :
D, rn(x, y)	 sao ftincOes continuas.

4.3.10 Proposicao

sejam Dr c D2 dominion com f,g E [D I 	 D2]. Entao + g,•	 — 9,J • 9,f/9 e
para. a E D, D do ► inio, sao fu ► cOes contfintas.

Prova: A fu ► cao p : D	 x D2 tal que	 = ( f (x), g(x)) e tuna fun(*) continua
pela. Proposicao 4.3.9. Logo, f ±g = so.72 e continua. For outro lado, a' : D	 D tal
que a-(t) = m(a, e continua. 	 Portant° , a f =	 o f e continua. Tern-se, ta ► bein,
que f • g = na o p, on seja, J. • g e continua.	 Ent particular, se f = a, aye continua
fly= f- (i o g) e portant° continua.
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4.3.11	 Coroliirio

Sejam f,g E [D 1 ---+ 1) 2 ] e a E D, urn dominio qualquer. Dada so E D i , suponha que

f(x) e	 g(x) existem. Entao

[M x ) =
limr_xo (f • g)(x) =

linix,0 ( 9/ )(s) =

lim,_ so • (x)	 g(x)

f( s ))( linir—To 9(s))
hin.—.0 I ( x ) iiin	 )(x) =
iiinx—xo .9( x ) '	 x—x°

a • Iiin„.. x0 f(i)

0

4.3.12	 Corolario

Sejam D 1 e D2 dominios coin D2 urn

quasi-corpo, into é, para. todo f, g, h

.t + g = g +f; f• g = g •f
g) + 1, = f + (y + 11);

g) • It =	 h)

Entao	 D2] tambenr equasi-corpo.	 [D i	 um

D2E [D 1 -4	 os seguintes axiomas sao satisfeitos.

(comutatividade)

(associatividade)
3) 1 + 0 = f; f • 1 = f, onde 0	 D 1	 D2 tal	 = 0,	 todo	 E:	 --+	 que	 para	 x

:	 que	 =	 para	 x1	 D2 tal	 1(x)	 1,	 todo	 E
(cxistencia do element° ncutro)

«0; «1, onde D2 tal	 )(x) = —1(x):	 T ie

• D	 D2 tal que ()(x) =
I	 '	 I	 f	 1(x).

(quasi-inverso)

5 ) f• g +I• h l• + (quasi-distributividade)

Prova: Basta usar as propricdades do quasi-corpo D2 c a.s delinicOes dc	 y, J • g e
I

0

4.3.13 Deliniciio: Objeto Total

Seja D um dominio. Urn objeto E D diz-se total se nao existe n•nnum y E D, y x

tal que x C y. 0 conjunto dos objetos totais do dominio I) sera. denotado por tot(D).
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No caso do dontinio iZ = 	 os totais sap os intervalos degenerados

de reais, isto 6, tot(R)	 {[x , xlix E IR.} U {—oc, +00} E 1R.

visto como urn espaco topolOgico corn a topologia de Scott, J, tarnbem e urn

dominio e contem tot(R) como um subespaco topolOgico, onde cada aberto de tot(R)

e a interseciio de um aberto de TZ coint ot(R), seja Jr essa topologia.

9.3.14 Proposicào

Seja (tot(R), Jr), o espa.co topol6gico dos objetos totals de R., com a topologia induzida.
Então (tot(R), .J) e homeornorro a. IR = lit U 	 — co +	 coin a topologia	 isto
significa que R content unto. cOpia. de IR.

Prova: Dado x E IR, [x, x] 6 um intervalo degencrado. 	 Existe ulna correspondencia
biunivoca entre Os reais e os intervalos degenerados de R.. Ott seja., a funciio 	 : IR
tot(R) tal que k.11 (x) = Sup {y E Rly<<x} é unia. funcao bijetiva. E obvio que	 6 urn
homeomorfismo, pois manda a base da topologia usual de Ill, numa base da topologia
de tot(R). De Foto, kl/((p, (n)	 ([p, p],[q , (I])) , tot(R.) n f[p,	 onde {(p, Op,	 E
6 tima base da topologia usual, e {([p, p], [q, (I ])} e a base de „i.

[q,q1
tot (GI.  

tt   

-CO	 1 + CO

Figura. 4.6 - Dia.granta da prova. da. Proposicão 4.3.14

4.3.15 Corolario

Existe uma bijecao entre as funcOes continuos (le M cut IR e as funcOes continuos de
tot(R.)	 tot(R).
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Prova: Denota-se por	 IR] c [tot(R.	 tot(R)] os conjuntos das funcOes
continuos de lR em 111. e de tot(R.) cm tot(R.), respectivamente. A funcdo	 : [IR --+

[tot(R)	 tot(R..)] dcfinida por 4)(f) = W i o f o (I1 = f', onde 41 é o
hotneornorfisrno da. Proposiciio 4.3.14, acima, e bijetiva. pois 	 e bijetiva e 4) -1 (f) =

f	 'I' a f o	 . Como	 e urn hoineomorfisrno, kl) e 1P -1 sao continuos. Entao f

continua	 e continua, ver figura abaixo.  

f 
fp 

wI 

yo	 y-1

t-P -1° f°    
cl)	 11)

	

tot KR)
f
	tot In

Figura 4.7 - Diagrama da prova da. Corolario 4.2.15

	

A prova, acima mostra que [IR	 homeomorfo a [tot(R)	 tot(R)]

4.3.16 Corolario

(i)11T com a topologia usual e homeomorfo a tot(R.)" com a topologia induzida.

(ii)	 e [tot m (R)	 tor(R)] sao honicomorfos

Ci

De ora em diante tot(R) sera identificado corn IR, tot(R)	 IR e qualquer funcao
continua, de tot(7?) em tot(R) sera identificada com a. correspondente de lit em

Seja D um dorriinio corn base B. 0 Teorema 4.1.8 nos diz que [D 	 * D] tambern
um dominio. Isto significa que toda funcao continua.,	 :	 D, e o limite de urea

sequencia de funcOes continuos de Z3 em B (lembre-se que as funcOes continuos de B em
B sao as funcOes monotOnicas). Em particular toda funcilo continua de 111, ern IP: é o
limite de funcOes continuos de II(Q) em ll(Q). Convencionando que os mitneros racionais
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sao finitamente representaxeis ou de um modo gcral Os elementos de B sao finitamente

representaveis, toda funcao continua dc IR em Hi. e o limite de uma sequencia (l( funciies

1initamente representeiveis. Na Analise Real as funcOes contlintas consideradas "Unitas"

sao os polinOmios. Um teorema classic° na Analise Real, o Teorema de Weierstrass,

afirma que toda funcao continua. de IR ern li e o limite de uma sequencia de polinOmios.

isto sugere que 0 prOximo teorema seja uma versa° em 'Peoria dos Dom iitios do Teorema

de Weierstrass.

4.3.17	 Teorema

Toda funcao cont hina	 11{'" em IR" (.! o lintit,e de ulna seqtRucia de funcOes continuos

finitamente represein vcis, isto C, fini;Oes monotOnicas de 11 	 (Q) cm 117'(Q).

O

Seja p„(x)	 au + a i x + • • • + a„x", onde as, a l , • • • ,a„ E IR e x E IR UM polinOutio

real. Todo polittOntio deste tip ° 6 ulna funcao continua de IR em IR,. De modo awilogo

p(.r) = ao + a	 + • • • +	 onde	 a„ E	 e X E	 uma funcao continua

de R. em R. fq.V)	 01,t i(10, simplesincute, Substituido-se ern p(x), a vaxiavel real x,
p•la variavel noel-v:11:o X, isto e, ir,(x)	 p[X I x]	 tuna notacao paxa essa substituicao.
Ent ao, tambent, Mx)

4.3.18	 1)efinicao: Extensao CanOnica

	

polinOmio intervithir TcV =+ a,	 •+ • • • --1-a„X", X variaxel cm R. c	 ,a„ E

diz-se uma cxt(n.sita cananira do polinOtni ° real p(x) se 1)[x/.\- ] = p(x). p(.\- ) diz-se

tuna extcnsao	 a-cananica se p( X ) << p(x), Inas existe algum coeficiente A i de p(X)

e um a, de p(x) lal (pie A i <<

Por exemplo, a extensao canoiiica do poliannio real p(.r) = 2x + 7T? e 0 polinO ► lio

intervalar p(X) = 2.V + 7 X', para. X E R.. l l Ilia. extensao nit° canOnica scria p( X) =
2X + [3, 4]..V 3 , onde [3, 4] << 7. E claw c l ue toda extensao canOnica e nao-canOnica
de um polinO ► io real 6 tuna funcao continua de R. cut R.. A versa° iiitervalar do

teorema de Weierstrass atir ► a que toda funcao continua	 : R	 e 0 limite de
tuna sequencia de polinOntios intcrvalares M.V) = au + 1 i .A + • • • + a„ X", onde a, E Q



011 (Li E 11(Q).

4.3.19 Teorerna

Toda funcao continua f : IR ----, IR. pode ser extendida conOnicantente a nito-canOnicamente

a urna fun4ii0 continua. f : R —4 R

Prova: Suponha qua f :	 IR e continua.	 Logo .f e o limite de 11111a sequcilcia

de polinOinios reais p„(x), isto e, f =llrll, ti p„, onde pn (x) = C O + aix

ao,	 ,	 E IR. Defina.	 : IN 1 	[R.	 R] (0100 segue:

5 1 (x) =1, para. todo E 7Z., isto é, 1: R —4 R.	 1 (x)	 para. todo x.

a0 + " Ix + • 4- a„ X	 -= /7

1
	 se	 Ill > n

)3„ E	 R], ou seja,	 tuna funcito continua de R cnl R. Alen' disso, 111- fio
111 E

 • • • E P„ E • • •

Ou seja., ( p7i ) sendo cadeia,
supremo f E [R. —0 R], isto
a l X + • • • + a„V" + • • • =
C111 R., Tie e obviamente uma
Os coeficientes and fi, por 	 E

.f.

urn conjunto dirigido C1n [TZ 	 R] a portanto possui
f =	 -fin, on cquivalentemente, f (X ) = co +

a„X n . Ou seja., f existe e 6 uma funcito continua, de R

extensiio continua de f. Sc se substituir alguni a, E

"R tal qua %1, << „ cut ;to extende nao-conOnicarnente

•.3.20 Corolario

Toda tunca.0 coot	 f : IR"'	 pode sat. extendida conOnicarnente e nirto-

canOnicarnente a funco continua 7 :'7?"`	 .

0
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4.3.21 Exemplo

Seja f : lit	 IR definida por f(x) = cr . f 6 ulna funcao continua. Entao F(X) = ex

6 uma funcao continua. de R, em	 que extende canonicamente f. E notavel que se
X E 11(Q), entao p„(X) = 1 + X + • • • + Ti! toma valores ern 11(Q). Ou seja, para

calcular e ir toma-se um A E 1Z. tal que	 r e um p„ tal que p„(X )	 e x . Entao,

p„(A) = 1+ A+• • +	 p„(A) =	 Leinbre-se que A	 siguifica urn
conjunto dirigido de A E R. tal que A <<	 claw que A E 11(Q). Portanto, cada funcao
continua f : 111,	 Ilt e o Mike de uma sequencia de polinOmios p„ : 11(Q)	 11(Q).

14:3
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5 DOMINIOS COMO UMA ALTERNATIVA AO

METODO LINEAR

O objetivo principal fiesta unidade e apresentar argumentos em favor da tese de que

a teoria dos donifnios 6 urn inetodo de aproximcao quo pode ser uma alternativa ao
Metodo Linear Classico. Na Seck) 5.1 e sugerida uma definicao de fun* derivavel em

domlnios. Na Secào 5.2 sera introduzido o conceito de espaco quasi-vetorial, como al-

ternativa "finitaria" para espacos vetoriais classicos. Os conceitos de integrais definida

e indefinida serao apresentados na Secao 5.3. 0 conteudo da Seca° 5.4 6 a generalizacito
do conceito de espaco topolOgico metrizavel de forma a adapta-lo a categoria DONT.
Ainda nesta secito sera apresentado 0 conceit() de sequi'micia convergente cm (101111111os.

Finalmente, na. Secào 5.5, 6 apresentado a possibilidade de se tratar equacOes diferen-
ciais corn a abordagem de do ► inios.

	

Algumas das ideias fiesta unidade	 foram baseados	 nos traballios [SMY Sia],
[SMY 87b], [SMY 90a]. Foram consultados, tain1)61n, os seguintes traballios [LIM 77],

[ANN 79], [DUN 66],[GEL 61], [SIM 67], [130Y 71] e	 67].

5.1 A Estrutura Diferenciavel em DOM

Nesta secào e introduzida uma estrutura diferencial ern DOM, de modo que seja
possivel, nas secOes seguintes, definir-se conceitos como equacOes diferenciais e inte-

grais em dontlnios, assirn como discut it a existencia e unicidade de solucOes para essas
equac-Oes.

A Analise Real Classica usa a estrutura diferenciavel das variedades para fornecer
urn metodo de aproximacao linear, local, para essas variedades. Por exemplo, a va-
riedade z	 + y 2 , em HO, e aproximada, no ponto ( xo, Yo, zo), pela diferencial
df(xo, yo) = 1(x0, yd	 (x0, Yo)(1Y,ds	 onde	 Esta diferencial é o piano

dy

tangente a essa variedade neste ponto. 	 Deste ponto de vista a Analise Real 6 substi-
tuida pela Algebra Linear, a qual 6 urn ramo operacional da matematica, haja visto
que ela e equivalente a Teoria das Nlatrizes. T muito rnais simples trabalhar coin

Algebra Linear quo corn Analise. 0 preco pago por essa substituicao esta no fato
de que os resultados obtidos sáo apenas aproximados do resultado exato. De rnodo
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analogo, ao se introduzir o conceit() de minter° real parcial, criando a estrutura R, esta

se fornecendo	 metodos de aproxirnacao a Ana.Ilse Real Classica. Por exemplo, um

inimero real e aproxiniado poi . urn interval() de extremos racionais, ulna funcito real

f : 111.	 IR. e a,proximado por tuna funciio de II(Q) ern 11(Q), uma variedade, como

z = x 2 + y 2 , e aproximada, localmente, no ponto (tip, yo, z0 ), pelo ponto (X0 , Yo, Z0),

onde X0 , Yo, Z0 E 11(Q) e X0 << so, Yo << yo e Z0 << zo, corn zo = 4+ y(2) , e assim

por diante. 0 metodo finitario dos don-1116os difere do metodo linear em pelo menos
dois pontos. Priineiro ele näo e urn rnetodo algebrico, no sentido de que a estrutura

apresentada por equacOes, was lOgico, pois a estrutura e apresentada por urn conjunto

constituido de cquacOes c inequa.cOes. Urna segunda diferetica esta em que o inetodo
finitario, difercntemente do inetodo linear, fornece tuna teoria representavel finitaria,

no sentido de que cada objeto cm estudo ou e finita ► ente representavel ou e o 'Unite de

ulna seque ► cia de objetos finitame ► te representaveis. Ou seja, o metodo finitario tern
preoctipaciics coniputacionais no sentido moderno do termo, diferentemente do metodo

linear.

Embora a estrutura difere ► cial na.0 seja essencial em DOM e possivel se introduzir

0 conceit() de deri validadc Para funcOes cm DOM.

Nesta sec no e conveniente olhar para. a. categoria. I)OM como o objeto universal,
cujil possibniditde foi justificada na Secito 4.3. E necessario vcr todos os elementos

de llO .11 coin o inesin0 status. Observe que se P' nao e tuna extensao canOnica. de

algunia funcao real f, e possivel transforma-la numa. ('xtensao canOnica substituindo

cada coeficiente nao-real 	 por um real que cle aproxitna. Por exemplo,	 X) =

71.V 2 + 2X e ulna extensao nao-canOnica. Como [e, 7r] << 3, por exemplo, F(X) =
3X 2 + ?X e uma extensao canOnica. de f (x) = 3x 2 + 2x. F e chamada a transformada

ranOnica (1(• F.	 facil %.-er que 1 oda. extensao possui unia transformada canOnica. Seja

:	 I' a f►► cito translOr ► ada, sera de ► otado	 : F	 F a inversa, da

transformada.

Seja • (x) E Dr, tuna. expressao contend() a variavel intervalar .V e p :

tal que p( ( X), ) = ( X )1'. = [Y I X] , onde F[1].V1 denota a substituicao

F de X por Y. (Esta funcao cha.mada substituicao sera, estudada. coin mais &tallies

nos capittdos 6 e 7). For exemplo, p(X 2 + .V,x) = (X 2 + X)[x/X] = x2 x. No que

segue p sera usada para denotar substituicao e 	 a funcao transformada.

•

•
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5.1.1 Proposicao

A funcito de substituicao e uma funcao continua.

Prova: Ibi visto na Proposicao 3.6.7 que a funcao de avaliacâo ev : [ Deo	 DA x

Deo —4 Doe tal que ev( x) f(x) c uma funcao continua. Como [ Deo	 =

Deo , a funcao de avaliacAo pole set . escrita comp ev : Doe x Deo	 Deo tal que

ev(f(x), y) = f(x)y = f[y/X]. Portant() a. substituicao e uma funcao continua.

5.1.2 Proposicao

Seja f E Deo ulna funcao (ICriviivci. A (mica() a :	 tuna funcao continua.

Prowl: De fato, a c tuna {mica() d substit

5.1.3 Proposicao

Seja F uma extensao de alguma fulicao real f	 luticito 3' :
uma tra ► sformada canO ►► ca (h' r suit illversa, respectivomente, Sao funcOes continuos.

Prowl: Anibas sao substituicOes.

O

Se ulna extensao F, de .1 . . j;i 161 . canOilica a tra ► sfor ► ada j é a identidade.

Seja F a. extensao de ulna funcao real derivavel f, cuja derivada e f'. Considere a
seguinte cadcia de transformocOes (substituicOes).

F	 ( X )'1)

	
(.\)	 ( CP---=+ (x 	 f [X / x]	 F

F'(.‘ )

	Entao a co ► posta F ( X	 )	 .V ) 6 lima funcao continua como tuna co ► posicilo
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de funcOes continuas. lsto sugere a definicao de P(X) coin° a derivada de F(X).
Partindo das regras de derivacao para f 6 possivel, usando essa cadeia, gerar regras

analogas, (porque ► iio differ Os mesi ► as regras para. F?) para

5.1.4	 Proposicao

Seja F(X) ulna extensao de algurna funcaO derivavel f. Entao F tambern é derivavel
e sua derivada 6 obtida pelo algoritrno aci ► na

Provo: A cadeia. aciina.

5.1.5	 Exei ► plo

Seja F(X) = [2,4]X 2 + 2X. Entito r(X) = 2 • [2,4]X + 2. De fat().

[2,4]X 2 +	 2X-1-43x2 2x-22-32 3x +	 [2,4].V + 2.

De acordo cone os resultados admit e possivel se dar a seguinte definicao.

5.1.6	 Definiciio: Finicao 1)eriva.vel e Derivada.

Sejai ► D I e D2 dominios corn ulna estrutura de quasi-corpo. Seja F E [Di	 D2].

F diz-se derimivel ou diferenci(ivel no ponto A 0 E D i se	 6 ulna extensao (canOnica
ou nao-canOnica) da fu ► cao f c l ue e derivavel no ponto .ru tal cl ue Xu << x0 e .1' é

continua no ponto x 0 . F diz-se dcriNivel em X C 1) ► se	 derivavel ern cada ponto

de D i .	 F', a dirivada de F, e obtida pelas mesmas regras de derivacao usadas para
otter f' de f porem, trocando f por F.

5.2	 Espacos Vetoriais Computacionais

Motivado na definicao de derivada c tendo eni vista clue ja toff apresenta,do, no capitu lo 2,
o conceit() de quasi-corpo. desenvolve-sc nesta secao o conceit() de espaco (piosi-linear Oil
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espa.co quasi-vetorial, iniciando, assim, talvez, urn ramo da inatematica computacional

que poderia ser denominada algebra linear computacional.

5.2.1 Definicao: Quasi-Corpo

Seja D um dominio munido das operacOes 	 +, •, /, 0 e 1. D diz-se um quasi-corpo se

satisfaz, pa pa todo :r, y, z E D os seguintes axiornas

x+p=--p-Ex;	 x•y=p•x	 (comutatividade)
(y+z)-i-z=x+(y+z);

(x • z) • z = x • (y • z)	 (associatividadc)
x	 0= x; x 1= x	 (exist'ncia de element() neutro

para. a soma e para o produto)
x — x << 0;	 << 1 e (c;	 (existCucia do element° scini-sinietrico)

c do clemento seem-mverso)
(5)	 x • y + x • .1: C	 • (y + z)	 (semi-distributividade)

Se em •1) e (5) a igualdade se verifica. I) diz-se unI corpo.

Urn exemplo de corpo e III e de quasi-corpo e R. Isto mostra que o conceito de
quasi-corpo generaliza o conceit° de corpo.	 Ou seja, um corpo 6 urn caso particular
de quasi-corpo. Lei-nine-se que se x, pEDe a << y, entao x C y. Por isso III e urn
q uasi-corpo.

5.2.2 Delinicao: Espaco Quasi-Linear

Seja (L, C, <<, I) um dominio e suponha que esta munido das operacOcs "—","+"
e "." L diz-se nut cspaco quasi-linear cm espaco q aasi-vctorial sobre o quasi-corpo D
se para todo ir,y,zELe a, 1/ E D cle sat isfaz os seguintes axionlas.

x	 y=p x
	

(comutatividade)

x
	

(associativida(Ie)
a + 0=x	 (existencia ( I C clement° neutro para a soma.)
x — x << 0
	

(existeneia do eleniento semi-sirnetrico
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a • x	 a•y C a • (x	 y)	 (semi-distributividade)
a • x Ox C (a + /9)x	 (semi-distributividade)
(a • 3)x = o ( 3 :)	 (as.sociatividade)

1 • x = x	 exist Cnda de element° neutro para (,) 1)rOtillW1

Se em (4), (5) e (6) se verificam a igualdade L diz-se urn espaco linear ou espaco

velorial sobre D.

5.2.3	 Exeniplo

Deliria 7Z" = {(xi, • • • , xr.)1xi 	 E	 = (X11•••,Xn),Y	 (Y11•••rYn), 0 =
(0,...,0) x C y ,t,• x i E y i (i =	 x << y .#> x i << y i (i =

x	 = (xi + ://1, • • • , x	 ±	 ),	 a • x = (ax i ,	 ax).

(R",	 •,0, 1) e inn espaco quasi-linear sobre 	 Analogamente IR" 6 um

espaco linear sobre IR.

Sejam D l e 02 dominios coin D2 mn espaco quasi-linear sobre algum quasi-corpo

D. Seja	 o espaco das funcOes continuas de D 1 em D2 , onde para
f, g E [D 1 —0 D2 ], f C y <=>	 C 9( x ), .f <<< g <4, f (x) << g(x) para todo
x ED I .	 0: D i	 02	 tal que 0(x)	 = 0 para. todo x E	 1), a. funciio nula..

( f f g)(x) = f (x) f y(x) para todo x E D l , (al )(3 . ) = cl f (x), para a E 1)e

E

([D,	 D2]. F.,,,<<, — ,+.•,0) 6 urn espaco quasi-linear sobre D. Em

particular, [R. 1	"R2] e espaco quasi-linear sobre

Analogamente, [tol.(1) 1 ) --+ tot( /) 2 )] (".! um espaco linear sobre	 Lembre-se clue

em tot( D) a relacao C se torna a igualdade.

5.2.4	 Definicao: Subespaco Quasi-Linear

Seja L um espaco quasi-linear sobre DeS � Q.S diz-se um sub- e space quasi-linear

de L, se

( a) x , E 8 x	 y ESex — yES

F
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(b) a E D,x E S	 E S

onde as operacOes c relacOes sobre S silo induzidas de L.

5.2.5	 Proposicito

Scja L urn espaco quasi-linear c S Hut subcspaco dc L. Entao 8, tarnbern, e urn espaco

quasi-linear.

P rova: imediat a.

5.2.6	 Exempt()

Scja.	 .1)21 o espaco quasi-linear das funciies continuas, onde Dr e _D 2 sao

(10111illiOS corn	 n2 uni quasi-corpo. Seja D C [1) 1	.1)2] o conjunto das funcOes
dcrivaveis de I),	 02. D e Hill subespaco quasi-linear de [D I	1)2], pois se f,
sao dcrivaveis f + q e (tf tambein sao. Portant°, D é, tambem, urn espaco quasi-linear.

5.2.7	 Definicao: Aplicacito Quasi-Linear

Sejam L c L' espacos quasidnicarcs sobre o mesmo quasi-corpo I). Utna aplicacao
:	 L' diz-s• tuna tiplicayio qua.si-/I?( ar se Para todo x, J ELeaC 1), se tent

1 ' ( x )+ 1' (Y) E 7. ( x	 y)

1'(o • :r)=0,T(x)

No caso (lc L' scr 11111 espaco linear sobre tun corpo D e em (i) se verificar a
igualdade, T diz-sc uma aplicayio linear.

5.2.8	 Coroliirio

Sc T : L 	  L' c aplicacilo quasi-linear, entao T(0) 	 0 e T(—x) = —T(x).
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Prova: De fato, T(0) = T(0 • 0) = 0 • T(0) = 0

T(—x) = —1 • T(x) = —r(x)

5.2.9 Exemplo

Seja.m R'n c 'TZ" conto no Exemplo 5.2.3 (i) e a 	 fixo.

T : R"'	 R." tat que T(x) = ax, onde x = (x1,...,x,) é tuna transformacao
quasi-linear. No caso de IlZ", T é tuna aplicacao linear.

A transformacao T : [D i 	D2]	 [D1	 D2] tat que T(f) = f', onde f' é a -

derivada de f e uma transformacao quasi-linear.

)c fato , T (.1. +	 = (.1 +	 =	 + y ' - 1 (f)	 1.(g)

	T(0 I) = (of)' = 0 •	 = a • T(f).

Observe que T(a(f + g)) = (a(f +	 = a ( .f +	 + ay' = aT(f ) + aT(c-j)•

Observe que o conceit° de espaco quasi-linear generaliza o de espaco linear. 0
proximo passo seria definir cornbinacao linear, indepen&ncia linear, base, dimensao,
representacao ma.tricial de tuna aplicacao quasi-linear, etc. No entanto Para nao desviar
do objetivo principal, esses conceitos seri •I° definidos em outra oportunidade.

5.3 Integracao em Dominios

objetivo desta secao e defillir os conccitos de integral definida. e indefinida paxa
funcOes em DOM. Novamente, aqui, DOM sera visto como 0 objeto universal D„).

Seja F E	 derivavel e F' E	 sua derivada. Entao, (F +	 = F', ou seja, F' é a

derivada da classe de funcOes 	 + CIc constante). Designe por [1] essa classe, isto
[F] =	 E	 = C') Desse modo toda funcao de [P] somentc difere de 	 lima

constante. Tome Como representante de [11 aqucla hincao cuja constante que aparece

ua parcela e zero.	 On scja, se 1" e representante (principal) de [11 e C E [F], claim

= F	 c. Desse modo. a.s funcOes derivaveis, de Dex„ que difercin apenas por tuna
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constante serao identificadas. Coro essa identificacao existe uma bijeca- o, 1 : F'	 F,

entre uma funcao derivavel e sua derivada (1(F))' = F. Entâo I :{1),,,„ --+

Do3 1 6 a aplicacâo inversa da derivada.

5.3.1 Proposicao

I e uma, transformac"do quasi-linear.

isto 6, I satisfaz as seguintes propriedades

1(0) = 0

1(F G) = 1(1•+1(G) e consequentemente 1(F+G)	 1(F)-1- 1(C), para todo
F eG corn (1(F))' = F e (1(G))'

(c) 1(oF) = a/(F),a constant(' e (1(F))1

Ou seja, I c uma aplicacao quasi-linear.

Prova: (a) 1(0) = 0, pois 0' = 0

l(F +C)= 11	 L <=> (11 +	 = 11' L'. Poi outro lado, H' = F	 = l(F)

e L' =	 <#. = l(G)11+1,= l(F)+	 = 1(1. ' + G)

1(aF) =	 aF =	 (1(F))' = G' <#. ► l(F) =	 Logo, 1(a!) =
a • WI.

Como 1(F) =	 = F segue que 1(F) E D„, on seja, 6 tuna funcao continua.
Dal decorre imediatamente que I e tuna funcao continua de [D,,
D,,i, pois I e uma substituicao.
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5.3.2	 Definicao:	 Integral Indelinida

Dada f E	 eharna-se pri7nitiva de f on integral indefinida de f, denotado	 a

funcao F E 1),x, tal que F' = .f. A fun(io de primitivacito	 --+ D0. tal que

f 1— ► f féa funcao 1 discutido admit.

Assi ►  a [mica() f : D oc,	 tal c lue f	 if possui as propriedades (a)-(c)

da Proposicao 5.3.1 e é ulna funcao continua.

Seja f E	 e A h A2 E ax) fixos. A partir de j, definida acinia, define-se a

seguinte funcao:

[42

:	 tal que	 f	 (	 f) i2 P(A 2 ) — F(A1).	 .42
.11

, wide	 E [Doo	 D,1 é tal clue	 =f eF6a, reptesentacao principal.

5.3.3	 Exe ► pt()

fir23 :1 1( A: 2 +
	 'V2 + X)0	 3  +

= 1[3,4] — F[2, 31, onde F(,V

[3, ► 1

=_-

[2,31

X3V2
-4- =

3	 2

5.3.4	 Proposiciio

f . "42 6 um 	 funcao bern-definida

. 11.; , 2 (f + g)	 f-FT:11,2 9„. 11(->An (11550, JI:142 6 uma funcao quasi-linear.

'A,
A,

e ulna funcao continua.

Prova:	 (i) Suponl ►a Clue f=gIf	 F(A2) = G(42 ) e F(.4 1 ) = C;(, , 1 1 ) =-=;-
/; (A 2 ) — F(21 1 ) = C ( A 2) — G(A 1 )	 1112 •1 	 g.

A2
(ii)	 uma funcäo quasi-linear. De fato,A
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1
A 2 	 zs A2 ___ 0.	 • 12	 A2

AI 	 = ( I 	— 	 ( of) = (i of) A, =	 j J) A , = ct ( F( /1 2) — F HA)) =

jA :	 ;	 +	 !M= (f(f +	 ' = ( F G) A -2	 IA,2 +A	 fA,A2 g

(iii) f 42 e uma funciio continua.

ev	 t21)e fato, ela e a futicto cle avaliacito f f

q

Se f E [IR 	  III] e a, b E III, entao a. funcito a :	 a	 ulna funcao continua•fa '

e f • E IR. Portant 0. L
b 

f (
,! 

o supremo de mna sequencia de elernentos de R.

5.3.5	 Proposicao

Se f :	 e tuna funs au continua e a, b E	 — Q, entao	
r e

f ,	 f F,
B—

onde F << f e	 «,-7. [R.	 R], A, 13 E 11(Q).

Prova: A << u. 13 << be F<<	 << f f	 1,131	 << f Fazendo A e B
13

convergir Para a c /), wspectivamente, tent-se
B — b•.1

	L fa

Seri! cltatnada Int( gral df finida de F E [TZ. ---* R.] entre A1, A2 E

5.4	 Espacos Metricos, Espacos Quasi-Metricos e Convergencia

Vesta secao sera apresentado a teoria elemental . dos espacos metricos conto tuna mo-

tivacao para. a teoria dos espacos quasi-nietricos, ta ► bem, apresentado nesta secao
Co ► o urea generalizacito de espacos metricos. 	 Sa.be-se que Coda metrica induz tuna
topologia. de Ilausdorlf. A quasi-marica e aquela estrutura que induz a topologia. de

Scott. A topologia de Scott fornece urna. teoria puramente qualitativa ou 16gica, en-
quanto espacos metricos, por out ro lido, fornecc ulna teoria quantitativa. Desse mod°,

a quasi-metrizibilidade de um espaco topolOgico Scott vern suprir esse aspecto (pan-
titativo ausente cut dominios. Out ra vantagem da quasi-utetrizihilidade esta no fato
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de que, nestes espacos, e possivel se definir o conceito de sequencia,, evitando, desse
modo, a necessidade de se recorrer ao conceito de redes ou filt,ros, Os unicos possiveis

em espacos topolOgicos em geral. Aproveitando essas propriedades dos espacos quasi-

metricos sera apresentando o conceito de sequencia convergente e ► i dominios.

A teoria dos espacos metricos e quasi-metricos sera° apresentados sirnultaneaniente.

A razao deste procedimento se justifica porcine espaco quasi-metrico e uma general-

izacao (le espaco metric°, isto 6, toda afirma,cao co ►  respeito a espaco quasi-inetric°

tambern verdacleira para espaco metric°. Como a reciproca e lalsa scrao destacados

aqueles resultados que so valern para espacos metricos.

5.4.1 Definicao: Espaco Quasi-Metrico e Espaco Metrico

Seja X um conjunto nao-vazio. Urna funcao q : X	 , °tide N u+ c o conjunto dos

mimeros reais maiores oil igual a zero, diz-se tuna quasi-mOrica ,oln .e X, se satislaz OS

tres axiomas seguintes.

(a) q(x, x) = 0, para, todo x E X

(I)) q(x,	 q(x ,y)	 q(y , z), para todo x, y, z E X

q ( x ,//) = q (J, x ) = 0	 x = Y

Ulna ► c'trica ou	 dishincia sobre	 6 Hula quasi-metrica 	 satisfaz, al6rn
(a),(1)) e (c) Os Bois axiomas abaixo

q(x , y) = q(y ,	 para todo :r, y E X

(e) q(x , y)	 0	 x = y.

A estrutura (X,g) se X	 e q e tuna quasi-metric-a (Iii-se	 espaco quasi-

metric°, se q e ulna metrica diz-se um espaco natrico. •

(.IZ-St!Seja (L,+,—,•, 0) um espaco linear sobre E. 	 {mica° II	 : 1,	 11Z (I I

ulna not-ma sobre L se

(i) ilxil > 0 e	 = 0	 = 0, para todo ,r	 L

X 11 ) Il x +	 Para todo	 y E L
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( iii ) 11(4 =	 I,•	 para. todo a E IR. e x E L. 0 shubolo "1	 designa o valor

absoluto em IR

A estrutura	 11)e chamada urn espaco linear normado. Dados x, y E

L, defina d(x,y)	 — y11.	 Entao d : L x L —> IR0+ e uma metrica sobre L.

Para ver into basta usar as propriedades da norma. Se L, ern particular, for o	 e

= N/x? + • •	 222, entao (Ilt",d) e urn espaco metric°. Em geral, (L, d)

urn espaco metric°.

5.4.2 Definicáo: Bola Aberta e Conjunto Aberto

Seja (X, q) urn espaco quasi-metrico e r E 1k, r > 0 e a E X. 0 conjunto B(a,r)

E Xlq(x,a) < r} e chamado bola aberla corn cent •o em a e raio 7'. A C .V diz-se
urn conjunto aberto em X se para todo x E A existe r > 0 tal que B(x, r) C A.

5.4.3 Proposicito

Seja (X, q) um espaco quasi-n"..trico. Entao (X, q) satisfaz as seguintes propriedades.

(/) e X säo conjuntos abertos em X.

Se {A i };E/ C	 X	 e tuna	 lafllllla. qualquer de conjuntos abertos de A'. (Ilia°
Uj E /{A i }, tambem, e 11111 conjunto aberto em X.

(iii) Se i1 1 ,	 A„ sap conjuntos abertos em X, entito 	 trunbein, e tllll cul l unto
a.berto cm X.

U

Esta proposicAo nos diz que a. colecao 5 = {A C X1A conjunto aberto cm X}
constitui tuna topologia para X. Essa topologia. diz-se indazida ou yerada pcla quasi-
metrica q. Assim, todo espaco quasi-metrico pole ser visto como urn espaco topologico,
para isso basta. considerar a. topologia gerada pcla quasi-metrica.
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Sejam X e Y espacos quasi-metricos. Ulna, aplicacao f : X 	 Y diz-se continua

no ponto xo E X se para todo E > 0 existe 6 = 6(e) tal que f ( B (so, 6)) C B ( f (x0 ), E).

f é continua em A C X se eta é continua em todo ponto de A. Dizer que f é continua

em xo equivale a dizer que dE > 0 36 = (5(E) tal que q(x , so) < b	 q(f (x), f (x 0 )) < E.

A funcao f : X —+ Y diz-se uniformemente continua se de > 0 36 > 0, Vs, y E

X, q(x , y) < 6	 q( f (s), f (y)) < t . Unto funcao f : X 	 Y, X, Y espacos quasi-
metricos diz-se uma isometria se para toda. x, y E X q(f (s),	 (y)) = q(x , y). f diz-se

ulna contraciio fraca ou nao - expansiva se para todo x,y E X, q( f (x), f (y)) < q(x , y ).

claro que f isometria	 f na.o-expansiva	 f uniformemente continua.

A seguir sao da.dos exernplos importantes de espa.cos metricos e quasi-metricos.

Antes, pore]]], deve-se observar que se X 1 ,	 , X„ sao espacos quasi-metricos ( metricos),
entao	 x	 x X, tainbein, é um espaco quasi-metrico (rnetrico). fade-se &nun-
o conceito de subespaco quasi-rnetrico (metrico) de modo analog° ao definido para

espaco topolOgico.

5.4.4	 Exemplo

Seja. (M, (1) UM espaco metrico e X um conjunto nao-vazio. 	 Seja I3(X, A1)	 f :
X --n AlI f é limitado}. fc limitada se existe k > 0 tal que (1( f (x), f (y )) < k para
todo x, y E X. Usando a desigualdade triangular verifica-se que into e equivalents
seguinte condicao, para a E X fixo.	 > U tal que f (X) C 13(f (a), r).

Dodos f, y E	 B(X, M) defina (f , y) =	 Sup{d(f(x), g(x))1x E	 XI. 0 conjunto
{d( f (x), y(x))11: E XI C Ilt e limitado, (logo tern supremo), pois para a E X fixo,
d( f	 y(x)) 5 d( f(:1:), f (a)) + d( f (a) + y (a)) + d(g (a) , g(x)). A aplicacao	 tuna
metrica cm 13(X, Al). Quando	 E, mn espaco vetorial normado, B(X, Al) tambein

um espaco linear normado, corn II f II = Sup{ II f ( ,r )III .t E .v}. Essa nikrica ('‘ exata-
inente II f - 9 11 . Em particular, o conjunto C([0, 1 1, lit ) das func.Oes continuos de [0, I I

ern 1II é um espaco linear norinado, coal norma. 	 ------- {If(x) 110 <	 < f 1.

Li m espaco topol6gico (X, ) diz-se quasi-metri zavc1 se existe uma quasi-i ► etrica,
q, sobre X tal que a topologia. gerada por q coincide com j. Lembre-se (pie duos
topologias	 e	 coincidem quando os espacos (X, ) e (X, 3') sao homeomorfos.
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5.4.5 Proposicao

Seja	 ) o dominio dos reais parciais, coin j a topologia de Scott sobre 7Z. Existe

uma, quasi-metrica, y, sobre 7Z, tat que a topologia induzida por q coincide corn J .

Prowl: Defina q : 7Z, x 	 1R: como segue

Dados [a, b], [c, d] E 7Z, q( [a , b], [c, d]) =
0	 , se [c,	 C [a, b]

max {c — a, b —	 , caso contrario

q 6 uma quasi-metrica sobre 7Z. De fato, e claro que para, todo x E 7Z, q(x , x) = 0.

Para mostrar a desigualdade triangular, isto é, que q( [a, b][c, .11) < q([a, b], [r, d]) +

	

q([c, d] , [e, f]) sao considerados varios casos. 	 Antes,	 porem, tem-se q([a, b], [c, d]) =

	

max {c — a, b— , q([c, d], [e, f]) = max	 — c, d —	 e q([a, b], [c, f]) = max {e—a, b— f

(a) Suponha que (Ma, 	 [c, d])=c—acq([c, d],	 .11) = c — c.

Se q([a, b], [e, f]) = e — f, entao 	
c

IR

(c — + (e — c) = e — a O.K.

Se q([a, b],[c, f]) = b— f, claim	
6

coin° qUa, b],[c,(11)	 —	 entao c—a> b—d

	Logo, (c — a) + (d — f) > (d — f )	 (b —	 b — f

	(b) Suponha que Ca, b], [c, d])	 b — d	 qgc,	 [c,	 = c — c

Se q ([a , b], [c, f])	 c — a 	 '	 I,	 Ili

(b — d) + ( c — e)	 (c — a) + (c — c)	 — a, pois c— a < b— d porque
q([a, b], [c, d]) = b — d

Se qUa, b], [c, f]) = b— f 	
a	 6	 c	 d	 b	

III

(b — d) + (c — c) > (b — d) + (d — f ) = b	 • pois d —	 — c.

(c) Suponha que q ([ a , b], [c, d]) =b—deq([c, d]. [c, 	 d	 f

(i) Se Ca, b], [e, f]) = e — a, entao (b — d) + (d — f) > (c — a) + (c — c) = e — a, pois
b—d> c—aed— f>c—c.
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(ii) Se q([a b],[, f])	 1) —	 , eta, ao (b — d) + d	 f = b —

(d) Se g([a,b], [c,d]) = 0, q([c, d], [c, f ])	 0 e gaa,b], [e, f]) 7/ ", -nta° q([a, b], [a, d]) +

q([c,d],[e, f]) = 0 + max{e— c,d	 },	 b], [a, f])	 .max	 --- a, b — f}.

Se q( [c,d],[c, f]) = c — c,	 q([a, b], [a, f]) = a — a	 O.K.

Se q([c, d], re, fli = — c c q( [a, b],[e, f]) = b— f , entiio d—f	 c—f, pois q([a, d], [a, .11) =

e — c.

Logo, e —c> d— f b—f,poisb—f < c — a. Suponha que q([c, d], [e, f])=d— I o-

q ([ a , b], [c,f]) = e — a. Entiio, 0 + q ([ a , d], [e, f])	 qUa, b], [ c , f]), pois q([c, d], [c, f])

d— f e portaiito, d— f> c— a> a— a.

Suponha que q([a, b], [a, f])	 b — f , entào 0 d —	 q([a, b], [a., f]). Logo, 0 + d —

b — f , pois d > b.

claro que q(x, y)	 q(y,x) = 0 => x = y e que o conjunto 13(a, v), para a E R, 7 • > 0,

a bola centrada CM a de raio 7 • , 6.	 CO161110,0 al W110 Scott, pois Se X E 13( a,r)

x C y, d(x, y) = 0 e portanto y E 13(a, a). Por outro lado se Sup A E 13(a, a), para .1

dirigido, b E Sup A para bEAe consequentemente A fl 13(a,7) �

Dada uma sequencia (x „) (le urn espaco metric() (M,d) diz-se que ela COnVCr!R

para x E /11, ch a m ado liimte de (x„) e denotado por	 xn	 Oil

se para todo E > 0 existe um indice k tal que para todo 71. > k d(x „, x) <	 1st() a

equivalente a dizer que d(x„, x)	 0, quando n —) Do. E possivel deli nir convergelicia
de sequencia apelando apenas para Os abertos do espaco, pois ern (.'l1, (1) é valida

a seguinte proposicito.	 "(x„) converge para x E M se e somente se todo aberto (lc

cont6rn X contem quase todos Os termos da sequencia, no sentido de que s6 na0 pertence

ao aberto quando inuito inn ntimero flint° de termos da sequencia".

Se (X, q) é um espaco quasi-metrico e tambem um dominio da matematica cum-
putacional define-se limite de unia sequencia de urn modo diferente do convencional.
Essa definicito e baseada no seguinte argumento: [SCO 72a], [CIE SO] pagina 104 dpi.

a seguinte definicao: "tna. sequencia (x„) em X converge para um ponto X E _V

se {	 C X 6 11111 conjunto dirigido e x e 0 supremo Besse conjunto". 0 teorema
1S, pagina 104, [CIE SO] expressa que essa definicao de convergencia coincide coin
a definica0 topolOgica, dada acima, se e somente se .V fOr um reticulado continuo.
Esse teorema ainda 6 valid° se se trocar reticulado continuo por dotninio desde que o

0,
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topo nao-desempenlia netilium papel na sua dernonstracao e urn donnnio se torna inn

reticulado continuo acrescentado-Ihe urn topo. Portant° se torna razoavel a seguinte

definicao.

5.4.6 Definicao: Sequencia Convergente

Seja. I) inn dO11111110. Unlit sequencia em D diz-se converpr para x E D, denotado per
7z—oc,

hm„, x, =	 ou x n 	 x, se {x,} C D e urn conjunto dirigido e x = Suptx,il

Essa definicao vale, em particular, para o espaco quasi-metric() (R, q).

5.4.7 Exemplo

A sequ6ncia ([1 —	 2 + I ]) converge para [1,2], pois ela	 conjunto dirigido de R
cujo supremo e [I .2].	 Portanto	 — ;17, ,2 + n	 [1,2].

Uma seqw-•cia (•„) de um espaco metric() (M, d) diz-se uma sequencia de Cauchy

se para. to(lo	 > 0, existe um ;lichee k tal que se In, n > h entao d(x,„,x„) < E. Urn
espaco metric ' ) (.11,d) (liz-sc complcto se toda sequéncia de Cauchy em Al converge
para	 !mull() de !11.	 m espaco dc Banach (".! um espaco linear normado completo.
Porta.nto	 espaco do Banach (”' um espaco m("Arico.	 0	 e C([a,t],11t) (o espaco
das funcOes continuos de [a,I)] em 	 ) sao Os dois exemplos de espacos de. Banach
mais commis em A nahse. A H ouma en, IR" e dada per 114 = tr;	 • +	 wide

=	 	 r,i)	 IR".	 A Humid de C(k, bJ, IR) e a. norma do Sup visto admit. Nao
existe mien huma perda de generalidade em se estudar C([0, 1], 111.) em vez de C([a, b], IR)
pois esse (1c)is espacos sao homeomorfos.

Os espaco,-;	 Banach sao Os espacos tipicos da Analise Classica. Eles sao sufi-
cientemente ben) comportados para da conta cla maioria das questOes sucitada.s em
Analise.	 satisfaz, conic) sera visto (Tort unamente, o teorema de ponto fixo, con-
hecido co ► o Teorema do Ponta Fixo de Banach, ferramenta fundamental na garantia
de converOncia de processes. As sequencias tlpicas dos espacos de Ballad ' sac aquelas
de Cauchy, as goals sao sempre convergentes para urn 1)01110 do espaco. 	 Se o espaco
de Banach fOr	 pode-se acrescentar (pie todo ponto de llt" 6 o limite de alguma
sequencia. de Cauchy em II '

O leitor ja esta observando que existe urn paralehsmo entre espacos de Banach
em Anahse e em donnnios da matematica computacional. Os dominios sao espacos
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completos, no sentido de que toda sequencia convergente (sequencia dirigida) converge

para urn ponto do espaco. Pode-se dizer, ent'ao, que as sequencias convergentes ein
dominios corresponde as sequencias de Cauchy em espacos de Banach. 	 Alem disso,

todo ponto de urn dorninio e o limite de uma sequencia de pontos do espaco. E poQive1

dizer, ate, que esses pontos pertencern a base do dominio. Desse modo, inn dominio
tern urn comport amento analog° ao espaco de Ballad' 1R". As funcOes (Micas eni

espacos de Banach sao aquelas uniformemente continuos. De fato, somente as funcOes
uniformernente continuos entre esses espacos preservam as sequencias de Cauchy. Por
exemplo, (0,1) (o interval° aberto (0,1)) e urn espaco de Banach, x„ 	 =	 e ulna

sequencia de Cauchy em (0, 1), f : (0,1)	 IR. tal que f (x)	 urea funcilo
continua e f ( 1 ) = 72, ralo e unta sequincia  de Cauchy em IR. Isto so foi possivel
porc i ne f(x)	 nao e uniformemente continua. Por outro lado as funcOes continuos

entre dominios preservam seqd:ncias convergentes. Portant° as funcOes continuos em
dominios se comportam corno aquelas uniformemente continuos em espacos de Banach.

Por fim, toda funcáo continua de urn dominio nele inesino possui mu menor ponto fixo.

Como o criterio para determinar esse menor ponto fixo e continuo, pode-se dizer que

toda funcito continua de urn dominio nele mesmo possui urn nine° ponto fixo. 	 Tudo

isso nos convence do acerto da escollia de dominios corno espacos tipicos da maternatica
rotnput acionai.

No sentido de entender melhor o espaco quasi-metrico R. sera estudado corn mais

detalhe o espaco da.s funcOes continuos de IR em IR. corno urn subespaco de [R. 	
Para isso sera analizado o espaco F = f : [0, 1]	 continua	 C(10, 1], IR).
Antes, porern, far-se-a inn estudo rapido de espacos compactos.

5.4.8 Definicao: Cobertura Aberta e Subcobertura

Seja ( X, ,7) urn espaco topolegico e 	 C J urea colecao de conjuntos abertos de
.V.	 din-se tuna cobertura aberta de X se para coda x E A existe UM A i coin

E A i , isto é, X =	 Lima subcobertura aberta finita de X e um subcolecOo,
finita, de	 que tambern cobre X, into é, X =

5.4.9 Definicâo: Conjunto Compacto

Seja (X, J) um espaco topolegico To. X diz-se urn espaco compact o se toda cobertura
aberta. de X possui unia subcobertura finita. li C A diz-se um subconjunto compact o
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de X, se visto como subespaco e compacto.

No Ilt" Os conjuntos compactor sit° exatamente aqueles que sao fecliados

dos. Toda funcao continua definida num espaco compact° 6 uniforrnemente continua

[LIM 77]. Em espacos de Ballad', ern geral, todo subconjunto fechado de um espaco

compact°, tantbem, e compact° [DUN 66]. FuncOes continuas preservam conjuntos

compactos e toda funcäo continua definida num espaco compact° c limitada [LIM 77].

5.4.10 Proposicao

Todo dontinio D é um espaco compact°.

Prova: Basta ver que D=f 1 e toda cobertura aberta de D content

0

Os conjuntos conipactos de D silo da forma {y E	 y para algum :r E	 =1

x, ou unioes finitas de conjuntos desta forma. Observe que T x. para x E D,

um subconjunto fechado de D, pois os subconjuntos f(!chados de D sa.o da forma.
{yE Dig C x } ou uniOes finitas destes.

Seja F = {f : [0,1]	 IRI f e continua} e f,y E F,a E IR. Entiio, f —g,f+g,of,

o siio funcOes continuas de [0, 1] em IR, isto e, pertencem a F, [1,1:11 77]. Logo F e
unl espaco linear real (sobre lit ). 0 espaco [0, 1] (' urn subconjunto compacto de lit
e portanto qualquer funcao continua f : [0, 1]	 atinge uni maximo em [0. 1],
[LIM 77]. Logo, tens sentido definir-se

= Sup{f(x)lx E [0, 1]}.

I; tacit ver que II	 :	 	  lit, Min .:do (testa mancira c tuna morina.
d( f , g)	 —	 para todo f, g E F, (F, d) ("2 um espaco metrico e consequentemente
F. J) e um espaco topoldgico onde 	 e a topologia induzida pela metrica d.

5.4.11	 Proposiciio

(	 •, 0, II II) e um espaco de Banach.

Sera feita a demonstracao dente resultado con: 0 objetivo de esplorar o conceit° de

convergencia de sequencia de funcOes em espacos metricos completos.



Sejarn (Al, d) um espaco metric() e f„ : X	 tuna sequencia de funcOes de unl

conjunto qualquer X	 em M. Existem pelo menos dual nocOes de convergencia da

sequencia de funcOes (f„). A convergencia pontual e a convergencia uniforme.

5.4.12 Definiciio: Convergencia Pontual

Seja (M, d) em espaco metrico e X urn conjunto qualquer. Uma sequencia de funcOes

f„ : X	 diz-se convergir pontualmente para a funcio f : X	 (viand() para

cada. x E X, a sequencia (Mx), 12 (x),	 , f„(x),...) converge para f(x). Ou seja,

para cada x E X e E > 0 existe n, E(no depende e xo) tal que Sc n > no, entao

d( f„(x), f(1.)) < E. Notacao:	 f„(x)	 f (:r) on f„(x)	 f (x).

5.4.13 Exemplo

A sequencia f„ :	 IR. dada por f„(x) = R, converge pontualmente em lit para a.

funcao nula. De fato, para. cada x fixo, tern-se Inn„._, = 0. Ou formalmente, dado

x E IR. e E > 0, p asta. tomar	 E IN tat que nu > 2-. Entao r1 > no acarreta. L1 <

5.4.14 Definicao: Convergencia Cniforme

A sequencia de aplica.cOes f„ : X	 Al converge ?I nifortnemente para a funcao

f : X -4 Al ern X, quando para cada r > 0, existe	 E IN tal que se 71, > no, entao

d(f„(x), f (x)) < E para todo x E X. On seja., o natural no depende de E, mas nao pode
unif to

depender de x. Notacao: lim„„ j„ = f on 1 7 ,	 f

uni f
E claro que se f,,	 f, entao f„(x)	 ----4 f(x) pontualmente. A reciproca, no

entanto, e falsa. Coll] dam, a sequencia de funcOes f„ : [0, I]	 tal que fn (x) = x"

converge pontualmente para. a funcao f : [0, I] 	  Ift definida por

se 0 < < 1

1
	

Sc x = l.

Mas essa convergencia nao é uniforme ern [0, 1]. De fato, tomando 0 < s < 1 por maior

que seja. 71, e possivet encontrar pontos x E [0, 1] tail quc 1„(x) — f(x) = x n > E. 13asta
tomar x tal quc	 < x < 1. No entanto no intervalo da forma [0, 1 — 6],0 < <

I. lim n , xn = 0, uniformemente. Corn efeito, dado E > 0, como lim„.„(1 — 6)" = 0,

164



sempre existe no E 1N Lai que n > no acarreta (1 — (5) n < E. Portanto, para todo

X E [0, 1 — S] e todo 71 > no teen-se 0 < x n < (1 — 6) n < E.

Coln relacao a sequencias e convergencias pole-se dizer o seguinte: Priineiro obteve-

se o conceito de convergencia de sequencia em 	 Em seguida este conceito foi exten-

dido para sequencia de funcOes de llt em llt. Entao apareceram duas nocOes diferentes

de convergencia: pontual e uniforme. 0 conceito de convergencia em lit se apnea para

qualquer espaco inkrico, ern particular para o espaco metric() (F, +, —, •, 0 ,11	 11), das

funcOes continuos de [0, 1] em IR, denotado, simplesmente, por [[0, 1]	 Que
relacao existe entre a convergencia neste espaco e as convergencias uniforme e pontual,

vistas acirna?. Resposta: 0 conceit() de convergencia uniforme para funcOes de R. em
IR coincide coin 0 conceit() de convergencia no espaco de funcOes. Para ver isto sera
considerada a seguinte proposicao.

5.4.15 Proposicao

Seja. f„ : [0,11	 lit uma sequencia de funciies continuos convergindo uniforrnente
para. f : [0, I]	 —4 lit. Entao para todo n suficienternente grande, Ilf„ — fly e finito c

f„ = f no espaco de funcOes [[0, 1] 	 1R.]. Reciprocamente, Sc 	 f„	 f,

em [[0, 1]	 (ita.° f„	 f em [0, 1]. Alem disso, f : [0, 1]	 Ilt 6 continua.
/171i te

Ou seja, [[0,1] --- Ili] 6 completo.

Prova:	 Basta observar (lc send°	 — fii	 Sup{ If „(x) — f(x)Ilx E [0, 1]), se 11./. —
<	 entito If„(x)—f(x)I < para todo x E [0.1]. Por outro lado, If, 1 (x)— f(x)1 < s,

para. 1.0(10	 E (0,11 acarretaf 71 — 1. 1	 <

Devc-se mostrar, agora, c l ue f e continua para qualquer pont° x E [0, 1].	 Seja.
> 0 dodo.	 Escollie-se tun natural n tal que Ifn (x) — f(x)I <	 para todo x E [0, 1].

lant f t,(1."	 .
Isto 6 possivcl porque f„	 J. Como f„ e continua no panto a, existe b > 0 tal que

— al <	 If„(x) — f (a)1 < s/3.	 Portanto, para todo	 E [0, 1], corn	 — al <
tern-se

If( x ) — POI C If(i) —in(x)1+1.f„(s)—ka)1+1.L(a) 	 < t7 / 3 -F E /3 +4 3 + =

0
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5.4.16 Corolario
	 •

(F,	 —, • , 1, II	 II) e um espaco de Batiach.

Prova: imediata.

Observe que este corokirio e a Proposicao 5.4.11.

No sentido de mostrar que ([0, 1] ---0 11 	 sup ), coin a topologia gerada pela norma

do Sup, e homeomorfo ao subespaco das funcOes continuas de t ot (R.)	 tot(R), corn

a topologia induzida de [R. ----0 R], sera demonstrada a proposiciio abaixo precedida,

de dois lemas.

5.4.17 Leina

Seja ( X , ) um espaco topolOgico corn B C . Entao as duas propriedades de B sito

equivalentes.

B uma base de .

Para cada GEje cada x E existe B E B tal clue xEBC C.

Prova: (i)	 (ii). Seja x E G. Como CEjcBe uma base,G U. B„„ onde cada

„ E G. Portanto existe no minimo urn U ). E G corn x E U or C G.

(ii)	 (i).	 Seja C E J. Para cada x E C, tome Us E B e Ur C G.	 Entao,
U{U,11 . E C).

0

5.4.18 Lema

Sejam (M. d 1 ) e (N, d2 ) espacos metricos e f : M	 N uma funcao continua. Entao
Graf f )	 x, f (x))Ix E	 } , o gralico de f, e homeomorfo a M. Aleut disso, se
6 compacto, Graf (f) tambem 6.

Prova: A funcao p :	 M x N definida por	 (x, f (x)) 6 continua e tern

inversa	 = Pi lGra f ( f ) c l ue tomb6m e continua. Alen-i disso, a propriedade de ser
compacto e urn invariante topolOgico, isto e, se dois espacos sao homeornorfos c um
doles e compacto, entilo 0 outro tambem 6.

O

•
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5.4.19 Proposicao

Seja ([0,1]	 o espaco das funcOes continual corn a topologia do Sup.

Seja V* C [[0, 1]	 IR] como segue:	 para cada aberto V C [0, 1] x Ili., V* = ff E

[[0, 1]	 (f) C Vl. Entao 8 = {1/1• 1 V C [0,1] x IlR e aberto } 6 Ulnuc base de

[[0. 1]

Prova: Primeiro deve-se mostrar que V* e aberto em [[0, 1] 	 11(].

	

Se pr 1 (V)	 [0, 1], entao V' =	 que 6 aberto. Caso contrario, seja f E

Como Graf (f) e uma conjunto compacto, d(Gra f(f), [0, 1] x IR – 1") = r > 0 (para
urna prove deste fato ver [LIM 77], exercicio 8, piigina 215). 	 Logo (I( f, g)	 < r

d[(t, f(1)),(t,g(t))]	 =	 d(f(t),g(1)) < r. Portanto (t,g(t)) E V	 para todo	 t.	 E [0,1].
Consequente ►ente, Graf (f) C V e g E V'. Isto siguifica que f E V' itCarreta

13(f, r) C V. Ou seja, V- 6 aberto.

8 6 uma base de [[0, 1]	 111]. De fato, pelo Lema 5.4.17 6 suficiente mostrar que
para toda bola aherta 13( f, r) de [[0, 1] ---+	 e g E B(f,r) existc um 13'E L3 Lid que
g E	 C B.	 Para isso seja B(f,r) uma tal bola aberta em [[0, 1] ---p Iltl. 	 Entao 0
coiljunto V =	 1(1,g) E [0,1] x 111., d(f(t),y) < r 2 } e aberto cm [0,1] x	 pail f c
d sendo funcOes contInua.s, do (f, id) tambem e, e V = [d o (f,id)])- ► ((—r,r)), onde
(—r, r) e o intervalo aberto, em Ill., centrado cm 0 e raio I% Agora, seja g E V", entao
gra f (g) C V c portant° d(f(t),g(t)) < r/2 para todo t E [0, 1] implicit d(f,g) < 12,
isto 6, g E 13( f,r). Logo, f E V- C 13(f, r).

5.4.20 Corolario

A topologia do Sup de [[0, 1]	 depende ape ► as das topologies dt [0.	 e Ili, was
das metricas part ic ► lares usadas para dC11111 las. Ou seja., se OS espacos compactos

da reta A 1 c	 sao hoi ► eomorfos e	 e 211 2 ta ► bein sao ► urneoinurfos, (Alta°. [K i —4
/11 1 ] e [K2	M2] tambem sao.

q
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5.5 Existeqicia e Unicidade de SolucOes de Equaciies Difer-
enciais

Nesta sec.io sera, apresentado o Teorerna do Ponto Fixo de Balladh e sua aplicacã,o na

garantia de existencia e unicidade de solucOes de equacOes diferenciais. Em seguida

sera apresentado resultado analog° para equacOes diferenciais em domInios.

Seja (M, d) urn espaco metric° e 11I : M	 M uma funcao total. Que condicOes

devem satisfazer (M, d) e T de modo que exista urn unico x E M tal quo T(x) = x?

J a se sabe que se X for urn dominio e IP : X 	 	 for uma funcii° continua entao

existe urn ponto de inicio 1(1- X tal que aplicando	 sucessivamente a 1 se obtem a

sequencia 1, d1 (1), W 2 (1), ...

A monotonicidade de	 forca a sequencia ser tuna cadeia ascendence. A definicao de

limite em dominios fornece x =	 V(1) e a continuidade de 11-1 garante quo

t (x) =	 Wn(1).	 alern disso, x e o menor de todos os elementos que satisfaz

esta condicäo. Como existe urn criterio continuo de determinar x , Erode-se dizer que 3:

e nnico.

No caso do espaco metric°	 , d) nao existe urn ponto de inIcio natural, como I.

Assim deve-se comecar coin inn xo E AI qualquer. Forma-se a sequencia (xn)

wo ,`P ( xo), 111 2 ( x0),• • • `IPTto ), • • •

Esta sequencia deve ter um limite x. Portanto (x„) deve ser ulna sequencia. de Cauchy.

Como toda sequencia desse tipo deve convergir, (M, d) precisa ser urn espaco metric()

completo. Al("mi disso, x„	 x deve implicar	 iIJ(x) = x e x deve ser nnico.

Em resumo: Como deve ser 111 de modo que

(x„) seja ulna sequencia de Cauchy?

111(xn) =	 x7,) = x?

(iii) x seja tinico?

A questäo (iii) 6 respondida pela seguinte proposicao.

0
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(iii) x seja tinico?

A questa° (iii) 6 respondida pela seguinte proposicäo.

5.5.1	 Proposicito

Seja (AI ,d) urn espaco metrico qualquer e 	 : Al	 Al satisfazendo a seguinte

condiciio:
(/(qI(x), kP(y)) < d(x, y),	 sempre que x	 y.	 (1)

Entao se 'P tiver ponto fixo, ele é link°.

Prowl: Se k lf (x) = e kli (y) = ye x	 y, entao

d(x, y) = d( tif (x), kli (y)) < d(x, y),	 t,l)surclo

O

possivel existir espacos metricos onde 	 satisfaca a condic,o (1) acima, c nit()
possui ponto fix() algum . .? 0 seguinte exemplo responde afirmativamente esta questa°.
Seja ( III, (I) 0 espaco metrico da reta usual, onde d(x, y)	 = Ix —	 Seja Al =

i X I • 1. '2, 1 34 	 r„,	 C	 onde x„ Entiio, (Al, d)	 urn espaco metrico, corn
71

a metrica induzida (le	 d). Defina cp : Al —> Al por kl)(37„) = x„ +i •	 satisfaz a
condicilo (1) acima, e no cntanto tP nao possui nenhum ponto fixo. Isto so foi possivel
porque (A1, d) Ili10 e um espaco metrico cornpleto.

5.5.2	 Definicao: Contracito

Seja (Al (1)	 espac° metrico. Unla aplicaciio 	 : Al	 Al diz-se ulna contraoio se
cxiste 0 < k < I tal que d( kli(x), ci(y)) < k • d(x, y) para todo x, y E NI, corn x	 y.

Observando a Proposicao 5.5.1 e esta definicito segue que a unicidade do ponto
fixo é garantida se	 urn contracào. 0 proximo teorema nos diz que nos espacos

,	 .
metricos completos a con(liciio de contracii0 C suficiente para kl) garantir as outras duds
coildicOes.
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5.5.3 Teorema do Ponto Fixo de 13anach

Seja (M, d) urn espaco m6trico completo, xo E M qualquer e 	 : M	 M unia

contracao. Entao, kIJ tem um tinico ponto fixo, qual seja

x = Iim (kr(x0))•
71-* 03

Prova: Primeiro, respondendo a questao (i), acirna, deve-se rnostrar que (x„) =

((li n (xo)) e ulna sequencia de Cauchy, isto 6, para todo E >	 0, existe k	 E IN tal

que m, 71 > k, entao (Ar m , x„) < E.

De fato,

(1(x l , r 2 )	 d(T(x0),t1)(x1))	 k • d(xo,x 1 ), d(x 2 , x 3 ) =	 P (x i ), (li(x2))

<	 k • d(x , x 2 ) < k2d(ro,

Em geral, tern-se d(sm,x,„+1) < k m d(xo, x i ) para todo	 E IN.	 Ent .* se in, 1l E

quaisquer, tent-se

(1(x„„•„) <	 (1 ( x m , r//1	 11L+	 d(X7ri+11 X in+2) + • '	 d(Xm+n- 7 X7,1 + 71 ) 5-

<	 (•'" + km - 1 + • • • + k m+ " -1 )d(xo,	 = k m (1	 k + • • • + k"- )

•	 d( xo, xi) < 
k"'	

d ( X 0, X1).

C01110 itn„.„	 = 0, segue que (x„) c uma sequencia de Cauchy. Se (x„) e de Cauchy e

6 completo, entao (x, 1 ) converge para urn ponto x E PI, isto 6, x =	 x„. Para

responder a questa() (I1), acirna, tern-se, se 	 e uma contracao, entao d( kli (x„), k (x)) <

d(r x). Portanto, hm„, k 1 (x „), 111(x)) <	 d(x„, x) = 0. Logo, lim„„

(1011 (x„), kli(x)) =	 0, isto	 kli(x„) = klf (x).	 Ou seja, lull,, „ kli(x„) =

=	 = kIi(x). A qestao (iii) foi respondida pela Proposicao 5.5.1.

0

Seja f : [to, t 1 ] x 111	 uma funcao. Procura-se por tuna trajetOria. x : [to, ti]

11Z que especifica o valor x(t) para cada t E [to, t i ] de tal modo que satisfaca a equacao

recursiva.
X(1)f(t,x(t))

1 x(to) =	 xo

para um valor especificado xo E IR.

(2)

41
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Nesta equacao a futicao procurada, x(t), e ulna {uncap dela pr6pria, o que e tfpico das

equacCies funcionais recursivas (lembre-se que X(t) =dam, a derivada de x em rela.cao a

t, no ponto t). Isto sugere que se procure o ponto fixo de algtun operador. De fato, na

hipOtese de continuidade pode-se integrar arnbos os membros de (2) para se obter

	

ftto X(s)ds	 ft; f (s, x(s))ds, ou equivalenternente,

	

x(t) — x(to)	 ft° f (s, x(s))ds.

Usando o valor especificado, x(to) = xo, obtem-se finalmente

	

x(t) =xo
+f
 f (s, x(s))ds	 (3)

to

que e uma equacâo de ponto fixo.

Corn eleito, seja [[t 0 , td	 o espaco de Bana.ch das funcOes continuos de
IR. Para ca.da x : [to, L i ]	 III continua, considere 0 operador

IP[rto, td --n IR]	 [[to, d	 IR]	 tal que

vii(x) : [to, td	 IR. é tuna funcao continua. definida por

'F ( x )( t ) = x o	 f f(s,x(s))(1,s.

Desse modo, (3) tent solucäo se e somente se o operador kit tem ponto fixo. Seri:
desejiivel que esse ponto fixo fosse Link°, ou que houvesse urn criterio continuo [mud
escoliher dentre todos os pontos fixos aquele mais conveniente. A prOxima

tent como objetivo encaminhar a solucao deste problema.

5.5.4	 1)efinicito: Condicao de Lipschitz

Diz-se que	 :[t„,td x	 satisfaz uma condiyio de Lip.t:chitz sari' III (pode-se

substituir Ill por can espaco de Bonach ou dominio), aniforritcmcnte corn resptito a t

cm [ts,td se existe um minter° k tal que

If ( I , x) — .f( t , y )1	 k l x — yl, para todo x, y E lit e t E

to
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5.5.5 Teoreina

Seja f : [to, t i ] x	 IR, satisfazendo uma condicao de Lipschitz coin constante k > 0.

Entao, o operador correspondente

'[(to, td	 IR]	 [[to, td	 JR.], como (4), ten um nine° ponto fixo

Prova: Deve-se comparar d(	 kli(y)) corn d(x, y). No calculo que segue I E [to, Id.

( x ), `P	= Su P1 11 ( x )( t )	 41 ( y )( 1 )1 = Su Pli tto (.1. ( 6 ) 1: ( S ))	 1.(SlY(S)))(1H

Sup	 1:o (s, x(s)) — f ( S , y ( 5 ))Ids)

Sup	 ft', klx(s) — y(s)Ids)

Sup(k • d(x,y) • It — top,

pois lx(s) — y(s)1 	 d(x, y) = k(t i — to) • d(x,y).

Para aplicar o teorema do ponto fixo de Ballad' deve-se ter k • (ti

garante que isso acontece. No entanto, existe n > 1 para o quid V'

1)e fato,
I	 1 1 — t o )1" 

d(Tn(s),T"(y)) <
71 !

— t o) < 1. Nada

uma contracito.
Alt

Esta igualdacle pode ser provada por inclncao sobre n. Pode-se escoltu  77., sulicientc

ulente grande, tal que
[k	 — to)]

11
 <

e concluir que	 para este 71, e uma contracäo.

Considere que kr( 111 (x)) = kl)(40 (x)) = AP 	 On seja, kP(x) tamixc lu e um pout() lixo
de 'li n . Como gi n tern um Link° ponto fixo, entao kli(x) =	 Observando c l ue todo
ponto fixo de	 tambeiii 6. de kli" conclui-se a 'nova.

No que segue os problemas acima sao formulados no espaco R dos reais parciais. 0
problema (1), acima, poderia ser formulado como segue: Dado [to, t i ], como acima., seja

Po, P1 E	 tal que Po << to e Pl << ( 1 . Seja, F : [Po, Pi ] x	 'R. tuna funciio

continua, que e uma extensao de f . Seja X :	 P1 1	 R a extensao correspondents
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de x : [to, id	 IR.. Entao, para calla T E [P0 , P1 ], acliar X(T) satisfa.zendo

5 :i(T) = F(T, X (T))
X ( P0 ) = X0 (5)

onde X0 6 um valor definido ern II(Q) que aproxima o valor de xo E IR. A nalogamente

ao caso real, esta equacao pole ser transformada to equacao integral

X(T) = X0 + I F(S, X (S))d.s, 	 <<
Po

Para cada X : [Po, P1 ]	 considere o operador definido por

{[ P0,	 P)o.

tp (X)(T) = Xo	 F(.:'. X (.',1)d.s.	 (6)
L

Desse modo
niostrar que
(pie kl) 6 um
ulna hincao

, a equacao (5) tern solucão se e somente se (6) tern 11111 ponto fixo. Para
(6) teal tinico ponto fixo (o menor determinado por criterio) basta rnostrar
operador continuo. Mas ja foi visto ant criormente c l ue fplo. F(S, X (S))ds
continua como a. soma de uma constante coin ulna funcão continua.
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6 OS NUMEROS REAIS COMO LOGICAS DAS

OBSERVACOES FINITAS

Este capitulo introduz os conccitos fundanientais de linguagem e de lOgicas sobre ulna

linguagem. A introducao desses conceitos visa dar tuna apresentacao rapida de lOgica

classica c intuicionistica. E apresentada, coin urn pouco mais de profundidade, a 16gica

das obscrvacOes fiuiitas, dcnominada de lOgica geont6trica. 0 objetivo principal desse
capitulo, alern de servir de base para o prOximo, e apresentar os mimeros reais conio
tuna teoria logica geometrica.

Na Seca() 6.1 e 6.2 sao apresentados os conceitos de linguagem e interpretacao,
desta.cando os conceitos de interpretacao sintatica e semantic:a. Essa secao e baseacla
nos trabalhos [GOG 77], [G1tA 79], [COIL 65], [111R 84], [3014 87], [MAR 88] e [BUN 76).

A Seca° 6.3 apresenta Os conccitos de I6gica sobre tuna linguagem e sistema dedu-
tivo. Sao apresentadas as lOgicas classica e intuicionistica. Esta secito e baseada nos

trabalhos de [PAU 87], [11E1' 71], [3011 87], [TUR 84], e [END 72].

A Seca.° 6.4 a.presenta a linguagem das assercOcs afirmaveis corn uma motivacao
para 16gica geometrica., como esta ern [VIC S9].

A Seca° 6.5 apresenta os conceitos de frame e lOgica geometrica e e inspirada nos
tra.ba.lhos de [3011 82] e [VIC 89].

Finalmente a Se0.o 6.6 apresenta, os mimeros reais corno lOgica.s geometricas.

G.1 Liiiguagens e InterpretacOes

A toda linguagem esta.o associados Bois elementos basicos, um alfabeto que espcci-
fica quail simbolos serao usados na linguagem c tuna granidtica para caracterizar sua
sintaxe, isto e, para especificar como esses simbolos poclem ser agrupados formando

as expressOes admissiveis da linguagem. 0 que difcrencia tuna linguagern natural de
uma linguagem formal e o fato de que nesta a. gramatica. e especificada precisamente,
enquanto naquela isto nem sempre e possivel.

Seja E um conjunto enumeravel de simbolos, o qual e chamado alfabeto. () con-
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junto de todas as expressOes finitas de elementos de E, incluindo a expressao vazia,

sera denotada por E*. Define-se urria linguagern sobre	 como sendo urn subconjunto

prOprio de E..

Seja E, por exemplo, urn alfabeto constituido pelas letras do alfabeto portugues

acrescentado dos simbolos de pontuacao. Ulna linguagem sobre este alfabeto sao

palavras admissiveis da lingua portuguesa. Enquanto a palavra "casa" pertence a essa

linguagern a palavra "acsa"	 pertence. Na° existe nenliuma razao aparente para
que isso se verifique.

Seguindo essa linha. de exemplo, considere, agora, u in alfabeto cujos simbolos sejam

as palavras admissiveis da lingua portuguesa, isto 6, a linguagern do exemplo anterior,
aqui denominada l a linguagern. Uma linguagem sobre esse alfabeto 6 a prOpria lingua

portuguesa. A expressao "esta casa e Bonita" pertence a essa linguagern, enquanto a

expressäo "6 casa esta Bonita" nao pertence. Devido a° fato de que a calla moment°
estao aparecendo novas palavras na lingua portuguesa pode-se dizer que a 1 4 linguaget it

é infinita enumeravel. E isso 6 inn fenOrneno conium no que cliz respeit.o a linguagens.

Urn fato notavel 6 que a seguncla linguagem tern curb alfabeto a primeira. Diz-se
tambern que a segunda linguagem e ulna metalinguagern. da, primeira.

A lingua portuguesa e chamada urna lingua natural porquc niio existe urn con-
junto finito de regras para dizer quando uma expressilo qualquer e admissive' ou niio.
Desse modo tuna linguagem c dita formal (putrid() existe um conjunto finito de regras
t al que da.do uma palavra admissive' da linguagem C possivel 	 que cla, de fato,
6 admissive'. Como de ora em diante so serao estudadas linguagens formals a ex-
pressao "linguagem" significara linguagent formal.	 rar-se-ii a convencao de que todo
alfabeto, apresentado de ora ern diante cont6111, seta inencito explicita., os simbolos
de pontuacao necessarios para that as a ► biguidades das ex pressOes. Esses simbolos
podem ser virgulas, ponto e virgulas, pontos. par("mteses, etc.

Assi g n, tuna linguagem formal e especifica.da por 11111 par <	 c	 oude	 e um con-
junto contavel de simbolos, denominado alfabeto e g e mu conjunto finito de regras de

derivavio, cujo urn e dizer como os simbolos do alfabeto podem ser agrupados de modo
a formai . expressOes admissiveis da linguagem, denominadas objetos da linguagem. Sc
L e uma linguagem, uma regra de derivacão em 	 pode ser vista como uma funciio
f : L"	 L tal que se x 11 ... ,.L• 11 E L e arida& (f)	 n, entito	 =

•
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pertence a L, corn n E IN. Consequentemente uma linguagem e uma algebra cu-

jas opera.cOes sáo determinadas pelas regras de derivacao.	 Descreve-se uma regra de

derivacao por 	  onde se entende que os objetos do numerador os antecedentes,

dap origem ao do denornidador, o co a suptente.	 No caso n = 0, gera-se um elemento

a, a. partir de urn coiijunto vazio de objetos. Denota-se isso por 	 e diz-se que a e urn

axiom a da linguagem.

6.1.1	 Exempt()

Seja L uma linguagem especificada pelo par < E, g > , onde	 = {zero, succ, plus} e
g e constitulda pelas seguintes regras.

t o 12 

	

t E L:	 :	 ,	 t i ,t 2 E L.
zero	 succ(t)	 (ti plus 12)

Esta linguagem so tens urn axioma, zero. 1st() significa que todos os outros objetos de

L sáo gerados a partir de "zero", atrav6s da.s regras g1,92 e g3 . Exemplos de objetos
de L sao: zero, succ(zero), succ(zero)plus succ(succ(zero)).

6.1.2	 Definicito: prova.

Uma deducdo ou prova do objeto xELe tuna sequkcia finita x 1 , x 2 , . , x„, de
objetos de L, tal que x„ = x e cada x i , 1 < i < 71, e o resultado da aplicacäo de uma
regra de g aos objetos x k , para. A' <

No Exempt() 6.1.1, lima prova de zero plus succ(succ (zero)) e

zero	 )
succ(zero)	 ( ,	 )
succ(succ(zero))	 (2,92)
zero plus succ (succ(zero)) 	 (1, :3, g3 )

Os parkteses do lado direito explicam as regras usadas e Os objetos ein (pie siio
aplicados.

As regras de derivacao em g podem ser vistas como uui calculo ou algoritmo para gerar
Os objetos de L. No exempt() acima o calculo G =	 93} gera a linguagem I. a
partir do axioma "zero".
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6.1.3	 Definicao: Tipo de ()perm;Oes

Urn tipo de o peraciies (signature, em ingles), que denota-se, em gcral, por E, e urn

conjunto de simbolos de funcOes.

E	 {zero, succ, plus} seria urn tipo de operacOes apropriado para os inimeros

naturals. Cada simbolo de funcâo tern associado a die urea aridade clue da o minter°

de argunientos que a funciio representa. No caso acirna a aridade de zero e 0, de succ

6 1 e de plus e 2. Fornialmente a aridade de urn tipo de operacOes 7, e unia funcâo

arid :	 ---+ llN tal que se f E E, arid(f)f ) E IN.

6.1.4	 Definica".0: E.-algebra

Seja E urn tipo de operacOes. Urna	 1g diva 6 urn par (A, E A ) onde:

A 6 um conjunto, (llamado conjunto bdsico

7A 6 um conjunto de funcOes {Li I I f E	 tal que se arid( f) = n, entito fi t 6
ulna funcão de A" em A.

Portant°. uma E-algebra 6 simplesmente tuna interpretacito de urn tipo de operacOes
E. Ela consiste de urn conjunto A e urea interpretacao saw. A de cada simbolo de
funcao	 E	 No sentido de facilitar a notacáo escreve-se A no lugar de (A, E A ), se
isso nao fOr motivo de confunciio.

6.1.5	 Exemplo

Considere o tipo de operacOes 	 = {zero, succ, Pred, plus} coin aridades 0,1,1 c 2,
respectivamente. Entito (IN, E IN ) 6 ulna E-Algebra. onde:

LN e conjunto dos niimeros naturals

E IN 6 dado por:

(a) zero LN e o ntimero zero.
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succ iN : IN	 IN e definida por succ iN (n) = n + 1, onde + 6 a soma usual de

ntimeros naturals.

Pred iN : IN	 definida por Pred iN (0) = 0, Pred iN (n + I) = n.

(d) plus iN : IN x	 IN 6 definida por plus iN (in,n) = rn	 n.

(IN, E IN ) 6 apcnas uma dentre as muitas interpreta.cOes possiveis de E. Urna

outra interpretaciio seria, por exemplo, associar 1 a "zero" e a multiplicacào a plus.

6.1.6	 Exemplo

Uma outra interpretacão do tipo de operacOes anterior seria (77,,E 7z) onde

ZZ 6 o conjunto dos minteros inteiros

Ey, e definida por:

(a) zerow, e o ntimero 0 E 71.

(1)) succ 7/ : 71	 7Z e definida por succw. (n) = n + 1

Pred & :	 7/. 6 definida pot. Predzz(n) = 71 - 1.

plus & :	 x 71	 IL e definida por plu.szz(m,n) = 111 n.

6.1.7	 Exemplo

Seja /NE = { [p, (dip, q E Q, p < q} U {[—oc,+cx.-)],[ ]) o conjunto enumeravel dos
intervalos de inforrnacao.	 Considere o tipo de operacOes E	 {INF, A, V, V}, onde
calla elemento de INF tern aridade 0, A teal aridade 2, V tern aridade 2 e V tern
aridade +oo. (J,	 lima	 -algebra, onde

(i)	 6 a topologia gerada pela base :T B =	 [p, q] [p , q] E INF}, ou seja, j e o
conjunto dos abertos basicos da topologia de R., o dominio dos reais parciais.
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(ii)	 e dada por:

aj E	 para cada a E INF.

:jxj--*J	 que Aj (A,B) = n /3, onde A,B E J.

: J x jj tal que VA/1,13) = A U 13, A, REJeUea opera* de

unlit° binaria sobre J.

:	 E I) 1-4 UiEt A i , que c tuna operacao pois a uniao qualquer de

conjuntos abertos e urn aberto.

Cada tipo de operacOes, E, pode ser visto como o alfabeto de tuna. linguagern.
Neste caso uma E-algebra corresponclente e a chamada algebra de termos para

0 conjunto basico (testa algebra consiste de expressOes de simbolos sobre 	 (-llama-

dos termos, Os quais sao gerados a partir dos axiomas (termos constantes) usando os

simbolos de funcOes em E. Por isso e dada a seguinte definicao.

6.1.8 Definicao: Conjunto dos Termos

Seja Tr, o conjunto dos termos sobre , o menor conjunto de expressOes de E- que
satisfaz.

Se c E E et urn simbolo de constante, entao c E Tr. on seja, tern-se a regra

	 ,c E	 e urn sinibolo de constante.

Se	 c E, tem aridade > 0, e	 ,t, E	 entao f(t	 ,t„) E	 ou seja,
tern-se a regra 	 	 , t„ E Ty],f E	 com arid( f) =

0 mesmo conjunto TE pode ser visto de dois modos diferentes. Urn doles Ty, C a.
sintaxe de uma linguagern cujo alfabeto e E e cujas regras de derivacao sa.o dadas
por (i) e (ii) acima. Neste caso T	 e de natureza puramente sintatica. de modo que,
por exemplo, se t E Tv, a funcao succ(t) recebe como entrada t e devolve SLICCTr (1).

COMO saida. Por outro lado Ty, pode ser visto como unia	 algebra da classe de today

as E-algebras que interpretam o tipo de operacOes	 Neste caso (T,,,E./.„) é um
objeto semantic° c coin° tal ele e capaz de da significado a linguagent T1:. Al Ii mu :10
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semantica aqui e a funcao identidade. Pode-se dizer, tambern, que E pode ser visto

ora comp o alfabeto de uma linguagem, ora. como um tipo de operacOes, scndo neste

caso (TE , > 	 uma das possiveis interpretacOes. Na pratica so se distingue estes dois
pontos de vistas quando for estritamente necessario. Desse modo a expressao "algebra

dos termos" pode sigiriificar qualquer urn desses pontos de vista.

0 papel da. Y'-algebra, dos termos sd e devidamente esclarecido atraves do use do

conceito de E-homontolfismo, funcOes entre Os conjuntos basicos das s-algebras que
preservam a estrutura desses conjuntos irnpostas pelo tipo de operacOes

6.1.9	 Definicao:	 -homomorfismo

Sejam (A, E A ) e (B, EB ) dual	 algebras. Urna funcao h : A	 B diz-se
E-hornomorfisino se para todo f E >, onde arid( f) = n, entao

h(fil(al ) • • • 1(t n))	 fB(h((q),...	 h(a„)).	 (1)

Em particular, h transforma urea constaiite de A m ► na constante de B.

6.1.10 Exemplo

Seja E	 {zero, succ, Fred, plus}, cones no Exemplo 6.1.5. Seja P = {O.

conjunto dos mirneros naturais pares. Seja. E,,	 pur

(a) zeros = 0

(I)) succp : P ---0 P definida por succp(n) = n + 2

	

(c) Predp : P	 P definida por Predp(0) 	 0, Predp(n) = 7/ — 9 , n > 2.

	

((I) plusp : P 2 	 P definida por Plusp(in, it) = na + it.

Entao, (P, p ) e uma E-algebra.

Seja in : IN --) P 11111111.1111Ca0 iujet,iva delinicla pur ill(11)= 2n, para todo 71 E IN. 111

e urn	 -hornomorfisino. Para. mostrar isso e suliciente mostrar que a igualdade (1) se
verifica para todo simbolo de funcito j E E.

Seja zero E E, in(zeroN ) = in(0) = 2 0 = 0 = in(zerop)
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succ E E, n(succN (n)) in(n + 1) = 2 • (n + 1) = 2n + 2

succp(in(n)) = succp(2n) = 2n + 2. Analogamente se mostra para Pred, plus E E.

6.1.1 1	 Proposici-io

Sejam (A, E A ), (B, E B ) e (C, E,) E-algebras quaisquer

A funcao identidade id : A —4 A e urn -homomorfismo.

Se 11,:A—Beh 2 : 13	 sao E-homomorfismos, entäo h 2 o h, : A	 C

e um -homomorlismo.

Prowl: Imediata.

0

Portanto, se E 6 um tipo de operacOes, a classe de toda y as E-algebras con-

stitui tuna categoria, onde os objetos silo as E-algebras e os morfimos sao os E-
homomorfismos. Urn fato importante corn respeito a essa categoria consiste em que a
iilgebra dos termos, Ty, e initial nesta categoria, on seja., tern-se o seguinte resultado.

6.1.12 'korema

Para soda E-algebra (A. E A ) existe um rinico Ito:Immo:4km° i,1 :	 A.

Prova: A prova deste teorema e feita por inducäo sobre a estrutura dos elementos

de I	 Isso 6 possivel !torque a definicao de	 dada. acinia, foi indutiva, isto 6, Ty
foi definida como o menor coujunto de expressOes, sobre E, que content Os simbolos

constantes e que e fechado sob as operacOes da algebra dos termos, ou seja, as fT, para

cada f E E. A natureza indutiva de Tr• fornece urn metodo para derivar propriedades
de termos. Para mostrar que a propriedade P se verifica pant todos os termos em
e suficiente estabelecer:

(i) P se \wit:ea pant todos Os simbolos de constantes em E
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(ii) Assumindo que P se verifica para os termos	 t„, mostra-se que P se verifica

para o termo f (1 1 ,	 , I n ), para cada f E E, coin arid(f)f ) = n, n > O.

Esse metodo e chamado inducao estrutural porque a inducao 6 sobre a estrutura

sintatica dos termos. A propOsito, 6 possfvel se usar inducao para definir uma funcao

g, por exempt°, sobre T. Para isso e suficiente.

Definir o result ado de g apliczdos aos	 conz;tantes.

Definir o resultado de g aplicado a f(ti,...,t„)em termos de g(ti),...,g(t„) para

cada f E E, onde arid(f) = n, n > O.

(a) e (b) pode ser resumido numa Unica. condicao:

Assume-se que se tern a definicao de g nos termos t i ,..., t, e entao define-se a
aplicacao de g a .f 	 para cada f E E corn arid(f) = n,n > 0.

Usando, agora, inducao estrutural e possfvel demonstrar o teorema. Para isso
dove-se most rar:

[xiste Inn homomorfismo de TV em A

tinico.

Para se provar (i) define-se i n usando inducao estrutural sobre T.. 	 Sabe-se quo
cada elemento de T,c da forma f(1.1,...,t„) para alguni f E E, coin arid(f)
Suponlia, por inducao , que foram definidas	 Derma	 (t ..., t„))
coin() send() f,,j(i4(11),	 , i A ( I n )). Desse modo i A esta. deintida para todo element() de
Ty.

Dove-se mostrar (pie 	 assim definida, 6 um homomorlismo. Para isso seja f E E,
coin arid(f) = ra. Entao

= i A (f	 por definiciio de TT
=	 iA(i„)) por definicao de iA.

(ii) Falta mostra que i A 6 Unico.

De fato, ba.sta, rnostra que todo Eimmoinortismo h. de T em A, coincide corn
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Usando inducao estrutural pode-se mostrar que i A (t) = h(t) para todo t E T. Urn

elemento tipico de T, 6 da forma f (t i ,	 , t„), onde f E E, corn arid(f)	 7/. Portant°,

iA(f(ti,..•,	 )) fA(iA(ti),..., i A (t„)) por definicao de iA

( ( 1 1 ), • • • , 11(t„)) por induct-to estrut ural
i ( fT,, (t ,	 , t „)) porque h e 11111 E -hornomorfismo
It( f (t 1 , ..• , 1„)) pela definicao de

Como cada element° de TE da forma f(ti,...,t„) para. algurn f E E, corn arid( f)

•

71, segue que h coincide corn iA.

Vendo Ty; corno a sintaxe de uma linguagern e (A, E A ) como uma interpretacäo ou

dominio senantico, o teorema estabelece que Coda expressão ou termo da linguagem
tern um tinico significado em (A, E A ), ou seja, existe unia Unica, rnaneira de interpretar

a linguagem num don-Ifni° semantic°. Poole-se usar esse teorema para ident their! . e;.mos

em TE . Por exemplo, a E-algebra (IN, E IN ) identifica os termos succ(Pred(zero)) e
succ(zero) pois ilN (succ(Pred(zero)))= i LN (succ(zero)), 1. Em geral, diz-se que tuna

E-algebra (A. EA ) identifica os termos / 1 ,1 2 E TE se e so ►ente se i A (t i ) = iA(t2).

Neste sentido a. Ys -ii.lgebra	 ) 6 a. "menor"na categoria., pois cla faz o menor
nrimero de identificacOes, quid seja, nenlnuna. De fato, fazendo A igual 	 , e aplicando
o teorema, existe um homomorfismo 1 T,, de T, nele mesmo. Como a funcii° identidade
(.” urn E-homornorfismo, entao	 c a identidade, isto C. iT, ; (t i ) = 1, T,.(1 2 ) se e somente
se t i e sintaticamente o mesrno que t2.

Seja C a categoria. da.s E-algebras para. o tipo de operacOes E. Lembre-se qua uma
algebra, /, e inicial em C se e somente se para. qualquer outra. E-algebra J existe
Ulric°	 homomoritsmo de I em ./. Portant°, pelo 'Feorema	 (T,,, El.) e inicial
em C

um E-homomorfismo h : A	 13 diz-se um -isomorfismo se ele e bijetivo. Se
as E-algebras A e B são isomorfas, isto e, se existe uni E-isomorfismo h :

entao A e B nao podem ser distinguido usando E. Ott seja, qualquer assertive cm
termos dos simbolos de funcOes em	 que e verdacleira em A e tan-11)6m verdadeira. em
13 e vice-versa.
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6.1.13 Proposicilo

As E-algebras A e B sao isotnorfas se e sornente se exist,em dots E-bomornorfismos

:A---► Beg;B---+Atalque

It o g = idB

g 0 h = idA

Prova: Suponha que it :A---*Be urn	 -homornorfismo bijetivo. Seja a funcao

y : B	 A definida por
g(b) = a se	 /t(a) = b.

Entao g e uma funcao desde clue para todo b E B existe exatamente um a tal que
h(a) = b. Al6in disso, g e urn E-homornorfistuo porc i ne para todo f E E, corn
arid( f) = n, g(fB(bi,...,b„)) = fA(g(bi),...,g(b„)) pela definicao de g. Por (int,
facil ver que h o g = id B ego/t= idA.

(ii) Inversamente, supon ha que g e h satisfazern as condicOes da proposicao. Mostrando
que it é bijetivo segue que A e B sag isornorfas corno E-algebras.

Suponha que h(a t )	 h(a 2 ). Entao g o It(a t )	 y o /t(a 2 ).	 Como y o It = idA

segue que a i = a2 e portant() It 6 injetiva.

Seja b E B. Defina a como sendo y(b). Entao h(a)	 h o g(b) = b, pots
h o g	 idB . Logo h sobrejetiva.

0

6.1.14	 Corolario

Sejam I t e ], E-algebras iuicia.is na catcgoria C. de today as	 -algebras. Entao 1 1 e
1 2 sao isornorfos.

Prova: Como I t e inicial ern C e /2 é urea. -algebra existe uut dnico	 -homomorfismo
i t : 1, --+ 12. Analogamente, conio /2 e inicial existe um ► ite°	 -hornornorlismo
	  . Como a composta de dots -homomorfismos e um	 -homomortismo,

segue que i 2 oi i :	 II 61.1111	 -homomorfismo. (..!onto id i 1 : 1 1	 tambeni e um
E-homomorfismo pole-se concluir da, inicialidade de I t que i 2 o	 Raciocinando
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de modo analog° se conclui que i, l o i 2 = icllz . Desse modo in e i 2 satisfazem as condicOes

(i) e (ii) da Proposicao 6.1.13 e consequentemente I t e 12 sao isoinorfos.

0 Corolario 6.1.14 nos diz que, ► uma categoria C de E-algebras, a E-algebra
inicial e tinica a menos de isomorfismo. Ou seja, a menos de utna renomiacao de setts
elementos so existe uma s-algebra inicial.

Convenciona-se, para simplificar a. nota.cao, que de ora ent (haute x substituira a
e f(t) substituira f (t i ,	 , t n ), sendo a aridade de f entendida a.

partir do context°.

Existe interesse em s-algebras c l ue podem ser caracterizadas a partir de urn con-

junto de equacOes. Por exemplo, as E-algebras (IN, SIN) c (ILE7Z) satisfazem
equacao Pred(succ(x)) = para. cada x.

Uma equa(ão 6 deterrninada por clots termos qua poden ► conter instancias de
variaveis. A avaliacao de tais termos Emma E-algebra 6 feita coin respeito a atribuicao
de valores a essas variaveis. Ulna	 -algebra satisfa: unta equacão se a avaliacao de
dois termos coincidem corn respeito a toda atribuicao de valores a essas variaveis.

Urea. E-congruencia 6 tuna extensao natural da nocao de relacño de equivalencia
para E-algebras. Ela e simplesmente ulna relacao de equivalencia c l ue preserva a
estrutura induzida por E.

6.1.15	 Definicito:	 -convergencia

Seja (A, E A ) uma E-algebra.. Ulna relacao C sobre A din-se uma	 -congruencia se

C e uma relacao de equivalencia

para todo f E E A , se (a, a') E C, erttao ( (a),	 E C. Denotando por A/C

o conjunto das classes de equivalencia induzidas por C e por [ale tuna classe de
equivalencia, isto 6, [a]e = {a' E AI(a, a') E C}, A/C =	 jela E .4} torna-se
uma E-algebra definindo sobre A/C as aplicacOes por

fitic ( I a l c ) = [.1,t(a)](.
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6.1.16 Proposicilo

(A/C, LA/c) e uma E-algebra

A injecao natural in : A	 A/C definida por

in(a) = [a]c e urn	 -homomorfismo.

Prova: (i) E suficiente mostrar que a definica",o de f Aic, dada acirna, de fato define

ulna funcao. Deve-se mostrar, porta,nto, que o resultado nito depende do particular
representante [a]c escoll ► ido. Seja a' E [(t]c, entao (a', a) E C. Como C e ulna

congruencia segue que ( .1 . (a), f(ci')) E C, ou seja., f(a i ) E- Ll (a )]c.

(ii) Imediato

6.1.17 Exemplo

Seja A .1 ► ria E-algebra. Para t, t' E Tr defines t =A 1' se e somente se i A (t)	 i A(t').

=A 6 u ► a. relacao de equivalencia sobre I	 Akin disso ela e ulna	 -congruencia, pois
se f E E, entao iA(f•,,(t)) = fA(i,► (t)). Portant° se i ► (t)	 entao i A (fT,, (I)) =

isto 6, 1 --=„i 1' implicit fr,:(1)

Pretende-se usar 0 conceito de	 -congruencia, principal ► ente, sobre T.. Se C
tuna E-co ► gruencia diz-se que a E-algebra. A salisfaz C' se i ► (1) = i A (e) se ► pre que
(1, 1') E C. Ou seja, A satisfaz C se e somente se todos os pares de termos que sao
equivalentes corn respeito a C sao identificados (viand° interpretados em A. Seja C(C)
a categoria de todas as 	 -algebras que satisfaze ►  C.

6.1.18 Teorer ► a: I ► icialidade para Congruencia

A E-algebra 1\-/C e inicial na ca.tegoria. C(C).

Prova: (a) Mostra-se-ii. primeiro ( t ile	 E C(C). A injecito in :	 —) 7'•/C
um	 -homornorlisino. Como T, e inicia.l na categoria. de todas as E-algebras ele deve
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coincidir corn iTE /c, pois este 6 tinico. Portanto, seja (t, t') E C. Entao

i TE IC( t )	 [tic = [t']c, pois (t, t') E C

= iTrjc(11)

Seja, agora, A E C(C).	 Defina h. : TE /C	 A por h([i]c) = i 4 (t). Esta, funcao

esta bem definida, pois se 	 E [t]c, entao (t, t') E C e i A (t) =	 A (1') devido ao fato de

que A satisfaz C. Alen' disso, h 6 urn E-homornorfisrno desde que

h ( fTE /c([ t]c )) = h ([f( t )]c) = iA(f(t)) = .f.4(jA(t)) = Li(h([t]c))

Falta mostrar que It e o tinico homornorfismo de TE IC ern A. Para isso seja

: TE /C	 A um outro E-homornorfismo. Defina i/A : TE 	 A por	 h'([1]•).

Entao i'4(JTE(t)) = W(Lf(t)1c)	 It'(f7wc(t))	 f 4 (11 1 ([t]c))	 fA ( i 1 (1)). Portanto i, r 6
um E-homomorlismo. Entretanto TE e inicial na categoria de Codas as E-algebras o

que implica que i A deve coincidir corn / A . Segue que INtle) = i A (t) = i A (t)	 1([I]c),

isto 6, h' coincide corn h.

Observe que este teorenta e tuna generalizacito do Teorema 6.1.12. Para obter este
teoreina Basta tornar a E-congruencia trivial, a identidade, que nao iguala nenhum
termo.

Seja X urn conjunto de variaveis. Usa-se x, x i , x 2 , ... para indicar qualquer ele-

ment° de X.	 E possivcl extender qualquer tipo de operacOes E a urn novo tipo de
operacCies E(X), que tern todos os simbolos de funcao de > e, alem disso, calla

6 um simbolo de funcao de E(X), de aridade U. A notacao E(X) tern corno objc-

tivo enfatizar que as novas constantes desempenharao um papel especial no que segue.
Usa-se, tambem, a notacao TE (X) para denotar a algebra dos termos para 0 tipo
de operacOes E(X). Os termos de TE estao tambern em TE (X). De ora em diante,
qualquer referencia a terrnos, ou mais precisamente a E-termos, pretende-se
car elementos de	 os quais, tambem, sac, chamados tcyntos fechados, pois eles nao
contem variaveis. Os elementos de TE (X) sao chamados termos abertos.

EquacOes, agora, sao sirnplesinente pares de elementos da algebra. dos termos
Tv(.V). Por exemplo,	 {zero, succ, lied, plus} ent:to, Pred(succ(x)),succ(Pred1.0)
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e x sao termos de TE (X) se x E X. A algebra T.•(X) tern tuna significancia analoga a

Seja A tuna E-algebra. Uma. A - atribuicilo para X e tuna futicao p A : X	 A.

Assim pA associa a cada variavel x E X urn element° p A (.r) E A.

6.1.19 Teorema

Seja A uma -algebra e pA uma A-atribuicao para X. Entao existe um tinico
homomorfismo h A : TE (X)	 A tal que h A (a) = p. (x).

Prova: A prova deste teorema e analog° a do Teorema 6.1.12.

Defina	 por inducao estrutural sobre os termos em

(a) Se l E ..V seja 11 .4 (0 = pA(t)

(I)) Caso contrario t tem a forma f(I) para. f E E. Neste caso seja It A (f(t)) =

fA ( I I A (I)). Entao h A esta definida para todo termo de T,(X). A prova de que hA
e um E( X )-homornorfisrno e analog() a prova de que i .4 e um -homomorfismo
do Teorema 6.1.12.

Seja	 : 'FOX)	 A inn outro E(.V)-hoinomorfismo que coincide con: p A em
.V. Pretende-se mostrar, por inducao estrutural, sobre t, que It(t)	 para. todo
/

t E X.	 Entao It(t) e It/(1) coincidem corn pA(t).

Caso cont rario I tern a forma f(r) para algum f E E. Portant°

f (I' ))	 =	 pois It e E-hontomorfismo
= I A (/1/(e)) por inducao estrutural
=	 ( f (I' )) pois II.' e E-homeinoilismo

0
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Observe que, mais uma vez, este teorema pode ser visto como uma generalizacao

do Teorema 6.1.12. Ele pode ser obtido fazendo-se X = 	 A essencia do teorema

acima pode ser expresso dizendo-se que todo E-termo corn variavel pode ser avaliado
ou interpretado de modo Unico nurna E-algebra A, se cada variavel esta associada a

urn element° de A. Por abuso de notacao denota-se o E-homornorfismo do teorerna

anterior por pA . Observe que pA quando aplicado aos elementos de TE coincide corn iA.
Esta notacao para A-atribuicao nos permite definir, de modo natural substituicao em

termos. lima substituivio e uma Tr(X)-atribuicao, isto 6, era associa a cada variavel

em X um termo em Tr(X). Escreve-se t p para denotar a substituicao p no termo
e chama-se uma instanciaciio de t. A rigor 11111a instanciacao deveria ser escrito

como pTa( x ) , rnas por conve ► iencia oinite-se o subscrito. Alein sisso para satisfazer a
natureza sintatica de substituicOes escreve-se t ens lugar de p(t). No que segue e usada
a notacao mais comum, quid sea, t[t.' I ad, para. indica'. que I e substituido por t' em t.

Se cada p(2.) 6 urn termo fechado, into 6, um element° de	 entao p 6 chamada ulna

substituivio fechado e t p ulna instauciavio fechado de

6.1.20 Proposicao: 0 Lerna da Substituicao

Para toda A-atribuicao pA e toda substituicao p, a Unica extensao da A-atribuicao
p A o p para Tv(X) 6 dada pela funcao h(t) = p(t,,).

Prova: Este lema estabelece que ou se pode fazer a substituicao primeiro ern t e ern
seguida avaliar segundo p A on primeiro avaliar ern A os termos a ser substituidos e
entao avaliar t Segundo esta atribuicao modificada.

A f mica° h 6 obviamente tun -homomortismo e era coincide coin a A-atribuicao p A op
nits variziveis. De acordo coin o Teorema 6.1.19 existe um Unice. -homomorlismo corn
essa caracteristica e portanto h coincide coin p A 0 p como	 -hornomorfismo.

U

Esse lema pode ser aplicado, em particular, para o caso quando a A-atribuicao 6
uma substituicao. Neste caso tern-se que t(p o p')	 (tp1)p.

E possivel, agora, definir o que significa uma algebra satisfazer urn conjunto de
equacOes . Para t, t' E Tr(X) escreve-se =A se para toda A-atribuicao pA , p A (t) =

p A (C). Quando aplicado aos elenientos de TE (X) isto coincide corn a definicao dada
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no Exempt() 6.1.1 7. Unia 	 -equacao e um par de termos (t, 1') coin 1,1' E Tv( X ).

Escreve-se esse par na forma t	 t'.

	Urna retacao	 sobre TE (X) satisfaz um conjunto de equacOes E se para toda

equacão (t, t') E E tern-se (t, t') E R. Urna algebra satisfaz urn conjunto de equacOes E

se a relacao =A satisfa.z E, into 6, para. toda. 	 equacilo (t,1') E E c toda A-atribuicao

p A , tern-se p,4 (t) = p A(1').

6.2	 -estruturas

Os resultados obtidos para E-algebras podcin set . generalizadas, permitindo-se relitcOes
sobre TE, diferentcs da igualdade. Por isso e feita a distribuicilo entre terino c formula.

Enquanto termos sao expressOes envolvendo operacOes (le 	 , lima fOrrnula 6 aura ex-
pressao onde a.parecc uma rela.cao corn parando termos. Os objetos sein'auticos corre-
spondentes sao	 -estruturas, (plc gencralizam 	 tipico alfabeto a ser
considera.do e da, forma.

	:(-V )	 11,1.2. • •	 U 1, 112,-	 ,P1.1 ,2• • • • ,-, A, V,	 V},

onde

X=

.11 f2	 -

/1 1 / R2,
m, P2/ • • •

} 6 I1111 conjunto C011taVel de VarlaVelS

sao SI1111)010S de 1. 1111COeS 11[10 16gicas
sao simbolos de relacOes
silo Os simbolos de prop(,ic6e5 at Onncas uu predicados atOmicos.

A, V,	 tom, J, V silo as operacOes 16gicas.

Deve figurar, tamb6m, em	 os simholos de pout nacao que nao serao explici-
tados.

Una	 -estrutura d um par D, E D ), undo

(I) D e 11111 conjunto 11a0-VaZIO ChaIllad0 C011 .1111110 1);ISICO

(ii) ED 6 urn conjunto de funcOes e rela.cOes onde se f E E e tun simbolo de funcito
de aridade 71, (ail() fp : D"	 D, se It E	 c urn simbolo de relacao de aridade
n, entao R1 6 urn subconjunto de D".
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6.2.1	 EXelil plo

Considere o tipo de operacOes 	 = {zero, um, plus, igual,	 Seja = IN a. igualdade
usual sobre os naturals, div a relacäo "divide" sobre IN, plus iN a (*mica° soma sobre os

naturals, zero e um LN , o zero e o urn naturals. Enttio

, onde + IN , °IN , 1 1N , 'IN , thv IN	 uma -estrut ura.

A teoria das -estruturas pode ser desenvolvida de modo analog° a teoria das E-
algebras, corn as modificacOes Obvias. Essas modificacOes sao as que levarn ern costa os
simbolos de rclacOes. Por exemplo, E-estrutura homomorfisrno 6. urn -homomorfismo

que preserva. as estruturas extras de relacOes.

Sejam (D i , E DI ) e (/),,	 ) 2-estruturas. Ulna. funcito It : D I ---n D2 6 ulna
E-estrutura homontorfismo se:

Para. cada f E E,	 itridade 0 , 11 (.h), ( d I, • • • ' 4))	 ,h(c1„)), onde
	 d„ E

Se (d i ,	 , (in) E RD, onde	 E E c urn sfinbolo de rela.ciio de aridade 71, então

( h ( di) 	  h(d.)) E RD-2-

Uma	 -estrutura isomodi,mo e lima. -estrutura homomortismo que e bijetivo.

6.2.2 Proposicäo

Seja (D, ED ) ulna	 -estrus ura. c Pt) uma. D-atribuicao para, X, entii,o existe Ills iiuicu
E-estrutura hornornorfisino hp : L	 I) tal que hp(x) = pp(x) para toclo x E X,
onde L 6 a linguagern gerada polo E-calculo.

Prowl: 1.: tuna extensáo irnecliata do Teorerna 6.1.12.
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0 ► omomorfismo da	 -estrutura, hp, desta proposicao coincide coin aquele dado

no Teorema 6.1.12 quando a	 -estrutura 6 si ► plesinente tuna E-algebra. Se X =

existe urn tinico homomorfismo da -estrutura L em D. Caso contrario, isto 6, X

pode existir uma infinidades de tais homornorfismo.

l)esse modo as linguagens a ser consideradas se caracterizam como segue:

Um alfabeto E(.10, como acima.

A granuitica e constitufda de regras para gerar L, os quais sac) divididos em duas
categorias sintaticas: termos e formulas.

0 conjunto dos termos e gerado pelo seguinte calculo:

(i)	 E X, (ii) u, a 6 um termo atOmico ou constante,

R t i,••••
t
tur 

nude t i 	 , t„ sao termos e f EE ternaridade ii.

O conjunto Form( L), das fOri ► tdas da lirguagenr L e gerado pelo seguinte calculo:

14'; ' . . .	 para todo sImbolo de relacao	 f? E E e todo t E

7, , para todo predicado atOmico

(1'.3)     Lk ,;3       
Ho) , (on i i)' (ovf3) ,	(o<,3)' (3xo)' (Vio)'

para todo o„3 E Form(L), para. todo E V.

Regras de iguaidade:

f r''	 I E	 	  t t E Tv, 	  t, t', t" E T.=

	  para todo f E E, de aridade n,	 (Substituicao)

E Tr

	  para. toda substituicio p	 (Instanciacao)

r=-r,
para toda, equacao (t, t') E E.	 (EquacOes)
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Regras da desigualdade <:

t E 1 E; 
t<t' ts<t” 

/,	 t"E	
t<t' t'<t 

i<t t t„ t, t' E

t<ii 
po< f( e ) para todo f E E.

t p=t p 
para Coda substituicao p

1 

(Substituicao)

( 1 ns t anci acao)

Se x E X, define-se por recursiio o que significa unia variavel ocorre livre nunia
fOrtnula a E Form(L) coino segue.

Para a atOrnica, x ocorre !sere em a se x ocorre ern a.

x ocorre livre em a A .3,a V 3, a	 13 e a 4=> /3 se x ocorre livre em a ou

x ocorre livrc ell! (--,a) se x ocorre livre em a.

y ocorre livre cut V.ro uu 3.ca se y ocorre livre cm a e y	 x.

Denota-se por Ft ; (a) o contunto das variaveis livres de a. Uma sentence pode ser
definida COMO aura 161'111111a st nt variaveis livres. Ulna formula corn variaveis livres
e tamb6m chamada formula alxrta, caso contrario ela pode ser charnada formula
fechada. Se as variaveis	 sao variaveis livres ern a, isso pode ser indicado
por a(xl,...,x„). Observe que o conceito de variavel liyada, urna variavel que nao
livre, c um conceito relat ivo a um quantificador. Por isso nunia fOrinula uma variavel
pode ser livre e ligada, simult ineamentre. Pot' exemplo, na formula

(1 E Vy( > y A Vx(a(x)	 a(y)) A 11(x,y)),

x ocorre livre ern a, bras relativo a Vx,x e ligada. 	 Ou seja. x ocorre ligada na sub-
fOrmula Vx(a(x)	 a(y)). Por out ro lado, y nao ocorre livre ern a. Neste caso diz-se
quo y liyada em a. Se x c uma variavel ligada em a, o nome "x" da variavel nao
importante, e o (pie se chama variavel muda. Ou seja, pode-se troca-la na fOrmula sear
alterar seu "significado". Por exemplo, seja a fOrmula a E Vx(x = 2y A sen 2 x cos2x =

Trocando a variavel 	 por	 C.111 a, indicado por a[z/x], a fOrmula resultante.

o[:/x] 7-21	 = 2y A scrt 2 z 	 cos 2 z. =

nao altera seu significado. Observe ( L uc x nao poderia ser trocado por y, em a, sem

alterar o seu significado. pois a expressao a [y x] E Vy(.7: = 2y A sen'y	 cos y) c Ulna.
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sentenca falsa no dominio (IN, -I-, <) dos naturais, enquanto a expressao original, sendo
tuna fOrmula seu valor verdade depende de ulna interpretacao. Ou seja, ela e apetias

possivel de tornar urn valor verdade. isto ocorrett porque quando da substituicao da

variavel x por y, a variavel y que era antes livre foi ligada pelo operador Vy. Neste caso

diz-se que x nao é substitnivel por y. Observe que na formula original a, y e substituivel

poi: I Nis

	

a[t/y]	 Vx(x = 21 A sen 2 x cos2 x = 1) tens o mesmo significado clue a

6.2.3	 1)efinicão:	 Satisfatibilidade

Seja L urea linguagem e a E Form(L). Diz-se c lue a c sat i.,:fativel ou verdadeira na
interpretacao I	 (D, E D ) para a atribuicao de variaveis a, cuja notacao e I p, a, se
sao satisfeitas as seguintes condicOes:

Se a e ulna fOrmula	 entao / H u a se e somente se

(v.(xi),...,v„(x)) E '1D , onde va : 7 5 (X)	 D e a extensao de a em T(.V),
garautida pelo Teorema 6.1.9

Se a	 ax,3(x), entao

a se e somente se existed E D tal que ,13[(11 J . ] c verdadeira, onde /3[d/x]
simplifica /3[d/a(x)]

Se a	 Vx13(x)entao I H o a se e somente se para todo d E D, (3[d% x] e verdadeira.

I H a a A /3 se e somente se / H„ e I

1 H u a V 13 se e somente se I	 a ou I

I H a ,3 se e somente se qua	 a entao 1 H

I H, a <#> /3 se e somente se / = a a	 /3 e / H a /3	 o

1 H u (—a) se e sornente se I tic, a, isto e, nap e o caso (lc I Hi a.

6.2.4	 Definicäo: Modelo

Quando I H, a diz-se clue o par (/, va ) e mu modelo para a formula a. Um model°
para o conjunto h de formulas e um par (I, va ) (ie e modelo para cada. a E r. Neste
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caso a notaciio e I ka

Observe que so se pole caracterizar urn modelo por um par (I, va ), pois pode

acontecer que (I, va ) seja um model() para a e para uma outra atribuicao a' :	 --+

nao seja model() para a. Considere, po • exemplo, uma linguagem onde a

interpretacao seja	 <). Considerc a atribuicao a : X ---+ IN tal que se x i E X =

entao a(x i )	 i. A fOrmula x i < xi+ , 6 verdadeira ern IN, para essa

atribuicao , isto 6, (IN, <) H, x i <	 pois i < 1	 1 para. 2 = 1,2, .... No entanto
para a atribuicao a'(r) i ) = I	 para todo	 E X, tern-se (IN, <)	 <	 1st° so

acontece porque a e a' sio definidas cliferentemente para a.s variaveis livres de x i <

6.2.5	 Proposicao

Seja o(x) uma f6rmula, coot variavel livre x. Sejam a e a' duns atribuicOes de variaveis

tais que a(a:) = a'(x), isto e, coucordani nas variaveis livre x. Entao (I, va ) C modelo

de a se e someute se (I, .v„,) tamb6m 6.

Prova:	 Basta most Far para. o caso wide a(s) e nma formula atOmica, os demais sac)

obtidos at raves do h q 111011101TIS1110 .0„. Observe que	 pFeCiSO considerar a caso
Vsa(x) oll axol.r), pois •stas 1.61111111as nao tern x Como variavel livre. Suponha gm!
a(s)	 1?(x) ("‘ mina fOrnuda atOmica. Como a(x) = a'(:r) segue que va (x) = va ,(x) e
consequ•ntemente 1? D (va (x)) sc C SO SC UD(VAX))•

Ern particular isso C v( • rdade se a into tern variaveis livres, into e, o	 ulna sentenca.

6.2.6	 Corolario

Seja o tuna sentenca. Entao para unia interpreta.cäo I da linguagem L.

(i) Ou I satisfaz a para toda atribuicao a, isto 6, (I, v a ) modelo para a,

()11 I nao satisfaz	 para. nenhum a.
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Quando a e urna sentenca e (/,v a ) e urn rnodelo de a Basta dizer que / e urn

modclo de a, indicado por I	 a, scm explicitar, necessariamente, a atribuicao.

6.3	 L6gicas

Seja L tuna linguagem. Os objetos de L estaa separados cm duas categorias sintaticas,

Os termos e as f6rmulas. Uma lOgica sobre L e urn subconjunto prOprio de fOrmulas de

L, aquelas f6rtnulas que sao verdadeiras em todas as interpretacOes de L. Em outras

palavras, aquelas f6rmulas cuja verdade depende da forma e nao da interpretacao.

6.3.1	 Delinicao: Consequencia L6gica.

Seja 1. uma lingua.gern e T tun conjunto de fOrmulas de L.	 Diz-se que a fOrmula a 6.
ulna conscquencia lOgica de T, cuja notacao e T	 a, se todo modelo de T e tambem
model() de a. Urna loyi.ca sobrc L coin conjunto de axiomas r, e o conjunto T =	 E

Form( L)11'	 a}, isto é, e o subconjunto T C Form(L) tat que se a E Forin(L) e
a, entao a E T.

Seja 1. uma lingua.gern formal e F orra(	 o conjunto das f6rmulas de L. Para
Mink. ulna I6gica sobre L e precis() isola.r urn subconjunto de L. A seguir pretende-se
fornecer urn algoritmo para. isolar esse subconjunto. Seja	 P(Forni(L)) x Forin(L)
uma relacao sobre orin ( 1.) tal que se 17 C Forilt(L) e a E Form(L) tem-se r a se
(La) el-. Escreve-se 	 a em lugar de AUFF a e rs , a F /3 em lugar de Yu {a} F
i. I'sa-se as Ictras gregas maitisculas	 para representar conjunto de fdrrnulas

enquanto as f6rmulas sao representa.das por letras gregas mintisculas a, /3, -y, .. .

6.3.2	 D•finicao: Consequencia Sintatica

Unla relacao FC P( arm( L)) x Forrn( L) diz-se tuna rdavio de consequff:ncia sintdtica
ou uma relaccio de dcri .vabilidade se satisfaz as seguintes propriedades:
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a H a	 (reflexividade)
a I- /3 e /3 f- -y	 a I- 7	 (transitividade)
Se 7 I- a, entao -y, A I- a	 (monotonicidade)
Se F I- a, entao existe Fo finito;
ho C	 tal que fo I- a	 (finitaria)

(v)	 Se h 1- a, entao	 (preserva a substituicao)

onde * 6 o homomorfismo de substituicao e	 = fa-ja E

Lembre-se que urna relacao I? sobre urn conjunto A diz-se tuna pre.-ordem se ela

6 reflexiva e transitiva. Se alem disso ela e anti-simetrica, ela e uma orders (parcial).

Portanto, (Form( L), I-) e uma pre-ordem.	 Para tornar	 uma ordem basta definir
o	 3 se e somente a 1- /3 e 3 I- a. Corn essa identilicacao 	 orm(L), I-) c uma
ordem parcial. A propriedade (iii) (lit definicao 6.3.2 diz que se dove evitar hipOteses

superfinas. Usando o fato do que (Form( L), I-) 6 ulna estrutura de pre-ordem e possivel

especificar lOgicas sobre L.

6.3.3	 Definicao: Apresentacao de uma lOgica

Soja	 oriu( L) tut la lOgica corn conjunto de axiornas A. Ursa apresentacAo de 7' e'r
o conjunto P =	 { li t ,	 , It„}, onde P 6 urn conjunto finito de regras que especifica
1'. Diz-se tambem que T e aprcsentada pelo algoritmo P. Existem, basicamente. (lois

estilos do apresentar lOgica.s. 0 estilo axiomatic°, onde a enfase e dado aos axionias
(regras sem antecedentes) junto corn urn nUmero pequeno de regras propriamente ditas.
0 outro estilo, o de dcducrio natural, as regras sao dadas em pares, urna regra de

in rodu can o 11111a regra de el im inacdo para cada oporador lOgico. A definicao de
pri)va 6 aluiloga a. dada antoriormente, isto e, uma prova de quo I- a , isto 6, do quo a

6 ulna cousequ6ucia (sintatica) do conjunto de premissas do	 6 uma sequencia finita
do f6rmulas 13 1 , ... ,„3„ t ;11 quo

=

Para cada. I3 i ,	 1 < i < n,	 13 i E	 ou ,(3 6 urn axiowas ou ,3 6 o resultado dos 131-s
antoriores pela	 (le uma regra (le P.
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6.3.4	 Definicao: Sistema Dedutivo

Seja L uma linguagem. Seja. T ulna lOgica sobre L corn apresentacao P	 A U

, 1?„,}. 0 par 1- 11: = (L, F P ), onde I- é ulna consequencia sintatica sobre L,

charnada sisterna dulutivo da lOgica T sobre L. Diz-se, tainbem, que H L gera T.

Como em geral, principalmente no estilo de deducao natural, o que muda para
gerar novas lOgicas e o conjunto de axiomas, o sisterna e representado por Hit.

6.4

	

	 Sistema Dedutivo para a LOgica de Predicados e a LOgica
Intuicionistica

No que segue sera a.preserita.do o sisterna dcdutivo, em estilo de deducao natural, da
lOgica de predicados classica e intuicionistica. Sera apresentado, tainb6m, o estido
axiomatico para a lkica classica.

0 estilo de deducito natural 6 caracterizado por dois fatos basicos. 0 prinleiro deles
6 o uso, em certas regras, de hipOteses. Essas hipOteses sao internas a derivacao e nao
deve ser confundidas corn premissas. Uma hipOtese e s6mente para ser usada coin o
prop6sito de derivar urn resultado particular determinado pela regra que motivou sua
ins roducá- o. Cada hip6tese tem urn escopo que vai da linha na qua! ela é introduzida ate
a linha antes da regra na qua] ela e descartada. Assirn a. hipOtese nä() deve ser usada
fora do escopo. Desse modo, a definicao de prova dada acima, deve ser ligeiramente
modificada de modo a permitir a acomodacao de hipOteses, al6rn de premissas.

lima segunda caracteristica do estilo de deducao natural, consiste no fato de clue
as regras aparecem em pares. Uma regra para introduzir o operador 16gico (denotado
1op) e outra para	 (denotado E op). Abaixo e apresentado as regras (inc
apresentam a lOgica de predicados classica.

Seja L tuna linguagem (de 1-a ordem) cujo alfabeto e E(A:) =	 fl, f2,	 ,	 , R2,
,	 P2 ,	 ,	 A, V,	 3,V} coino apresentada anteriormente. As regras que

apresentani a Vigica de predicados classica, onde 	 E F'07 . 111.(1), a . , y E X.

cr.fi
--(I A) •'	0"(E2A)a/0 
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[a]
ovd,

7	 7 
:vo (i i V); 	 °,13v0(12V);

Y
	 (EV)

[a] 

(1 

c>,);	 era:i	 ,
l " I

CrG3(
/3 c:

-0 
(I—‘);--,c,

` o (
x) (IV) se x nao ocorre Iivre cnl qualquer das hipOteses da prova de a(x).

Vm
p)
() (EV) Para (palmier termo t. film particular t pode ser livre em uma daso

hipOteses usadas na prova da fOrmula do antecedente.

a(t)
(fl)

axa(x)
-	 para qualquer variavel y que nao e livre em qualquer das hipOteses da.(;) 

prova de formulas do antecente.

No sentido de esclarccer as rcgras (/ --=;.), ( E V ) e	 nas quais sa.o introduzidas
hipOteses, porein logo cm scguida descartadas, indicada. pelo colchete [ ], considere,

como exemplo, a regra (1 	 Quando se pock doduzir a 	 /3? Urn mod° de deduzir

esta fOrmula e apresentar uma prova (le /3 na hipOtese a.	 Uma vez dada tal prova
tern-se a	 o qual, 6 claro, nao possui mas a hipOtese a. Ou seja, a hipOtese foi
descartada, indicada por [a]. Desse modo,

[a]

pode ser lido coin° "tendo tuna prova. de 8 na hipOtese de a, tern-se

a	 /3, destacando a hipOtese

/3
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A regra. (EV) e uma forrnalizacäo da ide.ia de que se unia lei vale para todos, e ► tilo
em particular vale para urn indivfduo escolhido arbitraria ► e ► te. A regra. (IV) te ► a
seguinte explicacao. Suponlia a al :in-nay-to de que cos 2 x sen2 x = 1 e verdadeira, para

x E IR.. 0 que se afirma, de fato, e que Vx(cos 2x sen2 x = I ). A restricao nesta regra

pode ser explicada corno segue. Suponha que para provar a formula a(x) E Vz(z <

x V z > 0) foi feita a hipOtese de que x > 0, x livre. Entao a sentenca Vxa(x) nao
verdadeira, basta testar para o caso x = —2. A regra (ES) 6 tao sutil quanto a regra

(IV). De fato, o que se pode deduzir de axa(x)? Apenas que existe urn objeto corn a
propriedade a. Deve-se dar um nome a esse objeto e tomar cuidado corn ele. Suponha
que se afirma a(y). Tudo que se pode assegurar sobre esse y na base de 3xa(x) 6 que
ele tern a propriedade a. Ou seja, nao se dove fazer nenhunia outra hip(itese sobre

0 siste ► a dcdutivo 1-/-" N , (ide L e a linguagem acima e

	

DN = { I A, E, A, E2 A, v,12 v, Ev,	 E	 I	 E2 •#>

IV, EV, /3, E3}

gera a. 16gica de predicados

6.4.1 Exemplo

LDN	 v

Prova:

V a) hipOtese
a hip6tese

-aV/3 (2, IV)
V a) copia de (1)

(2,
is V a (5, /IV)

V a) (1,6,1—)
---,a V a (7,

Considere, agora, o seguinte esquema. de axioinas, para todo E F 07'711(L)
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( A t) a
(a	 -y))	 ((a	 0)	 (a	 7)
(tea	 ((-,a	 0)	 a)
Vx(a	 0)	 (a	 Vxa), onde x	 FV(a)
Vxa(x)	 a(t), wide x e substituivel por t em a.

Regras: MP o.,c)3

GEN V )'4 ' ) onde x nao e !l y re em qualquer premissa que foi usada Ira prova dera(x'

a(r).

Fazendo AX = {A i , A2, A3, A4, A5, MP, GEN}, entao	 x e o sisterna dedutivo,
em estilo axiomatic°, da lOgica de predicados classica.

Dois resultados fundamentais da 16gica de predicados classica sao os teoremas da
compacidade e da co ► pletude. 0 teore ► a da compacidade Anna (pie se l' e um
conjunto de formulas tal (pre I 1 I- a entao existe 	 C	 finito tal que l'o 1- a. Isto 6 a
propriedade finitaria de h. 0 teorema da cornpletude assegura que F	 a se e sornente
se r a.

A 16gica de predicados classica, LP( I. sabre' tuna linguagem (de Ia. orderer) L é
um subconjunto pr6prio de Form(1). rin particular, a 16gica sentencial classica e

,	 •
um subconjunto proprio de I,PC. Aao existe, por6m, nenhunia evidencia de que os

subconjuntos pr6prios de I. sejam somente esses Bois. 	 fato, muitos ou-
tros subconjuntos prOprios de interesses foram definidos e investigados qucr por rneios
semanticos (logica multivaloradas) (pie! por melos Sint icon (a logica intuicionistica„

por exemplo).

Considere, por exemplo, it tautologia a v 	 conhecida em	 corno a "lei do
terceiro excinido". Devido a esta lei ao matematico Ihe 6 permit ido fazer argurnentos
como o seguinte." Os mimeros algebricos formain Ifni conjunto contavel. 0 conjunto
dos minieros reais nao c contavel. Logo existe niimeros reais nao-algebricos". Alguns
maternaticos nao aceitam esse argument° porque nao sao exibidos Os objetos cl ue se
argumentam exist irem. Esta critica leva a cornpleta rejeicao da lei do terceiro excluido
e portanto da lOgica de predicados classica. 0 resultado e o aparecimento de lOgicas
construtivas, conio a I6gica intuicionistica.

A partir do ponto de vista construtivo de 16gica, convivem duas concepcOes do
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semäntica. Uma mais tradicional devida a Tarski e outra mais recente devida a Heyting.

Na concepcao Tarskiana O conectivo "V" 6 traduzido por "ou", o conectivo "A" por "e"

e assim por diante. Esta interpretac -ao náo nos diz particularinente nada a respeito dos

conectivos lOgicos. Talvez tenha sido por isso o sucesso operacional dessa abordagein.

A tinica coisa que interessa de uma sentenca, nessa abordagem, e a sua denotacão F

(falso) ou V (verdadeiro). Assumindo conhecidas as denotacOes das sentencas atOmicas

a e Q e usando as tabelas-verdade encontram-se as denotacOes das sentencas cornpostas,

-41, a V 0,a A 0, a	 e a <4. /3. A denotacäo de Vxa é V se para todo d no doiiiinio
de interpretacao, a[d/x] 6 V, enquanto a denotacao de 3xa e V se existe d tal que
a[dIr] c V.

A concepcáo Heytiana, por outro lado, nao pergunta quando uma sentanca a 6
verdacleira, mas sum "(pia' e a prova de a?" 1st ° significa ruodelar nap a denotacao de
a, mas sua prova. Desse modo

1. Para as sentencas atOrnicas assume-se conhecer iiitrinsicamente o que e urn prova.
Por exemplo, hipis e papel serve como ulna prova da sentenca "9 x 10 90".

Uma prova de a A/3 6 um par (p, q) consistindo de uma prova p de a e uma prova
q de 0.

Uma prova de a V 0 6 um par (i, p) corn i = 0, e p ulna prova de a, ou i = e
p uma prova de 0.

Uma prova de a	 /3 6 uma funcâo f, que mapeia cada prova p de a, em urea
prova f (p) de /3.

Em geral, a negacão	 tratada como a f, onde f c tuna sentenca quo nit°
existe prova para ela.

Uma prova de Vxa e uma funcao f que mapeia calla ponto d do domfnio de
interpretacAo a. uma prova f (d) de a[d/3.].

7. Uma prova de ]:ca e urn par (d, p), onde d e urn ponto do doniiiiio de interpretacio
e p e uma prova de a[d/

Por exemplo a sentenca a	 a, 6 provada pela funcao identidade quo associa a
cada prova p de a, a mesma prova. Por outro lado, o que seria ulna prova de —a V (I?
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Soria uma prova de a ou tuna prova de — 'a e isso nao é possivel, em geral. Portanto, a

semantica de Heyting corresponde a. tuna outra lOgica, que nao 6 a. I6gica de predicados
classica, a qual 6 cha ► ada hiyica intuicionistica.

A I6gica. intuicionistica e tuna variante da 16gica classica no sentido de que ambits

as apresentacCies compartilham de um conjunto de regras coniuns. No que diz respeito

a apresentacao a diferenca entre as duas 16gicas e muito pequena. S6 diferem nas regras

relativas a negacao. Por isso as regras que especificarn a negacao em LPC sera chamakla
negacão clOssica, enqua ► to aquelas que especi ► cam a negacao na lOgica intuicionfstica

sera chamada negacao intuicionistica.

n

Considere as seguintes regras para a negacao

	 (E—,--,)
a

E ► tao

- a ,
	 (I?A A)

negacao classica
uegacao intuicionistica

=	 1?AA
=	 1?AA

Fazcndo I)NI= conjunto de toda y as regras cl ue a.pa.recem em DN, para LPC, subs-
tituindo as regras da negacito classica pelas regras da negacào intuicionistica obtem-se
uma apresentacito da I6gica 	 incionIstica.. 0 sistema H DL NI e o sistema dedutivo da
16gica intuicionistica.

.f	Considerando (pie	 A =s f, regra	 pode ser escrita por _70	 ou mans

['31

precisa ► ente 	

	

Considerando (pie	 A (1 = f, a regra.	 pode ser escrita por 7)(E--‘).

6.5 A Liiiguageiu das AssercOes Afirmaveis e R,efutaveis

Esta secao visa justificar o use de topologias como semariticas de linguagem das oh-
servacOes finitas. Para isso sao investigadas propriedades que assercOes devem ter.
Considere, por exemplo, a seguinte asserca.o: "Pedro te ► olhos azuis"
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Uma pergunta 6bvia e: "e isto verdadeiro ou falso"? Uma possivel resposta e dada
examinando-se os ollios de pedro. Se ninguem presentee capaz de constatar a veraci-

dade ou falsidade desta assercao, contrata-se urn especialista em cores. Se por outro
lado, pedro nao esta presente para ser examinado, manda-se busca-lo. E urn fato que

esta assercao pode sempre em princfpio ser confirmada ou nao corn ulna quantidade

'Mita de esfOrco, num tempo finito. Se, de fato, pedro tent olhos azuis diz-se que esta

assercao foi confirmada, caso contrario diz-se que cla foi refutada.

Note que afirrna0es ou refutacOes sax) feitas na hipOtese de que e possivel se observar

os fenOmenos expressos nas asser0es. Uma observacao deve ser feita num tempo finito
apOs uma quantidade finita de esfOrco. Observa0es satisfazendo estas condi0es sera°

chamadas, de ora cm diante, observacOes finitas.

A assercao "Pedro tern olhos azuis" e ao mcsmo tempo afirmavel e refutavel.

Constatando-se a veracidade desta assercao ela nunca pode scr refutada, mesmo assim
diz-se que ela e refutavel, pois e possivel se descrever circunstimcias sob as gnats cla
poderia scr refutada, mesmo sabendo que todas essas circunstancias sao impossiveis.
A firmabilidade e refutabilidade sa.o determinada.s pcla forma da assercao, enquanto
verdacle e falsidade sao determinadas polo modo coma elas se relacionain cunt a reali-
dadc.

A assercao "algunias criancas tem olhos cor de rosa"r aininavel mas nito e refutavel.
Para afirma- hi ba.sta encontrar uma crianca coin ollios cur de rosa. Para refutes-la
deve-se encontrar todas criancas do univcrso e decal (pie seas ollios nao sao cOr de
rosa. E preciso estar seguro de que nenliunia crianca foi deixada sem exame. para
completar deve-se cliecar todas as criancas do passado c do futuro. E obvio quo esta
assercao nao e refutavel.

Considere a assercao "todos os corvos sao pr6tos". Isto talvez seja verdadeiro, inas
nao 6 afirrnavel. No entanto, para refutes-la Basta encontrar inn corvo que ciao seja
Preto. Ou seja, cla e tuna assercao refutavel. "Jose teen exatamente im e SOcm de
altura" nao e tuna assercao afirmavel pois nunca pode-se medir coin tal precisao. Ela

refutavel pois pode-se medir sua altura dentro de um intervalo entre 1 m e 70 elm e
72 cm. A assercao "Jose tern de altura entre tin e 70cin c Int e 72cm" 6 afirmavel e
r(411 tavel.

A linguagem lOgica das assercOes afirmiveis c refutaveis
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Uma linguagem lOgica tern como objetivo nos fornecer uma, descricao dos conectivos
tais como "e", "ou", "nao", "se...entilo", etc. No que segue sera exa.minado, de forma
sistematica, o que acontece quando se usa esses conectivos corn asserc,Oes afirrnaveis

ou refutaveis. Pretende-se responder questOes tais como: e a composta, segundo esses

conectivos, de assercOes afirrnaveis (refutaveis) tambem afirmavel (refutavel)?

Negacao (Nao, -)

Refutar uma assercao P 6 o rnesmo que afirmar sua negacao	 Afirmar P
o mesmo que refutar	 Portanto a negacao transforma assercOes afirrnaveis em
refutaveis e vice-versa. Como consequencia se pode falar de assercOes refutaveis,
tomando-se sua negacao e falando-se C111 assercOes afirrnaveis. Por isso e possivel se
focalizar a atencao apenas em assercOes afirrnaveis.

Tome, como exemplo, a assertive. P E "alguns corvos sao nao pretos". Isso e afirmavel,
was nao e refutavel. Por outro lado, 	 6 cquivaleilie a "todos us corvos sao pretos",

que e refutavel mas, nao afirmavel.

Disjuncao (ou, V)

Se a.mbos P e Q sao afirrnaveis, cutan pode-se ;diurnal . P V Q (P ou Q) on Armando
P ou afirrnando Q. Logo P V Q e afirmavel. Por inducao, a disjuncao de urn ntimero
finito de assercOes afirmaveis e afirrnavel. 	 Poole-se it nrais akin. Suponha que se
tern Ulna familia {Pi } i -e i de a.sserOes afirrnaveis, mesmo infinita. Pode-se imaginar
uma disjuncao infinita v, Pi , pare afirmar que um dos Ps 6 afirmavel. Portanto, a- 
disjuncao qualqucr de assercOes alirmna.vcis 	 alirnla vcI.

Conjuncao (e, A)

Se P e Q sao afirrnaveis, pode-se afirmar P A Q afirmando-se ambos P c Q. Logo
P A Q e afirmavel. Usando inthica.o Ennui pode-se afirmar que A i Pi , se {Pi } 6 uma
familia, finita de assercOes afirrnaveis. No cimtanto se {P i } é infinita, afirmar A, Pi é
afirmar coda I, e isto tomaria tuna. quantidade infinita de tempo. Portanto, qualquer
conjuncao iinita de assercOes afirrnaveis e afirmavel.

Verda.deiro e Falso

Pode-se ver esses dois como ca.sos especiais. Verda.de e fats° send°, respectiva-
mente, a. conjuncito vazia (A 0) e a disjuncao vazia (V0). Eles esta° relacionados a.
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equivalencia lOgica V AP <=>P<4,FVP. Eles devem ser ambos afirmaveis como casos

particulares dos doffs anteriores.

5. li ► plicacii.o (Se...entao,

P	 Q ("se P se verifica entäo tambe ► i Q") e como tuna lei cientifica, e pode ser

refutada em se afirmando P e refutando Q. Se P e Q sao ambos afirmaveis, nada se

pode dizer, cm particular, sobre P	 Q. Por exer ► plo, tome P urna assercao afir ► navel

e Q falsa. EnGio P	 Q e localmente equivalente a 	 o que, em geral, nào e afirrnavel.

Logo, a lOgica das a.ssercOes afirmaveis nao dove incluir a i ► plicacao.

Em restimo, a lOgica das assercOes afirmaveis tern

disjuncOes finitas, incluindo a. disjuncao vazia, falso e disjuncOes infinitas.

ConjuncOes finitas, incluindo a conjucao vazia, verdade.

Fla nao inclui ► egacao, implicacao ou conjuncOes infinitas.

6.6	 Frame Como Linguagem da LOgica Geometrica

A estrutura de frame esta para lOgica das observacOes finitas ou lOgica geometrica,
assi ► como a estrutura de algebra boolcana esta para. a I6gica de predicados classica.
Um frame II' nada mais 6 que urn reticulado, onde toda familia infinita { P, } C possui
disjuncao, isto e, V i	 E F. 0 fa.to de "V" ser tima.operacao corn infinitos argurnentos
nao faz corn que IF cleixe de ser Irma teoria algebrica, como esta provado en' [J011 82]

Higina 40, Teorerria 1.2.

6.6.1	 Definicao: Frame (Ordenado)

Seja (IF, <, 0,1) urn reticulado.	 diz-se urn frame se toda familia infinita,	 C

teni supremo, dcnotado por	 E	 e satislaz a igualda.de x A	 E	 _

V { a: A	 E I}, isto 6, Infimos binarios se distrihu• ► sobre supremos quaisquer.
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De acordo corn o Capitulo 2, deste trabalho, urn reticulado detinido em termos de

order possui ur ► a definiylo algebrica equivalente. Portanto pode-se definir equivalen-

temente um frame co ► o segue.

6.6.2 Definicao: Frame (Algebrico)

Seja F urn conjunto nao vazio, ► unido de duas operacOes binarias A e V, chamados
infimo e supremo, respectivamente, duas operacOes nulaxias 0 e 1 e uma operaciio
infinitria, V, charnada sup r( mo qualquer. (11', A, V, V, O. 1) diz-se frame se satisfaz as

seguintes equacOes para todo x, y, E F.

Fi (a) x A y=y A x;	 (b) x V y=y V x

F2 (a) x A (y A z). (x A y) A y; (b) x V (y V z)=(.t . V y) V z

1'3 (a) x A x= x; (b) :r V x=x

F4 (a) • =x A (x V y); (b) =a. V (x Ay)

F5 (a) x A 1=x; (b)xV0=x; (c)sA0=0;xV1=1
F6(a) a: A (y V z), (x A y) V (:). A .:);	 (b) x V (y V z)=

=(x V y) A (.1: V .z.)

F7 (a) x n V iodi E	 =	 E I}

(comutativa)
(associativa)
(idempotencia)
(absorcao)

(leis do elem. neutro)

(distributividade)
(distributividade)

De ora cm (haute, uin fraii u  6 a estr ► tura (F, n, V. V, 0, 1 , ‹) onde	 , A, V, V, 0, 1)

e (F. <, 0, 1) sào frames ordenado c algebrico, respectivarnente.

6.6.3 Exemplo

Seja :V urn conjunto nflo-vazio e P(X) a coleciio dos subconjuntos do X. EntAo

(P(X),n,u,U, 9, -V , C ) 6 urn frame, onde A E n. U U (urnao binaria). V	 U
(a unii'm qualquer),	 = 0, I = A e	 (a inclusi7to de conjuntos).

Seja X uma espaco topol6gico c :7 a colecao dos conjuntos abertos de X, isto e,

a topologia, de X. Entao	 U. U, 0, x, c	 urn frame.
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6.7 Os Reais Como mna LOgica Geometrica

Juntando-se a definicar o de dominio da matematica computacional, corno foi apresen-

tado no capitulo 4, e a definicao de 16gica sobre uma linguagem, corno apresenta.da na

Seca.° 6.3, pretende-se, nesta sesao, definir OS minteros rcais parciais como 16gica sobre
tuna linguagem, cuja semântica 6 urn frame. Como urn frame modela urna linguagem

de observacOes finitas, obtern-se, assini, os rcais como 16gicas de observacOes finitas

chamadas lOgicas geometricas.

Seja (D, C, <<,_1_,,7) um doniiiiio da inatematica computacional, coin B a base
de D. Sabe-se cl ue para todo d E D, o conjunto {b E Bib << d} c dirigido e d =

Sup{b E Bib <<	 Alem disso, toclo conjunto dirigido de B tem supremo cm D.
Desse modo, existe tuna correspondencia, biunivoca entre os subconjuntos dirigidos de
B e os elementos de D. Portant° e possivel identificar cada element° de D corn o
subconjunto dirigido de B do qual ele 6 supremo, assim d	 {b E 13!1)	 Sabe-se
que se b,,b2 ,E B e b i , b 2 E d, entito Sup{b i , 42 } = b i A b2 , in f	 b2 } = h i V b2 E d.

E facil ver que se Oi l	 C d e uma familia qualquer, entito in f {14} = V,{ bi} E d.
Tem-se, tamb6m, que LE d. Alem disso, se b E d e c C b, entao c E d. Portant°,
para. cada d E D, d	 {b E	 d} seria tuna lOgica das observacOes finitas. A
pergunta, agora, seria: qua! e o frame do qua! cada d E D e ulna 16gica sobre ele? A
resposta seria: A topologia de Scott sobre D. Observe tamb( ; in (ow para cada d E D,
d = Sup { b E 131b<< (1).

6.7.1 Proposicáo

Seja (D, C, <<, 1, J) urn dominio da maternatica computacional e,"713 a base da topolo-
gia J, correspondente a base B de D. Entao (,'J , n, U, U. tip , D. C) ulna frame.

Prova: Foi visto, No Capitulo 3, que b E B	 fb E J13, uncle j h =	 E Dib<< c}.
Por outro lado, bn C b2 em B ‘#. tb2 c	 cm J.	 Tern-se tambem que b i A b2

¶ b1 n fb2 , b i V b2	 f h i U f b2; D	 t	 U{bili	 E I } . Como o fato de
h 1, b2 E B,	 C D acarreta h i A b2 ,b i V b2 E B e V b, E D segue que 11, U, U sao
operacOes bem definidas em J e portant° J e urn frame.
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Tendo em vista que	 exempt() de frame e razoavel se introduzir os conceitos de

base e subbase de urn frame. Os elementos de um frame sao pensados CO()m asser0es

e o frame como a liiiguagein de lOgicas geomaricas. As opera0es A, V, V, 0 e 1 sao

denominadas conjun0es (finitas), disjun0es (finitas), disjuncao qualquer, falso e ver-

dadeiro, respectivamente.	 Nun frame comeca-se de assercoes simples e gera-se as

demais asser0es usando as opera0es A, V e V. As asser0es simples sao chamadas

subbasicas, elas formam a subbase. Na Proposiciio 6.7.1 a subbase de	 o conjunto

B}.

Em qualquer frame as etapas de geracao dos elementos podem ser dadas por:

Etapa 1: ConjuncOes finitas de elementos subbi-isicos.

Etapa 2: DisjuncOes quaisquer (finita ou infinita) de conjuncOes finitas de elementos subbasicas.

Etapa 3: Qualquer expressao mans complicada pode scr reduzida a ulna expressão da etapa

2 usando a lei da distributivida.de finit a on

As vezes e melhor dizer que qualquer asserciio 	 unia. disjuncao de espressOes

subbAsicas. Neste caso a. subbase é chamada ha.,c e os elementos sao basicos.

Dado o frame (IF, A, V, V.0, I. <) sabe-se (pie se a. b E 11', a = 	 a<beb< a. E

possivel descrever os elementos de uma frame por gcrnr/ures c as relacOcs < e = corno
segue:

Etapa 1: Comeca-se corn ulna subbase (de germlores).

Etapa 2: Constroem-se toda y as expressOes possiveis cm ternios da subbase e as opera0es

do frame

Eta.pa 3: Exige-se que certas relacOes se verifiqueni entre expressOes, con-no por exempt°,

que a < b ou a = b.

Eta.pa 4: Deduz-se das rela0es (axiomas) e das leis (regras de inferjmcias), quando duas

expressOes sao iguais.

0 procedimento, acima, de construir frames a part it de uma subbase rnotiva

seguinte construcao. Seja (D, E,«, I, I) inn dominio da tuatematica compulacional
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e BT a base de D acrescentada de urn elemento artificial T, tal que x C T para todo

x E B. Considere o alfabeto E 	 { b i , b2 ,... , I, T, A, V, V} onde, bi ,_L, T E BT. TE;

o conj unto dos termos sobre E, e o menor conjunto de expressOes sobre	 gerado pelo

seguinte calculo:

	 11)1 E	 BT:	 7'2	 li,t2	 	
4

(tiAt2)/	 t2 E iE;

13	 ( ttil nitt2, )	 t 1	 2 E I'v;	 7'	 f dio 	 144. 
V{t.liE/}	 E	 C

Seja (7"E , A, V, V, 1, T) a 1,-agebra (abstrata) associada a linguagem gerada por
esse calculo. Vendo	 corno urn tipo de operacOes, entao	 E.7) e um E-algebra,
onde

J e a topologia do dominio.

E 7 e dada por:

bj e o aberto b E	 para ca.da b E

A j : ,'T x J	 ,7 definicla. por Aj (A, B) = A fl B, A, B E

enea operacao de intersecao sobre J.
(c)	 j x ,7	 definida. por VAA, B) = A U B, A, B E J

e U e a operacao de tuna uniao sobre J.

((I) V, : P(j ) --0	 definida por V j ({A i li E 1}) = UtA i li E I I , onde

{A i li E/}CJeUea unico qualquer sobre J.

Pelo Teorema 6.1.12 existe urn Lilco homomorfismo de TE 	 j Por outro
lado, fazendo p:TB (b) =	 b, para todo b E BT, e usando o Teorema 6.1.9 (para o caso
de .V	 BT ) p	 BT	 pode ser extendido para urn Unico E-homornorfismo
it :	 J. Logo h	 3 definido por 1(I) = l e o tinico E-Itomomorfismo
de Tr em J. Alem disso, h e ismorfismo porcine existe Ulna bijecao entre BT e a base,
{fblb E BT }, de j

Portant° cada element° de 1E, visto como iiiu objeto sintatico, tern um iinico
significado em
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Como Tv e	 sao isomorfos e	 6 urn frame, entito 	 tambem 6 urn frame. Isto
significa que	 satisfaz as equacOes F, — F7 da Definicao 6.6.6 de frame. Alem disso,

pode-se definir uma relacito de ordem, C, sobre Tv de modo que (Tv, E, 1, T) e nin
frame segundo a Definicao 6.6.1.

Dana, para t,, t 2 E	 II C t 2 <=> 	 h(1 2 ) C h(1 1 ), isto 6, ft, c ft,. () fato de clue
(TE , C, 1, T) e um frame é expresso atraves das seguintes regras:

:

R4

117 :

tiCt2:12Etl	 /2 E' 1:12. ` 2Et3 t	 1. 2 11 E	 FE,	 R3	 '-	 tl=t2t E	 tlEc3	
tiEt,t2 EttCt'

2/	 t E TE;	  t E 1- •	 R6	 tint2Ct / "t E Tv ;	 tET '
t i Ct,t 2 Ct t,Ct,t n En: t2	 n

"8 V It'l'EnCt•
t i vt 2 Ct	 I

EIT1 resurno, seja 13-,- 	 {G I .	 , 1, T onde B	 {h 1 ,h2 ,.	 1} e base de alguni
domrnio (D, C,<<, 1, ).	 oilsidere o alfabeto

T. A, V. V. E,	 onde	 E B. Seja L a linguagern gerada pelo
segninte calculo:

0

•

(a.) Th T2, T3 e Th calculo para gcrar o conjunto dos terrnos, T.

As equaciies F1 —	 da Definicao 6.6.2, caracterizam (T , A, V, V, I, T) como

um frame, do pont() de vista alg('_, brica, into 6, identificam elementos de T.,.

R8	 acrescelit ado da equaciio r7 siio as regras para caracterizar
(Tv, C, 1, T) commo um frame, do ponto de vista da ordem.

L tuna linguagem cuja sintaxe e o frame (Tr, A, V, V, E, _L, T) e cuja a semantica
denotacional e o	 (,:7 , 11, U, U, C, 0, I)). Os elementos de Tr sao pensados

corno assercOes ou observacOes sobre os elementos de D. Seja a E	 d E D. d
diz-se satisfazer a on 0 f" vcidadeira infra d se e somente se d E h(a), isto 6, d E fa.
Escreve-se d	 a no lugar de "d satisfaz a" (oberve cl ue isso e equivalente a dizer
que a << d. Este o poi Ito de vista sint at,ico cote sera apresentado oportiliiam('llte).

6.7.2 Proposicao

Sejam a, b E TE e d E D. Entao valeta as seguintes propriedades:

(i)dHaAb.4=›dkaedb

(ii)d ^aVbad^a.oud H 1)
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G I) 	 > d	 a i para algurn a i E

Se dk be a	 b então d ----- a

(v) d	 para todo dEDediT para. qualquer d E D.

Prova: (a) d ,--aAbdEt(aAb)=IarlibdEtaedEtb<=>daed

Os dentais itens sac) provados analogamente.

6.7.3 Corolario

Seja d E D.	 Defina. T(d)	 E T.Id = a}. T(d) C	 thainada a teoria do
elemento d. T(d) tem as seguintes propriedades:

a,bET(d)=.eaAbET(d)eaVbET(d)

E	 T(d)	 Vla i /i E	 E T(d)

(c)bET(d)eaCbaET(d)

(d) lE T(d).

Prowl: E unna consequencia iniediata da Proposicao 6.7.2.	 As propriedade (a) - (d)
justificam chamar T(d) uma teoria logica.. E Obvio clue T(d)(' um subconjunto prOprio
consistente de Tv.	 T(d) e tambem charnada uni teoria lkica gcometrica de d ou
simplesinente uma logica geometrica de d.

Dados a, b E Tz diz-se que a k	 tuna consequencia lkica de a) se e somente
se para. todo d E D, se d	 a, entao d	 b. Lembre-se cl ue se d E D, d	 a, d diz-se
um modelo de a.

6.7.4 Proposicäo

Sejam	 Entao a	 babE a.

Prova: Suponha que a	 b. Entao para todo d E D se d	 a, entao d	 b. Ott seja,
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cE d t--	 ,

V)'	 b,b;iEd/yEti(ced

(ITV),

[b E (1]

a E d
b ( 1	 );

bEd,,,Eb(E	
	 (H2)aEd	 J_Cd

se d E fa, entao d E 1b. 0 c l ue equivale a dizer que fa C fb. Como fa C fb <#. b C a.
Segue o resultado. A reciproca, 6 analoga.

6.7.5	 Teorerna da Compacidade

Seja F urn conjunto de sentecas de T, c a E	 Se F	 a entao existe b E 7'r tal que
a.

Prova: Seja	 C	 corn a; E T. F	 a se e somente para todo d E D, se

d	 para todo i, entao d	 a. Mas se d	 a, para todo i, entao d H V fa i li (-7- II.
Fazendo	 V{adi E	 segue o resultado.

	

Seja I, a. linguagem para. o dominio U construida	 e para d E I) considere a
16gica T(d)	 d a. (vial, de ora. em (halite, sera, denotada simplesmente por d. Para, se

obter uma apresentacao da lOgica. e necessario:

Especificar um subconjnnto dirigido A C BT

Considerar as seguintes regras:

(R1) E A;	 riEer,bEd (iA. 	 uAl ∎ Eri( r A) .	 ,,mEti, r A \
a,Ed"	 uAbEil	 fzEi \ I	 bed k

[a E d] [b E d]
ttVbEtl

aEd	 (Iv);avbEfl

[b, E d]

V{b ∎ Ed)

b E d
bEd

„Ed,bE,1,(2Cb,bCa
a.bEd

ctEd,a= 1. (
bP,1	 k	 •

Fazendo P = A U	 R2,1A,E1 A, E,A,1\1,1	 E,E C,I =,E
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} , L IZ e o sistema dedutivo para gerar a. lOgica d. Observe que para obter duas ldgicas

diferentes d e	 basta especificar (lois conjuntos dirigidos A e A' de BT.	 Como a

linguagem d fixa e o conjunto de regras tambern e fixo, para caracterizar a. 16gica d

basta apresentar o conjunto de axiomas A.	 Desse modo usa-se apenas o siinbolo 1-

para indicar o sistema dedutivo de tima lOgica cujo conjunto de axiorna.s e A.

6.7.6	 Teorema da. Completude

Sc a,b E	 entao 1- b <4. a	 b.

Prova: ah-b<4>bEa(lE) <=> a H b pela Proposicao 6.7.4.

Tendo ern vista que d- T(d),T(d)	 {a E Tr Id H a}, d H a <4, d E fa e
fa =	 E	 << d} pode-se assurnir a. regra 	  e dar as seguintes interpretacOes para
"a << d": "a aproxima. d", "a e run algoritrno que computa d" , "a e ulna maquina que
armazena d",	 6. tuna iiniquina (pre computa d" "a C tuna prova de d", etc. As regras de
I', acima, podem ser reescritas, agora, trocando o "E" por "<<". Por exernplo a regra,
aEd,LEd

(	 A) pode ser cscrita por a<a<Adb<t<dd (I A) e interpretar de modo natural segundo asciAbEd

sugestOes aciina. Neste caso esta regra poderia ter a seguinte leitura: "Se a aproxirna
d e b aproxima d, entao a A b aproxima d". Fazendo D	 cada r E D, seja 7' E III ou

r urn interval() de extre ► os irracionais, ele pode ser visto como tuna lOgica geometrica.
Para obter-se essa 16gica. basta. especificar nil cold unto dirigido A,. C 11(Q).	 A soil
apresentacao	 A,. U {R I , R2 , I A, A, E2 A. IV, E i V, E2 V, Iv, EV, I C, E,	 E =}.

E claro que se 7' 1 , 7 .2 sao lOgicas, entire (r i ,r 2 ) tambern 6 ulna 16gica. () mesmo
se "rode dizer da uniao disjunta de r i e 1 . 2 . Sabe-se que D 1 e D2 silo dominios, entao
o espaco das funcOes continuas de D i em D2, [ D i	 D21, tarnbem 6 um dominio.
Portanto, cada f E [D i —4 D2 1, 6 tambern ulna lkica geometrica. Dados d 1 E D i e
d2 E D2, f :	 d2 isto e, f rnapeia d i em d2 . Esses tipos de transformacOes serao
estudados Com mais detallics no prOximo capitulo.

Para finalizar este capitulo sera definido uma categoric de fundamental importancia
para o capitulo seguinte. Seja. (D, E,<<,	 um dounnio da matematica computacional
corn base B.	 Dado, d E D, defina Bd =	 E 13/b	 sabe-se que d	 Bd, mas
d = SupBd .	 Alem disso, _LE Bd . Considerando sd = 13d U	 teen-se o seguinte
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resultado.

6.7.7 Proposicao

Para calla d E D, (Sd, E.,	 e urn dominio de Scott.

Prova: C 6 uma ordem parcial. sobrc Sd, porci ne cla 6 induzida de D. Para mostrar

quc Sd 6 urn cpo seja X C Sd dirigido. Se X = Sd entao Sup X = d E Sd. Se X � Sd,
entao X 6 consistente em Sd. Logo X 6 consistentemente complcto. Como para todo

x E X, x  < d segue que Sup X << d. Logo Sup X E Sd e consequentemente Sd e um

cpo. Isto tambem mostra que Sd e consistentemente completo. Para mostrar que Sd

e um cpo algebrico, seja x E Sb. se x = d, entao = Sup{b E B lb << x} = Supfb E

Sdlb<<	 = Sul* EE x}. pois, como << 6 uma ordem forte, b  < x	 b C x.

Agora, se x	 d, entao o conjunto	 = {b E	 C x} e obviamente dirigido c

x = Sup	 x. Isto mostra quc Sd 6 um cpo algebrico. For Inn, como Sd 6 urn conjunto

enumeravel, a base de Sd, tarnbem e. Logo, (Sd, C, _L) 6 um dominio de Scott.

Essa propriedadc nos diz qua cada inimero real ou interval° de extremos reais pole
ser visto como um objeto da categoria SI )0M, a categoria dos dominios de Scott. Ja foi
visto anteriormente que cssa categaria c bicartesiana fechada e possui objeto reflexive.
Assim, SDOM 6 urn modclo tauto da calculo lambda coin tipo como do calculo lambda
sem tipo. Essa 6 a categoria ma is usada cm sema ntica. de programacao. Aqui ela sera
usada para efetuar a computa;ao da categoria DOM, da niateniatica computacional.

Como isso vai ser possivel sera objeto do proximo capftulo. Mas a idcia. 6 a seguinte:

Suponha D i , D2 E DOM e d i E n i , d2 E n 2 . StipOnila que se pretende efetuar a,

operacao d i + d2 em D i x D2.	 tonia-se a i E d i e a 2 E d2	a2) E ( d i , d2 ) E
Di x D2	 a2 E di + d 2 E D3 E DOM. Como a i a2 e ulna operacao ern 13

e possfvel ser feita efetivamente essa coniputacao, 	 por hipOtese, 13 6 finitarriente

representavel. 	 0 que resulta 6 a i	a 2 << d i + d2 , ou seja, 6 urna representacao do
objeto essencialmente infinito d i + d 2 .	 E claro qua a operacao	 a2 e feita na

categoria SDOM, enquanto Al i + d2 6 feita na categoria DOM. E nesse sentido que se
usara SDOM para se cfetuar as computacOes cm DOM. Essas computacOes sera deiitro
de ulna lOgica intuicionfstica, objeto do prOximo capitulo.
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7 A LOGICA CONSTRUTIVA DA MATEMATICA

INTERVALAR

0 objetivo principal desta nnidade e a construcAo de uma lOgica intuicionistica para

a matematica Intervalar. Como essa lOgica e baseada ua linguagem lambda, sera ap-

resentada, rapidamente, as teorias classicas do calculo lambda Coln tipos e sew tipos.

Na secao 1 sera apresentado o calculo lambda sem tipos como uma teoria funcional.
Na secao 2 se abordara o calculo lambda corn tipos como uma teoria de funcOes .
Esta duas secOes estao baseadas nos traballios de [BAR 84], [SEL 86] e [MAR, 88].
Na secao 3 sera apresentada uma linguagem lambda que unifica os calculos lambdas
corn tipos e sem tipos. A referencia principal desta secao e [PAU 87]. Finalmente,
na secao 4 sera apresentada a Matematica Intervalar como uma teoria construtiva.
Esta secao esta baseada em [PAU 87], [CIR. 89] c [BAC 89]. Foram titeis para a con-
cepcao deste capitulo os segunites tra.ba.11ios [BIS 67], [1313E 85], [LAM 86], [ [OF 70],
OF 75]. OF 82], [COL 79] e [COS 90].

7.1 0 Calculo Lambda Sern Tipos como uma Teoria Fun-
cional

0 calculo lambda de Church [CHU 51] e urn sistema formal para se estudar funcOes,
sua definicao e aplicacao. Neste sisterna formal uma funcao e apresentada por regras
de transformacao, que modelam sua computacao. Aqui, funcOes silo de qualquer ordem
(funcoes sobre conjuntos, funcOes de funceles etc.) Este sistema capta exatamente aque-
las funcOes que podern ser computadas por meios ►ecanicos ou eletrOnicos. Embora
essa linguagem ten ► a sido elaborada antes do computador eletrenico, arguinenta-se
que ela e um paradigma de lingua.gem de programacao funcional. A linguagem de
programacao LISP teve o seu desenho influenciado pela linguagem lambda [PAU 87].

Seguindo [BUR 75], o calculo lambda sera apresentado, inicialmente, de forma
intuitiva para que seja facilitada a compreencao de sua apresentacao formal.

Considere unia. funcao f delinida por f(x) = 2.r + 3x + I. Uma definicao conic)
esta, envolve tres componentes. 1) o nonce da funcao a ser definida, que no caso e .1. 2)
a. variavel x. 3) a. expressao no lido direito que detcrinina o valor da funcao para cada

217



argument°. Usando a notacao lambda de Church, e possivel escrever ulna expressdo

lambda que denotes a funcao. A expressao lambda correspondente a funcao f acima, e

Ax • 2x 2 + 3x + I

Porta.nto, a funcao f, acima., poderia, ta.mbem, ser escrita por

f = As. • 2x 2 + 3x -1- 1

Desse modo, tuna expressao lambda da forma Ax AI tern duas partes. A parte entre

o lambda e o ponto sera chamada varidvel liyada no mesmo sentido que o "x" na

expressao Vs • a ou 3s • a. A parte seguinte ao ponto sera charnado o seu corpo. A

expressao lambda que resulta quando se prefixa Ax a uma expressao M sera chamada

abstracii o. E importante distinguir urna expressao lambda. como Ax • 2x 2 + 3x + 1 e

ulna expressao como 2x 2 + 3x + 1. Enquanto o valor da expressao 2x 2 + 3x + 1 e um

'Amer() obtido quando se sa.be o valor de x, o valor de Ax • 2x 2 + 3x + 1 e uma funcao.

Ou seja, o tipo de 2x 2 + 3x + 1 6 urn real, enquanto o valor de Ax • 2x 2 +	 + 1 6 do

tipo (IR —4 IR), uma funcao de IR em IR.

() lado direito de tuna definicao nao 6 o Unico context° no qual ulna expressito
lambda pole ocorrer. Uma expressao denotando a aplicacao da funcao 5 poderia

ser escrito ou por f (5) on por (Ad . • 217 2 + 3x + 1)5. Esta expressao contem toda a
informacao necessaria para produzir o resultado. A igualdade (Ax • 2x 2 + 3x + 1)5 =

+ 3x + 1)[5/x] = 2 . 5 2  + 3 • 5 + 1 = 66 6 conhecido coin° fl-conversiio, cuja notacao

em geral e (Ax • M)N =p 114[Arl x], e e ulna forma de converter ulna expressao em
outra, muitas vezes mais simples. Observe que o lado direito da /3-conversao 6 urna
substituicao, conforme foi delinida no capitulo anterior.

Ulna funcao de dois argumentos pole ser delinida !MI

g(y) = Ax • 25 2	3,2

no qual o lado direito e uma expressão lambda. Quaint() g e aplicada a um ritirnero ela
produz como resultado ulna. funcao. Por exempt°, g(1) = Aa . •2x 2 +4x + 1. Iteescrevendo

esta definicao de g usando a regra, dada acima, de mover variaveis de um lado da
igualdade para o outro, a rnesma funcao poderia ser delipida por

g ( y )( x ) = 2.
	 tlxy + 3y 2 ou g = Ay.A.r 2x 2 + 4xy + 3y2

218



Considere a expressao lambda Ax • 2x 2 + 3x -1- y 2 .	 0 nome da variavel x nesta

expressao e irrelevante, ela pode scr trocada por outra variavel sent alterar o significado

da expressao. A igualdade entre expressOes lambda que efetua, essa troca de variavel

dada por Ax • M	 Az. M [z xi, (corn a ressalva, de que z nao deve ser livre cm Ax • NI)

e e conhecida por a-conversao. A &fink -a° de variavel livre e ligada, assim como as

observacOes decorrentes, sao as mesmas, dadas no capitulo anterior, para expressOes

lOgicas como ]x.	 a c Vx • a, apenas trocando 3x ou Vx por Ax. No exemplo acirna

tern-se Ax • 2x 2 + 3 + y 2 =, Az • (23,2 + 32, y
2 )[z/xJ/	 = Az • 2z 2 + 3z + y 2 , isso porquc z

nOo c livre cut Ax • 2x 2 -1- 3x + y 2 . 0 111CSI110 nit° node acontecer para a variavel y, clue

e livre 'testa expressao ou seja Ax • 2x 2 + 3x + y2 � Ay .2y2 + 3y + y2.

Das observacOes acirna pode-se conduit . que uma expressao pode ocorrer ern tres
posicOes como componente de uma expressao major:

Na posicao de operador

Na posicao de operando

(3) Como corpo de uma outra expressao lambda.

A expressao lambda 6 0 segundo metodo basic° de montar uma nova expressao.
Dessc mod ° as expressOes na linguagem lambda podem ser caracterizadas como segue.

lima expressao e ou simples e neste caso e uma variavel ou uma expressão lambda
e tear uma variavel ligada e tun corpo que c uma expressao, ou e composta c tent um
apc radar e tiro opera do, os quais sao ambos expressOes.

1'. necessario uma regra para reconhecer quando o corpo de uma expressào lambda
termina. Deve-se usar uma regra de parenteses, on vIrgulas. No entanto sera feita
seguinte convencao. (Ax • Ay.x 	 y)a significa o mesmo que (Ax • (Ay • x	 y))a , Ax

.x	 significa o mesmo que Axy:: • .r	 y	 . A seguir e dada a definicão
formal da linguagem lambda.

7.1.1 Dclinicao: Termos da. Linguagem Lambda

Seta E =	 y, z, x i , x 2 , L, g, h, • • ,	 f2 „•,	 nut alfabeto, onde x = {x, y, z,
.772, - • • e um conjunto enumcravel de variaveis, f,g,h,• • • , f t 1.2 . • • • 6 mn conjunto,
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possivelmente vazio, de constantes, • e urn simbolo de funcao chamado aplicaccio.

o conjunto dos termos da linguagem lambda, e gerado pelo seguintc calculu:

1) -=r ,x E X;	 2) , a constante,	 3) 	  , 111 E	 E X

4) ( Al iATN), m ,N E

Convencao de Notacao: (M • N) sera denotada, simplesniente, por AI N; Ax x 2 • • xn•

e uma notacao simplificada para. (Ax i (• - • (Ax„ • • • AI) • • •)) e *1 N PQ esta ern lugar (lc
(((M N)P)(2). E usado, tambern, o inetasimbolo para representar igualdade sintatica
como, por exemplo, AIN PQ	 N)P)Q). Con • enciona-se, tambern, que

M N PQ <--->	 r._=_ I) e N	 0; Ax • :11 E_ Ay N 	 	 y e M N

A E-algebra dos termos lambda, (Tr, • T , ). possin somente	 funcao binria, a

aplicacao • TE (akin das variaveis c constantes consi(leradas coino funcOcs nularias, nao

destacadas, aqui, para nao sobrecarregar a notacao)

ASSIM, • Ts, : TE x 7', 	 	 e definida por • Ts,(:11, N) = 111 N. Observe que Ax • Al

6 uma notacao, mais legivel, para. a funcao •-r,.(x,M) = 3 . Ou seja, a regra 3),
chamada abstrayio , e until operacao. sobre Tr, a aplicacao.

Exemplos de termos lambda sao: Ax • x 2 y: A.z. • xa: (x (Ax • ( AX • x )) ). EnthOra ja se
tenha estudado no capitulo anterior, (coin certa profundidade) a funcao de substituicao,
ela sera definida para o caso particular de termos lambda.

7.1.2	 Definicao: Substituicao

A substituiciio	 e tuna funcao p :	 x	 TE tal c l ue p(M, N)	 M[N/x], onde
Al[N x] 6 definida por

x[N x]	 N

a[N x] E a, para. qualquer variavel on constante a FA x

i14 2 [N/x] E ( MI [ NIx])( A l2[N41)

Ax • Al[N x]	 Ax • M

(v) (Ay • 114)[N/x] 0 Ay • 14[N I x], desde que y x, y	 FV(N) on xVF1/ FV(M)

•
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(iv) (Ay • M )[A T x] E Az • Mk hillN x], desde clue y x, y E F1/(N) e x E FV(M).

Os itens (i) e (ii) iniciam o processo de substituicäo, (iii) diz que p e E-homomorfismo.
Os hens (iv), (v) e (vi) sao o caso particular da substituicão para termo da forma Ax• M.

Urn caso especialmente importante de substituicäo 6 a a-conversao, a troca de

Van ave1 ligada, num termo.

7.1.3 Definicao: o-conversao e a-congramcia

Seja P um termo lambda. contendo tuna. ocorréncia de Ax • Al e seja. yt;I FV(M).

A acao de trocar este Ax • M por Ay • M[y/x] e chamado uma troca dc varidvel

ligada em P.

Diz-se que P e a-congruente a Q, ou P se a-convcrte a Q, denotado P =„ Q se
Q e obtido de P por run mimero finito (talvez nulo) de uma serie de I roca de
variaveis.

7.1.4 Definicao: /3-congruencia

Sejam M e AT dois termos lambda.. M diz-se -congruente a AT , cuja. notacao 6 Al =1 /3 N,
se N e obtido de Al ap6s urn ntimero finito de substituicOes .

7.1.5 Definicao: ii-conversào ou axioma da. Extencionalidade

11111 termo lambda. Al diz-se satisfa.z o axionia da extencionalidade ou o axioora da

q-conversâo se Ax • Mx E (Ax	 )x .0 Al, desde que x FV(M).

7.1.6 Proposicao

Sejam AI,N e P termos lambda.. Se Al e N satisfa.zem o axioma da ii-conversilo c
MP = NP, então = N.

prova: 13a.sta mostrar clue Mx = N 	  Al = N, desde que x FV(M) e x Fl `(N)
Para mostrar into assuma a hipOtese. Entao	 Ax • Mx = AxNx = N.

221



Esta proposicao niotiva a conhecida regra 71, ou regal (la extencionalidade

7.1.7 Definicao: Regra

Se Ai e N sáo termos lambda que satisfazem o axiorna da 7 / -conversiio e P e mn terrno
lambda qualquer, entáo tern-se a seguinte regra

MP NP
(regra	 ou regra. da extenciona.lidadc)

= N

•

Observe que as igualdades acima siio a /3-congruCnica„ a. goal de ora em (haute,
sera denotada, simplesmente, por "=".

A regra	 acirna, expressa o axioma da extencionalidade para funcOes, isto ('.!, se
para todo x, f(x) = g(x), entao f = g

7.1.8 Definicao: Teoria. Lambda e Gilculo Lambda

Seja E o alfabeto da. definicao 7.1.1 acrescentado do shnbolo de igualdade sintatica
". A Thalia Lambda e gerada pelo scguinte conjunto de regras solne 	 denominado

COlculo Lambda

As rcgra.s para gerar ternios Sao aqueles da Definicao 7.1.1.

Para todo L, Al, AT P E	 e x, y E X, as seguintes regras geram as fcirmulas da
teoria.

(Al Al)N=- Al[Nlx] (axioma da 13-conversao)

=IV 
M=m

- ;

	 N=m; (d) w=AT.Ar,-L.

M=N 
:11P=NP

M=N 
Ax. m,„Ax.N ( ItCgra	 MI da extencionalidade fraca.)
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( g ) Ax.m.Aym[y/.1, desde que y FV(M) (ltegra da ct-conversao)

(10 " P=NP (ltegra da r1-conversao, ou da. extencionalidade forte)
M=N

As regras (b), (c) e (d) tornam "=" lima. relacao de equivalencia sobre 7\-. Agora,

a E-algebra dos terinos esta munida de uma igualdade, satisfazendo as equa.cOes (a),

(g) e corn as propriedadcs (d),(e),(f) e (h). Esta sigma algebra. 6 inicial na catcgoria

de todas as algebras que realizani E e satisfazem (a)-(h).

7.1.9 Teorema do Ponto hixo

Para todo Al E	 existe um N E TE tal que MN = N

Prova: Defina rr = Ax • Al.rx e N = ww. Entao, N ww = (Ax • M xx)w = ww =

Al N

Este teorema afirma que todo termo de Tv tern um ponto fixo. Portanto, cada
termo 6 candidato a represent ax Ulna funcao	 um dominio de Scott, on de inn dominio
da matematica coin put acion;11. Para xrer que isto de faro acontece, seja D o dominio
reflexive) de Scot t S	 on o dominio reflexl y() da mate ► iitica computacional, D. D
ser reflexivo significa que 	 [D --+ D], isto 6, existem funcOes continuas F : D
[D	 e G :	 [D	 D] tal que F o G =	 eGoF=idly.

7.1.10	 1.cmi,

D sa.tisfaz a regra (h), da Definicao 7.1.8, o axioma da extencionalidade, isto 6, Se
M,N, P E	 e A.1 P = N P , eata() M = N .

Prowl:	 Defina, para x, y E D, x.y = F(x)(y), o ► de F 6 a funcao continua, acima.
Estes operacão estii bem definida, pois	 ED 	 > Fx E D ---+ I) 	 (F x)y E D.
Agora, suponlia que Al	 = NP, para todo P E D. Entao r(A1)(P) = F(N)(P),
para todo P E D. Logo F( Al) = F(N), aplicando a definicao acima para. o case
x	 F(M)	 P(N) c y	 P. Agora, aplicando a futicao (7, acima, tem-se (7( POI )) =
G(F(N)) 	 	 GoF(M) = GoF(N), como Gar = idD , tern-se, finalmente, AI = N
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Foi provado no capitulo 3 que a funcito de avaliacao, c7 7 7 D x D	 D, tal que

ev(M, N) = M • N, para todo Al , N E I), 6 uma. funcao continua. De ora em (haute,

para facilitar a notacao, a funcilo ev sera representada, simplesmente, por urn pont° •,

ou, como vem acontecendo, M aplicado a N, sera denotado por MN, em vez A/ 	 N.

A seguir sera enunciado e demonstrado o principal resultado fiesta

7.1.11 Teorema

Seja p :	 D uma avaliacito de variaveis. Defina uma interpretaca.o E	 : TE	 D,

por inducäo como segue: 121 = p(x), para. todo 	 E	 e [la p = a, para a constante.

(1.44 Al p = EMUNI]p

Pcx • AIL = G( ►li(d)), onde kP(d) =	 AiL(d/x] , para dEDeG6a funcáo continua

acima

Seja 1/a/ = {p : X	 Dip 6 tuna avaliacao de variaveis

(i) A funcao sem'antica E	 : Val -----+ (T,	 D) tal que p	 esta b6m
definida, isto 6, a funcao kl) : D	 D definida por k11(d) = [OIL ( d	 para d E D e
p E Vat, depende continuinnente de d

(ii) (D,•,[[	 I]) e um model° da teoria. Lambda. Al6m disco, as (micas funcOes
representaveis na teoria sao, exatamente, as func6•s continuas.

P rova:

A prova sera. feita por inducao sobre 	 Devido a simplicidade dos denials casos,

6 feita a prova somente para. o caso Al E Ay • P .	 y• ptdi	 G(T(c, d)), G

a funcao continua. acima. e (P(e,d) = [[N] ,[dirlieN .	 Seja G( qi(c, d))	 p(d), para
algum p. Pela hip6tese da. inducao, 	 6 continua em d e e separadamente. Pcla.
Proposicao 3.6.5(b) 	 6 continua. Usando a Proposicao 3.6.8(a) e a continuidade
de G segue que (po = C o curry ( ) e Ulna funcao cont,iuua, o que mnostra (i).

(D , ,[1	 satisfaz	 ►as proprieda.de (e),(f)	 (g) da definicao 7.1.8. De tato, sera

feita, apenas, o item (7) pois os dois out ros se mostra analogamente. Para tOdO
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d E	 IML[dixi	 [[Niptd/x1Y <==> f (d) = g(d), onde f (d) = 11/1] p[d xl ; g(d)
[1/1 61/31 . Logo, a.plicando C. tern-se G(f (d)) = G(g(d)) e consequentemente

Ds • Al = iAx N^ P . As demais propriedades da. definicao 7.1.8 saern porque

• 6 uma, aplicacao continua. Por esta razao toda.s as funcOes representaveis sao

continua's.

R.eciprocamente, uma funcao continua f : D 	 D 6 representada por G(f) tal

que G(f)(k)	 F(G(f))(k) = f (k), ou seja, k. f( k ) = G( (k)).

Tendo atingido 0 principal objetivo desta secáo coin o teorema anterior, retoma-se

o calculo lambda informal do inicio (testa secao.

Urn termo da forma (Ax • M)N representa um operador aplicado a mn argument°
Foi visto c l ue este terino pode ser "simplificado" para o termo Al[N/x]. Este

processo de simplificacito e captado na seguinte delinicao.

7.1.12	 Definicilo: /1-reduciio

Qualquer termo (lit forma (Air 114)N e denominado um reties. Diz-se que Al se control,
para N, se AT resulta da troca em Al de um subterino redex da forma (Ax P)Q pelo
termo P[Q I xi. AI se [1- reditz para N, cuja notacao e Al 	  N, se N resulta de Al
por uma sequencia de contraOes .

0 axioina 	  da Definicao 7.1.8 equivale
sao termos lambda.

P Qregra  /),Q , onde P Q

A nocao de /3-reducao é tuna nocao operacional. Cada passo da reducito e unia
computacao, isto é, a aplicacao (le tuna funcáo a. urn argument°. No entanto, o processo

de 0-reducao pode ou nao levar a tun termo no qual novas contracOes sejam possiveis.

7.1.13 Definici-to: Terino em Forma Normal

Um termo lambda. Al esta na forma normal se Al nao contour nenhunt redex. Sc
N e N esta. na forma normal diz-se que A' 6 a. formm normal de M.
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Nem sempre e possivel reduzir urna expressão lambda a forma. normal. Por exem-
pla M	 (Ax • xx)(.Ax • xx). Observe que ,\x • xx tern a forma Ax • Mx, Inas satisfaz o
axioma da ri-conversao porque x 6 livre em M. Usando /3-reducao tem-se M	 M e
portanto nao ha nenhurna simplifica.cao. Pode at a.contecer da expressao crescer corno

em (Ax • xxx)(Ax • xxx)	 (Ax • xxx)(As • xxx)(Ax • xxx).

	Considere o seguinte exemplo (Ax • Ayy)((Ax • xx)(	 xx))b. Neste caso existe urna
escolha entre os redex. Escolhenclo o redex mais :3„ esquerda esta expressao se reduz
(Ay • y)b e portanto a b. Por outro lado, escolhendo 0 outro redex a tentativa de calculo
pode nunca terminar. Esta cliferenca. ern comportamento pOe a seguinte questao.
possivel para (Inas sequencias diferentes de reducito termin ar corn resultados diferentes ?

A resposta felizmente e negativa e e garantida polo seguinte teorerna.

7.1.14	 Teorema de Church-Rosser

Para qualquer expressão lambda P, e para quaisquer Q e U tal que P
	

Q e
P	 R existe S tal que Q	 S e R — S.

Prova: ver [SEL 861 ape ► dice 1, pagina 313. Esta prova, e bastante trabalhosa.. A
figura. abaixo ilustra. o enuncia.do do resultaclo.

P
	

Q	 R

Q

Figura 7.1 - Diagrarna ilustrativo do Teorema 7.1.14

Intuitivamente, este resultado diz que nao importa a. escolha do redex, pois Sc uma
expressao possui forma normal ela sera encoutrada
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7.1.15	 Corolario. Unicidade da. Forma Normal

Se ulna expressao P tern um forma normal, entao ela c (mica.

Prova: Suponha clue P tern dua.s formas normals N 1 e N2. Por deli:licit° de formas

normals, P	 N1 e P	 N2 e pelo teorema de Church-Rosser existe S tal que

1V 1 	 S e N2	 S. Como N 1 e N2 estao na forma normal, des nao contem redex,

o que significa que S deve ser igual a N1 e a N2 e consequentemente N1 e igual a N2.

0

7.1.16 Corolario

Se Al tern forma normal N e 	 P, entao P tern forma normal N.

Prova: Exatamente como o Corolario 7.1.15.

0

Se mu terino nao possui forma normal, entao a sua /-reducao e uma sequencia
infinita de con: ra.cOes, come foi visto no exe ► plo aci ► a. Ou seja, a coin put acao de seu
valor reduzido e mn process° que nao para. Na semantica elaborada per Dana Scott,
para, o calculo Lambda sem tipos, o significado de um tern ► o lambda que nit() tear forma
normal é o bottom, isto é, urn valor indefinido, sem nenliulll contend° de informacao.

Mesmo cone o teorerna de Church-Rosser per ► lianece a seguinte questa°. Existe
orders de computacao que garanta terminar case a expressito possua forma normal ?
A resposta positiva é dada pelo teorerna 7.1.1 7, abaixo.

7.1.17 Definicao: Contracao Normal, Reducao Normal e Reducao Normalizadora

Uma contracao de urn termo lambda 	 diz-se urea conlracdo normal se 0 redex
contraido c 0 redex mais esquerda de M.

Uma reducao de 11111 ter ► () lambda A/ ( s ffillit ruluccio normal se today as con-
tracOes da reducito sae contracOes normals.
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(iii) Uma reducao de um termo lambda M e uma reducao normalizadora se ela e uma

reducao normal e conduz a uma forma normal, qua.ndo ela existe.

7.1.18 Definicáo: Estrategia. de Ordem Normal e Estrategia de R,educao Normal-

izadora,

Uma estrategia de reduyio e urn criterio que determina, para coda passo de uma

reducao, qua' a prOxima contracao a realizar, ou termina a reducao se nao ha

redexes no Ultimo termo gerado.

A estrategia da ordem normal 6 a. estrategia de reducao que deterinina, para

qualquer ternio illicial, ulna reducao normal.

(iii) Uma estrategia de reducao diz-se normalizadora se determina reducOes normal-

izadoras, para qualquer terino

7.1.19 Teorema da Norinaliza.cilo

A estrategia da ordeal e normalizadora, isto 6, se o termo inicial tern forma normal, a
estrategia a encontra.

Prova: ver [BAR Sill.

7.2 0 Calctdo Lambda corn Tipos Como tuna Teoria de Funco-es

Na linguagem lambda sem tipo 11111 term() lambda represents um esquema de funcao
ou funcional e nao a nocao usual de funcao, como cm teoria dos conjuntos, onde ela
definida como unia remit, < /1,f, B > onde A e o dominio, B e o contradominio c
e tuna lei que associa cada element° de A a. um element ° de B. A linguagem lambda
corn tipos pretcnde suprir essa. defickuicia. Charnando A e B, acima, de tipos, pode-se
dizer que o calculo laini)da coin tipos e o calculo lambda como antes porem corn a
adicao de tipos. E neste sentido que o calculo lambda e lima teoria de funcOes e nao
de esquemas de funcOes .
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0 calculo lambda corn tipos e, atualmente [LAM 84], ulna ferramente de collector

uma categoria cartesiana fecliada corn 16gica. Desse modo, o calculo lambda corn tipos

pode ser visto com p ulna teoria equacional de fungies, onde composicOo e refletida, por

substituic5o.

Urn sistema de tipos para. uma linguagem lambda. dove especificar

(1) Urn conjunto de tipos basicos

Meios de construir tipos compostos a partir dos tipos basicos

Atribuicao de tipos aos termos at.6inicos, into é, as variaveis ou constantes

(iv) Meios de inferir os tipos dos termos compostos, a partir da informacOo dos tipos
dos seas componentes atOmicos

Os itens (i) e (ii) constituem a linguagem dos tipos lambda e Os itens (iii) e (iv) a
linguagem de calla t ipo

7.2.1 Definiciw: A linguagem dos tipos

Seja E	 {a l , a2 , • •	 , 1, x,	 alfabeto onde a l , •a 2 ,	 , 1 e um conjunto
infinito enumeravel	 simbolos de (Joust ante. Tr, o conjunto dos tipos da linguagem
lambda e gerado polo seguinte calc u lo

; •=;,, para coda constants ai;

(:;,), a, 7- E TE;

(c) 	  a, r E

Cada element() de Tr sera chaniado um tipo e sera denotado por uma letra grega
mintiscula, talvez indexada. (a x r) e (a	 T) sera denotado, as vezes, simplesmente
por ax7 ea	 respectivamente. A E-algebra dos termos (1r, x,	 1) possui
duos operacoes	 X e	 e ulna nularia, a. constitute 1.

Para todo r, o, /3, a E Tv, as seguintes regras geram as formula. Ulna regra da
forma	 , CI, T E Tr, que é urn axioma, sera escrito, simplemente por a = T.

229



•

(Fi ) a = a;	 (F2 ) ci--, : rcr ; ( 1 . '3 ) ' =(3 °,7° ; (F t ) x 1 = a; (F5 ) a- x = x a;	 (F6 ) ( a x

7) X 0 = U X (7 X 0); (F7) (U X T)	 =	 (T	 0); (F8)	 (T X 0) =

(Cr	7) X (a —* 13).

As regras (Fi ) — (F3 ) torna "=" uma relacao de equivalencia.

7.2.2	 Definiciio: Termos Lambda

0 conjunto dos termos da linguagem lambda corn tipos e definido corno para a lin-
guagem lambda sem tipos, os ftens (1)-(1) da. Definica.°

7.2.3	 Definicäo: Atribuicao de Tipos

Uma atribuicio de tipos aos termos da linguagem lambda corn tipos e dada por um

conjunto de regras de tipos, e esquemas de regras, corn, para cada variãvel x E .V, uma

regra da forma

, onde	 e urn tipox:o

os esquemas de regras a seguir:
CI O 	 	3:.:(7	 Al :7- 

\	 (Ax•Al );(7	 r '

M :cr	 N (lll)	 (IN N):r	 '

( iv \	 	 y:r 
)

	

	 (r,y):cr xr

(x,y):o x r

(/'.0:0

( vi	 (2.,y):oxr 
)	 712(x,y):r

(vii) T : 1,

As seguintes igualdades se verificam

7 1 (a, b) = a, para todo a : a, b r

72(a, b) = b, para todo a : a, b : T

(ri(c),r2(c)) = c, para todo c : a X T

(i4) (Ax : (p(x))(1 =	 para todo a : a e x substituivel por a

10
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Ax : afx = f, para. todo f :

Ax : tp(x) = Ay :	 desde que y	 ((p)

= N :a 

( r 7 )	 x1=N[PIT1

7.2.4 Definicao: Teoria do Clculo Lambda corn Tipos

A teoria do calculo lambda coot tipos consiste de tipos como na definicao 7.2.1, de
termos e equacOes como na definicao 7.2.2 e 7.2.3, respectivamente.

7.2.5 Definicao: Termo Bem-Tipado

Dada. uma atribuicao de tipos, um termo Al do calculo e bt'm-tipado se a atribuicao
Al : a pole ser reduzidas pelas regras 7.2.3 (i)	 (vii), para. algum tipo a.

7.2.6 Proposicao

0 conjunto dos teorema hem-tipado e fecliado para a /1-reducao

Prova: Seja (MN) um redex bem-tipado. Entao M e A' sao born-tipados e M e da
forma (Ax • P). Seja (AIN) : r. Entao, AI : a 	 T e N : a para algum tipo a. Logo,
(Ax P) : a —4 T, x :aCP:T. A reducao de (MN) da. o term° P[N I xi. Se x nao
ocorre livre ern P entao, P[N	 = P e P[N/x] : r, como pede o teorema. Se x ocorre
livre em P entao a. reducao de (MN) se fax pela substituicao de x por N em P. No
entanto, x e N tern o mesmo tipo, de modo que o tipo da expressao resultante nat.) se
altera, e o mesmo de P, e se tern P[Nlxl: r tambem nesse caso.

7.2.7 Definicito: Termo Fortemente Normalizavel

Um termo do cii.lculo lambda diz-se fo •temotte normalizOvel se toda sequncia de
reducOes, que comeca corn ele, terming numa forma normal.
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7.2.8 Teorema. da Normalizacao Forte

Todo termo de calculo lambda corn tipos 6 fortemente normalizavel.

Prova: E bastante longa e tediosa, veja [SEL 86] Apendice 2.

As categorias SDOM e DOM, dos dominios de Scott e da matematica coniputa-

cional, respectivamente, sao bicartesiarias fechadas e por conseguinte cartesianas fechadas.

Isso faz corn que SDOM e DOM sejarn modelos do calculo lambda corn tipos. Para

mostrar isto suponha que D e uma categoria que substitui SDOM ou DOM. Coino

foi visto no capitulo 3 e 4, D ser cartesiana fechada significa que D possui urn ob-

jeto terminal, denotado por 1, e para todo Dr, D2 E D, D i x D 2 , [ D i	 D2] E

(lembre-se que [D i	D2] denota o conjunto as funcOes continuas de D I em D2).

Ou seja,	 1) 6 ulna algebra corn x e	 operacOes binarias sobre D e 1

urn elemento destacado de D ou operacao nularia.	 Defina sobre D, a relacao "="

tal que para todo D i , D2 E D, D i = D2 '=>' Di	 6 isomorfo a D2. A rela.cao

de isomorfisino, sobre D, ja foi estudada ern capitulos anteriores. E claro que essa,

relacao e tuna relacao de equivalencia, mesmo de congruencia. sobre D.	 E facil \ter

que a funcito /t	 : D i x D2	 D2 x D i definida por 11(x,y) = (y,x) 6 11111 iso-

mortirsmo, isto 6, para todo Di , D2 E D, Di x D2 = D2 x D I .	 Amilogamente,
(Di x D2 ) x D3 = D i x (D2 x D3 ) para todo in D2, D3 E P. Como a funcilo
curry (f)(x)(y) = f(x,y) e bijetiva e continua e a inversa. tanthem 6 continua tern-

se que, para todo Dr, D2, D3 C D [(Di x D 2 )	 1)3] = [Di	 [02

Por outro lado, a funcao	 : [D i	D2] x [D i	D3]	 [Di	 (02 x 03)]
tal que  p(g, h)	 = (y(x),11(x)) e bijetiva e continua,	 corn	 a inversa	 tit	 :	 [Di

(D2 x D3 )]	 [Di	 D2] x [D i	 D3] definida por T(f) = (pr i o f,pr2 o f),

onde pri e pr2 sao a. primcira e segunda projeca-o, respectiva.mcnte. 6 continua. Por-

tant°, [D i	(D2 x D3)] = [D i --* D2] X [Di --+ D3].	 Lembre-se que pr i c p12

sao funcOes continuas de D i x D2 ---+ Dr e de D i x D2	 D2, respectivamente. Os

argumentos acima estäo resumidos na seguintes proposkito.

7.2.9 Proposicào

Seja D uma categoria, cartesiana fechada representando SDOM ou DOM.
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(D, x,	 1) ("! tuna algebra (x, 	 c 1 com p definidas acirna), munidas de uma

relacao de equivalencia "=", satisfazendo as seguintes propriedades, para todo

Di, D2, D3 E D.

(a)	 x D2	 D2 X DI;	 (b) (D I x D2 ) X D3 = DI X (D2 X D3); (C) {D1	 D2 X

D3] = [D1	 [D2	 D3]]; ( d ) [( D1 x D2)	 D3]	 [DI	 D2] x [D1

D3].

Para todo D1, D2 E D, as funcOes pr i : D i x D2	 Di e pre : D 1 x D2	 D2,

definidas por pr i (x,y) = x e pr2 (x,y) = y, respectivainente, sao continuas.

7.2.10 Teorema

Seja A =	 a2, • • • , 1} o conjunto de sfmbolos de constantes da defiinicao 7.2.1 e
Val = {p : A	 'Dip 6 tuna avaliacao }. 1.kfina.	 :	 P. onde 'D e o conjunto
basico da algebra dos tipos da definicao 7.2.1, como segue

= p( a), para. todo a E 41, coin 1)( 1) = 1

QQ x	 =	 x [[Tlp = D i (a) x D2 (T), wide D(a) indica o clornInio de D que
interpreta a E

= Halp	 ETLI	 [D i (a)	 /) 2 (7)]. Entao,

A funcao semantica 1[ : Val	 I)) tal que p	 para todo
p E Val e a E	 esta bent definida, into e, para. cada p E	 :

é de fato ulna funcao.

e uni model° da teoria lambda coin tipos, isto e, para cada p E

V al,[[	 TE 	  D e um homomorfisino e D satisfaz as igualdades (F t ) — (F8)
da definicao 7.2.1, assim como as propriedades pertinentes a teoria do calculo
lambda sem tipos.

Prova: Ulna consegalicia i ► ediata da proposicao 7.2.6 e da observacao de que o
calculo lambda colt tipos e o calculo lambda, could	 secao anterior, por6m adicionado-
se a nocao de tipo
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0 leitor pode observar que a teoria do calculo lambda (corn tipo e sem tipo) embo-
ra, computacionalmente, bastante poderosa, nao reflete toclas as potencialidades das

categorias SDOM e DOM. Na proxima secao a teoria do calculo lambda sera extendida

de forma a refletir essas categorias.

7.3	 A Teoria Lambda da Matematica Intervalar

0 objetivo fiesta secao 6 extender o calculo lambda de inodo que a teoria obtida reflita os

conceitos de objeto parcial, de ordem de informa(ito e ordem de aproximacao presentes

em DOM. Urn conceito que deve ser refletido nesta teoria e o de ponto fixo, ou que

todo conjunto dirigido de mu dominio possui supremo nesse dominio. Esse conceito 6

importante nurna teoria de computabilidade.

Essa extensao sera feita seguindo o exemplo da, secao anterior. Primeiro sera ex-
tendido o calculo lambda sem tipos e 	 seguida serao adicionados os tipos a essa
teoria.

7.3.1 Delinicao: Teoria. Lambda Intervalar e Calculo Lambda Intervalar

Sea U= Ix , y , z, x i , x 2 , ..., I, f—• 1 g ,	 f2, • • • , g1)92, • • •	 <<, Fix} urn alfabeto,

onde X = {x,y,z,x i , x 2 , ...} 6 um conjunto enumeravel de variaveis, C = {f,g,h,
f2 ,	 , 1, T } e urn conjunto contavel de constantes, • e um simbolo de funcao, chamado
aplicacao , Fix e utn simbolo de funcao, =, C e <<. sao simbolos de relacOes e A 6 um
simbolo auxiliar .

Os simbolos acrescentados aqui en' relacao ao alfabeto da Definicao 7.1.8 sao T,

,<< e Fix. A Teoria Lambda Intervalar e gerada pelo seguinte conjunto de regras
sobre E, denominado Oilculo Lambda Jut crvalar

(1) As regras Para gerar terinos Situ aquelas da Definicito l.l, denominadas, agora,

( i t), (i2), (i3) e (i 4 ) acrescentado da seguinte regra

it

1(i5) Fix M se Al E	 D ude	 o conjunto dos ter ►os gerado por (i )- ( 5)•
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(ii1 5)
M<<1
M=1'

(ii 17 ) Al	 M ;
M=N
MEN(ii20)

(ii) Para todo L, M, N, P E Tr e x, y E X as seguintes regras geram as formulas

da teoria. Aquelas da Definicao 7.1.8, agora, denominadas (ii i ), (ii2), • • • , (ii9),

acrescentadas das seguintes.

(ii 10 ) 1 M =1; (ji lt ) As• 1=1;

(ii 1 .2 ) _LE Al; _L« Al;	 (ii:14 	Al=1

/11 C M;

) MCN NEM 
M =N

(iiio MEN NEL 
I MEL

(i221 )

	

	= N	 • \	 A1•<<N N•(<1. .	 ( • ;
NEM,	 \ /222)	 A1<<L	 1123)

MPENP.(	 M P<<N P	 I ii26)
MEN	 '	 )	 <<!\."

AR<N.	 MrEN 
(ii27) \r A/<<A r • /A"	 ji28I	 A/ CA.r•N •

MEN N<<..L .

MEN 
Al-A/CAI-A

AAtch '<<,\‹. V ;	 30)
Mr= N 

M.A.r•N

(ii3 1)
Al CN LEP 

M LEN P '

	

(22 32) A1<< • 1.<<1-)	(	 ) A/EN L=P

	

IK<N P '	 33 AI LEN P

(u 3 1 )
Al<<N 1.= P .

A 1 1.•<<N P
MEN 

(12 35) pmcpAr •	 •	 	PAR<PN ' (ii3,) A/ EN 
Al PEN l'

(ii38) Af<<N  .
A1 P<<N P '

(ii 39 ) Al( Fix Al) = Fix A4;	 (it40)
Al[N

M[Fix	
xj

NIT]

7.3.2 Teorema

Seja Dec, o objeto universal da. categoria. DOM, [[ }] a funcito sema ► tica defi ► ida. no
Teorema 7.1.1 1 e • a funcito de avaliacao 	 Então,	 • , [[	 urn model() da
teoria lambda intervalar.

Prova: Basta ver (plc as regras refletem as propriedades de 1, E,<< e o fato de que
todo conjunto dirigido em D,, tern supremo (regra (ii 40 )). (ii 25 ), por exemplo, reflete
a propriedade, para. todo f, y fx C ga 	 . f. E y, o mcsmo se pode dizer cons respeito a
(ii 26 ), coin relac .áo a<<.	 reflete a. monotonicidade de fu ► cOes, para todo f, y, f E g
exCy	 fr C qy, analogamente para. (ii 32 ). A regra (i. • 30 ) reflete a seguinte sit uacito.
h = Ax. • t .4=> Vx It(x) = t. Do ► esmo rnodo ( ii 28) e	 (ii39) formaliza o fato de que
toda funcáo continua possui panto lixo.
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Esse teorema tambem e verdadeiro para o objeto universal da categoria SDOM, se
se retirar as propriedades relativas a relaca° <<, que nao figura em SDOM.

Para acrescentar tipos a categoria DOM, que ja e niodelo da teoria lambda in-

tervalar, e preciso especificar um conjunto de tipos basicos.	 Os tipos basicos dessa

categoria sao os naturais, booleanos, inteiros, racionais, reais parciais, 'R., etc. 	 todos

estes sendo dominios. Ou seja, os booleanos, pot . exemplo, al6m de possuir como ele-

mentos T e F deve possuir, ta ► bem, urn bottom l b„/, satisfazendo 1C T e 1C F ,

ordem em bool sendo, x, y E boot,	 y <=> x = you x	 0 mesmo acontece corn
IN, 7L,Q, etc.

Alern desses tipos basicos usuais deve-se acrescentar como tipos basicos, em DOM,
cada r E 'R., visto, agora, como urn dominio Scott. Foi visto, no capitulo anterior, que

cada r E 'R., pode ser pensado como uma 16gica geornetrica e se se acrescentar a essa
lOgica o seu modelo tern-se urn dorninio de Scott, isto 6, r = {b E ll(Q)/b<<r} U {r}
urn doinfnio de Scott, para cada r E R. Observe que 0 7' do lado direito e urn element°

de R, enquanto o do lado esquerdo 6 urn conjunto, reais precisarnente urn donnnio
Scott, esta se usando o mesrno simbolo, 7', para denotar a ► bos para nao sobrecarregar
a notacao. Portanto, r E r nao e urn paradox° Russelliano. Desse modo, o conjunto
de tipos basicos, 113, de DOM sera, IB = 	 7Z, boo/ 1 ,qt , 'R, ...r/r 6 urn real Scott}.
Cada domfnio Scott do tipo r E R. sera chamado real Scott, para diferenciar dos outros
domfnios Scott. Deve-se acrescentar a teoria lambda intervalar ulna regra para

7. real Scott	
recu-

perar r como urn element° de R.., tal regra deve ser aEr ' 	 No antecendente
u<<r

r e urn dorninio e no consequente r 6 urn element°.

Seja D qualquer urea das duas categorias DOM ou SDOM. Como D e uma categoria
bicartesia.na fechada, ern D estao definidas as operacOes x, 	 (uniao disjunta),
Mein disso, D tern objeto inicial, denotado por 0, e objeto terminal 1. Na construcao
do objeto (veja defi ► icao 3.6.1) D i ED D2 a partir de D i e 1)2 em D, um novo bottom 6
a,crescentado a D i Eli D2, a rigor isso deveria ser representado poi (D i eD2).1_, que seria
a soma disjunta de D i corn D2 a.crescentado de urn novo bottom. On seja, acrescentar
urn novo bottom deve ser unia operacao em P. Charnando li ft essa operacao, tern-
se lift : D	 o qual sera denotado, simplesmente, por D, mas agora corn
o novo bottom. Entito, a construcao de	 D i (i) D2 e, na. r•lidade, li, f t o Ef) tal clue
lift o	 D2) = li f t(D ► (I) D 2 ) = (D ► 	 D 2 ) 1 , denotado, simples ► nente, poi. D I

D2. Portanto, (D, ED, x,	 lift, 0, 1) e ulna algebra. liecordando que D,, E D, essa
algebra satisfaz as equacOes (i ) — (Fe) da Definicao 7.2.1, interprctando a por D(a),

•
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mais as seguintes equacOes . (F9 ) D x 0 = 0; ( F10 ) DtTo0 = 0; (F11 ) D I ED D2 = D2 tDDi

( F12) ( D 1 e D2) ED D3 = Di e (D2 ED D3); (F13) (D 1 ED D2) x D, = (D, x D 3 ) di ( D2 x

D3 ); (F14) (DI x D2) ED D3 = (D I ED D3 ) x (D2 El) D3 ); ( F15 ) D e 1 = D; para todo

D, D i , D2, D3 E D; (F16 ) Dc., =[Dc,„	 D,„] = Deo X D„ 1 e O.

possivel tornar D um cpo como segue.	 Defina, sol)re D, a seguinte relacao.

Di, D2 E D, D i C D2 <7> existe um mergulo de D 1 em D2 (veja Definicáo 4.2.10). E

facil ver que "C" e tun ordeal parcial, sobreD, e 0 C D, para todo D E D, isto é, 0

o primeiro element° de D. Dados Di, D2 E D, Sup{ D 1 , D2 } = D 1 ED D2. Seja, agora,

Do C D i C D2 C • • • C D„ C	 ulna cadeia. em D, entito D = DoeDie• • •-F D.(D• • • =-

Lti n°10 D, e supremo de	 Portant°, (D,C,O) e urn cpo. Por exemplo, considere

a seguinte ca.deia Do C D 1 C D2 C • • • C D, C .	 onde Do = 0, D 1 = D e D =

D, D2 = 0 ED D 63 D 2 , D3 = 0 eDeD 2 E7 D3 , D„ = (.)eDeD2e•••EDD",..., onde
D"=-Dx•••xD. Entao, Sup{ D„} =	 = D,.

n vexes

Seja (1) : D	 tal que (ND() e D1 ED •	 • 4--) Dn	 = Do €1) D 1 	 •• e D. e D„,
Entao, existe um D	 E D tal quo 4)(D) =	 1), isto e, D e ulll pout° fixo de (1) e
esse D e o menor ponto fixo porque D =	 0 D„. Chamando U = HA- (1), tern-se
(1)(FIX F) =	 C01110 Unlit anologia ao ca.so de pontos fixos ern dominios. entao

,Ld -,-( 
a 
o/x e possivel estabelecer ulna, regra amiloga.	 regra (ii. 0 ), qual seja, r[f2 J) lx]

1
' onde x

pe •corre tipos, ern vez de termos, como no calculo lambda. Por exempt°, suponha que
7 = 0q1)(1(-3Ce2 ti) ••• n])	 ent5o, 7[0/x] = 0, ria xj = 0 ED a ,ED • • • ED a n existe. Logo,
possivel sacar [FIX/3 . ] = 0 ( a (D a2 e • • • (1) a" e • • • = W 0 (7. " = Q om ,. Interpretando
D(a), para a, tens-se D(a,,)	 Essa a regra, de induzir tipos de dados infinito,
como listas infinitas, pot . exernplo.

7.3.3 Definicao: Linguagem dos Tipos para. a. Matermitica Intervalar

Seja E	 {a l , (72 ,	 , 0,1, x, ka), ----0,110,=,C,FIX}, °tide 1B = { 	,	 sao
Os simbolos basicos, incluindo Os sfrnbolos de reais Scott. onde Os demais simbolos tern
significados obivios.	 Tr, o conjunto dos lipos da linguagem lambda do Matematica
Intervalor e gerada polo seguinte cMculo.

(1)	 , a, E 113,	 (2)	 u"cii' l30 ,°,/3 E 1. , (•) (0%/ /3) , a,	 E 1:.;;
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(4) li ftn a E TE; (5) : 43 0 , a, /3 E 2"E , (6) ',,,Ti4.1;afrixail , a, a E

e x e ulna variavel percorrendo

As convencOes de notacao sao as mesmas da Definicao 7.2.1.

Para todo r, a, 0,a E Ts-, as seguintes regras gerarn as formulas.

As regras (F1 ) — (F8 ) da Definicao 7.2.1, as regras (F10 ) - (F/ 8 ), trocando os D:s
pelos simbolos de tipos, TtS, e as seguintes regras,

( pr) a c 0. ; (E__ ) cyC/3 13Ca.	 \  C13 /13C-y

161	 r--13	 ".19)	 crCy	 •

(Tr,	 x,	 0, 1,	 C, FIX) e a -estrutura sintatica. E dare c l ue essa

estrutura tern corno interl)retacao, a >-estrutura (D,	 x, li f I,	 0, 1, =, C, FI X),
analizada anteriorinente, atraves da funcao semiintica Q	 definida no Teorenia 7.2.7

acrescentado de Eaerl , 17] ,ept; {{lift	 =lift at = li ft(D(a); [IF] XaL =
FIX({at, = FIX D(a).

7.3.4 Definicao: Termos Lambdas

0 conjunto do terinos lambda da lingua.gem lambda, intervalar corn tipos e definido
como para a linguagem lambda intervalar seta tipos.

7.3.5 Definicao: Atribuicilo de Tipos

Uma atribuicao de tipos ao termo da linguagem lambda intervalar coin tipos e dada
por urn conjunto de regras de tipos, e esquernas de regras coin

para cada variavel E X, uma regra da. forma

( i)	 oncle a e urn tipo
x:er

os esquemas de regras a seguir:
s:a 111:r 

I Pr'111):g

M 	 N 
(AIN):1- (iv) x:cr j:r 

(x,y):a x r '

	

(x,y):a x r	 vi (2,0:0 X T	 X:C 

	

7ri(X,y):6	 \V../ 17112':0€1/7-

	

Y :T 	 (i) x:ati)i-	 N :T
in2y:aeor	

x 	

caso	 N :-y
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(x) 1: lift(o-); (xi) 1: a para todo a;

(xii)	
iai);110 cadeia

(x,) ,̀ 1 o rE X[a,+ la,}

(Xiv) x:a a real Scott 
1-<<a

(xiii) (x,Y,x-'0:FIxfo.+1/0,1
11,(x.);N:0:1,,);x' 0

As igualdades c l ue se vcrificam säo aquela.s da Definicilo 7.2.3 adicionadas as seguintes.

(is) caso M N =1; x	 caso (in i x)M N = Mx; y � 1 caso (in i y)M N

(i9 )	 x1,..., x i ,...) = xi.

7.3.6 Definicao: Teoria do Cilculo La.mhda hitcrvalar cote tipos

A Teoria do Calculo Lambda Intervalar cony lipo.s consiste de tipos como na Definicito

7.3.3, de termos corno na Definicilo 7.3.4 e de cquacOes como na. Defi kilo 7.3.5.

7.3.7 Teorem a

Seam .A4 =	 x, lift, 0,1, =, C, FIX) e	 a E-estrutura e a funciio semantica,
respectivamente, definida.s acima. ltrtao, (M,	 e um modelo da teoria do calculo
lambda. intervalar coin tipos.

Prova: Todos Os argumentos acima.

7.4 A LOgica Construtiva da Maternatica Intervalar

0 objetivo principal desta secAo e usar os resultados obtidos ate aqui, principalmente a
partir do capitulo anterior, para elaborar uma teoria. construtiva que permita reciocinar
com progra.mas da. ma.teniatica. intervalar. Ott seja, elaborar Luna lOgica construtiva de
prograrnas.

Sera USadit a abordagem de teoria dos tipos devida a Per Nlatin-1,6f [1.0F $2}, cuja
motivacilo para. cla.borar essa teoria loi esclarecer a sintaxe c a semantica da linguagem
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matematica. Do sell ponto de vista., a Unica maneira de fazer isto seria analizar a
Matematica Construtiva. A diferenca basica. entre Matematica Classica e Construtiva
ja foi comentado no capitulo anterior.

A explicacão cm teoria dos tipos do que 6 Ulna 1)1 .01)0SICit0 nlatClllatici encinxii-se

hem corn a explicacao de Hcyting (tambein ja comentada anteriormente) [II EY 71] de

que o qt.' importa de unlit proposicao nao e suit verdade, mas sua pro ya. Ela tambem

se encaixa na visa° de Kolrnogorof [KOL 32] que ve ulna proposicao como urn problema
e explica urn problema exibindo urna. solucao para. ere.

A importancia da Maternatica Construtiva para a ciencia da computacao pode ser
resuuu(la no seguinte.

As nocOes de compulayin e ntOodo sa.o basicas para. a matematica construtiva.
Por exemplo, 0 conccito de funcao cm maternal ica construtiva e exatantente o

niesmo que cm Ciencia da Computacao, ou seja, oral metodo que quando aplicado
a um argumento adequado da como safda algo adequado. 0 conceito de 11111C a0

cm matenratica cliissica (urn subconjunto de urn produto cartesiano coin certas

propriedades) nito 6 o que e usado por um programador.

De lima proya construtiva de urna proposicao e possivel construir urn programa.
que computa infor ► acao relevante a partir dela. For exempt°, unia prova de
uma proposicao existencial ]x. • P(•) gerara um programa que cornputa um ob-
jeto a que tem a. propriedade desejada P(a). Outros pesquisadores que pro-
puserarn matematica construtiva conto ulna base para. programacao silo: E.

Bishop [BIS 70], R.I.. Constable [CON 71], [CON 84 M. Sato [SAT 79].

Conn certeza, teoria dos tipos 6 urn born esboco conceitual para a ciencia da corn-
putaciio. Tcoria dos tipos est a nos fundamentos dessa ciencia, pois era trata de con-
ceitos basicos como programa, tipo, especificacao, igualdade, avaliacao, tipo a.bstrato
de dados, etc. A teoria dos tipos pock: ser vista como ulna lOgica de prograinacao.
tinla lOgica. para os processos oracle os programadores escrevem inn programa para urna
certa tarefa e ditto argumentos porc i ne o programa esta correto.

Antes de coniecar o esboco da teoria. construtiva da ina.teinatica intervalar e born
perceber, intuitivamente, porque e possivel acomodar a ma.tematicit intervalar, como
esta abordado neste traballio, na teoria construtiva dos tipos.



Todas as operacOes –, +, • e / definidas sobre 11(Q) sao totals, isto é, se *	 E

{----,+,•, /}, entâo, * : 112 (Q) ---r  11(Q) e tal que para todo (x,y) em1( 2 (Q),x * y E 11(Q).

Consequentemente, toda funcao racional (as funcOes racionais, quociente de polinOmios,

foram estudados corn detalhes no Capitulo 5) f : f'(Q ) 	---, r(Q) 6 uma funcao

total. Estas funcOes sao as canclidatas naturais a algorftmos da maternatica inter-
valar. De fato, supoitha que se precise computar o miinero real e2- 2 .7` 2 .	 E necessario

pois se exibir um algorittno que tern como entrada. (e, 7r) E R. 2 e saIda e2 -cf-272 .	 Mas,

c ---L--, {a Ell(Q)1a<<e} e 7r --_E---_- l b Ell(Q)lb<< 7}	 (e,7r)E- {(a, b) EI 2 (Q)1(a,b) << (e, r)}

AxAy • -L-:--f,I1-2 2	 E	 (c,7r) -----0 '2+2 '2 ,	 ou	 seja, Ax	 xAy • j-L2-4 --;12 e urn esquerna de al-
x 

goritmos que transforma (a, b)	 E	 (e, 7r)	 —	 (A3 . Ay	
1 2 
:29

2  
) ab E e

2 
e+,"2 .	 Ott seja,

a 2 +b2 E e 2 _ei_2„2 ,	 „,2 ,_;,2	 ,	 a 2 _i_1,
'

2	 „2 _,,,,2

a2

e2 -}-7r 2	 •
	 "	 e portanto, %I-2-	 << e,	 , isto e, - :2	 aproxima ou computa - -,r2'	 .

Para cada (a, b) E (e, 7r), AxAy	 '2+2 1' 2	 ba	 c um algoritino que computa 52--±-21-T2-, tent-se(	 x	 ,

ainda mais, (a, b) E (a', b')	 (AxAy • --2---L''2) ab E (AxAy	 1412 ) a' b' , segundo tuna

	

.1: 2	 x

2 _
regra da secao anterior, 	

_ 

er7
2
	 pole ser visto corno tuna proposicao da 16gica con-

strutiva e cada 	  como urna prova dessa propOsicao. 	 AxAy £2:2 Y2 6 visto coino
unt metodo que transforma	 prova (a, b) E (c, 7r) na prova a2:262 E e2 -eF272 .	 Como
c e uma 16gica geometrica, e e um conjunto de predicados. Neste ponto de vista
ArAy •	 : (a, b)	 `1.2 :2 1'2 6 urn transformador de predicados. Observe que (a, b)-

o predicado "aproxiina". Os argumento acima so foram possiveis porque as funcOes
racionais f : If"(Q)	 11".(Q) sao totals.	 Considere urn exemplo mais complicado.
Obter um algoritino que computa. 	  Ja, se sabe que e x e 7r x para cada x E
é uma 16gica geometrica, isto é, ex =	 Ip(X) E	 [11(Q)	 11(Q)Iip(X) << e x , p(X)
6 tint polinOmio	 Analogamente, 7r x =	 {q E [11(Q)	 11(Q)]1p(X)	 7r x l.	 Logo,
para cada (X, Y) E	 R x R (p(X),q(X)) << (e x , 77').	 Fazendo X = e,	 =	 77

tern-se(p(X), q( V)) << (e',7r C ).	 Logo, AXAV P(x)+x°" E	 {( c 7r , r e )	 Dado

(a, 1)) E	 (A.V,WP(x)+q()..)) ab E un+, 7`c , isto	 P( a )4-q(b) computa e ' +, ` .

	

P(X)	 	 P(a)

Estes Bois exemplos sugere a seguinte estrategia. Sabe-se que D E DOM, a catego-
ria dos dominios da matematica computacional, 6 urn tipo e portanto, D x D, D x D x
D, . . . , [D	 D2], etc. sao tipos. Cada, objeto de D on D I x D2, ou [D 1	D2], etc.
e uma logica geometrica c po•tauto tambem um tipo, cliamado, agora, tip° peg acno.

Acrescenta-se a categoria. dos tipos pequenos o tipo mite no vazio, paxa expressar o
fato de que a lOgica expressa por esse tipo é inconsistente. Assiut, DOM e urn universo
de tipos e o tipo D E DOM 6 urn universo de tipos pequenos. 0 universo de tipos

211



pequenos possui urn tipo vazio para expressar que existe dois predicados deste tipo
inconsistentes e portanto o conjunto todo na° especifica objeto algum de D E DOM,

por isso representado por um conjunto vazio. A seguir isto sera feito corn urn certo

rigor linguistic°.

Em teoria dos tipos, o juizo a : A significa que a tern tipo A, ou a 6 um inenibro do

conjunto A. Ent lOgica construtiva um juizo a : A admite muitas interp •etacOes. Ulna

delas interpreta A como uma. proposicOo (isto 6, urna f6rmula beta formada construida
corn conectivos proposionais A, V, etc...) e entO° a: A pode ser interpretado como a

assertiva de que a 6 uma proves construtiva de A. Ou seja, a. proposicO° e identificada
corn o conjunto (ou tipo) de suns provas. Este 6 o conliecido principio (le proposicOes

como tipos. a: A tambem pode ser interpretado corno a 6 urn predicado da especilicacao
A. Este 6 conhecido como especifica.cOo corn° tipo.

Uma inaneira usual de se especificar um programa e (land° dois predicados, ulna
pre-condicao .1)(x) que deve ser vercladeira para. a entrada x, e ulna pOs-condicão Q(x, y)
que deve ser verdadeira pares a saida y. Nor exemplo, urna pre-condicao stria x <<e
"x aproxirna e" a pOs-condicOo seria y = f(x)<<e 2 isto e "y aproxima e2".

Considere A urn tipo (como R por exemplo) e F ulna forulula em legica de predi-
cados classica e x ulna variavel de quell' a ferinula F depende, entito {x : AIF} 6 um
tipo. Ocorrencias Iivre da vaaiavel x ern F terra-se ligada na. expressa.o. Os elementos
no tipo Sao os elementos en] A para. o dual F se verifica. Nor exemplo, seja D E D0111

	urn tipo, tome d E D e seja.	 "x<<des E B", °ride B e a base de D. El-ail. ° o
conjunto admit Loma. a. forma {.r : Dix << e x E 13}, que e a l6gica. geometrica discu-
tida acima. 0 sistema de tipos e entao formalizado num sistema de deduca° natural,
como na secii° anterior, da seguinte inaneira:

a:A F[u /x) verdadeiraRegra.s de introducii°

Regress

	

u:i1	 /lab.] verdadeira

As regras totnadas conjuntamente diz que a : Ix : Alf'} se c somente se a : A e
F[al x] 6 verdadeira.. Desta ► naneira sa.o construidos todos os tipos pequenos de cada.
D E DOM. E estes tipos pequenos sao os construidos desta maneira acrescentado do
tipo vazio. E sobre este universo de tipos pequenos, construidos a partir do universo
de tipos DOM, que sera abordado a teoria dos tipos segundo Martin Lot'. De ora cm
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diante, tipo sigllificara "tipo pequeno" segundo a construcäo acima.

Embora a semOntica de Heyting e a lOgica intuicionfstica ja tenham silo discuti-
das na secao 6.4, elas seráo analizadas novamente, agora, para destacar seas relacóes

corn a teoria construtiva dos tipos. Foi observado, naquela ocasiao, que a teoria con-

strutiva da matematica exige que, para tuna asserciio ser aceitavel, tern-se de exibir

sua demonstracao. Essa dernonstracdo deve ser contrutiva no sentido de que se deve

fornecer informacao computacional acerca dos objetos que se esta discutindo. 	 Ulna
consequencia desse fato consiste em que, (man& se assegura que urn objeto coin llIlla
propriedade particular existe, deve-se fornecer ulna, demonstracáo de tai objeto.

Considere expressOes bem-forrnadas a partir dos conectivos lOgicos A, V,	 e f (o
f represents o tipo vazio ou a proposicOo falsa) A notacito p : a, onde a 6 uma f6rmula
bem-formada, significa que "p 6 uma prova da proposicao a" ( De ora ern diante, as tetras
mimisculas do alfabeto grego designara fOrmula bens-formada da lOgica. int uicionistica).
„hi foi observado, na. secao 6.4, que cut lOgica intincionistica ulna prova de a A 3 é um
par de provas (p, q), oude P : a e q : /3, into 6, p 6 uma prova. de a e q e uma prova de
/3. Ulna prova de a v/3 6 uma prova. de a ou uma prova de j3, junto corn uma. indicacão
de que f6rmula e a prova. Uma prova de a 	 consiste de um metodo ou ulna funcao
que transforma uma prova de a numa prova de /3. E claw que dados provas de a e
a	 possivel derivar uma prova. de /3 aplicando a prova de a	 [I a prova de a. Na".°
existe prova para a proposicao contvaditOria f As f6rmulas	 e a •44, 0 silo delinidas
e provadas a. partir das anteriores. 	 E a	 feaa /3 E (a	 /3) A (i3	 a). Desse
inodo, uma prova de —a 6 UM Illet0d0 que t011la uma prova de a e transforma Immo.
prova de f. Ulna prova de n	 3 6 um par de funcOes (p, q). nude p transforma provas
de a em e q transforma provas de /3 em

Ulna prova de 3xa(x) e 11111 par («,p) (nide a 6 1111) individuo e p c urna prova de
a(a). Unia prova. de V.co(x) 6 um metodo que produz uma prova de a(a) a partir
um indiN.'iduo arbitrario a.

7.4.1	 Exempla

(i) Achar tuna prova para a proposicilo (a A 3)	 (3 A ° ) assumindo que p =	 p2)
e mi nt prova de a A 0. Se (p 1 , p2 ) e unia prowl. de a A ;3, entao (p2 , p i ) c uma prova de
/3 A a. Portanto, Ap • (7 2 (p), 7 1 (p)) 6 ulna prova de (a A /3)	 A a)
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(ii) Acliar uma prova para. a proposiciio (((a V /3) 	 y) A a)	 assurnindo que
a:aeq: (a V #) may.

Se a : a, entao in i (a) : a V #. Como q : (a V II)	 7 tern-se que qa urna prova de

-y. Por outro lado, ((ha): ((a V /3) 	 7)Aa. Logo, A(q, (1).qa : (((a V /3)	 7) Aa

Estas deduOes devern ser formalizadas no estilo de deducao natural, via regras

(veja secao 6.3).	 Uma regra tern a forma geral 	 nude cada	 a„, a e urn
juCzo da forma p : -y. Foi visto, anteriormente, que existern duas especies de regras

lOgicas. Uma regra de introducao e tuna. regra de eliminacao . Serao acrescentadas,
agora, mail duas regras, ulna regra de formacao	 e Nina. 'ism. (lc compulacito . As
regras de introducito e eliurina.ca.o ja. foram amplamente discutidas na secáo 6.3. As

regras de formacao nos dizem que proposiOes teal formas admissfveis, faz parte da
linguagern.	 As regras de computacao nos dizem como provas de f6rinulas podern tier

reduzidas a provas rnais simples.

Abaixo, serao listadas Os quatros tipos de regras para. cada mn dos conectivos. a, ,3
e y sao f6rmulas.

Regras para. o conectivo

(1) Y(3- (regra de fortnacito ); (2) (7171) ! A/30 ( I A)

( 3 E.: 	 	 (	A	 ALL	 AI
/	 p:o	 ' 1	 I	 72(p):0\

(4) Regras de computacao para. A: 771(1), q) 	 ) p;	 7 2 (p, q)

Regras para o conectivo V:

(1) Y
vr (regras de lOrnia.ciio );	 (2) . "	 (I I V ).	 	 (1.2V ) •

In /	i/127):oVO	 -

( 3) P:( V,1) 
CatiO pfg:-)

(4) Regra de computacao para V: caso	 g 	 	 caso ( in 2 r) f y	 yr

Regras para. o conectivo

[x: a]

p : 
( I ) (Ax•p):(o,	 13) ( I	 );	 (2) P:(":1,i),":'(E	 );	 (3)	 /3	 (regra de formacao )u)a):/,
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(1) (ar:a)0(x) (regra de for ► acao):

I egras para 0 conectivo a:

[x : al

/3(x) u:a p:;3(a) 	 m
") (a ,p):( 33.7:a )0( .r)	 )

(4) Regra de computacao para. 	 (Ax • p)a	 p[a I x].

Regras para o conectivo J (absurd())

(1) 7- (regra de for ► a* ); (2) Na.o existe regra de introducao.

(3) 	 PIab	 : a (E f). 011 seja, se possivel provar o absurdo é possivel provar qualquer
ot p

coisa, expresso pm abort p : a, para, qualquer a. (1) Nao existe regra de computacao .

Regras para o conectivo V:

: al

/3(x) 
(vi-,00(x)	 . Esta regra nos diz que qua a e uma formula e qua /3(x) (" u ► a

fOrmula, na bip(itese de c l ue x 6 uma variavel percorrendo a. (Observe que /3(x) 6 ut ► a
notacao para indicar que a variavel x pode ser livre em

[a: • a]

p : 3(x) 
(Ax:o)p:(Va.:0/3(3)( IV);	

co . :(V.r:(1)11(.11 
)	 fa:/3(a)	 FV)

(•) Regra de computacao para. V : (()x :	 )p)a	 p[a/x]

/3).

b:(33-:a).1(3-)	 )(0(1.).-y)
CaS0

Regra de computacao para 3 : ca.so( a , p)f	 tap.

0 lso ► ortis ► o de Curry-lloward

A analogia entre a teoria dos t ipos e lOgica foi inicialmente observado pot . Curry Fey
[CUR 581 qua ► do descobriram a analogia formal entre o tipo 	 e a i ► plica.cao
a	 Eles observaram c l ue os tipos dos co ► binadon's pri ► itivos	 Ax • x, N
AxAy • a: c S	 AxAyk.- • xz(y.:-.) correspondent a um conjunto de axion ► as completo para
o 61culo

a; a	 e (a	 (11	 y))	 ((a	 /1)	 ( 0
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Howard [110W SO] extenden essas ideias e Martin-1,of ja t,iulla ido alem [1.6F 75]
identifican(l° proposicOes e tipos.

1)esse rnodo, identificando-se fOrrnula on proposicao corn tipo e consequentemente

provas Com funcOes, ou objetos em geral, pode-se fazer as seguintes obse•vacOes.

A proposicao aA0e° conjunto de todos os objetos consistindo de uma prova.
de a e unia. prova de /3, isto e, todos os objetos da, forma (a, b) uncle a e ulna

prova de a e b e ulna prova de	 Portanto a conjuncito corresponde ao produto
cartesiano a x /3.

A proposicao aV0e° conjunto de todos os objetos da forma in 1 (a) on in2(b),
onde a e ulna prova de aebe uma prova de /3. Portanto, a disjuncao a V II
corresponde a uniao disjunta a a /3.

A proposicao a	 corresponde ao conjunto das funcOes (a ---+ 	 desde clue etc

contem funcOes transforniando ulna prova arbitraria de a numa prova de 3.

A proposicao (3x : a)0(x) e o conjunto de todos us pares (a, b), onde a um ele-
niento em a e 6 uma prova de 0(a). Logo, a proposicao existencial corresponde
a° commit° Ex:0‘ 0(x), a uniiio dislunta de unta amnia de con juntos.

(5) A proposicao (V.r : a)/3(x) 6 o conjunto de todas as funcOes \x • b, onde b Lima
prova de 13 sob a Iiip6tese de (pre c um element ° de a. Port auto, a proposicao
universal corresponde a 11(.r : (t))(x), 0 produto ca•tc.,:iano de unia familia de

tipos indexado pclo tip° a.

Coin essa identificacao pule-se adotar todas as regra. apresentadas para. a lagica.
intuicionistica, at:Mut, substit uindo 161111111a por tipo. A por	 V por ti), etc., obtendo-se

assim urn sistema dedutiva para tipos.

Observe c l ue cada	 E DOM pode ser recuperado usando a teoria dos tipos p•-
quenos coin° segue. Seja D E DOM, visto corno unn conjunt°, para cada E D,

/3(x) = {b E Blb<<s}, entao, 1) = Es:D 0( X ). A iein disco, ax, = idN (Kr:D, lj(a')).

0 SiSten	 ded111 IVO	 reSCI I tad°, aqui, visa 	 acerca de !novas (ou demo!!

stracOes) de proposicOes	 on de predicados e especificacOes, de nlimeros reais e suits
aproximacOes.	 pur exemplo, (Ax : (i).r 6 um esquem;1 de provas de a 	 (t. 'romaildo
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a :EL-	 r (o runner° real pi) (Ax : 7)x e urn esquema de provas de 7	 7. E desejA,vel
que se esteja consciente em que "nivel" se esta, trabalhando, uma vez que se faz um es-
tudo matermitico de mn sistema formal. 0 nivel de provas e proposicOes sera chamado

o nivel do objeto. Por outro lado no nivel meta, te ► -se os juizos, que torna a forma

(a	 a) e uma fdrrnula; (Ax a)x : (a	 a).

Portant°, juizos expressarn propriedades do sistema de objetos. E aplicando as regras

que se deriva juizos. Por exemplo, pode-se constatar que (Ax : a)(Ay : 13)x : (a
a)), pois ( ,,y:0)7x70,3a) e descartando a hip6tese, (ir:od 

'Ay:0 .r:(8a) 
(Ax:c,)(Ay:0)::(c,(13a1))

Esta aplicacao de regras, que em geral torna a forma de arvores e cha ► ada de•ivaccio.
Desse modo, uma derivacao e uma "prova" informal, sua acao e fora do sistema de
objetos, enquanto tuna prova faz parte do sistema de objetos. Assim, se pode dizer que

"provas estabelecem proposicöes no nivel do objeto" e derivacOes "estabelecem juizos,
no nivel meta,.

7.4.2	 l','xen ► plo

Mostre que se a << c e b	 7, entao 2a 3 + 56 << 2e 3 + 57.

X : e	 x : e

x :

(x, x) : (e, e)
Y

(x,x,x) : (e,e,e)

(Ax : e)2x 3 : (c, c, e)	 9e3	 (Ay : 705y : (7r	 57)

(Ax : e)(Ay : 7)(2x 3 4- 5y) : (e, 7)	 (2e3 + 57)

(Ax : c)(Ay : 7)(2x 3	 5y)a6 : (2e3 + 57)

Computacao: (Ax : e)(Ay : 7)(2x 3 5y)ab 	  2o' + 56.

Logo, 2a3 5b : (2c3 + 57) e consequentemente 2a 3 56<<2e3 + 57.
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8 CONCLUSOES

Nesta unidade sera feita tuna. avaliacao global dos resultados obtidos ao longo deste

traballio, ao IT1CSITIO tempo que sao apontadas as direcOes para as quais ele podera ter

continuidade.

8.1 0 sistema Intervalar Como Uma Analogia ao Sistema de
Nilmeros Reais

No capitulo 2 o sistema intervalar foi coiistruido de tal niodo que o sistenta de mitneros
reais e obtido como tun caso particular dessa construcao. Isto foi possivel a part ir da
generalizacäo do conceit° de corte de Dedekind. Enquauto a construcao dos reais pres-

supOes os ntimeros racionais, a. construcito dos intervalos reais pressupOe os intervalos
racionais. A partir dessa construciio o sistema intervalar possui propriedades anMogas
ao sistema real. Enquanto o sistema. real constitui uma estrutura algebrica, muilida de
uma ordetn, detiontinada CO()rp ordenado completo arquitnediano, o sistema intervalar
constitui urn sistema lOgico, nao mais algebrico (nos seus axiomas figuram desigual-
dades) C0111 a propriedade da interpolaca.o (que corresponde a arquimediana para Os
reais). Esse sistema, chamado de quasi-corpo, tambem, e completo. 0 quasi-corpo
intervalar tern a vant agent, cm relacito corpo real, de sua aritmetica serem funcOes
monotOnicas, superando, assint, a defick_incia. -computacional" do sistema real.

0 corpo dos mitneros reins tent Sid() intensivat ileac estudado nesses tiltimos scculos.
A partir do seculo passado a estrutura de corpo passou a ser estudada a partir de estru-

turas mais simples como grupos, aneis, etc. Sugere-se que a estrutura de quasi-corpo
vetiha a ser pesquisada numa direcito analoga. a de corpo. Esse estudo e iinportante
ua resolucao de sistemas de -equacOes" intervalar e ua elaboracáo de UIIla -algebra"

linear computacional.

Out ra conclusao que se pode tirar do Capitulo 2 e que Os cortes de Dedekind
generalizados sao, por sua vez, tuna generalizacao do conceit° de ideal, amplamente
usado na teoria dos dominios de Scott.

Segundo Scott [SCO 72b] "o nivel coml.° de modelacito da matematica da
pUtaCa0 nil() e nem o estritamente flint ° nem o ilimitadamente bdinito, mas o
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into e, aqueles objetos que aparece corno limites de objetos finitos". A abordageni aqui

proposta esta coerente coin esta ldosofia, pois cada objeto da, matematica intervalar é

obtido como supremo de elementos da base, finitainente representiiveis.

Karnimura [KAM Ma] pensando nos dominios de Scott faz a seguinte observacito.
"NOs programarnos corn objetos totais, mas raciocinarnos corn objetos parciais. Dai

a importancia da base. Na abordagein da computa,cao por dominios, elementos corn-

putii,veis sao usualmente dados operacionalmente:	 supremos dirigidos de sequencias
recursivamente enumeraveis de objetos basicos".

8.2 0 Desenvolvimento de uma Teoria da Coniputabilidade
no Sistema de Ninneros Reais ou Intervalar

A teoria da computabilidade ou teoria da recursao tern crescido rapidamertte desde seu
icio - 50 anos atras - ate hoje. l nquant.o, i ► icialmente principalmente lOgicos estavani

interessados na teoria da computabilidade, atuahnente esta teoria fornece importantes
resultados teOricos para a ciencia da computacao e a legica, e suas questOes e metodos
esta() penetrando em :waits outran disciphnas matematicas. Enquanto inicialmente se
estudava recursa° sobre OS naturals, aqui chamada teoria tip() 1, a teoria da recursito
Lip() 2 [WEI 871 •mvestiga computabdidade sobre conjuntos coal a cardinaliciade do
continuo.

Nesta abordagern da inatematica int ervalar cada real ou interval° de tit:micros reais,
e o supremo do conj unto 1:• 	 {b E 14(01 < <	 l'ode-se dizer, elitao, que o unifier°

real ou interval° de nUmeros reins, .r, e ccimputável se 0 cont unto Ix e recursivainctite

entlincravel. Como a. categoria DOM, da maternal ica computacional, e cartesiana
fecliada essa definicao de computavel pode ser extend Ida a c l ualyucr objeto da categoria,

quer scja winter°, iut.ervado, rt-upla de ntinicros, it-upla de intervalos, funcOes en1 re
mimeros ou intervalos, funcionais, etc. Ott scja, urn objeto de DOM e computavel

se ele e o supremo de um conjunto recursivamente enumeravel de elementos da base.

Mike Smyth [SMY 771 provou que esse conceit() de [mica° computavel na categoria
cartesiana fecliada dos (To's coin base enumeravel, coincide coin o couceito usual de
funcao computavel [(tOG 671.

A partir dessa. (.1efinicao (le ' ,timer° coniputavel ("! tacit ver que Os inimeros reins it

(pi), e (base Ileperianit.) etc. sao comptitii.Vels (para tun argument() de c l ue pi 6. coin-

250



putavel ver	 70]). E intuitivo que cada funcao intervalar racional e computavel.

Logo, toda funcao intervalar definida por serie de potencia e co ► putavel como supremo

de um conjunto recursiva ► ente enu ► eravel de polian ► ios. Assi ► , sao co ► putaveis as

funcOes e x , cos .V, log X, etc.

Diante dos argurnentos aci ► a sugcre-se o desenvolvitnento de ulna teoria da corn-

putabilidade tipo 2, onde o espaco R, dos reais parciais, desempenhe um papel, nessa

teoria, analogo ao papel desempenhado pclos naturals na teoria tipo 1. Por exempla,
ua teoria tipo 1 se define computabilidade explicita ► ente sobre os mimeros naturais ou

palavras e mostra-se que ambas	 as abordagens sao equivalentes. Computabilidade ern
°taros conjuntos entimeraveis se red uzem a. co ► put abilidacle sobre IN via numeracao ou
condificacao. Nessa teoria tipo 2 cada objcto 	 Minn to, 6 o (U ► ite de ulna sequencia re-

cursivamente enumeravel de objetos finitos	 isto e, = lim	 Sugere-se ta ► bem,
a investigacao cla possibilidade dos intervalos de informacOo basicos c da arit ► etica in-
tervalar basica sejarn vistas como maquinas simples cuja composicao gera ►  maquinas

complexas que desempen ► a ► nut papel para co ► putacao nitmerica analog() aquele
desempenhada pclas maquinas de Turing sobre os nnmeros naturais. Caso essa a nalo-
gia seja Bern sucedida sugcre-se (pie clas sejarn denominadas maquinas de Moore, ern
homenagem ao criador da ► ate ► atica intervalar. De qualquer modo essas maquinas
requerem itina investigacao da Snit complcxidade computacional. E isto e uma sugcstao
de pesquisa na area de co ► plexidade de algorit ► os.

8.3 No Sentido de urna Analise Funcional Iiitervalar

A introducao do ulna topologia sobre	 os reins parciais, compativel co ► a. ordem faz
cam (pie esse espaco possua um teorema	 ponto lixo, an �ilogo ao Teorema do Polito
Fix() de Banach. 	 claw ( I nc este teorema (lc pout() fixo tulip e titil no espaco R. on R.
Isto porci ne toda. funcao continua de R. en ► "R. tem o bottom como ponto fixo. Dai a
importância da categoria DONI ser cartesiana fechada. Isto significa que o espaco de
funcOes continuos ou de funcionais continuos, etc. tern o rnesmo status clue o espaco
R. Ou seja., todo Funcional continuo tetra tambent ponto fixo, viabilizando assim o
dcsenvolvimento de urea. a ► alise funcional intervalar. Sugere-se que seja investigada
cam profundida.de essa AnaIlse Funcional, para (pie seja definido o corresponde ► te de
Espaco de Banach, Espaco de Hilbert, Algebra. de Banach, etc. E que seja aprofundada
o cstudo de equacOes diferenciais c integrals, apenas sugeridas no Capitulo 5.
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Smyth propOs (SMY 871)] ulna generalizacao para espacos nao-llausdorff que tern
como casos especiais dominios de Scott. Investigando essa generalizacao o autor,

dessa tese, definiu unia quasi-metrica 11111 -11 dominio cuja topologia induzida por ela

exatamente a topologia de Scott nesse dominio. Tem-se aqui Os espacos quasi-metricos

na categoria DOM desempenhando o mesmo papel que Os espacos metricos [mina ca-

Legoria topolOgica de Ilansdorff. Ora porcine interesse cut espacos quasi-mkricos? Ein

outran palavras, qual 0 interesse em quasi-metrizar dominios? A quasi-metrica permite
ulna analise quantitativa do espaco, enquanto a topologia (IC Scott, sendo compativel

corn a ordem, somente e capaz de fazer au alise qualitativa..

Tendo em vista os argumentos a.cinto sugere-se que a. categoria DOM seja. estudada

con y mofundidade do potato de vista de que setts objetos sejam espacos quasi-metricos.

8.4 A Matemitica Intervalar como Metodo e Geometria

No Capitulo 5 foi observado que a. matematica interval • pode ser vista como um

metodo, no mesmo sentido da algebra linear. No (lt auto esse metodo esta compro-

metido corn representavies, diferenternente do metodo linear, preocupado apenas corn
a operaciotialidade.

Foi sugerido naquele capitulo o desenvolvimento de uma algebra linear compura-
Essa algebra linear permitira desenvolver-se tuna geometria. l interessante

i ► vestigar-se a. rclacito entre cssa geometria c o !Herod() int ervalar. Sugere-se assim
a invcstigacao dessa geometria coin ° tuna base ' ,aril 0 desenvolvi ► ento de uma coin-
put acão grMica intervalar.

8.5 A Matematica Intervalar coino uma Teoria de Algoritmos

A elaboraca.o da logica. geomet rica. do capitulo 	 que pe•mite °filar para calla ob-
jet.° da categoria DOM como Lima teoria geomkrica so foi possivel porque existe tuna
equivalencia. entre tuna categoria de espacos topolOgicos e funcOes continuas, e ulna
categoria de frames c homomortismos. 1st.° e tuna generalizacao dos teoremas de du-
andade do tipo Stone (.1011 84 0 papel dessa. lOgica. 6 muito imuortante na ana.lise
qualitativa de algoritinos deduzidos na logica. construtiva do capitulo 7. Fla, permitc
comparar dots algoritmos clue computam 0 mesmo objeto de DOM. On a partir de

•
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doffs algoritmos que executam a mesma tarefa e possivel se extrair urn terceiro quail-

tativamente rnelhor do c l ue ambos e que executa a mesma tarefa. Enquanto a 16gica

construtiva do Capitulo 7 permite uma prova automatica da corretude de ulna pro-
grama. a lOgica elaborada no Capitulo 6 faz Lima aniihse qualitativa desses progranias.

Trabalhos futuros nesta area deve aprofundar o estudo dessas duas lOgicas assim como
estudar a complexidade desses algoritmos.

Finalmente, urna continuaciio natural desse trabalho sera extender a categoria
DOM corn clominios potencias de modo que se possa fazer analise de algoritmos para-
lelos e Ira° deterministicos [SMY 83].
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