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RESUMO

A Matematica Intervalar se assenta em dois conceitos fundamentais, a propriedade da
inclusao-monolonicidade de sua aritimética e uma topologia de Hausdorff definida no
conjunto dos intervalos. A propriedade da inclusao-monotonicidade tem se revelado
uma ferramenta util na elaboracao de algoritmos intervalares, enquanto a topologia
de Hausdorff nao consegue refletir as caracteristicas logicas daquela propriedade, com-
prometendo, desse modo, a construgao de uma ldgica cujo modelo seria a estrutura
intervalar munida dessa topologia. Essa logica seria necessaria para fundamentacao da

matematica intervalar como uma teoria de algoritmos da analise real.

Neste trabalho se mostra que o insucesso na construgao dessa fundamentagao se
deve a incompatibilidade entre a propriedade da inclusao-monotonicidade ¢ a topolo-
gia de Hausdorfl. A partir dessa constatacao se descarta essa topologia e define-se
uma outra topologia - a topologia de Scott — que é compativel com essa propriedade,
noe sentido de que todo resultado obtido usando-se a logica, isto é, a propricdade da

inclusao-monotonicidade, obtém-se também usando-se a ferramenta topoligica e reci-

procamernte.

A teoria resultante da substituigdo da topologia de IHausdorff pela topologia de
Scott tem duas caracteristicas fundamentais. A Analise Funcional Intervalar resultante
possui a maioria das propriedades interessantes da Analise Real, suprimindo, assin, as
deficiéncias da Andlise Intervalar anterior. A elaboragao da propriedade da inclusao-
monotoniciadade permite construir uma légica geométrica e uma teoria lambda cujo
modelo ¢ essa nova matematica intervalar. Além disso, a partir dessa logica e da teoria
lambda se elabora uma teoria construtiva, como a teoria dos tipos de Martin-Lof, que
permite se raciocinar com programas dessa matematica. Isso significa a possibilidade

de se fazer corre¢ao automatica de programas da matematica intervalar.

Essa nova abordagem da matematica intervalar é desenvolvida pressupondo, ape-

nas, o conceito de nimero racional, além, é claro, da linguagem da teoria dos conjuntos.



Desse modo é construido o sistema intervalar de um modo analogo ao sistemareal. Para
isso é generalizado o conceito de corte de Dedekind, resultando dessa construgao um
sistema ordenado denominado de quasi-corpo, em contraste com o nimeros reais cujo
sistema ¢ algébrico, o corpo dos nimeros reais. Assim, no sistema intervalar a ordem
é um conceito intrinsico ao sistema, diferentemente do sistema de niimeros reais cuja

a ordem nao faz parte da dlgebra do sistema.

A légica dessa nova matematica intervalar é uma logica categorica. Isto significa
que todo resultado obtido para dominios basicos se aplica para o produto cartesiano,
uniao disjunta, o espaco de fungoes, etc., desses dominios. Isto simplifica considera-
velmente a teoria. Um exemplo dessa simplifica¢do é a defini¢ao de derivada nessa nova

matematica intervalar, conceito ainda nao bem definido na teoria intervalar classica.

PALAVRAS CHAVE: Dominios, Topologia de Scott, Categorias, Quasi-Métricas, Quasi-
Corpos, Avaliagoes de Fungoes , Calculo Lambda Intervalar, Logica Construtiva e

Matematica Construtiva.



ABSTRACT

The Interval Mathematics is based on two fundamental concepts, the inclusion-mono-
tonicity of its arithmetics and a Hausdorff topology defined on the interval set. The
property of inclusion-monotonicity has risen as an useful tool for elaboration of interval
algorithms. In contrast, because the llausdorff topology does not reflect the logical
features of that property, the interval mathematics did not permit the elaboration of
a logic whose model is this interval mathematics with that topology. This logic should
be necessary to the foundation of the interval mathematics as a Real Analysis Theory

of Algorithms.

This thesis shows that the theory of algorithms refered above was not possible
because of the incompatibility between the property of inclusion-monotonicity and the
Hausdorfl topology. By knowing the shortcoming of this topology, the next step is to
set it aside and to define a new topology - the Scott topology — compatible with the
refered property in the sense that every result obtained via the logic is also obtainable

via the topology and vice-versa.

After changing the topology the resulting theory has two basic features. The
Interval Functional Analysis has got the most interesting properties belonging to Real
Analysis, supressing the shortcomings of previous interval analysis. The elaboration
of the inclusion-monotonicity property allows one to construct a geometric logic and
a lambda theory whose model is this new interval mathematics. From this logic and
from the lambda theory a constructive theory is then elaborated, similar to Martin-
Lof type theory, being possible then to reason about programs of this new interval
mathematics. This means the possibility of automatically checking the correctness of

programs of interval mathematics.
This new approach assumes only the concept of rational numbers beyond, of course,

the set theory language. It is constructed an interval system similar to the real system.

A general notion of the concept of Dedekind cut was necessary to reach that. The

29



resulting construction is an ordered system which will be called quasi-field, in opposition
to the real numbers system which is algebraic. Thus, in the interval system the order
is an intrinsic concept unlike the real numbers sistems whose order does not belong to

the algebraic system.

The logic of this new interval mathematics is a categorical logic. This means that
every result got for basic domains applies also to cartesian product, disjoint union,
function spaces, etc., of these domains. This simplifies considerably the new theory.
An example of this simplication is given by the definition of derivative, a concept not

derived by the classical interval theory.
KEY WORDS: Domains, Scott Topology, Categories, Quasi-Metrics, Quasi-fields, Fval-

uation Functions, Interval Lambda Calculus, Geometric Logic, Constructive Logic and

Constructive Mathematics.
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1 INTRODUCAO

Esta unidade ¢é dividida em duas partes. Na primeira parte sera feito um resumo da
Analise Intervalar, aqui chamada cldssica, com o objetivo de situar o leitor em alguns
topicos técnicos deste campo de pesquisa e também servir de subsidio as consideragoes
futuras. Na segunda parte sera feita uma analise critica dos problemas pertinentes a

1.1 A Analise Intervalar Classica

Atualmente tem sido muito divulgada a necessidade do uso de técnicas intervalares
com a finalidade de alcangar limites garantidos para os resultados de computagoes
cientificas. Algoritimos convencionais, chamados de algoritmos pontuais, computam
uma estimativa para uma resposta, e, talvez, um erro estimado. O usuario nao pode
afirmar a exatidao da resposta estimada sem o auxilio de uma analise de erro, que é
extensa, dispendiosa e nem sempre viavel.

T'écnicas inlervalares, em contraste, computam um intervalo, com a garantia de
que a resposta pertence a este intervalo. Portanto, resultados intervalares carregam
consigo a seguranga de sua qualidade.

A analise de intervalos esta interessada em técnicas que podem ser programadas
por computador, contendo em sua computagao uma analise rigorosa e completa de erros
do resultado. Existem trés fontes de erro em computacao numérica: a primeira, e mais
séria, porque nao é possivel torna-la arbitrariamente pequena via computagao adicional,
€ a propagagao de erro nos dados iniciais. Isto ocorre quando os dados de entrada ou
parametros sao incertos, como, por exemplo, na criagao ou simplificacdo de um modelo
matematico de um determinado sistema, ou ainda nas medidas, em geral, como tempo,
temperatura, distancia, intensidade luminosa, etc., que sao obtidas de instrumentos
que tem precisao limitada. A questao de como a incerteza dos dados contribuem para
a incerteza da resposta pode ser ignorada, ou pode ser feita uma analise profunda com
simulagbes , ou com auxilio da experiéncia do pesquisador. A analise é, frequentemente,
dificil ou impossivel; simulagées sao dispendiosas, especialmente em muitas dimensoes:
e a experiéncia deve ser considerada com cautela.
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A segunda ¢ terceira espécies de erros em computagao sao o erro de arredonda-
mento, causado por computador com um nimero arrendondado a um nimero finito de
digitos, e o erro de truncamento, causado ao se truncar sequéncias infinitas de operagoes
aritméticas apés um nimero finito de etapas, que podem sempre, em principio, ser mi-
norados ao torna-los arbitrariamente pequenos atraves de uma computagao rigorosa ¢
exaustiva.

A analise de intervalo é uma teoria matematica, com origem na década de 60, que
tem como objetivo responder a questao de exatidao e eficiencia que aparece na pratica
da computagao cientifica. Aqui é importante fornecer esquemas computacionais tal
que, em se efetuando bastante computagao, a segunda e a terceira espécies de erros
se tornem tao pequenos quanto possivel. A propagagao do erro nos dados iniciais e
a acumulacao do erro de arredondamente em qualquer scquéncia finita de operagocs
aritmélicas podem ser ambos rigorosamente controlados, simplesmente, pondo-as em
aritmética de maquina ordinaria.

Assim, espera-se que as (€cnicas intervalares fornecam garantia, ¢ que possati
ser aplicadas quase que automaticamente. Uma resposta intervalar carrega consigo
a garantia de sua incerteza. Até mesmo quando uma analise de sondagem de erro
é executada, o nimero resultante é somente uma estimativa do erro que pode estar
presente.

Considerando as tdenicas inlervalares, o diametro de um intervalo solugao ¢ o
indicativo da influéncia do erro do dado no erro do resultado final obtido. Este ¢
um tipo de andlise sensitiva, que pode substituir execugoes de simulagoes repetidas ¢
dispendiosas.

Entretanto, obter uma resposta intervalar nao garante que ela inclua algo do nosso
interesse. Atingir uma inclusao significativa requer uma fundamentagao matematica
cuidadosa de todos os cstagios do desenvolvimento do algoritmo e sua implementagao.
Os algoritmos a serem desenvolvidos devem ser algorilinos intervalarcs, e nao versoes
intervalares de algoritmos pontuais conforme as experiéncias de [COR 88].

Analizando o que tem sido apresentado nesta area, esbarra-se comn alguns obstaculos
que impedem o desenvolvimento de algoritmos eficientes. Para perceber isto ¢ preciso

fazer um eshogo da fundamentagao matematica dessa drea.



As operagoes aritméticas com intervalos sao definidas como segue:

[a,b] + [¢,d]=[a+ ¢,b+ d]

[a,b] = [e,d]=[a—d,b~- ]

[a,b] - [¢,d])=[min{ac, be,ad, bd}, max{ac,ad,be, bd}),
[a,0)/[c,d)=[a,b] - [§,1], se 0 [e,d]

Pode-se observar que I(IR), o conjunto ‘e todos os intervalos de extremos mimeros
reais, constitui uma estrutura algébrica que generaliza a estrutura dos reais, quando
se considera —,+,- e / como definidas acima, como as operagoes. A aritimética de
intervalos satisfaz a propriedade da inclusao monotonica (veja [MOO 66]), isto é, se

[,JJK,LelI(R)el C K eJC L, entao

I+JC K+ L
I-JCK-L
I+JCK-L

1] S KL -se; 0¢.J, L

A imagem de uma fungao real f : D C IR — IR, sobre um conjunto X' C D
é R(f,X)={f(x)]z € X}. Quando & = [a,b] ¢ um intervalo fechado limitado ¢ f ¢é
continua, entao f2(f, X) também é um intervalo da mesma espécie.

Um problema fundamental e tipico na Analise Intervalar é o calculo de R(f, X)
ou no minimo uma boa aproximagao dele. Se [ é definida em termos de operacoes
aritméticas ¢ funcoes com extensao intervalar, entao o uso de computagao intervalar
[MOO 66] nos da uma extensao intervalar I tal que R(f,X) C F(X) para X C
D. Lste calculo tem a vantagem de ser completamente automatico, e nao requer
conhecimento das propriedades especificas de f.

[ possivel introduzir uma topologia sobre I(IR) [MOO 66] que torna as operagoes
aritméticas continuas.

Sejam X = [a,b] e Y = [c,d] intervalos, onde a ¢ ¢ denotam os extremos inferiores
do intervalo e, b e d os superiores. Chama-se distancia entre X e Y a expressao dada
por

d(X,Y)=max{|a — ¢|,|b— d|}.
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E facil ver que d(X,Y') satisfaz as seguintes propriedades de uma métrica

Y)
d(X,Y)=d(Y,X), paratodo X,Yel(IR)
) <d(X,Y)+d(Y,Z), paratodo X,Y,Zel(IR).

Portanto, (/(IR),d) ¢ um espago métrico e consequentemente a topologia induzida
dessa métrica é Hausdorfl,

1.2 A Abordagem Proposta

15 inegavel que a matematica intervalar constitui um consideravel avanco na funda-
mentagao da analise nuincrica, como uma matematica da computagao. I£ a razao deste
avango constitui-se nao somente pela superagao da problematica apontada anterior-
mente, mas, principalmente, pelas seguintes razoes:

(a) Encara o mimero real como algo “ideal”, nao finitainente representavel, e toma
em seu lugar o intervalo, em principio manipulavel pelo computador. Desenvolve um
método, o método intervalar , matematicamente fundamentado, para quantificar, auto-
maticanente, o quanto € razoavel tomar o intervalo pelo real. Portanto, diferentemente
da analise numérica, cuja preocupagio tem sido desenvolver algoritimos para executar
certas tarelas, o método intervalar pode ser visto [SCO T2a] como uma tentativa da
elaboragao de uma teoria de algoritimos ¢ de representagao, nos moldes da Teoria da
Informagao [SCO 82a], [SCO 82b]. Ou seja, a andlise intervalar é uma forte candidata
a uma logica da elaboragao de métodos numéricos, isto é, a uma fundamentacdo da
analise numcrica.

(b) Uma teorta de algoritmos que se preza pressupoe critérios para analisar qual de
dois algoritmos que “computa” o mesmo real aquele que ¢ mais exato, isto ¢, aquele
cujo resultado melhor se aproxima do real. Isto significa que deve haver uma relagao
de ordem no conjunto dos algoritimos.  As fungdées que transformam um algoritmo
em outro deve ser monotonica, isto é, deve preservar a relagao de ordem. Vendo os
intervalos como algoritmos ¢ a inclusao intervalar como uma ordem de exatidao, as
fungoes —, +, - ¢ /, da aritmdética intervalar, sao monotonicas. Considere, agora, a reta
com a ordem usual “menor ou igual”. Das fungoes, —, +,- ¢ /, da aritinética real, a
unica monotonica ¢ a adi¢ao. Por exemplo, =2 < 0,-3 < 0 ¢ no entanto nao ¢ o
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caso de 6 < 0. Desse modo, nao é conveniente considerar os nimeros racionais como
algoritmos reais com a ordem usual. Assim, a aritmétrica intervalar seria uma forma

de superar esta deficiéncia da ordem usual dos nimeros reais.

Apesar do sucesso dessa area de pesquisa, haja visto a grande quantidade de
pesquisadores e trabalhos publicados, a matematica intervalar tem se mostrado muito
mais uma alternativa, mais ou menos bem sucedida, de elaboragao de algoritmos para
exccutar tarefas em matematica numérica do que uma fundamentagao da computagao
cientifica. (Iﬂ importante observar que os sucessos obtidos sao devidos, na sua quase
totalidade, a propriedade da inclusdo-monotonicidade da aritmética intervalar).

O autor tem os seguintes argumentos para o aparente insucesso da matematica
intervalar como uma légica da computacao cientifica.

(a) As fungoes da aritmética intervalar, aqui chamadas fung¢ées intervalares bdsicas,
como transformadores de algoritmos, devem ser computaveis. A inclusao -monoto-
nicidade ¢ uma condigao necessaria para que isto acontega, porém nao € suficiente
[PLO 80). Elas devem ser fungoes continuas. As fungoes intervalares basicas sao fungoes
continuas, mas a topologia que torna essas fungdes continuas é uma topologia métrica
e consequentemente uma topologia de Hausdorff (veja o capitulo 2).

Agora considere uma fungao definida num espago munido de uma topologia ¢ uma
ordem. Se continuidade segundo a topologia nao implicar monotonocidade segundo a
ordem, ou a funcao nao é computavel [SMY 90a] ou o conceito de computabilidade
de fungoes a partir da nogao de continuidade topoldgica nao pode ser definido nesta
estrutura.  Im outras palavras, a topologia e a ordem sao incompativeis (uma boa
referéncia de espago topoldgicos ordenados ¢ [NAC 65]). A tdnica ordem compativel
com a topologia Hausdorff é a trivial (veja o capitulo 2 para a justificativa desta in-
lormagao), isto ¢, a igualdade. Ou seja, se < é uma ordem compativel com a topologia
de Hausdorff, entao para todo a,y,r < y se e somente se * = y. Ora, a topologia
definida no espago dos intervalos é Hausdorfl ¢ a relagao de inclusao, que permitiu
o conceito de inclusao-monotonicidade, é uma relacao de ordem nao-trivial. Logo, a
topologia definida no espago dos intervalos e a inclusao-monotonicidade siao incom-
pativeis. lronicamtente, tudo se passa como se em colocando a topologia métrica no
espago dos intervalos se recuperasse as mesmas deficiéncias (a nao monotonicidade de
algumas das fungoes da aritmética real) da reta real as quais a teoria intervalar pre-
tendia superar. Agora é possivel entender porque os cientistas da drea de matematica
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intervalar, deram preferéncia a inclusao monotonicicidade em detrimento dos conceitos
topoldgicos. Aqueles que trabalham com os dois conceitos conjuntamente ou foram
suficientemente sensiveis para perceber as incompatibilidades ou devem ter se expostos
ao perigo de tirar conclusoes contraditorias.

Nio ha como sair desse circulo, para nao dizer paradoxal, sem se excluir um dos dois
conceitos, inclusao -monotonicidade ou a topologia métrica, definida na secao anterior.
A escolha é uma decisao politica. A opgao pela inclusao-monotonicidade é feita pelo
cientista da computagao, o logico da computagao , ou seja, aqueles preocupados pelos
fundamentos da computagao cientifica. A opgao pela topologia Hausdorff é feita pelo
matematico, nos moldes clissico, onde as unicas topologias que valem a pena estudar
devem no minimo ser de Hausdorfl. Desse ponto de vista, a analise intervalar nada mais
é que uma teoria que extende a andlise real, no mesmo sentido da andlise complexa.
IXm outras palavras, enquanto a primeira opc¢ao ve o intervalo como algo “menor” (ele
aproxima um real), embora maunipuldvel ¢ o real como algo ideal, apenas atingivel por
limite, a segunda opg¢ao vé um intervalo como extensao (algo “maior”™) do real, ¢ um

real é um caso particular de intervalo, onde os extremos sao iguais.

Embora essa duas visoes da matematica intervalar sejam opostas, a visio Hausdor(l
tem predominado impedindo que a visio logica dinamizasse todas as suas potenciali-
dades e isso apesar da graude maioria ter, aparentemente, optado pela visao logica. Isto
explica porque a grande quantidade de traballio nessa drca continua sendo elaboracao

de algoritmos. A seguir sao dados argumentos para justificar essa afirmagao.

(b) A reta real munida das operacoes —, 4, ¢ / constitui um corpo. Ou scja, a
reta real ¢ um modelo de uma teoria algébrica. Numa teoria algébrica nao figuram
desigualdades no conjunto de scus axiomas, mas apenas igualdades. Por isso ela ¢
também chamada teoria equacional. O conjunto dos intervalos munido das operagoes
basicas, —, 4, ¢ /, nao constitui um corpo. Para quem tem uma visao Hausdor(l
isto constitui uma deficiéncia paralizante uma vez que a estrutura intervalar se afasta
muito da semelhanca com a reta, o que nao acontece para a mesima estrutura com os
nimeros complexos, que também é um corpo. Uma conscquéncia dessa “deficiéncia”
(veja Capitulo 5) consiste em que nao ¢ possivel definir sobre essa estrutura a nogao
de espago vetorial e consequentemente esta perdida toda a operacionalidade no sen-
tido da dlgebra linear, como resolugao de sistemas lincares de equagoes, por exemplo.
Nao podendo ser vetorial nao pode ser um espago de Banacli, nao sendo Banach nao

existe a garantia de que [un¢oes que sao contragoes possuem um iinico ponto fixo, nao
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havendo essa garantia esta prejudicada a andlise de existéncia e unicidade de solugoes
de equagdes diferenciais e assim por diante. Ou seja, essa estrutura se afasta tanto da
reta real que se comega a questionar se ela ¢ realmente uma teoria que extenda a reta
com alguma utilidade, enquanto extensio dessa reta. Em vez de entrar nesse beco sem
saida, o individuo da outra visao, a visao logica, focaliza a atengao nao na igualdade,
mas na relacao de ordem. E o que resulta (veja capitulos 2 e 5) é uma estrutura or-
denada com um conjunto de axiomas constituido de igualdades e desigualdades. Isto
nao ¢ mais uma teoria algébrica, mas teoria ordenada ou logica. A partir dessa teoria
é possivel definir espaco “vetorial” desenvolver uma “algebra linear”, resolver sistemas
de equagoes “lineares”, etc. Nao se tem noticia de que algo semelhante tenha sido feito.
Isto justifica a afirmagao de que a visao Hausdorll da matematica intervalar tenha sido

paralizante para o desenvolvimento do lado logico dessa teoria.

(c) Mesmo a visao inclusao-monotonica da matematica intervalar, a parte computa-
cionalmente fértil dessa teoria, nao estd isenta de defeitos graves, embora facilmente
superaveis. Por exemplo, segundo essa teoria cada nimero real é aproximado por um
intervalo de extremos reais que o contém. Cada intervalo, tendo extremos reais, cada
um desses reais deve ser aproximado por um intervalos de extremos reais que o contém
e assim ad infinitum. A tdnica maneira de quebrar essa regressao infinita é desenvolver
uma teoria, nos moldes da Teoria de Dedekind para o sistema de nimeros reais, onde
tudo que se precisa sao os intervalos de extremos racionais. Para isso deve-se construir
todos os elementos do espago dos intervalos pressupondo apenas os intervalos de ex-
tremos racionais (veja capitulo 1). Ou seja, os intervalos de extremos racionais constitui
uma “base” para o espago dos intervalos. Como essa “base” é um conjunto enumeravel
¢ possivel se introduzir o conceito de nimero real ou intervalo de nimeros reais com-
putavel, pois para isso ser possivel é suficiente a existéncia de uma base enumeravel

[SMY 77).

A opgao pela visao inclusiao-monoténica da matematica intervalar nao significa
que nao se possa ter uma topologia definida nesse espaco. De fato, nesta tese é
proposta uma topologia, a conhecida topologia de Scott, onde a propriedade da in-
clusao-monotonicidade é compativel com a topologia. Como consequéncia todos os
resultados decorrentes da inclusio-monotonicidade siao também resultados topoldgicos
e reciprocamente. Portanto, existem, agora, duas visoes difcrentes, porém compativeis,
da matematica intervalar. Uma, a visdo logica, e deste ponto de vista é desenvolvido
uma teoria de algoritmos que contém como subteoria o calculo lambda com tipo e
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o calculo lammbda sem tipo. ISsta teoria nos permite raciocinar com programas da
matematica intervalar (Capitulo 7). A outra visao, o ponto de vista topoldogico ou
analitico nos permite obler uma série de resultados que estao em analogia com os re-
sultados da andlise real tais como uma versao intervalar do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, do Teorema da Extensao de Tietze, do Teorema de Stone-Weierstrass, etc.

Um fato importante a destacar nesta nova abordagem é que a linguagem usada
para falar de matematica intervalar ¢ a mesma usada pelos cientistas da computagao
para fazer semantica denotacional de linguagens de programagao, unificando, desde
agora, dois campos de pesquisas aparentemente distintos.

A seguir sera dado um resumo do conteudo dos proximos capitulos.

No Capitulo 2 ¢ construido o sistema intervalar a partir dos intervalos de extremos
racionais. [ssa construcao é analoga aquela feita por Dedekind na construcao do
sistema de mimero reais a partir da estrutura de nimeros racionais. O que resulta ¢
uma estrutura ordenada em vez de uma estrutura algébrica, como se da para o caso
real. Essa estrutura ordenada esta para a matematica intervalar assim como o corpo
dos niimeros reais esta para a analise real.

No Capitulo 3 sao apresentados alguns elementos de topologia e categoria necessarios
para os capitulos subsequentes. O resultado principal desse capitulo é o teorema de
ponto fizo para espagos topologicos ordenados, onde a topologia do espago ¢ de Scott.

O objetivo do Capitulo 1 é apresentar a matematica intervalar como uma categoria
bicartesiana fechada com objeto reflexivo e como tal ela é modelo do célculo lambda
com tipo e do calculo lainbda sem tipo.

No Capitulo 5 a matematica intervalar é apresentada como um método alterna-
tivo ao método linear, onde a preocupagao por representacao finita esta presente. L5
sugerido, também, como desenvolver uma “algebra linear” da matematica intervalar.
Ainda neste capitulo mostra-se que ¢é possivel analizar a existéncia e unicidade de

solugoes de equagoes diferenciais com a linguagem intervalar.

O objetivo do Capitulo 6 é apresentar cada nimero real, ou intervalos de nimeros
reais, ou fungoes reais apresentadas por séries, etc., como uma légica das observagoes
finitas, conhecida como légica geométrica. Para isso sao apresentadas, no inicio do
capitulo, sob wina forma inédita, pelo menos para o autor, alguns conceitos fundamen-
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tais de logica e linguagem.

O Capitulo 7 coloca a matematica intervalar como uma linguagem lambda que
extende as linguagens lambda com tipos e sem tipos. E elaborada, também, neste
capitulo, uma logica construtiva para a matematica intervalar de modo que seja possivel
fazer correcao automatica de programas.

Finalmente, no Capitulo 8, é feita uma analise dos resultados obtidos e sugeridas
futuras pesquisas na area.
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2 A CONSTRUCAO DO QUASI-CORPO DOS
INTERVALOS FECHADOS DE NUMEROS REAIS

O objetivo principal deste capitulo é generalizar o conceito de corpo ordenado de
numeros reais. Para i1sso o conceito de corte de Dedekind é generalizado na segao
2.2. O que resulta desta generalizagao ¢ uma estrutura ordenada que sera chamada
quasi-corpo. Observa-se na se¢ao 2.4 que esta estrutura é uma generalizagao da nocao
de reticulado continuo como pode ser encontrado e [GIE 80]. Na segao 2.6 se observa
que o conceito de corte de Dedekind generalizado é uma extensao da nogao de ideal
como aparece em Teoria dos Dominios [PLO 80]. Na secao 2.8 é feita uma comparagao
entre o conceito de quasi-corpo e a estrutura dos intervalos como esta em [MOO 66).

2.1 A Estrutura dos Numeros Racionais e dos Intervalos de
Extremos Racionais

Seja @ o conjunto dos mimeros racionais. Assume-se que @ contém —oo e +00. Con-
sidere sobre @) as operagoes de — (subtragao), +(adicao), - (multiplicacao) e / (divisio).
Por questao de simplicidade, as vezes, a subtragio e a divisao sao vistas em termos da
adigao e da multiplicagao como segue. Para a,beq), faga:

a—b=a+(-0),onde — : Q) — Q tal que —(a)=—ua ¢,

afb(ou §)=a-j,onde 7" :Q — Qal quea'=tsea#0e
07! =—00 ou +oc.

A estrutura (@, —.+,-,71,0,1), onde 0 ¢ | sao os nimeros racionais zero e um,
respectivamente, agora destacados, satisfaz as seguintes propriedades para todo z,y,z €

0.

(1) z24+y=y+a; a-y=y-x (comutatividade)
(2) 2+(y+z)=(x+y)+z

z-(y-2)=(z-y)-2 (
(3) O+z2=x;1 2=z (existencia de elemento neutro)
(4) z—2=0; =1 ou o0 (existéncia do elemento inverso)
3) z-(y+z)=2-y+ax-:z (distributividade)

associatividade)
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A estrutura (@, —,+,7',-,0,1) satisfazendo (1) - (5) diz-se uin corpo, o corpo dos
mimeros racionais, de ora em diante representado, simplesmente por, @). As operacoes
envolvendotoc sao aquelas usuais. Por exemplo, z + co=+00 se T # —o0,z - co=20.

2.1.1 Defini¢ao: Ordem Parcial

Seja A um conjunto nao-vazio e < uma relagao sobre A. Uma ordem parcial, ou
simplesmente po, é um par (A, <), onde a relagao < satisfaz as seguintes propriedades,
para todo z,y,z € A.

z<zx (reflexividade)
(i)z<yey<z=>zr<:z (transitividade)
i)z <yey<z=>z=y (anti-simetria)

dscreve-se © < yse x < yex # y. Dizse, também, que A é um conjunto
parcialmente ordenado.

A ordem parcial (A, <) diz-se tolal (ou A ¢ totalmente ordenado) se todos os cle-
mentos de A sao compariveis, isto é, para todo «,y€ A.e <y ou y < r. Por exemplo

0 munido da ordem parcial < (“menor ou igual™) ¢ um conjunto totalmente ordenado.

2.1.2  Defini¢ao: Ordem Forte ou Ordem Auxiliar

Seja (A, <) uma ordem parcial ¢ < uma relagiao definida sobre A, < diz-se uma ordem
forte ou relagao auriliar se cla satisfaz as seguintes propriedades, [GIE 80], para todo

r.y.z,we A,

)

)

J)z<yy<zezfw=zr<w
Jr<z=>dyecAtalquer <y <=

A propriedade (1) também chamada interpolagio, ¢ de fundamental importancia
para os “espacos continuos” como a reta real e o espago dos intervalos. Observe que
uma ordem forte, em geral, ndo é reflexiva. A relacao , <, “é estritamente menor™,
sobre os racionais @) ¢ uma ordem forte, sobre Q). < nao ¢ reflexiva, isto ¢, © <  nao

é verdadeira para nenhum » # —o0 ou +oo. Por outro lado, pode-se assumir, sem
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nenhum problema, que —oo < —o0 € +00 < +00.

Seja (@)= {[p,qllp, 4 €Q e p < ¢}, onde [p, ¢] sao os intervalos fechados. Como, por
hipdtese, —oo < 400, [—00, +00] €I(Q). Defina, sobre l(Q)), as seguintes relagoes, para
todo [p,q], 1, 4] €KQ)

g C ¢l = p<p <q <qistoé [V, q] < [pd]
Pl << ¢l e p<p < <qistoé, [pq)C[p¢],masp#p eq#q.
E facil ver que (I[@Q),C) é uma ordem parcial e << ¢ uma ordem forte, sobre I(@Q).

Observe que << nao ¢ reflexiva. Esta relagao desempenhiara um papel, com respeito a
K@), anadlogo aquele que < desempenha em relagao a @.

A partir das operagoes —, +, -, /, sobre Q. ¢ possivel definir as seguintes operagoes

sobre I(@):

p+psa+4T v d =0 ¢ = gl + =, 2 )=lp— ¢ 4]
[uun{z v}, max{z-y}], onde € {p, ¢}, ye{p,q'}

[P, q] + V', ¢']
(pyql - [P 4]

1

nql/lY.d] = [p q] o ,], onde 7' : Q) — I(@Q) tal que
palmt= LY s ne[p, q) e [pa]™" =[~o0. +00] se 0€ [p,g].

Defina [p, q] * [—o00, +00] = [—00 + 00, como sendo [—o0, +00], se € {—, +,-,/}.
Usando as propriedades do corpo @ é facil ver que (@), —, +.-. ') satisfaz as seguintes
propriedades, para todo x,y,z €l(@).

(1) z+y=y+x; v-y=y-x (comutatividade)
(2) 1+(J+~“)=(*+J)+~.
(y-z)=(z-y)- = (associatividade)
3) z-y+z-2Ca-(y+2) (semi-distribuitividade)

Sejam (Ay,C4) e (A2, Cy) ordens parciais com ordens fortes <, e <, respectiva-
mente. Defina sobre Ay x Ay = {(a,y)|e € A\, y € A3}, o produto cartesiano de A, e Ay,
as seguintes relagoces.

(ti,) E(ap) @0 Eywy ey Sy

(e, 3) < (22,42) & 2y <122 €y <y Y2

(A; x A3, C) é uma ordem parcial com ordem forte <.
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2.1.3 Definicao: Fungao Monotonica

Sejam (A, C,) e (Az, C,) ordens parciais. Uma fungao f : Ay — A, diz-se monotonica
scx Cyy = f(z) Gy f(y).

2.1.4 Proposigao

As operagoes —, +, - e /, definidas sobre (@), acima, sio [ungoes monoténicas de I*(Q))

em (@)
Prova: ver [DIM 91].

Das operagoes —, +,- ¢ / definidas sobre @ a inica que é monotonica é a adigao.
A multiplicagao, por exemplo, nao é monotonica, pois —2 < 0, -3 < 0 e, no entanto,

(—2)- (=3} 2.0,

IZste fato poderia ser visto como uma deficiéncia da ordem <, sobre ). De fato, do
ponto de vista da computagio as fungdes nao-monotouicas sao imprestaveis, isto porque
clas nao sao computaveis. Por outro lado, a funcao produto de nimeros racionais ¢
intuitivamente computavel (¢ possivel fazer um programa em FORTRAN que computa
a fungao produto de dois nimeros racionais). Isto sugere que a ordem usual, sobre
@Q. ¢ incompativel com a nogao usual de computacao. Desse modo, a passagem de Q)
para (@) pode ser vista como uma tentativa de suprir essa deficiéncia da ordem dos

racionais. IY claro que (@) deve preservar muitas propriedades importantes de Q).

2.1.5 Lema

-~ . P = - . . - . ) y.
A equacao x? =2 nao tem solucao em @), isto é, nao existe nenhum 2 €@ tal que o =2,

Prova: Sabe-se que Q = {§|a,b € 7Z}. Suponha, por contradigao, que existe x € Q)
tal que 2? =2. E possivel supor, sem perda de generalidade, que @ = % é irredutivel

b )
isto ¢, m.d.c(la],[b]) =1 (por exemplo, se 2 = {5, entao toma-se o scu cquivalente
T = g, onde m.d.c(3,5) = 1). Da hipétese de que § ¢é solucao de 2* = 2 segue que
T =22 d =20 = aé par isto é a = 2m para m € Z. Logo, a* = 4m* ¢

2 - 2 _ .2 T SO LR S . B
consequentemente 4m? =20* = b? =2m? = b* é par = b é par. Absurdo, pois « e b,
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por hipétese, sao irredutiveis. Portanto, 2? =2 nao tem solugao em Q.

2.1.6 Defini¢ao: Supremo e Infimo

Seja (A,C) uma ordem parcial e X € A um subconjunto nao-vazio de A. z € A diz-se
supremo de X, cuja notagao é x=UX ou z=Sup X, se

(i) = é um majorante de X, isto é, y C a, para todo y€ X.

(ii) 2 é o menor dos majorantes, isto ¢é, se '€ A com y C 2’ para todo y € X, entao
z C z'.

Quando x = Sup X e z € X, ele diz-se um maximo de X. O conceito de infimo é
o dual do de suprenio, isto é, na defini¢ao de infimo coloca-se J, onde se tem C. Ou
seja, £ € A é o tnfimo de X, para X # 0, X C A se

(i’) = é um minorante de X, isto é, y 3J x, para todo y € X.

(i1’) x é o maior dos minorantes, isto é, se 2’ € A com y J z' para todo y € A, entao
., 2.

Usa-se x = NX ou z =inf X para denotar o infimo de X. No caso particular
de X = {z1,...,2,} ser finito, usase r=2,U... Uz, ¢ x =2, MN...M, como uma
alternativa para denotar Sup X e inf X, respectivamente.

IS facil ver que se inf X ou Sup X existe ele ¢ unico. De fato, sejam x=inf X ¢
2'=inf X. Como z é um infimo e 2’ é um minorante, entao 2’ C z. Analogamente,
r C 2. Usando a anti-simetria de C segue que x =2’

Agora, usando o principio da dualidade, o Sup X, se ele existe é unico. Lste
principio consiste no seguinte.

Seja (A,C) uma ordem parcial. A ordem parcial oposta A°? tem os mesmos ele-
mentos que A, porém com a ordem reversa: a C bem A & b C « em A. O principio
da dualidade pode ser enunciado como segue.



2.1.7 Proposicao

Seja A uma ordem parcial ¢ X C A, nao vazioe x € X. Entao z=SupX & z=in[Y,
com Y C A,

Prova: Imediata a partir das definigoes.

Apesar da simplicidade desta proposicao, ela, muitas vezes, corta as demonstragoes
pela metade. Tendo provado um resultado para o supremo (ou infimo) pode-se, ime-
diatamente, estabelecer, sem prova, um resultado para o dual, o infimo (ou supremo).
Por exemplo, mostrou-se, acima, que o infimo quando existe é unico. Pelo principio da
dualidade o mesmo é verdade para o supremo.

2.1.8 lema

Seja X={z€Qx >0c 2’ <2} eY={2eQlz >0c a® > 2}. Entao, Sup X ewnf Y

nao existem em Q.

Prova: Mostiar que Sup X nao existe, é equivalente a mostrar que, para cada r € .\,
existe y € Y com y = x. Para isto suponha que z € X. BEntdao »* < 2. Considere
um pEQ com O < p < liep < je1e ocla y = x + p. Por conseguinte, y > x c.
Y=+ (204 p)p < 2+ (204 1)p < 2+ (2—2?)=2. De modo que y € X. Para mostrar
que i f Y nao existe em Q) ‘\ill{JOIlllﬂ reY. Entalo 2> 2 Sejay=2 — 5-2:,—:-3 =& 4
Entao, 0 < y <z ey’=u—(e*=2)+( z _2} > 02— (22=2)=2. De modo que y€ Y.
Logo, inf Y.

2.1.9 Proposicao

Seja X = {[p.q] €l@)|[p*, ¢*] << [2,3], p > 0 e ¢ > 0}. Entao Sup X nao existe em
Q).

Prova: Scja Y = {« E(QLL > 0 e 2* > 3}. Entao inf Y nao existe em Q). l')v fato.
suponha €Y', entao a? > 3. St'jd y=a - 22 4- >0eux "_F: =y e’ o
Portanto, 0 < y < v ey’ =2 — (x* = 3) + (*z—:i']‘ > a? — (22 = 3) =3. De modo
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que y € Y. Logo, inf Y nao existe em Q. Usando o Lema 2.1.8 ¢ o fato de que
X ={[p,q€k@)|p > 0,¢ > 0,p* > 2 e ¢* > 3} segue o resultado.

2.1.10 Definigao: Conjunto Dirigido e Cadeia

Seja (A, C) uma ordem parcial e X C A nao-vazio. X diz-se um subconjunto dirigido de
A se para todo r,y € X existe z€ X tal que 2 € 2 ¢ y T z. Um subconjunto (@) N de
A diz-se uma cadeia se ele é totalmente ordenado, isto é, 2o C 2, C 2, C...C 2, C ..

Assim toda cadeia é um conjunto dirigido, pois dados dois elementos 2, e r; da
cadeia, entao x; C z, ou z; C z;. Se esta iltima desigualdade se verifica entiao o =z da
definigao de dirigido é x;, caso contrdrio é x;.

Como() é um conjunto totalmente ordenado, todo subconjunto X C @) é uma cadeia
em @ e por conseguinte um conjunto dirigido em Q. Em J(@), nem todo subconjunto
¢ uma cadeia, por exemplo {[—1,2],[0,3],[0,2]} ¢ dirigido e nao é uma cadeia. Outro
exempio de conjunto dirigido em I(®) é {[p,q]lp > 0,q > 0 e [p?, ¢*] << [2,3]}).

Uma ordem parcial (A,C) diz-se completa, ou simplesmente cpo se todo subcon-
junto dirigido de A tem supremo em A e existe um elemento L€ A tal que LC x, para
todo » € A, chamado primeiro elemento de A ou bottom.

2.1.11 Exemplo

Seja IN o conjunto dos niimeros naturais. Um conjunto nao-vazio X diz-se enumerdvel
se existe uma fungao bijetiva f : X — IN. X diz-se contdvel se ele é finito ou
enumeravel.

(a) Seja A um conjunto contavel ¢ Ay = AU {L}, onde L ¢ um elemento artificial,
L& A, acrescentado a A, chamado bottom. Defina sobre A, a seguinte relagao

z,y€dy, zE g =L ou z=y.

Entao (A ,C, L) é um cpo chamado cpo plano. (I usual se destacar o bottom na
estrutura). De fato, é trivial que C é uma ordem parcial. Por outro lado, os tunicos
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subconjuntos dirigidos de A sao {L,z} ¢ {x},ondex€ Ay, Sup{L,z}=ze Sup{z}=
Z.

Isso ¢ uma maneira natural de tornar conjuntos em ¢po’s. Desse modo, os con-
juntos IN, Z,Q, 1B = {f,t} podem se tornar cpo’s (IN.,C, L),(Z,C, L),(Q,,C,L)e
(B.,C, L), onde C é a ordem plana definida acima.

(b) Seja X um conjunto nao-vazio qualquer e P(X) o conjunto das partes de X. Defina,
sobre P(X), a seguinte relagao.

X;. X,eP(X), X;CEXp& X, CX,.

Entao, (P(X),C, ¢) é um cpo, onde o primeiro elemento 1=¢. Qualquer familia nao-
vazia {A,} € P(X), dirigida, {A,} C P(X) tem supremo U,{A.}.

(¢) Um caso particular do exemplo anterior € o seguinte.

Sejam (Dy,C4, L) e (1),.C,. Ly) epd’s. Seja (Dy — Dy) o conjunto de todas as
funcoes de Dy em Dy, Delina sobre (1 — Dy) a seguinte relagao f,g € (1), —
Dy), [ C g & graf([f) C graf(y). Delina Le (D, — Dy) por L (x) =L, para todo
reD,. Entao (Dy — D,,C, L) ¢ um epo, cujo primeiro elemento é L.

As ordens parciais (@Q. <) ¢ (@), €), definidas anteriormente, tem 1= —o0o ¢ 1=
[—00, +00] como primeiro elemento, respectivamente, mas nao sao cpo’s pelos Lema
2.1.5 ¢ a Proposicao 2.1.7. Considere a ordem parcial (Q,C) onde 2,y €Q, 2 Cy &
y < 2. Denotando essa ordem parcial por @7, tem-se L= 400 € o primeiro elemento

de Q7.

2.2 Completagao de Ordens Parciais

Nesta se¢ao sera usada a téenica dos cortes de Dedekind para se obter completagao
das ordens parciais Q,Q" ¢ I(Q). [£ dada aqui uma definicio de Corte de Dedekind
de modo a acomodar as ordens parciais @ (ou Q) e [(@Q). Essa definigao de corte é
uma generalizagao da definicio de Corte de Dedekind encontrada na fundamentagao
do sistema de nimeros reais, como esta em [RUD 66).

Seja A qualquer um dos conjuntos Q ou I@Q). Se (A, <, L,) é uma ordem parcial

com primeiro elemento Ly ¢ A=0Q), entao < se tornara < (menor ou igual) e Lg=—o00,

48



enquanto a ordem forte é < (estritamente menor). Se A=0", entao, < se torna C,

como definida acima e Lg=+00, enquanto a ordem forte sera > (estritamente maior).
No caso de A=IQ), < sera C, como definida acima, sobre I(Q), Lg=[—00,+00] e < é
<<.

2.2.1 Definigao: Corte de Dedekind

Seja (A, <, <, Lg) uma ordem parcial com ordem forte < e primeiro elemento Ly, Um
subconjunto a C A, tal que a # A, diz-se um corte de Dedekind se
() z<yeyca=zr€a
(ii) Para todo z € a, existe y €a tal que r < y
(ii1) a ¢ dirigido, isto é, a # ¢ ¢ para todo x,y€a, existe z€atal que x < z ey < 2.
Como todo subconjunto nao-vazio de @) ¢ dirigido, ele satisfaz automaticamente a
condigao (iii). Isto significa que esta condigao ¢ desnecessaria para cortes em @), basta

acrescentar a condicao a # ¢, veja [RUD 66]. A condigao (iii) visa acomodar a ordem

parcial I(@).

2.2.2 Proposicao

Seja @ um corte tal que 2 €a e y&a. Entao y < r. Se A=Q), entao, de fato, r < y.

Prova: y < x, pois caso contrario se y < ., pela condicao (i) da defini¢ao de corte
y€a. Se A=Q, entao z < y porque @ é totalmente ordenado.

2.2.3 Proposicao

Para todo z € A, o conjunto {x={y € Aly < x} é um corte de Dedekind e Sup {r=z.
Em particular, {a é um conjunto dirigido.
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Prova: Como lg<.Lg, 2 contém no minimo o elemento Ly, pois Lo< z para todo
z € A. Logo, lz # ¢, para cada x € A. Por outro lado, se z = z,z € A, entao
z g lr e portanto lr # A. Sex; < a,ex;y € J;:r, entdo x5 < z e pela transitivi-

dade de < segue que r; < z. Isto mostra a condigao (i). Para provar a condigao
4z
2

encerrar a prova falta mostrar que {a é dirigido e Sup le=2. Se A=Q,lz ¢ di-
rigido porque todo subconjunto nao-vazio de @) é. Suponha que A=I(Q). Entio, dados
[p,q], [P, '] € Q) com [p,q), [, '] € tx tem-se [p,q] << z e [p',¢'] << z. Portanto,
= [p,q) N [P, ¢'] # ¢ e pertence a La. Além disso, [p,q] C z,[p,¢/] T z ¢ = << 2.
=[p,q) N [p',¢']. Portanto Lo é dirigido. Falta mostrar que Sup lz = 2. De fato,
< 2 é absurdo, pois « nao ¢ reflexiva. Logo, 2 &4 z e portanto  é um majorante de

(ii) suponha que z € {z. Entdo z < < 2 e consequentemente = € Ly, Para

tr

b

x. Se a' é outro majorante, entao necessariamente r < 2', pois do contrario (isto ¢,

Boa— 8

Y < z) ter-se-ia ' € | x, contrariando o fato de 2’ ser majorante. Logo, Sup lr=1.
()

Seja A a colegao de todos os cortes de Dedekind sobre A. Defina sobre A a seguinte
relagao.

a,feEA, a<feaCfh; a<peacCpf,epara algum z€ A a C i.r cBeA

¢ chamado completagao por cortes de Dedckind de A.

2.2.4 Teorema

(A, <, L), onde 1={L1,}, ¢ win epo com ordem forte <.

Prova: Para provar esse teorema primeiro sera provado o scguinte lema.

2.2.5 Lema
Seja A a completacio por cortes de Dedekind de A e I C A uma familia dirigida de
A. Entao, Sup F' existe ¢ pertence a A, isto é, Sup I’ é um corte de Dedekind.

Prova: Seja I'={a,|i € 1}, com o; € A. Deve-se mostrar que Sup I = UL satislaz a
definicao de corte. Sup I' # ¢ e Sup I’ # A porque, por hipétese, I é uma familia
propria de A. Suponha que z < y ¢ y € UF. y € UF = 3a; € I tal que y € a,.
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T <y = T€aq, pois a; ¢ corte. Logo, z € UF. Para mostrar (i) tome z € UF. Entao
para algum 2, @ € ;. Como a; é um corte, existe y € a; tal que x < y. Portanto y € UF
e r < y. Falta mostrar que UF ¢ dirigido. Seja z,y € UF. Entao, existem a;,a; € I
tal que z€a; e y€a;. Como F é dirigido existe um elemento a. € I tal que a; < a. e
a; < a.. Logo, existe z € a, tal que x < z ey < 2. Como a, CUF segue que z €UF.
Portanto Sup IF'=UF ¢ dirigido ¢ UI"€ A.

O

Prova do Teorema: (A, <) é uma ordem parcial porque < é a relagio de inclusao
em conjuntos. Como LE A e Loy< x para todo x € A segue que { Ly} =i 1< a, para
todo a € A. Logo, 1={ L1} é o primeiro elemento de A. Pelo Lema 2.2.5 A é um cpo.

Falta mostrar que < é uma ordem forte. Mas isto ¢ imediato da defini¢ao de <.

2.2.6 Proposicao

Q ¢ totalmente ordenado, isto é, a, 7€) = a=F oua < f ou f < a.

Prova: Pecla defini¢ao da ordem <, sobre A, se a =3, entao claramente nao se da o < 3
ou # < a. Para mostrar que ambas as relagoes se excluem mutuamente, suponha que
ambas as relagoes scjam vilidas. Como a < J, existeye fe yda. Como 3 < a,
existe x€a e w3, Pela Proposigio 2.1.2, no caso de @, se y € f e z&a, entio y < .
Analogamente, de r€a ¢ y&a segue que xr < y, o que ¢ uma contradigao, pois < nao
¢ reflexiva. Logo, apenas uma de o < y on y < & pode ser verdadeira. Uma dessas
duas desigualdades se verifica. De fato, suponha que a # . Entao os dois conjuntos
nao sao idénticos, isto é, existe x €Q tal que « esta em um e nao no outro. Se rea e
r ¢, entao a < 3. Caso contririo, 3 < a.

2.2.7 Definicao: lsomorfismo

Sejam (Ay,C,, L) e (A3, C,, 1) ordens parciais com primeiro elemento 1, ¢ L,
respectivamente. Uma fungao f: Ay — Ay diz-sc um isomorfismo se
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(i) f(Li)=L.
(ii) f é bijetiva, isto é, [ ¢ injetiva e sobrejetiva

(iii) f € monotonica.

Seja B={lz|z€ A} C A (B,<,1)éumaordem parcial com primeiro clemento
1={Le}, onde < ¢é induzida de A. Ou scja, a,BEB & a < A como elementos de A.
Como LE A, l-J_u: {veAlx <Ly} ={Lo}. Entao l LE B e, J_— 1= {Ls} C a, para
todo a € B, ou seja, 4 Ly é o primeiro clemento de B.

2.2.8 Proposigao

A e B sio isomorfos, isto ¢, a fun¢ao f: A — B tal que f(x)={x é um isomorfismo.
Prova: (i) f(Lo)=1{ Le&={Lo}€B.

(i) f ¢ injetiva. De fato, f(2)=f(y) = fae=ly = v=y pois 2= Suplz = Suply =
y. f é sobrejetiva. Com efeito, se be B, entao b= l.r para algum @ € A. Entao f(x)=0.

(iii) f ¢ monotonica. De fato, suponha que 2 < y e {x £ ly = zelae
z@ly=z <22 < y e z £ y. Isto é um absurdo, pois < ¢é transitiva. I claro que se
r =y, entao l.r: iy.

[ista proposi¢ao mostra gue A possui uma copia de (A, <, Lg).

2.3 O Corpo Ordenado Completo de Niimeros Reais

- o —_— P — —up ¥ = .
Scejam a, 1 € A, onde A, por enquanto, sera @ ou @ 7. Delina, sobre A as seguintes
operacgoes.

a,peAa+B={r+ylrcacyes}.



2.3.1 Proposicao

A operagédo, definida acima, esta bemn definida, isto é, o+ 3 ¢ um corte se a e 3 forem.

Prova: Se a e 3 sao cortes, entao a # pe f# ¢ => a+  # ¢. Sejam z,y € A tal
que z da e y . Entao, para todo 2’3" em a e J tal que 2’ < z e y' < y tem-se que
' +y <x+y. Logo, z+y&a+ 3. Isto mostra que a + F# A. Para mostrar (i)
na definicao de corte suponha que 2 €a + f com y < z,y € A. Entao existem y' € a
ey"€eptal que x=y" +y". Seja z € A tal que z=y" + y. Entao z < y e portanto
2z € a. Logo, y € a + . Para provar (ii) suponha que z € a + 3. Entao 2 = y' 4+ y",
comy caey’ef. Existeumy€Atal quey <y. Logoy+y'€a+pBex=<y+y"
A condigao (iii) se verifica trivialmente sobre @ ou Q7. As operagoes —, -, [ se define e
prova analogamente.

2.3.2 Proposicao

A fungio f :@Q — B tal que [(r) = b preserva as operacoes * € {—, +,-,/}. Ou scja,
Jlx*y) = f(x)* f(y).

Prova: A prova serd feita, apenas, para a adi¢io uma vez que as demais operacoes
tem demonstragao analoga. Mostrar f(a+y)=f(r)+ f(y) ¢ equivalente a mostrar que
Ha+y)={a —|—l?; Suponha = € l(r +y). Emtao z < a+y. Sejams=a+y—z, r=u—:
el=y— 3. Lntao re lately e z=r+ 1. De modo que z€ e + lq Reciprocamente,
suponha :-:Ei;a.' + 1y, Entao z=2' 4 Y coma' <axey <y, demodo que z < x4y,
isto é, z€ (a + y).

e

2.3.3 Lema

Seja a €Q,z € a e x > 0. Entao existem o', 2" €@ tal que @' € a, 2" da,z” nio é o
supremo de a e 2" — 2'=1.

Prova: Seja y€Q com y€a. Paran=1,2,... seja s, =y + nx. Lntdao existe umn unico



natural m tal que s,, €a € s,,4; §a. Se s,41 nao for o supremo de a, considere ' =s,,

1\ - % ! i 1 r
¢ 2" =5m41. S€ sS4y f0r 0 supremo de a, considere a'=s,, + 5,2 =541 + 3

2.3.4 Proposi¢ao

Seja 40 ={z €Qlz < 0} e {1 ={z €Q|z < 1}. Entado, para todo a,,v €Q valem as

seguintes propriedades, que caracterizam @ como win corpo.

(a) a+p=B+a; a-f=f-a (comutatividade)
(b) (a+B)+y=a+(B+7)
(a-8)-y=a-(f 9) (associatividade)
(c) a+ l(]:a; a - irl =0 (existencia de elemento neutro)
(d) a+ (—a)=10; &= M,sea# 10 (existéncia do elemento inverso
e 2=1,se a=y0 para cada elemento)
() a-(B+y)=a-f+a-y (distributividade)

Prova: Para demonstrar (a) ¢ (b) basta usar as propricdades andlogas de @ ¢ as
definigoes de soma e produto em Q). Agora sera mostrado a primeira parte de (c¢).

Quanto a scgunda parte a demonstracio ¢ analoga.

Seja x €a + iU. Entao, =2 + " com o' €a ¢ "€ L0 (ou seja. 2 < 0 e 0€Q).

Logo, 2" + 2" < &', de modo que &' + " €a ¢ portanto o+ < a.

Reciprocamente, suponha que @ € a. Considere y > o, comy €a. Scja z=x — y.

Entio z < 0, isto é, z€ 40 ¢ =y + z, de modo que r € a + 10. Logo, a + l0=aq.

Para mostrar a primeira parte de (d) (a segunda parte tem demonstragao analoga)
¢ preciso mostrar que para todo a € @ existe wm dnico 3 € Q tal que a + 3 = in

Primeiro a unicidade. Se o + 3, = a + 4, =10 scgue. fazendo uso das trés propriedades

anteriores, que /3y = iﬁ + dh=(la+ )+ =+ 9)+ 3= iU + =M.

Para mostrar a existéncia do corte 3, seja 3 o seguinte conjunto {x €Q| — = é um

majorante de «, mas nao o supremo}. Deve-se mostrar que /4 ¢ i corte.

E claro que 8 # ¢ ¢ 3 # @). Para mostrar (ii), sc r €4 e y < v, entdo —z da e

—y > —x, de modo que —y ¢ um majorante de a, mas nao o supremo. Logo, y € 3.

=



No sentido de mostrar (ii), se 2 € #, —a ¢ um majorante de a, mas nao o supremo.
» » » 1 ) » o » p— ] . — y l-' -~ — m l‘ ‘-

De modo que existe um y €Q tal que —y < —v ¢ —y §a. Secja 2 = £ lintao
—y < —z < —x, de modo que —z ¢ um majorante de @, mas nao o supremo. Portanto,
existe um z €Q com 2 < z e z€ f. Falta mostrar que a+ = 10. Suponha que z € a+ 3.
Entao, r=2'+2", com 2’ €a e 2" € 8. Portanto, —z" ga, —2" > 2',2'+2" <0ez€ 10.
Reciprocamente , suponha que z € 10. Entao, z < 0. Pelo Lema 2.3.2 pode-se obter
2’ 2" €Q, com 2’ € a, 2" da (com 2" sendo o supremo de a) de modo que " — 2'=—z.

Como —2"€f, tem-se r=2'—2"=2"+ (—2")€a + 3.

Para demonstrar a distributividade, basta usar a propriedade correspondente dos
racionais.

. . ye — —up ———
O resultado abaixo é vilido tanto para@Q ¢ Q ° quanto para [(@).

2.3.5 Proposicao

t€Ader€a® {rCa.

Prova: (=) Suponha que € A e r €a. Entio {o < a, pois para todo y € le,y <z
Como z € a e a ¢ um corte segue y€a - lr < a porque ¢ € a e J‘le.

(=) Se la‘ < a,entao existe y € Atal que y€a ey dir. Assim,r < y ¢ por consequinte
€ a, pois y € a.

D

Os cortes de @) serao chamados mimeros reais. Fste conjunto, de ora em diante, sera
denotado por IR. Pelo que foi visto acima, IR contém uma c¢opia dos nimeros racionais.
O subconjunto I8 = {{z|z €Q}, que ¢ isomorfo a @, sera denotado, sinplesmente, por
Q e seus elementos {x, com x € @), serio identificados com os elementos de @), isto
é dx = z. Assim, 0 =0e {l = 1. Do ponto de vista da ordem existem dois
corpos ordenados de reais. Um deles (IR, <), onde € é a ordem usual. O outro (IR, C)
tem como ordem  C y & y < z.(IR, <) e (IR,E) tem —oo e +00, respectivamente,
como primeiro elemento. A diferenca entre esses dois corpos ordenados completos é
puramente qualitativa. Em (IR, <), o menor elemento é —oo, em (IR,C) é +o00. De
ora em diante (IR, <) sera denotado, simplesmente, por IR ¢ (IR,C) por IR?.

ot
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O teorema a seguir ¢ fundamental para a teoria que se pretende desenvolver nesse

: P e | )
trabalho. Deve ser observado que ele vale para as situagoes I(Q),Q ¢ @) .

2.3.6 Teorema
Seja I C A uma familia de cortes. Entao

(a) Se I’ é majorada, entao I tem supremo em A

(b) Se F' minorada, entao [ tem infimo em A.

Prova: A familia I diz-s¢ majorada se existe a € A tal que # < a, para todo g€ I'.

Para mostrar (a) suponha que F'={a;[t € I} ¢ uma familia majorada de elementos
de A. Pretende-se mostrar que [ tem supremo em A. Mas precisamente, pretende-se
mostrar que Sup I"=Ug{a;[t € 1}. Para isso tem-se

(1) a; < U{ali €1}, para todo 1€ 1, isto é, Ug{a;|¢ € [} ¢ um majorante de [

(i1) Seja o um outro majorante de F. Entao a; < a para todo ¢ € I. Logo, U{a;1 €
I} < a, ou seja, U{e;|t € I} é o menor dos majorantes.

(i) U{a)i € I} =UF seri o supremo de I se UF € A, isto ¢, se UF for um corte.
A prova de que UI # ¢ ¢ UF # A é analoga a correspondente do teorema 2.2.4.
Para mostrar que U/l" ¢ dirigido usa-se as propriedades inerentes a Q) e I{Q)) de
quese r,y€A (A=Q ou A=I(Q)) e existe w € A tal que z < w e y < w, entao
existe Uy em A com x Uy < w. Além disso, se a e f# sio cortes em A tal que
TEa,yE P exly existe, entdo rUy€aU 3. A partir disto pretende-se mostrar
que U é dirigido. Sejam 2,y € UF. Entao existem ag,a;, € I' tal que x € a; e
y €a,. Como I’ ¢ majorado, existe a €A coma; < ae a; < a. Ou seja, existe
weEa tal que z L w e y < w. Entao, x Uy < w. O que significa que e < a Uy ¢
y <aUy. Como aUy€a;Ua; segue que zJE UL, Ou seja, UL é dirigido em
A. Logo, Ug{ayli€ I} €A, isto é, Sup F=Ug{ailiel}.

(b) Segune de (i) e do principio da dualidade.



2.3.7 Corolario

Todo corte em ) tem um supremo em Q).

Prova: IEm particular, como @ C @ = IR, todo corte é um conjunto majorado de
niumeros reais.

0

Uma consequéncia do Teorema 2.3.6 e do Corolario 2.3.7 é que, se a é um corte
em IR, existe um corte 3 € IR tal que Sup a = Sup 3. Desse modo, pode-se definir
uma relagao de equivaléncia entre os cortes de IR e os cortes de IR como segue:
aceR,BER? a=0 & Sup a = Sup . Por essa equivaléncia sempre que for
conveniente, pode-se substituir um corte de IR por um equivalente de IR

2.4 O Quasi-Corpo dos Intervalos Fechados de Numeros Reais

Observe que I(@) é uma combinagio de IR e IR”. Por isso é possivel provar muitas
propriedades de I(@) usando as propriedades de IR e IR”. O objetivo desta secio é
derivar algumas propriedades de [(@) a partir de propriedades de IR e IR”. Antes,
porém, é bom explicitar a definigao de I(@), o conjunto de todos os cortes de Dedekind

de intervalos de extremos racionais, isto ¢, se a €l(@), entao

(a) a# pea#lQ)

(b) Se [p,q) << [p',¢'] (isto é, p < p' ¢ ¢ T ¢') ¢ [P, ¢'] €@, entdo [p, g € a.

(c) Para todo [p,q] € a existe [p', ¢'] € a tal que [p.q] << [/, ¢').

(d) a é um conjunto dirigido, isto ¢, se x,y € a, entao existe z € a tal que » C z ¢

yE =

(Lembre-se que a notagao ¢ C ¢' em IR significa ¢’ < ¢, onde < ¢é a orden estrita
usual sobre IR).

Como as propricdades de @) dependem, apenas, dos extremos dos intervalos
[py4),p,q €Q,p < q, é possivel encarar p € (Q,<) e ¢ € (Q,C). Logo é possivel se



pensar num corte a €I(@Q), como sendo um par a=[f,7] onde feR e y€R?. B ey
podem ser vistos como cortes ou como numeros reais, dependendo da conveniéncia.

Desse modo, as relagoes C e <<, sobre I(@Q), definidas anteriormente podem ser
recuperadas como segue. Para todo o, € I(@Q)

[a,8]<<[a", B @ a<a eBC f,ondea<pead <pj
[,BlC [o,fl e u<adeBC B aa €k, 3,0 €R?
As operagoes —, +,+, /, sobre @, podem ser definidas como segue
[.B] + [« ] = [a+ ', 3+ 7).

[Essa operagao esta bem definida porque a+a' € IR e 7+ 7' € IR™. No caso das demais
operagoes € necessario, as vezes, trocar em [a, 8], 3 pelo seu equivalente em IR. Tendo
o cuidado de efetuar essa troca, quando necessario, as demais operacoes sao definidas
- Como segue.
l[a,B] - [, B'] = [min{z-y}, maz{x-y}], onde r € {a,3},y € {, '}
/
| U at=t b i
—[a, 8] =[-B,-a]e[a. B8] = [5=;

De acordo com a observacao a respeito da troca, todas estas operagoes estao bem

definidas.
Defina 00 € @), como 0° = [l{JlO] el = [illll onde lU,ll € (I_}__

De modo geral cada elemento de @ (ou IR) pode ser recuperado, a partiv de 1(@),

definido @ = IR como o conjunto dos elementos de K@) da forma [a.af, com a € Q.

2.4.1 Proposi¢ao

A fungio f : K@) — B = {{z|z € IQ)} preserva as operagoes = € {—,+,+/},
definidas sobre I(@).

Prova: Dada [p,¢] € K@), f([p,q]) = i[p, q] = [ip, L'.']. A demonstragao sera feita

apenas para a adigao. Pretende-se mostrar que
l([]), q++4q)) i[p, q] + l[p’, ¢']. De fato. 4 pal + 10,4 =

={p+a.p + ¢ B+ Ha+a)) =+ to+ig) =
= [Ip.da)+ I, 4] = g + ' + gl

Il



2.4.2 Proposi¢ao

Sejam a, 3,7 € I(Q) quaisquer. Entao valem as seguintes propriedades

(a) a+p=F+a; a-pf=p-a (comutatividade)
(b) (a+8)+v=a+(B+7);(a-B)y=a-(F-7) (associatividade)
(c) a+0'=qa; a-1"=a (existéncia de elemento neutro)
(d) a+(-a)<<02<<1,sea#0° (existéncia do elemento
e 2=1,se a=0" semi-inverso)
(e) a-f+a-vyCa(f+7) (semi-distributividade).

Observe que as propriedades (a),(b) e (¢) sao exatamente como em IR, e as demais
s6 valem, em geral, pela metade. Por isso l(@Q), munido dessas operagoes sera chamado
qUASL-coTPO.

Prova: As propriedades (a),(b) e (¢) saem imediatemente da representagao HT@ €omo
um conjunto de pares [a,f],a € IR, € IR™. Para mostrar (d) seja a = [o/,a"],
o € R,a"” € IR”. Entao o' < o”. Portanto. a” —a' > 0" ¢ o' — " < 0°. Mas isto
significa exatamente que a — a << 07, Analogamente se mostra que 2 << 1*. Para

mostrar (e) basta usar o fato de que para todo a,b,c € (@), a-b+a-cCa-(b+c).

O

2.5 A Suficiéncia de A na Construcio de A

O resultado a seguir se constitui no principal resultado deste capitulo. Ele nos diz, a
grosso modo, que para conhecer a estrutura A ¢ suficiente se conhecer a estrutura A.

Vale observar que esse resultado vale em qualquer um dos casos A = Q ou A =1(Q).

2.5.1 Teorema

Para todo a € A, o conjunto {{z € B|iz < a} ¢ dirigido ¢ o = Sup{iz € B|lz < a}.

Tendo em vista que IB ¢ isomorfo a A, isto justifica chamar A base de A.

Prova: (a) a é um majorante do conjunto la = {{z € Blla < a}. (b) aéo
menor dos majorantes. De fato, suponha que o' € A tal que o' < a. Isto significa



que existe + € A,z € a ez ¢ o. Pela Proposicio 2.2.3 {r < a e lz £ o'. Ou
seja, a nao ¢ um majorante do conjunto lu. Logo, a ¢ o menor dos majorantes,
isto é, a = Sup{i{z € Bl|lz < a}. Para mostrar que la ¢ dirigido, suponha que
let la" € la = la' <aela”" <a= 2" € Ajz" € Aea',2" € a pela Proposicio
2.3.5 = existe y € a tal 2’ < y,2" < y e Ly < a, pois a sendo um corte cle é dirigido.
Logo, i.‘r' < iy, l;r” < ly ey <a.

O

Resumindo os Teoremas 2.2.4, 2.3.6 ¢ 2.5.1 pode-se dizer que a estrutura A tem as

seguintes propriedades.

(1) Todo conjunto dirigido de A tem supremo. Isto caracteriza a completude de A.

Ou seja, A é um cpo.

(i1) Todo conjunto majorado (minorado) de A tem supremo (tem infimo). Isto se
expressa dizendo-se que A é consistentemente completo. Os subconjuntos majo-
rados de A podem ser interpretados como sendo consistentes.

(111) Todo elemento de A é o supremo de elementos de A que estao “essencialmente”
abaixo dele (2 estd essencialimente abaixo de y < «© < y). Isto sc expressa

dizendo-se que A ¢ um epo continuo.

(1v) A tem base enumeravel, pois A é uin conjunto enumerivel.

2 resumo, A ¢ um cpo continuo consistentemente completo, com basc enumerdvel.

De ora em diante, (@) sera denotado por I(IR) ou R. Assimy, [IR) = {[a, b]|a, b, €
IR.a <b}U{L}, onde L= [—o0,+oc]. O conjunto IR C I(IR), pois IR = {[a,a]|a € IR}.
Os elementos del(IR) serao chamados nidmeros reais parciais. Os elementos dell{@) serao
chamados intervalos de informagao. Um fato de fundamental importancia relativo a
I(IR) consiste em que dado qualquer [a,b] € IIR), mesmo que a ou b sejam reais
nao racionais (chamados irvacionas), [a,b] = Sup{[p,q] € WQ)|[p,q] << la,b]}. Em
particular, todo real = Sup{[p,q] € IQ)|[p,¢] << x}. Desse modo, a estrutura
(@) se reveste de particular importancia. Ela contém informacoes suficientes para dar
conta de todos os elementos de [(@). Levando em conta que I(@) ¢ enumeravel e seus

clementos sao finitamente representaveis nao ¢ dificil perceber a importancia de (@)
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na fundamentagao computacional de nimeros reais e intervalos de nimeros reais. Q)
sera importante, também, para uma teoria da computabilidade de nimeros reais, pois
pode-se definir um real 2, ou um intervalo de reais [a, b], como sendo computdvel se ele
é o supremo de uma sequéncia recursivamente enumeravel de elementos de I(@).

Pretende-se desenvolver uma “Teoria da Informagao” para a Andlise Real e a
Analise Intervalar. Nesta teoria sao relevantes os conceitos de informacgao, ordem de
informagao, aproximagao e ordem de aproximagao os quais serao esclarecidos abaixo.

Dado o cpo (D,C,<<, L), onde << é a ordem forte, interpreta-se a relagio x C y,
para x,y € D, como uma relagio de informagao, isto ¢, x e y sao interpretados como
informagdes (sobre algum nimero real, ou intervalo de reais, etc) sendo que y da, no
minimo, tanta informagao quanto 2. Por outro lado, a relacao « << y,z,y € D, sera
interpretada como uma relagao de aproximagao, isto é, v é interpretado como uma
informagado sobre a entidade y (y pode ser um nimero real, um intervalo de nimeros
reais, etc). “w <<y” pode ser lido como “x ¢ uma aproximacao de y". Neste caso y
é visto como um objeto essencialmente infinito, como um ndamero irracional, e ¥ uma
de suas representagoes finitas. Observe que x pode sempre ser pensado como uma
representagao finita, isto é, um elemento da base. De fato, se 2 nao pertencesse a base,
pela Proposigiao 2.3.5 existe 2’ da base tal que @' << x << y e portanto toma-se &' por
z. Todas essas observagoes s6 tem sentido se D for um cpo continuo consistentemente

completo, com base enumerével. Sabe-se que I(IR) satisfaz essas condicoes.

2.5.2 Exemplo

Quando [1,3] C [2,3],[1,3] e [2,3] sao informagdes sobre, por exemplo o nimero real
e ou o intervalo (1 + V2 €. Isto significa que [1,3] << e e [2,3] << e (analogamente
(1,3) << [1 + V2,¢] e [2,3] << [1 4+ V2, ¢]), apenas com a resalva de que [2,3] é uma
informagao mais refinada (mais “exata”) que [1,3].

Observe que nunca se pode ter uma situacio do tipo [1,2] C 2, porque 2 ¢ um
real e nao uma informagao e nao é verdade que [1,2] << 2. Dito de outro modo, 2
nao pertence a base e portanto nao pode ser uma representagao finita. Pode-se dizer,
também, que 2 é um limite e como tal ele nao informa, apenas é informado. FEle
nao informa nem sobre ele mesmo pois nao ¢ verdade que x << x. Embora nao seja
verdade que [e, 7] << [e, 7], pode-se ter [e, 7] << & para x € IR, por exemplo, no caso
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de e < z < w. Como [e,n] nao é uma representacao finita toma-se a € [Q) tal que
a << [e, 7] e portanto a << x. Logo, embora se tenha algum prejuizo, com respeito a
exatidio, os intervalos (de informagao) de estremos irracionais nao sao essenciais. Por
isso assume-se que intervalos de informagao sao constituidos pelos elementos de [(@)).

Quando 2, C y e 2, C y, para algum y € D. a informagao dada pelo conjunto
{z1,22} € D pode ser considerada consistente. Desse modo, ¢ razoavel dizer que
X C D é cousistente se ele é majorado em D, isto é, se existe um y € D tal que x C y
para todo = € X. E essencial que X # 0. Se X C D for consistente é descjavel ter um
nome para a informagao (minima necessaria) dada por N. Tal informacao deve ser o
Sup X. Dail a seguinte definigao.

2.5.3 Defini¢ao: Conjunto Consistentemente Completo

Seja (A,C) uma ordem parcial. A diz-se consistentemente completo se todo conjunto
nao-vazio X C A consistente tem supremo.

O Teorema 2.3.6 nos diz que IR e [[IR) sao consistentemente completos. Observe
que {[0,1],[2,3]} CI(IR) nao ¢ consistente. Ou seja, em I(IR), um conjunto, nao-vazio,
mesmo finito pode nao ser consistente. Uma forma simples de achar o supremo de um
conjunto, nao-vazio, X C I(IR) consisteute, é tomar a imterse¢ao de todos os clementos

de X,

2.5.4  Delingao: epo Continuo

Seja (D, E,<<, L) um ¢po com ordem forte << D diz-se um cpo conlinuo se para todo
x € D, o conjunto {y € D|y<<z} é dirigido e @ = Sup{y € D|y<<ux}.

O teorema 2.5.1 nos diz que IR e [(IR) sao ¢po’s continuos. Ele diz, muito mais,
que existe um subconjunto enumeravel, I3 CI(IR) (e também B C IR), chamado base,
tal que para todo @ € D (D = IR ou [(IR)) o conjunto {y € By << &} ¢ dirigido ¢
= Sup{y € Bly<<al.

L
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2.6 cpo's Algébricos

Nesta secao sera apresentado um tipo especial de epo continuo de modo a reconhecer-se
os cpo's do exemplo 2.1.11.

Considere o Exemplo 2.1.11 (b), (P(X),C, L), onde X é um conjunto contavel nao-
vazio. Fazendo X = IN = {0,1,2,...},(P(IN),C, L) é um cpo mas ele ndo pode ter
ordem forte nao-reflexiva. Por exemplo, para {0,1},{0,1,2} € P(IN), tem-se {0,1} C
{0,1,2}, mas nao existe nenhum Y € P(IN) tal que {0,1} C ¥ C {0,1,2}. Ou seja,
a relagao , C, candidata a ordem forte nao satisfaz a propriedade de interpolagao .
No entanto, tomando-se a propria C, como ordem forte, ela satisfaz trivialmente a
defini¢ao de ordem forte. No sentido de entender melhor esse caso particular de epo
continuo, sera feita uma repeticao da completacao por cortes de Dedekind de uma
ordem parcial com primeiro elemento.

Seja (A,C, L) uma ordem parcial com primeiro clemento L. Adaptando a
defini¢ao de corte de Dedekind para o caso da ordem forte ser a trivial tem-se, a C A
¢ um corte de Dedekind se

(a) a#goea# A

(b) z2Cyey€a=2€a

(¢c) aédirigido,istoé,r,y€a=3z€atalquerCzeyCz
(d) Para todo x € a existe y € a tal que x C y.

Observe que a condigao (d), agora, é inteiramente surpérflua, pois basta tomar
y = x. Portanto, neste caso a condigao (d) ¢ tirada da definicao de corte, como
desnecessaria. Um corte nestas condigoes ¢ chamado um deal, na literatura de teoria
dos Dominios de Scott, ver [PLO 80]. Agora, tomando o conjunto de todos os ideais
e definindo a ordem analogamente a da Secao 2.2, (A,C, L), a completagdo por ideais
de (A,C, Lg), é um cpo algébrico cuja base é A. Por conseguinte, todo cpo algébrico
¢ um cpo continuo e a reciproca ¢é falsa. Um contra-exemplo é o ¢po continuo I(IR)
construido acima. A partir dessas observagoes pode-se enunciar o seguinte resultado.

2.6.1 Teorema

Seja (A,C, Lo) uma ordem parcial com primeiro clemento Ly. Entao, a completacio
por ideais de (A,C, Lg) é um cpo algébrico cuja base ¢ A.
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Como sao os ideais em A? Eles sao da forma | = {y € Aly C z}, onde z € A.
Usa-se o simbolo | no lugar de { para indicar a reflexividade da relagio. O teorema
pode, agora, ter o seguinte enunciado. Para todo x € A, 0conjunto | z = {y € Aly C
z} é dirigido e 2 = Sup | .

A definigao de consistentemente completo é a mesma para cpo's algébricos e cpo's
continuos, em geral, pois essa definicao nao envolve a ordem forte.

2.6.2 Definicao: Dominio de Scott

Um cpo algébrico consistentemente completo, com base enumeravel ¢ chamado um
dominio de Scott.

2.6.3 Exemplo

Todos os ¢po’s do Exemplo 2.1.11 sao dominios de Scott.

2.7 Reticulados Completos e Continuos

Nesta se¢ao sera apresentada a teoria elementar dos reticulados continuos, com o ob-
jetivo de relaciona-los com os ¢po's continuos consistentemente completos. Sera desta-
cado o duplo caracter dos reticulados, quer como estruturas algébricas, quer como
estruturas ordenadas. Estes dois aspectos de reticulados serao explorados quando se

abordar a teoria da informacao intervalar do ponto de vista logico.

Existem duas maneiras de se definir reticulado, uma algébrica (como grupo, anel,
corpo, ete.) e outra como um conjunto parcialmente ordenado. Esse ¢ o aspecto logico
da teoria. Essa dupla caracteristica dos reticulados tem como consequéncia ser possivel

usa-las tanto para elaborar teorias algébricas, quanto légicas.

Seja L um conjunto nao-vazio munido de duas operacoes binarias M e U, chamadas
mfimo e supremo, respectivamente, duas operacoes nularias (elementos destacados de

L)L e T, chamados botlom e topo, respectivamente.

(4
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2.7.1 Definigao: Reticulado (Algébrica)
A estrutura (L,MN,U, L, T) diz-se um reticulado se para todo x,y, z € L sao satisfeitas
as seguintes condigocs.
Ly (a)zNy=yNz (comutatividade)
(b)aUy=yU=z

L, (a) (aNy)Nz=xN(yNz) (associatividade)
(b) (zUy)Uz=2aU(yUz)

Ly (a)zNa=2 (idempoténcia)
(byzuz =12
Ly (a)a=zxN(xzUy) (absor¢ao)

(b)a=aU(xNy)

Ls (a)zNT =z
(b} 21U L== (lets do elemento neutro)

(c)aNli=1l;zUT =T
L diz-se distribuitivo se ele, além disso. satisfaz

Lg (a)zN(yUz)=(zNy)U(xNz) (distributividade)
(b)zu(yNz)=(a2uy)N(aUz)

Um subconjunto, S C L, nao vazio diz-se um subreticulado de um reticulado L se
S é também um reticulado com as operacoes induzidas de L. Considerando somente
a estrutura (L,M, T) com as propriedades L,(a), La(a), Ls(a), Ls(a) e Ls(a), L diz-
se um nf-semireticulado ou, simplesmente, semireticulado. Analogamente, (L,U, L)
satisfazendo L;(b) — Ls(b) diz-se um sup-semireticulado.

2.7.2  lixemplo

Seja X um conjunto nao-vazio e P(\X) a colecio dos subconjuntos de X. Entao
(P(X),NU, ¢, X) é um reticulado distributivo, onde N=N, U=V, 1=¢e T = X.



2.7.3 Definicao: Reticulado (Ordenado)

Seja (L,<,L,T) uma ordem parcial tal que L< z e x < T, para todo = € L. L
diz-se um rcticulado se para todo z,y € L o conjunto {z,y} tem infimo e supremo em
L, denotados x My e x Uy, respectivamente. Se, além disso, L satisfaz as igualdades
rU(yNz)=(a2Uy)N(zUz)exN(yUz)=(zNy)U(xzNz),ele diz-se um reticulado
distributivo.

(P(X),C,¢,X) onde C ¢é a inclusao de conjuntos, ¢ um reticulado distributivo,
com X; NXy = XyNXse XyuXe= XU X,
2.7.4 Proposigao

As duas defini¢oes de reticulados, dadas anteriomente, coincidem no seguinte sentido.

1) Se (L, U, L, T) é um reticulado, entao (L, <, L, T) também ¢. onde para todo
r,y€L z<year=zNyouy=aUy.

i) Se (L,<,L.T) é um reticulado, entao (L.M.U. L. T) também ¢ onde w My =
imf{z,y} exUy = sup{a,y}.

Prova: (i) Suponha que (L,MN,U, L, T) ¢ um reticulado ¢ defina para e,y € L r <
y < x=zcMNyouy =axzUy. Pretende-se mostrar que (L, <, L, T) ¢ reticulado segundo

a definicao 2.7.3. De fato, 2 Ma = 2 segue que @ < x (reflexividade), para todo
rEe€L. x<ycy<ar=mar=xlyey=yNe= o=y (anti-simctria), para todo
2, yE€E L x<yey<Lz=za=zN(yNz)=(zNy)Ns=aN:cportanto & < =

(transitividade). Logo, < ¢ uma relagao de ordem parcial sobre L. Como 2l L=1
exNT =2asegue que L< 2 e < T paratodo x € L. Agora. v = xM(xUy)e
y=yM(aUy) = 2 < azUyey < zUy. Logo, Uy ¢ um majorante de ¢ de y. Suponha
que z € L é outro majorante, isto ¢, t < zey <z. FntaorU:=(eNzjUz=zc¢
analogamente, y Uz = 2. Portanto, (x+ Uz)U(yU =) = = Uz = . consequentemente,
(zUy)Uz = z,dando (2Uy)Nz = (zUy)N[(aUy)Uz] = wUy (pela lei da absor¢ao),
isto é, x Uy < z. Portanto, a Uy = sup{x,y}. Usando o principio da dualidade
Ny =inf{x,y}.

(i1) Suponha por outro lado, que (L. <, L, T) é um reticulado. I3 [acil ver que M e U,
como definidos em (i), satisfazem os axiomas Ly — L, da definicao 2.7.1.

O
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2.7.5 Definigao: Reticulado Completo

Seja (L,MN,U, L, T) um reticulado. L diz-se um reticulado completo se todo subconjunto
X C L tem supremo e tem infimo, denotados por | | X ¢ MNX (ou alternativamente
sup X einf X), respectivamente. Assim, um reticulado completo é uma estrutura do
tipo (L,M,u,M, |}, L, T), onde MU, N e | | sao definidos acima. L diz-se distributivo
se (MX)NY =|[{zNylz € XeyeY}le(UX)NY =N{zNylz € X ey e
Y}e(NX)||Y =M{aUyle € X ey € Y}. Em particular L deve satifazer as equagoes
de distributividade com relagao as operagoes M ¢ U. (P(X),N,U,U,), ¢, X) é um
reticulado completo distributivo.

2.7.6 Defini¢ao: Reticulado Continuo

Seja (L, <, L, T) um reticulado completo e < uma ordem forte sobre L. L diz-se uin
reticulado continuo se para todo = € L

= sup{y € Lly < x}

IB ¢ uma base de L se para todo « € L,x = sup{y € B|y < «}.

2.7.7 Proposi¢ao

Seja (D,C,<<, L) um epo continuo consistentemente completo. Seja L = DU {T},
onde T ¢é um elemento artificial acrescentado a D tal que @ C T para todo x € D.
Entao, (L,C,<< 1, T) é um reticulado continuo.

Prova. Seja X C D qualquer. Se X é dirigido, entao Sup X existe porque D é um cpo.
Se X nao é dirigido, mas é consistente, entao Sup X existe porque D é consistentemente
completo. Se X nao é consistente nem dirigido defina Sup X = T. Desse modo, todo
subconjunto de D tem supremo. Na hipétese de que todo subconjunto de D tem
supremo deve-se mostrar que ele também tem infimo. Seja X' C D qualquer e suponha
que Sup X existe. Scja B = N{{z|e € X} o conjunto de todos os minorantes de X
(Se X = ¢, tome B = L). Pretende-se mostrar que Sup B = inf X. De fato, se
xr € X, entao x é win majorante de B. Como o Sup B existe, tem-se Sup B < &, para
cada 2 € X. Isto prova que Sup B € B ¢ que X tem o maior dos minorantes que é
Sup B, isto é, inf X existe. Falta mostrar que L é continuo. Masse x € Lex # T,
entao x = Sup{y € L|y <<z} porque D é um cpo continuo. S6 resta o ponto T. Como
este ponto ¢ acrescentado artificialmente, basta introduzir a hipétese de que T << T.



0

O motivo pelo qual se estabelece, aqui, uma teoria de cpo e nao de reticulado
reside no fato de que nao se pretende considerar o topo em muitas situagoes, pois
muitas vezes ele se torna problematico. Além disso, os resultados fundamentais obtidos
para reticulados continuos sao também obtidos para epo’s continuos consistentemente
completos, tornando o topo supérfluo.

Observe que embora IR, como foi construido acima, seja um cpo continuo consis-
tentemente completo, a multiplicagao, por exemplo, nao é uma fungao monotonica e
portanto nao é admissivel nessa teoria. Isto é suficiente para excluir IR da classe de
estruturas de matematica computacional, como se vera com mais detalhe nos proximos
capitulos.

2.8 Conclusoes

Afirmou-se anteriormente que I(IR) (ou mais precisamente I(@Q)) ¢ um espago de in-
formacao. Mas informagao de que objetos? Precisamente do espago intervalar [(IR).
definido na introdugao, acrescentando-se —oo ¢ +00 ao conjunto IR, de nimeros reais.
Os mtervalos degenerados de I(IR), porque sao identificados com os nimeros reais,
possuem uma ordem, <, ja estudada anteriormente. 0 possivel definir sobre I(IR)
uma ordem parcial que ¢ consistente com <, no sentido de que coincide com <
quando os intervalos sao degenerados. De fato, para todo [a,b],[c,d] € I(IR), de-
fina [a,b] <’ [e,d] ® b<ce[a,b] =[c,d] & a =b=c=d E ficil ver que <’ é
uma ordem parcial que generaliza a ordem usual sobre (IR, <). Definindo as operagoes
—,+.- ¢ [ sobre I(IR) (veja introdugao) essas operagoes sao continuas na topologia
meétrica sobre I(IR). O espago I(IR) é constituido nao somente dos elementos de (@),
mas também dos supremos de conjuntos dirigidos em [(@Q). A estrutura de informagao
I(IR) é um quasi-corpo completo, consistentemente completo, um ¢po continuo com base
enumeravel [[@Q) e esta provido de duas relagoes, uma ordem parcial, €, que expressa a
qualidade de informagao ¢ wima ordem forte <<, que expressa aproximagao entre os ob-
jetos de (@) e os objeto de I IR), que sao supremos de conjuntos dirigidos de elementos
de (@). Esses objetos podem ser identificados com os elementos de I(IR). Desse modo,
quando x <<y, z é pensado como um intervalo de informacao , isto é, pertence a i)
ou I[(IR) e y é visto como um intervalo de mimeros reais, isto é, pertence a I(IR).

Na cadeia x; << 2y << +++ << 2y << -+, x; ora ¢ visto como um intervalo de
informagao, ora como um intervalo de nimeros reais. Quando x, ¢ visto como umn in-
tervalo de informacao ele ¢ uina entidade logica, um predicado, quando cle é visto como
um intervalo de niimeros reais ele é uma entidade matematica substantiva. Na relagao
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“r aproxima y”, = é uma propriedade (entidade logica) e y é o sujeito, a entidade
“real”. Desse modo, para cada intervalo de informagao = € I(IR) esta associado o con-
junto Tz = {y € I(IR)|z <<y}, de todos os intervalos de nimeros reais aproximados por
, inclusive um conjunto de nimeros reais, identificados com os intervalos degenerados.
Como por convengao L€ I(IR) e L<<l segue que fi= {y € I(IR)] L<<y} = I(IR).
Dualmente, dado y € I(IR), ly = {r € I(IR)|x <<y}, ou scja, ly é interpretado como o
subconjunto dos intervalos de informagao que aproximam y. Se se acrescentar T = [ |,
o intervalo vazio, a I(IR) e assumindo que x << T, para todo = € [(IR) (o que é
razoavel) tém-se T =KIR). Como T = Sup{z € [IR)|x << T}, T deve pertencer
aI(IR). Assim, T L ¢ o dual de {T. Dado « € IR),z diz-se total s x T y nio ¢
verdadeiro para nenhum y € I(IR). Denotando por tol(I(IR)), o conjunto dos clementos
totais de I(IR) tem-se tot(l(IR)) = IR. De fato, dado x € R, » = Sup{y e [IR)|y << '}
(veja figura abaixo).

Intervalos reais [a,b] /I (RI
[ 1

/

1L 1 el
J_I"erj L R L 3 £ ] e | y R=1ot I (R)
: = -—‘:/z:{— Intervalo de informagdo L p',q') ;
: i - —‘:_,_,_—:— Intervalo de informagcao :
\ :_. _——+—Intervalo de informagao :
1 -_— -1
g . { |
: P q :
| ]
| |
| |
1 |
: 1
1
|
1
| i
' ‘
: I
L ‘1
[pal << lab]; [p.al=lpiq] L LiR

i
IRI « IR

Figura 2.1 - Relacao entre [(IR) ¢ 1(IR)
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3 A TEORIA ABSTRATA DAS ORDENS PAR-
CIAIS: cpo's

Neste capitulo serao apresentados os resultados [undamentais da teoria do cpo necessarios
neste trabalho. Inicia-se, na Se¢ao 3.1, descrevendo as convengées de notagao ¢ algumas

definigoes preliminares.

Na secao 3.2 serao apresentados alguns conceitos basicos de topologia necessarios
para as segoes subsequentes. Ainda nesta seqao sera definida a topologia de Scott,
que é uma topologia natural em cpo. Muitos dos resultados desta seqao podem ser
encontrados em qualquer livro de topologia, um texto recomendado ¢ [DUN 66).

O conteudo da scgao 3.3 é a equivaléncia entre os dois conceitos de fungao continua
em cpo's, como espagos topologicos com a topologia de Scott. Uma boa referéncia para
esta secao ¢ [BAR 84].

Na secao 3.4 sao desenvolvidos os conceitos basicos de categorias necessarias para
o entendimento dos objetos matematicos que aparecerao nos préoximos capitulos. Uma
referéncia para esta segao é [MAC T1]. Na secao 3.5 serao estudados algumas con-
strugoes em categorias de modo a realizar a defini¢ao de categoria cartesiana fechada,
As referéncias sao [MAC 71 e [BAR 84]. Finalmente, na se¢ao 3.6 ¢ construida a cat-
egoria cartesiana fechada dos cpo’s e demonstrado o resultado principal deste capitulo,
o teorema do ponto fixo. Quem estiver interessado em teoria dos epo’s uma consulta
obrigatoria é [PLO 80).

3.1 Ordens Parciais Completas

A teoria matematica de semantica de linguagens de programagio desenvolvida por
Dana Scott ¢ Christopher Strachey foi bascado no conceito de ordem parcial de in-
formacao.

Nesta abordagem um comando, numa linguagem de programacao imperativa, é
denotado por uma fungio parcial do conjunto de estados de entradas no conjunto de
cstados de saidas. Se a fungao parcial f é mais definida do que a funcio ¢, pensa-

se de f como tendo mais informagoes do que ¢, porque [ nos diz mais acerca do
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comportamento entrada/saida. A idéia é de que crescer na ordem parcial significa
aumentar informagao.

“Platao imaginou um mundo “ideal” [LAW 87] onde tudo existia em perfeigao.
Em nosso universo, ao contrario, os objetos sao vistos como aproximacoes de objetos
ideais. A matematica postula abstragoes ideais (como pontos, retas, fungoes totais,
etc.) de objetos fisicos ou fenomenos. Pode-se pensar uma ordem parcial como uma
aproximagao de objetos ideais. Neste caso o objeto ideal ¢ visto como o limite de
aproximacoes cada vez “melhores”. Por completamento entende-se a existéncia de
objetos “ideais” ou os limites da computacdao. Assim as ordens parciais completas
(cpo's) sao os sistemas que incorporam tanto os objetos parciais quanto os objetos
(totais) ideais.”

Lembre-se que dado uma ordem parcial (D,C) um subconjunto nao-vazio X C D
diz-se dirigido se para todos 2,y € X existeumz € X talquez C zey C z. (D,C) diz-
sc uma ordem parcial completa ou, simplesmente, cpo se D possui um primeiro elemento,
1, e todo subconjunto dirigido de D possui um supremo em D. O cpo (D,C, L) cujo
primeiro clemento é L, denota-se, simplesmente, por D. Se X C D é dirigido, o
supremo de X ¢ denotado por UX ou Sup X. Convenciona-se que num cpo, a notagao
UX on Sup X significa que X ¢ dirigido, sem mensao explicita.  Exemplos de epo's

poden ser encontrados no Exemplo 2.11.

As estruturas matematicas sao vistas sempre agrupados em classes. Além disso,
essas estruturas estao sempre associadas com as transformagoes entre elas. Assim, uina
classe ¢ constituida de todas as estruturas de um certo “tipo” chamadas objetos da
classe ¢ de todas as transformacoes entre esses objetos (chamadas de morfismo) que
preservam a estrutura. Desse modo, a classe das ordens parciais, ou PO, tem como

objetos as ordens parcials e como morfismos fungées monotonicas.

3.1.1 Defini¢ao: 'ungao Sup-continua.

Scejam (D, Eq, Ly) e (Dy,Cy, Ly) epd’s. Umafungao [ : Dy — D, diz-se¢ Sup-continua
se

(a) X C Dy, dirigido = [(X) C Dy, dirigido, onde f(X)={f(x)|x € X}.

(b) f(Sup X)=Sup f(X).

-]
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Lembre-se que f : Dy — D, diz-se monotonica se para todo z,y € D),z C, y =

f(z) Ea [(y).

3.1.2 Proposicao
Seja (Dy,C1, 1y) ¢ (Dq,Cy, Ls) ¢po’s. Se [ : Dy — D, é Sup-continua, entao f ¢
monotonica.

Prova: Suponha que = C; y. Entao y=2z U, y e consequentemente f(y)= f(z)U, f(y).
Logo, f(z) Ea f(y).

3.1.3 Proposigao
Sejam (D,,C,, 1,) e (Dy,C,, Ly) cpd's. Se f: Dy — D, é monoténicae X C D, é
dirigido, entdao f(X') também é dirigido.

Prova: Suponha que X C D, é dirigido ¢ y;,y2 € f(X). Entao existem z,,z, € X tal
que ¥y, = f(zy) e y3 = f(az). Como X é dirigido, existe c € X, comz; Ece 1y C ¢
Monotonicidade de [ acarreta y;= [(2;) C, f(c¢) ¢ y2= f(22) 3 f(c). Ou seja, f(X)
¢ dirigido.

0

Tendo em vista a proposi¢ao acima, pode-se substituir a defini¢ao de Sup-continuidade
por

3.1.4  Defini¢ao: Sup-Continuidade (Logica)

f: Dy — D, diz-se Sup-continua se
(a) f é monotonica

(b) X C D, dirigido = Sup f(X)=f(Sup X).

Agora, usando-se a Proposigao 3.1.2, finalmente, é possivel se dar a seguinte definigao.
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3.1.5 Defini¢ao: Sup-Continuidade (Analitica)

f : Dy — D, diz-se Sup-continua se, sempre quando X C [, ¢é dirigido, entao

f(Sup X)=Sup f(X).

Pode-se dizer, entao, que a classe dos cpo's, denotado C PO, tem como objetos as
ordens parciais completas e como morfismos as fungdes monotonicas que preservam os
supremos de conjuntos dirigidos. Ja foi visto, no capitulo anterior, que as estruturas dos
intervalos de informagao, I(IR), é uma ordem parcial completa, com primeiro elemento,
onde as fungoes —,+,- e / sao monotonicas. Mostra-se-a, no proximo capitulo, que
essas operacoes sao, de fato, fungées Sup-continuas. Ou seja, I{IR) pertence a C'PO.
Por outro lado, embora IR seja um cpo, sua aritmética, com excessao da adigio, nao
sido fungées monotonicas. Isto exclui IR da classe dos ¢po's.

3.2 ¢po's e Topologias

Nesta secao serao desenvolvidos alguns conceitos elementares de topologias necessarias
para relacionar espagos topoldgicos com cpo's. A partir dai serao examinadas as pro-

priedades topologicas que podem ser obtidas da ordem e reciprocamente.

3.2.1 Definigao: Topologia

Seja X um conjunto nao vazio. Uma cole¢ao J de subconjuntos de X diz-s¢ uma

topologia sobre X, se ela satisfaz os seguintes axiomas:
() X,9€J

m)A,BeJ = AnB € J e consequentemente, Ap.... .. e J= A0 ... NnA, €

(“]) {/"i}:ef (_: J = UIE.'Ai' € j

Os membros de 7 sao chamados subconjuntos J-ebertos de X ou sumplesmente,
subconjuntos abertos de X. O par (X, 7 ), onde X ¢ um conjunto nao-vazio ¢ J ¢ una

topologia sobre X é chamado um espago topoldgico.



3.2.2 Exemplo

(a)

Seja X =R ¢ J={z C R|lz=¢, ou x=IR ou x é unido qualquer de intervalos
abertos de IR}. Entdo (X,.J) é um espago topologico. Issa topologia é conhecida
como a topologia usual da reta.

Seja X um conjunto qualquer. Entao J =P(.X), a familia de todos os subcon-
juntos de X, forma uma topologia sobre X. O espaco topologico (X, P(X)) é
conhecido como espago topoldgico discreto. A razao desse nome provém do fato
de que a topologia discreta contém o maior mimero possivel de abertos, desde

que relativo a essa topologia, todo subconjunto de X ¢é aberto.

Seja X' um conjunto nao-vazio qualquer. A colecaio J = {X, ¢}, constituida
somente de X e do vazio, também forma uma topologia sobre X. Esta topologia
¢ chamada trivial ou indiserela. Ela contém o menor nimero possivel de abertos.

As topologias discreta e trivial representam extremos opostos. As topologias de

real mnteresse estao entre esses dois extremos. Por exemnplo, a topologia usual da reta
&

nem ¢ trivial nem discreta.

(d)

3.2.3

Seja D={0,1} e T={¢,{1},D}. Entao J é uma topologia, sobre D, conhecida

como topologia de Sierpinski. D sera chamado espaco de Sierpinski.

Defini¢ao: Conjunto Fechado

Seja (X, J) um espago topoldgico. Um subconjunto [ C X, diz-se fechado se o seu
complementar X — ' € J,isto é, X — I é aberto.

3.2.4

Proposi¢ao

Seja (X, J) um espago topoldgico. Seja F a lamilia dos subconjuntos fechados de X,
Entao F tem as seguintes propriedades:

(1) X,¢ € F, ou seja, X e ¢ sao fechados.
m) ", e F=>RUul,eF



(i) { I} CF = Ny I, € F.
Prova: Basta usar a definigao de conjunto fechado e as leis de De Morgan.
O

Muitas vezes, para introduzir uma topologia num conjunto X, nao ¢é preciso descr-
ever todos os abertos de X, mas apenas os abertos “basicos” de acordo com a seguinte
definicao.

3.2.5 Definicao: Base

Scja X um espago topologico. Uma colecao de abertos B de X diz-se uma base de
abertos de X se todo aberto de X for uma uniao de elementos de B.

3.2.6 Proposicao

B é uma base de abertos para X' < para todo aberto A C X ea € A, existe B€ B
tal que ¢ € B C A.

Prova: (=) d6bvia

(<) Seja A um aberto em X. Para todo 2 € A existe B, € B tal que x € B, C A.
A=Uzea{z} C U,eaB: C A, portanto A=UzepB;.

3.2.7 Proposigao

Seja X' um conjunto nao-vazio e B uma familia de subconjuntos de X, com as seguintes
propriedades
(a) X é auniao de membros de B

(b) A intersegao de dois membros quaisquer de B é a uniao de membros quaisquer

de B.
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Entao,definindo J = {u € X|u ¢ a uniao de membros de B}, J é uma topologia
sobre X e B é uma base para J. (E facil ver que 7, nestas condigoes, € unica).

Prova: Deve-se verificar que J satisfaz os axiomas (1) - (iii) da defini¢ao 3.2.1.

(1) X ¢é uma uniao de membros de B por (a). ¢ ¢ uma uniao da sub-famihia vazia.

Logo, X,¢ € J.

(i) Sejam A, B € J. Entao, A=Uie;Bi, B=U,esB,,Bi, B, € B paratodo 1 € I, €
J. Logo AN B=U,;(B:NB;). Como cada 3;N B; € B, por (b), segue que AN B
é uniao de membros de B e como tal é um membro de 7.

(iii) Se {A;|2 € I} é qualquer familia de membros de 7, entao A;, para cada ¢, é uma
uniao de membros de B. Logo U;e;A; é uma uniao de membros de B e portanto
esta em 7.

O

No caso da topologia usual da reta a colecao de intervalos abertos satisfaz a

proposigao 3.2.7 ¢ portanto é uma base.

Suponha que X é qualquer conjunto nao vazio e § é qualquer colegao de subconjun-
tos de X. Combinando as proposicoes 3.2.6 ¢ 3.2.7 ver-se que S é uma base de alguma
topologia sobre X se e somente se S satisfaz (a) e (b) da proposigao 3.2.7. Porém nem
toda familia de subconjuntos de X satisfaz essas condigoes . Cabe perguntar, entao,
qual é a topologia, sobre X, na qual os clementos de § sao abertos. Por exemplo, os
intervalos da reta IR sao abertos tanto na topologia usual quanto na discreta. Entao a
questao deve ser posta do seguinte modo: qual ¢ a “menor” topologia 7, sobre X, isto
€, a topologia que tem a menor quantidade de abertos para qual S C 7?7 Esta questao
¢ respondida na seguinte proposicao.

3.2.8 Proposicao

Seja X um conjunto nao vazio qualquer ¢ § uma colecao de subconjuntos de X.
Seja B = {B|B ¢ a intersecao de uma quantidade finita de membros de S ou B= X},

Iintao B ¢ uma basc para topologia J, sobre X, tal que

J ={AJA é a unido de membros deB}.

7



Além disso, S C J e se J' é outra topologia, sobre X, com § C J', entao J C J".
Ou seja, J é menos fina que J', isto é, tem menos abertos.

Prova: Primeiro deve-se mostrar que B satisfaz (a) e (b) da Proposi¢ao 3.2

(a) X ¢ uma unmao de membros de B porque por hipétese X € B.

(b) Se By e B, ambos estao em B, entao By e B; sao a intersegao de uma quantidade
finita de membros de S. Dai By N By também ¢. Pela Proposicao 3.2.7 B ¢
uma base para topologia J definida acima, sobre X. Além (Iisso‘ SCJ. Se
S ¢ uma colegao de abertos em qualquer outra topologia, sobre X, entao todas
as intersecgoes finitas de membros de § devem ser, também, conjuntos abertos
e portanto qualquer uniao de uma familia dessas interse¢oes deve, também, ser
aberta. Como J ¢ a menor topologia, sobre X, na qual essas condic¢oes sao
preenchidas, ela é portanto a topologia menos fina, sobre X, para qual S é uma
famila de conjuntos abertos.

Em virtude da Proposi¢ao 3.2.8 é possivel se dar a scguinte definicao.

3.2.9 Definicao: Sub-base
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Um subconjunto S de 7 diz-se uma subbase para
J se o conjunto
B={B|B ¢ intersecao de uma quantidade finita de membros S}
¢ uma base para J.

A Proposi¢ao 3.2.8 nos diz que qualquer colegao de subconjuntos de X' cuja unao
esta em X é uma subbase para uma tnica topologia, sobre X.

A familia § = {(—o0, a)(b, +00),a,b € Q} forma uma subbasc para topologia usual
da reta.

Do ponto de vista computacional é relevante o fato de uma topologia, sobre X,

possuir base enumeravel. Por isso é dado a seguinte definigio.
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3.2.10 Definicao: Espago Segundo Contavel

Um espago topologico (X, T) diz-se sequndo conldvel se ele possui uma base enu-
meravel.

A reta com a topologia usual é um espago segundo contivel. A base enumeravel é

B={(a,b)|a,beq}.

Seja (X, J) um espago topoldgico ¢ ¥ C X um subconjunto de X. E pertinente a
seguinte questao: existe alguma topologia, sobre Y| que seja “induzida” por 77 Para

responder esta questao é preciso a seguinte definigao.

3.2.11 Definicao: Aberto Relativo

Seja (X, T) um espago topoldgico ¢ ¥ € X um subconjunto nao vazio de X. Um
subconjunto A C Y diz-se aberto em Y se A=Y N B, onde B € J.

3.2.12 Proposicao

Seja (X, TJ) um espago topoldgico ¢ ¥ C X. O conjunto ¢ de todos os subconjuntos
de Y que sao abertos em Y| forma uma topologia para Y.

Prova: Deve-se mostrar que o satisfaz (i), (ii) ¢ (iii) da Definicao 3.2.1

(1) X,9e€T. LogoY NX=Ye) No=¢pertencenm a o

(i) Seja A,B € 0. Entao A=Y NnA e B=YnNH, com AB € J. Logo
ANB=YN(A'NB')€o,pois A, B € J.

(iii) Suponha que {A,z € I} C 0. Entao para cada i, A;=Y N A, com A € 7. Logo
Uier{Ai} =Y NUe1{Ai} € o porque Uie;{A;} € 7.
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3.2.13 Defini¢ao: Subespaco Topologico

Seja (X, J) um espago topoldgico e Y C X. Diz-se que (Y, o) é um subespago topologico
de (X, J) se ¢ é uma colecao de abertos em Y induzidos por J.

Seja X um conjunto nao vazio e J uma topologia sobre X. I3 possivel interpretar
os clementos de J como sendo propriedades dos elementos de X. Desse modo, A €
J.x € X eax € A sera interpretado como “z tem a propriedade A”. Desse ponto de
vista poder-se-ia perguntar como dois elementos = e y. de X, estao relacionados com
respeito aos abertos de 7. Em outras palavras, dados dois clementos distintos v ¢ y
existem propriedades de @ que nao sao propriedades de y? e reciprocamente. Desse

modo pode-se classificar os espagos topoldgicos como segue.

3.2.14  Delinicao: Iispago Topologico Tj

['m espago topoldgico (X, J) diz-se Ty, se dados dois pontos distintos de X existe um
aberto que contém um ¢ nao o outro. Ou dito de outra maneira, se todo aberto que

contém um também contém o outro, entao, eles sao o mesmo.

O espaco topologico de Sierpinski (D, {¢, {1},D}) ¢ T,. O aberto {1} contém 1 e
nao contém 0.

3.2.15 Delinicao: I'echo

Scja (X, J) um espago topolégico e A € X um subconjunto de X. O fecho de A,
denotado A, ¢ a intersecao de todos os conjuntos fechados de X' que contém A, [Xm

particular, A ¢ um conjunto fechado.

O objetivo da proposicao que segue € caracterizar os espagos 1.

3.2.16 Proposigao

L

Scja (X, ) uin espago topoldgico, x,y € X com & # y. Lntao todo conjunto aberto

que contém x ou y contém ambos & {2} ={y}.
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Prova: (<) Suponha que m=m Entio z € {z} ez € m

Analogamente y € {z}. Suponha que A € J comz € Aey ¢ A. Entio X — A
¢ um conjunto fechado tal quey € X —Aex @ X — A Mas, {y} CX —Ae X - A

fechado acarreta {y} C X — A e dai = ¢ {y}, absurdo. Portanto, nao existe nenhum
conjunto aberto que contém y e nao z.

(=) Suponha que todo conjunto que contém z ou y contém ambos.

Seja z € {z}. Entao todo conjunto aberto que contém z contém z. Pois se A é um
aberto que contém z, mas nao z, X — A é um fechado que contém x, mas nao z. Logo,

z poderia nao esta em {z}. Como todo conjunto aberto que contém z contém y, ¢ todo
aberto que contém z contém y segue que z € {y}. Logo, {z} C {y}. Analogamente se

prova que {y} C {z}. Logo, {x}={y}.

3.2.17 Corolario

Um espago topoldgico (X, J) é Ty < para x,y € X com x # y, entao = € {y} ou

v # (o).

3.2.18 Defini¢ao: Espago Topologico T

Um espago topoldgico (X, ) diz-se Ty se para cada x,y € X com = # y existem
AAeceTcomre Aijyd Aeye A,z g A'.

3.2.19 Proposi¢io
Um espago topologico (X, T) é T\ & para cada x € X, m =tz )

Prova: (=) suponha que X é Ty,2 € X tal que z € {x} e = # x.

Entao todo aberto contendo z deve conter x. Logo, nao existe aberto contendo z
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que exclua z, um absurdo pois X ¢ suposto ser Ty. Logo {z}={z} para todo z € X.

(<«=) Suponha que {z} ={z} para cada z € X,y,z € X como z # y. Se todo aberto
que contém y contém z, entio z € {y} = {y}. Logo y =z, uma contradigao. Portanto,
existe um aberto contendo y que exclui z. Analogamente, existe um aberto contendo
z que exclui y, ou seja, (X,TJ) é T).

3.2.20 Corolario

Um espago topologico (X, T) é Ty < todo ponto é um subconjunto fechado de X.
Uma classe importante de espacos topoldgicos T} sao os espacos métricos [DUN 66].

O
3.2.21 Corolario

Todo espaco topoldgico T é T.

3.2.22  Delini¢ao: Espaco de Hausdorll

Um espago topoldgico (X, T) é T ou de Hausdorff se dados v,y € X com = # y
existem A, A€ J comaz € A,ye A'e ANA'=¢.

A topologia usual da reta ¢ de Hausdorll.

3.2.23 Corolario

T, = Ty, = Ty. Porém existem espagos topologicos 1y sein ser 1y, por exemplo, o
espago de Sierpinski. Existem espagos topologicos Ty sem ser T, ver [DUN 66).

~
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Seja (X, J) um espago topologico Ty. A partir da topologia J ¢ possivel se definir
uma relagao de ordem sobre X como segue:

2,y € X,z Cy& todo A € J que contém x, contém y.

3.2.24 Proposigao

(X,C) é uma ordem parcial.

Prova: As propriedades reflexivas e transitivas saem imediatamente da defini¢ao da
relagao , enquanto a antisimetria é exatamente a defini¢ao da topologia ser T,

O

Assim, a todo espaco topoldgico T, esta associado uma ordem parcial gerada pela

topologia. Reciprocamente, sera visto a seguir que, dado um epo existe uma topologia
To, a topologia de Scoll, que é compativel com a ordem.

3.2.25 Definicao: Aberto Scott

Seja (D,C, L) um cpo e A C D. A diz-se win aberto Scotl se satisfaz as seguintes
propriedades:

(a)z€AexCy=yecA
(b) X C D dirigidoe Sup X € A= X NA#o.

3.2.26 Proposicao

Seja (D,C, L) um cpoe J={A C D|A ¢ aberto Scott}. Entao J é uma topologia Ty,
sobre D, que em geral nao ¢ 1. 7 sera chamada topologia de Scott sobre D.

Prova: Deve-se mostrar que J satisfaz os axiomas (i), (ii) e (iii) da Defini¢ao 3.2.1.

(i) ¢ e D sao trivialmente abertos Scott.



(ii)

Suponha que A}, A; € J. Deve-se¢ mostrar que A; N Ay € J. Sejaxr € A,N A,
ez Cy. Entaiox € Ayecx € A,. Comoz C y e Ay, Ay € T segue que y € Ay
ey € Ay e portanto y € A; N A,. Seja § C D dirigido, entao Sup SN A, # ¢ ¢
Sup SN Ay # ¢. Portanto Sup SN (A; N Ay) # ¢. Portanto Ay N Ay € 7.
Demonstra-se de modo andlogo a (ii).

J é Ty. De fato, seja U,={z € D|z £ z}.

Fato: U, é aberto Scott. Com cfeito, se y € U, e y C w, entao y Z z ¢
consequentemente w Z x. Logo w € U,. Suponha que Sup X € U,, para X C D
dirigido, ou seja Sup X' & z. Se U, N X = ¢, entao para todo y € X,y C x, ¢ pela
definigao de supremo, Sup X C z, contrariando a hipotese. Logo, U, N X # ¢.
Terminando assim a prova de que U, é aberto Scott. No sentido de provar que
J ¢ 1, suponha que z,y € D, com x # y. Entao, x € Uy,y & U, e U, ¢ aberto.
Logo J ¢é Ty. Se além disso x C y entao todo aberto que contém z (vizinhanga
de 2) contém y. Portanto J nao necessita ser T}.

0
3.2.27 Corolario
Seja (D,C, L) um epo e J a topologia de Scott sobre D. Entao o conjunto U, ={z €
D|z Z x} é aberto segundo Scott.
O

De ora em diante, todo epo sera considerado como ui espaco topologico ordenado.

onde a topologia ¢ a de Scott, a menos que se mencione o contrario. No que scgue

sera definido o conceito de fungao continua segundo a topologia e imostrado que os dois
conceitos coincidem quando a topologia é Scott.

3.3

Relacao Entre Sup-Continuidade e Top-Continuidade num
cpo

A nogao de continuidade é central em topologia. As funcoes continuas sao as unicas

admissiveis na classe TOP, dos espagos topoldgicos. As fungoes continuas sao aquelas

by



que preservam o conceito de proximidade. Dito de outro modo, se f: X — Y ¢ uma
funcao continua entre os espagos topologicos (X, .7,) e (Y, J,), entao a toda propriedade
de f(z) € Y corresponde uma propriedade de z € X.

3.3.1 Definig¢ao: Top-continua

Sejam (X,J) e (Y,J') espagos topologicos e f : X' — ¥ uma fungao. f diz-se Top-
continua se para todo B € J', f~'(B) € J. Ou seja, se a imagem inversa de qualquer

aberto de Y é um aberto em X.

3.3.2 LExemplos

(a) Se X é um espago com a topologia discretac (Y, J) é qualquer,entdao f : X' — Y

LaLa B -
¢ Top-continua.

(b) Se X' é um espago com a topologia trivial e (Y, 7) ¢ um espago qualquer, entao

as unicas fungoes Top-continuas de X em Y sao as constantes.

3.3.3 Proposicao

Sejam (X, T) e (Y,J') espacos topoldgicos. Uma fungao f: X' — Y é Top-continua
& dado qualquer f(z) €Y eV 5 [(x) existe / € T comr el e f(U)C V.

Prova: (=) Suponha que f é Top-continua. Entao se V€ J' com f(«w) € V, [~H(V) €
J ez e [TY(V). Basta tomar U= f~'(V).

"

(<) Assuma o lado direito de “&". Seja W € T’ qualquer. Deve-se mostrar que
7Y W) e J. Seja z € [FHW). Entao, f(z) € W ¢ consequentemente existe um
aberto U contendo z tal que f(U) C W. Mas entao U/ C [~'(W),z € U C f~1(W),
onde U € J. Logo [~ (W) ¢é a uniao de abertos de X ¢ portanto é um aberto em X.
Dai f ¢é Top-continua.



3.3.4 Proposicao
Sejam (X, J) e (Y, J') espagos topolégicos e f : X — Y fungao. Seja B uma base de
J'. f é Top-continua & para cada B € B, f~'(B) € J.

Prova: (=) Suponha que f é Top-continua. Como B € B segue que B € J' ¢
consequentemente f~'(B) € 7, pois f é Top-continua.

(¢=) Suponha que f~'(B) € J para cada B € B. Seja V € J'. Entao V = U,¢; B,
onde cada B; € B. Dai [~Y (V)= f"YUie1 B:)=Uie; f~(B;). Como [~'(B;) € J para

cada 7, f~Y(V) € J e portanto [ é Top-continua.

3.3.5 Proposigao
Sejam (X, T) e (Y,J') espagos topoldgicos. Entao [ : X — Y é uma fungao Top-
continua < f~!(F) é fechado para qualquer I C Y, fechado.

Prova: Imediata, basta usar as leis de De Morgan.

3.3.6 Proposi¢ao

Seja X um conjunto munido de duas topologias J ¢ J'. J é mais fina do que J' &
a fungao identidade td : X' — X definida por id(v) = « para todo © € X, é Top-
continua, onde id : (X, J) — (X.T').

Prova: (=) Suponha que J' C 7. Se A" € J', entao id ' (A')=A" € J. Logo id ¢
Top-continua.

(+=) Suponha que id ¢ Top-continua. Se A € J' entao id™'(A)=id(A)=A € J. Logo
J'C TJ,isto é, J é mais fina que J'.
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3.3.7 Proposicao
Sejam (X, J),(Y,J"),(Z,J") espagos topolégicos com [ : X — Y eg:Y — Z
fungoes Top-continuas. Entao go f: X' — Z também é Top-continua.

Prova: Seja A € J". Entaog™'(A) e J'e f~'(¢g7")(A) € J. Mas, f~rog™' =(gof)".
Logo g o f é Top-continua.

3.3.8 Proposigao

Sejam (X, T ), (Y, T') e (Z,T") espagos topoldgicos ¢ f: X — Y Top-continua.
(a) Seja (Y,J') um subespaco topoldgico de (Z,T"). Entao f : X — Z ¢é Top-
continua.
(b) Se W é um subespaco de X, entao fIW : W — Yé uma funcao Top-continua.
Prova: (a) Se U € J', entao UNY € J' ¢ portanto [TH(UNY) e J. Mas f(z) e Y

para todo z € X e consequentemente f~H )= UNY)e T. Logo f: X — Z é
Top-continua.

(b) A fungao inclusao 2 : IV — X tal que i(2) =2 para todo 2 € W é obviamente

Top-continua. Além disso, fiy = f o1. Pela Proposigao 3.3.7 fi,y é Top-continua.

3.3.9 Definicao: Homeomorlisimo

Sejam (X, J) ¢ (Y, J') espagos topologicos. Uma funcao bijetiva [ : X — Y diz-se
um homeomorfismo se f e f~' sio Top-continuas. Neste caso os espacos (X,.7) e
(Y, J') sao ditos homcomorfos.



3.3.10 Proposicao

Sejam (X, J) e (Y, J') espagos topoldgicos e B uma base de (X,J). Seja f: X — Y
uma bijecao. Entao f é um homeomorfismo < f(B) ¢ uma base de J'.

Prova: (=) Suponha que B é uma base de (X,.7). Deve-se mostrar que f(B) ¢ uma
base de J'. Seja A € J'. Entao f~'(A) € J. Como B é uma base de J, f~'(A)=
U;Bi, B; € B. Logo, f([7'(A))=A = f(U;B;))=U;f(B;). Portanto f(B) ¢ uma base
de J'.

(<) Suponha o lado direito de “&”. Se A € J', entao A=U{f(]3)} com B, € B.
Portanto f~'(A)= f~YUAS(B:)})=U:f~(f(B;))=U:B;, que é um aberto de X. Logo

[ é Top-continua.

Por outro lado, se A € 7, entao A = U;B;, com B; € B. Logo, f(A) = f(U.B;) =
U f(B;) € J' pois ¢ a uniao de subconjuntos abertos de Y. mas [=(/")"", pois [ ¢é
bijetiva. Portanto (f~!)"}(A) € J'se A € J. Logo, f~! é Top-continua.

0O

Sob o ponto de vista da topologia dois espacos topoldgicos homeomorfos sao in-
distinguiveis, isto ¢, a relagao “X é homeomorfo a Y é uma relagao de equivaléncia
na classe TOP, de todos os espagos topologicos. E possivel provar, agora, o princi-
pal resultado desta se¢ao que afirma a equivaléncia entre as fungoes Top-continuas ¢

Sup-continuas, nos ¢po’s com as topologias de Scott.

3.3.11 Proposi¢ao

Sejam (D, Cy, L, J1) € (Dy, 5y, Ly, Jo) ¢po's com as topologias de Scotv Ty, 7, res-
pectivamente. Uma funcao [ : Dy — Dy é Sup-continua < ¢ Top-continua.

Prova: (=) Suponha que [ é Sup-continua, isto ¢, f(Sup X)=Sup f(X), para todo
X C Dy, dirigido. Suponha que A € J,. Deve-se mostrar que [~'(A) € J,. De fato,
sec SupX € f~!1(A), entao f(SupX) =Sup f(X) € A. Logo, f(X)N A # ¢ e dai
XNfYA)#¢. Sex e f71(A) e x C, y, entao f(a) Ty f(y), pois [ é monotonica.
Como f(x) € A € Ty segue que f(y) € A. Logo, /7' (J(y)) =y € f~Y(A), o que

termina a prova de que [ é Top-continua.
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(<) Suponha que f é Top-continua. Deve-se mostrar inicialmente que f € monotonica.
Seja  C, y e assuma que f(2) Za f(y). Entao pelo Corolario 3.2.27, f(x) € Uy, e
portanto € f~'(Uy(,), que é aberto em D;. Logo, y € f~'(Uy(,), ou seja, f(y) €
Uy © que é um absurdo. Isto mostra que f ¢ monotonica. Portanto, se X C D,
¢ dirigido, f(X) ¢ dirigido em D,. Logo, para todo z € Xj, f(z) C, f(Sup X) e
dai Sup f(X) C, f(SupX). Agora, se f(SupX) Z; Sup f(X), entao f(Sup X) €
USup 1(x)° Usando a condigao (b) da defini¢ao de conjunto aberto Scott e observando
que f(X) é dirigido, tem-se f(X)N USup 5(x) # &, isto é, existe K € f(X) e K €
USup 1(X)" Desse modo, K €, Sup f(X) e K Z; Sup f(X), absurdo.

O

De acordo com esta proposigao, nos cpo's onde a topologia € Scott as fungdes
Top-continuas ou Sup-continuas serao chamadas, simplesmente, fun¢oes continuas.

3.4 A Classe dos ¢po's como uma categoria

O conceito de calegorias visa abstrair a nogao de conjuntos e fungoes entre eles. pode-
se dizer que uma categoria é um universo de discurso matematico que é determinado
quando se especifica uma certa espécie de objeto ¢ uma certa espécie de fungoes entre
objetos. usa-se a palavra “seta” ou “morfismo” no lugar de fungoes em categorias.

3.4.1 Definigao: Categoria

Uma categoria C cansiste de uma conjunto obj(C) (de objetos de C) junto com um
conjunto More(X, Y )(os morfismos de X para V) ta! que para X, Y, Z € 0bj(C) existe
uma operagao bindria

o:Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z), chamada composi¢cio satisfazendo

(a) (fog)oh=[o(goh) (associatividade) para todo [, ¢, h

(b) Para cada X € obj(C) existe Id € Mor(.X, X) tal que para todo f € Mor(X,Y)
cg€Mor(Y,X) fold=[e¢ ldog=y.



3.4.2 Exemplo

(a) SET. A categoria onde os objetos sao conjuntos e os morfismos sao fungoes.

(b) POSET. A categoria cujos objetos sao po's (ordens parciais) e cujos morfismos
sao fungoes monotonicas.

(c) CPO. A categoria cujos objetos sao ¢po’s e cujos morfismo sao fungoes continuas.

(d) TOP. A categoria cujos objetos sao espagos topoldgicos e cujos morfismos sio
fungoes continuas.

(e) Um monoide é uma terna (M,o0,¢), onde M é um conjunto, o : M x M — M
é uma operagao sobre M e ¢ € M é um elemento destacado, satisfazendo as
seguintes condigoes:

~(xoy)oz=xo(yoz) para todo x,y,z € M, isto é, o é associativa
~eoxr=zxoe=ua para todo x € M, isto é, ¢ é a identidade.

Para qualquer categoria C e qualquer X € 0bj(C), o conjunto Mor(X, X ) forma
um monoide sob composicio, com idy sendo a identidade. A categoria MON tem
monoides como objetos ¢ homomorfismos de monoides como morfismos. Diz-se que
f: M — N éum homomorfismo de monoide se f(e)=¢" ¢ [(xoy)= f(x)o" [(y) para
todo a,y € M.

(f) Embora POSET seja uma categoria cujos objetos sao po's, pode-se ver um po
como uma categoria. Iixe um po (P,C) e construa a categoria C cujos objetos
sao os elementos de I ¢ os morfismos sao pares de objetos (w,y). onde v .y € P,
defimdo por

(x,y) € Mor(z,y) & xCy

As propriedades reflexivas e transitivas de po satisfazemn as condigoes de categoria.
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3.4.3 Definigao: Categoria Plena

Seja C uma categoria ¢ D uma subclasse de 0bj(C). Defina uma categoria D por
0bj(D)=D e Morp(X,Y)=Morc(X,Y) para todo X,Y € D, com a composi¢ao e a
identidade como em C. Diz-se que D é uma calegoria plena induzida por C (o adjetivo
“plena” se refere ao fato de que todos os C-morfismos entre objetos de D sao mantidas).

3.4.4 Definigao: Subcategoria

Seja C uma categoria. Uma subcategoria D de C ¢ dada por uma subclasse de obje-
tos, obj(D), de 0bj(C) e, para cada X,Y € 0by(D), um subconjunto Morp(X,Y) de
Morc(X,Y) sujeitos aos axiomas Idy € Morp(X,.X) e sempre que f € Morp(X,Y)
eg € Morp(Y,Z), entao go f € Morp(X, Z).

E claro que D, com a composi¢ao herdada de C, satisfaz os axiomas de categorias.
Desse modo, uma subcategoria ¢, também, uma categoria. Uma subcategoria D de C
é plena se Morp(X,Y )=Morc(X,Y), para todo X, Y € obj(D).

Todas as construgoes numa categoria deve ser descrita inteiramente em termos da
linguagem de objetos, morfismos, composicao ¢ identidade.

3.4.5 Delfinicao: Isomorfisimo

Seja C uma categoria ¢ X, Y € 0bj(C). Um morfismo f : X — Y em C é um
isomorfismo se existe ¢ : Y — X tal que go f=idy e fog=1idy ou em outras termos
se o seguinte diagrama é comutativo.

IMigura 3.1 - Diagrama de um isomorfismo

X

g
_—‘_"—"'Y



Se tal ¢ existe, ele é tnico, pois se ho f=1dy, fo h=1dy, entao g=gody =
go(foh)=(gof)oh=uwdxoh=h.

Na categoria SET f: X — Y é um isomorfismo se e somente se f é uma fungao
bijetiva.

Dados X,Y € 0bj(C), diz-se que X e Y sao isomorfos se existe um isomorfismo f :
X — Y. Dado uma categoria C nao existe interesse em distinguir dois elementos que
sao isomorfos, isso porque a relagao “.X é isomorfo a Y7 é uma relagao de equivaléncia
sobre C e portanto basta olhar a categoria quociente por essa relagiao de equivaléncia.

3.4.6 Definigao: Objeto Inicial
Uma objeto X numa categoria C diz-se inicial se para todo Y € 0bj(C) existe um tinico
morfismo f: X — Y,

O préximo resultado, embora simples, é basico em teoria das categorias, uma vez
que muitas construgoes acontecem ser equivalentes a objetos iniciais de categorias ad-
equadas.

3.4.7 Proposicao
Seja C uma categoria com A ¢ I3 ambos iiciais em C. LEntao A e B sao isomorfos. Ou
seja, se C tem objeto inicial, entao ele é iinico a menos de isomorfisimo.

Prova: Basta observar que o diagrama abaixo comuta e usar o fato de que quaisquer
dois morfismos de A em A sao iguais.

A——T— B

Figura 3.2 — Diagrama de um isomorfismo



A notacao “z!” significa “existe um tunico z”.

Ousejadgof : A — Ae3! fog: B — B. Logo, gof=(fog) ' =g lof 1 =1d,.
Ou seja, g= f~'.

3.4.8 [xemplo

(a) ¢ € inicial na categoria SET, pois existe uma tnica fungao f : ¢ — X, para
todo X € obj(SET), qual seja aquela cujo o grafico é vazio.

(b) 1=({L},C, L) é um cpo que é o objeto inicial da categoria CPO.
A cada construgao em categorias corresponde a uma construcao dual, qual seja a
construgao obtida ao se reverter todas as setas. Um objeto inicial é aquele que admite

uma unica seta saindo dele, o seu dual deveria ser um objeto admitindo somente uma

seta chegando nele. Tal objeto se existir sera chamado objeto terminal.

3.4.9 Proposigao

Se X e Y sao objetos terminais numa categoria C, entao eles sao isomorfos.

Prova: Basta observar que o seguinte diagrama ¢ comutativo.

g!
Y @it X
o B
Y"T— X

Iligura 3.3 — Diagrama de um isomorfismo

[lsse diagrama ¢ o mesmo da Proposicao 3.4.7, porém com as setas invertidas. 0

Essas duas proposigoes é um caso particular de uma situagao geral, que acontece

com o conceito de dualidade. Seja f : X' — Y um morfismo numa categoria C.
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Pode-se ver o morfismo [ : Y=< X como sendo de uma categoria cujos objetos sao os
mesmos de C, porém com as setas invertidas.

3.4.10 Definigao: Categorial Dual

Seja C uma categoria. A categoria dual ou oposta de C, denotado C7 é a categoria
definida como segue:

0bj(C) =0bj(C), Morcer(X,Y)=Morc(Y, X).

Partindo da categoria C cujas sctas sao f : X — Y, os morfismos em C siao f :
Y—< X. Se f &€ Morcow(X,Y ) e g & Morca(Y,Z), a composta go f € Morce (X, 7)
¢ obtida se tomando a composta fog € Morg(Z,X) emC.

Assim : ;
i o ’ - yo 7 T
X=<Y—=<Z=X—=<Z em C?*
onde
7=y Iy X=Z I X em C.

Os axiomas da definigao de categoria em C% seguem dos correspondentes em C. Além
disso, f € Morc(X,Y) é isomorfismo se e somente se o mesmo f considerado em C7
¢ um isomorfismo. Isto é facilmente visto no diagrama abaixo.

W ot O ALY
id> g \d, i} Ig 19,
X— X o———— Y

f

Figura 3.1 - Diagrama da dualidade

Dada uma construgao A em C, a construgao dual é aquela obtida em se fazendo
a correspondente construcao em C e entao interpretando-se a construgao em C. A
construgao dual de A sera referida como co — A.

Desse modo, isomorfisio = co-isomorfisino, co-inicial = terminal ¢ co-terminal =
inicial. A todo resultado A numa categoria C corresponde um co-resultado na categoria
dual C?. Isto economiza demonstragoes, reduzindo-as pela metade.
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3.4.11 Definicao: Objeto Zero

Seja C uma categoria. Um objeto 0 € 0bj(C) diz-se um zero se ele ¢ inicial e terminal

em C.

3.5 Construgoes em Categorias

Existem muitas maneiras de se construir um novo objeto a partir de objetos dados
de uma categoria. Nesta secao serao apresentadas algumas dessas construgoes. Antes,
porém, sera visto o espago produto de espagos Ltopoldgicos para servir de exemplo de
construgao na categoria Top. O produto cartesiano de n conjuntos Xy, ..., X, ¢é definido
como sendo o conjunto.

Xy wonn X Xy =4 (Dhaoo - snfle: € Xey 1=E50 2018}

nao existe perda de generalidade ao se estudar o produto para apenas dois conjuntos.

Sejam (X, 7)) e (X2, T,) espacos topoldgicos. Pretende-se definir uma topologia
no produto cartesiano de tal modo que satisfaga as seguintes condigoes:

(i) A topologia produto J =T, x T, depende de Jy ¢ Ty

(i1) J é a topologia menos fina que torna as projegoes pri(z,,x2) =z, e pra(a, v2) =
29 fungdes continuas.

3.5.1 Definigao: Topologia Produto
Sejam (X, J1) e (X2, T2) espagos topoldgicos. Seja S = {w; x walw; C X, e w; €

Ji, 1=1,2}. A topologia produto sobre X, x X, é definida como sendo aquela cuja
subbase é 5. O espago topoldgico (X; x X3, 7, x T,) é dito espago produto.

3.5.2  Proposigao
Seja (X7 x X2, Jy x J») 0 espago produto dos espagos (X, 7)) e (X3, J2). Cada projecio
pri : Xy x Xy — X;, 1 =1,2, definida por pri(ay,x;) = x;, é uma fungdo continua.

Além disso, J) x J, é a topologia menos lina que torna as proje¢oes continuas.
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Prova: Dado A C X, aberto, pri'(A) é aberto pela defini¢io da topologia. Agora
seja o outra topologia sobre X; x X, que torna as projecoes continuas ¢ menos fina
que Jy x Jz. Entao algum membro de 8, a subbase de J; x J5, nao seria aberto ¢
portanto ao menos uma das proje¢oes nao seria continua.

O

A topologia de IR* tem como subbase o conjunto {(a,b) x (e.d)|(a,b),(c,d) sao
abertos em IR}.

A seguir é dada uma descri¢ao do produto cartesiano numa linguagem categorica.

Dado o conjunto X pretende-se caracteriza-lo como sendo isomorfo ao produto
cartesiano X, x --- x X,. Para isso considere a familia de morfismos da forma }’ e,
Xi, i=1,...,n. Paracaday €Y, {fily)|li=1,...,n} € umelementode Xy x---x X, ¢
portanto ele deve corresponder a um elemento de X, suponha f(x). Entao existe uma
correspondéncia entre morfismos ¥ — X e a familia de¢ morfismos Y &, X Além
disso, quando X =X x -+ x X, esta correspondeéncia pode ser facilmente descrita em
termos do diagrama comutativo.

n mn
L N

- .

1 para todo j=1,...,n

\ / portanto, [(y)=(fi(y)l:=1,...,n)
Y

Figura 3.5 Diagrama do produto

Seja C uma categoria e seja {X;]1=1,2,...,n} uma familia de objetos de C. O
produto de {Xili=1,2,...,n} é o par (P,(prili=1,...,n)), onde P é um objeto de C
e para cada t=1,...,n. pr, : P — X; é um morfismo em C satisfazendo a seguinte
propriedade:

Dado (Y, fili=1,...,n), onde ¥ é um objeto de C ¢ f; : ¥ — X, ¢ um morlismo

em C, existe um unico f : ¥ — P tal que prio f=f; parai=1,2,...,n, como mostra
o diagrama abaixo.
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p"\—-—-——-b)(i XT..___;I._X]

Y ou para apenas 1

dois objetos

Figura 3.6 - Diagrama do produto para apenas dois objetos

cada pr; é chamado um morfismo projegao.

Na categoria SET, dos conjuntos, o produto coincide com o produto cartesiano.
3.5.3 Proposicao
[2m qualquer categoria se o produto existe ele é inico. Ou seja, se (P, (pr;)) e (', (pr}))

sao ambos o produto de {X;[i=1,...,n}, entao existe um dnico isomorfismo p tal que

o diagrama abaixo comuta.

IYigura 3.7 — Diagrama da prova da Proposigao 3.5.3
prova: A prova ¢ feita para t=1,2. Considere o diagrama abaixo

PR Q

X
o

—————— ———
[S]
X

Va-======-=-07

or

Figura 3.8 - Diagrama da prova da Proposicao 3.5.3
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como P é um produto é possivel achar um tnico p: P' — P tal que

(a) pryop=pr| e pryop=pry. Como P’ também é um produto existe um unico
p': P — P’ tal que

(b) priop'=pry e pryop=pry. Agora considere o diagrama seguinte

4
SN
|
X 1
1 :q x2
|
pr |

P

Figura 3.9 - Diagrama da prova da Proposigao 3.5.3

Como P é um produto existe um ¢ para o qual esse diagrama comuta. E claro que
q=1dp. Mas as equagoes (a) e (b) nos diz que pr;opo p' =pr;. Portanto ¢=pop'.
Como ¢ ¢ unico segue que pop' =udp. O mesmo argumento, porém trocando F por [
nos diz que

pop=udp.

Logo p ¢ um isomorfisio cuja inversa ¢ p'.

3.5.4 Proposicao

Em qualquer categoria, o produto de uma familia vazia ¢ o mesmo conceito que o de

objeto terminal, enquanto se :1=1,1d : X — X ¢ o produto.

Prova: Considere uma familia vazia. Um produto ¢ um objeto equipado com uma
familia vazia (pr), isto é, P é um objeto com nenhuma outra estrutura. A propriedade
satisfeita por P é que se Y é qualquer outro objeto com nenhuma estrutura, entao
existe uma unica fungao [ : Y — P com nenhuma condi¢ao a mais. Isto é o mesmo

que a definigao de objeto terminal. A segunda afirmativa ¢ imediata do diagrama.
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X
Figura 3.10 - Diagrama da prova da Proposigao 3.5.4

Diz-se que uma categoria tem produto se toda familia finita de objetos tem produto.

Pela proposigao anterior qualquer categoria que tem produto tem objeto terminal.

O dual da nogao de produto é o de co-produto ou soma disjunta de objetos, o qual

pelo principio da dualidade pode ser definido como segue.

3.5.5 Defini¢ao: Coproduto

Seja C uma categoria e {X;,|i =1,...,n} uma familia finita de objetos de C. O co-

produto de {X;|i=1,...,n} éo par (HX;, (in))i=1,.... n.onde Xy ei---@3 X, ¢ um
objeto de C e (in;) ¢ tal que para cada i=1,... .00, : N, — X; b - X, é un
morfismo (injegoes) tal que (HX,, (in;)) i=1..... n ¢ o produto em C?

Isto faz sentido pois em C%,in; temn a forma

! I.J' -x'l 2% \1
dado f;: X; — Y em C tem-se
OO VIS o L IR S

4 v

! :

2 “

f : 5 7
Y Y op
em @ em @

Iigura 3.11 - Diagrama do co-produto, caso geral
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O tnico a tal que a o in; = f; sera denotado por [file=1,...,n].
No caso particular de dois objetos X; e X, de C pode-se dar a seguinte definigao.

O co-produto ou soma disjunta dos objetos X; e X3, denotado X, & X, é um par
(X1 @ X, (in1,in,)), onde ny : X; — X; @ X; sao injegoes tal que para quaisquer
f:X; — Yeg: Xy, — Y existe uma tnica f,g] : X; & X — Y tal que o

diagrama abaixo comuta.
in in
X-' L £ )(1@ Xz 2 X2
[f,8)
Y

Figura 3.12  Diagrama do co-produto, caso de dois objetos

ou seja, [f1, fo] o iny = fi,[f1, f2] 0 ina= fo. [f1, f2] é chamado o co-produto de f; ¢

f2 com respeito as injegoes ity e iny.

Usando o principio da dualidade pode-se enunciar o seguinte resultado

3.5.6 Proposicao
(1) Em qualquer categoria, co-produtos sao unicos a menos de isomorfismo
(i1) O co-produto da familia vazia é o mesmo conceito que o de objeto inicial.
Em SET, o co-produto de X; e X, é a uniao disjunta X; & Xo, isto ¢, é a uniao de
dois conjuntos que sao os mesimos enquanto conjuntos Xy e X, mas sao disjuntos.
Portanto seja
rd — 4 ,
X = {(an. 0l € X} =X, x {0}
)
X, = {(.’I"J, 1)‘.’1'2 € .\,2} = X? X {l}

Entao X]NX)=¢. Agora defina X; @ Xo=X{UX]. Ainjecaoin; : X, — X1 & X,
é definida por iny(2) =(2,0), enquanto iny : Xy — X, X, é dada por ma(y)=(y, ).
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Dados os conjuntos A ¢ B em SET ¢ possivel formar a colecio (A — B) de
todas as fungoes de A em B. Para caracterizar (A — B) em termos de morfismo,
associa-se a (A — B) um morfismo especial ev : (A — B) x A — B definida por
ev(f,x)=f(x) - ev é chamada fungao de avaliagao.

A descrigao categorica de (A — B) vém do fato de que ev goza de uma propriedade
universal dentre todas as fungoes da forma €' x A — B.

3.5.7 Proposigao

Dado qualquer fungao ¢ : C' x A— B existe uma unica fungao ¢:C — (A — B) tal
que o diagrama abaixo comuta.

Pedud: [A—BixA
rova: | ev

B onde g xidy:C x A — (A — B) x A tal que

g x dy(c,a)=(g(c),ida(a))=(g(c),a)=(g., )
g

CxA
IMigura 3.13 - Diagrama da prova da Proposigao 3.5.7 a
A idéia por tras da definicao de ¢ é que a acdo de ¢ [az com que um ¢ particular
determine uma fungao de A — B fixando o primeiro elemento dos argumentos de ¢
em (', e permitindo os segundos elementos percorrer A. Em outras palavras, para cada
¢ € (" defina
ge : A — B por g.(a)=g(c,a), para cada a € A.
g :C — (A — B) pode, agora, ser definida por §(¢)=g. para qualquer ¢ € C'. Para
qualquer (c,a) € C' x A tem-se
ev(g(c),a)=g.(a)=g(c,a)
¢ portanto o diagrama comuta.
Mas exigir que o diagrama comute, isto ¢é, que cv(g(c),a) = g(c, a), significa que

g(c) deve ser uma fungao que para a entrada a da saida g(c,a), ou seja, §(c) deve ser
gey COMO acima.
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Abstraindo essa situagao ¢ possivel se dar a seguinte definigao.

3.5.8 Definicao: Exponenciagao

A categoria C tem exponenciagdo se para qualquer A, B3 pertencentes a ob)(C) existem
o produto A x B, o objeto (A — B) ¢ um morfismo cv : (A — B) x A — B,
chamado avaliagdo, tal que para qualquer objeto ¢ € 0bj(C) e g € More(C x A, B)
existe um tnico morfismo ¢ : € — (A — B) de modo que o diagrama abaixo
comuta, isto ¢, existe um tunico §: C x A — B tal que evo (g x 1dy) =g

[A—B1xA
ev ) 2 )
: A atribuicio de § para g estabele uma bijegao
=l
gxid, | B Morc(C x A, B)=More(C,(A — B))
I g
C xA

Figura 3.14 — Diagrama da exponenciagao

entre a familia dos morfisinos de C'x A — B ¢ a familia daqueles de €' — (A — [3).
Para g=h,cvo (g x idy)=cv o (h % tdy), 1sto €, g=h, o que mostra que a atribui¢ao
¢ injetiva. Para ver que ela também ¢ sobrejetiva. tome h : € — (A — B) e defina
g=cvo(h xidy). Pela unicidade de ¢ segue que h=§. Dois morfismos (como g ¢ §)

relacionados desta maneira bijetivamente sao adjuntos (exponenciais) um do outro.

3.5.9 Definigao: Categoria Cartesiana e Bicartesiana Fechada
Uma categoria C diz-se cartesiana fechada (CCIY) se

(1) C tem objeto ternminal

(1) C tem produtos (finitos)

(111) C tem exponenciagao. Se além disso C possui
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(iv) co-produtos (finitos) e, consequentemente objeto inicial, C diz-se uma categoria
bicartesiana fechada (CBF). SET é uma categoria bicartesiana fechada. Defina
(A — B) como sendo o conjunto de todas as fungoes de A em B. Defina
ev(g,c)=g(c). A fungao (inica) ¢ ¢ dada por g(c)(a)=g(c,a).

3.6 CPO Como uma Categoria Bicartesiana Fechada

O objetivo desta se¢ao é mostrar que a categoria CPO, das ordens parciais completas e
fun¢des continuas ¢ uma categoria bicartesiana fechada. Sera mostrado, também, um

teorema de ponto fixo para cpo's.

3.6.1 Definicao: Soma Disjunta ou Co-Produto de epo's
Sejam (Dy,Cq, L) e (Dg,C4, L) cpo's. A soma disjunta de Dy e Dy, denotado D =
Dy @& Dy, é o cpo (D,C, L) definido como segue:

io= @
D = Dix{0)UDyx (1}U{L) e T={(L,d)lde D}
U{((z,0),(y,0))|z,y € Dy,2 C, y} U {((z,1),(y,1))|z,y € Dy e x C, y}.

Portanto, o conjunto base da soma é a uniao disjunta dos conjuntos base D, e D,

acrescentado de um novo bottom. A ordem ¢ essencialmente a uniao disjunta de C, e
L.

3.6.2 Proposi¢ao

Sejam (Dy,Cy, Ly) e (D, Cq, L) epd's e (D5 Dy, C, L) a soma disjunta de D, e Ds.
IEntao,
(a) (D,C, L) ¢é um cpo

(b) As injegoes iny : Dy — Dy b Dy e ing : Dy — Dy b Dy definidas por in(z)=
(z,0) e iny(y) =(y,1), respectivamente, sao fungoes continuas

(c) O par (D, (iny,1n,)) satisfaz a seguinte condigao:
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Seja C um cpo, f,: Dy — C e [, : Dy — C fungoes continuas. Entao existe
uma fung¢ao continua f: D — C tal que fy=foin;, fo=foin, e f(L)=L,.

Prova: (a) D é obviamente um cpo. Agora se X C D é um conjunto dirigido, entao
X=X,U Xy, onde X; C D, e X, C D, sao dirigidos. Logo X tem supremo, pois D,
e Dy sao cpo's.

(b) Imediata
(c) Basta observar o diagrama abaixo

D,

' In
in, *D]&') ) |

2 D2

- = = —

C

[Figura 3.15 - Diagrama da prova da Proposi¢ao 3.6.2

Defina =/, f2] com f(x,0)= fi(x), f(y,1)= faly)-

3.6.3 Definicao: Produto

Sejam (Dy,Cq, L) e (D, E,, Ly) epo’s. O produto de Dy e D,, denotado Dy x Dy, ¢
definido como segue:

1= (L), La)s(ar, ) E (z2,92) & 21 By 22 e 41 B2 p2.
3.6.4 Proposicao
Seja (D,C, 1) o produto de (Dy,Cy, 1) e (Dy,Ey, L,). Entao

(a) D é um cpo
(b) As projegoes pr; : Dy x Dy — D; (1=1,2) sao [ungoes continuas
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(c) O par (D,(pri,prz)) satisfaz a seguinte propriedade:
Se (C,C,L)éumepoeg; :C — D e gy: C — D sao fungdes continuas, entao
existe uma tnica fungao g : C — D tal que g, =prioge g=prp0g.

Prova: (a) C é obviamente uma ordem parcial sobre Dy x D, e (L,, L2) € o bottom
(12 elemento).

Seja X C Dy x D, dirigido. Entao Sup X =(Sup X,,Sup X,),onde X, ={z € D,|3y €
Dy, (z,y) € X} e Xo={y € Dy|3x € Dy, (x,y) € X}.

Neste caso X é dirigido <& X e X; sao. Como Dy, D, sao ¢cpo's, X, e X, dirigidos
possuem supremos. Logo X também possui. Ou scja, (D,C, L) é um cpo.

(b) Dy e D, sao espagos topologicos e Dy x D, possui a topologia produto, onde as
projegoes sao fungoes continuas.

(c) Basta observar o diagrama abaixo

pr; Dré
Dy e———— D2 O, ———= D,
e
9 : 9,
C

Figura 3.16 - Diagrama da prova da Proposi¢ao 3.6.4

Definag=(f1, f2). Eutao g,(x) = priog(e) = pri(g:(x), g2(x)) € g2(x) = pra(gi (), g2())-
]

Sejam Dy, Dy ¢ Dy espagos topologicos, D= Dy x Dy ¢ [ : Dy x Dy — D4, Sejam
fr i Dy — Dy e [, : Dy — D3 fungoes (chamadas se¢oes ou projecoes) obtidas de
I fazendo-se @ =constante, y =constante, respectivamente. Em geral, pode acontecer
que fr e f, sejam continuas num ponto xg, yo respectivamente, e no entanto [ nao scja
continua em (2g,y0) € Dy x D,. Por exemplo, seja IR? com a topologia produto usual.
Considere a fungao [ : IR? — IR, definida por

; w7 o+ se (a,y) #(0,0)
)= ré4y
Ha.y) { 0 , se (x,y)=(0,0)



[z e f, sao continuas em 2 =0 ¢ y=0, respectivamente, e [ nao é continua em (0,0).

De fato, uma fungao [ : IR" — IR é continua num ponto xg = (zy,...,2,) sc ¢
somente se limg_,, f(x)= f(x0).

Agora,
limg_o fy(x) = “"h;f flz,y)=limgo =55 2+L? =0=f,(0)
lim,—o f2(y) = hm:ku {la y)=lim,_y =¥ gHz =0=f,(0)
No entanto,
l i i
1111::/(1 . Y) ::l@ ‘111015—575}(0,0)-— L

Felizmente isso nao acontece se Dy. D, e D3 forem ¢po’s com a topologia de Scott ¢
Dy x Dj é o cpo produto. Lisse é conteido da seguinte proposicao.

3.6.5 Proposigao:

Sejam (D, G, L) epo’s (1=1,2,3) ¢ (D,C, L) o ¢po produto de Dy e 1)y,
(a) Seja X C D, dirigide, Xy=pr(X) e Xo=pra(X). Entso

- X, e X; sao dirigidos

- Para todo y € X| x X; existe v € X tal que y C o

- Sup X =(Sup X;.Sup X2)=Sup X, x X,

(b) Seja f: Dy x Dy — Dy uma fungao, fy: Dy — Dy e [, 1 Dy — Dy suas scgoes
como definidas acima. Entao [ ¢ continua & [, e f, sdo continuas.

Prova: (a) Seja X C D, x D, dirigido. Para quaisquer xy.y, € [ teme-se: s

Ty, € Xy, entao existem iy, 10 € X, tal que (2, 22), (y1,y2) € X. Como X ¢ dirigido

existe (z1,22) € X tal que (x1,22) C (21,22) e (y1,92) T (z1,22). Portanto existe
1 € Xy tal que 2y &y zy ey ) 2. Logo Xy é dirigido em Dy. De modo anilogo se

prova que X; ¢ dirigido em D,.

Seja y = (y1,y2) € Dy x Dy, com y € X; x Xy, Entao existem 2y, 2o tal que

(z1.72), (1, 22) € X, pois X,=pri(X)(1=1,2). Como X é dirigido existe {x;,.r3) € X
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com (z1,y2) C (21,22) e (1, 22) T (21,22). Consequentemente existe (z,,22) € X tal
que (y1,y2) C (x1,22). Isto prova a segunda afirmativa de (a). No sentido de provar
a terceira afirmativa seja (x1,22) € X. Entao (x1,22) C (Sup X;,Sup X;). Logo
Sup X C (Sup X;,Sup X;). Tome (y1,y2) um majorante de X. Entao (y;,y2) é um
majorante de X; x X, pela segunda afirmativa. Portanto, y; é um majorante de X;,
isto €, SupX; C y; (2 =1,2). Por conseguinte, (Sup X;,Sup X3;) é o supremo de X.
Trocando X por X; x X, obtém-se que (Sup Xy,Sup X3) é supremo de X; x X,.

(b) (=) Suponha que f é continua e seja x € Dy. Seja Y C D, dirigido. Entao {z} x Y
é dirigido e f(Sup V)= f(a,Sup Y)= [(Sup ({«} xY))=Sup f({z} xY)=Sup f.(Y).

Analogomente se prova a continuidade de f,.

(<=) Suponha que f, e f, sao continuas para todo x € Dy ey € Dy. Seja (x4, 22), (y1,¥2)
€ Dy x Dj tal que (z1,22) C (y1,92).

Elll.i.i(), f(:rh;r'l) =% frz(l").) C, fz‘;(?)’!) = f(-rl-'.’h) = .[m(-"l) C, fy‘z(yl) = f(yluy?)-
Logo f é monotonica e consequentemente, se X é dirigido em Dy x D, f(X) também é.
Seja X C Dy x D, dirigido. Pelo item (a) X ~ X, também ¢ dirigido ¢ para todo z €
J(X) x X3) existe algum y € f(X) com z C y. Portanto, Sup f(X)=Sup [(X; x X,).
I'azends z=Sup X, tem-se

f(Sup X) = f(Sup ¥1,2) (por (a)

[(Sup Xy)=Supf.(X1) (pela continuidade de f.)
Sup{f(x.z)|x € X,}=Sup{/f-(Sup Xy)|x € X;}=

Sup{Sup f-(X2)|x € X,} (pela continuidade de f;)
Sup{Sup f({z} x Xy)|r € X} =Sup(X; x X3)=Sup f(X).

I

Logo, f é continua.
O

Sejam (Dy,Ey, L) e (D, 5y, L) epo's. A exponenciagio ou espago de fungoes |
(D,C, 1), de Dy em D, é definido como segue:

D={f: Dy — Dy|f é fungao continua}; L (r)=L,, para todo z € Dy; fC g &
flz) C, g(x) para todo x € D,.

Neste caso a exponenciacao ¢ denotado por (D — D,] em vez de(Dy; — D).
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3.6.6 Proposicao

Sejam (Dy,Cy, 1y) e (D2, 5, Ly) epo's. Entao o espago de fungoes continuas ([D; —
D,),C, L) é um cpo, onde (Sup F) (z) = Sup{f(z)|f € F} para qualquer z € D, e
qualquer conjunto dirigido I C [D; — Ds).

Prova: E claro que ([Dy — D,),C, L) é uma ordem parcial com primeiro elemento
L, pois 1 é uma funcio continua. Suponha que I C [D; — D] é dirigido. Defina

h: Dy — D, por h(z)=Sup{f(z)|f € F'}.

A funcao h esta bem definida pois {f(x)|f € I} é dirigido para todo « € D;. Se
X C D, é dirigido, h(X) é claramente dirigido. Dai Sup h(X) existe, pots Dy é um
cpo. Além disso,

R(Sup X) = Sup{f(Sup X)|f € F}=Sup{Sup f(X)|f € F} (pois I C [Dy — D,])
= Sulf@lfie F\z € X}=Sup(Suplf)l] € Fllz € X} =
= Sup{h(2)|z € X}=Sup h(X). Logo h ¢ continua.

Seja g € [Dy — Dy tal que para todo [ € I',f C ¢g. entao para todo [ €
F, f(z) Gy g(z),Sup{f(x)|f € I'} C; g(x), h(2) T, g(2) para todo = € Dy, portanto.
h=Sup F. Logo, D é um cpo e (Supl’)(x)=Sup{f(z)|) € I'}.

3.6.7 Proposicao
Sejam (D;.C,, L) e (D2, Ty, 1) epo's. A fungao de avaliagao co @ [Dy — D, »
Dy, — D, definida por co{ f. )= f(x) ¢ uma [ungao continua.

Prova: Tendo em vista a proposicao 3.6.5 (b) ¢é suliciente mostrar que as secoes de cr
sao fungoes continuas.

Seja [ € [Dy — Dy]. Entao cvg(z)=cv(f,z)=f(x) para todo a € D;. Portanto,
evy € continua, pois evy = [.

Seja x € Dy, fi, [ € [Dy — Dy] e [1 T [5. Entao, evy(fi) = filz) Bz folz) =

evg(f2), portanto ev, é monotonica e conscquentemente preserva conjuntos dirigidos.
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Seja F C [D, — D,] dirigido. Entao, Sup(ev.(F))=Sup{f(z)|f € F'}=(Sup I')(z)=
evz(Sup I). Logo ev, ¢ continua. Pela Proposicao 3.6.5 (b), ev é continua.

3.6.8 Proposicao

Sejam (D;,C;, L;) epo's (: = 1,2,3) e f : Dy x Dy — D3 uma fungao continua,
isto é, [ € [Dy x Dy — Ds]. Seja curry (f) : Dy — [Dy — Ds] definida por
curry (f)(x)= [y, com curry ([)(x)(y) =[x, y). Entao

(a) curry (f) € [Dy — [Dy — D4]], isto é, curry (f) é uma [uncao continua.

(b) A fungao H : f +— curry (f) é uma funcao continua, isto é, H € [[D; x Dy —
D3] — [Dy — [Dy — Ds]]).

(¢) curry (f) ¢ ainica fun¢ao continua que torna o diagrama abaixo comutativo.

[D1 =3 Dzlx D1
el
; |
curry!ﬂxldozi Da
e
01 x D2

Figura 3.17 - Diagrama da prova da Proposi¢ao 3.6.8

Prova: (a) Como curry (f)z = f, para cada x € D, entao imagem (curry (f)) C
[Dy — Ds], pela Proposigio 3.6.5 (b). curry (f) preserva conjunto dirigido, pois
curry (f)(x)y = ev(fr,y) = fo(y) e ev sendo continua preserva conjunto dirigido.
Seja X C D, dirigido. Entao curry(f)(Sup X))y = ev(_['sup WwY) = fSup ) =
T(Sup X,y) = Sup,cxf(x,y) = Sup,ex(f(2,y)). Portanto, curry(f)(Sup X)y =
Sup(curry (f)(X))y. Logo, curry (f) é uma funcao continua.

(b) Seja 17 C [Dy x Dy — Dy] dirigido. Entao H(Sup F)y = (curry(Sup )y =
(

Sup,F(y) = (Sup F)(z,y) = Supsep{f(z,y)} = Supsep{fa(y)} = Supsep(curry (f)
(x)y)=Sup H(I')y. Logo H é continua.
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(¢) A unicidade do diagrama ¢ equivalente a seguinte equagao
curry (evo (h xdp,))=h. (%)

Para ver isto suponha que a equagao se verifica e h satisfaz f=ev o (h x 1dp,). Entao
curry (f)=curry (evo (h x iudp,)) = h, portanto a unicidade ¢ satisfeita. Por outro
lado, se curry(f) é unicamente determinado pelo diagrama acima, entao a equagao (+)
segue imediatamente da comutatividade do seguinte diagrama

[ D.l'—) 02] x
ev

hxid
02

M o= o

O

O
»

—

Figura 3.18 - Diagrama da prova da Proposi¢ao 3.6.3

para f=ecvo (h x udp,).
a

Os resultados obtidos nesta se¢ao para a categoria CPO permite enunciar o seguinte
corolario.

3.6.9 Corolario

A categoria CPO ¢ uma categoria bicartesiana fechada.
a

I£ possivel, agora, enunciar e provar o resultado fundamental deste capitulo. Iste
resultado, conhecido como Teorema do Ponto I1zo, estabelece que toda fungao continua
de um ¢po nele mesmo, possui um menor ponto fixo. 2 diffcil exagerar a importancia
deste teorema em matematica computacional. Dentre as muitas aplicagoes deste teo-
rema se destacam a garantia de solugoes de equagoes em ¢po’s ¢ a garantia de con-
vergéncia de processos iterativos.
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3.6.10 Decfinigao: Ponto I'ixo

Seja (D,C, L) um ¢po. z € D diz-sc um ponto fizo da fungao [ : D — D se f(z)==.

3.6.11 Teorema: do Ponto Fixo

Seja (D,C, L) um cpoe f: D — D um fungao continua. Intao

(a) [ tem um menor ponto fixo, isto é, existe @ € D tal que f(x) =z com a pro-
priedade de que se existe outro y tal que f(y)=y, entao = C .

(b) A funcao [iz : [D — D] — D tal que a cada fun¢ao continua f associa o scu
ponto fixo, Fia ([), é continua.

Prova: (a) Como f é continua, [ é monoténica. Logo, LC f(L) (que é sempre
verdadeiro num ¢po) acarreta

FUL) T FOLY= ALy FILE PlL);

Portanto,
ep=8up, ML)

existe. Agora, por continuidade de f, f(x)=Sup, f**(L)=u1y, isto é, r; ¢ um pouto
fixo de f. Suponha que existe y tal que f(y)=y. Entao segue por monotonicidade que
J(L) C [(y)=y. Portanto

rp=8up; L) Ey
(b) A fungao iz (f)a=ay=Sup, [*(L) é continua pela Proposicao 3.6.7 e o fato de
que se { fi} € [D — D] é uma familia dirigida de fungoes continuas e

f(x)=Sup; fi(x)

entao f é bem definida e continua. A prova desta afirmacao esta contida na demons-
tragao da Proposicao 3.6.6.
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4 A CATEGORIA BICARTESIANA FECHADA
DA MATEMATICA INTERVALAR

O objetivo principal desse capitulo é apresentar a Analise Intervalar como uma cate-
goria bicartesiana fechada e como tal ela é modelo do célculo lambda com tipos. Na
Segao | siao generalizados alguns resultados obtidos no Capitulo 1 e definido a categoria
DOM. A Secao 2 mostra que essa categoria possui um objeto reflexivo e portanto ela é,
também, um modelo do cilculo lambda sem tipos. Esta se¢ao é baseado em [BAR 84],
[PAU 87], [SEL 86]. A se¢ao 3 explora o fato da categoria DOM ser, também, uma cat-
egoria de espagos topologicos, obtendo assim novas versoes de resultados importantes
como, por exemplo, o Teorema da Extensao de Tictze. As Segoes | e 3 [oram inspiradas

em trabalhos como [GIE 80], [PLO 80], [NAC 65], [SCO 72a], [SCO 82a].

4.1 A Categoria DOM: Uma Categoria Bicartesiana Fechada
(CBF)

Seja (B,E,<<, Ly) uma ordem parcial enumeravel, com ordem forte << e primeiro ele-
mento Ly, Definindo Corte de Dedekind sobre B, como na Defini¢ao 2.2.1, os Teoremas

2.2.0 ¢ 2.5.1 podem ser generalizados como segue.

4.1.1  Teorema

O completamento por cortes de Dedekind, (B, C,<<, 1), é um ¢po continuo, cuja base
¢ B, e cuja ordem forte de B extende a de B.

Prova: Iixatamente igual as provas dos Teoremas 2.2.4 e 2.5.1 combinadas.
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4.1.2 Corolario

Seja D um cpo continuo com base B. Entao para cada € D, o conjunto lz={be
Blb<<z} é dirigido e 2 = Sup {z. Além disso,

v=y o le=ly.
O

No sentido de generalizar o Teorema 2.3.6, um dos resultados fundamentais do
Capitulo 2, é dada a seguinte definigao.

4.1.3  Definigao: Conjunto Consistentemente Completo
Seja (A,C) uma ordem parcial.
(a) A diz-se consistentemente completo (c-completo) se Sup X existe para todo X C
A consistente e nao vazio.
(b) A diz-se finitamente consistentemente completo ( fe-completo) se Sup X existe
para todo X C A, finito, consistente e nao-vazio.
Lembre-se que um conjunto nao-vazio X € A é consistente se existe a € A tal que
r € a para todo z € X.

O teorema a scguir lornece wn critério muito simples para verificar se wn ¢po
continuo, com base enumeravel, é consistentemente completo.
4.1.4 Teorema
Seja (D, E,<<, L) um cpo continuo com base B. Eutao (a),(b).(¢) sao equivalentes:

(a) D é c-completo
(b) D é fe-completo

(¢) B é fe-completo

11



Além disso, se D é c-completo, entao Upll = UE € B para qualquer subconjunto
[ C B, finito, consistente ¢ nao-vazio, onde Uy ¢ a operagao de supremo sobre B.

Prova: (a) = (b) ébvio

(b) = (c). Suponha que D é fe-completo. Seja £ C B finito e consistente em B.
Entao E é consistente em D. Portanto Sup £ = & para algum 2 € D. Logo ¢ C z para
todo e € E. Como {x = {b € Blb<<z} é dirigido, existe b € {z com e C b para todo
e € K. Logo UE C bLC z. Isto mostra que UL = b € B. E claro que b é um majorante
de E em B. Como UE C UgE em qualquer caso, b = Ugl'. Consequentemente B é
fe-completo e Ugls = UL € B para qualquer £ C B consistente, finito.

(c) = (a). Suponha que B é fc-completo. Seja X C D majorado por w € D.
Defina Z = U{lx|:r: € X}. Seja E C Z finito. Entao para todo e € E,e C w e
consequentemente, £ C &w. Como {w é dirigido, I é majorado por algum b € iw,
logo Up L existe. Defina

Y = {WE|E C Z, I finito}.

Como UpE, C Ug(Ey U Ey) e Uglsy T Ug( Ly U £,),Y é dirigido. Como b C z € X
implica b € Z que implica b € Y tem-se que {x C Y para qualquer ¢ € X. Portanto,
x=U{z CUY para qualquer z € X. Logo, UY € D ¢é majorante de X. Seja w outro
majorante de X. Entao w é um majorante de Z,UyE C w para qualquer E C Z finito.
Portanto UY C w. Assim, UY ¢é supremo de X.

4.1.5 Corolario

(1) Seja (B,C,<< L) uma ordem parcial, fe-completa, com ordem forte, <<, e
primeiro elemento L. Entao o completamento de Dedekind de B, (D,C,<<, 1),
€ um cpo continuo c-completo, com base B.

(1) Seja (B,C, L) uma ordem parcial, fe-completa com primeiro elemento L. Entao
o completamento por ideais de B, (B,C, 1), ¢ um ¢po algébrico ¢-completo com
base B.



4.1.6 Definigao: Categorias dos Dominios e dos Dominios de Scott

(i) A categoria DOM, da matematica computacional, tem como objetos cpo’s continuos,
c-completos e com base enumeravel, e como morfismos as fungoes continuas. Um
objeto de DOM sera chamado, simplesmente, de dominio.

(i1) A categoria SDOM, da computagao, tem como objetos cpo’s algébricos, c-
completos e com base enumeravel, ¢ como morfismos fungoes continuas. Um
objeto de SDOM sera chamado dominio de Scott.

Os Exemplos 2.1.11 todos pertencem a SDOM, enquanto I{IR) pertence a DOM.

O objetivo desta secao é mostrar que DOM, e consequentemente SDOM, é uma
categoria bicartesiana fechada. Desse modo, DOM e SDOM sao modelos do calculo
lambda com tipo.

Sejam Dy e D; cpo’s. Foi mostrado no capitulo anterior, que Dy & Dy e Dy x D,
sao, também, cpo's. I imediato que se Dy e Dy sio dominios com bases By ¢ B,
respectivamente, entao D, & D, e (Dy x D3), também, sao dominios com bases B, ¢ B3,
e By x B,. Para ver isto basta tomar o completamento de Dedekind de B, & B, e
By x B,, respectivamente. Com o objetivo de registrar o fato tem-se

4.1.7 Proposicao

(i) Sejam Dy, ..., D, dominios com bases By,...,B,, respectivainente. Entao, /), &
nl

v @ Dy e Dy x --- x D, sao, também, dominios com bases By & --- & B, ¢
By x -+ x B,, respectivamente.

(ii) Sejam Dy, ..., D, dominios de Scott, com bases B,,...,B,, respectivamente.
entaio Dy 4 --- & D, e Dy x -+ x D,, também, sao dominios de Scott com
] ]
bases B @ -+ & B, e By x -+ x B, respectivamente.
U
Sejam Dy e Dy dominios com bases By e B,, respectivamente. Y01 visto, no capitulo

anterior, que [Dy — D,], o conjunto de todas as fungoes continuas de Dy em D,
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quando munida da ordem definida anteriormente, ¢ um cpo. E possivel, agora, rep-
resentar cada [ € [D; — D] em termos de fungées de By em B;? Embora cada
elemento de B, seja, por hipotese, finitamente representavel, nao existe nenhum mo-
tivo para que dada [ € [D; — D,] e by € By, [(b1) seja finitamente representavel,
isto &, f(b;) € By. De fato, para f € [[IR) — I(IR)] dada por f(z) = e€*, tem-
se que [0,1] € K@), mas el®Y ¢ Q). No entanto, como se verd oportunamente,
[ [IR) — I(IR) tal que f(z) = €* existe e é continua. Isto motiva o seguinte
procedimento: Seja f € [D; — D] e para z € Dy, seja a € B, tal que a <<z. Como
f(a) pode nao esta em By, seja b € B tal que b << f(a). Entao o par (a,b) pode
ser uma primeira aproximagao da fungao f. Aqui (a,b) para « € By e b € B, tem o
significado de que b << f(a), isto é, afb. Esta informagao é encapsulada pela fungao

f,':i(,'ﬂdﬂ

b sea<<rouz=a

(a — b), onde (a — b)(z) = L

L, caso contrario.
I2 claro que um par somente é insuficiente para representar f, por isso deve-se aumentar
o numero de pares sem, no entanto, tornar esse numero infinito. Admita-se, portanto,
um conjunto finito de tais pares. O conteido de informagao de {(a;,0y),...,(a,,b,)}
com respeito a fungao f sera.

(1) by << flar),... b, << f(an), isto é, ay fby,...,a,fb,.

Qual ¢ a fungao escada correspondente a (1)7 Em geral, nao existe uma funcao escada
que encapsule (1), mesmo considerando que {ay,...,a,} seja consistente. No entanto
se By e By forem consistentemente completos By x By também ¢é e portanto F =
{(ar,b1)y. ..\ (@n,by)} tem um supremo (a,b) em By x By, onde a = Sup{a,,...,a,} e
b = Sup{by,...,b}. Logo, a fungiao (¢ — b) encapsula a informacio de ['. Observe
que a hipotese de que By e B, sao c-completos ¢ essencial.

Motivados na intuigao acima mostra-se a seguir que o espaco das fungées continuas
entre dois dominios também é um dominio.

4.1.8 Teorema

Sejam (Dy,C,<< 1) e (Dy,C,<< L) dominios com bases By e B, respectivamente.

Entao ([Dy — Dy, C,<<, L) como definido anteriormente também é um dominio.
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Prova: Ja se sabe que [D; —— Dy] ¢ um cpo. Deve-se mostrar que ele é continuo e
c-completo, com base enumerdvel. Para isso defina

SB = {(a — b)|a € By,b € By}, onde (a — b) € [Dy — Dy] é a fungao escada

definida por
b sea<<rouuz=a

(a — b)(z) = { i

Pretende-se mostrar que B = {Sup F|F C SB, F nao-vazio, finito e consistente} ¢

caso contrario.

uma base de [D; — D,] e consequentemente uma base enumerdvel. Além disso, as
seguintes condigoes se verificam.
(a) (a — b)<< f & b<< [(a),coma € Byebe€ By [ € [Dy — Dy

(b) Seja I = {(ap — by),....(an — by)}. Entao as seguintes propriedades sao
equivalentes.

(1) Sup F existe
(i) 17 ¢é consistente (em [y — D,))

(i1i) Para todo J C {0,1,....n}, se {a;}ics ¢ consistente, entao {b,}icy tambémn ¢

consistente.
(¢) (Sup F)(z) = Sup{bla; << x}, se ' = {{ag — by),...,(a, — by)} ¢ Sup I
existe.
De fato, é claro que (¢ —= b) ¢ uma fungao continua para ¢ € By e b € B,.

Para mostrar (a) suponha que (¢ — b) << f. Entao b = (¢ — b)(a) << f(a).
Suponha que b << f(a). Se ¢ <<z, entao (¢ — b)(x) = b << f(a) << f(x). caso
contrario (a — b)(z) =1<< f(x).

Portanto, (¢ — b)(x) << f(x) para todo x € D.

Para mostrar (b) suponha que Sup F existe, entao I ¢ majorada. Suponha que
f € [Dy — D] é um majorante de F. Seja a; << x para todo ¢ € J. Intao
bi = (a; — b;)(z) << f(x) para todo i € J e consequentemente f(x) é uma majorante

de {b,)i € J}. Suponha (iii). Defina h: Dy — D, por
h(x) = Sup{f(x)|f € F}.
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Entao, h(z) = Sup{bila; <<z, < n}. Como D; é c-completo h(z) existe. Seja X C D,
dirigido. Entao h(SupX) = Sup{f(Sup(z))|f € F'} = Sup{Sup{f(z)|z € X}f € F'} =
Sup{h(z)|z € X}. Logo h ¢é continua. Além do mais h ¢ uma majorante de [. Se
g é outro majorante de F', entao para qualquer x, h(z) = Sup{f(z)|f € F'} C g(z).
Portanto Sup I existe e b = Sup I

A propriedade (c) sai imediatamente das hipoteses e de (b). Até aqui foi provado
(a),(b) e (c) e o fato de que o conjunto B C [D, — D,] é bem definido. Deve-se
mostrar, agora, que B é uma base. Seja M; = {{(a — b)|(a — b) << f}. para
f € [D1 — D,]. Entao [ é um majorante de M;. Seja ¢ € [D; — Ds] um outro
majorante de M;. Tem-se b << f(a) acarreta (¢ — b) << f, entao (¢ — b)<< g e
consequentemente b << g(a). Logo, f(a) = Sup{blb << f(a)} C Sup{b|b << g(a)} =
g(a), para qualquer @ € B,. Ou scja, f C g e [/ = Sup M;. O conjunto M;, em
geral, nao ¢ dirigido. Como M; ¢ majorado por [, cada subconjunto finito I C Al
¢ majorado ¢ portanto Sup I existe assumindo que [Dy — D] ¢ ¢-completo. Além
disso,

J = Sup{Sup F|IF'C M, I finito, I'# 6},

dirigido. Portanto, B é uma base de [Dy — D,]. S6 falta mostrar [D; — D,] é
c-completo. Para isso usa-se o Teorema 1.1.4 ¢ mostra-se que B é fe-completo. De
fato, se 2 = 1,...,n, seja I; C SB finito ¢ consistente. Seja {Sup Fili = 1,...,n}
consistente. Entao UF; é consistente e Sup {UF,} = Sup{Sup F}.

cada Sup F' é um elemento de B ¢ o conjunto {Sup I'|FF C M;, finito, I # ¢} é

4.1.9 Corolario

DOM e SDOM sio categorias bicartesianas fechadas. Consequenternente modelos do
calculo lambda com tipo.

Prova: Proposicao 4.1.7 e Teorema 4.1.8.
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4.2 DOM e SDOM como Modelos do Calculo Lambda sem
Tipo

Uma categoria para ser modelo do calculo lambda sem tipo precisa ser cartesiana
fechada e possuir um objeto reflexivo [LAM 86]. Um objeto, D, de uma categoria
é reflexivo se ele é isomorfo a seu proprio espago de fungoes continuas, isto ¢, 1) =
(D — D]. Embora escreva-se o sinal de igualdade na equagao anterior, em teoria
dos dominios a igualdade significa isomorfismo. Observe que em teoria dos conjuntos
a equacao A = (A — A), onde (A — A) denota o conjunto de todas as fungoes
de A em A, nao pode ter solucao pois, para qualquer conjunto A, a cardinahdade de

(A — A) ¢ estritamente maior que a cardinalidade de A.

Numa categoria onde a equagao D = [D — D] tem solugao, todo elemento de
D pode ser visto como uma fungao e pode ser aplicada a si propria. As linguagens
de programagao possuem essa caracteristica uma vez que um programa pode ter como
argumento um outro programa.

A maneira mais natural de mostrar que a categoria DOM, e portanto SDOM.
possul objete reflexivo seria usar a linguagem das categorias, no entanto, com o intuito
de evitar essa linguagem com mais profundidade, far-se-a a construgao desse objeto,
diretamente, a maneira de D. Scott [SCO 72a]. Como foi observado no capitnlo 2.
um dominio acrescentado de um elemento artificial T, chamado topo. se torna um
reticulado continuo. D. Scott [SCO 72a] construiu um objeto reflexivo para a categoria
cartesiana fechada dos reticulados continuos. Isto ja seria suficiente para garantir que
a categoria DOM, da matematica computacional, possui um objeto reflexivo. Para se
construir um objeto reflexivo em DOM acrescenta-se um topo a cada objeto de DOM
tornando-os reticulados continuos e em seguida efetua-sc a construcao do objeto como
em [SCO T2a]. Finalmente retira-se o topo de cada objeto da categoria dos reticulados
continuos. Tirar o topo do objeto rellexivo corresponde a identificar cada par da forma
(z,T),isto é.  C T, com x. O que resta é a categoria DOM com objeto reflexivo. No
entanto ¢ possivel lazer diretamente a construgao do objeto reflexivo em DOM agindo
por analogia com a construcao de [SCO 72a). A seguir sera [eita essa construgao com

o objetivo, muito mais. de entender mellior as caracteristicas desse objeto reflexivo.
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4.2.1 Definigao: Sistema Projetivo Inverso

Seja Do, Dy, ..., D,,... uma sequéncia de dominios e seja f; € [Diy, — D;].

(i) A sequéncia (D;, f;) é chamada um sistema projetivo ou sistema inverso de
dominios.

(i1) O Limite inverso ou limite projetivo do sistema (D;, f;), cuja notagao é— (D;, f)
é a ordem parcial (Dyo, Eoo,<< 00y Loy ) cOm primeiro elemento L., € ordem forte
<< o0, definidos por

Doo = {@oiZiss. i € Die filwii) = we), Loo=Ua, Lyyveiyidd

com z;, L;€ D,.

(zo,21,-..) Ca (Woy91,--.) © a; C; y para todo 1 = 0,1,... e analogamente
para << .

Identifica-se a sequéncia (zy, y,...) com a fungao @ : IN — U;D; tal que 2(z2) =
xr; € D; para todo 1. Escreve-se il D; em lugar de — (D, ;). C & <<..em
lugar de C, e <<, respectivamente.

4.2.2 Proposigao

~ . i 5 S lim ’ ’ 7%
Seja (D;, fi) um sistema projetivo de dominios. IEntao «— D; também é um dominio.

lim

Prova: (a) «— D, é um cpo. De fato, para mostrar isto seja X c, dirigido.
Entao o conjunto {z(i)]z € X} é dirigido para cada i. Seja y; = Sup{z(i)|]z € X}.
Entao por continuidade de f;, fi(yi41) = Sup{[f(xi41)|x € X} = Sup{a(2)jz € X} = y..

lim ’ . lim .
Logo (y1,¥2,...) €—— D é o supremo de X. Isto mostra que —— D; é um cpo.

lim . 7 ’ : ) Yo
(b) &« D; é um epo continuo. De fato, scja B; uma base de D; para cada . Fntao,

porque D; é um cpo continuo, para cada z, tem-se x; = Sup{b; € B;|b; << z;}. Portanto,
para cada y g Di,y = (Zosz1y-4+)y ¥ = Sup{lbe, bys---)) et {B;|(bo, by, - ..) <<

lim . .
«¥}. Logo, ¥ D; é um cpo continuo.



i lim ¥ . ‘-
(c) Para mostrar que «—— D); é consistentemente completo usa-se o Teorema 4.1.4. Seja
lim - e : 1 4 .
x,y € D;, consistentes. Iintao, para cada 2, x;,y; sao consistentes em D;. Como D;
F g . lim
é c-completo, z; U y; existe em D;. Logo, x Uy existe em —— D,

4.2.3 Corolario

(1) O produto cartesiano de uma quantidade enumeravel de dominios ¢ um dominio.

(i1) O produto cartesiano de uma quantidade enumeravel de dominios de Scott ¢ um
dominio de Scott.

4.2.4 Definicao: Retrato

Seja D um dominio e D C D' um subconjunto de D'. D diz-se um retrato de D' se
existe uma fungao continua f € [D' — D] tal que fo f = fe D = f(D'). Neste caso
f é chamada uma retragao de D' sobre D.

4.2.5 Proposicao

Seja D' um dominio com retrato D. Entao D é um dominio cujos subconjuntos dirigidos
tem os mesmos supremos que em D’ e cuja topologia ¢ a topologia do subespago.

Prova: Suponha que D é um retrato de D' e seja [ : D' —+ D uma retragao. Seja
X C D dirigido. Entao X ¢ dirigido como subconjunto de )" e Supp, X existe em D'
Agora,

f(x) = f(Supp X) = Suppy f(X), pois f ¢ continua
= Suppy X, pois X € D ¢ [ ¢ uma retragao
=
Desse modo, * € D e portanto Sup X € D. D cpo continwo e & € D = v € D"
Portanto, x = Sup{b € B|b<<a}. Falta mostrar que X € D) = f(\XN) = X. De fato,
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re X = f(z) € f(X)= [(J(x)) = f(z) € f(J(X)) = z € [(X), ouseja, X C [(X).
z € f(X)= f(x) € [(f(X)) = f(X) =z € X, ouseja, f(X)C X. Logo, f(X)=X.

A base B de D ¢é um subconjunto de B', a base de D'. Portanto B é enumeravel.
)

Para mostrar que D é ¢-completo usa-se o Teorema 4.1.4, o fato de que B, a base
de D', é fe-completae B C B

O

Por outro lado a topologia coincide com a topologia do subespaco porque sé existe
uma topologia, a topologia de Scott, que faz com que D seja um dominio.

A seguir o dominio D, sera construido usando-se as nogoes de projegoes e mergul-
hos. Mostra-se-a, também, que qualquer dominio pode ser mergulado em D.,. Além
disso, D, satisfaz a condi¢ao Dy, = [Dy. — D], ou seja, Do, é um objeto reflexivo
na categoria DOM. No que segue D, D', ... percorrem os objetos de DOM.

4.2.6 Definigao: Projegao
Um par de aplicagoes (z,p) de D' sobre D diz-se uma projegio se

(1) 2:D— D'ep: D — D sao funcoes continuas
(it) por = 1dp, isto é, p(r(x)) = x para todo o € D

() )zopCadp, isto é, i(p(a)) C x para todo x € D',

IFigura 4.1 - Representagao da projegao
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Como (z,p), € uma proje¢ao de D' sobre D, D é isomorfo a um retrato de D' com
retragao pot. I neste sentido que D é mergulhado em D'. Pode-se dizer, entao, que a
menos de isomorfismo, D C ',

Dizer que D pode ser mergulhado em D' significa que D' tem uma estrutura mais
“rica” que D e pode representar a estrutura de D. Ou seja, se elementos de [) sao
mapeados em D', via 1, e recuperados de volta, via p, nenhuma informacao sera perdida.
Por outro lado, se os elementos de D' sao mapeados em D, via p, ¢ recuperados
novamente, via i, pode ser perdida informagao. O que se obtém de volta, 7 o p(z),
¢ uma aproximagao de x. observe que todo mergulo aqui representado por ¢, ¢ uma
fungao injetiva e toda projecao, aqui representada por p, ¢ uma fungao sobrejetiva.
Uma maneira usual de representar uma projegao (sistema de projecoes) ¢ dada pela
figura abaixo.

[

D s D
Ido

D

Figura 4.2 - Diagrama da projec¢ao

4.2.7 Lema

Seja (¢,p) uma projecao de D' sobre D.  Entao existe uma proje¢ao (2%, p*) de
(D" — D'] sobre [1) — D] definida como segue: para [ € [D — D] e g € [D' —
D', *(f)=10fopep(g) =pogoi, (veja figura abaixo)

D.——.l—-.D' D.-...._p._..._ [?'
: |
x
plgl! g f | 1if)
7 v
e D oD

IFigura 4.3 - Diagrama da prova do Lema 4.2.7
]
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Prova: Dado z € D' tem-se que (2°(f))(x) = ¢f(p(2)) = i(ev(f,p(x))). Entao pelas
Proposigoes 3.6.7 ¢ 3.6.8 " é uma fungao continua. De modo andlogo se mostra que p°

é continua. Além disso,

p'(i°(f)) =poro fopor= fedemodo analogo 1" (p°(¢)) = ¢

O

Seja D um dominio. Defina iy : D — [D — D] e po : [D — D] — D como

segues

para x € D, 19(z) = ¢z : D — D tal que ¢,(y) = z para todo y € D. Para cada

fe[D— D],polf) = [(L).

4.2.8 Lema

O par (29, po) é uma projegao de [D — D] sobre D, conhecida como projegdo canonica.
Prova: Deve-se mostrar que i, ¢ continua. Para isso seja X C D dirigido. Entao

w(Sup X) = Sup,ey 20(X), pela defini¢ao de Sup no espago de fungoes
= Sup ie(X).

Analogamente, py ¢ continua. Além disso,
to(polf) = 1o(f(L)) = Cyyy E f(x), porque f ¢é monotonica.

Por outro lado, py 0 1y = tdp, pois (po 0 ip)(x) = p(2,(2)) = po(Cy) = . 0
4.2.9 Defini¢ao: Construgao de D,
Seja D um dominio e (i9,py) a proje¢ao candnica de [ — D] sobre D. Defina

Dy = D,Dyyy =D, — D.), (tng1spusr) = (25,p5), a projecao de Dyyy sobre D
definida de (2,,,p.) no Lema 4.2.7. Portanto,



Po P

20 N
Figura 4.4 — Diagrama do sistema inverso
isto é, (D,‘,}J,,)“EIN ¢ um sistema inverso de dominios. Finalmente D, L (Dp.py).
a
No que segue D é um dominio fixo, D, ¢ Dy sao como definidos acima.

Foi visto, anteriormente. que se cada D; ¢ um dominio Dy x Dy =+ x Dy, x --- =
“a'elND‘ também é. pela construgao acima, D é um dominio ¢ ., C “;eIN D;. Por

isso € feita a seguinte convencao:
Se x € Dy, entdo z, = x(n),x = (2o, 21,...) = (Tn), N = (X0)-

Considere um tupla tipica de Dy, (2o, 21,00y 2y ..). Se for dado &y, entao @, =
Pn(Znsr) determina todos os x, para n < m pois &, ¢ obtido do seu vizinho a4y
aplicando a proje¢ao p,. Pondo x,4; = in(x,) tem-se¢ uma mancira de gerar os w,

para n > m, mas nem toda tupla precisa satisfazer esta condi¢ao, pois ., = py(2,41)

implica a nao cquivalencia () C w,4q.

Os mergulhos (2,,) e as projecoes (p,) permite se converter 1), ¢ D, uin no outro.

4.2.10 Defini¢ao: Mergulhos

(1) Para m,n € IN defina i,,, : D,, — D,, como segue:

In-1 0 0ty (M < n)
(m =n)
Pn @ 0Py (M >n)

';J'H L == i(fi)

(11) puco : Dy — D é definida por pyoo () = (-i,,j(:t.'))jem
(1) peon : Dy — Dy é definida por pan () = 2y

Para m < ny iy, mergulha D, em D, isto &, 1, 0 Dy € Dy NO €80 oy (1)

ele se torna i,,, que mergulha D,, em D, 4. Nao é dificil de ver que ¢4, 0 2,4 € 1 ©
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Ln © Lk = Lmns 8¢ k 2> min{m,n}.

Observe que enquanto (D, p,) ¢ um sistema inverso, (D,,1,) € um sistema direto

. ; lim ; . ’ ’ ’ AL
ou sistema de mergulho. Assim, D, =— (Dy,1,,), isto é, D, também ¢é o limite

ireto, de 2,). Como um deles determina o outro ¢é indiferer u eles tomar
direto, de (D,,1,). C deles det. tro ¢ indiferente qual deles ton

para estudar ou construir D.
A func¢ao definida acima mapeia um = € D, na tupla
[ e S0 () S A ) R S, |
olhando essa tupla da sua n-ésima componente tem-se
(«o oy pr-2(p(2))y Pr-1(2), @, tnga (@), tngpr (), .. 0)
A projegao p.., deve mapear esta tupla de volta para z, ¢ em geral tem-se

Decil Mo By vy Bansce ) = En

4.2.11 Proposicao

O par (puco, Poon) € uma projecao (ou mergulho), isto é, p,.. megulha D, em Dy, e

Poon Projeta Do, em D,,.

Prova: é claro que pon © proy, = tdp,. Resta mostrar que po., 0 poy, C 2dp,. Como
toda tupla em D, satisfaz v, = p,(2,41) para todo m. teme-se i, (x,) C x,, para

todo m. Agora,

!’II'Z\D(.{"X'I‘l(;!‘.Ui;rl! LA 5 !'L‘mt' J '}) — f‘nr‘,\:,»('rn) = (iﬂl}('ibn)-"p.]{-ru) ----- JIIruu(J:ﬂ)a LB ~) !;
(B, NS ey )

In

4.2.12 Proposicao

Se m < n, entao compondo pue com o mergulho iy, : D, C D, tem-se puo O iy :
Dm g Drxn Com py.. © imn = Prcc-



Prova: Deve-se checar a igualdade para um elemento de D, por componentes. A
7-ésima componente de (pnoo 0tmn(Z) € 15;(¢mn(x)) que € igual a 2,,j(z), que é a j-ésima
componente de phoo(z)

0O

A figura abaixo mostra um cadecia de dominios e seu limite. Em linguagem categorica,
a igualdade de prco © 1y € puco significa que o diagrama comuta. Considere, agora,
a fungao preo 0 Poon, que projeta Do, em D, e toma de volta D,. LIste procedimento
acarreta em perda de informac¢io. Mas qual é a medida desta perda?

Do
[}

fnoo | faco

-Dh > e
Iom |mn

Figura 4.5 -~ Diagrama da prova da Proposicao 4.2.12

4.2.13 Proposi¢ao

Prco © Poon forma uma cadeia crescente de fungoes de D, — D, tal que pyo, © peco &
Mec O Pesi g P200 9 Pou2 E s

Prova: Basta expandir p,.. usando a condigao piupiyse(ta()) = proo()

Moo O Pocn = (ﬂ{n-}-l]\x. o f.n) o (f’-‘x:{ui—l} 0 inJ — f’[n-l-l]w.\'.- o ';'u op,© :”-,\:.'[u+l) ; ﬂ(u-}-l]-m 0

I.d“.a-u O Poo(n+1) = Pn+1)ee © Poc(nt1)-

4.2.14 Proposigao

A cadeia ppo; 0 poon de fungoes em [Do, — D] converge para a identidade sobre Dy,
. P .
1510 e, Un:(})om‘f-' o Poon = "(Ef)c\u d

128



Prova: Para todo n, aplicando p,. 0 poss a0 elemento (wg,xy,...) de Dy gera uma
tupla com @, na sua n-ésima componente. Supremos sao tomados por componentes,
assim tdp,, C Ui paco © pocn. Considere a direcao oposta, LIS oPioce O Posn B dpL,.
Para todo n, desde que p, é um mergulho tem-se p,o © poon C wdp, .

O

O dominio, Dy, construido acima satisfaz a propriedade da minimalidade no sen-
tido de que se 2 é dominio com mergulho ¢, 0 i,,, = .., entio existe um tnico
mergulho © : D, — E. Além disso, esse mergulhio se fatora via ¢, = 0 o Puno; VEr

[PAU 87).

4.2.15 Teorema

(i) D # {1}, isto é, Dy, é nao trivial
(i) Doy = [Dsg — D]
Prova: (i) Imediato a partir da cénstrucio de 1. .

(11) Considere ¢ : D,, — [Dy — Di)eW: Dy — D] — D, definidas por:

P(2) = Upopuco © (Poc(nt1) (X)) © pocr € ¢([) = UiZoP(n+1)ec(Poon © f 0 prco).

3 - e, . ; =
Para isso deve-se mostrar que p,., 0 (Poc(n+1)(2)) © Poc € P(nt1)oo(Poon © f 0 Proc) a0
conjuntos dirigidos em Dy, e [D., — D..], respectivamente. De fato,

Prics © (Poo(n41)(T)) 0 poen = Plnt1)ac © Pufn1) © (f)oo[:l+l}(-":)) O P(n+1)n O Poc(n+1) =
= Pluti)ee © !’(n+i}[u+2)(ﬂ-x,[u+1}(-5)) O Pou(n+1)
c Plout1jec © (f’-:x:v(n-l»izj(i')) O focn41)-
(<
Pint1)os(Poon © [ 0 puos) = !’(n+n-x.(ﬂ{n+1]u o (ﬂn:-c.[n-i-l] ofo Pnt1)oo O Pr(nt1))) =
= p[n+l)-:o(f)(n+2)[n+l I(f":\b{n«i-l) o f o P))
g f’(n+2}»x-(ﬂv‘.\:-(u+l} o f o P{n+1]c«:-)'

Ambos sio cadeias crescentes e consequentemente dirigidos. Portanto tem-se

q’(!’{w!}-»(fn = U?lo-;uprl‘x o (f’-:c-{n+l)(ﬂ(m+i}m;-(f))) O floon =
. = U?’:Uﬂﬂ'x' o (p[?rl-}-I}(n-l—l}[f)) o Poon
= Pmox © f O foom-
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Analogamente, pog(m+1)(W(f)) = peom © [ 0 pmoo.

De modo que

Vod = LZop(imt1)oo © Poc(m1) © ¥ O PO piusijes © Pos(ms1) =
U:‘:—*UP{"'"‘”N o (ﬂmm o f o p,,m)(p,,,c\.-. o f o pwm) 0 Poo(m41) =
U?::op[mﬂ)os 0 (Peom © Praco © f O Poom © Pmoo)Poo(m41) =

= Un=zoP(m+1)e0 © (f)o Poo(m+1) = wdp,. -

e
do¥ = Uﬁ:uq) O P(m+1)x © Poo(m+1) oV = U::Izu(f’mco o ’ 0 Pocm )O
(pmm o j o ﬂmlx-) = Uz?:—__u(pm-)‘.a o Pocin © fhysy © ,”-x:m)
= (uf:fzuﬂm-:-;« o ﬂoom) o ’ o (L—I:=upmrx- o P-:-;.m) = f =

?,d[Dw,_.DN].

Como ® e V¥ sao continuas como compostas de fun¢oes continuas segue que D, ¢
isomorfo a [Dy, — Do)

4.2.16 Corolario

As categorias DOM e SDOM possuem um objeto reflexivo tambdém conhecido como
objeto universal.

O

A razao porque D, é chamado objeto universal esta no fato de que todo dominio
da categoria é, agora, subconjunto de D . Desse modo a categoria DOM (¢ SDON)
pode ser vista como o dominio (Da, C,<<. L) ¢ 05 demads domiimos da caiegoria como
subdonnnio de D,. Fsse modo de encarar a categoria DONM (SDONM) se torna particu-
larimente 1til quando DOM (SDOM) for tomado como um modelo do caleulo Tambda
sem tipo ou como semanticas de logicas de alta ordem tais como as logicas categoricas.
[LAM 86]. Observe que em D, todos os elementos, quer constantes, fungoes, fungoes de
funcgoes, etc., tem o mesmo status, isto é, nao existe uma hierarquia para os elementos

de D.,, eles serao chamados, simplesmente, de funcionais.
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4.3 Dominios Como Espagos Topolégicos

Nesta secao sera dada, explicitamente, a topologia de um dominio e apresentado um
critério simples para verificar quando uma fungao entre dominios ¢ continua. Mostra-se
que a reta, o conjunto dos numeros reais, IR, com a topologia usual, ¢ homeomorfa a
um subconjunto de (subespago) R =I(IR), os elementos totais de R. Isto significa que
R contém uma copia da reta. Este fato sera usado para se obter mais resultados da

topologia de R. E dada, também, nesta secao a versao, para dominios, do Teorema da
Extensao de Tietze.

Lembre-se que dado um dominio, (D,C,<<, L), uma base de D é uma ordem
parcial, (B,C,<< L), com primeiro elemento L, onde B ¢ um conjunto enumeravel,
fe-completa, com C e << induzidas de D. Como um dominio é uin ¢po, D esta munido
de uma topologia, - a topologia de Scott sobre D que é consistente comn a ordem de D
no sentido de que uma fungao sobre D é Sup-continua se e somente se é Top-continua.
Pretende-se mostrar que a topologia de Scott sobre um dominio D, 7, tem como base
Ts= {Tb|b € B}. Assim, a base da topologia de Scott, sobre D, é determinada pela
base algébrica B de D. Aqui, o nome “algébrico” ¢ para deferenciar de base topolégica.

Como a fungao b — 16, para cada b € B, ¢ bijetiva, a base topoldgica, também, é

enumeravel e de um outro ponto de vista determina a base algébrica.

4.3.1 Proposigao

Seja (D, C,<<, L,J) um dominio com base B. Entio B = {Tb|b & B} é uma base da
topologia 7, a topologia de Scott sobre D.

Prova: Basta mostrar

(a) Jp € base de alguma topologia, sobre D.

(b) 1b é um aberto Scott, para cada b € B.

Para provar (b) é necessario e suliciente provar

(1) J:ETbchyfwyefb
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(ii) Sup S € fb, S dirigido = T bN S # ¢.

Para mostrar (i), seja ¢ € Tbe 2 C y. Entio b<< 2 e consequentemente b << y.
Logo, y € b. Para provar (ii) suponha que Sup S € Tb. Entao b << Sup S e
portanto b<<s para algum s € S. Ou seja, S nto+#g.

Para provar (a) usa-se as Proposicoes 3.2.6 e 3.2.7 como critério de base. Ou seja,
para mostrar que Jg € base de uma topologia, sobre D, é necessario e suficiente mostrar
que dados Tbl, Tbg € Jp existe a C Jp tal que fbl N Tbg = U, e além disso o préprio D
¢ uma uniao de membros de Jp.

Seja, portanto Tb,, Tb-g eJsezx € Tbl N Tbg. Entao « € Tb; ez € Thy = b <<z
eh<<r=e=hUbkh<<z > € TC::- Ou seja, para cada x € Tb N Tb, existe um
c; tal que z € TCx- Logo, Tb. nfb, C Tc,. Portanto, fbl nte, C U{Tc,,.|3: S fb; N Tb;}.
Por outro lado, para cada z € th N Tbg, Tc,: C Tbl N Tbg, pois ¢; = by U by = b C ¢,
by E i T(:I & Tb; e T(:I c Tbg = Tc,_. C Tb; N Tb;. Logo, Tb, N sz = U,, onde
a = {fc;}. Como B é fe-completo, ¢, € B e portanto J¢, € Js. Agora, como L€ B e
L<<l tem-se que D = U{T L}, mais precisamente, D = T L ¢ como T L& Ty, seguc
o resultado.

4.3.2 Corolano

Seja um dominio, (D,C,<<, 1), com base B. Entao, (D,J) ¢ um espago topoldgico
com base enumeravel Jz. Além disso, cada aberto de D é uma uniao de abertos da
forma b, com b € B.

O

Desse modo um dominio pode ser visto, ou como uma estrutura ordenada (chamado
aqui dominio ordenado) ¢ neste caso as fungoes admissivels sao aquelas Sup-continuas
ou como um espago Lopologico (chamado dominio topoligico), onde as fungoes ad-
missiveis sao aquelas Top-continuas. Observe que para todo v,y € D,a C y Ty C
T

Sejam D; e D, dominios e B; uma base algébrica de D. Seja
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f : Dy — D, continua. Para qualquer = € D; o conjunto {b € By|b << z} é di-
rigido e = Sup{b € B,|b<< a}. Como [ é continua f(z) = Sup f({b € B,|b<<z}) =
Sup{f(b)|b << z}. Desse modo, f é unicamente determinada pelos seus valores sobre
B,. Estas observagoes motiva a seguinte versao do Teorema da Extensao de Tietze.

4.3.3 Teorema

Seja (D,C,<<, L), um dominio com base By e (Dy,C, L) um cpo qualquer. Seja
f : By — D; uma fungao monotoénica. Entao existe uma unica extensao continua,

f:Dy — D,, de f, com f definida por
J(x) = Sup{f(b)|b<< x}, onde b € B,
Prova: (a) f ¢ bem-definida. De fato, {x = {b € B,|b << «} é dirigido. Como f

é monotonica, entdo f(x) = Sup f(lz) existe, pois Dy é um cpo. Além disso, para
qualquer b € By tem-se f(b) = Sup f(1b) = f(b). isto &, [ extende f.

(b) f ¢ continua. Com efeito, suponha que x C y.x,y € D;. Entio {z C |y e por
conseguinte f(a) = Sup f(l::.) = [. Logo, [ ¢ monotonica.

Seja X C D, dirigido. Como [ é monotonica, o conjunto {f(z)|z € X} é dirigido
em Dy e f(z) C f(Sup X) para qualquer x € X. Portanto,

Sup{f(z)|x € X} C [(Sup X).
Por outro lado,

f(Sup X) = Sup{f(b)|b€ B, e b<<Sup X} (por definigao de f)
= Sup{i'(b]“) € B, e existe v € X tal que b C z}
C Sup{f(z)lz € X} (pois bT x = f(b) C f(z)).

Portanto, [ é continua.

(c) [ é tnica. Para mostrar isto, suponha que § : Dy — Dy é uma outra fungao
continua que extende f. Entao, g(x) = g(Suplr) = Sup g({x) = Sup T(&I) = f(z).
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Portanto, as fungoes continuas entre dominios sio, essencialmente, aquelas que sao
monoténicas na base. Em outras palavras, uma fun¢ao monotonica na base para nao
ser continua no espago todo é preciso que sua extensao seja definida de modo “nao
natural” em algum ponto que nao esteja na base, o qual chamar-se-a ponto limile.

Por exemplo, a funcido f: R — R definida por

f(:r)={ 2t , sezel@)

1L, caso contrario,

¢ uma fun¢ao monotonica na base que nao € continua no espago todo, R. Isso so foi
possivel porque f deveria ser definida como f(x) = 22, também, nos pontos de R que
nao estao em I(Q). De fato, se a2y = [a, 3] com a,f irracionais, entao o = Sup{b €
B|b<< x4} e por conseguinte f(zo) = sup{f(b)|b<< o} = z2. Portanto, f deveria ser
definida como f(z) = 2?, para todo x € R, para ser continua em R.

Se D, é um cpo, entao para todo X C D, dirigido, existe z¢ € D, tal que 2y =
Sup X. Por outro lado, se D, é um dominio para cada zy € D;, o conjunto X =
{b € Bi1|b << zo} € dirigido e 29 = Sup{b € Bi|b; << 4}, onde By ¢ uma base de
D;. Em dominios, esta ultima igualdade sera denotado por limye,, b = x¢. Como
By C Dy, X ={x € Di|r<<wxp} e xy = Sup X, esta iltima igualdade sera denotado

por limyee,, € = xg ou, simplesmente, lim, .,y & = xy.

Dados D, e Dy dominios, f : D; — D, é continua < para todo X C D,
dirigido, f(X) ¢ dirigido em Dy e Sup f(X') = f(Sup X). Denotando Sup f(X) por
lim,_,, f(2),esta equivaléncia pode ser expressa dizendo-se que [ ¢ continua < para
todo z¢ € Dy, lim,_,, f(2) existe e lim,_,, f(x) = f(xy).

Esta equivaléncia permite definir a continuidade de f nun ponto vy € D) como segue.
4.3.4 Definicao: Continuidade Local e Global

Sejam D, e D, dominios. A fungao f: Dy — D, diz-se continua no ponto xo € Dy se
limy_,, f(z) existe e limy_,, f(z) = f(xo). [ diz-se continua em D, se f é continua
em cada ponto de D,.
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4.3.5 [Exemplo

A fungdo f: R — R tal que

2

|2, sex#len]
f(x)_{i , sez=len]

nao € continua no ponto z¢ = [e,7]. No entanto f € continua nos demais pontos de

R. De fato, lim;—;, 2* = [e,n]* # f([e,]) =L. Em qualquer outro ponto 2o €
R, lim .z, = 22 = f(20). A funcao f definida por

= {7 et

-
1l , sex=mxp

diz-se definida por mais de uma expressao (no caso duas expressoes). A fungao [ :
R — R definida por f(2) = 22, para todo x € R, é definida por uma expressio.

4.3.6 Proposigao

Sejam D, e D; dominios com bases B e By, respectivamente. Seja f : Dy — D),
definida por mais de uma expressao, por exemplo,

f[.‘!:]:{ fl(-l'; ., sex # 3y

.f?(l' y S€ X = Xp.

Entao f: Dy — D, é continua & [ : B; — B, é monotonica, lim,_.,, f(z) existe ¢
limz_z, f(z) = fa(2y). Ou scja, lim,_,y fi(2) = lime_,, fao(z)

Prova: (=) Se f: D, — D, é continua, entao f é, em particular, monoténica sobre
By, pois f é monotonica. Portanto lim,_., fi(2) e lim._,, f> existem, lim,_.,, f(z) =
Ji(zo) e limy_, f(x) = fo(x0). Como lim,—,, f(x) € tinico segue que fi(zo) = fo(xo).

(<) Suponha que [ : By — D, é monotdnica, lim,_,, f(x) existe e fi(z) = f2(x0).
O dnico ponto onde [ poderia nao ser continua seria 0 ponlo ¥ = &g, pois para os
demais f = f, ¢ lim,_, fi(x) = f(x). No ponto x = x¢ [ é ébviamente continua pois

limz—z, f(2) = limaoy, fi(z) = fi2o) = f2(20).



4.3.7 Corolario

Sejam D e Dy dominios com bases By e By, respectivamente. Entao, f: Dy — Dy é

continuase f: By — Dy é monotonica e f pode ser definida por uma tinica expressio.

0

4.3.8 Exemplos

(1) As fungoes —,+,-,/ : R? — R sido fungdes continuas. De fato, clas sio
monotonicas em (@) e definidas por uma expressao.

t

5 " ) : = sezg<l , .

(i) A fungao f: R — R definida por f(z) =¢ = ° * é continua em

L isere<l

todos 0s pontos z tais que x £< 0, pois [ neste conjunto ¢ definido por uma
inica expressao, qual scja, f(z) = 1 e lim.—, f(z) = f(y) = i, sez < 0. f
é continua nos pontos r tais que & << 07 Seja 2y um qualquer desses pontos.
lim;—, f(z) = f(x) = i =L. Como [ é monotonica na base IQ) segue que
[ € continua nesse conjunto. Lembre-se que, por definigao, f(x) = ﬁ =L se
2<<0e f(0) = ¢ =L. Logo / ¢ monotonica na base e é definida por uma dnica
expressdo, qual seja, * ¢ portanto é uma fungao continua. Como a composta de
fungoes continuas ¢ continua, qualquer fungao da forma f(z) = iﬂﬁ%,
onde r € R e ag,...,a,,by,....b, € R, chamada fungdo racional, ¢ uma fungao
continua.

Sejam Dy,..., D, dominios. O produto cartesiano Dy x --+ x [, também é um
dominio. A funcao i-ésima projecao, p; 1 Dy x -+ x Dy x -+ - x Dy — D, definida por

PilTrye ey Tiye e oyity) = & ¢ nma lungiao continua.

4.3.9 Proposigao

A funcio f: D — Dy x --- x Dy, onde D é um dominio, é continua < fi=p,o [ ¢
continua.

Prova: (=) Como cada p; ¢ continua ¢ f é continua, por composi¢ao f; = p;o [ ¢
continua.
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(<) Suponha que p;o [ é continua. Entéao para cada conjunto subbasico U; em D; x- - - x
D,., f~Y(U;) é aberto porque f7'(U;) = f~'(p7'(U;)) = (pio f)'(U;), ver [DUN 66],

Teorema 83, pag. 79. Logo, f é continua.
O

Sejam D; e Dy dominios com D, um quasi-corpo. Dadas as fungoes f,¢g: Dy — D,
e a € D um dominio qualquer, pode-se definir sobre o conjunto das fungoes, Dy — D5,
de D) em Dy, as seguintes operagoes: para * € {—,+,---,|} defina-se fxgea € D
como segue

(f *g)(z) = f(x)* g(x) para cada x € D,

(af)(z) =a- f(x) paracada z € D, e a € D.

Ficam, assim, definidas, sobre D; — [D),, as operagoes [ —¢g. [+ g, [ -ge af.

Dado o dominio D, as funcées s : D* — D,s(a,y) = 2+ y, m : D! —
D, m(z,y)=x-yei: D — D, i(t) = 1, sao fungdes continuas.

4.3.10 Proposigao

sejam Dy e Dy dominios com f.g € [D; — D). Entao f+g,f —g,f-¢9,f/g e af,
para a € D, D dominio, sao fun¢oes continuas.

Prova: A fungio ¢ : D — D, x Dj tal que p(x) = (f(2), g(x)) é uma fungao continua
pela Proposi¢ao 4.3.9. Logo, [ +¢ = so ¢ continua. Por outro lado, a* : D — D tal
que a”(t) = m(a,t) é continua. Portanto, af = a” o [ é continua. Tem-se, também,
que [ g = mog, ouseja, f-g ¢ continua. Em particular, se [ = a,ag é continua
flg = [-(i0g¢) e portanto continua.
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4.3.11 Corolario

Sejam f,g € [D; — D3] e a € D, um dominio qualquer. Dado zo € [y, suponha que
lim;z, f(z) e limz—., g(z) existem. Entao

limz—zo (f £ g)(x) = limz_yy f(2) + limez g(2)
limg—zy (f - g)(2) = (limg—y, f(2))(limz—s, g())
liml._.za(ﬁ)(;r) = Dmeni f), imie s (afi(z) = o lim;.., f(z)

limz—z, g(z)’

4.3.12 Corolario

Sejam D; e D, dominios com D, um quasi-corpo. Entao [D; — Ds| também é um
quasi-corpo, isto é, para todo f,g,h € [Dy — D,] 0s seguintes axiomas sao satisfeitos.

1) f4+g9=9+f; [f-9=9-f (comutatividade)
2) (f+g)+h=[+(g+h)
(f-9)-h=f-(g-h) (associatividade)

3) f+0=/f; f-1=f, onde 0:D; — D, tal que 0(z) = 0, para todo z € D,
1: Dy — D, tal que I(x) = 1, para todo z € D).
(existéncia do elemento neutro)

4) f+(—f)<<0; ’}<< l,onde —[:D; — Dytal que (—f)(x)=—f(x)
} : Dy — D, tal que (_I_r)(‘t) = —[lr—]
(quasi-inverso)

5 f-9g+[-hC f-(9+h) (quasi-distributividade)
Prova: Basta usar as propriedades do quasi-corpo D, ¢ as definigoes de [ +¢,f-g ¢
L
=

4.3.13  Defini¢ao: Objeto Total

Seja D um dominio. Um objeto @ € D diz-se lotal s¢ nao existe nenhum y € D,y #
tal que z C y. O conjunto dos objetos totais do dominio D sera denotado por tot(D).
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No caso do dominio R = ((IR),C,<<, L), os totais sao os intervalos degenerados
de reais, isto é, tot(R) = {[z,z]|]z € IR} U {—o00,+0o0} = IR.

R visto como um espago topologico com a topologia de Scott, 7, também é um
dominio e contém tot(R) como um subespago topoldgico, onde cada aberto de tot(R)
é a intersecao de um aberto de R com tot(R), seja J, essa topologia.

4.3.14 Proposigao

Seja (tot(R), T;), o espago topologico dos objetos totais de R, com a topologia induzida.
Entao (tot(R), ;) é homeomorfo a IR = IRU {—o00 4+ o0} com a topologia usual. Isto
significa que R contém uma cépia de IR.

Prova: Dado 2 € IR,[z,2] é um intervalo degenerado. Existe uma correspondéncia
biunivoca entre os reais e os intervalos degenerados de R. Ou seja, a fungao W @ IR —
tol(R) tal que W(z) = Sup{y € R|y<<a} é uma funcao bijetiva. I 6bvio que W é um
homeomorfismo, pois ¥ manda a base da topologia usual de IR, numa base da topologia
de tot(R). De fato, W((pyq)) = ([, ) [0, 9])) = tol(R) N F[p, ¢], onde {(p,q)Ip, ¢ € Q}

¢ uma base da topologia usual, ¢ {([p,p],[¢,¢])} ¢ a base de T..

(ppl [q,q]

tot (R
—_— b =2 ol
‘p (':] IR P q

-0 L =+00

Iigura 4.6 - Diagrama da prova da Proposicao 4.3.14

4.3.15 Corolario

Existe uma bijecao entre as fungoes continuas de IR em IR é as funcoes continuas de

tot(R) — tot(R).
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Prova: Denota-se por [IR — IR] e [tot(R — tot(R)] os conjuntos das fungoes
continuas de IR em IR e de tot(R) em tot(R), respectivamente. A fungio ¢ : [IR —
IR] — [tot(R) — tot(R)] definida por ®(f) = ¥~'o foW = f', onde V¥ é o
homeomorfismo da Proposi¢ao 4.3.14, acima, é bijetiva pois ¥ é bijetiva e ¢~!(f) =
f=W%¥ofoW¥!. Como V¥ é um homeomorfismo, ¥ e ¥~! sao continuas. Entao f é
continua ¢ [’ é continua, ver ligura abaixo.

R—=R 4
f=y° f'o y
v O PEE

1Ot IR) —— fot (®

Figura 4.7 - Diagrama da prova da Corolario 4.2.15

0
A prova acima mostra que [IR — IR] é homeomorfo a [tot(R) — tot(R))
4.3.16 Corolario
(i) IR" com a topologia usual é homeomorfo a tot(R)" com a topologia induzida.
(ii) [R™ — IR™] e [tot™(R) — tot™(R)] sio homeomorfos
O

De ora em diante tot(R) sera identificado com IR, tot(R) = IR e qualquer fungao
continua de tot(R) em tot(R) serd identificada com a correspondente de IR em IR.

Seja D um dominio com base B. O Teorema 4.1.8 nos diz que [) — D] também
¢ um dominio. Isto significa que toda fungao continua, I': ) — D, é o limite de uma
sequencia de fungoes continuas de B em B (lembre-se que as {fungoes continuas de B em
B siao as fungoes monoténicas). Em particular toda fungio continua de IR em IR é o
limite de fung¢oes continuas de (@) em I(@). Convencionando que os niimeros racionais
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sao finitamente representaveis ou de um modo geral os elementos de B sao finitamente
representaveis, toda fungao continua de IR em IR é o limite de uma sequéncia de fungoes
finitamente representaveis. Na Analise Real as fungoes continuas consideradas “finitas”
sao os polinomios. Um teorema classico na Analise Real, o Teorema de Weicrstrass,
afirma que toda funcao continua de IR em IR ¢ o limite de uma sequéncia de polinémios.
Isto sugere que o proximo teorema seja uma versao em Teoria dos Dominios do Teorema
de Weierstrass.

4.3.17 Teorema

Toda fun¢ao continua de IR™ em IR™ ¢ o limite de uma sequéncia de fungoes continuas

finitamente representaveis, isto ¢, funcoes monotonicas de I"(Q)) em I(Q).
(]

Seja pu(z) = ap + @y + -+ - + a,a™, onde ag, ay,---,a, € IR e 2 € IR um polinémio
real. Todo polinomio deste tipo ¢ uma fungao continua de IR em IR. De modo analogo
ple)=a+a; N+ +a, X" onde agy....,a, € IR e X € R, é uma fungao continua
de R em R. p(.\) ¢ obtido, simplesimente, Substituido-se em p(x), a varidvel real z,
pela variavel intervalar X | isto é, ji(a) = p[X /2] ¢ uma notagao para essa substituigao.
Entao, também, p(a) = pla/X].

4.3.18 Definicao: Extensao Candonica

O polinéomio intervalar p(N) = ag+ay; + - -+ a, X", X varidvel em R e ag, ay,....a, €
IR, diz-se uma ertensiao canonica do polindmio real p(x) se pla/X] = p(x). p(X) diz-se
uma extensao nao-canonica se p(.X') << p(r), mas existe algum coeficiente A, de p(.X)
e um a; de p(r) tal que A, <<aq,.

Por exemplo. a extensao canonica do polinomio real p(x) = 20 4+ w2 é o polindmio
intervalar pX) = 2N + 7#.X7 para X € R. Uma extensao nao candnica seria p(X) =
2X + [3,4)X?, onde [3,4] << 7. E claro que toda extensio candnica e nao-candnica
de um polindémio real é uma fungao continua de R em R. A versao intervalar do
teorema de Weierstrass alirma que toda funcao continua [ : R — R é o limite de
uma sequencia de polindomios intervalares p(X') = ap + ;N + -+ + a, X", onde ¢, €Q)
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ou q; € I(@Q).

4.3.19 Teorema

Toda fungao continua f : IR — IR pode ser extendida cononicamente e nao-canonicamente
a uma funcao continua f: R — R

Prova: Suponha que f : IR — IR é continua. Logo f ¢ o limite de uma sequéncia
de polinomios reais p,(z), isto é, f = limy—.o pn, onde py(z) = ao + 12 + -+ +
a, 2" ag,...,a, € IR. Defina p,, : Ny — [R — R] como segue:

p,(z) =L, paratodoz € R,istoé, L: R — R L (2) =L para todo z.

5 (X)= ag+ oy X 4+ 4w, X : M=n
Pl = 1 SCm>n

P, € [R — R], ou scja, p é uma fungao continua de R em R. Além disso, LC p, C
pC--CP,C.--

Ou seja, (p,) sendo cadeia, é um conjunto dirigido em [R — R] e portanto possui
supremo [ € [R — R], isto ¢, T = limy—o P, ou equivalentemente, f(X) = ag +
X+ tapn X4 =30 @, X" Ou seja, f existe e ¢ uma funcao continua de R
em R, que é obviamente uma extensao continua de f. Se se substituir algum «, € IR,
os cocficientes em 7, por A; € R tal que A, <<a,, entao [ extende nio-conénicamente

J-

4.3.20 Corolario

Toda fungao continua f : IR™ — IR™ pode ser extendida conénicamente e nao-

canénicamente a fun¢ao continua [ : R™ — R".
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4.3.21 Exemplo

Seja f : IR — IR definida por f(z) = ¢*. f é uma fungao continua. Entdo F(X) = ¥
é uma fungio continua de R em R que extende canonicamente f. [ notavel que se
X €I@), entao pu(X) = 1+ X +--- + % toma valores em [(Q). Ou seja, para
calcular €™ toma-se um A € R tal que A << 7 ¢ um p, tal que p,(X) << e*. Entao,
pa(A)=14+A+-- +"l—', <<e" limy_z pu(A) = ¢". Lembre-se que A — 7 significa um
conjunto dirigido de A € R tal que A << 7. I claro que A € [(Q). Portanto, cada fungao
continua f : IR — IR é o limite de uma sequéncia de polinomios p, : [[Q) — KQ).
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5 DOMINIOS COMO UMA ALTERNATIVA AO
METODO LINEAR

O objetivo principal desta unidade ¢ apresentar argumentos em favor da tese de que
a teoria dos dominios é um método de aproximgao que pode ser uma alternativa ao
Método Linear Classico. Na Segao 5.1 é sugerida uma definigao de fungao derivavel em
dominios. Na Secao 5.2 sera introduzido o conceito de espago quasi-vetorial, como al-
ternativa “finitaria” para espagos vetoriais classicos. Os conceitos de integrais definida
e indefinida serao apresentados na Se¢ao 5.3. O conteddo da Segdo 5.4 é a generalizagao
do conceito de espago topoldgico metrizavel de forma a adapta-lo a categoria DOM.
Ainda nesta secao sera apresentado o conceito de sequéncia convergente em dominios.
Finalmente, na Secao 5.5, é apresentado a possibilidade de se tratar equagoes diferen-
ciais com a abordagem de dominios.

Algumas das ideias desta unidade foram baseados nos trabalhos [SMY 87a],
[SMY 87b], [SMY 90a]. Foram consultados, também, os seguintes trabalhos [LIM 77],
[ARN 79], [DUN 66],[GEL 61], [SIM 67], [BOY 74] ¢ [STR 67].

5.1 A Estrutura Diferenciavel em DOM

Nesta segao ¢ introduzida uma estrutura diferencial em DOM, de modo que seja
possivel, nas se¢oes seguintes, definir-se conceitos como equagoes diferenciais e inte-
grais em dominios, assim como discutir a existéncia e unicidade de solugoes para essas
equagoes.

A Analise Real Classica usa a estrutura diferenciavel das variedades para fornecer
um método de aproximagao linear, local, para essas variedades. Por exemplo. a va-
riedade z = 2% + y%, em IR®, é aproximada, no ponto (zo,yo,20), pela diferencial
df (zo,y0) = %ﬁ(.rg,yg)dx -+ %ﬁ(mg,yo)dy, onde : = f(x,y). Esta diferencial ¢ o plano
tangente a essa variedade neste ponto. Deste ponto de vista a Analise Real ¢ substi-
tuida pela Algol)ra Linear, a qual é um ramo operacional da matematica, haja visto
que ela é cquivalente a Teoria das Matrizes. 2 muito mais simples trabalhar com
Algel)ra Lincar que com Analise. O pre¢o pago por essa substitui¢do esta no fato
de que os resultados obtidos sao apenas aproximados do resultado exato. De modo
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analogo, ao se introduzir o conceito de nimero real parcial, criando a estrutura R, esta
se fornecendo um métodos de aproximagao a Analise Real Classica. Por exemplo, um
nimero real é aproximado por um intervalo de extremos racionais, uma fungao real
f: IR — IR é aproximado por uma funcao de I()) em I@®), uma variedade, como
z = 2% + y?, é aproximada, localmente, no ponto (zg, Yo, 20), pelo ponto (Xo, Yo, Zo),
onde Xy, Yo, Zo € Q) e Xo << 20, Yo << yo € Zo << 29, cOM 2zg = 23 + Y, € assim
por diante. O método finitario dos dominios difere do método linear em pelo menos
dois pontos. Primeiro ele nao é um método algébrico, no sentido de que a estrutura é
apresentada por equagdes, mas logico, pois a estrutura é apresentada por um conjunto
constituido de equagoes ¢ inequagoes. Uma segunda diferenca estd em que o método
finitario, diferentemente do método linear, fornece uma teoria representavel finitaria,
no sentido de que cada objeto em estudo ou é finitamente representavel ou é o limite de
uma sequéncia de objetos finitamente representaveis. Ou seja, o método finitario tem
preocupacoes computacionais no sentido moderno do termo, diferentemente do método
linear.

Iimbora a estrutura diferencial nao seja essencial em DOM € possivel se introduzir
o conceito de derivalidade para fungoes em DOM.

Nesta se¢io ¢ conveniente olhar para a categoria DOM como o objeto universal,
D, cuja possibilidade foi justificada na Segao 4.3. I necessario ver todos os elementos
de DOM com o mesmo status. Observe que se F' nao é uma extensao canonica de
alguma fungio real f, é possivel transforma-la numa extensao canonica substituindo
cada coeficiente nao-real em ' por um real que ele aproxima. Por exemplo, ['(X) =
[e.7]N* 42X ¢ nma extensao nao-canonica. Como [e, 7] << 3, por exemplo, F(X)=
3X? +2X ¢ uma extensao canénica de f(x) = 32% 4+ 2z. F é chamada a transformada
canonica de I, E facil ver que toda extensao possui uma transformada candnica. Scja
J I — I a funcao transformada, serd denotado por J~!: 1" — I a inversa da
transformada.

Seja F'(x) € D, uma expressao contendo a variavel intervalar X e p : Do x Do —
Dy, tal que p(I'(X),Y) = F(X)Y = F[Y/X], onde I'[Y/X] denota a substituigao em
I" de X por Y. (Esta fungao chamada substituigao sera estudada com mais detalhes
nos capitulos 6 e 7). Por exemplo, p(X? + X,2) = (X% + X)[2/X] = 2? + 2. No que
segue p sera usada para denotar substituicao e J a fungao transformada.
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5.1.1 Proposigao

A fungao de substitui¢ao é uma funcao continua.

Prova: Foi visto na Proposicao 3.6.7 que a fungao de avaliagao ev : (Do — Dso] X
Dy — Dy tal que ev(f,z) = f(x) é uma fungao continua. Como [Dy, — Dy] =
D, a funcao de avaliacdo pode ser escrita como ev : Dy, x Dy — Dy, tal que
ev(f(z),y) = f(x)y = fly/X]. Portanto a substitui¢ao é uma fungao continua.

0
5.1.2 Proposi¢ao
Seja f € Dy, uma fungao derivavel. A funcao o : [ —— f' é uma funcao continua.
Prova: De fato, o ¢ uma lungao de substituicao.

a

5.1.3 Proposicao
Secja I7 uma extensao de alguma fungio real f. AMungao J : F — Fe TV ' — F
uma transformada canonica de I e sua inversa, respectivamente, sao fungoes continuas.

Prova: Ambas sao substituicoes.

Se uma extensao F| de f. ja {or canonica a transformada J é a identidade.

Seja [! a extensao de uma funcao real derivavel f, cuja derivada é f’. Considere a
seguinte cadeia de transformagoes (substituicoes).
) C . ul r J Jn Kl - . )2 : - —_—f - J-l
F(X)TH TP (X)T0 o ST ) 25 f(0) 20 f(0) 25 f1[X 2] = F(X)
vl
- PY(X)

Entao a composta (X)) — I'(.X') ¢ uma fungao continua como uma composicio
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de fungoes continuas. Isto sugere a definigao de (X)) como a derivada de [(X).
Partindo das regras de derivagao para f é possivel, usando essa cadeia, gerar regras

analogas, (porque nao dizer os mesmas regras para I°7) para I

5.1.4 Proposigao
Seja F/(X) uma extensao de alguma fungao derivavel f. Entao /' também é derivavel
e sua derivada ¢ obtida pelo algoritmo acima

Prova: A cadeia acima.

5.1.5 Exemplo

Seja F(X) = [2,4) X% + 2X. Entao I(X) =2-[2,4]X + 2. De fato,

2:4JX* +2X-L3X? 4 29X Pige? 4 0525080 + 297550  [2,4)X + 2.

. I3

De acordo com os resultados acima é possivel se dar a seguinte definigao.

5.1.6  Definicao: Funcao Derivavel e Derivada

Sejam Dy e Dy dominios com uma estrutura de quasi-corpo. Seja I’ € [Dy — D).
IY diz-se derivavel ou diferencidvel no ponto Xo € Dy se I' ¢ uma extensao (canonica
ou nao-canoénica) da fungao f que é derivavel no ponto xy tal que Xy << xg e f' ¢
continua no ponto xg. F diz-se derivivel em X C Dy se I' é derivavel em cada ponto
de Dy. I, a dirivada de I°, é obtida pelas mesmas regras de derivagao usadas para
obter [’ de f porém, trocando [ por I.

5.2 Espagos Vetoriais Computacionais

Motivado na defini¢ao de derivada e tendo em vista que ja foi apresentado, no capitulo 2,

o conceito de quasi-corpo, desenvolve-se nesta segiao o conceito de espago guasi-lincar ou
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espago quasi-vetorial, iniciando, assim, talvez, um ramo da matematica computacional
que poderia ser denominada algebra linear computacional.

5.2.1 Defini¢ao: Quasi-Corpo

Seja D um dominio munido das operagoes —,+,-,/,0 e 1. D diz-se um quasi-corpo se
satisfaz, para todo z,y,z € D os seguintes axiomas

(1) z4+y=y+2z; z-y=y-z (comutatividade)
(2) (y+z2)+z=x+(y+2);
(x-2)-z2=2-(y-2) (associatividade)

(3) z4+0=22-1=2 (existéncia de clemento neutro
para a soma e para o produto)

(4) z—2<<0; Z<<le ?-} =l (existeéncia do elemento semi-simétrico)
¢ do clemento semi-inverso)

(5) xz-y+z-zCa-(y+2) (semi-distributividade)

Se em (4) e (5) aigualdade se verifica. D diz-se um corpo.

Um exemplo de corpo é IR e de quasi-corpo ¢ R. Isto mostra que o conceito de
quasi-corpo generaliza o conceito de corpo. Ou se¢ja, um corpo é um caso particular
de quasi-corpo. Lembre-se que se 2,y € D ¢ » << y, entao x C y. Por isso IR é um
quasi-corpo.

5.2.2  Definigao: Lspaco Quasi-Linear

Seja (L,C, <<, L) um dominio e suponha que L esta munido das operagoes “—" 47

e 7. L diz-se um espago quasi-linear ou espago quasi-vetorial sobre o quasi-corpo D

se para todo a,y,z € L e a,3 € D cle satisfaz os seguintes axiomas.

(1) z4+y=y+a (comutatividade)

(2) 24+ (y+z)=(x+y)+=z (associatividade)

(3) z4+0=x (existéncia de elemento neutro para a soma)
(4) z—a2<<0 (existéncia do elemento semi-simétrico
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(5) a-z+a-yCa-(z+y) (semi-distributividade)

(6) a-z+ Pz C (a+ f)z (semi-distributividade)
(7T) (c 3}1‘ =+ {§=2) (associatividade)
(8)1 (existencia de elemento neutro para o produtol

Se em (4), (5) e (6) se verificam a igualdade L diz-se um espago lincar ou espago
velorial sobre D.

5.2.3 Exemplo

(i) Defina R® = iy canTallts € Ri2 = (Bydans i) = (Yir-ri Fa) 0 =
(U....,U):r:[;y@z:,gy, (1=1... ey am <y i =1....qn)

Y = (21 e Tha k Yad; Qe =000 o024 )

(R, —=,4,+,0,1) é um espaco quasi-linear sobre R. Analogamente IR" ¢ um
espago linear sobre IR.

(i1) Sejam Dy e Dy dominios com Dy uin espago guasi-linear sobre algum quasi-corpo
D. Seja [Dy — D3] o espaco das fungoes continuas de Dy em Dy, onde para
[,9 €Dy — Dy, fC g & [(x)Cglr),f << g fla)<<g(e) para todo
x € Dy. 0: Dy — Dy tal que O(x) = 0 para todo * € D, a fungao nula.

(f£g)a) = fx) £ g(x) para todo x € Dy, (af)(x) = - f(x), para « € D ¢

b iy e D1.

Eutao, ([Dy — D,).C, <<, —.+.-,0) ¢ um espaco quasi-linear sobre Do L2
particular, [R; — R3] é espaco quasi-linear sobre R

Analogamente, [tol(1),) — tot(D;)] é um espaco linear sobre IR. Lembre-se que

em tot(D) a relacao C se torna a igualdade.

5.2.4  Definicao: Subespac¢o Quasi-Linear

S(,Jd L um espago quasi-lincar sobre D ¢ S # ¢. S diz-s¢ um sub-espago quasi-linear

de L,

(a') T,y € 5 = r+y €& Secuw —y € S
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onde as operacoes e relagoes sobre S sao induzidas de L.

5.2.5 Proposicao
Seja L um espaco quasi-linear ¢ S um subespago de L. Entao S, também, é um espago
quasi-linear.

Prova: imediata.

5.2.6 [Exemplo

Seja [Dy — Dy} o espaco quasi-linear das func¢oes continuas, onde D, ¢ D, sao
dominios com )y um quasi-corpo. Seja D C [Dy — D,] o conjunto das fungoes
derivaveis de )y — D,. D ¢ um subespaco quasi-linear de (D, — D), pois se f, g
sao derivaveis f+ ¢ ¢ af também sao. Portanto, D é, também, um espago quasi-linear.

5.2.7 Defini¢ao: Aplicacao Quasi-Lincar

Sejam L e L' espagos quasi-lincares sobre o mesmo quasi-corpo ). Uma aplicacio

T L — L' diz-se uma aplicagao quasi-livear se para todo o,y € L e a € D, se tem
(1) T(2)+ T(y) T T(x+y)
() T'(a-x) = al(r)

No caso de L' ser um espaco linear sobre um corpo D e em (i) se verificar a
igualdade, T" diz-se uma aplicagao lincar.

5.2.8 Corolario

SeT: L — L' é aplicagao quasi-linear, entao 7'(0) =0 e T'(-z) = =T ()



Prova: De fato, 7(0) = 7(0-0) =0-7(0) = 0

T(-z)=—1-T(z) = -T(x)

O
5.2.9 Exemplo
(1) Sejam R™ e R™ como no Exemplo 5.2.3 (i) e @ € R fixo.
T:R"™ — R" tal que T'(2) = ax, onde x = (2y,...,2,) é uma transformagao

quasi-linear. No caso de IR", T é uma aplicagao linear.

(i1) A transformagao T : [Dy — Dy] — [Dy — D] tal que T'(f) = f’, onde f' é a
derivada de f é uma transformacao quasi-linear.

De fato, T(f+g) = ([ +9) = ["+¢' =T([)+ 1(y)
Tlaf) =laf) = =@ L)
Observe que T(a(f + ¢)) = (a(f 4+ ¢)) = a(f + ¢) D af' + ag' = oT(f) + aT(g).

Observe que o conceito de espago quasi-linear generaliza o de espago linear. O
proximo passo seria definir combinacao linear, independéncia linear, base, dimensao,
representagao matricial de uma aplicacao quasi-lincar, etc. No entanto para nao desviar

do objetivo principal, esses conceitos seriao definidos em outra oportunidade.

5.3 Integragao em Dominios

O objetivo desta secao ¢ definir os conceitos de integral definida e indefinida para
fungoes em DOM. Novamente, aqui, DOM sera visto como o objeto universal D
Seja I' € D, derivavel ¢ IV € D, sua derivada. Entao, (F'+C) = F', ou seja, I ¢ a
derivada da classe de fun¢oes {F' + c|c constante}. Designe por [[F] essa classe, isto ¢,
('] = {G € D |I"" = G'}. Desse modo toda fungao de [F] somente difere de I7 por uma
constante. Tome como representante de [1I] aquela fungio cuja constante que aparece
na parcela é zero. Ou scja, se [ ¢ representante (principal) de [F] e ¢ € [F], entao
GG = F + ¢. Desse modo. as funcoes derivaveis, de D, que diferem apenas por uma
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constante serao identificadas. Com essa identificacao existe uma bijecao, [ : [ — F,
entre uma funcao derivavel e sua derivada (/(/7)) = F. Entao [ : [D,, — D] —
(Do — Do) ¢ a aplicagao inversa da derivada.

5.3.1 Proposicao

| é uma transformacgao quasi-linear.

isto é, I satisfaz as seguintes propriedades

(a) 1(0)=0

(b) I(F+G) = I(F)+ I(G) e consequentemente I(F/+ G) I I(F)+ I(G), para todo
FeGcom (I(F))=Fe(I(G) =G

(¢) I(al’) = al(I'),a constante ¢ ([([')) = I

Ou seja, I ¢ uma aplicacao quasi-linear.
Prova: (a) /(0) =0, pois 0' =0
(b) I(F+G)=H+ L& (H+L)=H+L" Poroutro lado, H = F & [l = [(F)
el'=Ga&L=1G)e l+L=1F)+1(G)=II'+G)

(c) I{aF) =G ® aF =G" & a-(I(F)) =G & ol(F) = G. Logo, l(aF) =
a-I(F

—

a

Como I(F') = G & G' = F segue que I(I') € Dy, ou seja, é uma funcao continua.
Dai decorre imediatamente que / é uma fungao continua de (Do, — D] — (Do, —
D], pois I é uma substituigao.
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5.3.2  Definicao: Integral Indefinida

Dada [ € D chama-se primitiva de [ ou integral indefinida de f, denotado [f, a
funcio I' € Dy tal que [ = f. A fungao de primitivagio [ : Do, — Dio tal que
f— ff ¢ a funcao I discutido acima.

Assim a fungio [ : Dy, — D tal que [ — [f possui as propriedades (a)-(c)
da Proposicao 5.3.1 e é uma fungao continua.

Seja f € Dy, e A, Ay € Dy fixos. A partir de [, definida acima, define-se a

segiinte fungao:

A2
/ ¥ {I).—;\'. —} I)C\,] =} ])0; [d] que / (/ f 2; = ;.. ( l)
JA4

conde I € [Dy, — Do) é tal que I = f e F é a representagio principal.

5.3.3  Lxemplo

I

Jo Xt x) = (Xt Xl = (824 8) " =

F(3,4] - F[2,3], onde F(X) = £ 4 &2

5.3.4 Proposicao

v A . =2 .

(i) [, ¢ uma fungio bem-definida

G) [0 +9) = [ f+ [ g, além disso, [ é uma funcio quasi-linear
Lo, Ut 9) =, T+, 9, além disso, 1.41 ¢ uma funcao quasi-linear.

| . . - .

(111) j'“" ¢ uma fungao continua.

Prova: (i) Suponha que f = ¢ = [f = G = F(A;) = G(A,) e F(A4,) = G(A,))
1(‘12) En !'_‘(_(11) — C"(/"ig) o (.?'(a"'li) = J"“l‘.’ ,‘ = -‘;ll;» g.

—_

von FAE e ~ .
(i1) f{‘: ¢ uma func¢ao quasi-linear. De fato,



[0 = (IO"‘~ [iaf) = (Jaf)i = ([ 1) = a(l'(Ay) - F(A)) =
= afyS f"’(f+J)=(f(f n,h (F+G)j = [ [+ [t

b iy ) 4 )
(i) fA: ¢ uma fungao continua.

Ay

De fato, ela é a fungio de avaliagio [ fr—( (e

O

Se f € [IR — IR] ¢ a,b € IR, entao a fungao f"b 2 f — j: f € uma fungao continua

b B o - .
e [ f € IR. Portanto, [, [ é o supremo de uma sequéncia de elementos de R.

5.3.5 Proposicao

Se f: IR — IR ¢ uma funcao continua e a,b € IR —Q), entao j: f = “m;—-: J? P,
onde ' << fel'e R — R|.A,BelQ).

Prova: A<<a. BB <z<be F<< [ = Ii <<jj ::-j.i I <<f f. FFazendo A e B

convergir para a ¢ b, respectivamente, tem-se lim A f f"—j ) 5
-

f:l? I" sera chamada mtegral definida de ' € [R — R entre Ay, A; € [(IR).

5.4 Espagos Métricos, Espagos Quasi-Métricos e Convergéncia

Nesta se¢ao sera apresentado a teoria elementar dos espagos métricos como uma mo-
tivagao para a teoria dos espacos quasi-métricos, também, apresentado nesta sec¢ao
como uma generalizacao de espacos métricos. Sabe-se que toda métrica induz uma
topologia de Hausdorfl. A quasi-métrica é aquela estrutura que induz a topologia de
Scott. A topologia de Scott fornece uma teoria puramente qualitativa ou logica, en-
quanto espagos mdétricos, por outro lado, fornece uma teoria quantitativa. Desse modo,
a quasi-metrizibilidade de um espago topoldgico Scott vém suprir esse aspecto quan-

titativo ausente cm dominios. Outra vantagem da quasi-metrizibilidade esta no fato



de que, nestes espagos, é possivel se definir o conceito de sequéncia, evitando, desse
modo, a necessidade de se recorrer ao conceito de redes ou filtros, os inicos possiveis
em espagos topologicos em geral. Aproveitando essas propriedades dos espagos quasi-

métricos sera apresentando o conceito de sequéncia convergente em dominios.

A teoria dos espagos métricos e quasi-métricos serao apresentados simultancamente.
A razao deste procedimento se justifica porque espaco quasi-métrico é uma general-
izagao de espago métrico, isto é, toda afirmagao com respeito a espago quasi-meétrico
¢ também verdadeira para espago métrico. Como a reciproca ¢ [alsa serao destacados

aqueles resultados que sé valem para espagos métricos.

5.4.1 Definicao: Espago Quasi-Métrico e Espago Métrico

Seja X um conjunto nao-vazio. Uma fungao ¢ : X — IR, onde RS ¢ o conjunto dos
nimeros reais maiores ou igual a zero, diz-se uma quasi-mdtrica sobre X, se satisfaz os
trés axiomas seguintes.

a) q(z,z) = 0, para todo « € X

(

(b) g(x,z) < q(x,y) + ¢(y, z), para todo z,y,2 € X
{(‘) q(-l',.-‘” — f[(y,.‘?') =0= 2= Y

l

Jma métrica ou dislancia sobre X, ¢ uma quasi-métrica que satisfaz, além de

1

(a),(b) ¢ (c) os dois axiomas abaixo
(d) ¢(z,y) = q(y,x) para todo z,y € X
(e) g(z,y)=0= 2z =y.

A estrutura (X,q) se X # ¢ e ¢ ¢ uma quasi-métrica diz-se um espago quasi-

metrico, se ¢ € uma métrica diz-se um espago metrico.

Seja (L, +,—,-,0) um espago linear sobre IR. Uma fungao || || : L — IR§ diz-se

uma norma sobre L se

(i) ||zl Z 0 e ||lz|| =0 & x = 0, para todo @ € L

(i) llz + yll < llz]] + lly[l; para todo 2,y € L



Hl |”

(iii) |laz|| = |a| ||z]|,- para todo @ € IR e z € L. O simbolo designa o valor

absoluto em IR

A estrutura (L, +,—,-,0,]| |[|]) € chamada um espago linear normado. Dados z,y €
L, defina d(z,y) = ||z — y||. Entiao d : L x L — IR é uma métrica sobre L.
Para ver isto basta usar as propriedades da norma. Se L, em particular, for o IR e
(z1,...,20)|| = Va? + -+ + 22, entdo (IR",d) é um espago métrico. Em geral, (L,d)

¢ um espago métrico.

5.4.2 Delinigao: Bola Aberta ¢ Conjunto Aberto

Seja (X, ¢) um espaco quasi-métricoe r € IR;r > 0 e a € X. O conjunto B(a,r) =
{z € X|q(z,a) < r} é chamado bola aberta com centro em a ¢ raior. A C X diz-se
um conjunto aberto em X se para todo x € A existe » > 0 tal que B(z,r) C A.

5.4.3 Proposicao

Seja (X, q) um espago quasi-mcétrico. Entao (X, ¢) satisfaz as seguintes propriedades.

(1) ¢ e X sao conjuntos abertos em X.

(i) Se {A;}ier € X ¢ uma familia qualquer de conjuntos abertos de X. entio
Uier{A:}, também, é um conjunto aberto em X'

(i) Se Ay, ..., A, sao conjuntos abertos em X, entao NI, A;, também, é um conjunto
aberto em X.

(@]

[ista proposi¢ao nos diz que a cole¢io J = {A C X|A conjunto aberto em X}
constitui uma topologia para X. Essa topologia diz-se induzida ou gerada pela quasi-
métrica g. Assim, todo espago quasi-métrico pode ser visto como um espago topolégico,

para isso basta considerar a topologia gerada pela quasi-métrica.



Sejam X e Y espagos quasi-métricos. Uma aplicagao f: X — Y diz-se continua
no ponto g € X se para todo € > 0 existe § = §(¢) tal que f(B(zo,0)) C B(f(zo),¢).
f € continua em A C X se ela é continua em todo ponto de A. Dizer que f é continua
em 1o equivale a dizer que Ve > 0 36 = §(¢) tal que ¢(z,20) £ 6 = q(f(z), f(z0)) < e.
A funcao f : X — Y diz-se uniformemente continua se Ye > 0 3§ > 0, Vz,y €
X, qlz,y) <6 = q(f(2), f(y) <e. Uma fungao f : X — Y, X, Y espagos quasi-
métricos diz-se uma isometria se para toda z,y € X ¢(f(x), f(y)) = q(z,y). [ diz-se
uma contragdo fraca ou nao-expansiva se para todo x,y € X,q(f(z), f(y)) < qlx.y).
E claro que f isometria = [ nao-expansiva = f uniformemente continua.

A seguir sao dados exemplos importantes de espagos métricos e quasi-métricos.
Antes, porém, deve-se observar que se Xy,. .., X, sdo espacos quasi-métricos (métricos),
entao X; x ... x X, também, é um espago quasi-métrico (métrico). Pode-se definir
o conceito de subespaco quasi-métrico (métrico) de modo analogo ao definido para
espaco topoldgico.

5.4.4 [xemplo

Seja (M,d) um espago métrico e X um conjunto nao-vazio. Seja B(X, M) = {f :
X — M|f ¢ limitada}. [ ¢ limitada se existe k > 0 tal que d(f(z), f(y)) < k para
todo &,y € X. Usando a desigualdade triangular verifica-se que isto é equivalente a
seguinte condigao, para ¢ € X fixo. 3r > 0 tal que f(X) C B(f(«a),r).

Dados f,g € B(X,M) defina d'(f,g9) = Sup{d(f(z),9(z))]z € X}. O conjunto
{d(f(x),9(x))|x € X} C IR é limitado, (logo tem supremo), pois para a € X fixo,
d(f(x),9(x)) < d(f(x), f(a)) + d(f(a) + g(a)) + d(g(a),g(x)). A aplicagao d' é uma
métricaem B(X, M). Quando M = [, um espago vetorial normado, B(X, M) também
¢ um espago linear normado, com || f|| = Sup{||f(2)|||z € X}. Essa métrica ¢ cxata-
mente ||f — ¢||. Em particular, o conjunto C([0,1],IR) das fungoes continuas de [0, 1]
em IR ¢ um espago linear normado, com norma ||f]| = {|f(2)||0 <« < 1}.

Um espago topoldgico (X, J) diz-se quasi-metrizdvel se existe uma quasi-meétrica,
q, sobre X tal que a topologia gerada por ¢ coincide com J. Lembre-se que duas
topologias [J e J' coincidem quando os espagos (X,.7) e (X, J’) sao homeomorfos.



5.4.5 Proposigao

Seja (R, J) o dominio dos reais parciais, com 7 a topologia de Scott sobre R. Existe
uma quasi-métrica, ¢, sobre R, tal que a topologia induzida por ¢ coincide com 7.

Prova: Defina ¢: R x R — IR} como segue

0 , se [¢,d] C [a, b]

Dados [a,0],[c,d] € R, q([a,b],[c,d]) = { max{c—a,b—d} , caso contrario

q ¢ uma quasi-métrica sobre R. De fato, ¢ claro que para todo z € R, ¢(z,z) = 0.

Para mostrar a desigualdade triangular, isto é, que ¢([a,b][e, f]) < ¢([a,b],[c,d]) +
q([c,d).[e, []) sao considerados varios casos. Antes, porém, tem-se ¢([a,b],[c,d]) =
maz{c—a,b—d},q([c,d],[e, f]) = max{e—c,d—- f} e q([a,b],]e, f]) = max{e—a,b-f}.
(a) Suponha que ¢([a,b],[c,d]) = ¢ — a ¢ ¢q([e.d],[e, []) = ¢ — .

(i) Se q([a,b],[e, []) = e — f, entio
(c—a)+(e—c)=¢€¢—a0.K.

a b e IR

(i) Se q([a,b],[e, f]) = b - f, entao = "

como ¢([a,b],[c,d]) = ¢ —a,entao c —a > b—d

b e

Logo, (c—a)+(d—f)>2(d=[f)+(b=d)=b- [
(b) Suponha que ¢([a,b],[c,d]) =b—d ¢ q([c.d],[e. f]) = ¢ — ¢

(i) Se q(la,blle, f) = e —a ——g——It
(b=d)+(c—¢€) 2 (c—a)+ (c —¢) = ¢ —a, pois ¢ —a < b—d porque
Q([aib]u[cad]) =b-d

(i1) Se q([a,b],[e, f])=b- f - L T5=R

[

(b=d)y+(e—c)2(b—-d)+(d—-[f)=b—f,poisd— [ <e—c.

(¢) Suponha que ¢([a, 0], [¢e,d]) = b—d e g([e,d).[e. []) =d ~ [

(1) Se g([a,b],[e, f]) = e—a,entao (b—d)+(d = f) > (¢c—a)+ (e —c) = e —a, pois
b—d>c—aed-f>c—c.
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(i1) Se q(la,b],[ f])=0b— f,entao (b—d)+d—-f=b-].

(d) Se q([a,b],[c,d]) = 0, g(lc,d], e, f])o# 0 ¢ g(la,b),le, []) 7 " ~ntao q([a,b],le,d}) +
q([c,d), e, f]) = 0 + max{e — c,d - f},q([a,b],[e, f]) = max{c- a,b- f}.

Se q([c, d],[e, f]) = ¢ = ¢, q([a,b],[e, f]) =e—a O.K.
Se q([c,d], [e, []) = e—ceq(la, b, [e, f]) = b—f,entao d— [ < e~ f, puis q([c,d]. [, /]) =
e—c.
Logo,e —¢>d— > b— [, pois b— f < ¢ —e. Suponha que ¢([c,d),[e, f]) =d~ [«
Q([asb}1[€sf]) = e — a. Iintao, 0 + q([C,d], [e!f].] 2 q([”wb]![“uﬂ)w ])OiS (f([c= d]! [‘:vfh =
d— feportanto,d— f > ¢ —c>e—a.

Suponha que g([a,b], [e, f]) = b— f, entao 0+d - f > ¢([a,b], e, f]). Logo, 0+d - f
b— f, poisd > b.

INS

E claro que g(z, y) = q(y,2) =0 = 2 = y e que o conjunto B(a,r), paraa € R, r > 0,
a bola centrada em a de raio »; é um conjunto aberto Scott, pois se¢ x € Bla,r) ¢
rCy, dlz,y) =0 c portanto y € B(a,r). Por outro lado se Sup A € B(a,r), para .1
dirigido, b C Sup A para b € A e consequentemente AN B(a,r) # ¢.

]

Dada uma sequéncia (@,) de um espago métrico (M,d) diz-se que ela converyge
para @ € M, chamado limite de (x,) e denotado por lim,—, 2, = 7 ou R
se para todo € > 0 existe um indice k tal que para todo n > k d(w,,z) < c. Isto ¢
equivalente a dizer que d(x,,,2) — 0, quando n — o0. [ possivel definir convergencia
de sequéncia apelando apenas para os abertos do espago, pois em (A, d) é valida
a seguinte proposi¢ao. “(x,) converge para @ € M se e somente s¢ todo aberto que
contém z contém quase todos os termos da sequéncia, no sentido de que s6 nao pertence

ao aberto quando muito um nimero finito de termos da sequencia”.

Se (X, q) é um espaco quasi-métrico ¢ também um dominio da matematica com-
putacional define-se limite de uma sequéncia de um modo diferente do convencional.
Essa defini¢do é bascada no scguinte argumento: [SCO 72a], [GII 80] pagina 104, da
a seguinte definicao: “uma sequéncia (z,) em X converge para um ponto r € \
se {z,} € X é um conjunto dirigido ¢ x é o supremo desse conjunto™. O teorema
18, pagina 104, [GIE 80] expressa que essa defini¢ao de convergéncia coincide coun
a definigao topolégica, dada acima, se e somente se X' [or um reticulado continuo.

Iisse teorema ainda ¢ valido se se trocar reticulado continuo por dominio desde que o
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topo nao-desempenha nenhum papel na sua demonstragao e um dominio se torna um
reticulado continuo acrescentado-lhe um topo. Portanto se torna razoavel a seguinte
defini¢ao.

5.4.6 Definicao: Sequéncia Convergente

Scja D um dominio. Uma sequéncia em D diz-se convergir para 2 € 1, denotado por
A =00 » A Uk =
limy—no Zn = T O T, —> T, s€ {z,} C D é um conjunto dirigido e z = Sup{z,}.

Essa definicao vale, em particular, para o espago quasi-métrico (R, q).

5.4.7 LExemplo

A sequéncia ([1 = 1,2 4+ 1]) converge para [1,2], pois ela é um conjunto dirigido de R

n
cujo supremo ¢ [1.2]. Portanto limy_oo[l — 1,2+ 2] =[1,2].

Uma sequencia () de um espago métrico (M, d) diz-se uma sequéncia de Cauchy
s¢ para todo £ > 0, existe um indice k tal que se m,n > k entao d(z,,,z,) < e. Um
espaco metrico (M, d) diz-se completo se toda sequéncia de Cauchy em M converge
para um ponto de Ao Um espago de Banach é um espago linear normado completo.
Portanto um espago de Banach é um espago métrico. O IR e C([a, b],IR) (o espago
das fungoes continuas de [a,0] em IR) sao os dois exemplos de espacos de Banach
mais comuns em Andhise. A norma em IR" ¢ dada por ||x|| = Jaf 4+ + 22, onde
ro=(ay.0n,) £ IR A norma de C([a, b],IR) é a norma do Sup visto acima. Nao
existe nenhuma perda de generalidade em se estudar C([0, 1], IR) em vez de C([a, b], IR)
pois esse dois espagos sao homeomorfos.

Os espacos de Banach sio os espagos tipicos da Analise Classica. Eles sao sulfi-
cientemente bem comportados para da conta da maioria das questoes sucitadas em
Analise. Ele satisfaz, como sera visto oportunamente, o teorema de ponto fixo, con-
hecido como Teorema do Ponto IFixo de Banach, ferramenta fundamental na garantia
de convergéncia de processos. As sequéncias tipicas dos espagos de Banach sao aquelas
de Cauchy, as quais sao sempre convergentes para um ponto do espago. Se o espago
de Banach for o IR", pode-se acrescentar que todo ponto de IR™ ¢é o limite de alguma
sequencia de Cauchy em IR™.

O leitor ja esta observando que existe um paralelismo entre espagos de Banach

em Analise ¢ em dominios da matematica computacional. Os dominios sao espagos
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completos, no sentido de que toda sequéncia convergente (sequéncia dirigida) converge
para um ponto do espago. Pode-se dizer, entao, que as sequéncias convergentes em
dominios corresponde as sequéncias de Cauchy em espagos de Banach. Além disso,
todo ponto de um dominio ¢é o limite de uma sequéncia de pontos do espago. ) preeivel
dizer, até, que esses pontos pertencem a base do dominio. Desse modo, um dominio
tem um comportamento andlogo ao espago de Banach IR". As fungoes tipicas em
espagos de Banach sao aquelas uniformemente continuas. De fato, somente as funcoes
uniformemente continuas entre esses espagos preservam as sequéncias de Cauchy. Por

exemplo, (0,1) (o intervalo aberto (0,1)) é um espago de Banach, x, = + é uma
sequéncia de Cauchy em (0,1),f : (0,1) — IR tal que f(z) = I ¢ uma fungao

continua e f(1) = n, nao é uma sequéncia de Cauchy em IR. Isto s6 foi possivel
porque f(x) = L ndo é uniformemente continua. Por outro lado as fungdes continuas
entre dominios preservam sequéncias convergentes. Portanto as fungoes continuas ein
dominios se comportam como aquelas uniformemente continuas em espacos de Banach.
Por fim, toda fungao continua de um dominio nele mesmo possui um menor ponto fixo.
Como o critério para determinar esse menor ponto fixo é continuo, pode-se dizer que
toda fungao continua de um dominio nele mesmo possui um unico ponto fixo. Tudo
1ss0 nos convencee do acerto da escolha de dominios como espagos tipicos da matematica

computacional.

No sentido de entender melhor o espago quasi-métrico R serd estudado com mais
detalhe o espago das funcoes continuas de IR em IR como um subespago de [R — R).
Para isso serda analizado o espago F = {f : [0,1] — IR|[ é continua } = C((0,1], IR).
Antes, porém, far-se-a um estudo rapido de espagos compactos.

5.4.8 Declinigao: Cobertura Aberta e Subcobertura Finita

Seja (X, T) um espaco topoldgico e {A;}ier € J uma cole¢ao de conjuntos abertos de
X. {.}ier diz-se uma cobertura aberta de X sc para cada @ € X existe um A; com
v € A isto é, X = UierA;. Uma subcobertura aberta finita de X' é um subcolegao,
Aiyvo.o A, finita, de {A,}ier, que também cobre X, isto é, X = AU,... ,UA

1"

5.4.9 Definigao: Conjunto Compacto

Seja (X, J) um espago topoldgico Tp. X diz-se um espago compacto sc toda cobertura
aberta de X' possui uma subcobertura finita. K C X diz-se un subconjunto compacto
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de X, se visto como subespago é compacto.

No IR"™ os conjuntos compactos sao exatamente aqueles que sao fechados e limita-
dos. Toda fungao continua definida num espago compacto é uniformemente continua
[LIM 77]. Em espagos de Banach, em geral, todo subconjunto fechado de um espago
compacto, também, é compacto [DUN 66]. Fungdes continuas preservam conjuntos
compactos e toda fungao continua definida num espago compacto ¢ limitada [LIM 77].

5.4.10 Proposicao

Todo dominio D é um espago compacto.
Prova: Basta ver que D = T L e toda cobertura aberta de D contém T L.
O
Os conjuntos compactos de D sao da forma {y € D|x C y para algum 2 € D} =1
x, ou unioes finitas de conjuntos desta forma. Observe que T z. para o € D, nao

¢ um subconjunto fechado de D, pois os subconjuntos fechados de D sao da forma

L @ ={y € D|y C 2} ou unides finitas destes.

Seja I' = {f :[0,1] — IR|f é continua} e f,g € F,a € IR. Entao, f—g, [+¢,af,
0 sao fungées continuas de [0,1] em IR, isto é, pertencem a [, [LIM 77]. Logo I' é
um espago linear real (sobre IR). O espago [0,1] ¢ wn subconjunto compacto de IR
¢ portanto qualquer fungao continua f : [0,1] — IR atinge um mdaximo em [0, 1],
[LIM 77]. Logo, tem sentido definir-se

71 = Sup{f(z)|x € [0, 1]}.

IV facil ver que || || : F'' — IR, definido desta maneira é uma norma.  Delinindo
d(f.9) = ||f — gll, para todo f,g € F,(F,d) é um espago métrico e consequentemente
(F.J) é um espago topolégico onde J é a topologia induzida pela métrica d.

5.4.11 Proposigao

(F,4,—,0,]] [|) é um espaco de Banach.

Sera feita a demonstracao deste resultado com o objetivo de esplorar o conceito de
convergeéncia de sequéncia de fungoes em espacos métricos completos.
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Sejam (M, d) um espago métrico e f, : X — M uma sequéncia de fungoes de um
conjunto qualquer X # ¢ em M. Existem pelo menos duas nogoes de convergéncia da
sequéncia de fungoes (f,). A convergéncia pontual e a convergéncia uniforme.

5.4.12 Defini¢ao: Convergéncia Pontual

Seja (M, d) em espago métrico e X um conjunto qualquer. Uma sequéncia de fungoes
fu: X — M diz-se convergir pontualmente para a funcao f: X — M quando para
cada 2 € X, a sequéncia (fy(z), fa(x),..., fa(2),...) converge para f(z). Ou seja,
para cada 2 € X e € > 0 existe n, € IN (ng depende ¢ e 1) tal que se n > ng, entao

d(fn(2), f(2)) < €. Notagao: lim,— fu(z) = f(z) ou fo(z) — f(a).

5.4.13 Exemplo

A sequéncia f, : IR — IR dada por f,(x) = %, converge pontualmente em IR para a
fungdo nula. De fato, para cada x fixo, tem-se lim, .., = = 0. Ou formalmente, dado
x € R ee >0, basta tomar ny € IN tal que n, > I":—I Fntao n > 1y acarreta %l < E,

5.4.14 Definicao: Convergéncia Uniforme

A sequéncia de aplicagoes [, : X — M converge uniformemente  para a lungao
f: X — M em X, quando para cada ¢ > 0, existe ng € IN tal que se n > ng, entao
d(f.(z), f(z)) < € para todo € X. Ou seja, o natural ny depende de €, mas nao pode

= 7 unifte
depender de z. Notagao: lim,_., fn = f ou f, il -

' unt fle - . . 3
E claro que se f, — f, entio f,(r) — f(x) pontualmente. A reciproca, no

entanto, é falsa. Com efeito, a sequéncia de fungoes f, : [0, 1] — IR tal que fu(x) = 2™
converge pontualmente para a fungao f : [0,1] — IR definida por

f(;“:):{ﬂ & e Isr<il

I o se. @=i;

Mas essa convergéncia nao ¢ uniforme em [0, 1]. De fato, tomando 0 < £ < 1 por maior
que seja n, é possivel encontrar pontos x € [0, 1] tais que f.(x)— f(x) = 2™ > . Basta
tomar r tal que ¢ < = < 1. No entanto no intervalo da forma [0,1 — 6],0 < ¢ <
1. lim,—. 2™ = 0, uniformemente. Com efeito, dado ¢ > 0. como lim, (1 —8)"* =0,
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sempre existe ng € IN tal que n > ng acarreta (1 — é)" < €. Portanto, para todo
x €[0,1 — 6] etodon>ngtem-se 0 <a™<(1-9)"<e.

Com relagao a sequéncias e convergeéncias pode-se dizer o seguinte: Primeiro obteve-
se o conceito de convergéncia de sequéncia em IR. Em seguida este conceito foi exten-
dido para sequéncia de funcoes de IR em IR. Entao apareceram duas nogoes diferentes
de convergencia: pontual e uniforme. O conceito de convergéncia em IR se aplica para
qualquer espago métrico, em particular para o espago métrico (F,+,—,-,0,|| |[|), das
fungdes continuas de [0,1] em IR, denotado, simplesmente, por [[0,1] — IR]. Que
relacao existe entre a convergéncia neste espago e us convergéncias uniforme e pontual,
vistas acima?. Resposta: O conceito de convergéncia uniforme para fungdes de IR em
IR coincide com o conceito de convergéncia no espago de fungoes. Para ver isto serd
considerada a scguinte proposicao.

5.4.15 Proposigao

Seja f, : [0,1] — IR uma sequéncia de fungdes continuas convergindo uniformente
para f :[0,1] — IR. Entao para todo n suficientemente grande, ||f, — f]| ¢ finito ¢

lim,—. fu = f no espago de fungoes [[0, 1] — IR]. Reciprocamente, se lim, .o, f, = [,

unifte
em [[0,1] — IR], entao f, —'ffpf em [0,1]. Além disso, [ : [0,1] — IR é continua.

Ou seja, ([0, 1] — IR] ¢ completo.

Prova: Basta observar que sendo || f, — f|| = Sup{|f.(2) = f(z)||lz € [0,1]}, se || fi —
fll < e entao |fo(x)— f(x)] < € para todo z € [0, 1]. Por outro lado, | f,.(z)— f(x)] < <,
para todo r € [0, 1] acarreta ||f, — || < =.

Deve-se mostrar, agora, que f é continua para qualquer ponto € [0,1]. Seja

¢ > 0 dado. Escolhe-se um natural n tal que |f.(x) — f(2)] < £/3. para todo z € [0, 1].
. . unifte ; ; s
Isto é possivel porque f,, — f. Como [, é continua no ponto a, existe § > 0 tal que

[ —a] <& = |fule) = [(a)] < ¢/3. Portanto, para todo x € [0,1], com |¢ — a| < ¢
tem-se

|f(2) = fla)] < |f(x) = fal@)| + | fal2) = fula)| + | fula) = fa)| < £/3+e/3+¢/3+ =¢.
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5.4.16 Corolario '

(F,+,—,- 1, [|) € um espago de Banach.
Prova: imediata.
Observe que este corolario é a Proposigao 5.4.11.

No sentido de mostrar que ({0,1] — IR, JSup)’ com a topologia gerada pela norma
do Sup, é homeomorfo ao subespago das fungdes continuas de tot(R) — tot(R), com
a topologia induzida de [R — R], sera demonstrada a proposicao abaixo precedida
de dois lemas.

5.4.17 Lema

Seja (X, J) um espago topologico com B C J. Entao as duas propriedades de B sao
equivalentes.

(1) B é uma base de J.

(1) Para cada G € J e cadax € G existe B€ B tal que x € B C (.
Prova: (1) = {ii). Seja 2 € G. Como G € J e B é uma base,G = U, B,,, onde cada
I3, € B. Portanto existe no minimo um U, € B com z € U, C G.

(ii) = (i). Seja G € J. Paracada z € G, tome U, € Be U, C (. Entao, G =
U{U:|x € G}.

O

5.4.18 Lema

Sejam (M.d,) e (N,dy) espagos métricos ¢ [: M — N uma fungao continua. Entéio
Graf(f) = {(a, f(z))|lx € M}, o grifico de [, é homeomorfo a M. Além disso, se M
¢ compacto, Graf([f) também é.

Prova: A fungao ¢ : M — M x N definida por ¢(z2) = (z, f(x)) ¢ continua ¢ tem

inversa ¢~ ! = P|Graf(f) que também ¢é continua. Além disso, a propriedade de ser
compacto é um invariante topoldgico, isto é, se dois espagos sao homeomorfos ¢ um

deles é compacto, entao o outro também é.

0
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5.4.19 Proposicao

Seja ([0,1] — IR, Jgy,) © espago das fungoes continuas com a topologia do Sup.
Seja V* C [[0,1] — IR] como segue: para cada aberto V C [0,1] x IR, V" = {f €
[0,1] — R]|Graf(f) C V}. Entao B = {V*|V C[0,1] x IR é aberto } é uma base de
[[0,1] — R].

Prova: Primeiro deve-se mostrar que V* é aberto em ([0, 1] — IR].

Se pri(V) # [0,1], entao V* = ¢, que é aberto. Caso contririo, seja [ € V.

Como Graf(f) é uma conjunto compacto, d(Graf(f),[0,1] x R = V) =r > 0 (para
uma prova deste fato ver [LIM 77], exercicio 8, pagina 215). Logo d(f,g) < r =
d[(t, f(t)),(t,g(t))] = d(f(t),g(t)) < r. Portanto (t,g(t)) € V para todo t € [0, 1].
Consequentemente, Graf(f) C V e g € V. Isto significa que [ € V* acarrcta
B(f,r) € V*. Ou seja, V* é aberto.
B ¢ uma base de [[0,1] — IR]. De fato, pelo Lema 5.4.17 ¢é suficiente mostrar que
para toda bola aberta B(f,r) de [[0,1] — IR] e ¢ € B(f,r) existc um B’ € B tal que
g € B' C B. Para isso seja B(f,r) uma tal bola aberta em [[0,1] — IR]. Entao o
conjunto V' = {(t,y) € [0,1] x IR, d(f(t),y) < r2} é aberto em [0,1] x IR, pois f e
d sendo fungoes continuas, d o (f,2d) também é, e V' = [d o (f,d)])"'((—=r,7)), onde
(—=r,7) é o intervalo aberto, em IR, centrado em 0 e raio r. Agora, seja ¢ € V'*, entao
graf(g) € V e portanto d(f(t),g(t)) < r/2 para todo t € [0,1] implica d(f,g) < ry,
1sto ¢, g € B(f,r). Logo, f € V= C B(/[,r).

0O

5.4.20 Corolario

A topologia do Sup de [[0,1] — IR] depende apenas das topologias de [0, 1] ¢ IR, mas
nao das métricas particulares usadas para defini-las. Ou seja, se os espagos compactos
da reta KNy e I\ sao homeomorfos e My e M, também sao homeomorfos, entao [Ny —
M,] e [K; — M,] também sao.
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5.5 Existéncia e Unicidade de Solugoes de Equagoes Difer-
enciais

Nesta secao serd apresentado o Teorema do Ponto [Fixo de Banach e sua aplicagao na
garantia de existéncia e unicidade de solugbes de equagoes diferenciais. Em seguida
sera apresentado resultado analogo para equagoes diferenciais em dominios.

Seja (M, d) um espago métricoe ¥ : M — M uma fungao total. Que condigoes

devem satisfazer (M,d) ¢ ¥ de modo que exista um tnico z € M tal que V(z) = +7
Ja se sabe que se X for um dominio e ¥ : X — X {6r uma fungao continua entao
existe um ponto de inicio L€ X tal que aplicando ¥ sucessivamente a L se obtém a
sequéncia L, (L), ¥*(L),...
A monotonicidade de ¥ for¢a a sequéncia ser uma cadeia ascendente. A defini¢ao de
limite em dominios fornece z = lim, o ¥™(L) e a continuidade de W garante que
U(z) = limp_e Y™(L). além disso, z é o menor de todos os elementos que satisfaz
esta condigao. Como existe um critério continuo de determinar &, pode-se dizer que
é unico.

No caso do espago métrico (M, d) nao existe umn ponto de inicio natural, como 1.
Assim deve-se comegar com um zo € M qualquer. Forma-se a sequéncia (x,,)

0, U(z0), V¥(0)s -5 s U™(@0); e oo -

[Fsta sequéncia deve ter um limite z. Portanto (z,) deve ser uma sequéncia de Cauchy.
Como toda sequéncia desse tipo deve convergir, (M, d) precisa ser um espago meétrico
completo. Além disso, x,, — z deve implicar ¥(z,) — V¥(z) = = e & deve ser unico.

Em resumo: Como deve ser ¥ de modo que
(i) () seja uma sequencia de Cauchy?
(i1) limpesoo W @n) =W (limp oo 25) = &7

(111) x seja unico?

A questao (iii) é respondida pela seguinte proposicao.
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(i11) = seja unico?

A questao (iii) ¢ respondida pela seguinte proposigao.

5.5.1 Proposigao

Scja (M,d) um espago métrico qualquer e ¥ : M — M satisfazendo a seguinte
condigao:
d(W(z),¥(y)) < d(x,y), sempre que z #y. (1)

Entao se W tiver ponto fixo, ele é unico.
Prova: Se W(x) =2 e Y(y) =y e x # y, entao
dlz.y) =d(V(x),¥(y)) < d(x,y), absurdo
0

B possivel existir espagos métricos onde W satisfaga a condig¢ao (1) acima, ¢ nao
possui ponto fixo algum? O seguinte exemplo responde afirmativamente esta questao.
Seja (IR.d) o espago métrico da reta usual, onde d(z,y) = |z — y|. Seja M =
{ri.22,23,....20,...} C IR, onde z, = 1. Entao, (M,d) é um espago métrico, com
a meétrica induzida de (IR, d). Defina W : M — M por ¥(2,) = z.41 - ¥ satisfaz a
condigao (1) acima, ¢ no entanto ¥ nao possui nenhum ponto fixo. Isto s6 foi possivel
porque (M, d) nao ¢ um espago métrico completo.

5.5.2  Defini¢ao: Contragao

Seja (M. d) um espago métrico. Uma aplicagao W : M — M diz-se uma contragio se
existe 0 <k < 1 tal que d(V¥(z),¥(y)) < k-d(z,y) para todo z,y € M, com = # y.

Observando a Proposigao 5.5.1 e esta definigio segue que a unicidade do ponto
fixo ¢ garantida se W ¢ um contragao. O préximo teorema nos diz que 10s espagos
métricos completos a condigao de contragao ¢ suficiente para W garantir as outras duas
condicoes.
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5.5.3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Seja (M,d) um espago métrico completo, zog € M qualquer e ¥ : M — M uma
contragio. Entao, ¥ tem um tnico ponto fixo, qual seja

z = lim (¥"(x0)).

Prova: Primeiro, respondendo a questao (i), acima, deve-se mostrar que (z,) =
(W™(20)) é uma sequéncia de Cauchy, isto é, para todo ¢ > 0, existe £ € IN tal
que m,n > k, entao d(x,,,z,) < &.

De fato,

d(zy, ) d(¥(zo), ¥(z1)) < k- d(zg, 21); d(2, 23) = d(¥(2), ¥U(22)) <

S k- d(mlal'?) ..<_ kzd(xg,;ﬂ'])-

Em geral, tem-se d(xp, Tys1) < k™d(2g, 1) para todo m € IN. Entao, se m,n € IN,
quaisquer, tem-se

d( Lo J'n) d[-'rm | ) + d(-l'mi-l ) xm+2) s d(£m+n-—l ) xm+rl) S

(A.m + fom—=1 SR - km+ﬂ_l)d($g,£1) o km(l + o R kn-l)
d(2g, ;) < :‘_—l ~d(zo,21).

LA AN

Como lit, o k™ = 0, segue que (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Se (z,) ¢ de Cauchy e
M & completo, entio (z,) converge para um ponto z € M, isto é, x = limp—o .. Para
responder a questao (ii), acima, tem-se, se ¥ é uma contragao, entao d(W(z,), ¥(z)) <
d(z,.r). Portanto, lim,_. d(¥(z,), ¥(z)) < limy_o d(zs,2) = 0. Logo, lim,_o
AW, ), W(x)) = 0, isto ¢, limpu_o Y(a,) = Y(x). Ou seja, liny o ¥(2,) =
W(limy e o) = 2 = W(x). A gestao (iii) foi respondida pela Proposi¢ao 5.5.1.

D

Seja f : [to.t)] x IR — IR uma fungao. Procura-se por uma trajetoria x : [to, 1) —
IR que especifica o valor 2(t) para cada t € [to, ;] de tal modo que satisfaga a equagao

{i'(f] = J(t,z(t)) (2

zlle) = zo

recursiva.

para um valor especificado x¢ € IR.
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Nesta equagao a fungao procurada, z(t), ¢ uma [unqéo dela propria, o que é tipico das
equagoes funcionais recursivas (lembre-se que #(t) = dt , a derivada de z em relagao a
t, no ponto t). Isto sugere que se procure o ponto fixo de algum operador. De fato, na
hipétese de continuidade pode-se integrar ambos os membros de (2) para se obter

L: a(s)ds = f: z(s))ds, ou equivalentemente,

.’C(i)—.’f(tg) L S ds.

Usando o valor especificado, z(to) = 2o, obtém-se finalmente

t
z(l) = xo + ]z f(s,2(s))ds (3)

que ¢ uma equagao de ponto fixo.

Com efeito, seja [[to, t1] — IR] o espago de Banach das fungoes coutinuas de [ty, ty] em
IR. Para cada 2 : [to,{;] — IR continua, considere o operador

W([to, t;] — IR] — [[to, 1] — IR] tal que

W(x) : [to, 1] — IR é uma funcao continua definida por
L
mwm=m+]fmmm@. (1)
to

Desse modo, (3) tem solugdo se e somente se o operador W tem ponto fixo. Seria
descjavel que esse ponto fixo fosse tnico, ou que houvesse um critério continuo para
escollher dentre todos os pontos fixos aquele mais conveniente. A proxima definiciao

tem como objetivo encaminhar a solugao deste problema.

5.5.4 Definicao: Condigao de Lipschitz

Diz-se que f : [t,,t,] x IR — IR satisfaz uma condi¢io de Lipschitz sobre IR (pode-se
substituir IR por um espago de Banach ou dominio), uniformemente com respeito a t

em [tg, t] se existe um nimero k tal que

f(t,z) = [(t,)] < K|z = yl, para todo ¢,y € IR e & € [ty, ]
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5.5.5 Teorema

Seja f : [to, t1) x IR — IR satisfazendo uma condigdo de Lipschitz com constante k > ().
Entao, o operador correspondente

¥|[to, ] — IR} — [[to,t1] — IR], como (4), tem um tnico ponto fixo

Prova: Deve-se comparar d(¥(z), ¥(y)) com d(z,y). No calculo que segue ¢ € [to, 1.

d(¥(x),(y) = Supl¥(x)(t) = Y(y)(0)] = Sup| f(/(s4(s)) = [(5,(s)))ds] <
< Sup (f; 1/(s,2(s)) = fls,u(s)lds) <
< Sup (J, kla(s) = y(s)lds) <
< Sup(k-d(z,y) - |t — to]),

pois [x(s) — y(s)| < d(z,y) = k(1) — to) - d(z,y).

Para aplicar o teorema do ponto fixo de Banach deve-se ter k- (¢, — ty) < 1. Nada
garante que isso acontece. No entanto, existe n > 1 para o qual " € wna contragao.

De fato,

d(W(z), ¥"(y)) < [EElEs Yol

Ista igualdade pode ser provada por indugao sobre n. Pode-se escolher n, suficiente-

i d{x,y).

mente grande, tal que
[.r{. . (f| = tu)]n <n!
¢ concluir que W*, para este n, é uma contragao.
Considere que W™ (W(2)) = W(¥"(x)) = W(x). Ou seja, W(x) tambem ¢ um ponto lixo

de U™, Como W™ tem um tnico ponto fixo, entao ¥(z) = x. Obscrvando que todo
ponto fixo de W também é de W™ conclui-se a prova.

O

No que segue os problemas acima sao formulados no espago R dos reais parciais. O
problema (1), acima, poderia ser formulado como segue: Dado [to, (1], como acima, seja
Po, P, € Q) tal que Py << lg e P << ty. Seja, I': [Py, o] x R — R uma fungao
continua, que ¢ uma extensao de f. Seja X : [Py, Pi] — R a extensao correspondente
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de x : [to, 1] — IR. Entéo, para cada T € [Py, Py}, achar X (T') satisfazendo

{ #T) = F(T,X(T))

on
e

X(P) = Xo (

onde Xg ¢ um valor definido em I(@Q) que aproxima o valor de z¢ € IR. Analogamente
ao caso real, esta equagao pode ser transformada na cquagao integral
T

X(T)=Xo+ | F(S,X(8))ds, P, <<T.
Py

Para cada X : [Py, P,] — R considere o operador definido por

U ([Po, ] — R] — [[lo. 1] — R]

7
V(X)T) = Xo+ F(S.X(S))ds. (6)

o
Desse modo, a equagao (5) tem solugao se e somente se (6) tem um ponto fixo. Para
mostrar que (6) tem inico ponto fixo (o menor determinado por critério) basta mostrar
que ¥ é um operador continuo. Mas ja foi visto anteriormente que [!fo F(S,X(S5))ds é

uma fungao continua como a soma de uma constante com uma fungao continua.
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6 OS NUMEROS REAIS COMO LOGICAS DAS
OBSERVACOES FINITAS

Este capitulo introduz os conceitos fundamentais de linguagem e de logicas sobre uma
linguagem. A introdugao desses conceitos visa dar uma apresentagao rapida de logica
classica e intuicionfstica. I apresentada, com um pouco mais de profundidade, a ldgica
das observacgoes finitas, denominada de logica geométrica. O objetivo principal desse
capitulo, além de servir de base para o proximo, ¢ apresentar os nimeros reais como

uma teoria logica geométrica.

Na Segao 6.1 e 6.2 sao apresentados os conceitos de linguagem e interpretagao,
destacando os conceitos de interpretagao sintatica ¢ semantica. Iissa segao ¢ basecada

nos trabalhos [GOG 77, [GRA 79), [COII 65], [TUR 84], [JOH 87), [MAR 88] e [BUN 76].

A Segao 6.3 apresenta os conceitos de logica sobre uma linguagem e sistema dedu-
tivo. Sao apresentadas as logicas classica e intuicionistica. Esta secao € baseada nos

trabalhos de [PAU 87], [HEY 71], [JOH 87|, [TUR 84], e [END 72].

A Segao 6.4 apresenta a linguagem das asserc¢oes afirmaveis com uma motivacao
para logica geométrica, como esta em [VIC 89].

A Segao 6.5 apresenta os conceitos de frame e l6gica geométrica e é inspirada nos

trabalhos de [JOH 82] e [VIC 89).

Finalmente a Segao 6.6 apresenta os numeros reais como logicas geométricas.

6.1 Linguagens e Interpretagoes

A toda linguagem estao associados dois elementos basicos, um alfabeto que especi-
fica quais simbolos serdo usados na linguagem e uma gramdtica para caracterizar sua
sintaxe, isto ¢, para especificar como esses simbolos podem ser agrupados formando
as expressoes admissiveis da linguagem. O que diferencia uma linguagem natural de
uma linguagem formal € o fato de que nesta a gramatica é especificada precisamente,
enquanto naquela isto nem sempre é possivel.

Seja 3~ um conjunto enumeravel de simbolos, o qual ¢ chamado alfabeto. O con-
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junto de todas as expressoes finitas de elementos de ), incluindo a expressao vazia,
sera denotada por Y_". Define-se uma linguagem sobre 3 como sendo um subconjunto
préprio de 3.

Seja )_, por exemplo, um alfabeto constituido pelas letras do alfabeto portugués
acrescentado dos simbolos de pontuagdo. Uma linguagem sobre este alfabeto sio as
palavras admissiveis da lingua portuguésa. Enquanto a palavra “casa” pertence a essa
linguagem a palavra “acsa” nio pertence. Nao existc nenhuma razao aparente para
que isso se verifique.

Seguindo essa linha de exemplo, considere, agora, uin alfabeto cujos simbolos sejam
as palavras admissiveis da lingua portuguésa, isto €, a linguagem do exemplo anterior,
aqui denominada 12 linguagem. Uma linguagem sobre esse alfabeto é a prépria lingua
portuguésa. A expressao “esta casa € bonita” pertence a essa linguagem, enquanto a
expressao “é casa esta bonita” nao pertence. Devido ao fato de que a cada momento
estao aparecendo novas palavras na lingua portuguésa pode-se dizer que a 1# linguagem

é infinita enumeravel. E isso € um fenémeno comuin no que diz respeito a linguagens.

Um fato notavel ¢ que a segunda linguagem temn como allabeto a primeira. Diz-se

também que a segunda linguagem é uma metalinguagem da primeira.

A lingua portuguesa é chamada uma lingua natural porque nao existe um con-
junto finito de regras para dizer quando uma expressao qualquer é admissivel ou nao.
Desse modo uma linguagem ¢ dita formal quando existe um conjunto finito de regras
tal que dado uma palavra adiissivel da linguagem ¢ possivel provar que cla, de fato,
¢ admissivel. Como de ora em diante s6 scrao estudadas linguagens formais a ex-
pressao “linguagem” significara linguagem formal. Far-se-a a convengao de que todo
alfabeto, apresentado de ora em diante contén, sem mengao explicita, os simbolos
de pontuagao necessarios para tirar as ambiguidades das expressoes. Iisses simbolos

podem ser virgulas, ponto ¢ virgulas, pontos, parénteses, etc.

Assim, uma linguagem formal é especificada por um par < 37, G >, onde ) é um con-
junto contavel de simbolos, denominado alfabeto e G ¢ um conjunto finito de regras de
derivagao, cujo fim é dizer como os simbolos do alfabeto podem ser agrupados de modo
a formar expressoes admissiveis da linguagem, denominadas objetos da linguagem. Se
L é uma linguagem, uima regra de derivagao em G pode ser vista como uma fungao
J i L™ — L tal que se 2y,...,x, € L e aridade (f) = n, emtao f(ag,...,a,) =
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pertence a L, com n € IN. Consequentemente uma linguagem ¢ uma algebra cu-
jas operagoes sao determinadas pelas regras de derivagao. Descreve-se uma regra de

==fnonde se entende que os objetos do numerador os antecedentes,

derivagao por
dao origem ao do denomidador, o consequente. No caso n = 0, gera-se um elemento
a, a partir de um conjunto vazio de objetos. Denota-se isso por = e diz-se que a é um

arioma da linguagem.

6.1.1 Ixemplo

Seja L uma linguagem especificada pelo par < 3°,G >, onde 5 = {zero, succ, plus} e
G ¢ constituida pelas seguintes regras.

ge t tlai?

: tel g —————— 13,19 € L.
93 “I l)lllﬁ !2)’ Ly

e ¢ s =3 ¥H

zero’ 9% succ(t)

Ista linguagem s6 tem um axioma, zero. Isto significa que todos os outros objetos de
™

L sao gerados a partir de “zero”, através das regras ¢, g, € g3. Exemplos de objetos
de L sao: zero, succ(zero), succe(zero)plus suce(suce(zero)).

6.1.2 Defini¢ao: prova

Uma dedugao ou prova do objeto x € L é uma sequéncia finita z,,z,,...,2,, de
objetos de L, tal que z, = 2 e cada x;,1 <1 < n. é o resultado da aplicagao de uma
regra de G aos objetos zp, para k < i.

No Exemplo 6.1.1, uma prova de zero plus succe(suce (zero)) é

(1) zero (o)

(2)  succ(zero) (1, 92)
(3)  succ(succ(zero)) (2,92)
(4) zero plus succ (succ(zero)) (1,3,¢3)

Os parénteses do lado direito explicam as regras usadas ¢ os objetos em que sio
aplicados.

As regras de derivagao em G podem ser vistas como um cdleulo ou algoritmo para gerar
0s objetos de L. No exemplo acima o caleulo G = {g,, 95,93} gera a linguagem L a

partir do axioma “zero”.
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6.1.3 Definicao: Tipo de Operagoes

Um tipo de operagoes (signature, em inglés), que denota-se, em geral, por ), é um
conjunto de simbolos de fungoes.

> = {zero, succ, plus} seria um tipo de operagoes apropriado para os nimeros
naturais. Cada simbolo de funcao tem associado a ele uma aridade que da o numero
de argumentos que a fungao representa. No caso acima a aridade de zero é 0, de succ
é 1 e de plus é 2. Formalmente a aridade de um tipo de operacoes , Y, é uma funcao
arid : Y, — IN tal que se [ € >, arid(f) € IN.

6.1.4 Definigao: ) -algebra
Seja ) um tipo de operagdes. Uma ) -dalgebra é um par (A, ), onde:

(i) A é um conjunto, chamado conjunto bdsico
(i1) 5, é uin conjunto de funcoes {f4|f € tal que se arid(f) = n, entao fy ¢
LA | \

uma funcao de A™ em A.

Portanto. uma ) _-algebra ¢ simplesmente uma interpretagao de um tipo de operagoes
3", Ela consiste de um conjunto A e uma interpretacao sobre A de cada simbolo de
funcao f € 3°. No sentido de facilitar a notagao escreve-se A no lugar de (A,)” ), se
iss0 nao for motivo de confuncao.

6.1.5 Lxemplo

Considere o tipo de operagoes ) = {zero, succ, Pred, plus} com aridades 0,1,1 e 2,
respectivamente. Entao (IN, 3 71y) € uma ) -algebra onde:

(1) IN é conjunto dos minieros naturais

(i) Y € dado por:

(a) zeropy € o nimero zero.



(b) sucepy : IN — IN ¢é definida por succyy(n) = n + 1, onde + é a soma usual de
mimeros naturais.

(c) Predpy : IN — IN é definida por Pred(0) = 0, Predpy(n + 1) = n.

(d) pluspy : IN x IN — IN ¢ definida por pluspy(m,n) =m +n.

(IN,Y°N) ¢ apenas uma dentre as muitas interpretagoes possiveis de Y. Uma
outra interpretacao seria, por exemplo, associar 1 a “zero” e a multiplicacao a plus.

6.1.6 Iixemplo
Uma outra interpretagao do tipo de operagoes anterior seria (7, ) y7) onde

(i) Z é o conjunto dos niimeros inteiros

(ii) - ¢ definida por:

(a) zerogy ¢ o nimero 0 € ZZ.

(b) succyy : % — 7 é definida por succy(n) =n + 1
(c) Predyy : Z — 7 é definida por Predy(n) =n — 1.

(d) plusyy, : % x % — 7 é definida por plusy(m,n) =m + n.
6.1.7 Exemplo

Scja INF = {[p,qllp,q € Q,p < ¢} U {[~oc,+],[ ]} o conjunto enumeravel dos
intervalos de informagao. Considere o tipo de operagoes >~ = {INF,A,V,\/}, onde
cada elemento de INF' tem aridade 0, A tem aridade 2, V tem aridade 2 ¢ \/ tem
aridade +00. (7, ;) ¢ uma ) -algebra, onde

(i) J é a topologia gerada pela base Jp = {{[p,q)/[p.q] € INF}, ou seja, J é o
conjunto dos abertos basicos da topologia de R, o dominio dos reais parciais.
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(i1) ), € dada por:
(a) ag € Jp paracadaa € INF.
(b) Ag: T xJT — J tal que Az(A,B)=ANDB,onde A,B € J.

(c) Vs : I xJ — J tal que Vz(A,B) = AUDL, A, B € J e U é a operagao de
uniao binaria sobre J.

(d) V7 : (Ailt € I) = U,e; Ai, que é uma operagao pois a uniao qualquer de
conjuntos abertos é um aberto.

Cada tipo de operagoes, ), pode ser visto como o alfabeto de uma linguagem.
Neste caso uma ) -algebra correspondente é a chamada dlgebra de termos para 5.
O conjunto basico desta algebra consiste de expressoes de simbolos sobre ), chama-
dos termos, os quais sao gerados a partir dos axiomas (termos constantes) usando os
simbolos de fung¢ées em ). Por isso é dada a seguinte definicio.

6.1.8 Definicao: Conjunto dos Termos

Seja Ty, o conjunto dos termos sobre 3, o menor conjunto de expressoes de Y-" que
satisfaz.

(1) Se ¢ € Z é um simbolo de constante, entao ¢ € Tg. ou seja, tem-se a regra
e Y~ é um simbolo de constante.

(11) Se f € >, temaridade n > 0, e ty,...,t, € Ty, entao f(ty,...,t,) € Ty, ou seja,
o . e By yoonidn s il — . vy —
tem-se a regra m,th...,!n €Ts,f €5 . comarid(f) = n.

O mesmo conjunto Tx pode ser visto de dois modos diferentes. Um deles Ty ¢ a
sintaxe de uma linguagem cujo alfabeto é 5 e cujas regras de derivagao sao dadas
por (i) e (ii) acima. Neste caso Ts é de natureza puramente sintatica. de modo que,
por exemplo, se t € Ty, a fungao succ(t) recebe como entrada t e devolve sucepg (1),
como saida. Por outro lado Ty pode ser visto como uma ) _-algebra da classe de todas
as ) _-algebras que interpretam o tipo de operagoes Y. Neste caso ('i'g,z.&) ¢ um

objeto semantico e como tal ele é capaz de da significado a linguagem 7y A lungio
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semantica aqui ¢ a funcio identidade. Pode-se dizer, também, que )" pode ser visto
ora como o alfabeto de uma linguagem, ora como um tipo de operagoes, sendo neste
caso (Tg, )y ) uma das possivels interpretagoes. Na prética so se distingue estes dois
pontos de vistas quando for estritamente necessario. Desse modo a expressao “algebra
dos termos” pode siginificar qualquer um desses pontos de vista.

O papel da ) -dlgebra dos termos s6 é devidamente esclarecido através do uso do
conceito de Y -homomorfismo, fungoes entre os conjuntos basicos das ) -algebras que

preservam a estrutura desses conjuntos impostas pelo tipo de operacoes ).

6.1.9 Definigao: ) -homomorfismo

Sejam (A, > ,) e (B, ) g) duas ) -adlgebras. Uma funcao h : A — B diz-se um
Y. -homomorfismo se para todo f € 3, onde arid(f) = n, entao

h‘(fl\(ﬂ‘la e '!“'n)) = fB(h‘(al]V =3 vh(“ﬂ))' (}‘)

lom particular, & transforma uma constante de A numa constante de B.

6.1.10 Exemplo

Seja )~ = {zero, suce, Pred, plus}, como no BExemplo 6.1.5. Seja P = {0:2:4,:..) ¢
conjunto dos mimeros naturais pares. Seja Y, definida por

(a) zerop =0
(b)
(¢) Predp : P — P definida por Predp(0) = 0, Predp(n) =n—2, n > 2.
(d)

succp : P — P definida por succp(n) = n + 2

plusp : P* — P definida por Plusp(m,n) = m + .
Entao, (P,) ;) é uma } -algebra.

Sejain : IN — P uma fungao injetiva definida por in(n) = 2n, para todo n € IN. in
¢ um ) -homomorfismo. Para mostrar isso é suliciente mostrar que a igualdade (1) se
verifica para todo simbolo de fungao f € 5.

Seja zero € 5, in(zeropy) = n(0) = 2-0 = 0 = in(zerop)
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succ € Y, in(succpy(n)) =in(n+1)=2-(n+1)=2n+2

succp(in(n)) = succp(2n) = 2n + 2. Analogamente se mostra para Pred, plus € .

6.1.11 Proposi¢ao
Sejam (A, ,4), (B, Y p) e (C,Y"¢) Y--algebras quaisquer

(i) A funcao identidade :d : A — A é um ) _-homomorfismo.

(i1) Se hy : A — B e hy: B — C sao )_-homomorfismos, entdao hp 0 hy : A — C
¢ um Y_-homomorfismo.

Prova: Imediata.
O

Portanto, se )~ ¢é um tipo de operagoes, a classe de todas as ) -algebras con-
stitui uma categoria, onde os objetos sao as ) -algebras e os morfimos sao os -
homomorfismos. Um fato importante com respeito a essa categoria consiste em que a
algebra dos termos, Ty, ¢ inicial nesta categoria, ou seja, tem-se o seguinte resultado.

6.1.12 Teorema

Para toda 3 -dlgebra (A. Z(‘) existe um dnico homomorfismo 14 : Ty — A.

Prova: A prova deste teorema é feita por indugao sobre a estrutura dos elementos
de Ty. Isso é possivel porque a definigao de Tt, dada acima, foi indutiva, isto ¢, Ty
foi definida como o menor conjunto de expressoes, sobre Y, que contém os simbolos
constantes e que é fechado sob as operagoes da algebra dos termos, ou seja, as fry, para
cada f € 3. A natureza indutiva de Ty fornece um método para derivar propriedades
de termos. Para mostrar que a propriedade P se verifica para todos os termos em T

¢ suficiente estabelecer:

(i) P se verifica para todos os simbolos de constantes em )
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(ii) Assumindo que P se verifica para os termos i, .. .,t,, mostra-se que P se verifica
para o termo f(ly,...,1,), para cada f € ), com arid(f) = n, n > 0.

Esse método é chamado indugdo estrutural porque a indugdao € sobre a estrutura
sintatica dos termos. A propdsito, é possivel se usar indugao para definir uma fungao
g, por exemplo, sobre Tx. Para isso é suficiente.

(a) Definir o resultado de g aplicados aos simbolos constantes.

(b) Definir o resultado de ¢ aplicado a f(t),...,t,) em termos de ¢(t,),...,g(t,) para
cada f € )_, onde ard(f) =n, n > 0.

(a) e (b) pode ser resumido numa tnica condigao:

Assume-se que se tem a definicao de ¢ nos termos ty,...,t, € entao define-se a
aplicagao de g a f(ty,...,1,), para cada f € 5 com arid(f) = n,n > 0.

Usando, agora, indugao estrutural ¢ possivel demonstrar o teorema. Para isso
deve-se mostrar:

(1) Existe um homomorfismo de Ty em A
(11) Ele é tinico.

Para se provar (i) define-se 14 usando indug¢ao estrutural sobre Ts. Sabe-se que
cada clemento de Ty ¢ da forma f(ty, ..., 1) para algum [ € 5, com arid(f) = n.

Stuponha, por indugao | que foram definidas i 4(¢;),...,74(t,). Defina bl (s 00 38))
como sendo fa(ealty), ..., t4(t,)). Desse modo 14 esta definida para todo clemento de
1.

Deve-se mostrar que .4, assim definida, ¢ um homomorfismo. Para isso seja [ € 3
com arid(f) = n. Entao

tAlfre(try .-y tn)) = 1a(f(ty,...,10)) por definigio de Ty
fa(ia(ty),...,14(t,)) por definicao de 1 4.

Il

(11) Falta mostra que 1,4 é tunico.

De fato, basta mostra que todo ) -homomorfismo k., de T em A, coincide com
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Usando indugao estrutural pode-se mostrar que i4(¢) = h(t) para todo t € Tx. Um
elemento tipico de T, é da forma f(ty,...,ts),onde f € 5, comarid(f) = n. Portanto,

ta(f(thy. .. ta)) = fa(ia(ty),...,24(tn)) por definigao de 24
= [al(ty),...,R(1,)) por indugao estrutural
h(f;L(tl,.. , 1)) porque h é um ) -homomorfismo
= h(f(t1,...,ts)) pela definicao de fr..

Como cada elemento de T é da forma f(t;,...,t,) para algum f € Y, com arid(f) =
n, segue que h coincide com 1 4.

O

Vendo Ty como a sintaxe de uma linguagem e (A, > ,) como uma interpretagao ou
dominio semantico, o teorema estabelece que toda expressao ou termo da linguagem
tem um tnico significado em (4, )" , ), ou seja, existe uma tinica maneira de interpretar
a linguagem num dominio semantico. Pode-se usar esse teorema para identificar terimos
em Ty. Por exemplo, a ) -dlgebra (IN, Y y) identifica os termos succ(Pred(zero)) e
succ(zero) pois i\ (succ(Pred(zero)))= 1y (succ(zero))= 1. Em geral, diz-se que uma
> -algebra (A.}" ) identifice os termos ty,t; € ]g se ¢ somente se 14(t) = 14(ts).
Neste sentido a Y -algebra (Ty y 2o, ) ¢ a “menor”na categoria, pois ela faz o menor
mimero de identificagoes, qual seja nenhuma. De fato, fazendo A igual a Ty, e aplicando
0 teorema, existe um homomorfismo /7. de Ty nele mesmo. Como a fungao identidade
¢ um Y_-homomorfisino, entao iy, ¢ a identidade, isto é, i1,.({1) = iry(l2) s¢ e somente

se £y € sintaticamente o mesmo que f5.

Seja C a categoria das ) _-dlgebras para o tipo de operagoes Y. Lembre-se que uma
algebra, I, é inictal em C se e somente se para qualquer outra ) -algebra J existe umn
tinico ) -homomorfismo de [ em J. Portanto, pelo Teorema 6.1.12, (7%, 3", ) € inicial

em C.

Um ) >-homomorfismo h : A — B diz-se um 3_-isomorfismo se ele é bijetivo. Se
as y_-algebras A e B sao isomorfas, isto ¢, se existe um ) -isomorfismo h : A —= B,
entao A e B nao podem ser distinguido usando ) . Ou seja, qualquer assertiva em
termos dos simbolos de fung¢des em Y que é verdadeira em A é também verdadeira em
B e vice-versa.
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6.1.13 Proposigao

As Y -dlgebras A e B sio isomorfas se e somente se existem dois ) -homomorfismos
h:A— Beg; B— Atal que

(i) hog =1dp
(i) goh =1dy

Prova: Suponha que h : A — B é um ) -homomorfismo bijetivo. Seja a fungao
g : B — A definida por
g(b) =a se hfa)=0.

#

Entdo ¢ é uma func¢ao desde que para todo b € B existe exatamente um a tal que
h(a) = b. Além disso, ¢ é um ) -homomorfismo porque para todo f € ), com
arid(f) = n, g(fo(biy...,0:)) = fa(g(b1),...,9(b.)) pela definicio de g. Por fim, é
facil ver que hog =1dg e go h = id,.

(i1) Inversamente, suponha que ¢ e h satisfazem as condi¢oes da proposi¢ao. Mostrando
que h € bijetivo segue que A e B sao isomorfas como ) -dlgebras.

(a) Suponha que h(a,) = h(az). Entao go h(a;) = g o h(az). Como go h = idy
segue que ay = ay € portanto h é injetiva.

(b) Seja b € B. Defina a como sendo ¢(b). Entao h(a) = h o g(b) = b, pois
hog=1idg. Logo h ¢ sobrejetiva.

6.1.14 Corolario

Sejam Iy e I ) -algebras iniciais na categoria C de todas as Y -algebras. Entao [, e
I/, sao isomorfos.

Prova: Como /; ¢ inicial em C e I, é uma )_-algebra existe um dnico ) -homomorfismo
u i Iy — I, Analogamente, como /I, é inicial existe um tnico Y -homomorfismo
iy : Iy — 1. Como a composta de dois Y -homomorfismos é um Z-homonmrlisnm,
segue que 1502y : [y — [} é um Y -homomorfismo. Como tdy, [y — I, também é um
> -homomorfismo pode-se concluir da inicialidade de 1, que 1307, = id;,. Raciocinando
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de modo anélogo se conclui que 7,01, = 1d},. Desse modo i, e 2, satisfazem as condigoes
(1) e (ii) da Proposicao 6.1.13 e consequentemente I} e /5 sao isomorfos.

0

O Corolario 6.1.14 nos diz que, numa categoria C de ) -algebras, a ) -algebra
inicial ¢ unica a menos de isomorfismo. Ou seja, a menos de uma renomiagao de seus
elementos s6 existe uma ) _-algebra inicial.

Convenciona-se, para simplificar a notagao, que de ora em diante x substituird a
n-upla (zy,...,x,) e f(t) substituira f(¢;,...,1,), sendo a aridade de f entendida a
partir do contexto.

Existe interesse em ) _-algebras que podem ser caracterizadas a partir de um con-
junto de equagdes. Por exemplo, as ) -algebras (IN, 3 y) ¢ (%, g) satisfazem a

equagao Pred(succ(z)) = & para cada x.

Uma equacao ¢ determinada por dois termos que podem conter instancias de
variaveis. A avaliagao de tais termos numa ) _-algebra é feita com respeito a atribuigao
de valores a essas variaveis. Uma ) -algebra satisfuz uma equagio se a avaliagao de

dois termos coincidem com respeito a toda atribuicao de valores a essas variaveis.

Uma ) -congruéncia é uma extensao natural da nogao de relagao de equivaléncia
para ) -algebras. Lla é simplesmente uma relagao de equivaléncia que preserva a
estrutura induzida por ).

6.1.15 Deflinicao: Y -convergéncia
Seja (A,Y",) uma ) -dlgebra. Uma relagao C sobre A diz-se uma ¥ -congruéncia se

(i) C € uma relagao de equivaléncia

(1i) para todo f € )~ ,, se (a,d') € C, entao (f(a), [(a')) € . Denotando por A/C
o conjunto das classes de equivaléncia induzidas por C' e por [a]¢ uma classe de
equivaléncia, isto é, [alc = {a’ € A|(a,a’) € C}, A/C = {[a]c|a € A} torna-se
uma ) _-algebra definindo sobre A/C as aplicagoes por

Taje(ldle) = [fala)le
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6.1.16 Proposicao

(i) (A/C, X 4c) € uma Y -algebra

(i1) A injegao natural in: A — A/C definida por
in(a) = [a]e é um ) -homomorfismo.

Prova: (i) I suficiente mostrar que a definigao de fajc, dada acima, de fato define
uma funcao. Deve-se mostrar, portanto, que o resultado nao depende do particular
representante [a]c escolhido. Seja o' € [a]c, entao (a',a) € C'. Como C é uma ) -
congruéncia segue que (f(a), f(a')) € C, ou seja, f(a') € [f(a)]c.

(11) Imedijato

6.1.17 Exemplo

Seja A ama ) -algebra. Para t,t' € Ty defina t =, U’ se e somente se 14(t) = 14(t').
=4 ¢ uma relagao de equivaléncia sobre Ts. Além disso ela é uma ) -congruéncia, pois
se f € ), entao ia(fro(t)) = fa(ia(t)). Portanto se 14(t) = 14(t'), entdo i4(fr.(1)) =
tal fre(t')), isto é, & =, t' implica fr.(8) =4 [ro (1)

Pretende-se usar o conceito de Y -congruéncia, principalinente, sobre Tx. Se C ¢é
uma ) -congruéncia diz-se que a Y -dlgebra A salisfaz C se i4(1) = i4(t') sempre que
(t,t') € C. Ou seja, A satisfaz C' se e somente se todos os pares de termos que sio
equivalentes com respeito a C' sao identificados quando interpretados em A. Seja C(C)
a categoria de todas as )_-algebras que satisfazem C'.

6.1.18 Teorema: Inicialidade para Congruéncia

A Y -dlgebra Ty /C é inicial na categoria C(C).

Prova: (a) Mostra-se-a primeiro que 7x/C" € C(C7). A injecao in : Ty — Ty /C é
um ) -homomorfismo. Como Ty, € inicial na categoria de todas as Y -dlgebras cle deve



coincidir com i1, /¢. pois este é inico. Portanto, seja (t,t') € C. Entao

itgie(t) = [tle = [t]e, pois (t,1) € (
= iTg;“C(t:]

(b) Seja, agora, A € C(C). Defina h : Ts/C — A por h([t]c) = 14(l). Esta funcao
esta bem definida, pois se t’ € [t]¢, entdo (t,t') € C e iz(t) = i4(1') devido ao fato de
que A satisfaz C'. Além disso, h é um Y -homomorfismo desde que

h( fryc([tle)) = R([f(t)]c) = 1a(f(t)) = fa(ia(t)) = fa(h([t]c))

(c¢) Falta mostrar que h é o dnico homomorfismo de Ty/C em A. Para isso scja
) : Tg/C — A um outro }_-homomorfismo. Defina 2y : Ty — A por o',(1) = h'([t]c).

Entao #4(fr5(t)) = K'([f(t)]c) = R (fry/c(t)) = fa(h'([tle)) = fa(¥'(t)). Portanto oy ¢
um 3 _-homomorfismo. Entretanto Ty € inicial na categoria de todas as ¥ -algebras o
que implica que 2/, deve coincidir com /4. Segue que I'([t]c) = ¢/,(t) = 14(t) = h([t]c).
isto é, h' coincide com h. '

0

Observe que este teorema é uma generalizagao do Teorema 6.1.12. Para obter este
teorema basta tomar a y_-congruéncia trivial, a identidade, que nao iguala nenhum
termo.

Seja X' um conjunto de varidaveis. Usa-se x,r.x3,... para indicar qualquer ele-
mento de X. I possivel extender qualquer tipo de operagoes Y a um novo tipo de
operagoes y_(.X), que tem todos os simbolos de fungao de )~ e, além disso, cada x € .\
¢ um simbolo de fungao de Y (X), de aridade 0. A notagao ) (X) tem como obje-
tivo enfatizar que as novas constantes desempenharao um papel especial no que segue.
Usa-se, também, a notagao Tg(X) para denotar a algebra dos termos para o tipo
de operagoes 3 (X). Os termos de Ty estao também em Ty(X). De ora em diante,
qualquer referéncia a termos, ou mais precisamente a Y -termos, pretende-se signifi-
car elementos de Ty, os quais, também, sao chamados termos fechados, pois eles nao
contém variaveis. Os elementos de Tx(X) sao chamados termos abertos.

Equagoes, agora, sao simplesmente pares de elementos da algebra dos termos
Te(X). Por exemplo,se 3 = {zero, suce, Pred, plus} entao, Pred(suce(a)), suce(Pred(ae))
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¢ z sio termos de Tx(X) se x € X. A algebra Ty(X) tem uma significancia analoga a
Tx.

Seja A uma Y -dlgebra. Uma A-alribuigdo para X é uma fungao py : X — A.
Assim p,4 associa a cada variavel € X um elemento ps(z) € A.

6.1.19 Teorema

Seja A uma ) -dlgebra e p4 uma A-atribuicio para X. Entao existe um tinico ) -
homomorfismo iy : Tg(X) — A tal que ha(z) = pala).

Prova: A prova deste teorema ¢ andlogo a do Teorema 6.1.12.

(1) Defina h 4 por indugao estrutural sobre os termos em 7v:(.\).

(a) Set € X seja ha(t) = pal(t)

(b) Caso contrario ¢ tem a forma [(t) para [ € ). Neste caso seja ha(f(l)) =
Salha(t)). Entao hy esta definida para todo termo de Tx(X). A prova de que hy
¢ um Y (X')-homomorfismo ¢ andlogo a prova de que i4 ¢ um Y _-homomorfismo
do Teorema 6.1.12.

(i) Scja b 2 Te(X) — A um outro Y (.X)-homomorfismo que coincide com py cm
N, Pretende-se mostrar, por indugao estrutural, sobre {, que A(t) = A'(t) para todo

telv(X).
(a) t € X. Entao h(t) e h'(t) coincidem com p4(1).

(b) Caso contririo ¢ tem a forma f(t') para algum f € 3. Portanto

M f(t") = fa(h(t')) pois h é > -homomorfismo
Sa(h'(t")) por inducao estrutural
= QW'(f(1")) pois A’ ¢ " -homomorfismo

Il
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Observe que, mais uma vez, este teorema pode ser visto como uma generalizagao
do Teorema 6.1.12. Ele pode ser obtido fazendo-se X' = ¢. A esséncia do teorema
acima pode ser expresso dizendo-se que todo ) -termo com variavel pode ser avaliado
ou interpretado de modo tinico numa ) -algebra A, se cada varidvel esta associada a
um elemento de A. Por abuso de notagao denota-se o Y -homomorfismo do teorema
anterior por p4. Observe que p4 quando aplicado aos elementos de T, coincide com 7 4.
Esta notagao para A-atribuigao nos permite definir, de modo natural substituicao em
termos. Uma substitui¢io é uma Ty (X )-atribuigio, isto é, ela associa a cada variavel
em X um termo em Tx(X). Escreve-se t, para denotar a substitui¢ao p no termo
t e chama-se uma nstanciagao de t. A rigor uma instanciagao deveria ser escrito
como pr,(X), Mas por conveniéncia omite-se o subscrito. Além sisso para satisfazer a
natureza sintatica de substituicoes escreve-se 1, em lugar de p(t). No que segue é usada
a notagao mais comum, qual seja, t[!'/z], para indicar que  é substituido por ¢’ em (.
Se cada p(2) é um termo fechado, isto é, um elemento de T, entiao p é chamada uma
substituigdo fechada e , uma nstanciagdao fechada de t.

6.1.20 Proposigio: O Lema da Substitui¢io

Para toda A-atribui¢io p, e toda substitui¢ao p, a unica extensio da A-atribuigao
paop para Tx(X) ¢é dada pela fungao h(t) = p(t,).

Prova: Iiste lema estabelece que ou se pode fazer a substituigao primeiro em t e em
seguida avaliar segundo p4 ou primeiro avaliar em /1 os termos a ser substituidos ¢

entao avaliar £ segundo esta atribuigao modificada.

A fungao h é obviamente um ) _-homomorfismo ¢ ela coincide com a A-atribuigiao pyop
nas variaveis. De acordo com o Teorema 6.1.19 existe um inico ) -homomorfismo com
essa caracteristica e portanto h coincide com py 0 p como Y _-homomorfismo.

]

Iisse lema pode ser aplicado, em particular, para o caso quando a A-atribuicao ¢
uma substituicdo. Neste caso tem-se que i(po p') = (tp')p.

D possivel, agora, definir o que significa uma algebra satisfazer um conjunto de
equagoes . Para t,t' € Tx(X) escreve-se t =4 t' se para toda A-atribuicao pa,pa(t) =
pa(t"). Quando aplicado aos clementos de Tg(X) isto coincide com a defini¢ao dada
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no Exemplo 6.1.17. Uma ¥ -equagao é um par de termos (£,t) com t,t" € Ty(X).

[iscreve-se esse par na forma t = ',

Uma relagao I sobre Ty(X) salisfaz um conjunto de equagoes [ se para toda
equagao (t,t') € E tem-se (t,1') € R. Uma algebra satisfaz um conjunto de equagoes [
se a relagao =4 satisfaz 2, isto é, para toda ) -cquagao (¢,1') € F e toda A-atribuigao

pa, tem-se pa(t) = pa(t').

6.2 ) -estruturas

Os resultados obtidos para ) _-algebras podem ser generalizadas, permitindo-se relagoes
sobre Ty, diferentes da igualdade. Por isso ¢ feita a distribuicao entre termo e formaula.
Enquanto termos sao expressoes envolvendo operagoes de Y, uma formula é uma ex-
pressao onde aparece uma relagao comparando termos. Os objetos semanticos corre-
spondentes sao ) _-estruturas, que generalizamm Y -algebras. Um tipico alfabeto a ser
considerado é da forma.

Z(.\’) = '[.\’.,fl,fg._..., H|.h’-_g.,...j-'|.,.‘1.-.,..,—1,1’\.\/.::'.@.3,\5,]1

onde

rd . . . . . .
X = {x),29,...} ¢ um conjunto contavel de variaveis

Ty fay ... sao simbolos de fungoes nao logicas
I, Ry, ... sao simbolos de relacoces
PisPay .. sao os simbolos de proposicoes atomicas ou predicados atomicos.

=, ALV, =, e, 3,V sa0 as operagoes logicas.

Deve figurar, também, em 3"(X'), os simbolos de pontuagao que néo serao explici-
tados.

Uma ) -estrutura é um par (D, ), onde
(1) D é um conjunto nao-vazio chamado conjunto basico

(i1) ¥°p € um conjunto de fungoes e relagoes . onde se [ € >~ ¢ um simbolo de fungao
de aridade n, entao fp : D* — D, se It € 5 ¢ um simbolo de relagao de aridade
n, entao Xy é um subconjunto de D",
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6.2.1 Exemplo

Considere o tipo de operagoes ) = {zero, um, plus, igual, div}. Seja =\ a igualdade
usual sobre os naturais, div a relagao “divide” sobre IN, pluspy a fungao soma sobre os
naturais, zeropy € umpy, o zero e o um naturais. Entao

IN,Z , onde Z = {4+ O LNy =Ns divpy } € uma Z-cstrul.ura.
N IN

A tcoria das ) -estruturas pode ser desenvolvida de modo andlogo a teoria das Y-
algebras, com as modificagoes obvias. Essas modificagées sao as que levam em conta os
simbolos de relagées. Por exemplo, ) -estrutura homomorfismo é um %~ -homomorfismo
que preserva as estruturas extras de relagoes.

Sejam (D,,ZD‘) e (1)2,21)2] Y -estruturas. Uma fungdo h : Dy — Dy é uma

S -estrutura homomorfismo se:
(i) Para cada f € )7, de aridade n, h( fp,(dy,...,dn)) = [p,(k(dy), ..., h(d,)), onde

(11) Se (dy,...,d,) € Rp, onde R € 5 é um simbolo de relagao de aridade n, entao

(h(dy),... h(d,)) € Rp,.
Uma ) -estrutura isomorfismo é uma Y _-estrutura homomorfismo que é bijetivo.

6.2.2 Proposigao

Seja (D,Yp) uma ) -estrutura ¢ pp uma D-atribuigao para X, entdo existe um inico
Y _-estrutura homomorfisino hp : L — D tal que hp(z) = pp(x) para todo z € X,
onde L ¢ a linguagem gerada pelo ) -célculo.

Prova: E uma extensao imediata do Teorema 6.1.12.



O homomorfismo da ) -estrutura, hp, desta proposicao coincide com aquele dado
no Teorema 6.1.12 quando a ) -estrutura é simplesmente uma ) _-algebra. Se X = ¢,
existe um tnico homomorfismo da ) -estrutura L em D. Caso contrario, isto é, X # ¢,
pode existir uma infinidades de tais homomorfismo.

Desse modo as linguagens a ser consideradas se caracterizam como segue:

(1) Um alfabeto H(X), como acima.
(2) A gramadtica é constituida de regras para gerar L, os quais sao divididos em duas
categorias sintaticas: termos e formulas.
O conjunto dos termos é gerado pelo seguinte calculo:
(i) T%i € X, (1) =, @ é um termo atomico ou constante,
(i) 7=~ onde {;,...,t, sao termos e [ € Y tem aridade n.

Jltytn)?

O conjunto Form(L), das formulas da linguagem L é gerado pelo seguinte calculo:

(1) F;J:-I_’t—] para todo simbolo de relagao n-dria R € 3 e todo t; € Tk.
(I73) 7+ bara todo predicado atomico F;.

(J4) 7o of 5B - wp . sp ' a . _a )
3T (=6) (and) (avh): (a=0)' (a®B)' (3za)' (Yra)®

para todo a, 3 € Form(L), para todo x € X.

Regras de igualdade:

= e T lEl gt e Tp  SStit=tl gy yngn oo

1= ==L t=t"

ty=t],...,tn=t}

Mot Te oy Para todo f € Y., de aridade n, (Substituigao)

Byt e sluipne B

t=t'

lpaty Poid toda substitui¢ao p (Instanciacao)
=y Para toda equagao (1,t') € L. (Equagoes)
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Regras da desigualdade <:

I'E?' t e Tz:; t(l',t'(t", {, t’, " € TE! <t <t,t,t' € TE-

t<e t=t!
f(:jii:{t’) para todo f € 3. (Substituigao)
I;:::p para toda substituigao p (Instanciagio)

Se x € X, define-se por recursao o que significa uma variavel ocorre livre numa
formula a € Form(L) como segue.

(a) Para a atomica, r ocorre livre em a se z ocorre em a.
(b) z ocorre ivreem a A J,aV B,a = B ¢ a & B se x ocorre livre em a ou f.
(¢) x ocorre livre em (—a) se x ocorre livre em a.

(d) y ocorre livre em Yaa ou Jea se y ocorre livee em a e y # x.

Denota-se por IV (a) o conjunto das variaveis livres de a. Uma sentenga pode ser
definida como ama [ormula sem variaveis livres. Uma formula com variaveis livres
é também chamada formula aberta, caso contrario ela pode ser chamada féormula
fechada. Se as variaveis ry,...,r, sdo variaveis livres em a, isso pode ser indicado
por a(xy,...,x,). Observe que o conceito de varidvel ligada, uma variavel que nao é
livre, ¢ um conceito relativo a um quantificador. Por isso numa formula uma variavel

pode ser livre e ligada, simultancamente. Por exemplo, na formula
a=Yy(r >y AVe(olx) = aly)) A B(x,y)),

a ocorre livre em a, mas relativo a Yo @ ¢ ligada. Ou seja, z ocorre ligada na sub-
formula Yz(a(x) = aly)). Por outro lado, y nao ocorre livre em a. Neste caso diz-se
que y € ligada em a. Sc x ¢ mma variavel ligada em a, o nome “z” da variavel nao ¢é
importante, é o que se chama varidavel muda. Qu seja, pode-se troca-la na formula sem
alterar scu “significado™. Por exemplo, seja a [6rmula o = Ya(z = 2y Asen’z +cos*s =
l). Trocando a variavel & por z, em «, indicado por afz/z], a férmula resultante.

alz/r] =Vz(z =2y A sen’z + coslz = 1)

nao altera seu significado. Observe que @ nao poderia ser trocado por y, em a, sem

alterar o seu significado, pois a expressao aly/z] = Vy(z = 2y A sen’y 4 cos*y) ¢ uma
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sentenca falsa no dominio (IN, 4, <) dos naturais, enquanto a expressao original, sendo
uma férmula seu valor verdade depende de uma interpretagao. Ou seja, ela é apenas
possivel de tomar um valor verdade. Isto ocorreu porque quando da substitui¢ao da
variavel z por y, a variavel y que era antes livre foi ligada pelo operador Vy. Neste caso
diz-se que & nao é substituivel por y. Observe que na formula original a, y € substituivel
por t pois

alt/y] = Va(x = 2t A sen*z + cos’z = 1) tem o mesmo significado que a

6.2.3 Definicao: Satisfatibilidade

Seja L uma linguagem e a € Form(L). Diz-se que a é satisfativel ou verdadeira na
interpretagao I = (D, )" ) para a atribuigao de varidveis a. cuja notagao é [ =, a, se
sao satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Se @ ¢ uma formula atomica R(xy,...,%,), entdo [ |=, a se e somente se
(va(Z1),...,vu(x)) € Rp, onde v, : T(X) — D ¢ a extensao de a e T'(X),
garantida pelo Teorema 6.1.9

(11) Se @ = Jz23(x), entao
I k=4 « se e somente se existe d € D tal que B[d/r] ¢ verdadeira, onde 3(d/z)
simplifica 8[d/a(x)]
(1) Se a = Vaf(x) entao I |=, a se e somente se para todo d € D, 3[d/z] é verdadeira.
(iv) I ' lEa a A fsecsomentese | =, acel =, 3
I =, aVfseesomentese I =, aoull=, /3
I =, a = 3 se e somente se quando [ |=, a entao [ =, 3
I Eoa & fseesomentese | =, a= el f=a

| k=, (—a) se e somente se [ £, a, isto é, nao é o caso de [ =, .

6.2.4 Definicao: Modelo

Quando I |=, o diz-se que o par (I,v,) ¢ um modelo para a 6rmula a. Um modelo
para o conjunto I' de formulas é um par (I,v,) que é modelo para cada a € I'. Neste
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caso a notagao é I |, I.

Observe que s6 se pode caracterizar um modelo por um par (I,v,), pois pode
acontecer que (/,v,) seja um modelo para a e para uma outra atribuigao a' : X —
D,(I,v,:) nao seja modelo para a. Considere, por exemplo, uma linguagem onde a
interpretagao seja (IN, <). Considere a atribuigao a : X — IN tal que se z; € X =
{zy,22,...}, entdo a(x;) = 1. A férmula z; < z;4, € verdadeira em IN, para essa
atribuigao , isto é, (IN, <) |, @i < 41, pois t < 2+ | paraz = 1,2,.... No entanto
para a atribuigao a'(v;) = 1 para todo x; € X, tem-se (IN,<) Fur @, < x,41. Isto 56
acontece porque a e a’ sao definidas diferentemente para as variaveis livres de 2, < z;4,.

6.2.5 Proposicao

Seja a(z) uma férmula com variavel livre z. Sejam a e ¢’ duas atribui¢oes de variaveis
tais que a(x) = a'(x), isto ¢, concordam nas variaveis livre z. Entao (/,v,) ¢ modelo

de a se e somente se (1, v, ) também é.

Prova: Basta mostrar para o caso onde a(z) € uma [ormula atomica, os demais ¢iao
obtidos atraves do homomorfismo v,. Observe que nao ¢ preciso considerar o caso
Yza(r) on Jralr), pois estas [ormulas nao tem x como variavel livre. Suponha que
a(r) = R(r) ¢ uma formula atomica. Como a(x) = a'(z) segue que vy(z) = vy(x) e
consequentemente [2p(va(r)) se e 56 se Rp(va(z)).

B
Ilm particular isso ¢ verdade se o nao tem variaveis livres, isto ¢, @ ¢ uma sentenqa.
6.2.6 Coroliaro

Seja a nma sentenga. Entiao para uma interpretacao / da linguagem L.

(i) Ou [ satisfaz a para toda atribui¢ao «, isto é, (I,v,) ¢ modelo para a,

(i1) Ou I nao satisfaz a para nenhum a.
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Quando a é uma sentenga e (/,v,) ¢ um modelo de a basta dizer que I € um
modclo de a, indicado por I |= a, sem explicitar, necessariamente, a atribuigao.

6.3 Logicas

Seja L uma linguagem. Os objetos de L estao separados em duas categorias sintaticas,
os termos e as formulas. Uma logica sobre L é um subconjunto proprio de formulas de
L, aquelas féormulas que sao verdadeiras em todas as interpretagoes de L. Em outras
palavras, aquelas férmulas cuja verdade depende da forma e nao da interpretagao.

6.3.1 Defini¢ao: Consequéncia Logica

Seja L uma linguagem e T um conjunto de formulas de L. Diz-se que a formula a ¢
uma consequencia logica de T, cuja notagao é T |= a, se todo modelo de T' é também
modelo de a. Uma logica sobre L com conjunto de aziomas I', é o conjunto T" = {a €
Form(L)|I' | a}, isto é, é o subconjunto T" C Form(L) tal que se @ € Form(L) e
I'E a,.entaoa € T.

Seja L uma linguagem formal e Form(L) o conjunto das férmulas de L. Para
definir uma logica sobre L é preciso isolar um subconjunto de L. A seguir pretende-se
fornecer um algoritino para isolar esse subconjunto. Seja FC P(Form(L)) x Form(L)
uma relagao sobre Form(L) tal que se I' C Form(L) e a € Form(L) tem-se I' F « se
(I'.a) eF. Escreve-se A,I'F a em lugar de AUT'F ae I'ya - # em lugar de ['U {a} +
3. Usa-se as letras gregas maiisculas T', A, ... para representar conjunto de férmulas
enquanto as formulas sdo representadas por letras gregas minusculas a, 3,7,.. .

6.3.2  Definicao: Consequéncia Sintatica

Uma relagao FC P(Form(L)) x Form(L) diz-se uma relagio de consequéncia sintdlica

ou uma relagao de derivabilidade se satisfaz as seguintes propriedades:
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(i), aela (reflexividade)

(1) aFpeflFy=>at~y (transitividade)
(111) Se vF @, entdo v,AF « (monotonicidade)
(iv) Se I' F a, entao existe [y finito,
I'o CT tal que I'g F a (finitaria)
(v) SeltFa,entio I F a” (preserva a substituigio)

onde * ¢ o homomorfismo de substituicao e I'* = {a"|a € I'}.

LLembre-se que uma relagao 12 sobre um conjunto A diz-se uma pré-ordem sc cla
é reflexiva e transitiva. Se além disso ela € anti-simétrica, ela é uma ordem (parcial).
Portanto, (/'orm(L),F) ¢ uma pré-ordem. Para tornar F uma ordem basta definir
a = Jsecesomente a b Je 3 F a. Com essa identificacao (Form(L),F) ¢ uma
ordem parcial. A propriedade (i1i) da definigao 6.3.2 diz que se deve evitar hipoteses
supérfluas. Usando o fato de que (Form(L),F) é uma estrutura de pré-ordem é possivel

especificar logicas sobre L.

6.3.3 Delinigao: Apresentagao de uma légica

Seja ' C Form(L) uma logica com conjunto de axiomas A. Uma apresentacao de 1" é
oconjunto I’ = AU{R,,..., .}, onde P é um conjunto finito de regras que especifica
1. Diz-se também que 1" ¢ apresentada pelo algoritmo P. Existem, basicamente, dois
estilos de apresentar logicas. O estilo ariomatico, onde a énfase é dado aos axiomas
(regras sem antecedentes) junto com um nimero pequeno de regras propriamente ditas.
O outro estilo, o de dedugiao natural, as regras sdo dadas em pares, uma regra de
infroducao ¢ uma regra de eliminagdo para cada operador logico. A definicao de
prova ¢ analoga a dada anteriormente, isto é, uma prova de que I' F a | isto ¢, de que a
¢ uma couscquencia (sintatica) do conjunto de premissas de I', ¢ uma sequéncia finita
de formulas 4,000, 3, tal que

(I] ,’fn = (r

(11) Para cada B, 1<i<n, g;€l, ou 3 é um axiomas ou 3 é o resultado dos B_:s
anteriores pela aplicacao de uma regra de P.



6.3.4 Definigao: Sistema Dedutivo

Seja L uma linguagem. Seja T' uma logica sobre L com apresentagao P = AU
{Ry,...,R.}. O par = (L,F?), onde - é uma consequéncia sintatica sobre L, é
chamada sistema dedutivo da légica T sobre L. Diz-se, também, que Ff gera 7.

Como em geral, principalmente no estilo de dedugao natural, o que muda para
gerar novas logicas € o conjunto de axiomas, o sistema € representado por }-fi.

6.4 Sistema Dedutivo para a Légica de Predicados e a Légica
Intuicionistica

No que segue sera apresentado o sistema dedutivo, em estilo de dedugao natural, da
logica de predicados classica e intuicionistica. Serda apresentado, também, o estido
axiomatico para a logica classica.

O estilo de dedugao natural é caracterizado por dois fatos basicos. O primeiro deles
¢ 0 uso, em certas regras, de hipoteses. Essas hipoteses sdo internas a derivagao e nao
deve ser confundidas com premissas. Uma hipotese é somente para ser usada com o
proposito de derivar um resultado particular determinado pela regra que motivou sua
introdugao. Cada hipdtese tem um escopo que vai da linha na qual ela é introduzida até
a linha antes da regra na qual ela ¢é descartada. Assim a hipotese nao deve ser usada
fora do escopo. Desse modo, a definicao de prova dada acima, deve ser ligeiramente

modificada de modo a permitir a acomodagao de hipéteses, além de premissas.

Uma segunda caracteristica do estilo de deducao natural, consiste no fato de que
as regras aparecem em pares. Uma regra para introduzir o operador légico (denotado
lop) e outra para elimina-lo (denotado I op). Abaixo é apresentado as regras que
apresentam a logica de predicados classica.

Seja L uma linguagem (de 12 ordem) cujo alfabeto é (X )={X, fi1, f2,..., %1, Ry,
sieviiy By Py =y NG NG = 455 V] como apresentada anteriormente. As regras que
apresentam a logica de predicados classica, onde o, 3,y € Form(L),x,y € X.

ZEUN); =2E(EN), 2E(EA)
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O‘ﬂﬁ‘ﬁ:ﬁ'u(‘t ¢>); E‘_:_g_;_:(!_“l <:>). 0{3.’_?(1.;:2 <:>)

(=) 225(E-)

L'I'!I!

(IV) se x nao ocorre livre em qualquer das hipoteses da prova de o(z).
Vzo(zx)
v ; ~ ! .
%%IJ[EV) para qualquer termo ¢, Em particular ¢ pode ser livre em uma das
hipdteses usadas na prova da formula do antecedente.
a(l)

3‘:.'0(1:)“3)

Jra(x)

e (£3) para qualguer varidvel y que nao é livre em qualquer das hipéteses da
prova de formulas do antecente.

No sentido de esclarccer as regras (I =), (EV) ¢ (1-), nas quais sao introduzidas
hipéteses, porém logo e seguida descartadas, indicada pelo colchete [ ], considere,
como exemplo, a regra (I =). Quando se pode deduzir a = 87 Um modo de deduzir
esta formula é apresentar uma prova de 3 na hipotese «. Uma vez dada tal prova
tem-se a = /3, o qual, é claro, nao possui mas a hipotese a. Ou seja, a hipotese foi
descartada, indicada por [a]. Desse modo,

[a]

3 ; i - i . :
——7— pode ser lido como “tendo uma prova de 4 na hipotese de a, tem-sc
a = [, destacando a hipdtese a”.
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A regra (V) é uma formalizagao da idéia de que se uma lei vale para todos, entao
em particular vale para um individuo escolhido arbitrariamente. A regra (/V) tem a
seguinte explicagio. Suponha a afirmagio de que cos’z + sens = | é verdadeira, para
z € IR. O que se afirma, de fato, é que Ya(cos’s + sen®z = 1). A restri¢ao nesta regra
pode ser explicada como segue. Suponha que para provar a formula a(z) = Vz(z <
axVz 2 0) foi feita a hipétese de que = > 0,z livre. Entao a sentenga Vra(z) nao é
verdadeira, basta testar para o caso * = —2. A regra (F3) é tao sutil quanto a regra
(1¥). De fato, o que se pode deduzir de 3za(z)? Apenas que existe um objeto com a
propriedade a. Deve-se dar um nome a esse objeto e tomar cuidado com éle. Suponha
que se afirma a(y). Tudo que se pode assegurar sobre ésse y na base de Jza(x) é que
éle tem a propriedade a. Ou seja, nao se deve fazer nenhuma outra hipotese sobre éle.

O sistema dedutivo FPV “onde L é a linguagem acima ¢

DN = {IA,ElA,EgA,LV,!gV,EV,)’ =>,E =>‘j <=>,1‘:1 ‘;::’,E-g ,
I~, E~~, IV, EV, I3, E3)

gera a logica de predicados classica.

Al

6.4.1 Exemplo

FfN -aV a

Prova
(1)  =(-aVa) hipotese
(2) «@ hipotese
(3) ~aV (2,1Vv)
(1) ~(—~aVa) copiade (1)
(5) —a (2,4,1-)
(6) ~a Va (5,11V)
(7) —=(~aVa) (1,6, Iﬂ)
(8) —aVa (7, E-=)

Considere, agora, o seguinte esquema de axiomas, para todo a, 3,5 € Form(L)

201



(A)) a=(8=a)

(A2) (a=(B=1)) = ((a=f)=(a=17)

(A3) (ma=-8)= ((~a= )= a)

(A4) Vz(a= B)= (a = Yza), onde z € I'V(a)
(As) Vza(z) = a(t),onde x é substituivel por t em a.

Regras: M P L’—;ﬂ—?

GEN ﬁ%, onde x nao é livre em qualquer premissa que foi usada na prova de
a(zx).

Fazendo AX = {Ay, Ay, As, Ag, As, MP,GEN}, entao F{'X é o sistema dedutivo,

em estilo axiomatico, da logica de predicados classica.

Dois resultados fundamentais da logica de predicados classica sao os teoremas da
compacidade e da completude. O teorema da compacidade alirma que se 1" ¢ umn
conjunto de formulas tal que I'  a entao existe I'y C I' finito tal que I'g + a. Isto é a
propriedade finitaria de -. O teorema da completude assegura que I' = a se e somente
se I'F a.

A logica de predicados classica, LPC. sobre uma linguagem (de la. ordem) L ¢
um subconjunto préprio de Form(L). lim particular, a logica sentencial classica ¢é
um subconjunto préprio de LPC. Nao existe, porém, nenhuma evidéncia de que os
inicos subconjuntos proprios de L sejam somente esses dois.  De fato, muitos ou-
tros subconjuntos proprios de interesses foram definidos ¢ investigados quer por meios
semanticos (légicas multivaloradas) quer por meios sintdticos (a logica intuicionistica.,

por exemplo).

Considere, por exemplo, a tautologia a V —a, conhecida em LPC, como a “lei do
terceiro excluido”. Devido a esta lei ao matematico lhe é permitido fazer argumentos
como o seguinte.” Os nimeros algébricos formam um conjunto contavel. O conjunto
dos niimeros reais nao ¢ contavel. Logo existe nimeros reais nao-algébricos”. Alguns
matematicos nao aceitam esse argumento porque nao sao exibidos os objetos que se
argumentam existirem. lista critica leva a completa rejeicao da lei do terceiro excluido
e portanto da logica de predicados classica. O resultado é o aparecimento de logicas
construtivas, como a logica intuicionistica.

A partir do ponto de vista construtivo de logica, conviverm duas concepgoes de

202



semantica. Uma mais tradicional devida a Tarski e outra mais recente devida a Heyting.
Na concepgao Tarskiana o conectivo “V” ¢é traduzido por “ou”, o conectivo “A” por “e”
e assim por diante. Ista interpretagao nao nos diz particularmente nada a respeito dos
conectivos 16gicos. Talvez tenha sido por isso o sucesso operacional dessa abordagem.
A tinica coisa que interessa de uma sentanga, nessa abordagem, é a sua denotacgao I
(falso) ou V (verdadeiro). Assumindo conhecidas as denotagoes das sentengas atomicas
a e f e usando as tabelas-verdade encontram-se as denotagoes das sentengas compostas,
—a,aV fB,ahf,a= Beas f. A denotagao de Yza é V se para todo d no dominio
de interpretagao, a[d/x] é V, enquanto a denotagio de Jza é V se existe d tal que
ald/z] é V.

A concepgao Heytiana, por outro lado, nao pergunta quando uma sentanca « é
verdadeira, mas sim “qual é a prova de a?” Isto significa modelar nao a denotagao de
a, mas sua prova. Desse modo

I. Para as sentencgas atomicas assume-se conhecer intrinsicamente o que é um prova.
Por exemplo, lapis e papel serve como uma prova da sentenga “9 x 10 = 90”.

[

Uma prova de a A # € um par (p, ¢) consistindo de uma prova p de a e uma prova

q de 3.

3. Uma prova de a V 3 é um par (i,p) com2 =0, e p é uma prova de a,out =1, e
p € uma prova de j.

4. Uma prova de a = § é uma funcdo f, que mapeia cada prova p de a, em uma
prova f(p) de £.

5. Em geral, a negagao —~a é tratada como a = f, onde fé uma sentenga que nao
existe prova para ela.

6. Uma prova de Vza é uma fungdo [ que mapeia cada ponto d do dominio de
interpretagao a uma prova [(d) de ald/x].

7. Uma prova de 3za é um par (d, p), onde d ¢ um ponto do dominio de interpretagao
e p é uma prova de a[d/z].
Por exemplo a sentenga a = a, é provada pela funcio identidade que associa a

cada prova p de a, a mesma prova. Por outro lado, o que seria uma prova de —a V a?
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Seria uma prova de a ou uma prova de —a e isso nao é possivel, em geral. Portanto, a
semantica de Heyting corresponde a uma outra légica, que nao é a légica de predicados

classica, a qual é chamada ldgica intuicionistica.

A ldgica intuicionistica ¢ uma variante da logica classica no sentido de que ambas
as apresentagoes compartilham de um conjunto de regras comuns. No que diz respeito
a apresentacao a diferenca entre as duas logicas € muito pequena. S6 diferem nas regras
relativas a negagao. Por isso as regras que especificam a negagao em LPC sera chamada
negagao classica, enquanto aquelas que especificamn a negagio na logica intuicionistica

sera chamada negacao intuicionistica.

Considere as seguintes regras para a negagao

—-a,a, @ B,-p
3 (=), ——(E-), (RAA)
. 0 -a
Entao
negagio classica = E--+ RAA
negagao intuicionistica = FE-+ RAA

Fazendo DNI= conjunto de todas as regras que aparecem em DN, para LPC, subs-
tituindo as regras da negagao cldssica pelas regras da negagao intuicionistica obtém-se
uma apresentagao da logica intuiciontstica. O sistema I-ENI é o sistema dedutivo da
[ogica intuicionistica.

r

Considerando que =a A a = [ a regra (=) pode ser escrita por ==(7-), ou mais

4] b

precisamente et [-).

Considerando que —a A a = f, a regra (I—) pode ser escrita por :?E(Eﬁ}.

6.5 A Linguagemn das Assergoes Afirmaveis e Refutaveis

Iista se¢ao visa justificar o uso de topologias como semanticas de linguagem das ob-

servagoes finitas. Para isso sao investigadas propriedades que asser¢oes devem ter.

Considere, por exemplo, a scguinte asser¢ao: “Pedro tem olhos azuis”
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Uma pergunta ébvia é: “é isto verdadeiro ou falso”? Uma possivel resposta ¢ dada
examinando-se os olhos de pedro. Se ninguém presente é capaz de constatar a veraci-
dade ou falsidade desta assercao, contrata-se um especialista em cores. Se por outro
lado, pedro nao esta presente para ser examinado, manda-se busca-lo. E um fato que
esta asser¢ao pode sempre em principio ser confirmada ou nao com uma quantidade
finita de esforco, num tempo finito. Se, de fato, pedro tem olhos azuis diz-se que esta
assercao foi confirmada, caso contrario diz-se que ela foi refutada.

Note que afirmagoes ou refutacoes sao feitas na hipétese de que é possivel se observar
os fendmenos expressos nas assergées. Uma observagao deve ser feita num tempo finito
apos uma quantidade finita de esfér¢o. Observagoes satisfazendo estas condigoes serao
chamadas, de ora em diante, observagées finitas.

A assercao “Pedro tem olhos azuis” é ao mesmo tempo afirmavel e refuldvel.
Constatando-se a veracidade desta assercao ela nunca pode ser refutada, mesmo assim
diz-se que ela é refutavel, pois é possivel se descrever circunstancias sob as quais ela
poderia ser refutada, mesmo sabendo que todas essas circunstancias sao impossivels.
Afirmabilidade e refutabilidade siao determinadas pela forma da asser¢ao, enquanto
verdade e falsidade sao determinadas pelo modo como elas se relacionam com a reali-
dade.

A asser¢ao “algumas criangas tem olhos cor de rosa” ¢ alirmavel mas nao é refutavel.
Para afirma- la basta encontrar uma crianga com olhos cor de rosa. Para refutd-la
deve-se encontrar todas criangas do universo e checar que seus olhos nao sao cor de
rosa. I preciso estar seguro de que nenhuma crianga foi deixada sem exame. para
completar deve-se checar todas as criangas do passado ¢ do [uturo. E ¢bvio que esta
assercao nao € refutavel.

Considere a asser¢ao “todos 0s corvos sao prétos”. Isto talvez seja verdadeiro, mas
nao ¢ afirmavel. No entanto, para refuta-la basta encontrar um corvo que nao seja
preto. Ou seja, ela é uma asser¢ao refutavel. “José tem exatamente Im e 80cm de
altura” nao é uma asser¢ao afirmdvel pois nunca pode-se medir com tal precisio. Ela
¢ refutavel pois pode-se medir sua altura dentro de uin intervalo entre Ime 70 e Im e
72 cm. A asser¢ao “José tem de altura entre Im e 70cm ¢ Im e 7T2cm” é afirmavel e
refutavel.

A linguagem logica das asser¢oes afirmaveis ¢ refutaveis
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Uma linguagem légica tem como objetivo nos fornecer uma descricao dos conectivos
tais como “e”, “ou”, “nao”, “se...entdo”, etc. No que segue sera examinado, de forma
sistematica, o que acontece quando se usa esses conectivos com assercoes afirmaveis
ou refutaveis. Pretende-se responder questoes tais como: € a composta, segundo esses

conectivos, de assercoes afirmaveis (refutaveis) também afirmavel (refutavel)?
1. Negagao (Nao, )

Refutar uma asser¢ao P é o mesmo que afirmar sua negagao —P. Afirmar P é
o mesmo que refutar ~P. Portanto a negagao transforma assergoes afirmaveis em
refutaveis e vice-versa. Como consequéncia se pode falar de asser¢oes refutdveis,
tomando-se sua negagio e falando-se em assergoes afirmaveis. Por isso é possivel se
focalizar a atengao apenas em asserc¢ocs afirmaveis.

Tome, como exemplo, a assertiva P = “alguns corvos sao nao pretos”. Isso € afirmavel,
mas nao € refutavel. Por outro lado, =P é equivalente a “todos os corvos sao pretos”,

que é refutavel mas, nao afirmavel.
2. Disjungao (ou, V)

Se ambos P e () sio afirmaveis, entdo pode-se afirmar PV Q (P ou Q) ou afirmando
P ou afirmando (). Logo P V () é afirmavel. Por indugao, a disjungao de um nimero
finito de assergoes afirmaveis é afirmavel. Pode-se ir mais além. Suponha que se
tem uma familia {P;},c) de assergoes afirmaveis, mesmo infinita. Pode-se imaginar
uma disjungao infinita \/ £, para afirmar que um dos P's ¢ afirmavel. Portanto, a

disjungao qualquer de asser¢oes afirmaveis ¢ afirmavel.
3. Conjungao (e, A)

Se P e Q) sao afirmaveis, pode-se afirmar P A () afirmando-se ambos P e Q. Logo
P A Q é afirmavel. Usando indugao finita pode-se afirmar que A; P;, se {P;} é uma
familia finita de assercoes alirmaveis. No entanto se {/%} é infinita, afirmar A, P; ¢é
afirmar cada P; e isto tomaria uma quantidade infinita de tempo. Portanto, qualquer
conjuncao finita de assercoes afirmaveis é afirmavel.

4. Verdadeiro e IFalso
Pode-se ver esses dois como casos especiais. Verdade e falso sendo, respectiva-

mente, a conjungao vazia (A ¢) ¢ a disjuncio vazia (\/ ¢). Lles estao relacionados a
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equivaléncia logica V AP & P & F VP. Eles devem ser ambos afirmaveis como casos
particulares dos dois anteriores.

5. Implicagao (Se...entao, =)

P = Q (“se P se verifica entao também Q") é como uma lei cientifica, e pode ser
refutada em se afirmando P e refutando Q. Se P e Q) sdo ambos afirmaveis, nada se
pode dizer, em particular, sobre P = Q). Por exemplo, tome P uma asserg¢ao afirmavel
e @ falsa. Entao P = () é localmente equivalente a =P o que, em geral, nao é afirmavel.

Logo, a logica das asser¢oes afirmaveis nao deve incluir a implicagao.

[Em resumo, a légica das asser¢oes afirmaveis tem

e disjungoes finitas, incluindo a disjuncao vazia, falso e disjungoes infinitas.

e Conjungoes finitas, incluindo a conjugao vazia, verdade.

Illa nao inclui negagao, implicagao ou conjuncoes infinitas.

6.6 Frame Como Linguagem da Légica Geométrica

A estrutura de frame esta para logica das observagoes finitas ou légica geométrica,
assim como a estrutura de algebra booleana esta para a logica de predicados classica.
Um frame I nada mais é que um reticulado, onde toda familia infinita { 7} C I possui
disjungao, isto é, \/. P; € K. O fato de “\/” ser uma operagao com infinitos argumentos
nao faz com que F deixe de ser uma teoria algébrica, como esta provado em [JOH 82
pagima 40, Teorema 1.2.

6.6.1 Defini¢ao: Irame (Ordenado)

Seja (F, <,0,1) um reticulado. F diz-se um frame se toda familia infinita, {y;};c; CF,
tem supremo, denotado por \/{y:}|i € I}, e satisfaz a igualdade A \/{y:|t € I} =
Vi{x Ayt € 1}, isto é, infimos binarios se distribuem sobre supremos quaisquer.
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De acordo com o Capitulo 2, deste trabalho, um reticulado definido em termos de
ordem possui uma definigao algébrica equivalente. Portanto pode-se definir equivalen-
temente um frame como segue.

6.6.2 Defini¢ao: Frame (Algébrico)

Seja F um conjunto nao vazio, munido de duas operagoes binarias A e V, chamados
infimo e supremo, respectivamente, duas operagoes nularias 0 e 1 e uma operagao
infinitaria, \/, chamada supremo qualquer. (F,A,V,\/,0,1) diz-se frame se satisfaz as
seguintes equagoes para todo x,y,z € F.

Fi(e) zAy=yAz; (b)rVy=yVz (comutativa)
a) sA(yAz)=(@Ay)ny; (b)av(yVvz)=(xVy)Vz (associativa)
I3(a) zAz=z; (b)aVz=a (idempoténcia)
Fyla) z=zA(zVy); (b)z=zV(zAy) (absorgao)
Fila) eohl=z; (b)x V=2 (e)anl=0aVi=] (leis do elem. neutro)
Fs(a) zA(yVz)=(xAy)V(zAz), (b)azVv(yVv:)=
=(zVy)A(zV=z) (distributividade)
a) eAV{yliel}=\{cAyliel)} (distributividade)

De ora em diante, um frame ¢ a estrutura (F,A,V,V/,0, 1, <) onde (I, A, V,V,0,1)
e (F, <,0,1) sao frames ordenado e algébrico, respectivamente.

6.6.3 Exemplo

(1) Seja X um conjunto nao-vazio ¢ P(.X) a cole¢ao dos subconjuntos de X. Entao
(P(X),N,U,U, 9, X.C) ¢ um frame, onde A =N, U = U (uniao binaria). \ =
(a umao qualquer), 0 = o, 1 = X ¢ <=C (a inclusao de conjuntos).

(11) Seja X' uma espacgo topologico ¢ T a colegao dos conjuntos abertos de X, isto ¢,
a topologia de X. Entao (J7,MU.|J, ¢, X,C) é um frame.

o
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6.7 Os Reais Como uma Légica Geométrica

Juntando-se a defini¢ao de dominio da matematica computacional, como foi apresen-
tado no capitulo 4, e a definigao de ldgica sobre uma linguagem, como apresentada na
Secao 6.3, pretende-se, nesta se¢do, definir os nimeros reais parciais como logica sobre
uma linguagem, cuja semantica é um frame. Como um frame modela uma linguagem
de observagoes finitas, obtém-se, assim, os reais como logicas de observagoes finitas
chamadas logicas geométricas.

Seja (D,C, <<, 1,J) um dominio da matemdtica computacional, com B a base
de D. Sabe-se que para todo d € D, o conjunto {b € Blb << d} ¢ dirigido e d =
Sup{b € Blb << d}. Além disso, todo conjunto dirigido de B tem supremo em D.
Desse modo, existe uma correspondéncia biunivoca entre os subconjuntos dirigidos de
B ¢ os elementos de D. Portanto é possivel identificar cada elemento de D com o
subconjunto dirigido de B do qual ele é supremo, assim d = {b € B|b<<d}. Sabe-se
que se by, by, € B e by, by € d, entao Sup{by, b2} = by A by, inf{b;,b,} = b, Vb, € d.
[ facil ver que se {b;} C d é uma familia qualquer, entio inf{b;} = V. {b} € d.
Tem-se, também, que L€ d. Além disso, se b € d e ¢ C b, entao ¢ € d. Portanto,
para cada d € D, d = {b € D|b << d} seria uma logica das obscrvacgoes finitas. A
pergunta, agora, seria: qual é o frame do qual cada d € D ¢ wmna logica sobre ele? A
resposta seria: A topologia de Scott sobre D. Observe também que para cada d € D,

d = Sup{b € B|b<<d]}.

6.7.1 Proposicao

Seja (D, C, <<, 1, J) um dominio da matematica computacional ¢ 7g a base da topolo-
gia J, correspondente a base B de D. Entao (J7,0,U,J, ¢. . C) ¢ uma frame.

Prova: Foi visto, No Capitulo 3, que b € B & Th € Jg, onde 76 = {c € D|b<<e¢}.
Por outro lado, by C by em B < Ty € Tb, em J. Tem-se também que by A b, =
To, 0 Tby by v by = Tb, U Tbg; D = T LAALY = u{bili € I}. Como o fato de
by, by € B,{b;} C D acarreta by A by,by V by € Be\/b € D segue que N,U,|J sio
operagoes bem definidas em J e portanto 7 ¢ um frame.
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Tendo em vista que J é exemplo de frame é razoavel se introduzir os conceitos de
base e subbase de um frame. Os elementos de um frame sao pensados como assergoes
e o frame como a linguagem de légicas geométricas. As operagoes A,V,\/,0 e | sao
denominadas conjuncdes (finitas), disjungoes (finitas), disjungao qualquer, falso e ver-
dadeiro, respectivamente. Num frame comega-se de asser¢oes simples e gera-se as
demais assercoes usando as operagoes A,V ¢ \/. As asser¢oes simples sao chamadas
subbdsicas, elas formam a subbase. Na Proposigao 6.7.1 a subbase de [J é o conjunto

{Tolb € B}.

Em qualquer frame as etapas de geracao dos elementos podem ser dadas por:

tapa 1: Conjungoes finitas de elementos subbasicos.
Etapa 2: Disjungoes quaisquer (finita ou infinita) de conjungoes finitas de elementos subbasicas.
[Stapa 3: Qualquer expressao mais complicada pode ser reduzida a uma expressao da etapa
2 usando a lei da distributividade finita ou infinita.
As vezes ¢ melhor dizer que qualquer assercao ¢ uma disjungao de espressoes
subbasicas. Neste caso a subbase é chamada base ¢ os clementos sao basicos.

Dado o frame (F, A, V, /.0, 1, <) sabe-se quesc a.bel, a=bs a<beb<a I

| | = >
possivel descrever os elementos de uma frame por geradores e as relagoes < e = como
segue:

Ftapa 1: Comeca-se com uma subbase (de geradores).

Etapa 2: Constroem-se todas as expressoes possivels em termos da subbase ¢ as operagoes
do frame

[Stapa 3: Exige-se que certas relagoes se verifiquem entre expressoes, como por exemplo,
quea < boua=»

Itapa 4: Deduz-se das relagoes (axiomas) e das leis (regras de inferéncias), quando duas

expressoes sao iguais.

O procedimento, acima, de construir frames a partir de uma subbase motiva a

seguinte construgao. Seja (D, C,<< L,.7) un dominio da matematica computacional
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e Bt a base de D acrescentada de um elemento artificial T, tal que z C T para todo
z € B. Considere o alfabeto Y = {by,by,..., L, T,A,V,\} onde, b;, L, T € Br. Ty;
o conjunto dos térmos sobre 3", é o menor conjunto de expressoes sobre ) gerado pelo
seguinte calculo:

TI'T,(J,'EBT; T Foro tl,tzeTg;

L2 e i ;
Ty gty tvta €Ty T tupen tili € 1} C T

Seja (Tg,A,V,V, L, T) a E-agebra (abstrata) associada a linguagem gerada por
esse calculo. Vendo ) como um tipo de operagoes, entao (7,3 ;) é um ) -algebra,
onde

(1) J é a topologia do dominio.

(ii) 3 € dada por:

(a) by é o aberto Tb € Jp para cada b€ B,

(b) Az : T xJ — J definida por Az(A,B)=ANB,A,Be J
¢ N ¢ a operagao de intersegao sobre J.

(¢) Va: T xJ — J definida por V7(A,B)= AUB,A,Be J
¢ U ¢ a operagao de uma uniao sobre J.

(d) V;:P(T) — T definida por Vz({A:]i € 1}) = U{A;|: € [}, onde
{Aili € 1} € J e U é a uniao qualquer sobre 7.

Pelo Teorema 6.1.12 existe um tinico homomorfismo de Ty — J. Por outro
lado, fazendo p7,(b) = tb, para todo b € Br, ¢ usando o Teorema 6.1.9 (para o caso
de X = Br) pg: Br — J pode ser extendido para um tnico Y -homomorfismo
h:Te — J. Logo h: Ty

» T definido por h(t) = Tt é o dnico Y -homomorfismo
de Tt em J. Alémn disso, h ¢ ismorfismo porque existe uma bijecao entre Bt ¢ a base,

{folb € Br}, de J.

Portanto cada elemento de Ty, visto como um objeto sintatico, tem um Gnico
significado em J.



Como Ty e J sao isomorfos e J é um [rame, entao Ty também é um frame. Isto
significa que Ty satisfaz as equagoes Iy — 7 da Definig¢ao 6.6.6 de frame. Além disso,
pode-se definir uma relagao de ordem, C, sobre Ty de modo que (7g,C, L, T) é um
frame segundo a Definigao 6.6.1.

Defina, para 8,8, € Ty, C 1 & h(ty) C h(t), isto ¢, th_- C 1t,. O fato de que

(Tg,C, L, T) é um frame ¢ expresso através das seguintes regras:

" ol . ) Cta 4Ct: ’ Et3,05C
R FiteTy; H-:-*"::Tf;!—?,iniz,iue I; Ralﬂ—&?;%“ﬂ,fnszTs;

Ri: s=teTii, s ow b€ TniusRaninttio it 1 € T;

tataCe
. HCttCe ! o . LCLLETy =
RT . 11 Vi, Ct 1tatlat.€ € )"g, R-E . V{I.IEEI}Et'

Em resumo, seja By = {b;.by,..., L, T},onde B = {b;,b,,..., L} é base de algum
dominio (D,C,<, 1,7). Considere o alfabeto

o= {byby, ..., L, T.A V. \.C, =}, onde b; € B. Seja L a linguagem gerada pelo

seguinte caleulo:

(a) T\, T5. Ty e Ty, calenlo para gerar o conjunto dos térmos, Tk.

(b) As equagoes Fy — F,. da Definigao 6.6.2, caracterizam (T__,A,V,\/, L, T) como
um frame, do ponto de vista algébrica, isto é, identificam elementos de 71%:.

(¢) Ry Ry, ... Rg acrescentado da equagao I sdo as regras para caracterizar
(7%.C, 1, T) como nm frame, do ponto de vista da ordem.

L ¢ uma linguagem cuja sintaxe é o frame (T, A, V,\/,E, L, T) e cuja a semantica
denotacional é o frame (7,0,U,1J, S, ¢, D). Os elementos de Ty sao pensados
como assercoes ou observagoes sobre os elementos de D. Sejaa € Ty ed € D. d
diz-se satisfazer a ou a € verdadeira para d se ¢ somente se d € h(a),isto é,d € fa.
Escreve-se d = a no lugar de “d satisfaz a” (oberve que isso é equivalente a dizer

que a << d. Este ¢ o ponto de vista sintatico que sera apresentado oportunamente).

6.7.2 Proposigao

Sejam a,b € Ty e d € D. Lintao valem as seguintes propriedades:
(iJ)dFanbedlEacdE=Db
(iYdEaVbedl=aondED

|8
b
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(i) d E V{al|i € 1} = d = ¢; para algum «; € 1y
(iv)SedEbeaC bentio d = a
(v) d =L para todo d € D e d £ T para qualquer d € D.

Prova: (a)dEarbedefant)=fanfbedefeedefbedizaed 0.

Os demais itens sao provados analogamente.

6.7.3 Corolario

Seja d € D. Defina T(d) = {a € Tg|d  «}. T(d) C T: é chamada a teoria do

elemento d. T'(d) tem as seguintes propriedades:

(a) a,beT(d)=aNbeT(d)eaVbeT(d)

(b) {aile € I} CT(d) = \V{ai/i € 1} € T(d)

(c)beT(d)eal b= aeT(d)

(d) Le T(d).
Prova: IJ uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 6.7.2. As propriedade (a) - (d)
justificam chamar 7'(d) uma teoria logica. I 6bvio que T'(d) ¢ um subconjunto préprio

consistente de Tv. 7T'(d) é também chamada um teoria légica geométrica de d ou
sumplesmente uma l6gica geométrica de d.

Dados a,b € Ty diz-se que a = b (b é uma consequéncia logica de a) se ¢ somente

se para todo d € D, se d = a, entdao d = b. Lembre-se que se d € D, d = a,d diz-se
um modelo de a.

6.7.4 Proposigao
Sejam a,b e Ty. Entao a = b < b C «.
Prova: Suponha que a |= b. Entao para todo d € D se d |= a, entiao d = b. Ou seja,
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se d € Ta, entao d € Tb. O que equivale a dizer que fa C tb. ComofaCThe bC a

Segue o resultado. A reciproca ¢ analoga.

6.7.5 Teorema da Compacidade

Seja [' um conjunto de sentegas de T e ¢ € Tx. Se I' k= « entao existe b € Ty tal que

b = a.

Prova: Seja I' = {q;|i € I}, com «¢; € Tv. ' |= « se¢ ¢ somente para todo d € D, se
d = a;, para todo ¢, entao d = a. Mas se d |= @, para todo 1, entao d = \/{a,|i € 1}.

Fazendo b = \/{a;|i € I} segue o resultado.

O

Seja L a linguagem para o dominio D construida acima ¢ para d € D considere a
logica T'(d) = d a qual, de ora em diante, sera denotada simplesmente por d. Para se

obter uma apresentagao da logica é necessirio:
(a) Especificar um subconjunto dirigido A C By
(b) Considerar as seguintes regras:

(R1) a; € Ay ELEL(A); HMEL([A) SMEEA)

a,€d’ 1ALEd bed

[a € d] [b € ff]

avhed . :
ce€d ced ; b€
[b; € d] (b€ d]
\V{bi€d) g
b = d L& d =0 bed,alCh }"1 Y-
BV, ——g—l e R ET),

rlE tbed,aCbhla = uEtf a=h
ambed U =) S (b=

Fazendo P = AU {Ry, Ry, IN, E\A, EsA TN, EW N IV IV, EV, T T E
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}, F é o sistema dedutivo para gerar a logica d. Observe que para obter duas logicas
diferentes d e d' basta especificar dois conjuntos dirigidos A e A" de Br. Como a
linguagem ¢é fixa e o conjunto de regras também ¢ fixo, para caracterizar a logica d
basta apresentar o conjunto de axiomas A. Desse modo usa-se apenas o simbolo b

para indicar o sistema dedutivo de uma légica cujo conjunto de axiomas € A.

6.7.6 Teorema da Completude

Sea,be Tg,entao akF b a = 0.
Prova: a - b < bC a(/E) & a = b pela Proposigao 6.7.4.
a

Tendo em vista que d = T(d),T(d) = {a € Tx|d = a},d E a & d € Ta e
ta = {d € D]a<<d} pode-se assumir a regra f}% e dar as seguintes interpretagoes para
“fa<<d”: “a aproxima d”, “a é um algoritmo que computa d”, “a é uma maquina que
armazena d” “a ¢ uma maquina que computa d” “a ¢ uma prova de d”, ete. As regras de
P, acinia, podem ser reescritas, agora, trocando o “€” por “<”. Por exemplo a regra,
%Q(IA) pode ser escrita por %(1/\) e interpretar de modo natural segundo as
sugestoes acima. Neste caso esta regra poderia ter a seguinte leitura: “Se a aproxima
d e b aproxima d, entao a A b aproxima d”. Fazendo D = R, cadar € D, sejar € IR ou
r um intervalo de extremos irracionais, ele pode ser visto como uma légica geométrica.
Para obter-se essa logica basta especificar um conjunto dirigido A, C Q). A sua
apresentagao é A, U {1y, Ro, IN, ExN, EaN IV BNV BV IV EV T C EC T = FE =),

.

L claro que se ry,7; sao logicas, entao (ry,ry) também ¢ uma logica. O mesmo
s¢ pode dizer da unido disjunta de »; e r;. Sabe-se que D; e D, sao dominios, entao
o espago das fungoes continuas de Dy em Dy, [D; — D,], também ¢é um dominio.
Portanto, cada f € [D; — Dy], é também uma logica geométrica. Dados d;, € D, e
dy € Do, f : dy — dj isto é, [ mapeia d, em d,. Esses tipos de transformacoes serao
estudados com mais detallies no préximo capitulo.

Para finalizar este capitulo sera definido uma categoria de fundamental importancia
para o capitulo seguinte. Seja (D, C,<<, L) um dominio da matematica computacional
com base B. Dado, d € D, defina By = {b € B/b< d}. sabe-se que d ¢ By, mas
d = SupBy. Além disso, L€ By. Considerando sd = B, U {d} tem-se o seguinte



resultado.

6.7.7 Proposigao

Para cada d € D, (Sd,C, 1) ¢ um dominio de Scott.

Prova: C é uma ordem parcial, sobre Sd, porque ela é induzida de D. Para mostrar
que Sd é um cpo seja X C Sd dirigido. Se X = Sd entao Sup X =d € Sd. Se X # Sd,
entao X é consistente em Sd. Logo X é consistentemente completo. Como para todo
r € X,z << d segue que Sup X < d. Logo Sup X € Sd e consequentemente Sd é um
cpo. lsto também mostra que Sd é consistentemente completo. Para mostrar que Sd
¢ um cpo algébrico, seja x € Sb. se ¥ = d, entdo a = Sup{b € B/b<< z} = Sup{b €
Sd|b < 2} = Sup{b € Sd|b T 2}, pois, como << é uma ordem forte, b<< 2 = b C z.
Agora, se ¢ # d, entao o conjunto | « = {b € Sd|b C a} é obviamente dirigido e
x = Sup | 2. Isto mostra que Sd ¢ um ¢po algébrico. Por fim, como Sd é um conjunto
enumeravel, a base de Sd, também ¢é. Logo, (Sd,C, 1) é um dominio de Scott.

0O

[issa propriedade nos diz que cada mimero real ou intervalo de extremos reais pode
ser visto como um objeto da categoria SDOM, a categoria dos dominios de Scott. Ja foi
visto anteriormente que essa categaria € bicartesiana fechada e possui objeto reflexivo.
Assim, SDOM é um modelo tanto da calculo lambda com tipo como do célculo lambda
sem tipo. Essa é a categoria mais usada em semautica de programagao. Aqui ela sera
usada para efetuar a computacao da categoria DOM, da matematica computacional.
Como isso vai ser possivel serd objeto do proximo capitulo. Mas a ideia é a seguinte:
Suponha D;,D; € DOM e dy € D,,d> € D,. Suponha que s¢ pretende efetuar a
operacao dy + dy em D, x D,. Entao toma-se a; € dy e ay € dy = (ay,az) € (dy,dy) €
Di XDy = ay+as € dy +dy € Dy € DOM. Como a; 4 a9 é uma operagao em B
é possivel ser feita efetivamente essa computaciao. pots, por hipétese, B é finitamente
representavel. O que resulta é ay + ay < d, + dy, ou seja, é uma representagao do
objeto essencialmente infinito d; + dj. [ claro que a operacao a; + ap € feita na
categoria SDOM, enquanto d; + d;, ¢ feita na categoria DOM. I nesse sentido que se
usara SDOM para se efetuar as computacoes em DOM. Essas computagoes sera dentro
de uma ldgica intuicionistica, objeto do préximo capitulo.
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7 A LOGICA CONSTRUTIVA DA MATEMATICA
INTERVALAR

O objetivo principal desta unidade é a construgao de uma logica intuicionistica para
a matematica Intervalar. Como essa logica é baseada na linguagem lambda, sera ap-
resentada, rapidamente, as teorias classicas do calculo lambda com tipos e sem tipos.
Na secao 1 sera apresentado o calculo lambda sem tipos como uma teoria funcional.
Na secao 2 se abordarda o calculo lambda com tipos como uma teoria de fungoes .
Ista duas secoes estao baseadas nos trabalhos de [BAR 84], [SEL 86] e [MAR 88].
Na secao 3 sera apresentada uma linguagem lambda que unifica os calculos lambdas
com tipos e sem tipos. A referéncia principal desta secao é [PAU 87]. Finalmente,
na secao 4 sera apresentada a Matematica Intervalar como uma teoria construtiva.
Esta segao esta baseada em [PAU 87], [GIR 89] e [BAC 89]. Forain tteis para a con-
cepgao deste capitulo os seguintes trabalhos [BIS 67], [BEE 85], [LAM 86], [LOF 70],
[LOF 75], [LOF 82], [GOL 79] e [COS 90].

7.1 O Calculo Lambda Sem Tipos como uma Teoria Fun-
cional

O célculo lambda de Church [CHU 51] é um sistema formal para se estudar fungoes,
sua defini¢ao e aplicagao. Neste sistema formal uma fungao é apresentada por regras
de transformagao, que modelam sua computacao. Aqui, fungoes sio de qualquer ordem
(fungdes sobre conjuntos, fungoes de fungoes etc.) Este sistema capta exatamente aque-
las fung¢des que podem ser computadas por meios mecanicos ou eletronicos. Embora
essa linguagem tenha sido elaborada antes do computador eletronico, argumenta-se
que ela é um paradigma de linguagem de programacgao funcional. A linguagem de
programagao LISP teve o seu desenho influenciado pela linguagem lambda [PAU 37].

Seguindo [BUR 75], o calculo lambda sera apresentado, inicialmente, de forma

intuitiva para que seja facilitada a compreengao de sua apresentacao formal.

Considere uma fungao f definida por f(x) = 20 + 32 4+ 1. Uma definicio como
esta envolve trés componentes. 1) o nome da funcao a ser definida, que no caso ¢ f. 2)

a variavel z. 3) a expressao no lado direito que determina o valor da fungio para cada

I~
ke
-1



argumento. Usando a notagao lambda de Church, é possivel escrever uma ezpressao
lambda que denota a fungio. A expressao lambda correspondente a fungao f, acima, é

A2 4+ 3z + 1
Portanto, a funcao f, acima, poderia, também, ser escrita por
f=Xe-22*+3z+1

Desse modo, uma expressao lambda da forma Az - M tem duas partes. A parte entre
o lambda e o ponto sera chamada varidvel ligada no mesmo sentido que o “z” na
expressao Yz - a ou 3z - a. A parte seguinte ao ponto sera chamado o seu corpo. A
expressao lambda que resulta quando se prefixa Az a uma expressao M sera chamada
abstragao. E importante distinguir uma expressao lambda como Az - 2z* + 32 + | e
uma expressao como 2z° + 3z 4+ 1. Enquanto o valor da expressao 22® + 3z + 1 é um
nimero obtido quando se sabe o valor de 2, o valor de Ax - 22% + 3z + 1 é uma fungao.
Ou seja, o tipo de 222 4+ 3z + 1 é um real, enquanto o valor de Az - 22? + 32 + 1 é do
tipo (IR — IR), uma fun¢ao de IR em IR.

O lado direito de uma defini¢ao nao ¢ o unico contexto no qual uma expressao
lambda pode ocorrer. Uma expressao denotando a aplicacao da fungao 5 poderia
ser escrito ou por f(5) ou por (Ax - 2x? + 3x + 1)5. Ista expressao contém toda a
informagao necessaria para produzir o resultado. A igualdade (A - 22% 4+ 3z + 1)5 =
(222 4+ 32 +1)[5/x] =2-5°4+3-5+1 = 66 ¢é conhecido como f-conversao, cuja notagao
em geral é (Ax - M)N =5 M[N/z], e é uma forma de converter uma expressao em
outra, muitas vezes mais simples. Observe que o lado direito da F-conversao é uma
substituicao, conforme foi definida no capitulo anterior.

Uma fun¢do de dois argumentos pode ser definida por
( = Av - 222 ¥ 4o 2,2
g(y) = Aa - 22° + dey + By

no qual o lado direito é uma expressao lambda. Quando ¢ é aplicada a um mimero ela
produz como resultado uma fungao. Por exemplo, g(1) = Az-2z2+42+1. Reescrevendo
esta definicio de ¢ usando a regra, dada acima, de mover variaveis de um lado da
igualdade para o outro, a mesma fungao poderia ser definida por

g(y)(x) = 22 + day + 3y* ou g = Ay A - 20 4 day + 3y*

| ]
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Considere a expressio lambda Az - 22? + 3z + y*. O nome da variavel = nesta
expressao ¢ irrelevante, ela pode ser trocada por outra variavel sem alterar o significado
da expressao. A igualdade entre expressoes lambda que efetua essa troca de variavel é
dada por Az - M =, Az.M[z/z], (com a ressalva de que z nao deve ser livre em Az - M)
e ¢ conhecida por a-conversao. A definigao de variavel livre e ligada, assim como as
observagoes decorrentes, sao as mesmas, dadas no capitulo anterior, para expressoes
l6gicas como Jz - a e Yz - a, apenas trocando 3z ou Yz por Az. No exemplo acima
tem-se Az - 222 +3 + y? =4 Az (22% + 32 + y?)[z/a] = Az -22% + 3z + y?, isso porque z
nao ¢ livre em Az - 22% 4 32 4+ ?. O mesmo nao pode acontecer para a variavel y, que
¢ livre nesta expressao ou seja Az - 22? + 32 + y* # Ay.2y* + 3y + y*.

Das observagoes acima pode-se concluir que uma expressao pode ocorrer em trés
posigoes como componente de uma expressao maior:
(1) Na posicao de operador
(2) Na posi¢ao de operando
(3) Como corpo de uma outra expressao lambda.
A expressao lambda é o segundo método basico de montar uma nova expressao.
Desse modo as expressoes na linguagem lambda podem ser caracterizadas como segue.

Uma expressao é ou stmples e neste caso ¢ uma variavel ou uma ezpressao lambda
¢ tem uma varavel ligada e um corpo que é uma expressiao, ou é composta ¢ tem um

opcrador e win operando, os quais sio ambos expressoes.

IZ necessario uma regra para reconhecer quando o corpo de uma expressao lambda
termina. Deve-se usar uma regra de parénteses, ou virgulas. No entanto sera feita a
seguinte convengao. (Az - Ay.x + y)a significa o mesmo que (Az - (Ay - 2 4+ y))a, Az -
Ay - Az.x + y + = significa 0 mesmo que Avyz -+ y + :. A seguir é dada a definigao
formal da linguagem lambda.

7.1.1  Defini¢ao: Termos da Linguagem Lambda

o
.
o
!
I

{z,y,2,%¢0,22, L, f,9,h,- -, 1y f2, ,, A} um alfabeto, onde z = {z,y, z, , 21,
* um conjunto enumeravel de variaveis, f,g,h,---, fi, fo.--+ é um conjunto,

—
o

219



possivelmente vazio, de constantes, - é um simbolo de func¢ao chamado aplicagao. Ty,
o conjunto dos termos da linguagem lambda, ¢ gerado pelo seguinte calculo:

1)< x €Xf 2) =, a constante, 3) '\:i,., MeTe,xeX

4) arny Mo N € Tx.

Convengao de Notagao: (M- N) sera denotada, simplesmente, por MN; Az xy---2,- M
¢ uma notagao simplificada para (Az,(--- (Azp - M)---)) ¢ MNPQ esta em lugar de
((MN)P)Q). E usado, também, o metasimbolo = para representar igualdade sintatica
como, por exemplo, MNPQ = (((MN)P)Q). Convenciona-se, também, que

MN=PQ & M=PeN=Q; \e - M=)y-Ne<<ar=yeM=N

A Y -algebra dos termos lambda, (1%, 7.). possui somente uma fungao binaria, a
aplicagao -7, (além das variaveis e constantes consideradas como fungoes nularias, nao
destacadas, aqui, para nao sobrecarregar a notagao)

Assim, -, : Ty x Ty — Ty é definida por 7. (M, N) = MN. Observe que Az - M
¢ uma notagao, mais legivel, para a fungao -g.(x. M) = « - M. Ou seja, a regra 3),
chamada abstragao , ¢ uma operagao, sobre Ty, a aplicacao.

Exemplos de termos lambda sao: Aa-x*+y: Av-ay; (w(Ax-(Ar-x))). Embora ja se
tenha estudado no capitulo anterior, (com certa profundidade) a fungao de substituigao,
ela sera definida para o caso particular de termos lambda.

7.1.2  Defini¢ao: Substitui¢ao

A substituigio ¢é uma funcao p : Ty x Tv — Ty tal que p(M,N) = M[N/z], onde
M[N/z] é definida por

(i) z[N/z] = N

(11) a[N/a] = a, para qualquer variavel on constante a # x

(i) My May[N/z] = (M [N/z])(Ma[N/z))

(iv) Aa- M[N/z]=Aa- M

(v) (A\y - M)[N/x]) = Ay - M[N/z], desde que y Z 2,y & FV(N)oux ¢ I'V(M)
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(iv) (Ay- M)[N/z]) = Az-M[z/y][N/z], desde que y # z,y € FV(N) ez € FV(M).

Os itens (i) e (ii) iniciam o processo de substituigao, (iii) diz que p é 3 -homomorfismo.
Os itens (iv), (v) e (vi) sdo o caso particular da substituig¢ao para termo da forma Az- M.

Um caso especialmente importante de substituigao é a a-conversao, a troca de

variavel ligada num termo.

7.1.3 Defini¢do: a-conversao ¢ a-congruéncia

(i) Seja P um termo lambda contendo uma ocorréncia de Az - M e seja y ¢ I'V(M).
A agao de trocar este Az - M por Ay - M[y/z] é chamado uma troca de varidvel
ligada em P.

(i1) Diz-se que P é a-congruente a @, ou P se a-converte a (), denotado P =, Q sc
(Q ¢é obtido de P por um niamero finito (talvez nulo) de uma série de troca de
variaveis.

7.1.4 Defini¢ao: -congruéncia

Sejam M e N dois termos lambda. M diz-se 3-congruente a N, cuja notagao ¢ M =, N,
se N é obtido de M apds um mimero finito de substituigoes .

7.1.5 Defini¢ao: 5-conversao ou axioma da Lxtencionalidade

Um termo lambda M diz-se satisfaz o azioma da extencionalidade on o aziomna da

n-conversao se Ax - Ma = (Aa - M)ax =4 M, desde que a2 ¢ FV(M).

7.1.6 Proposicao

Sejam M, N e P termos lambda. Se M e N satisfazem o axioma da n-conversao e

MP = NP, entao M = N.

prova: Basta mostrar que Moz = Noe => M = N,desdequex ¢ F'V(M)ex & I'V(N).
Para mostrar isto assuma a hipétese. Entaio M = Az - Maz = AaNz = N.

o
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Esta proposi¢ao motiva a conhecida regra n, ou regra da extencionalidade

7.1.7 Definigao: Regra 7

Se M e N sao termos lambda que satisfazem o axioma da 5-conversiao e P é um termo
lambda qualquer, entao tem-se a seguinte regra

AP = NP
%— (regra 7, ou regra da extencionalidade)

Observe que as igualdades acima sao a 3-congrucnica, a qual de ora em diante,

”

sera denotada, simplesmente, por “=

A regra 7, acima, expressa o axioma da extencionalidade para fungoes, isto ¢, sc
para todo z, f(z)= g(z), entao f =g

7.1.8 Definicao: Teoria Lambda e Calculo Lambda

Seja 5 o alfabeto da definigao 7.1.1 acrescentado do simbolo de igualdade sintitica

'=". A Teoria Lambda é gerada pelo seguinte conjunto de regras sobre ), denominado

Cdleulo Lambda

(1) As regras para gerar termos sao aqueles da Delinigao 7.1.1.

(i1) Para todo LLM,N,P € Ty e z,y € X, as seguintes regras geram as formulas da
teoria

- brae o vy P - P LEAPG
(a) e AN =MIN/3] (axioma da S-conversao)

(b) w=wi () Ny (d) M5EES

M=L ?
M=N
(e) xip=np
M=N 2 . . . * Sk
() oareuw (Regra € ou da extencionalidade fraca)

(S}
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(g) e vEsT YL desde que y & FV(M) (Regra da a-conversao)

MP=NP
(h) S=x

(Regra da n-conversao, ou da extencionalidade forte)

As regras (b), (c) e (d) tornam “=" uma relagao de equivaléncia sobre Ty. Agora,
a ) -algebra dos termos esta munida de uma igualdade, satisfazendo as equagoes (a),
(g) e com as propriedades (d),(e),(f) e (h). Ista sigma algebra é inicial na categoria
de todas as algebras que realizam }_ e satisfazem (a)-(h).

7.1.9 Teorcma do Ponto Fixo

Para todo M € Ty existe um N € Ty tal que MN = N

Prova: Defina w = Az - Mxr e N = ww. Entao, N = ww = (Ax - Max)w = Mww =

MN
a

Este teorema afirma que todo termo de Ty tem um ponto fixo. Portanto, cada
termo é candidato a representar uma fungao de um dominio de Scott, ou de um dominio
da matematica computacional. Para ver que isto de fato acontece, seja D o dominio
reflexivo de Scott S0, ou o dominio reflexivo da matematica computacional, Dy,. D
ser reflexivo significa que D = [D — D), isto é, existem fungoes continuas F' : D —
(D—D]ei:D—[D— D]tal que FoG =idp—pjeGoF =idp.

7.1.10 Lema

D satisfaz a regra (h), da Defini¢ao 7.1.8, o axioma da extencionalidade, isto é, Se

MN.PeDeMP=NP, entao M = N.

Prova: Delina, para z,y € D, .y = F(2)(y), onde I é a funcio continua, acima.
Esta operacao esta bém definida, pois # € D = Fa € D — D = (Fa)y € D.
Agora, suponha que MP = NP, para todo P> € D. Intao F(M)(P) = I'(N)(P),
para todo 7 € D. Logo IF(M) = I'(N), aplicando a definicao acima para o caso
v =1F(M)=I'(N)ey= P. Agora, aplicando a fungao (7, acima, tem-se G(/"(M)) =
G(F(N)) = Gol'(M) = Gol’(N), como Gol' = idp, tem-se, finalmente, M = N
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O

Foi provado no capitulo 3 que a fungao de avaliagao, en - ) x D — D, tal que
ev(M,N) = M - N, para todo M, N € D, é uma funcao continua. De ora em diante,
para facilitar a notagdo, a fungao ev sera representada, simplesmente, por um ponio -,
ou, como vem acontecendo, M aplicado a N, sera denotado por M N, em vez M - N.
A seguir sera enunciado e demonstrado o principal resultado desta segao.

7.1.11 Teorema

Seja p : X — D uma avaliagao de varidveis. Defina uma interpretagao [ ] : Ty — D,
por indugao como segue: [z], = p(z), para todo z € X e [a], = a, para a constante,

[MN], = [M],[N],

[Ae - M], = G(¥(d)), onde ¥(d) = ﬂM]]p[dm, para d € D ¢ (G ¢ a fungao continua

acima
Seja Val = {p: X — D|p é una avaliagao de variaveis }

(i) A fungao semantica [ ] : Val — (Tx — D) tal que p — [M] esta bém
definida, isto é, a func¢ao W : D — D definida por ¥(d) = I{A-f]]”[m], para d € D ¢
p € Val, depende continuamente de d

(i) (D,-,[ 1) é um modelo da teoria Lambda. Além disso, as tnicas fungoes
representaveis na teoria sao, exatamente, as fungées continuas.

Prova:

(1) A prova sera feita por inducao sobre M. Devido a simplicidade dos demais casos,
é feita a prova sonente para o caso M = Ay-P. ﬂ’\-‘«‘-})up[m} = G(Y(e,d)), (¢
a fungao continua acima e ¥(e,d) = IINilp[dlr][dyl' Seja G(W¥(e,d)) = ¢(d), para
algum . Pela hipdtese da indugao, W é continua em d e e scparadamente. Pela
Proposigao 3.6.5(b) W é continua. Usando a Proposigao 3.6.8(a) e a continuidade
de G segue que ¢ = Go curry (f) ¢ uma fungao continua, o que mostra (i).

(i) (D, ]) satisfaz as propriedade (e),(f) e (g) da definigao 7.1.8. De fato, sera
feita, apenas, o item (7) pois os dois outros se mostra analogamente. Para todo
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d € D, [Mlyg = IVuay <= J(d) = g(d), onde f(d) = [M]yy; 9(d) =
[N, jsp- Logo, aplicando G tem-se G(f(d)) = G(g(d)) e consequentemente
[Az - M], = [Ax - N],. As demais propriedades da definigao 7.1.8 saem porque
. é uma aplicagao continua. Por esta raziao todas as fungoes representaveis sao
continuas.

Reciprocamente, uma fungao continua f: D — D é representada por G(f) tal

que G(f)(k) = F(G()(k) = f(k), ou seja, Ak.f(k) = G(f(k)).

O

Tendo atingido o principal objetivo desta secao com o teorema anterior, retorna-se
o calculo lambda informal do inicio desta segao.

Um termo da forma (Az - M)N representa um operador aplicado a um argumento
N. Foi visto que éste termo pode ser “simplificado™ para o termo M[N/z2]. Este

processo de simplificacao é captado na seguinte definicao.

7.1.12 Defini¢ao: p-redugao

Qualquer termo da forma (Aa - M)N é denominado un redez. Diz-se que M se contrai,
para N, se N resulta da troca em M de um subtermo redex da forma (Az.P)Q pelo
termo P[Q/z]. M se 3-reduz para N, cuja notagao é M —+ N, se N resulta de M

por uma sequéncia de contragoes .

O axioma e N =MV da Definicao 7.1.8 equivale a regra ;—rﬁ* onde P e @
sao termos lambda.

A nogao de F-redugao é uma nogao operacional. Cada passo da redugao é uma
computagao, isto ¢, a aplicagao de uma fungao a um argumento. No entanto, o processo

de B-redugao pode ou nao levar a um termo no qual novas contragoes sejam possiveis.

7.1.13 Defini¢ao: Termo em Forma Normal

Um termo lambda A esta na forma normal se M nao contém nenhum redex. Se
M — N e N esta na forma normal diz-se que N é a forma normal de M.
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Nem sempre € possivel reduzir uma expressao lambda a forma normal. Por exem-
plo, M = (Az - zz)(Az - xz). Observe que Az - zz tem a forma Az - Mz, mas satisfaz o
axioma da 7-conversao porque z é livre em M. Usando f-redugao tem-se M — M e
portanto nao ha nenhuma simplificagio. Pode até acontecer da expressao crescer como
em (Az - zzz)(Ax - zax) —» (Az - z22) (A - zez) (M2 - z22).

Considere o seguinte exemplo (Az - Ayy)((Az - 22 )(Az - 22))b. Neste caso existe uma
escolha entre os redex. Escolhendo o redex mais a esquerda esta expressao se reduz a
(Ay-y)be portanto a b. Por outro lado, escolhendo o outro redex a tentativa de calculo
pode nunca terminar. Esta diferenca em comportamento pée a seguinte questao. 5
possivel para duas sequéncias diferentes de redugao terminar com resultados diferentes 7

A resposta felizmente ¢ negativa e é garantida pelo seguinte teorema.

7.1.14 Teorema de Church-Rosser

Para qualquer expressao lambda P, e para quaisquer @ e R tal que P — @ e
P — R existe S tal que Q —» Se R — §.

Prova: vér [SEL 86] apendice 1, pagina 313. Esta prova é bastante trabalhosa. A
figura abaixo ilustra o enunciado do resultado.

Wi Ui

Figura 7.1 - Diagrama ilustrativo do Teorema 7.1.14

0O

[ntuitivamente, este resultado diz que nao importa a escolha do rvedex, pois se uma

expressao possui forma normal ela sera encontrada
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7.1.15 Corolario. Unicidade da IForma Normal

Se uma expressao P> tem um forma normal, entao ela é unica.

Prova: Suponha que P tem duas formas normais Ny e N;. Por defini¢ao de formas
normais, P — Ny e P — N, e pelo teorema de Church-Rosser existe S tal que
Ny —» Se N, — S. Como N, e N, estao na forma normal, eles nao contém redex,
o que significa que S deve ser igual a Ny e a N, e consequentemente Ny é igual a N,.

O
7.1.16 Corolario
Se M tem forma normal N e M — P, entao P tem forma normal N.
Prova: Exatamente como o Corolario 7.1.15.

O

Se am termo nao possui forma normal, entao a sua f-reducao ¢ uma sequéncia
infinita de contracoes, como foi visto no exemplo acima. Ou seja, a computagao de seu
valor reduzido é um processo que nao para. Na semantica elaborada por Dana Scott,
para o calculo Lambda sem tipos, o significado de um termo lambda que nao tem forma

normal é o bottom, isto é, um valor indefinido, sem nenhum conteido de informacao.

Mesmo com o teorema de Church-Rosser permanece a seguinte questao. Existe uma
ordem de computagao que garanta terminar caso a expressao possua forma normal 7
A resposta positiva ¢ dada pelo teorema 7.1.17, abaixo.

7.1.17 Defini¢ao: Contragao Normal, Redu¢ao Normal ¢ Reducao Normalizadora

(1) Uma contragao de um termo lambda A/ diz-se uma contragcao normal se o redex
contraido ¢ o redex mais a esquerda de AM.

(i1) Uma redugao de um termo lambda M ¢ uma redugao normal se todas as con-

tragoes da redugao sao contragoes normais.



(iii) Uma redugao de um termo lambda M é uma redu¢ao normalizadora se ela é uma
redugao normal e conduz a uma forma normal, quando ela existe.

7.1.18 Definigao: Estratégia de Ordem Normal e Estratégia de Redugao Normal-
1zadora

(1) Uma estratégia de redugdo é um critério que determina, para cada passo de uma
reducdao, qual a proxima contracao a realizar, ou termina a redug¢ao se nao ha
redexes no ultimo termo gerado.

(11) A estratégia da ordem normal é a estratégia de redugao que determina, para
qualquer termo inicial, uma redugao normal.

(111) Uma estratégia de redugao diz-se normalizadora se determina redugoes normal-
izadoras, para qualquer termo inicial.

7.1.19 Teorema da Normalizagao

A estratégia da ordem ¢ normalizadora. isto ¢, se o termo inicial tem forma normal, a
estratégia a encontra.

Prova: ver [BAR 84].

7.2 O Calculo Lambda com Tipos Como umna Teoria de Fungoes

Na linguagem lambda <em tipo um termo lambda representa um esquema de fungao
ou funcional e nao a no¢ao usual de fungao, como em teoria dos conjuntos, onde ela é
defimida como uma terna, < A, f, 3 >, onde A é o dominio, B ¢ o contradominio e f
¢ uma lei que associa cada elemento de A a um elemento de B. A linguagem lambda
com tipos pretende supriv essa deficiencia. Chamando A e 3, acima, de tipos, pode-se
dizer que o calculo lambda com tipos é o calculo lambda como antes porém com a
adicao de tipos. E neste sentido que o caleulo lambda é uma teoria de fungoes e nao
de esquemas de fungoes .
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O calculo lambda com tipos é, atualmente [LAM 84], uma ferramente de conectar
uma categoria cartesiana fechada com logica. Desse modo, o calculo lambda com tipos
pode ser visto como uina teoria equacional de fungoes, onde composicao é refletida por
substituigao.

Um sistema de tipos para uma linguagem lambda deve especificar

(1) Um conjunto de tipos basicos
(i1) Meios de construir tipos compostos a partir dos tipos basicos
(ii1) Atribuigiao de tipos aos termos atomicos, isto é, as variaveis ou constantes
(iv) Meios de inferir os tipos dos termos compostos, a partir da informagao dos tipos

dos seus componentes atomicos

Os itens (i) e (i1) constituem a linguagem dos tipos lambda e os itens (iii) e (iv) a
linguagem de cada tipo

7.2.1 Definicao: A linguagem dos tipos

Seja Y = {01.09.-+-. 1, x,—,=.} um alfabeto onde y,:04,...,1 é um conjunto
infinito enumeravel de simbolos de constante. 7y, o conjunto dos tipos da linguagem
lambda ¢é gerado pelo seguinte caleulo

(a) T; =, para cada constante o;

(b) ==, 0,7 € Ty;

(oxTt)?

(c) gZ5g.0.7 € T

Cada elemento de Ty sera chamado um tipo ¢ serd denotado por uma letra grega
miniscula, talvez indexada. (o x 7) e (6 — 7) sera denotado, as vezes, simplesmente
por 0 X T ¢ ¢ — 7, respectivamente. A Y -dlgebra dos termos (T, X, —,1) possui
duas operagoes binarias x ¢ — e uma nularia, a constante 1.

Para todo 7,a,4,0 € Ty, as seguintes regras geram as formula. Uma regra da
forma =, 0,7 € Ty, que é um axioma, sera escrito, simplemente por g = 7.

229



(R)o=0; (Fy) 2L (1) =222 (F)oxl=0; (F5) oxt=1x0; (F5)(0x

P)xB=ox(rxB) (F)(oxt)— f=0—(r— B (Fs)o— (7xp)=
(6 — 7) x (0 — ).

As regras (Fy) — ([3) torna “=" uma relagao de equivaléncia.

7.2.2 Defini¢ao: Termos Lambda

O conjunto dos termos da linguagem lambda com tipos é definido como para a lin-
guagem lambda sem tipos, os itens (1)-(4) da Definigao 7.1.1.

7.2.3 Defini¢ao: Atribuicao de Tipos

Uma atribuicao de tipos aos termos da linguagem lambda com tipos é dada por um
conjunto de regras de tipos, e esquemas de regras, com, para cada variavel € X, uma
regra da forma

(1) =, onde o é um tipo

os esquemas de regras a seguir:

i, Lo
(i) o=

o\ Mig—1 N:
(i) Mgzt

(IV) 0, BT,

(zy)ioxt!?

(V) (zy)ioxr,

7 (x,y)0?

o (ry)oxr,
(V) mal(z,y):ir?

(vin) T : 1,

As seguintes igualdades se verificam
(1) mi(e,b) = a, paratodoa: o, b: 7
(22) m2(a,b) = b, para todo a: 0, b: 7
(23) (m1(c), m2(c)) = ¢, para todo c: o x T

(14) (Az : p(x))a = p(a), para todo a : o e x substituivel por a
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(1s) Az :ofz = f,paratodo f:0 — 7

(16) Ax : () = Ay @ p(y), desde que y & I'V(p)

. M=N:a
(27) M[P/z]=N[P]z]

7.2.4 Definigao: Teoria do Célculo Lambda com Tipos

A teoria do cdlculo lambda com tipos consiste de tipos como na definigio 7.2.1, de
termos e equagoes como na definigao 7.2.2 e 7.2.3, respectivamente.

7.2.5 Definicao: Termo Bém-Tipado

Dada uma atribuigao de tipos, um termo M do calculo é bém-tipado se a atribuigio
M : o pode ser reduzidas pelas regras 7.2.3 (i) - (vii), para algum tipo a.

7.2.6 Proposicao

O conjunto dos teorema bem-tipado é fechado para a -reducao

Prova: Seja (M N) um redex bem-tipado. Entao M e N sao bém-tipados ¢ M ¢ da
forma (Az - P). Seja (MN) : 7. Emtao, M : 0 — 7 ¢ N : o para algum tipo o. Logo,
(Az-P):o— 1,2:0¢P:7. A redugio de (MN) da o termo P[N/z]. Se & nao
ocorre livre em P entao, P[N/z] = P e P[N/x] : 7, como pede o teorema. Se x ocorre
livre em P entdo a redugao de (M N) se faz pela substituicao de z por N em P. No
entanto, r e N tem o mesmo tipo, de modo que o tipo da expressido resultante nao se
altera, é o mesino de P, e se tem P[N/z] : 7 também nesse caso.

7.2.7 Defini¢ao: Termo Fortemente Normalizavel

Um termo do caleulo lambda diz-se fortcmente normalizivel se toda sequéncia de
redugdes, que comega com ele, termina numa forma normal.



7.2.8 Teorema da Normalizagao Forte

Todo termo de calculo lambda com tipos é fortemente normalizavel.
Prova: E bastante longa e tediosa, veja [SEL 86] Apéndice 2.
)

As categorias SDOM e DOM, dos dominios de Scott e da matematica computa-
cional, respectivamente, sio bicartesianas fechadas e por conseguinte cartesianas fechadas.
Isso faz com que SDOM e DOM sejam modelos do calculo lambda com tipos. Para
mostrar isto suponha que D é uma categoria que substitui SDOM ou DOM. Como
foi visto no capitulo 3 e 4, D ser cartesiana fechada significa que D possui um ob-
jeto terminal, denotado por 1, e para todo Dy, Dy € D, Dy x Dy, [Dy — Dy} € D
(lembre-se que [D; — D] denota o conjunto as fungoes continuas de Dy em D,).
Ou scja, (D, x,—,1) é uma algebra com X e — operagoes binarias sobre D e 1
um elemento destacado de D ou operagao nularia. Defina sobre D, a relagao “="
tal que para todo D,,D;, € D,Dy = Dy = D, é isomorlo a D,. A relagao
de isomorfismo, sobre D, ja foi estudada em capitulos anteriores. E claro que essa
relagio é uma relacio de equivaléncia, mesmo de congruéncia. sobre D. E facil ver
que a fungio h : Dy x Dy — D,y x Dy definida por h(x,y) = (y,z) ¢ um iso-
morfirsmo, isto é, para todo Dy,D, € D;Dy x Dy, = D, x Dy. Analogamente,
(Dy x Dy) x Dy = Dy x (D x D3) para todo Dy, D,, Dy € D. Como a fungio
curry (f)(z)(y) = f(z,y) ¢é bijetiva e continua e a inversa também é continua tem-
se que, para todo Dy, Dy, D3 € D [(Dy x D) — D3] = [Dy — [Dy — D3]]
Por outro lado, a fungio ¢ : [Dy — Dj] x [Dy — Ds] — [Dy — (D x Dy)]
tal que ¢(g,h) = (g(z),h(z)) é bijetiva e continua, com a inversa ¥ : [D; —-
(Dy x D3)] — [Dy — D] x [Dy — D3] definida por W(f) = (pry o f,pra 0 f).
onde pry e pry sao a primeira e segunda projegao, respectivamente. ¢ continua. Por-
tanto, [D; — (Dy x D3)] = [D1 — Ds] x [Dy — Dj). Lembre-se que pry e pry
sao fungoes continuas de Dy x Dy — Dy e de Dy x Dy — D, respectivamente. Os
argumentos acima estao resumidos na seguintes proposigao.

7.2.9 Proposicao

Seja D uma categoria cartesiana fechada representando SDOM ou DOM.
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(i) (D, x,—,1) ¢ uma algebra (x,— e 1 como definidas acima), munidas de uma
[

relagio de equivaléncia “=", satisfazendo as seguintes propriedades, para todo

Dy, Dy, D3 € D.

(a.) D1 X D-z = Dz X Dl; (l)) (D| X Dg) X Dg = D] X (Dz X Dg); (C) [Dl — Dg X
D3] = [Dy — [Dy — Dsll; (d) (D1 x D2) — D] = [Dy — D] x [D) —
Ds).

(i1) Para todo Dy, D, € D, as fungoes pry : Dy x Dy — Dy e pry: Dy x Dy — Da,
definidas por pri(x,y) = x e pra(2,y) = y, respectivamente, sao continuas.

7.2.10 Teorema

Seja A = {01,02,--+,1} 0 conjunto de simbolos de constantes da defiinicao 7.2.1 e
Val = {p: A — D|p é uma avaliagao }. Deflina [ Jp: Iy — D, onde D é o conjunto
basico da algebra dos tipos da defini¢ao 7.2.1, como segue

lelp = p(o), para todo o € A, com p(1) = |

o x 7], = [o]p x [7]p = Di(o) x Dy(r), onde D(a) indica o dominio de D que
interpreta a € T,

o — 7lp = [[o]p — [7],] = [Di(d) — Dy(7)]. Entao,

(1) A fungao semantica [ ] : Val — (Ty — D) tal que p — [o]p, para todo
p € Val e g € Tg, esta bem definida, isto é, para cada p € Val.[]Jp: Ts — D
é de fato uma fungao.

(1) (D, x,—,1) ¢ um modelo da teoria lambda com tipos, isto ¢, para cada p €
Val,[ Jp: Ts — D é um homomorfismo ¢ D satisfaz as igualdades (F)) — (Fy)
da defini¢ao 7.2.1, assim como as propriedades pertinentes a teoria do calculo
lambda sem tipos.

Prova: Uma consequéncia imediata da proposicio 7.2.6 ¢ da observagao de que o
calculo lambda com tipos é o calculo lambda como na secao anterior, porém adicionado-
se a nogao de tipo
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O leitor pode observar que a teoria do calculo lambda (com tipo e sem tipo) embo-
ra, computacionalmente, bastante poderosa, nao reflete todas as potencialidades das
categorias SDOM e DOM. Na proxima secao a teoria do calculo lambda sera extendida
de forma a refletir essas categorias.

7.3 A Teoria Lambda da Matematica Intervalar

O objetivo desta secao é extender o calculo lambda de modo que a teoria obtida reflita os
conceitos de objeto parcial, de ordem de informacao e ordem de aproximagao presentes
em DOM. Um conceito que deve ser refletido nesta teoria é o de ponto fixo, ou que
todo conjunto dirigido de um dominio possui supremo nesse dominio. Esse conceito ¢

importante numa teoria de computabilidade.

Essa extensao sera feita seguindo o exemplo da se¢ao anterior. Primeiro sera ex-
tendido o céalculo lambda sem tipos ¢ em seguida serao adicionados os tipos a essa
teoria.

7.3.1 Definigao: Teoria Lambda Intervalar e Cédlculo Lambda Intervalar

Seja d = {z,y,z,21,Z2..., L, [0, f1s for - - -1 01292, - - -, =, E, <<, Fiz} um alfabeto,
onde X = {z,y,z,21,29,...} é um conjunto enumeravel de variaveis, C = {f,g,h, fi.
fay..., L, T} é um conjunto contavel de constantes, - ¢ umn simbolo de fungao, chamado
aplicagao , [ix é um simbolo de funcao, =,C e << sao simbolos de relagoes e A é um
simbolo auxiliar .

Os simbolos acrescentados aqui em relagao ao alfabeto da Definigao 7.1.8 sao T,C
,<< e Fiz. A Teoria Lambda Intervalar é gerada pelo seguinte conjunto de regras
sobre ), denominado Cédleulo Lambda Intervalar

(i) As regras para gerar termos sao aquelas da Definigao 7.1, denominadas, agora,
(21),(22),(23) e (14) acrescentado da seguinte regra

(25) ﬁg{_ﬁ‘ se M € Tx, onde Ty é o conjunto dos termos gerado por (z;) — (25).
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(ii) Para todo L,M,N,P € T e z,y € X as seguintes regras geram as formulas
da teoria. Aquelas da Definigao 7.1.8, agora, denominadas (21y), (22), ..., (219),
acrescentadas das seguintes.

{3.1.10) 18 M :.L; (E%”) Az- _L=.L;
(1) LEM; (ifia) L<<M; (it1a) 3=t

(i13s) BS&5 (i) M & M,

o ..\ MCN NCM ..\ MCN NCL, :: y M=N
(thr) M EM;  (ins) =y (o) e (120) pen

. N M=N, (o M<N Nl (2; y MEN Ne<lL.
(tin1) g (222) e hdisd) S

i MPCNP, e MP<<NP, 5e MCN
(¢224) “MCN ° (225) ’—M%Q\r_» (1226 N+-MCAz-N

. M<cN . (s MzCN . . MaceN . (:: \ _Mz=N

(1127) Toprcoen  (ti2s) MCArN* (220) frcoans  (430) 32N
- MCN LCP, +2 MceN L<<P, 2. MCN L=P

(tta1) Srpenp () Sjirenp o (133) “Fpenp

M<<N L=1, MEN | M<N . ‘. MCN

(i) “Fpeany s Vi) paepns (ss) prepns (897) grpenp

(iias) TSNS (ifag) M(Fiz M) = Fiz M; (i) ﬁ%;%g@

7.3.2 Teorema

Seja Dy o objeto universal da categoria DOM, [ ] a [ungao semantica definida no
Teorema 7.1.11 ¢ - a fungao de avaliacao em D,. Entdo, (Dy,-,[ ]) € um modelo da
teoria lambda intervalar.

Prova: Basta ver que as regras refletem as propriedades de 1L, C << e o fato de que
todo conjunto dirigido em D, tem supremo (regra (iiq)). (ii25), por exemplo, reflete
a propriedade, para todo f,¢g fa C go = [ C ¢, 0 mesmo se pode dizer com respeito a
(2226), com relagao a<<. (ii3) reflete a monotonicidade de fungoes, para todo f,¢, f C ¢
cx Cy= fz C gy, analogamente para (213;). A regra (iis) reflete a seguinte situacao.
h=Az-t & Yz h(x) =1t Do mesmo modo (iizg) € (idz). (1i39) formaliza o fato de que
toda fungao continua possui ponto fixo.
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Esse teorema também é verdadeiro para o objeto universal da categoria SDOM, se
se retirar as propriedades relativas a relagao <<, que nao figura em SDOM.

Para acrescentar tipos a categoria DOM, que ja é modelo da teoria lambda in-
tervalar, é preciso especificar um conjunto de tipos basicos. Os tipos basicos dessa
categoria sdao os naturais, booleanos, inteiros, racionais, reais parciais, R, etc. todos
estes sendo dominios. Ou seja, os booleanos, por exemplo, além de possuir como ele-
mentos T e F deve possuir, também, um bottom L., satisfazendo LC T e LC F| a
ordem em bool sendo, z,y € bool, *+ Ty < z =y ou z =1. O mesmo acontece com

IN,7,Q, etc.

Além desses tipos basicos usuais deve-se acrescentar como tipos basicos, em DOM,
cada r € R, visto, agora, como um dominio Scott. Foi visto, no capitulo anterior, que
cada r € R, pode ser pensado como uma légica geométrica e se se acrescentar a essa
logica o seu modelo tem-se um dominio de Scott, isto é, r = {b € [Q)/b<<r} U {r} é
um dominio de Scott, para cada r € R. Observe que o r do lado direito é um elemento
de R, enquanto o do lado esquerdo é um conjunto, mais precisamente um dominio
Scott, esta se usando o mesmo simbolo, r, para denotar ambos para nao sobrecarregar
a notagao. Portanto, r € r nao é um paradoxo Russelliano. Desse modo, o conjunto
de tipos basicos, IB, de DOM sera, IB = {IN,,Z, bool, ,Q,,R,...r/r é um real Scolt}.
Cada dominio Scott do tipo r € R serd chamado real Scott, para diferenciar dos outros
dominios Scott. Deve-se acrescentar a teoria lambda intervalar uma regra para recu-

yerar © como um elemento de R, tal regra deve ser 28 real Smtt. No antecendente
1 a<dr

r ¢ um dominio e no consequente r é um elemento.

Seja D qualquer uma das duas categorias DOM ou SDOM. Como D é uma categoria
bicartesiana fechada, em D estao definidas as operagoes %, (uniao disjunta), —.
Além disso, D tem objeto inicial, denotado por 0, e objeto terminal 1. Na construcao
do objeto (veja defini¢ao 3.6.1) Dy & D, a partir de D, e Dy em D, um novo bottom ¢é
acrescentado a Dy @ D,, a rigor isso deveria ser representado por (D) & D;) ., que seria
a soma disjunta de D; com D; acrescentado de um novo bottom. Qu seja, acrescentar
um novo bottom deve ser uma operagio em D. Chamando lift essa operagao, tem-
se lift : D~ Dy, o qual sera denotado, simplesmente, por D), mas agora com
o novo bottom. Entao, a construgao de Dy & Dy é, na relidade, lift o & tal que
lifto@(Dy,Dy) = Lift(Dy b Dy) = (Dy & Dy)y, denotado, simplesmente, por Dy b
D,. Portanto, (D, B, x,—, lift,0,1) é uma algebra. Recordando que D, € D, essa
algebra satisfaz as equagoes (/7)) — (Fs) da Defini¢ao 7.2.1, interpretando o por D(o),
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mais as seguintes equagoes . (Fo) Dx0 = 0; (Fio) DG0 = 0; (F11) D1® Dy = Dah Dy
(Fy2) (D) ® D) @ D3 = Dy @ (D2 @ D3); (Fiz) (Dy @ D) x D3 = (D x D3) & (Dy %
D3); (Fi4) (D) % D3) @ D3 = (Dy @ D3) x (D2 @ D3); (Fis) D@1 = D; para todo
D, Dy, Dy, D3 € D; (Fig) Do = [Doo —* Do) = Do X Do # 1 € # 0.

I possivel tornar D um cpo como segue. Defina, sobre D, a scguinte relagao.
Dy, D, € D, Dy C D; & existe um mergulo de Dy em D, (veja Definigao 4.2.10). E
facil ver que “C” é um ordem parcial, sobre D, e 0 C D, para todo D € D, isto é, 0 é
o primeiro elemento de D. Dados Dy, D, € D, Sup{D,, D,} = Dy & D,. Seja, agora,
Do C D, CDyC---C D, C...umacadeiaem D, entao D = Do B DB« -+ Dyt -+ =
w22 D, é supremo de {D,}. Portanto, (D,C,0) é um cpo. Por exemplo, considere
a seguinte cadeia Dy C D, C D, C - C D, C...,onde Dy =0,D, =DdD =
DD, =08D®D*, D3=08D@&D*®&D*, D, =08DHD*®--- @ D",..., onde
Dt =D x -+ x D. Entao, Sup{D,.} = WS_,D, = D.

el AN S S )

n vezes

Seja®:D — Dtal que ®(Do B Dy - D) = Dyb Dy @ --- B Dy & Dy
Entao, existe um D € D tal que ®(D) = D, isto é, D ¢ um ponto fixo de ¢ e
esse D € o menor ponto fixo porque D = w22 D,. Chamando D = I'/X ¢, tem-se

n=

O(FIX @) = FIX ¢, como uma anologia ao caso de pontos fixos em dominios. entao
Ho/z) rlofz] o de 2
7FIX ojz) » Onde T
percorre tipos, em vez de termos, como no calculo lambda. Por exemplo, suponha que
T=0@ada’d -4 a". entdo, 7[0/x] =0, T[o/t] = 0B o B Ho™ existe. Logo, é
possivel sacar 7[FIX /2] = 0@ oG o’ @G- - do™ 4 = WE_ 0" = 0. Interpretando
D(a), para o, tem-se D(0y) = Dy ssa a regra de induzir tipos de dados infinito,
como listas infinitas, por exemplo.

¢ possivel estabelecer uma regra analoga a regra (iiy), qual seja,

7.3.3 Defini¢ao: Linguagem dos Tipos para a Matematica Intervalar

Seja ) = {oy,02,...,0,1, x,&, —, lift,=,C, F'IX}, onde B = {0y,0,...,0,1} sdo
os simbolos basicos, incluindo os simbolos de reais Scott, onde os demais simbolos tem
significados obivios. Ty, o conjunto dos tipos da linguagem lambda da Matemdtica
Intervalar é gerada pelo seguinte célculo.

(1) =, ou€ B, (2) S50 8 € T3, (3) i Sium, Bie /Ty

(]
(L]
-1



o ¥ o, ) al0fz| ole/x ¥
(4) lifto? S TE! (5) a__'._g:a!ﬁ € Iy, (6) o[FIX o]z] y 0,0 € TE!
e r € uma variavel percorrendo T%.
As convengoes de notagao sao as mesmas da Definigao 7.2.1.
Para todo 7,a, 3,0 € Tk, as seguintes regras geram as formulas.

As regras (Fy) — (Fg) da Definigao 7.2.1, as regras (/o) — (F16), trocando os D!s
pelos simbolos de tipos, 7's, e as seguintes regras,

(Fir) 0 C 03 (Fig) %SLLE2; (Fyy) sB0,

(Tg, @, x,lift,—,0,1,=,C, FIX) é a ) -estrutura sintatica. E claro que essa
estrutura tem como interpretagao, a y -estrutura (D, @, x,lift,— 0,1,=,C, '] X),
analizada anteriormente, através da fungao semantica [ ] definida no Teorema 7.2.7
acrescentado de [o®7], = 7] @[7],; [lift o] = lift[o], = lift(D(o); [FIXo], =
FIX[e], = FIX D(o).

7.3.4 Definigao: Termos Lambdas

O conjunto do termos lambda da linguagem lambda intervalar com tipos é definido
como para a linguagem lambda intervalar sem tipos.

7.3.5 Definigao: Atribuicao de Tipos

Uma atribuigdo de tipos ao termo da linguagem lambda intervalar com tipos ¢ dada
por um conjunto de regras de tipos, e esquemas de regras com

- para cada variavel € X, uma regra da forma
(i) =, onde ¢ é um tipo
- 0s esquemas de regras a seguir:

(“) o M:r ., ("1) M:wg—1 N:o, (i\r’) Bioi T,

(Az-M)ig—r1? (MN)or (zy)oxt?
(r,y!:ax‘r. . !r,y!:oxr_ ve F ol .
(V) mi(z,y)e? (\r’l) mz(x,y):ir? (V“) inyaiodr?
yr . : o Mia—y Nit—~
(Vl“) inayio@r!? (li CasO 2MN:y 1
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(x) L: lift(o); (xi) L:o para todo o;

oy zito, {0}, cadeia ooy (24)20:FIX[0041/0))
(xil) = X el ) THENE o0,

o o real Scott
<< :

(xiv)
As igualdades que se verificam sao aquelas da Definigao 7.2.3 adicionadas as seguintes.
(13) caso L MN =L1; z #L caso (inyz)MN = Mz; y #1 caso (emy)MN = Ny

{19) ﬂ'.‘(.’l‘u, Ly wowg W gys .) = ;.

7.3.6 Defini¢ao: Teoria do Célculo Lambda Intervalar com tipos

A Teoria do Cdleculo Lambda Intervalar com lipos consiste de tipos como na Definigao
7.3.3, de termos como na Defini¢ao 7.3.4 ¢ de equagoes como na Definigao 7.3.5.

7.3.7 Teorema

Sejam M = (D, @, x,lift,0,1,=,C, FIX)e[ ]a) -estrutura e a fungao semantica,
respectivamente, definidas acima. Entao, (M,[ ]) ¢ um modelo da teoria do cdlculo
lambda intervalar com tipos.

Prova: Todos os argumentos acima.

7.4 A Logica Construtiva da Matematica Intervalar

O objetivo principal desta segao é usar os resultados obtidos até aqui, principalmente a
partir do capitulo anterior, para elaborar uma teoria construtiva que permita reciocinar
com programas da matematica intervalar. Ou seja, elaborar uma légica construtiva de
programas.

Sera usada a abordagem de teoria dos tipos devida a Per Matin-Lol [LOI 82], cuja

motivagao para claborar essa teoria foi esclarecer a sintaxe ¢ a semantica da linguagem
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matematica. Do seu ponto de vista, a inica maneira de fazer isto seria analizar a
Matematica Construtiva. A diferenga basica entre Matematica Classica e Construtiva
ja foi comentado no capitulo anterior.

A explicag¢ao em teoria dos tipos do que é uma proposi¢ao matematica encaixa-se
bem com a explicagio de Heyting (também ja comentada anteriormente) (LY 71] de
que o que importa de uma proposigao nao é sua verdade, mas sua prova. Lla também
se encaixa na visao de Kolmogorof [KOL 32] que vé uma proposi¢ao como um problen
e explica um problema exibindo uma solu¢ao para ele.

A importancia da Matematica Construtiva para a ciéncia da computacgao pode ser
resumida no seguinte.

(1) As nogoes de computagio e método sao basicas para a matemaitica construtiva.
Por exemplo, o conceito de fun¢io em matematica construtiva é exatamente o
mesmo que em Ciéncia da Computagao, ou seja, uin método que quando aplicado
a um argumento adequado da como saida algo adequado. O conceito de fungao
em matematica classica (um subconjunto de um produto cartesiano coin certas

propricdades) nio ¢ o que é usado por um programador.

(2) De uma prova construtiva de uma proposicao é possivel construir um programa
que computa informagao relevante a partir dela. Por exemplo, uma prova de
uma proposigao existencial 3z - P(x) gerara um programa que computa um ob-
jeto a que tem a propriedade desejada P(a). Outros pesquisadores que pro-
puseram matematica construtiva como uma base para programacao sao: [

Bishop [BIS 70}, R.L. Constable [CON T1], [CON 86]. M. Sato [SAT 79)].

Com certeza, teoria dos tipos é um bom esbogo conceitual para a ciéncia da com-
putagao. Teoria dos tipos esta nos fundamentos dessa ciéncia, pois ela trata de con-
ceitos basicos como programa, tipo, especificagao, igualdade, avaliagdo, tipo abstrato
de dados, cte. A teoria dos tipos pode ser vista como uma logica de programagao.
Uma légica para os processos onde os programadores escreven um programa para uma
certa tarefa ¢ dao argumentos porque o programa esta correto.

Antes de comegar o esbogo da teoria construtiva da matematica intervalar é bom
perceber, intuitivamente, porque é possivel acomodar a matematica intervalar, como

esta abordado neste trabalho, na teoria construtiva dos tipos.
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Todas as operagoes —,+,- e / definidas sobre I(Q) sao totais, isto €, se * €
{—,+,-/}, entdo, * : B(@) — @) é tal que para todo (z,y) em F(Q),z * y € KQ).
Consequentemente, toda fungio racional (as fungoes racionais, quociente de polinomios,
foram estudados com detalhes no Capitulo 5) f : I"(Q) — I'(Q) é uma fungao
total. Estas fungoes sdo as candidatas naturais a algoritmos da matematica inter-
valar. De fato, suponha que se precise computar o nimero real 52—:# E necessario
pois se exibir wn algoritino que tem como entrada (e,7) € R? e saida %’i Mas,
e={acl@)a<<e}er ={bel@)bg<n} = (e,7) = {(a b) € P(@Q)|(a,b) << (e,7)}

] 2 .2 2 .
= Xzdy o EEE e [(c,:'r) — =5, ou seja, Axhy - & *;" é um esquema de al-

goritmos que transforma (a,b) € (e,m) —r ()\u\; L +" )ab —Eﬁ Ou scja,

2,42 24,2 2452 Bty 242
etb ¢ <47 ¢ portanto, ﬂ << S 1010, 65 -—"'—* aproxima ou computa <™.
a? e2 1 p e

Para cada («,b) € (¢,7), (Al/\y ab é um dlg,orltmo que computa —+— , tem-se

ainda mais, (a,b) C (d,V) = (AJ,/\J )ab = ()«;rz\y- %ﬁ) a't!, segundo uma
+-r

regra da segao anterior, pode ser visto como uma proposigao da logica con-

strutiva e cada —:;— como uma prova dessa ]noposu;ao ,\LAy —-;"i é visto commo
um método que transforma a prova (a,b) € (¢,7) na prova —:'—— € ¢ ;';" . Como
¢ ¢ uma légica geométrica, e € um conjunto de predicados. Neste ponto de vista
Axdy - = +"'2 : (a,b) — “2“4,52 ¢ um transformador de predicados. Observe que (a,b)
¢ o plt,dlt,d.do “aproxima”. Os argumento acima s6 foram possiveis porque as fungoes
racionais f : I["(Q) — I'(Q) sao totais. Considere um exemplo mais complicado.
Obter um algoritmo que computa ﬁi‘i Jei se sabe que e’ e * para cada x € R
¢ uma légica geométrica, isto é, e’ = {p(X) € Q) — IQ)][p(X) << e“', p(X)
¢ um polinémio }. Analogamente, ¥ = {q¢ E [II(Q — I@)]|p(X) << 7*}. Logo,
para cada (X,Y) € RxR (p(X),q(X)) << (e¥,7Y). Fazendo X = &Y =7

tem-se (p(X),q(Y)) << (™, 7¢). Logo, AXAY —‘%J}—}"}i—‘— [(e7,7¢) — €], Dado

(a,b) € (7, e) = (/\ Xy pX)ely) ]) ab € “"e;,”e, isto e, pla)ta(b) computa "'"e%c

p(X) p(a)

Iistes dois exemplos sugere a seguinte estratégia. Sabe-se que D € DOM, a catego-

ria dos dominios da matematica computacional, é um tipo e portanto, D x D, D x D x
,[D1 — Ds), etc. sao tipos. Cada objeto de D ou Dy x Dy, ou [Dy — D), etc.

¢ uma légica geométrica ¢ portanto também um tipo, chamado, agora, tipo pequeno.
Acrescenta-se a categoria dos tipos pequenos o Lipo pequeno vazio, para expressar o
fato de que a légica expressa por esse tipo é inconsistente. Assim, DOM é um universo
de tipos e o tipo D € DOM ¢é um universo de tipos pequenos. O universo de tipos
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pequenos possui um tipo vazio para expressar que existe dois predicados deste tipo
inconsistentes e portanto o conjunto todo nao especifica objeto algum de D € DOM,
por isso representado por um conjunto vazio. A seguir isto serd feito com um certo
rigor linguistico.

Em teoria dos tipos, o juizo @ : A significa que a tem tipo A, ou @ é um membro do
conjunto A. Em légica construtiva um juizo a : A admite muitas interpretacées. Uma
delas interpreta A como uma proposigao (isto é, uma férmula bém formada construida
com conectivos proposionais A, V, etc...) e entao a: A pode ser interpretado como a
assertiva de que a é uma prova construtiva de A. Ou seja, a proposicao é identificada
com o conjunto (ou tipo) de suas provas. Lste é o conhecido principio de proposigoes
como tipos. a: A também pode ser interpretado como @ é um predicado da especificagao
A. Este é conhecido como especificagao como tipo.

Uma maneira usual de se especificar um programa ¢ dando dois predicados, uma
pré-condigao P(z) que deve ser verdadeira para a entrada z, e uma pés-condigao Q(z, y)
que deve ser verdadeira para a saida y. Por exemplo, uma pré-condigao seria z << e
“z aproxima e” a pos-condigio seria y = f(a) << e€?isto é “y aproxima €*”.

Considere A um tipo (como R por exemplo) e I uma férmula em légica de predi-
cados classica e * uma variavel de quem a [érmula /* depende, entao {2 : A|F'} é um
tipo. Ocorrencias livre da varidvel @ em I torna-se ligada na expressao. Os elementos
no tipo sao os elementos em A para o qual I se verifica. Por exemplo, seja D € DOM
um tipo, tome d € D e seja I' = “r <<d e 2 € B”, onde B é a base de D. Entio o
conjunto acima toma a forma {r : Djx <<d e x € B}, que é a légica geométrica discu-
tida acima. O sistema de tipos é entao formalizado num sistema de dedugao natural,
como na segao anterior, da seguinte maneira:

a:A Fla/z) verdadeira
a{r:A|l}

Regras de introdugao

ai{r:A|l} u{z:AllF}
a:A Fla/z] verdadeira

Regras de Eliminagao

As regras tomadas conjuntamente diz que « : {x : A|F'} se e somente se a : A e
Fla/z) é verdadeira. Desta maneira sao construidos todos os tipos pequenos de cada
D € DOM. E estes tipos pequenos sao os construidos desta maneira acrescentado do
tipo vazio. E sobre este universo de tipos pequenos, construidos a partir do universo

de tipos DOM, que sera abordado a teoria dos tipos segundo Martin Lof. De ora em

a)‘l -)
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diante, tipo significard “tipo pequeno” segundo a construgao acima.

Embora a semantica de Heyting e a logica intuicionistica ja tenham sido discuti-
das na segao 6.4, elas serao analizadas novamente, agora, para destacar suas relagoes
com a teoria construtiva dos tipos. Foi observado, naquela ocasiao, que a teoria con-
strutiva da matematica exige que, para uma asser¢ao ser aceitavel, tem-se de exibir
sua demonstragao. Essa demonstragio deve ser contrutiva no sentido de que se deve
fornecer informagao computacional acerca dos objetos que se esta discutindo. Uma
consequéncia desse fato consiste em que, quando se assegura que um objeto com uma
propriedade particular existe, deve-se fornecer uma demonstragao de tal objeto.

Considere expressoes bem-formadas a partir dos conectivos logicos A, V,= e f (o
frepresenta o tipo vazio ou a proposigao falsa) A notagao p : a. onde a é uma férmula
bém-formada, significa que “p é uma prova da proposicao a” (De ora em diante, as letras
minuisculas do alfabeto grego designara f6rmula bem-formada da logica intuicionistica).
Ja foi observado, na segao 6.4, que em ldgica intuicionistica uma prova de a A 4 é um
par de provas (p,q), onde P :a e q: f3,isto é, p ¢ uma prova de a e ¢ é uma prova de
3. Uma prova de a V # ¢ uma prova de a ou uma prova de [, junto com uma indica¢ao
de que formula é a prova. Uma prova de a =  consiste de uin método ou uma fungao
que transforma uma prova de a numa prova de /3. E claro que dados provas de a e
a = 3 ¢ possivel derivar uma prova de 8 aplicando a prova de a = 3 a prova de a. Nao
existe prova para a proposicao contraditéria f. As formulas ~a ¢ o < 8 sao definidas
e provadas a partir das anteriores. ~a=a=feca & 8 =(a = ) A (= a). Desse
modo, uma prova de —a é um método que toma uma prova de a e transforma numa
provie de f. Uma prova de a & 4 é um par de fun¢oes (p, ). onde p transforina provas

de a em 4 e ¢ transforma provas de 4 em a

Uma prova de 3za(x) é um par (a,p) onde ¢ ¢ um individuo e p ¢ uma prova de
ala). Uma prova de Yea(r) é um método que produz uma prova de a(a) a partir de
um individuo arbitrario a.

7.4.1 Ixemplo
(i) Achar uma prova para a proposi¢ao (a A 4) = (3 A a) assumindo que p = (py, p2)
¢ uma prova de a A 3. Se (py,pz) é uma prova de a A 3, entao (pa, py) é uma prova de

B A a. Portanto, Ap - (m2(p), 71(p)) ¢ uma prova de (a A #) = (4 A a)
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(11) Achar uma prova para a proposicao (((a V ) = v) A a@) = v, assumindo que
a:aeq:(aVp)=-1.

Se a : a, entao iny(a) : aV 3. Como ¢: (aV ) = v tem-se que ga é uma prova de
7. Por outro lado, (¢,a) : ((aV 3) = v)Aa. Logo, AMg,a).qa: (((cVB) =) ha = 1.

i

Iistas dedugoes devem ser formalizadas no estilo de dedugao natural, via regras
(veja segao 6.3). Uma regra tem a forma geral 94222 onde cada ay,...,a,,a é um
juizo da forma p : v. Ioi visto, anteriormente, que existem duas espécies de regras
logicas. Uma regra de introdugao e uma regra de eliminagao . Serao acrescentadas,
agora, mais duas regras, uma regra de formagao e uma regra de compulagio . As
regras de introdugao e eliminagao ja foram amplamente discutidas na segao 6.3. As
regras de formagao nos dizem que proposi¢oes tem formas admissiveis, faz parte da
linguagem. As regras de computacao nos dizem como provas de férmulas podem ser
reduzidas a provas mais simples.

J

Abaixo, serao listadas os quatros tipos de regras para cada um dos conectivos. a

¥

e 7y sao formulas.
Regras para o conectivo A

(1) ﬁ (regra de formacao ); (2) fﬁ%ﬁ“/\)

(3) BN Ny e kY

S ompa VY ma(p)idd

(4) Regras de computagio para A my(p,gq) — p; 7ap.q) — 4.
Regras para o conectivo v:

(1) 2 (regras de formagao ):  (2) —L2—([;V); LA (I,V):

avi my prav ' anapavy

(li) pilavid) fdla=~) glid=)
’ CasoO pfoy

(1) Regra de computacao para Vi caso (inyq)fg — [¢: caso (ingr) fg — gr
Regras para o conectivo =
[ 3@l
P 3

R : o= ff)uior _ e ‘ o |3 PR 7 i
(UW([ =) (2) L(?F;Ji_(”: =); (3) (“::L]. (regra de formacao )
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(4) Regra de computagio para =: (Aa - p)a —» pla/x].
Regras para o conectivo [ (absurdo)
(1) ? (regra de lormagao ); (2) Nao existe regra de introdugao.

(3) T;::{To(ED' Ou seja, se é possivel provar o absurdo é possivel provar qualquer

coisa, expresso por abort p : a, para qualquer a. (4) Nao existe regra de computagao .

Regras para o conectivo V:

[ a]

| g(x)

( ) (Vi) (x)
formula, na hipdtese de que x é uma variavel percorrendo a. (Observe que B(x) ¢ uma

. Esta regra nos diz que que a é uma férmula e que 3(z) ¢ uma

notacao para indicar que a variavel @ pode ser livre em f3).

(2« a

: B2 o [(Vaio)B(x
P ( l] (!V); {:j)u,u fi(Va .O:l.(i[.!.}(!';v)

DY e 3

("') (Moo )pe(Vria )3 (r) Su:3(a)

(1) Regra de compntagao para V: ((Az : a)p)a — pla/z]
Regras para o conectivo 3:

[2:q]

ﬁ(:!’) . “ ‘ aia :;.i!a
(1) ErTIE] (regra de formagao); (2) {”_):(3’;;0)3{”(1‘3)

.- bi(3r:a)if(r AV ()= v
(") : f}gl?{() ::‘f:qj = :.‘](133)

(4) Regra de computacao para 3 : caso(a, p)f — fap.
O Isomorfismo de Curry-Howard

A analogia entre a teoria dos tipos e logica foi inicialmente observado por Curry Fey
[CUR 58] quando descobriram a analogia formal entre o tipo @ — A e a implicagao
a = 3. Eles observaram que os tipos dos combinadores primitivos [ = Az - &, K =
AzAy -z e § = Awdydz-wz(yz) correspondem a um conjunto de axiomas completo para
o calculo implicacional:

a=a a=(f=>a)ela=(F=2v)=((a=p)=(a=9)).

I~
w
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Howard [HOW 80] extendeu essas idéias ¢ Martin-Lof ja tinha ido além [LOF 75

identificando proposicoes e tipos.

Desse modo, identificando-se formula ou proposi¢ao com tipo e consequentemente

provas com fungoes, ou objetos em geral, pode-se fazer as seguintes observagoes.

(1) A proposicao a A ¢ o conjunto de todos os objetos consistindo de uma prova
de a ¢ uma prova de /3, isto ¢, todos os objetos da forma (a,b) onde ¢ ¢ umna
prova de a e b é uma prova de . Portanto a conjungao corresponde ao produto

cartesiano a x [.

(2) A proposicao a V 3 é o conjunto de todos os objetos da forma ing(a) ou iny(b),
onde a € uma prova de a ¢ b é uma prova de g. Portanto, a disjun¢iao a V
corresponde a uniao disjunta a & 3.

(3) A proposi¢ao a = [ corresponde ao conjunto das [ungoes (a — /) desde que cle

contém fungoes transformando uma prova arbitraria de o numa prova de J.

(1) A proposicao (Ja: a)f(x) ¢ o conjunto de todos os pares («,h), onde a ¢ um cle-
mento em a e 3¢ uma prova de #(a). Logo, a proposicao existencial corresponde
ao conjunto y_  3(x), a unido disjunta de uma familia de conjuntos.

(5) A proposicao (Vr : a)B(z) é o conjunto de todas as fun¢oes Az - b, onde b ¢ uma
prova de  sob a hipotese de que x ¢ min elemento de a. Portanto, a proposigao
universal corresponde a 1w @ «)3(x), o produto cartesiano de wuma famdia de

tipos indexrado pelo lipo a.

Com essa identificacio pode-se adotar todas as regras apresentadas para a logica
intuicionistica, acima, substituindo férmnla por tipo. A por ».V por ., ete., obtendo-se

assim um sistema dedutiva para tipos.

Observe que cada DD € DOM pode ser recuperado usando a teoria dos tipos pe-
quenos como segue. Seja ) € DOM, visto como um conjunto, para cada x € D, seja
B(z) = {b € Blb<<z}, entao, D =3, A(x). Além disso, Do = 0.N (Zr:u. pla)).

O sistema dedutivo apresentado, aqui, visa falar acerca de provas (ou demon
stragoes) de proposicoes . ou de predicados e especificacoes, de mimeros reais e suas

aproximacoes. por exemplo, (Ar @ a)e ¢ um esquenia de provas de a = a. Tomando
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a = 7 (o numero real pi) (Az : 7)z é um esquema de provas de 7 — 7. I descjavel
que se esteja consciente em que “nivel” se esta trabalhando, uma vez que se faz um es-
tudo matematico de um sistema formal. O nivel de provas e proposigoes sera chamado
o nivel do objelo. Por outro lado no nivel meta, tem-se os juizos, que toma a forma
(a = a) é uma [ormula; (A2 - )z : (a = a).

Portanto, juizos expressam propriedades do sistema de objetos. E aplicando as regras
que se deriva juizos. Por exemplo, pode-se constatar que (Az : a)(Ay : B)e : (@ =

(8 = a)), pois mm e descartando a hipotese, [,\y%‘:?gm)

(Ax:a)(Ay:B)z:(a=(F=a))

ISsta aplicagao de regras, que em geral toma a forma de arvores é chamada derivagao.
Desse modo, uma derivagao é uma “prova” informal, sua acao é fora do sistema de
objetos, enquanto uma prova faz parte do sistema de objetos. Assim, se pode dizer que
“provas estabelecem proposigoes no nivel do objeto” e derivagoes “estabelecem juizos,
no nivel meta.

7.4.2 Exemplo

Mostre que se a << c ¢ b<< 7, entao 2a® + 5b<< 2¢* + 5.

s e T e
b/
(z,z): (e, €)
y:¥
(z,z,2) : (e, e,¢)
(Ax :€)2z : (e,e,e) — 2¢* (Ay : 7)dy : (* — 57)

(Az:e)( Ay : m)(22° + 5y) : (e, 7) — (2¢* + 57)

(Az:e)(Ay 2 7)(22° + By)ab: (2€3 + 57)
Computagao: (Az :e)(Ay : 7)(22° + 5y)ab — 2a* + 5b.

Logo, 2a® + 5b : (2¢* + 57) e consequentemente 2a® + 5h<< 2¢? + 57.



8 CONCLUSOES

Nesta unidade sera feita uma avaliagao global dos resultados obtidos ao longo deste
trabalho, a0 mesmo tempo que sao apontadas as diregoes para as quais ele podera ter

continuidade.

8.1 O sistema Intervalar Como Uma Analogia ao Sistema de
Niumeros Reais

No capitulo 2 o sistema intervalar foi construido de tal modo que o sistema de nimeros
reais ¢ obtido como um caso particular dessa construcao. Isto foi possivel a partir da
generalizagao do conceito de corte de Dedekind. Enquanto a construgao dos reais pres-
supoes os numeros racionais, a construg¢ao dos intervalos reais pressupoe os intervalos
racionais. A partir dessa construgao o sistema intervalar possui propriedades analogas
ao sistema real. Enquanto o sistema real constitui uma estrutura algébrica, munida de
uma ordem, denominada corpo ordenado completo arquimediano, o sistema intervalar
constitui um sistema légico, nao mais algébrico (nos seus axiomas figuram desigual-
dades) com a propriedade da interpolagao (que corresponde a arquimediana para os
reais). Lsse sistema, chamado de quasi-corpo, também, é completo. O quasi-corpo
intervalar tem a vantagem, em relagao corpo real, de sua aritmética serem fungoes

monotonicas, superando, assim, a deficicneia “computacional” do sistema real.

O corpo dos nameros reais tem sido intensivamente estudado nesses ultimos séculos.
A partir do século passado a estrutura de corpo passou a ser estudada a partir de estru-
turas mais simples como grupos, anéis, ete. Sugere-se que a estrutura de quasi-corpo
venha a ser pesquisada numa dire¢ao analoga a de corpo. Esse estudo é importante
na resolugao de sistemas de “equacoes” intervalar ¢ na elaboragao de uma “algébra”

linear computacional.

Outra conclusao que se pode tirar do Capitulo 2 é que os cortes de Dedekind
generalizados sao, por sua vez, uma generalizacao do conceito de ideal, amplamente
usado na teoria dos dominios de Scott.

Segundo Scott [SCO 72b] “o nivel correto de modelagao da matematica da com-

puta¢ao nao ¢ nem o estritamente finito nem o ilimitadamente infinito, mas o finitario,
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1sto ¢, aqueles objetos que aparece como limites de objetos finitos”. A abordagem aqui
proposta estda coerente com esta filosofia, pois cada objeto da matematica intervalar ¢
obtido como supremo de elementos da base, finitamente representaveis.

Kamimura [KAM 84a] pensando nos dominios de Scott faz a seguinte observagcao.
“Nos programamos com objetos totais, mas raciocinamos com objetos parciais. Dal
a importancia da base. Na abordagem da computagao por dominios, elementos com-
putaveis sao usualmente dados operacionalmente: supremos dirigidos de sequéncias

recursivamente enumeraveis de objetos basicos”.

8.2 O Desenvolvimento de uma Teoria da Computabilidade
no Sistema de Numeros Reais ou Intervalar

A teoria da computabilidade ou teoria da recursdo tem crescido rapidamente desde seu
inicio - 50 anos atrds - até hoje. Enquanto, inicialmente principalmente logicos estavam
interessados na teoria da computabilidade, atualmente esta teoria fornece importantes
resultados tedricos para a ciéncia da computagao e a logica, e suas questoes e métodos
estao penetrando em muitas outras disciplinas matematicas. Enquanto inicialmente se
estudava recursao sobre os naturais, aqui chamada teoria tipo 1, a teoria da recursao
tipo 2 [WEI 87] investiga computabilidade sobre conjuntos com a cardinalidade do
continuo.

Nesta abordagem da matematica intervalar cada real ou intervalo de niimeros reais,
2, ¢ o supremo do conjunto yr = {b € KQ)|b << r}. Pode-se dizer, entao, que o nimero
real ou intervalo de nimeros reais, ., é computdvel se o conjunto l.r ¢ recursivamente
enumeravel.  Como a categoria DON, da matematica computacional, é cartesiana
fechada essa definigao de computivel pode ser extendida a qualquer objeto da categoria,
quer scja nimero, iitervalo, n-upla de nameros, w-upla de intervalos, fungoes entre
nimeros ou intervalos, funcionais. etc. Qu scja, um objeto de DOM é computavel
se ele ¢ o supremo de um conjunto recursivamente enumeravel de elemeutos da base.
Mike Smyth [SMY 77] provou que esse conceito de fungao computavel na categoria
cartesiana fechada dos ¢po’s com base enumeravel, coincide com o conceito usual de
fungao computavel [ROG 67].

A partir dessa defini¢ao de mimero computavel ¢ facil ver que os mimeros reais «

(p1), e (base neperiana) cte. sao computavels (para um arguinento de que pi ¢ com-
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putavel ver [LOF 70]). E intuitivo que cada fungao intervalar racional é computavel.
Logo, toda fungao intervalar definida por série de poténcia é computavel como supremo
de um conjunto recursivamente enumeravel de polindmios. Assim, sao computaveis as

funcoes e, cos X, log X, etc.

Diante dos argumentos acima sugere-se o desenvolvimento de uma teoria da com-
putabilidade tipo 2, onde o espaco R, dos reais parciais, desempenhe um papel, nessa
teoria, analogo ao papel desempenhado pelos naturais na teoria tipo 1. Por exemplo,
na teoria tipo 1 se define computabilidade explicitamente sobre os nimeros naturais ou
palavras e mostra-se que ambas as abordagens sao equivalentes. Computabilidade em
outros conjuntos enumeraveis se reduzem a computabilidade sobre IN via numeragao ou
condifica¢ao. Nessa teoria tipo 2 cada objeto x, infinito, ¢ o limite de uma sequéncia re-
cursivamente enumeravel de objetos finitos {z,}. isto é, x = lim x,. Sugere-se também,
a investigagao da possibilidade dos intervalos de informagao basicos ¢ da aritmética in-
tervalar basica sejam vistas como maquinas simples cuja composi¢ao geram maquinas
complexas que desempenham um papel para computa¢ao numérica analogo aquele
desempenhada pelas maquinas de Turing sobre os niimeros naturais. Caso essa analo-
gia seja bem sucedida sugere-se que elas sejam denominadas maquinas de Moore, em
homenagem ao criador da matematica intervalar. De qualquer modo essas maquinas
requerem uma investigacao da sua complexidade computacional. E isto é uma sugestao
de pesquisa na area de complexidade de algoritmos.

8.3 No Sentido de uma Analise Funcional Intervalar

A introdugao de uma topologia sobre R, os reais parciais, compativel com a ordem faz
com que esse espago possua um teorema de ponto lixo, andlogo ac Teorema do Ponto
Fixo de Banach. E claro que este teorema de ponto fixo nao ¢ atil no espago R on R™.
Isto porque toda fungao continua de R em R tem o bottom como ponto fixo. Dai a
importancia da categoria DOM ser cartesiana fechada. Isto significa que o espago de
[ungoes continuas ou de funcionais continuos, ete. tem o mesmo status que o espago
R. Ou seja, todo funcional continuo tem também ponto fixo, viabilizando assim o
desenvolvimento de uma analise funcional intervalar. Sugere-se que seja investigada
com profundidade essa Analise Funcional, para que seja definido o correspondente de
Iispago de Banach, Espago de Hilbert, Alge!)ra. de Banach, ete. I que seja aprofundada
o estudo de equagoes diferenciais e integrais, apenas sugeridas no Capitulo 5.
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Smyth propos [SMY 87b] uma generalizagao para espagos nao-Hausdorfl que tem
como casos especiais dominios de Scott. Investigando essa generalizagao o autor,
dessa tese, definiu uma quasi-metrica num dominio cuja topologia induzida por ela é
exatamente a topologia de Scott nesse dominio. Tem-se aqui os espagos quasi-métricos
na categoria DOM desempenhando o mesmo papel que os espagos métricos numa ca-
tegoria topologica de Hausdorfl. Ora porque interesse em espagos quasi-métricos?
outras palavras, qual o interesse em quasi-metrizar dominios? A quasi-métrica perniite
uma analise quantitativa do espago, enquanto a topologia de Scott, sendo compativel
com a ordem, somente é capaz de fazer analise qualitativa.

Tendo em vista os argumentos acima sugere-se (ue a categoria DOM seja estudada

com profundidade do ponto de vista de que seus objetos sejam espagos quasi-métricos.

8.4 A Matematica Intervalar como Método e Geometria

No Capitulo 5 foi observado que a matematica intervalar pode ser vista como um
método, no mesmo sentido da algebra linear. No entanto esse método esta compro-
metido com representagoes, diferentemente do método linear, preocupado apenas com
a operacionalidade. '

Ioi sugerido naquele capitulo o desenvolvimento de uma algebra linear computa-
cional. Essa algebra linear permitira desenvolver-se uma geometria, [ interessante
mvestigar-se a relagao entre essa geometria ¢ o método intervalar.  Sugere-se assim
a investigacao dessa geometria como uma base para o desenvolvimento de uma com-

putagao gralica intervalar.

8.5 A Matematica Intervalar como uma Teoria de Algoritmos

A elaboracao da logica geometrica do capitulo 6 que permite olhar para cada ob-
jeto da categoria DOM como uma teoria geométrica so loi possivel porque existe una
equivaléncia entre uma categoria de espacos topologicos e [ungoes continuas, ¢ utia
categoria de frames ¢ homomorfismos. Isto ¢ uma generalizagao dos teoremas de du-
alidade do tipo Stone [JOH 32]. O papel dessa logica ¢ muito importante na analise
qualitativa de algoritmos deduzidos na logica construtiva do capitulo 7. Ela permite
comparar dois algoritmos que computam o mesmo objeto de DOM. Ou a partir de
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dois algoritmos que executam a mesma tarefa é possivel se extrair um terceiro quali-
tativamente melhor do que ambos e que executa a mesma tarefa. Enquanto a logica
construtiva do Capitulo 7 permite uma prova automatica da corretude de uma pro-
grama a logica elaborada no Capitulo 6 faz uma analise qualitativa desses programas.
Trabalhos futuros nesta area deve aprofundar o estudo dessas duas logicas assim como
estudar a complexidade desses algoritmos.

Finalmente, uma continuagao natural desse trabalho serd extender a categoria
DOM com dominios poténcias de modo que se possa fazer analise de algoritmos para-
lelos e nao deterministicos [SMY 83].
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