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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para a otimizacdo de estruturas do tipo trelica

ou portico. A funcdo objetivo adotada neste trabalho é o volume, onde o problema pode

apresentar restricOes de estabilidade estrutural ou flexibilidade. A abordagem utilizada é a

otimizacdo topolOgica, na qual busca-se gerar uma estrutura Otima a partir de um universo de

elementos. A malha inicial é gerada por um programa que permite decidir qual o tipo de

vizinhanca que sera utilizado, gerando entdo a Otima conectividade entre todos os nos possiveis.

Utilizam-se neste trabalho vizinhancas de primeira ate quarta ordem; o numero de elementos

cresce corn o aumento da ordem da vizinhanca.

Nas estruturas discretizadas utilizou-se elemento de barra e viga, onde a secdo de cada

um dos elementos foi adotado como variAvel de projeto. Restringiu-se a variacdo da area da

secdo de cada elemento dentro de um intervalo, corn o limite mAximo de 0,5 e o minimo de

0,001.

Très tipos de problemas sdo formulados neste trabalho: o primeiro minimizacdo do

volume corn restricao de flexibilidade, o segundo corn restricao de flambagem e por ultimo a

minimizacdo de volume com ambas as restricOes de flexibilidade e estabilidade estrutural. Na

otirnizacdo topolOgica é utilizado a programacdo linear seqUencial (SLP), onde as funcOes

objetivo e sensibilidade são linearizadas atravës da expansdo em s6rie de Taylor. Urn ponto

importante deste trabalho foi a obtencdo da derivada de flambagem quando existirem autovalores

repetidos, fazendo-se use do metodo analitico direto.

Os resultados obtidos demonstram que a metodologia implementada permitem a

obtencdo de estruturas que satisfazem as restricOes impostas corn grande reducao no volume.
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ABSTRACT

"Topology Optimization of Trusses and Frames with Buckling and Compliance

Constraints"

This work presents a methology for structural optimization of trusses and frames. The

approach adopted is topology optimization; the optimal structure is searched from a ground

struture. This initial ground structure is generated by a computer program where the structural

elements conect all nodes within a given neighborhood. This work uses from the first to fourth

order neighborhood; the number of elements increases with this order.

Bar and beam elements are used, and the design variables are the cross sectional area of

each element. Bound constraints are defined for the design variables, from a minimum of 0.001

to the maximum of 0.5.

Three different problems are considered: minimizing volume with compliance

constraint, minimizing volume with stability (buckling) constraint, and minimizing volume with

both compliance and estability constraint.

Sequencial Linear Programming (SLP) is used to optimize the structure, demanding a

linearization of the objective function and sensitivities through Taylor series expansion. A

highlight of this work is the derivation of analytical sensitivities for repeated eingenvalues (with

many eigenvectors).

Results show that the methodology developed in this work can successfuly obtain

structural designs that comply with the constrains with large weight reduction.
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1 LNTRODUCAO

1.1 Otimizaciio estrutural

Nos dias atuais, a competividade é cada vez mail necessaria, ressaltando a impor "tancia de

projetos Otimos e viaveis para producdo de produtos. Varios projetos da area de engenharia atingi-

ram o Otimo aperfeicoamento no decorrer dos anos. devido a evolucdo e experiéncia adquirida na

solucao de certos problemas na area estrutural. Na concepcdo de uma nova estrutura, busca-se o

(Rim°, de forma que tenha o menor peso e custo de fabricacdo, e isto torna-se possivel utilizando

as ferramentas computacionais, elementos finitos e de otimizacao. Outro objetivo que se busca

corn a otimizacao de uma estrutura é o menor consumo de materia prima, conseqiiencia da pressäo

para a conservacao dos recursos naturais.

0 estudo referente a otimizacao estrutural teve infcio corn Maxwell, 1869. um dos pioneiros

na elaboracäo da primeira teoria sobre o layout, buscando em estruturas uniaxiais obter o minimo

volume para um dado carregamento c material. 0 estudo teve continuidade corn Michell, 1904,

que aplicou a teoria do layout buscando a Otima conectividade dos elementos entre todos os nos

possfveis. Somente quatro decadas atrds, o assunto voltou a despertar o interesse dos pesquisado-

res, como por exemplo o trabalho publicado por Dorn et al, 1964 para buscar o Odin° layout de um

universo de barras.

Muitos trabalhos sobre otimizacao estrutural tern sido apresentados na area de projeto. De

acordo corn Kirsch, 1989. o significativo progresso nesta area é o resultado do desenvolvimen-

to na analise estrutural, metodos de otimizacao, e computadores corn uma melhor eficiencia. A

otimizac5o estrutural combinada corn a matematica e a en genharia tem-se tornado uma area corn

mtiltiplas aplicacOes, como aeronautica, mecanica, civil, nuclear e naval. A pesquisa nesta area

tern sido motivada pela competicao tecnolOgica e problemas que apresentavam e apresentam limi-

tes ou restricOes. Varios livros recentemente foram publicados nesta area [Haftka e Gurdal, 1996,

Bendsoe, 1995, Chen, 1992, Arora, 1989, Haug, Choi e Komkov, 19861.

Em projetos estruturais busca-se obter o ("Aim° resultado, ondc as restricOes impostas devem

ser satisfeitas. Essas rest-fie:6es podem ser de deslocamento. carga critica de flambagem. freqUen-

cia natural, tens -do e outras. As restricoes sdo utilizadas juntamente corn uma fling -do objetivo ou

custo. Urn exemplo seria em obter o mfnimo peso estrutural de urn satelite (fungdo objetivo é o

peso) sujeito a restricOes tecnolOgicas e funcionais. A otimizacao estrutural apresentou urn grau

de desenvolvimento na area espacial nestes tiltimos trinta anos. sendo seguido pela area automobi-

lfstica.

Toda a andlise de projeto que busca a solucao Otima, tem necessidade de identificar quais serdo

as variaveis de projeto, pois serdo estas responsaveis pela Otima estrutura. Considerando-se o

tipo de variaveis de projeto. pode-se agrupar o problema em tres diferentes tipos de otimizacao

estrutural: otimizacao dimensional, de forma e topolOgica.

Os varios trabalhos publicados na procura do ("Aim° projeto em relacdo a estruturas discrcti-
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zadas, estao relacionados para otimizacao da seeao transversal, e muito menos esforco tern silo

voltado para otimizacao da geometria. A area que tern apresentado um crescimento nester tiltimos

anos esta relacionada a otimizacao topolOgica, onde a otimizacao do layout estrutural (geometrica

e topolOgica) pode melhorar o projeto.

Este trabaiho apresenta a otimizacao  de estruturas discretizadas, compostas por barras e vigas,

corn objetivo obter o minim° volume da estrutura, tendo como restricOes flambagem e flexibili-

dade. Este tipo de formulacdo permite a °timing -a° de estruturas, tanto na area automobilistica,

como aeroespacial. A soluedo para a Otima estrutura sera obtida utilizando-se da programacdo

linear seqUencial, necessitando dos gradientes das funcOes objetivo e das restricaes.

1.2 Objetivo do trabaiho

Este trabalho tern como objetivo a otimizacao de estruturas compostas por vigas e ban-as.

A tuned° objetivo adotada neste trabalho é o volume, e busca-se obter o minim° desta funedo, de

maneira a reduzir o eusto de material, onde as restrieOes impostas sao de flexibilidade e estabilidade

estrutural. A seedo transversal adotada é circular e macica, sendo adotado somente para fins de

estudo, pois somente é necessario o conhecirnento do raio, desta forma facilitou o calculo do

momento de inercia.

Urn ponto importance neste trabalho esta no desenvolvimento das derivadas, que permite a uti-

lizacdo da programacdo linear seqiiencial. Tanto a derivada da funedo objetivo (volume) como da

flexibilidade sao faceis de ser obtidas. Em se tratando da derivada do autovalor existe a necessida-

de de distinguir entre autovalores simples e repetidos, pois causa instabilidade na convergeneia do

problema. Apresenta-se uma revisao bibliografica sobre a determinacao dos gradientes de autova-

lores e autovetores, desde o ano de 1968 ate os dias atuais. As derivadas sao obtidas utilizando-se

do metodo analitico direto ou por diferencas finitas a frente.

A partir dos conhecimentos dos conceitos sobre otimizacao foi implementado o programa,

constituido de nes panes: a primeira obtem o minim° volume corn restricao de flexibilidade, a

segunda corn restricao de flambagem global e a terceira corn restricao de flambagem e flexibilidade.

Os rcsultados obtidos sao tanto para elementos de viga eomo de Barra. Este estudo teve como

objetivo maior o desenvolvimento teOrico do gradiente de flambagem, nao tendo preocupacdo nas

diferentes areas obtidas nos resultados.

13 Estrutura da dissertacab

Este trabalho busca apresentar pontos importantes para otimizacao de estruturas discretizadas.

No capitulo 2 apresenta-se conceitos sobre furled° objetivo, restricao e variavel de projeto, como

tambern uma revi sat) bibliografica sobre o que existe na area de otimizacao de estruturas compostas

por vigas e barras e sobre o gradiente dc autovalor simples e duplo.

0 capitulo 3 refere-se sobre a analise de estruturas, compostas por vigas e barras. Nesta secao
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é mostrado como obter as matrizes de rigidez e rigidez geometrica local e global.

O prOximo capftulo 4 trata sobre a determinacdo dos valores dos gradientes das funcOes obje-

tivo e restricOes. A derivada da funcao objetivo (volume) e obtida diretamente, e esta func5o pode

apresentar-se penalizada, sendo obtida tambem facilmente, da mesma forma a restricdo de flexibi-

lidade. No que se refere a derivada de autovalor é apresentado uma formulac5o para autovalores

simples e duplos.

No capftulo 5 trata sobre a otimizacao estrutural, onde e especificado os tipos de problemas de

otimizacao desenvolvido. 0 metodo da programacdo linear seqiiencial é apresentado, juntamente

com os tipos de malhas que podem ser construfdas para obter a Otima topologia de uma estrutura.

Os capftulos 6 e 7, apresentam respectivamente os resultados de trelica e pOrticos, sendo o

Ultimo capitulo composto da conclusdo do trabalho e sugestOes.
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2 Revisäo Bibliogrifica

2.1 Conceitos basicos

O tema otimizacdo estrutural é uma fusdo das areas de Engenharia, Matematica, Ciencias e

Tecnologia que tern como objetivo a obtencdo do projeto (estrutura) corn melhor performance

Nesse caso, por estrutura entende-se qualquer sistema cujo objetivo é a transtaissdo de esforcos,

sejam eles estaticos ou dindmicos. A performance esta associada, gcralmente, a uma grandeza

escalar podendo ser dos tipos minima massa, minima flexibilida.de, maxima freqiiencia natural

critica, maxima carga critica de flambagem, minima tensdo de contato entre partes etc.

A otimizaclo estrutural é uma area de estudo que, na sua essencia, procura melhorar o desem-

penho estrutural de compontentes ou sistemas mecdnicos de maneira sistematica. Assim, primeira-

mente ha a necessidade de identificacdo das variaveis de projeto que caracterizam urn determinado

componente. Em seguida, mediante modificaciies dessas variaveis segundo algum criteria espera-

se obter uma melhor solucdo, dentre as diversas possiveis [Pereira, 2000].

Na otirnizacdo estrutural busca atraves da selecao das variaveis de projeto, limites, condicOes

de contomo e restricoes imposta a estrutura para urn determinado tipo de carregamento, maximizer

ou minimizar a fungdo objetivo, isto é, obter o resultado (Aim°. Para uma melhor compreensdo os

significados de alguns conceitos basicos sera° mostrados a seguir.

2.1.1 Variavel de projeto

As variaveis de projeto para o problema de otinaizacao estrutural podem consistir do tamanho

dos elementos (membros), variaveis que descrevem a configuracdo estrutural, propriedades mecd-

nicas ou fisicas do material, bem como outros aspectos qualitativos para o projeto em questa°. A

otimizacao de topologia (modelo no qual se obtem a Otima conectividade entre os elementos ) de

uma cstrutura complcta procura dcntro de uma rcgiao admissivel, quais os cicmcntos cm quc a

variavel deve tender a zero, e os que devem atingir o valor maxim°. 0 processo de otimizacdo ndo

permite a mudanca do comportamcnto estrutural dcntro do processo (mudanca de uma estrutura

tzelicada (esforco axial) para um portico (esforcos normais e fletor)).

Para otimizacdo estrutural, existem diversas possibilidades de escolha da variavel de projeto,

como tamanho do elemento, representando a secdo transversal da viga ou barra, o momento de

inercia ou espessura da placa. Varios artigos foram publicados tendo como variavei a secdo trans-

versal, devido sua simplicidade, mantendo constante o material e a geometria inicial. A variaveis

de projeto sera° representadas por vi.

Como exemplo podc-se utilizar um caso simples, composto por tres elementos de barra, as

variaveis de projeto consideradas sdo as secoes transversais (v1, v2, v3).
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2.1.2 Funcäo objetivo

A fungdo objetivo, conhecida tambdm como fungdo custo, trata-se do valor a ser obtido como

sendo o minim° ou maxim° no processo de otirnizacdo, onde as variaveis de projeto atingem o

valor mäximo ou rnInimo(aproximadamente igual a zero). A funcao objetivo é uma fling -do escalar

da varidvel de projeto, é designada por W(v).

A otimizacdo corn mais de uma funcdo objetivo é conhecida como funcdo de multi-criterios.

Para problemas de otimizacdo estrutural, o peso, deslocamento, tens -do, freqiiencia natural, cane-

gamento de flambagem ou a combinacdo desses, podem ser usadas como fungdo objetivo.

Utilizando-se do exemplo composto por tres barras, o problema sera minimizar o peso da trelica

e a tensào em seus elementos. Pam este exemplo tem-se quatro funcOes objetivos, a massa e tits

tensOes.

A utilizacdo de funcOes corn multi-criterios normalmente é evitada. Existc duas maneiras di-

ferentes de reduzir o mimero de fang -6es objetivos, conforme mostrado por Haftka e Gurdal, 1992.

A primeira maneira é reduzir todas as funcOes objetivos por apenas uma. Por exemplo: onde m é

a massa da estrutura e a tensdo nas barras é dado por a i , i =1,2,3. Ent:do a funcao objetivo poderd

ser expressa como:

W aom + al ai + a2a2 a3o3	 (2.1)

onde a é o coeficiente, que reflete a impor 'tancia da fungdo objetivo.

A segundo metodo trata-se em reduzir o ntimero de funcOes de custo, isto é, selecionar a funcao

objetivo de maior imporancia, onde as outras sac) colocadas como limites ou restricOes (a fungdo

objetivo o peso e a restricao a tensdo).

Para a determinacalo da funcdo objetivo, quando ndo for claro a fungdo de maior importan' cia,

o problema podera ser solucionado pelo metodo da programacdo matematica, chamado otimiza-

cab de Edgeworth-Pareto, estudado por Haftka e Giirdal, 1992 , lidando corn multiplas funcOes

objetivos.

2.13 Restricäo

As restricOes sdo condicOes impostas ao problema, onde a violacdo de qualquer uma, cor-

respondera a uma solucdo que nao se encontra no espaco admissivel. Pode atuar como lirnitacdo

imposta diretamente na varidvel de projeto ou em urn grupo de variaveis (restricao explicita ou res-

tricao lateral), ou pode representar a limitacdo de quantidades dependendo da variavel de projeto

(restricao

A restricao de igualdade, pode ser explicita ou implicita, sendo designada por

hk (v)	 0,	 i	 1, ...ne	(2.2)

onde ne refere-se ao nUmero de restricOes que o problema devera satisfazer. Na teoria, cada restri-
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cdo de igualdade e uma oportunidade para se resolver a varidvel de projeto, mas normalmente isto

na prdtica n -do e realizado;

A restriedo de desigualdade e representada como

gj (v) < 0,	 i = 1 7 • .. ng 7	 (2.3)

onde rig e o ruimero total de restricOes de desigualdade. Esse tipo de restriedo 6 de maior impor-

Cancia para o projeto estrutural na busca do Otimo.

Como exemplo, considera-se a minimizacdo da massa das tits barras, sujeito aos limites de

tens -do. 0 problema é representado da seguinte forma:

W(v)
sujeito Qi a< - admissivel 2 = 1 7273 •

2.2 Revisäo bibliografica da sensibilidade e otimizacäo

2.2.1 Metodo de otimizacäo estrutural

(2.4)

EstAo disponiveis artigos de revisdo bibliogrdfica sobre a otimizacao estrutural por Venkayya,

1978, Kirsch, 1989, Rozvany, 1995 e Bendsoe, 1995. Nestas revisOes comenta-se sobre os meto-

dos usados para obtenc -do da Otima soluedo, utilizando-se do metodo do criterio de Otimo ou da

programacdo matematica (programacdo linear seqiiencial). Os metodos citados s -do utilizados para

obter a Otima soluedo para problemas de estruturas continua ou discretizada. No caso de estrutura

discretizada, compostas por barras ou vigas, busca-se sempre a Otima conectividade dos elementos

entre todos os nos possiveis, para obtenedo da methor solue -do. A 6tima soluedo é obtida atraves da

formulae-do do problema, composto por uma funedo objetivo e restricOes, para o caso da programa-

cdo matematica é necessario o calculo do gradiente para as func -Oes objetivo como das restricOes.

Em se tratando do criterio de Otimo, utiliza-se os multiplicadores de Lagrange.

2.2.2 Estruturas discretizadas em barras e vigas

A partir deste ponto apresenta-se uma revisdo sobre estruturas discretizadas, referindo-se a ele-

mentos de barra e viga, que serdo utilizados neste trabatho. Esta revisdo comenta sobre restricOes

de tensdo, deslocamento, freqiiéncia natural, estabilidade estrutural, tendo como func -do objetivo

ou custo, na maioria dos casos peso ou volume. Na resoluedo desses problemas utilizaram-se o

metodo da programacdo matematica ou criterio de 6timo.

Imai, 1983 realizou um estudo utilizando-se do metodo dual, para otimizacdo de estruturas de

modo que a funcao objetivo e composta por uma parte que corresponde o peso da mesma e a outra

o custo do material, sendo que as restricOes foram tensdo e deslocamento. Masur, 1984 propOs um

trabalho sobre o projeto estrutural Otimo com multiplas restricOes de autovalores. Para o caso onde

as restricOes sdo de deslocamento e tensdo utilizando-se do metodo do criterio de Otimo, Allwood



7

Chung, 1984, formularam o problema de otimizacao estrutural. 0 objetivo deste trabalho é

obter o minimo peso da estrutura, tendo como variavel de projeto a secao transversal. 0 metodo de

solucao é baseado em Newton-Raphson e aproximacao de primeira ordem para ambas as restricOes

atraves do metodo do trabalho virtual. Considerando-se a analise de sensibilidade para urn projeto

estrutural, Hsieh e Arora , 1984, apresentaram um estudo da resposta estatica para urn sistema

estrutural. Khan, 1984, utilizando o metodo do criterio de Otimo, mostrou uma formulacao para a

otimizacao de estruturas, tendo corn restricOes tensao e deslocamento.

0 estudo realizado por Sadek, 1986, trata da otimizacao dinarnica de estruturas, possuindo

como variaveis de projeto o tamanho de cada elemento e a posicao de cada no. 0 resultado Otimo

é obtido quando se obtem o minim() peso da estrutura, sujeita a restricao de freqiiencia e condicOes

de limites superior e inferior para variavel de projeto, tanto da secao transversal como da posicao

de cada no. A solucao foi obtida atraves do criterio Otimo de Kuhn-Tucker.

Uma eficiente metodologia de otimizacao estrutural é apresentada por Woo, 1987, onde procura

mlnimo peso para uma estrutura sujeita a maltiplas restricOes de freqiiencia natural. A tecnica

utilizada para expansao foi aproximacao da restricao hibrida generalizada, utilizando-se somente

da primeira ordem da derivada, sendo mais conservativa do que a expansao da serie de Taylor.

Pam o caso de estruturas corn respostas nao lineares, Wu e Arora, 1999 mostraram urn estudo

sobre a analise de sensibilidade, envolvendo o use de urn procedimento incremental, considerando

restricOes de tensao, deformacao, deslocamento e estabilidade estrutural.

0 artigo de Kumar et al., 1989, apresentou o desenvolvimento da metodologia de otimizacao

para projetos estruturais. 0 calculo dos gradientes foi realizado atraves dos metodos da diferen-

ca finitas e semi-analitico, para problemas estaticos e dinamicos, tendo como restricoes tensao e

freqiiância natural. Sadek, 1989, para a otimizacao de uma estrutura que tivesse o minim() peso,

utilizou o metodo do criterio de Otimo, satisfazendo uma restricao de freqiiencia natural. Cheu,

1989, realizou a analise de sensibilidade e otimizacao de forma para estruturas nao simetricas,

sendo o procedimento utilizado para obtencao do Otimo a programacao linear seqUencial.

Tseng e Lu, 1990, apresentaram tecnicas de otimizacao utilizando-se de maltiplas funcOes

objetivo, onde a variavel de projeto pode ser area, comprimento, espessura, e outras. As restricOes

adotadas neste trabalho foram: restricao de tensao, deslocamento, flambagem e freqiiencia natural.

Considerou-se estas condicOes tambem como funcOes de custo, onde deseja-se minimizar o peso,

deslocamento e tensao, maximizar a freqiiencia natural, tornando-se desta forma urn problema

complexo. A otimizacao estrutural estudada por Nha et al., 1998, teve como objetivo obter o

minim° peso da estrutura, sujeito a restricao de deslocamento e variavel de projeto o tamanho.

Para obtencao da Otima estrutura utilizaram-se do metodo de criterio de (Aim°.

0 trabalho publicado por Gutkowski et al., 1985, prop6s uma minimizacao do peso para uma

estrutura em 2D, tendo como restricOes tensao, deslocamentos e a secao transversal (area maxima

minima). A estrutura era composta por barras, sendo utilizado para otimizacao a condicao de

Kuhn-Tucker. Para o caso em que se utiliza-se da programacao linear seqtitencial, o calculo do

gradiente por diferencas finitas foi apresentado por Haftka, 1985, corn uma modificacao para me-
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Ihorar o valor da derivada obtida. Os exemplos demonstrados sdo para casos simples, aplicados

para estruturas trelicadas.

0 artigo publicado por Tada e Minami,1993, trata de uma formulacdo do problema para obter

o minimo peso para uma estrutura trelicada em 3D, tendo como restricOes tensdo para cargas

estäticas e freqiiencia natural especificada para cada modulo. A sec -do transversal de cada elemento

foi otimizada atraves da programacdo linear seqUencial, sendo as restricOes expandidas atraves da

s6rie de Taylor.

Liebermann et al., 1994, determinou o Otimo layout de uma estrutura tubular no piano e no

espaco, atraves de urn universo de barras (ground structure). Pam solucdo do problema foi usado

metodo do crit6rio de Otimo, onde atraves de varias restricOes seguiu-se a norma de projeto alemä

DIN 188800.

A otimizacdo topolOgica de trelicas pelos metodos primal ou dual foi apresentado por Beckers

c Fleury, 1997. 0 objetivo deste estudo foi encontrar o Otimo layout para uma estrutura trelicada,

partindo de uma estrutura conhecida, estrutura esta formada por um universo de elementos (ground

structure), tendo como restricOes impostas os limite de volume para as barras e as equagOes de

equilibrio. Para o caso de carregamento simples e sem considerar o limite de volume das barras,

o problema pode ser descrito como urn problema de programacao linear, tendo como variavel de

projeto o deslocamento dos nos. Considerando estruturas trelicadas, Kolakowski e Holnichi-Szulc,

1998, deterrninaram analise de sensibilidade utilizando-se do metodo da distorcdo virtual.

0 artigo publicado por Achtziger, 1999, considerou o problema para Otima topologia de uma

trelica, tendo como restricOes tens -do e estabilidade local. Observou-se que o controle da restricdo

de flambagem é altamente complexo, e a forca do elemento deve satisfazer as funcOes nas quais

a descontinuidade depende das variaveis de projeto. Essas restricOes nao garante necessariamente

que existith uma solucdo para estrutura. Urn segundo artigo publicado Achtziger, 1999, trata

deste problema, garantido que a solucao existe, considerando desta vez as restricOes de tensdo,

flambagem local e esbeltez.

A otimizacdo de estruturas corn elementos de viga (viga Bernoulli-Euler e viga Timoshenko)

foi estudado por Lajczok, 1987, onde a secdo transversal dos elementos sdo otimizadas. Esse

problema aborda tres tipos de restricOes: restricdo de freqiiencia, dcslocamento, flambagem local,

sendo que no final do trabalho foi apresentado uma comparacdo entre os diferentes elementos de

viga utilizados.

Utilizando-se da aproximacdo do criterio de 6timo, Mcgee e Phan, 1992 formularam urn pro-

blema para nainimizacdo do peso corn restricOes de mifitiplos autovalores (freqiiencia). Neste

problema tiveram como variavel de projeto a secdo transversal dos elementos e indiretamente o

momento de inërcia, sendo aplicado para obtencdo da solucdo as condicOes Kuhn-Tucker. Diaz e

Kikuchi, 1992, apresentaram a solucdo de forma e topologia de uma estrutura na qual apresenta-se

a maximizacdo da freqiiencia natural, sendo a metodologia baseada no metodo da homogenizacdo

e a representacdo da forma da estrutura corn as propriedades do material.

0 trabalho realizado por Chen e Ho, 1992, mostra a analise de sensibilidade para uma viga e
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portico, utilizando-se do metodo variacional direto. No que se refere as derivadas do autovalor e

autovetor em relacao aos parametros de projeto foi apresentada por Wang, Huang e Zhang, 1993.

0 metodo utilizado foi desenvolvido somente para estruturas discretizadas, sendo que a freqiiencia

natural ou modo é maximizado.

2.2.3 Sensibilidade da funclio de restricio

A partir deste ponto da revisdo o assunto a ser abordado é sobre a sensibilidade da fungdo de restri-

cdo. Adelman e Haftka, 1986, realizaram um estudo sobre analise de sensibilidade em sistemas de

estruturas discretizadas. A imporVancia deste estudo estä na utilizacdo de metodos da programacao

matematica em que as derivadas sdo usadas para encontrar a direcdo da Otima solucao. Nos dias

atuais existe urn forte interesse na otimizacao estrutural como urn caminho para obter a meihor

solugdo de projetos estruturais, como conseqiiencia ha urn grande interesse no estudo de analise

de sensibilidade, para tornar os procedimentos computacionais mais eficientes. 0 artigo publi-

cado por Adelman e Haftka mostrou o calculo dos gradientes para estruturas modeladas atrav6s

de elementos finitos (estruturas discretizadas), nao realizando uma abordagem sobre modelos de

estruturas continuas. Esta publicacdo foi baseada em urn estudo que comecou no ano de 1968 e foi

ate 1986, abordando quatro tOpicos:

Sensibilidade para respostas estaticas (deslocamento e tensdo);

Sensibilidade de autovalores e autovetores;

Respostas transientes;

Derivadas de projeto de Otimas estruturas com relacao aos parametros de projeto.

0 calculo do gradiente foi realizado pelo metodo da diferencas finitas ou metodo analitico que

sc divide em dois: metodo direto e metodo adjunto e o metodo da fungdo de Green utilizado em

respostas transientes.

0 estudo sobre gradientes ou sensibilidade de autovalores e autovetores se divide em dois es-

tagios. 0 primeiro aborda o calculo da derivada de autovalor simples e no segundo momento a

revisdo se refere a derivada de autovalores repetidos. A diferenca entre as derivadas de autovalores

simples e duplos esta que a primeira pode ser diferenciada em relacdo a variavel de projeto, en-

quanto a segunda so pode ser diferenciada direcionalmente, pois urn mesmo autovalor possui dois

autovetores diferentes, definindo urn ou mais auto-espaco.

Esta primeira parte da revisdo refere-se a sensibilidade autovalores simples e autovetores, onde

Fox e Kapoor, 1968 recomecaram o estudo sobre o calculo da sensibilidade de autovalores, que teve

inicio corn Jacobi, 1846.A partir deste momento o estudo teve continuidade, incluindo a parte da

derivada de autovetores, que foi apresentada por Rogers, 1970, Plaut e Huseyin, 1973, Garg, 1973,

Rudissil, 1974 e Nelson, 1976. Este ultimo apresentou uma maneira simplificada do calculo da

derivada de autovetores.Para o problema de autovalores, onde as matrizes apresentam-se de forma

generalizada, Cardani e Mantegazza, 1979 apresentaram o estudo sobre derivadas de autovalor e

autovetor.
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Lin, Wang e Lim em 1996, desenvolveram a derivada de autovalor e autovetor, considerando

autovalores simples, isto é, corn somente urn autovetor associado. 0 desenvolvimento da sensi-

bilidade atravds de metodos analiticos é de grande importancia para otimizacdo estrutural, pois

permite a identificacdo de sistemas dindmicos e controle dindmico, e o desenvolvimento efetivo e

metodos eficientes para o calculo do gradiente tern sido estudado nas altima dócadas. Para analise

de uma estrutura envolvendo problema de autovalores, Nakagiri e Suzuki em 1997 realizaram um

estudo, onde o problema foi baseado no metodo de elementos finitos para analise de sensibilidade.

Thomas et al., 1988, estudaram quatro metodos de calcular a derivada dos modos de vibracdo

(derivada do autovetor) corn relacdo a variavel de projeto desejada. Os metodos utilizados foram:

metodo por diferenca finitas, metodo modal, metodo modal modificado e metodo de Nelson. Esses

metodos foram implementados e testados corn du gs diferentes estruturas, e verificado a sua eficién-

cia. 0 estudo realizado por Chen e Ho em 1993, mostraram quatro metodos possiveis de fazer uma

analise de sensibilidade, que sdo: metodo direto (analifico), por diferenca finitas, semi-analitico

e por Ultimo o metodo variacional. Como exemplo foi apresentado um caso simples de estrutura

(trelica corn tres barras - no piano).

A analise de sensibilidade para problemas que envolvam vibracdo ou flambagem, foi estudada

por Godoy, Taroco e Feijoo em 1994, onde foram determinadas a primeira e a segunda ordem de

derivada, atravds da perturbacdo provocada na equacdo de autovalores. 0 gradiente calculado para

este tipo de problema considerou a existencia de autovalores simples. Dois metodos de calculo do

gradiente foram considerados neste trabalho: metodo direto e metodo adjunto. Trabalhos incluindo

o calculo da derivada segunda dos autovalores foram publicados por Rogers em 1970, Plaut e

Huseyin em 1973, Rudissil em 1974, Miura e Schmit em 1978 e Brandon em 1984.

A partir deste ponto faz-se uma revisdo dos trabalhos considerando multiplicidades dos auto-

vetores.

Urn metodo iterativo para otimizacdo de estruturas que tenham autovalores repetidos foi trata-

do por Choi, Haug e Seong em 1983, tendo como restricOes impostas a freqiiencia natural e carga

critica de flambagem. 0 metodo desenvolvido para autovalores repetidos ndo diferenciaveis apare-

cem em problemas de otimizacdo estrutural, onde o mesmo autovalor possui dois modos diferentes

de flambagem ou de vibracdo. A derivada é considerada valida quando os autovalores e autoveto-

res sdo diferenciaveis em relacdo a variavel de projeto, sendo esta afirmacdo verdadeira somente

para autovalores simples; no caso de autovalores repetidos ndo é possivel diferenciar em relacdo a

variavel de projeto.

Xu et al., 1994, consideraram para urn sistema de vibracdo linear, a existencia de autovalores

repetidos, determinando desta forma as derivadas dos autovalores e autovetores, atraves da pertur-

bacdo deste sistema, isto é, quando existirem autovalores identicos e corn mOdulos diferentes de

vibracdo. As derivadas foram determinadas tambem para o caso de autovalores distintos. A deriva-

da de autovetores corn autovalores repetidos estudado por Zheng, Ni e Wang em 1998, consideram

urn problema de autovalor generalizado. Duas solucOes foram propostas, a primeira utilizando-se

o metodo direto e a segunda metodo modais. Pam o problema de otimizacdo topolOgica de trelicas
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tendo como restricao o autovalor especificado para vibracdo, e formulado atraves da programacdo

semi-definida, este assunto foi estudado por Ohsaki et a1.,1999. 0 algoritmo apresentado é base-

ado no Algoritmo de Programacao Semi-definido(SDPA), no qual utiliza-se de matrizes esparsas,

sendo que os gradientes dos autovalores em relacdo a variavel de projeto ndo tern necessidade de

serem calculados, e o SPDA pode ser utilizado para os casos que existam miiltiplos autovalores.

Manickarajah, Xie e Steven em 1998, apresentaram a discussdo de como encontrar a Otima

espessura para uma placa isotr6pica, tendo como restricao a carga critica de flambagem. A sen-

sibilidade foi determinada para os casos de autovalores simples e autovalores duplos. 0 metodo

utilizado para otimizacdo estrutural foi ESO(evolutionary structural optimization). 0 estudo sobre

autovalores repetidos realizado por Zheng et al., 1998, utilizaram-se do metodo combinado para o

calculo das derivadas de autovetores, para urn problema de autovalores generalizado.

Autovalores repetidos, no qual possuem modos diferentes de flambagem, foram estudados por

Ojalvo em 1988, Dailley em 1989, Hou e Kenny em 1992, Song, Han, Chen e Qiu em 1996, Ojalvo

e Zhang em 1996. 0 artigo de maior imporrancia foi publicado por Pedersen em 1999, tratando

do problema de autovalores relacionado a freqi1Encia de vibracOes, onde os valores dos gradientes

sdo obtidos a partir de urn piano formado por Bois autovetores, mas tendo o mesmo autovalor.
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3 ANALISE ESTRUTURAL

3.1 Analise de estruturas discretizadas

3.1.1 Metodo da rigidez

Neste trabalho, analisam-se dois tipos de estruturas [Allen e Bulson em 1980]: as estruturas

compostas por barras (somente esforcos normais) e as compostas por vigas (esforcos normais e

flexdo). Apesar da metodologia ser plenamente aplicavel a estruturas tridimensionais, por uma

questa) de simplicidade, apenas estruturas bidimensionais são consideradas. Cada elemento (bar-

ra ou viga) é conectado a dois nos distintos. Aos nos estdo associados deslocamentos e cargas

ou awes nodais. Aos elementos estAo associadas solicitacOes, que podem ser esforcos normais,

cisalhantes ou momentos.

Ao estudar-se uma estrutura pelo metodo da rigidez, assim como em qualquer outro problema

de elasticidade, quatro conjuntos de equagOes devem ser satisfeitos:

as equac -Oes cinematicas (deslocamentos - deformacOes, neste caso deformacOes infinitesi-

mais);

as equagOes de compatibilidade, satisfeitas automaticamente para formulacOes baseadas em

deslocamentos;

as equagOes constitutivas (neste caso, elasticidade linear isotrOpica);

-e as equagOes de equilibria

As equagOes cinematicas e compatibilidade relacionam as deformacOes da barra corn os des-

locamentos nodais. Introduzindo estas relacOes nas equagOes constitutivas, relacionam as for-0s

nos extremos das barras corn os deslocamentos nodais. Introduzindo estas tiltimas relacOes nas

equacOes de equilibria obtem-se urn conjunto de equaciies que relacionam for-gas nodais corn

deslocamentos nodais. Estas podem ser consideradas como equacOes de equilibrio da estrutura

expressas em fungdo dos deslocamentos. A solucdo deste sistema de equagOes fornece os valores

das incOgnitas do problema, que sdo os deslocamentos nodais, de posse dos quais pode obter-se as

tensOes nos elementos da estrutura, bem como as reacOes.

Ha muitas maneiras de se representar matricialmente o comportamento de uma estrutura. No

metodo da rigidez, estuda-se primeiro o comportamento individual de cada elemento, o que permi-

te estabelecer relacOes entre as forcas de extremo do elemento e os deslocamentos nodais. Estas re-

lacOes expressas em forma matricial correspondem a matriz de rigidez do elemento. Considerando-

se a inter-relacdo de cada elemento corn as demais, obtem-se o sistema global de equagOes que

define o comportamento de toda a estrutura e que nos leva a solucao do problema.

Pode-se definir seis etapas fundamentais na solucao de urn problema pelo metodo de rigidez

por computador:

Identificacdo estrutural;

Calculo da matriz de rigidez do elemento e do vetor de cargas nodais equivalentes;
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Montagem da matriz de rigidez global e do vetor de cargas global de toda a estrutura;

Introducdo das condicOes de contorno;

Solucdo do sistema de equagOes;

Calculo das forcas internas dos elementos.

A identificacdo estrutural consiste basicamente em manter atraves de mimeros os nos e os

elementos da estrutura. Para isto deve ser selecionado urn sistema global de eixos de referencia

para a estrutura. Este sistema deverd constituir urn triedro direto caso a estrutura seja espacial. As

coordenadas dos nos sdo fornecidas corn relacao a este sistema de eixos.

Os elementos sdo definidos at-a yes da sua conectividade, isto é, da especificacdo dos nos que

cada clemento conecta. A cada clement° esta associado urn sistema de cixos local, onde todas as

grandezas inerentes a barra e a viga estardo referenciadas. Este sistema local fica automaticamente

definido atraves da ordem em que sac, fornecidos os nos do elemento. 0 eixo local x 1 coincide corn

o eixo geometric° da barra, sendo que o sentido positivo é estabelecido do no inicial (primeiro dos

dois nos da conectividade) ao no final (segundo n6). 0 eixo local yl deverd coincidir com os eixos

principals centrais de inercia da secdo transversal do elemento.

Alem desses para'metros que definem a geometria da estrutura, deverdo ser fornecidos os valo-

res correspondentes ao tipo de material usado na estrutura (modulo de elasticidade), caracteristicas

geometricas da sec -á-0 transversal dos elementos (area, momento de inercia), definicäo das cargas c

tipo de vinculacdo externa.

3.1.2 Estabilidade estrutural

Na mecanica linear de corpos deformäveis [Brush e Almroth, 1975], os deslocamentos sab

proporcionais ao carregamento. No que se refere a flambagem da estrutura, existe uma despro-

porcionalidade no incrcmcnto do deslocamento devido a urn pequeno incrcmcnto de carga. Con-

seqiientemente, analise de flambagem é urn subtOpico da mecdnica nao linear. A nao linearidade de

corpos deformaveis é um problema geometric°, onde entra a teoria da relacdo tensdo-deformacdo

ou representa a influencia das express -Oes de rotacOes dos elementos no comportamento estrutural.

Nas estruturas estudadas, estão implicitas tits hipOteses fundamentais:

0 material de que e feita a estrutura segue a Lei de Hooke;

As condicOes de contorno independem da deformacdo;

A geometria da estrutura deformada nao difere sensivelmente da geometria nao deformada,

de modo que as condicOes de equilIbrio sdo as mesmas nas duas situagOes.

A violacdo de qualquer destas hip6teses introduz uma nao linearidade no comportamento do

sistema estrutural. Estudam-se os problemas decorrentes da violacdo da terceira hipOtese que

correspondem a nao linearidade geometrica. A abordagem dos problemas da nao linearidade ge-

ometrica conduz, como conseqiiância, a analise da cstabilidadc ou calculo da carga critica das es-

truturas. Um caso particular importante de nao linearidade geometrica é o constituldo por pOrticos
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quando se deseja levar em conta a interacao entre as deflexeies provenientes das cargas transversals

e as da carga axial atuando nas barras do portico. Neste caso a distribuicao de momentos fletores

nas barras do portico é influenciada pelas deflexeies transversals, dal decorrendo a nao linearidade

geometrica.

Pontos de equilIbrio representam configuraceies de equilIbrio. Para alguns pontos de equilibrio

é estdvel e para outros é instavel. De acordo corn o criterio dinarnico para a perda de estabilidade,

a configuracao de equillbrio é estavel se e somente se, for fixado urn valor para a carga aplicada.

Uma pequena perturbacdo na configuracao resultard na oscilacao que sao restringidas para uma

imediata vizinha de configuracao de equilIbrio. Todo o sistema estrutural neste trabalho é trata-

do como estatico e conservativo. A estabilidade de um sistema pode ser determinado baseado no

criterio conhecido como criterio da minima energia potencial. De acordo corn este criteria a estru-

tura esta numa configuracao de equilibrio se a mudanca da energia potencial total correspondente

for suficientemente pequena. Cinematicamente os deslocamentos admissiveis sao positivos (urn

deslocamento e cinematicamente admissivel se as funcOes de deslocamento satisfazerem certas

continuidades c condiceies de contorno). A carga crftica é definida como uma carga aplicada a

estrutura em que o equilibrio da estrutura falha, esta carga é lentamente incrementada desde zero.

3.2 Energia de deformacao em elementos de estruturas discretizadas

3.2.1 Trelica

Pam barras de trelica plana, os deslocamentos nodais considerados sat) duas translacOes no

piano. Nestes elementos somente existe urn tipo de solicitacdo nas barras, que no caso é forca

axial.

A teoria de barras segue basicamente o estudo de elasticidade unidimensional. Considera-se

apenas uma dimensao, nas quais as cargas sao aplicadas, onde nao ha acoplamento entre tensoes

cisalhantes e normais na relacdo constitutiva. Algumas aproximacOes sao normalmente feitas,

especilamente para barras de secao variavel.

Seja a barra de trelica da figura 3.1, de secao transversal constante A e de comprimento L,

referida aos eixos locals, x,y. Os deslocamentos nodais sac) indicados na figura. Admita-se para os

deslocamentos u e v, de urn ponto qualquer do eixo da barra, a variacao linear da secao.

Portanto,

S 1—L 0	 L 0

0	 1— L	 0 

Q1

Q2

Q3

Q4

unitarias obtem-se  

(3.1)

Da relacao nao-linear entre deslocamentos e deformacOes 



L

Figura 3.1: Elemento de barra

as 1 (av) 2

= p ax 2	 ax )

Considerando u e v da equacão3.1, a equacdo 3.2 fornece

as	 1

ax = —L	 + q3)

av	 1
ax 

= L q2 + q4)	 •	 (3.4)

A energia de deformacdo armazenada na barra (supondo quc o material segue a Lei de Hooke)

expressa em termos da deformacdo unitaria é

U

	 AE 
IL E2dX

2 o

Introduzindo na equacdo 3.5 e, da equacdo 3.3:

2 h Cl-±- (-)
 +ax	 ax ax	 4 ax

-	 2	 2	 4

U
= AE f	 as	 as	 av	 1 av

4
Desprezando-se na equacao acima o termo de quarta ordem (ax ) e introduzindo as equagOesax

3.3 e 3.4 obtem-se

AE	 AE 
U	

2L 
(q12 2q 1 q3 + q32

	2L2

	

) +	 (q3 — q i ) (q2 — 2q2q4 +	 .	 (3.7)

A forca axial P é

AE
P = L	 (qi q3) •

Introduzindo-se o valor de P da equacäo 3.8 na equacdo 3.7 obtem-se

(3.8)

U = 	 	 2q1q3 +	
,

2L	 — 2q2q4 +	 .	 (3.9)
2L
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(3.2)

(3.3)

(3.5)

(3.6)



A equacdo acima pode ser escrita matricialmente como
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1	 0 —10 0 0	 0 0

1 AE 0	 0 0	 0 P 0 1	 0 —1
U = —

2
 {q}

—10 1	 0 L 0 0	 0 0
{q}	 ,

L

0	 0 0	 0 0 —10 1

corn

{q} = qi q2 q3 q4 }

De maneira geral, a energia de deformacdo de urn elemento estrutural é expressa por

1
U = —2 {q} [k] {q} .

Comparando as equagOes 3.10 e 3.12 obtem-se

(3.10)

(3.11)

(3.12)

[k] = [ke] — [k9 ]	 ,	 (3.13)

C OM

1 0 —1 0

AE 0 0 0 0

—10 1 0
[ke] =

L

0 0 0 0

0 0 0 0

P 0 1 0 —1
[k9] = 0 0 0 0

0 —10 1

e

(3.14)

(3.15)

onde [ke] é a matriz dc rigidez local do elemento e [k9 ] a matriz dc rigidcz geornatrica local do

elemento, na qual leva em conta o efeito da for-9a axial.

Para a obtencão da matriz rigidez e geometTica num sistema global, utiliza-se a matriz de

rotacdo dada por

cos 0 sin 9 0 0

— sin 0 cos 0 0 0
Q

0 0 cos 9 sin
(3.16)

0 0 sin 0 cos 0

entdo:
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K = QtkeQ
	

(3.17)

K9 = QtkgQ .	 (3.18)

3.2.2 Portico

Para elementos de viga no piano, os deslocamentos nodais podem ser duas translacOes e uma

rotacdo no piano . As solicitacOes de extremos dos elementos podem ser forca axial, cortante e

momento fietor.

0 desenvolvimento da teoria considera as seguintes hipOteses sobre o seguinte campo de des-

locamentos: uma secdo transversal qualquer da peca permanece plana, corn a mesma forma e

perpendicular ao eixo da viga. As tensOes maximas ocorrem nas superficies superior e inferior da

peca. Uma inconsistencia importante desta teoria visivel no tensor é quc as tensOes cisalhantcs s-ao

nulas, hipOtese que é aceitavel em vigas longas.

L

-41	

42	 q5

Figura 3.2: Elemento de viga

Considere-se a barra em fiexdo da figura 3.2, de secdo transversal constante, com momento de

in&cia constante e comprimento L, referida aos eixos locais x, y, corn os deslocamentos nodais

indicados. Os deslocamentos v provenientes de q2 , q3 , q5 , q6 esfao relacionados para urn caso de

urn elemento em fiexdo. Os deslocamentos u provenientes de q1 e Q4 sdo referentes ao elemento

de uma barra. Os deslocamentos u provenientes de q2, q3, q5, q6 säo dados pela inclinac edo (2)
multiplicada por -y. Corn estas consideracOes escreve-se, portanto,

6 (	 (-1 + — 313f ) y i6 (- 15 +	 y 2 (L — 3-6) y
2	 ,3

1 - J12 0 3
	

X - 2 
2 

+	 0	 3G — 2 fs x 2_ x3

L	 L2



qi

q2

q3

q4

q5
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A relacdo ndo-linear entre deslocamentos e deformacOes unitarias é, para este caso,

18

(3.19)

aso a2V	 1 ( aV

ax 7 (3.20)
E= ax aX2 Y + 2

sendo s0 o valor de s para y = 0, notando-se que a equacdo 3.20 corresponde a equacdo 3.2 da

ban-a da trelica corn o acr6scimo do termo correspondente a flexdo.

A energia de deformacdo é, neste caso,

U= fv o2dV .

Introduzindo-see da equacdo 3.20 na equacdo 3.21 obt6m-se

= E [aso a2 v	 1 (av
U

iv ax ax2Y + 2 ax) dV

(3.21)

(3.22)

U = E dx f [( a 1 +2
2 o	 A \ uX

C

82 2)) 2 2 1 (aV)4
± 4 ax)

aso a2v
2 

ax az2

auo± av 2
( ax)

a2 V (1 2
dA

ax az2	ax
.	 (3.23)

Desprezando o tcrmo dc ordcm cicvada 4 Ox ) 4 c tcndo cm vista que fA ydA = 0 c fA y2dA =

I obt6m-se, efetuando a interacdo sobre a area na equacdo 3.23,

U = EA r 04) 2 dx+ EI	 02v)2 dx 
+ 

EA a  (A )2
dx	 (3.24)

2 o	 ax )	 2 0	 .9x2 )	
so ,,z)

2 0	 ax az

Da equacdo 3.19 obtdm-se

aso 1
ax =	 + q4)



EA
L

0

0
EA
L

0

0

[ke ] =
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aV	 x	 12X2 X	 X2
X2

= 6 (--
L2 

+ —
L3

) Q2+ (1 —
X
 +	 q3 + 6 ( 2- — 	 q5 + (- 2

X
T, + 374

(3.25)

192v(	 6	 4 6x	 6	 x	 2	 x
q6 . (3.26)— 	 — + 12	 fur, -1-

axe	 L2	 L3)	 (--- + —) q3 + (— — 12 L3 ) q5 +	 + 6L L2 	L2	 L3	 L	 L2)

A introducdo das equacOes 3.25 na equacdo 3.24 fornece, depois de efetuadas as iteracOes,

E A	 9	 2E1 0
U = 2L (qr — 2q1q4 +	 + L3 (3q; + L-2 q3

2 +3q5 + L2 + 3Lq2q3 — 6q2 q5 + 3Lq2q6

EA I n ( 3 2 	1	 2	 3 2	 1 222—3Lq3q5 + L2 q3q6 — 3Lq5q6) + L2 0'4	 vi, (5.a 
2 + 15 L +3	 5 u + 15—L Qs

6	 1	 1	 1	 1
10	 10	 10	 30
1 

Lq2 q3 — q2q5 + — Lq2q6 — Lq3 q5 — — L2 q3 q6 — 
10

Lq5q6)

Como no caso de barra de trelica, a forca axial é

P= 
AE 

(qi — q4)L

(3.27)

(3.28)

Introduzindo-sc a equacdo 3.28 na terceira parcela da equacdo 3.27 e escrevendo esta sob forma
matricial obtem-se, tendo em vista as equagOes 3.12 e 3.13,

U	 {q} ([ke] — [kg ]) {q}
	

(3.29)

sendo

{Q} = Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6
	 (3.30)

onde [ke ] é a matriz de rigidez local e [kg ] a matriz de rigidez geometrica local.

EA
L

0

0
EA
L

0

0

	

0	 0
12EI	 6E1

	

L3	 L2

	

6E1	 4E1

	

L 2	 L

0	 0

12EI	 6E1
L3	 L 2

6E1	 2E1
L2

0	 0

12E1	 6E1
L3	 L2

6E1	 2E1
L 2	 L

0	 0
12E16E1

L3	 — L2
_6E1	 4E1

L2

(3.31)
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0

0

0
6
5

0
L
10

0

0

0

-
6
5

0
L
10

P
[kg ] = i—r-,

0

0

L
10

0

2L2 0

0

— L
10

0

- L 2
- 30

0
(3.32)15

0

0 —65
— L

10
0

6
5

_ L
10

0
L
170-

L2
- 30

0 - 
L
10

2L2
15

Para a obtcncdo da matriz rigidez c gcomftrica num sistema global, utiliza-se a matriz de

rotacdo para dada por

cos 0	 sin 0	 0	 0 0 0

— sin 0	 cos 0	 0	 0 0 0

0	 0	 1	 0 0 0
Q (3.33)

0	 0	 0	 cos 0 sin 0 0

0	 0	 0	 —sin° cos 0 0

0	 0	 0	 0 0 1

onde K é a matriz de rigidez global

K = CI[kelQ	 , (3.34)

e Kg é a matriz de rigidez geometrica global

Kg = Cl[kg]Q	 • (3.35)
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4 ANALISE DE SENSIBIL1DADE

O calculo da sensibilidade e urn problema matematico que objetiva obter a solucao das deriva-

das das equagOes em relacdo a variavel de projeto. Essa analise fornece a informacdo do gradiente

para a otimizacao estrutural, tornando eficientes as tecnicas de otimizacao. 0 primeiro passo na

analise de uma estrutura complexa é a discretizacdo espacial das equagOes na forma de elementos

finitos, diferencas finitas ou outro modelo matematico. A analise do problema entdo requer a so-

lucdo algebrica de equagOes de equilIbrio (resposta estatica), problema de autovalores (flambagem

ou vibracao) ou equagOes diferenciais (resposta transiente).

Na otimizacao de estruturas discretizadas, a partir do valor da derivada é possivel a determina-

cdo da direcdo a ser seguida dentro de uma regido, sendo esta limitada por restricOes e limites. 0
valor do gradiente d estabelecido pelas equagOes de restricOes impostas. Para o caso de problema

real, o maior nlimero de restricOes possiveis devem ser consideradas, o que requer por exemplo, a

determinacao dos seguintes gradientes em relacdo as variaveis de projeto:

gradiente de flexibilidade;

gradiente de flambagem;

gradiente de freqiiencia;

gradiente de tensao e outras.

Conforme o problema proposto, o valor da derivada poderd indicar a solucao maxima ou mini-

ma do valor da fungdo objetivo ou custo.

Dentre as restricOes utilizadas na solucao de cstruturas discretizadas, o presente trabalho apre-

senta a demonstracao do calculo de dois gradientes distintos, a sensibilidade de flambagem e a

sensibilidade de flexibilidade. 0 calculo dessas derivadas é obtido por duas formas diferentes:

calculo por diferencas finitas ou metodo analitico.

4.1 Determinacfio da derivada da funcao objetivo

A funcao objetivo (volume) é uma funcdo direta da variavel de projeto c nao apresenta maiorcs

dificuldades [Cardoso em 2000]. A relacdo convexa

V = E viii	 (4.1)

tern derivada

av=(4.2)
avi "

onde, V é o volume, / i o comprimento do elemento, vi e a variavel de projeto, e neste instante

representard a area e ne o ntimero de elementos .

A expressao penalizada do volume (que nao é convexa),

ESCOLA DE ENGENHARIP%
- 1. BLI TECA
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ne	 1

V = EVinii ,
i=1

tambem nao apresenta maiores dificuldades na obtencdo da derivada, resultando em

aV	 1 1-1,t
aVi	 n

4.2 Determinaclo do gradiente para flexibffidade

A derivada do trabalho externo é obtida diretamente do conceito de trabaiho externo, ou seja:

F = ftu ,	 (4.5)

onde f é o vetor de forca e u o vetor de deslocamento. Utilizando-se da regra da cadeia obtem-se

aF	 a ft	 rt au
av	 av u + av	

(4.6)

A derivada da forca em relacdo a variavel de projeto depende da natureza da forca. Se ndo

forem consideradas forcas de corpo, estas derivadas se anulam. Por outro lado, se forem conside-

radas forcas de corpo, na forma

f = vl •y ,	 (4.7)

onde V é o volume do elemento, g é a aceleracdo gravitacional e y é densidade. A derivada é

direta,

a f 
av 

=lyy .	 (4.8)

A derivada do deslocamento em relacdo a variavel de projeto é urn pouco mais dificil de se

obter, pois a relacdo entre os deslocamentos e as densidades ndo é direta, pois ambos estdo relaci-

onados pela equacdo de equilIbrio. Assim, derivando a expressdo

u =
	 (4.9)

obtem-se

au
=- 

ak-i 
f + 

of 
Dv	 Dv

A derivada da matriz inversa pode ser obtida pela derivada da relacdo

(4.10)

kk-1 = I	 (4.11)

(4.3)

(4.4)

pela aplicacao da regra da cadeia
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av
k-1 + k

a
av
k-, 

= 0
	

(4.12)

lembrando que a matriz identidade ndo depende da varidvel de projeto. Isolando a derivada de

interesse obtem-se

ak-1
	  — k- lak k-
av	 av

que pode ser inserida na expressdo da derivada do deslocamento, resultando em

au ak	 f	
av = 

-k -1 —u + k-	 .
ay	 ay

(4.13)

(4.14)

Substituindo a expressdo da derivada do deslocamento em relacdo a varidvel de projeto na

expressdo de interesse obtem-se

aF 
= 2

a ft 
u ut —

ak
u	 (4.15)

av av	 av

que apresenta como caracteristica ser de facil obtenedo e ter apenas derivadas locais, ou seja,

apenas matrizes locais de cada elemento precisaram ser utilizadas no cdlculo do gradiente. Isto de-

cone do fato de que apenas a matriz de rigidez e o vetor de for-gas de corpo do elemento dependem

da varidvel de projeto. Derivadas analiticas apresentam vantagens em tempo de processamento

e estabilidadc sobre procedimentos como diferencas finitas. No entanto, sdo muito especificas,

necessitando de nova deducdo a cada mudanca de formulae-do.

4.3 Determinacäo do gradiente para flambagem por metodo analitico

Neste item e apresentada a formulacdo geral para andlise de sensibilidade para problemas que

apresentam singularidade, sendo governada por uma equacdo linear de autovalores. 0 problema de

autovalores pode estar sujeito a restricOes lineares ou ndo lineares. Urn exemplo de estrutura sdo as

respostas de vibracdo livre em componentes estruturais submetidos a carregamentos. Neste caso,

a restriedo é a equacdo de equilIbrio, sendo seu sistema constituido por uma matriz de rigidez e

uma de massa. Uma outra aplicacdo sdo em problemas que envolvam flambagem, e os autovalores

representam a condiedo de bifurcacdo, a restricao e novamente uma equacdo de equilibrio. Outras

interessantes aplicacOes da formulae -do podem ser encontradas em diferentes campos.

43.1 Determinacäo da sensibilidade para autovalores e autovetores simples

0 cdlculo da derivada de autovalores relacionado a estabilidade estrutural considera como

aproximacdo inicial a existencia de apenas urn autovalor, juntamente corn seu autovetor, descon-

sidcrando a possibilidadc de existir autovalores duplos, que correspondcm ao mesmo modo de

flambagem ou diferente. Para o caso de autovalores repetidos, que sdo bem conhecidos e surgem
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cm problemas de otimizacdo estrutural, a teoria dcmonstra que os autovalores duplos nab sdo di-

ferenciaveis em relacdo a variavel de projeto, mas somente diferencidveis direcionalmente. Essa

condicao de autovalores repetidos causa instabilidade no problema, como pode ser confirmado no

capitulo de resultados.

Considerando-se urn problema de autovalores:

DX = ABX ,	 (4.16)

YtD = AYt B ,	 (4.17)

Yt BX =1 ,	 (4.18)

onde A sac) os autovalores do problema, sendo Y e X os autovetores a esquerda e a direita cones-

pondentes, que no nosso caso são os mesmos(identicos). A e B sào matrizes n x n reais e ndo

simetricas.

0 primeiro resultado obtido para derivada de autovalor foi publicado por Jacobi. 0 desen-

volvimento realizado foi para um caso simples, onde a matriz A é simetrica e B = I, onde I
corresponde a matriz identidade, obtendo o seguinte resultado:

as _ yt ap x
av	 av

(4.19)

onde v é a variavel de projeto.

Considerando que as matrizes D e B sejam sim6tricas e os autovetores a direita e a esquerda

coincidentes, Fox e Kapoor em 1968 e Fox ern 1971 demonstraram uma express -do para o calculo

da derivada da sensibilidade, como sendo:

aA 
=

av	 a
Xt ( aD 

— A aB ) X	 (4.20)
av

X;BX, = (5,; ,	 (4.21)

assume-se que os autovetores sal() normalizados e que Si; é o delta de Kronecker.

A derivada do autovalor foi estudada por Rogers em 1970, considerando a equacdo diferencial

linear e homogenea com coeficientes constantes, podendo ser escrita da seguinte forma:

Dz' + Bz = 0 ,	 (4.22)

assumindo que a solucdo de z é:

z = Xe't .	 (4.23)

Derivando a equacdo 4.23 e substituindo a mesma dentro da equacao 4.22, obtern-se urn pro-
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blema de autovalores.

atDXt + BXi = 0 ,	 (4.24)

Fazendo-se as devidas modificacOes, o resultado obtido é:

as _  ap A aB) x
av	 av

sendo que a condicao de ortogonalidade resulta em:

YitDXt = YitBXi = 0 i j.	 (4.26)

Para o caso ondc as matrizes D c B sao complexas, Garg em 1973 mostrou a solucao para o

calculo do gradiente do autovalor e do autovetor. Neste estudo considerou que para cada autovalor

existisse um autovetor linearmentc independente, pois para o use desta solucao nao é admitida a

existencia de autovalores iguais. Esta formulacdo pode ser utilizada para dinamica de estruturas,

para estimar a sensibilidade de freqiiencia.

0 artigo publicado por Nelson em 1976, trata do calculo simplificado para derivadas de auto-

vetores, podendo utilizar para sistemas de matrizes simetricas ou nao simdtricas, associada a cada

autovalor em consideracao, isto é, nao podera ocorrer autovalores repetidos. 0 metodo de Nelson

representa a derivada de autovetor como um somatOrio de autovetores.

Vanhonacker em 1980, considerou urn sistema viscoso amortecido. A partir desta consideracao

utilizando-se do mdtodo adjunto, obteve a sensibilidade do autovalor, para urn unico autovetor

correspondente.

Excmplos de aplicacdo das derivadas de autovalor c autovctor, para autovalores nao repctidos,

foram realizadas por Fox e Kapoor em 1970, usando-se de estruturas discretizadas, corn restricao

de freqiiencia.

Choi, Haug, Seong em 1983, partindo da equacdo 4.16, obtiveram a equacao de derivada para

autovalores simples, isto sendo para primeira parte do problcma, expressa pcla cquacao 4.20. Este

calculo da derivada de autovalores foi utilizado para otinaizacdo de estruturas, sujeitas tanto a

restricao de flambagem como de freqiiencia, onde a matriz D d a matriz de rigidez e a B é a matriz

de rigidez geomdtrica ou de massa.

Demonstrando como realizar a analise de sensibilidade para um sistema de estrutura discreti-

zada, Adelman e Haftka em 1986, realizaram um estudo sobre o calculo da derivada de autovalores

e autovetores em relacdo a uma variavel de projeto (v), utilizando do mdtodo adjunto e do mdtodo

direto. A equacdo demonstrada neste artigo é 4.20. Para solucionar o problema corn mOltiplas

restricOes de freqiiencia, Woo em 1987, baseado no estudo realizado por Fox e Kapoor em 1968,

utilizou da equacao 4.19, para otimizacdo estrutural de p6rticos.

Tada c Minami, cm 1993, realizaram o estudo referentc a otimizacao de estruturas trelicadas

em 3D, tendo como uma das restricOes a freqiiencia natural, sendo que modo de vibracao foi

(4.25)



a2A yt (0,92vD28A8B	 O2B)x 2yt OD	 82AB A8B) 8X
8v2	 avz	 av	 Ov2	 Ov Ov

av2 YtBX
(4.28)
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especificado.

A analise de sensibilidade de primeira e a segunda ordem para problemas de flambagem e

vibracâo foi mostrado detalhadamente por Godoy e Feijoo em 1994, partindo de uma equacdo

de autovalores, em que o problema apresenta singularidade. Os valores das derivadas primeira e

scgunda ordem sdo obtidas a partir de uma tecnica de perturbacdo. Esta solucdo foi deduzida polo

metodo direto e adjunto.

A resolucdo do problema para o caso de autovalores simples tambem foi mostrado por Haftka

e Gurdal em 1992, partindo da equacdo 4.16, que pode ser utilizada para analise de flambagem

ou de freqiiéncia natural. As matrizes D e B da equacdo 4.16 sdo respectivamente matrizes de

rigidez, matriz de massa ou de rigidez geometrica. No caso de estabilidade estrutural o autovalor

(A) se refere ao carregamento critic° de uma estrutura e o autovetor o modulo de flambagem. A

equagaio 4.21 é valida para problemas de freqUencia natural, pois para o caso de flambagem, esse

valor é menor do que urn, entdo a express -do obtida é:

dA 
xt (ddDv AddBv)x

= 	
dv	 XtBX

(4.27)

Lin, Wang c Lim cm 1996, realizaram o estudo sobre as derivadas de autovalores c autovetores.

Os autovalores sào obtidos da mesma forma que Haftka e Gurdal em 1992. Para o caso do gradiente

do autovetor, expressaram como uma combinacdo linear de todos os autovetores do sistema.

Na otimizacdo de placas para resistencia a flambagem, Manickarajah e Steven em 1998, utili-

zaram da derivada de autovalor, expressada por Haftka e Gurdal em 1992. Estc conhccimcnto foi

aproveitado para o estudo da evolucdo do metodo de otimizacdo para placas sujeitas a resistencia

de flambagem.

43.2 Derivada segunda

Alguns metodos de otimizacdo requerem tambem a dcrivada segunda do autovalor. Plaut e

Huseyin em 1973 realizaram o estudo sobre o calculo da segunda derivada de autovalores, baseado

no artigo publicado por Rogers em 1970. Para obtencao desta equacdo é realizado a derivada

segunda da equacdo 4.25 e a utilizacao da derivada do autovetor.

O cstudo realizado sobre a derivada de scgunda ordem por Plaut c Huscyin cm 1973 c Rogers

em 1970, teve continuidade por Rudissil em 1974, propondo urn novo metodo de calcular o valor

do gradiente de autovetores. Se todos os autovalores sdo distintos, enta-o existe n autovetores

linearmente independentes.

A pesquisa sobre dcrivada segunda dc autovalores teve continuidade corn Miura c Schmit cm

1978, abordando o caso em que as matrizes D e B sào simetricas (a matriz D se refere a rigidez e

a matriz B a massa). A equacdo 4.16 foi diferenciada duas vezes, obtendo-se:
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onde:

a2 A	 1 	 aA T 	 T(i)	 as (i) 
+ X 

t aFi axi	taFiaxii

	

avkav3 X1MX [ avk 3	 az); k	 avkav; 
+ x

i aviavd '
(4.29)

Tj = XIBXi ,	 (4.30)

= (D — AB) .	 (4.31)

Os autovetores sao ortonormalizados para B, entao utiliza-se a equacao 4.21para simplificacao

da equacao 4.28. Foi assumido que os dois tiltimos termos da equacao 4.28 sao muito menores

do que os dois primeiros termos desta equacao, fisicamente, os dois tiltimos termos representarn

a influencia do modulo da primeira derivada dentro da segunda derivada associada ao autovalor.

Aproximacao da matriz Hessiana, apresenta-se como:

2A	 1 	 a), (i)	 as (i)
T . +	 T	 (4.32)

avk av3 	XfBX[avk 3	 aVj k]
sendo facilmente calculada, mas esta aproximacao e somente utilizada quando os modo nao mo-

dificarem a forma do projeto original, isto é, somente podera ativar o primeiro modo (vibracao ou

flambagem). Este artigo tram especificamente da otimizacao de freqiiencias naturais.

Brandon em 1984, demonstrou o calculo da primeira e da segunda derivada para autovalores

atraves do metodo da perturbacao, sendo necessario a obtencao da primeira derivada do autovetor.

Este problema se refere a um sistema dinamico conservativo.

4.3.3 Determinacfio da sensibilidade para autovalores repetidos

A obtencdo do gradients dos autovalores corn rclacao aos parar'netros de projeto é extrema-

mente importante, pois atraves desses torna-se possivel a modificacao do projeto. A situacao de

autovalores repetidos ou identicos corn diferentes modos, ocorre em muitas situagOes fisicas. Para

este caso, o estudo somente teve inicio na de,cada passada.

Ojalvo cm 1988, estudou o caso em quc ocorrc autovalores identicos; sc é urn autovalor re-

petido, existird urn autovetor Xi , (j=i, i=1,...,i+m), entao a combinacao linear Xi sera urn autovetor,

expresso da seguinte forma:

i+m

	

E aix;	 (4.33)

ondc a; é um parametro complctamentc arbitrario, scndo obrigatoriamcntc a ta = 1. Assumindo-

se a selecao arbitraria de X1 e X2, e provocando-se uma perturbacdo b na direcdo relativa dos

cossenos diretores de X1 e X2, obtem-se a; e (1 — a;)2, entao tem-se:
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= a 1X1 .	 (4.34)

0 gradiente do autovetor para a equacdo Z :

(D — AB): FEZ (Ai , Zi ) ,	 (4.35)

onde:

	

Fi(Ai, Zi) = (
aD — B 

Z-	 (4.36)
av

Realizando-se as devidas manipulacOes matematicas obt6m-se o gradiente do autovalor, eon-

forme mostrado:

onde:

aAi
Ea = 

Ov
	 a (4.37)

OD	 OB 
E = X t (	 A	 ) X	 (4.38)

Ov	 Ov

No dcsenvolvimcnto realizado por Ojalvo em 1988, considerou-sc que todas as equagOes re-

dundantes fossem eliminadas e substituidas por equagOes independentes, sendo baseado no m6todo

de Nelson. Fazendo-se as devidas substituiceies na equacdo de Fi	Zi ), a forma final é dada por

Fi (Ai , Zi), entdo a expressdo obtida para o valor da sensibilidade de autovetor é expressa da se-

guinte forma:

Entdo, a solucdo de

OZ	 z+m

	 = V- + CikZk j = i +1,	 + m
OV	 3	 k=i

(4.39)

(D — A i B)Vi = F; ,j = i,i +1, ...,i + Tit.	 (4.40)

A obtencdo do valor de q; é dada pela seguintes expressOes:

Cji = — 4BVi ,	 (4.41)

corn

1 OB 
kJ;	 Zt- 	 Z

2 3 av 3

para obtencdo dos valores de Cik as expressOes sdo:

(4.42)

Cik kik —VitBZk
	 (4.43)
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corn

1kik = 
2 

Zk
av 

z,
3

•	 (4A4)

As quatro tiltimas equagOes tern forma identicas, mas sera notado que bkj	 Ck3	 C3k.
0 estudo sobre a derivada de autovetores corn autovalores repetidos para matrizes simaricas

foi estudado por Dailey em 1989, baseado no artigo publicado por Ojalvo cm 1988. Utilizando-sc

do novo rn6todo, os elementos fora da diagonal da matriz C, podem ser determinado pela dupla

diferenciacdo da equacdo 4.16, combinando os termos, multiplicando por Z t e utilizando-se as

expressOes Zt (D — AB) e ZtBZ = I, obtendo-se:

	

zt (
52D A 8213 ) Z + 2Zt 

OD A aB) az	 2zt aB zaA 2ztm aZ an a2A 
0v2	 a,2	 av	 av av	 av av	 av av av2 •

(4.45)

onde A = AI; agora expandindo corn V-, = V + ZC:

zt ( a 2D	 A 32-13 ) Z + 2Zt (aD A°13 )1 +2Z t ( aD	 A W3 ) ZC
av2 	07)2 j	 \av	 av j	 \av	 av j

aB an	 an	 an	 a2A
—2Zt  av Z av 2ZtBV 

av	
2ZtBZCav	 av2 = 0

Utilizando-se das relacOes:

zt (
a
D aB) z	 _t aAz [Bz	 - (D - AB)az

av
i =

av	 av	 	 av

ZtBZ = I	 .

Chega-se a expressao:

zt (82D 
A

a2B )Z+ 2 (
an

C C
an)	 02 A	 aD aB 

av 	 av	 av	 av	 av 2Zt	 av A 
av 

) V

aB an	 DA——2Zt  Ov Z av	 2ZtBV—av =0

an an	 a2A(OD	 OB
C av av + 0.5 

0v2 
= Z 	 av	

A  
av 

) V

Ba	 an	 (a	
Z

2D	 a2B-zt ( av z + mv) 	  0.5Zt	 A 	  —= R
av	 a 	 av2

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
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j=i

{

=-
0.50-

(4.52)
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A determinacdo dc 6 representado pela equacdo acima, se t- 	 . Para i = j, cij 6 dado

por:

C+Ct=Q	 (4.53)

sendo que

ca; = 0.5qij	 (4.54)

Quando as derivadas dos autovalores sdo repetidas, significa que existe urn auto-espaco, nao

podendo ser separada em m distintos autovetores. Nesses casos, a derivada do autovetor ndo 6

sendo continua no auto-espaco.

A interpretacdo da derivada do autovetor como sendo nä.° Unica, ocorre quando existem deri-

vada de autovalores iguais, e a interpretacdo para esses casos 6 a mesma de autovetores ndo tinicos,

ocorrendo corn autovalores repetidos. No caso de autovalores repetidos, a combinacdo linear des-

ses autovetores, 6 tambem urn autovetor, se for satisfeito a condicao ZtBZ = 1. 0 valor do

gradiente do autovetor 6:

az =v+zc .av (4.55)

Observa-se que a sensibilidade do autovetor, (2), depende da segunda derivada de 0-e
a2 
8,2 , esses termos estAo presentes na expressào de R. Dailey em 1989, concluindo que a segunda

derivada influencia a primeira derivada de autovetor, como a igualmente verdadeiro que a primeira

derivada afeta os autovetores.

Em certos casos a segunda derivada de D e B sera zero. Como exemplo, no caso de uma

viga, escolhendo como varidvel de projeto a sec -do transversal, densidade, momento de in6rcia

ou modulo de Young, mas se a variavel de projeto a ser escolhida for o comprimento, a segunda

derivada de D e B, ndo sera zero.

Hou e Kenny em 1992, apresentaram urn metodo para analise aproximada de autovalores e

autovetores, em presenca de autovalores repetidos, e urn metodo alternativo para equacdo de sen-

sibilidade dc autovetores. 0 metodo desenvolvido para analise da aproximacdo envolve a repara-

metrizacdo das varidveis de projeto, sendo urn valor positivo.

Nos casos em quc os autovalores sdo repetidos, normalmente é diffcil diferencid-los, esta afir-

mativa pode ser melhor explicado pela investigacdo das diferencas entre urn problema de autova-

lores simples e repetidos:

- a primeira e mais fundamental diferenca 6 que a combinacdo linear dos autovetores, tamb6m

sera urn autovetor;
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- a segunda diferenca é relacionada corn a deficiencia da matriz (D — AB), se autovalores

repetidos ocorrem corn uma freqUencia m, entdo a matriz estard deficiente de m linhas e colunas,

onde D é a matriz de rigidez e B a matriz de massa.

As equagOes da derivada dos autovalores e autovetores apresentadas por Hou e Kenny em 1992,

foram baseadas na equacdo abaixo apresentada:

(D — AB) (/)i = 0 ,	 (4.56)

onde:

= XM (4.57)

sendo uma combinacdo linear dos autovetores, X uma matriz de duas colunas contendo os

valores de xl e x2 , e Y um vetor corn dois valores constantes.

Para o caso onde as derivadas dos autovalores sdo diferentes, existe duas solucoes simples:

aA,at, par a yi

aA2 a, Para Y2

(4.58)

(4.59)

No caso onde os autovalores sdo identicos, a derivada dos autovetores pode ser expressa como:

	

= OA i 	( ap	a.n.
(D — AB) ac6z	 (4.60)

	

Ov Ov	 au	 av )

A derivada do autovetor pode scr expressa como urn somatOrio arbitrario de ui e o produto de

duas constantes indetenninadas. A expressäo assumi a seguinte forma:

av
	 ?Li + cirOr + ci202	 (4.61)

0 vetor u, deverd ser ortogonal a B, entdo:

uiB (c-irOr + ci202) = 0 ,

uf/30 1 = 0	 i = 1, 2 ,

4/302 = 0	 i = 1, 2 ,

aAi = ( ap	 A aB 0i
av	 av )

A equacdo 4.60 pode-se escrever como:

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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ti 
a	 1 a

a
(D — AB) u, =	 (B0i)	

aD
(  av A 

a
av
B

 (ki 	(4.66)
" i a

D
v	 'l

B
 °:)

Utilizando-se das equagOes 4.63 e 4.64, e o teorema de multiplicador de Lagrange, obtdm-se a

seguinte express-do:

aD aB 
(D — AB)ui + 	 kti2B0i2= ( av A av) i = 1, 2 .	 (4.67)

A solucao da equacdo acima torna-se trabalhosa, podendo-se entao redefinir u i , como uma

combinacdo linear de v i , sendo expressa como:

ui = Vyi 	i = 1, 2 ,	 (4.68)

sendo V uma matriz n linhas corn duas colunas. Realizando-se as devidas manipulacOes maternd-

ticas, chega-se aos valores das constantes C:

1 it aB
C11 =	 01 8,701 7

1 aB
C22= 

2 
Ot2 av 02

A aa2,11 ) 0 1 +

	

k ay	 ay j

802S) 02 ± 20ti

	

ay	 ay

Existencia da condicao de ortogonalidade entre os vetores 01 e (/)2,

..kt (82D
'P2 

At (82D
\ 

C12	 2 (	 _

C21	 2(aU

28A,as
ay2

9,9A2as8,2

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(
aD _ A8/3)
Ov	 av U2

(4.72)   

0t1 B02 = 0 ,	 (4.73)

devera tambern ser satisfeita para as derivadas do autovetores,	 e	 , isto é, os gradientes dos

autovetores deverdo preservar a seguinte condicao:

ent-ao:

a t,	 .92	 aB 
B02+ otB 	 +	 	 o2= 0 ,

av	 z	 av 	av

aB

	

C12 ± C21 ± (Pi 	 (P2 7
aV

(4.74)

(4.75)

A analise aproximada para autovalores e autovetores, foi demonstrado por Hou e Kenny em
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1992, este metodo consiste da expansdo em serie de Taylor, sendo uma aproximacdo linear,

aA.
a i (v*) ti A i (v°) + E (4.76)

ax,
x i (v*) x, (v°) + E 

av
	 3

Av	 (4.77)

onde v* e v° sdo as novas variaveis de projeto e Av; a variacdo da variavel de projeto vi , formula-

cdo utilizada para autovalores distintos. Para o caso de autovalores repetidos, a variavel de projeto

é expressa como:

v* = v° + Av .	 (4.78)

0 problema de autovalores apresenta-se da seguinte forma:

D (v*) x* = A* B (v*) x*	 (4.79)

Introduzindo-se f na variavel de projeto, v (€) = v°+€,Lv, sendo então representada a equacdo

de autovalores como:

D (v (0) = A (E) B (v (c))x (€) ,	 (4.80)

onde € é urn valor real, entre zero e urn A equacdo acima podera ser diferenciada em relacdo a 6,

corn € = 0; observando-se que a equacdo acima representa urn par de autovalores repetidos, para

= 0, obtendo-se a seguinte expressdo para a derivada do autovalor:

onde:

(D 77 b) y, = 0 ,

	

xt (aD	 aB
) X

	

av	 av

(4.81)

(4.82)

B=I

aD dD (v° + EAv)
E = 0 ,

av	 dc

aD _ 
	Av

av ay

aD_	
	 Av

av	 ay

(4.83)

(4.84)

(4.85)
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similarmente para:

0BaB A
=E  LA)

avaV

A derivada do autovetor avpode ser definida como:

= Vyi +	 + ci202

Os valores das constantes sdo obtidos utilizando-se as equagOes, corn:

(4.86)

(4.87)

a2 D d2D(v° + eAv)
av2	 d€2 = 0 , (4.88)

e
3=

,9 D2
=EE 	 AviAvj

, 
t=	 -

av,av,

82 B	 a2B 
AviAvi=EEav	 j=11.=1 av '31)3 
	 .

(4.89)

(4.90)

Aprwdmacdo dc primeira ordem do novo autovalor, para E = 1, pode ser obtido utilizando

expansdo da serie de Taylor, em relacdo a € corn E = 0:

-yi	 i = 1, 2 ,	 (4.91)

e similarmente para os autovetores:

ack
	

i = 1, 2 .	 (4.92)

4.3.4 Obtencäo da derivada de autovalores simples ou duplos

Nesta parte do trabalho sera demonstrado a obtencao dos autovalores simples ou duplos. Para o

caso de autovalores simples o estudo foi baseado em Godoy e Feijoo em 1994 e Haftka e Giirdal

em 1992. A expressdo que sera obtida abaixo somente servird para otimizacão de estruturas que

alive somente o primeiro modulo de flambagem, pois se o segundo modulo for ativado, causara

instabilidade na convergencia do problema.

A partir deste ponto sera mostrado o gradiente de autovalor simples utilizado neste trabalho,

sendo este baseado no estudo realizado por Haftka e Giirdal em 1996. Considerando-se o problema

de autovalores:

(k — Akg) ut = 0 ,	 (4.93)

onde k é a matriz de rigidez, kg é a matriz de rigidez geornetrica (poderd ser a matriz de massa



35

se for urn problema dc vibracdo), ut é autovetor (modulo de flambagem) e A o autovalor cones-

pondente a carga critica. As matrizes k e kg, sac) simetricas, e k sera positiva semidefinida, se as

condicOes de contorno não forem consideradas.

Multiplicando-se a equacho 4.93 por utt obtem-se

utt (k )\k9) ut = 0 .	 (4.94)

Derivando-se a equacho acima em relacdo a variavel de projeto A, de forma aplicar a regra da

cadeia

Out' 
(k Akg) ut + ut t (k Akg) 

Out 
+ utt	

ak as  
kg	

akg) 
=aA	 0 .	 (4.95)aA	 aA aA	 aA

e

Sabendo-se que os termos

autt 
aA 

(k .kg) ut = 0 , (4.96)

ut t (k — \kg) aauAt = 0	 (4.97)

desta forma a equacho 4.95 pode ser simplificada, podendo ser escrita da seguinte forma

utt
 (

ak	 8,\	 akg 
—
aA aA 

kg 
DA )ut= 0 (4.98)

aA	 uttkgut	
(4.99)

Em relacho a equacho acima, pode-se normalizar o denominador para que seja urn valor unita-

rio, conforme descrito por Manickarajah e Steven em 1998, entdo

uttkgut = 1 ,	 (4.100)

e o segundo termo no nurnerador pode ser desprezado, pois o seu valor comparado corn o primeiro

termo é muito menor, entdo a equacdo 4.99 pode ser expressa da seguinte forma

aA	 ak 
OA 

= utt 
aA

ut .	 (4.101)

A equacho acima é utilizada somente para autovalores simples.

0 gradiente da sensibilidade para autovalores duplos foi baseado no estudo realizado por Pe-

dersen cm 1999, a scnsibilidadc obtida aqui é utilizada no trabalho. Para autovalores idOnticos,

=	 existem dois autovetores diferentes, para a determinacdo do gradiente é necessario de-

	

A utt ( 8k	 2k9) ut

	

8A	 aA
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terminar uma regido, sendo representada por urn piano, onde busca-se o maximo e o minimo valor

da derivada.

Seja urn autovalor A, que possua dois autovetores diferentes, u 1 e u2 , entdo:

{ ut} = au i + Ou2

a2 
±

2 
= 1 .

Tanto u 1 , u2 e u devem satisfazer a condicdo:

{ut} t [kg] {tit} = 1 ,

futI t [lc] {ut} = A .

Substituindo a equacdo 4.102 em 4.93, e multiplicando por u t obtern-se

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(aui + fiu2) (k — Akg) (au i + Ou2) = 0 .	 (4.106)

A equacao 4.106 deve ser diferenciada ern relacao a variavel de projeto adotado, para o caso

de trefica e pOrtico é a secao transversal de cada elemento (A - area).

a (aui + 04)	 a (aui + 0112)

aA
(k Akg) (au i + Ou2 ) + (au i + Out2) (k — Akg)

	

aA	 aA

(aui + ,thi2)	
aA	 akg 

OA  aAng A aA) 
(au i + ,3u2) = 0 . (4.107)

Considcrando a condicao de singularidadc do problcma dc autovalorcs, a cxpressao 4.107 pode

ser reduzida, ficando da seguinte forma:

(autl + Out2)
( ak aA k	 akg)

aA g	 aA
(au,. + Ou2) 0	 (4.108)

A expandindo a equacao 4.108, tem-se:

	 aui as
aui 

ak 
au l 	 kg aui. 

akg 
+ Ou

t ak 
,8	 t A

akg utaA  
kg Ou

)

aA	 aA	 aA	 aA	 aA2	 2	 2 aA
(4.109)

(au i + i3u2 ) = 0 ,	 (4.110)

2 t ak	 2 t 0A	 2 t akg	 t akg
a u1 

aA
u i 	 u1 	 ?Li a u i 	+ al3ut 

ak  
u t Out 

aA 
kgu i a13u A	 U1+

aA	 23 1	 2aA	 2 aA



37

ak	 aA	 akg	 ak 
u2apu- 	 u2 + a0u" u2 a,the A	 + p-u-aA	 aA	 aA	 2 aA

l32Ut 
—0A

kgu 132Ut A 	  — 0
2 0A 2 — 2 aA U2 —

(4.111)

	

t ak	 akg 2	 A	 \	 2 t a),
a u 1	 	 u1	 2 

t	 Ok	 akg
U2	 A 	 7/2 02ut 	 kgu2+	aA	 0A 	 aA	 aA	 2 aA

aQ ( ak	 t ak	 t ,akg	 t akg

	

ut2 aA u1 + Ul ail U2 U2A aA U1	 u' A aA U2) +

Cue 
aA	 aA—a0 (u2	 kgu i — ut	kgu2) = 0
aA	 aA

ak	 akg\	 t ak	 °kg 
a2 Ut

1 (aA	 aA ) U1 + fr(32U2 aA	 aA 
\
) U2+

ao (ut oak IL,	 ut ak u2	 u2A akg ul uti A akg 112)
2 A	 aA	 aA	 aA )

t aA	 t aA	 t aA	 t aA
= 

a2 
ul aA kgui 

132 % aA kgu2 +	 (u2 aAkgui	 /Li
aAk 

gu2

(4.112)

(4.113)

ak	 akg	 t (ak	 akg 
a2 Ut

1 (aA A aA) U1 
+ 2U 

2 0A 
A 

aA) 
U2+

a/3
( ak A alcg) u2 ut ( ak A Okg\ u

aA	 aA )	 2	 aA

aA
2 t

a u aA kgu 1 + 02tit  as  kgu2 + a/3 (tit 
3A  

k	 0A  k
1	 2	 2 24 gu i	 gU20A	 aA	 0

(4.114)

g  )

	

ct2ut ak	 ak ui	 _ ak02ut 
	  A 

akg
) u2 + 2a,@ut, (40i l	

akg
ic4s A

	aA	 aA	 2 aA	 aA	 0A) U2

°A	°A	 aA a2 Ut	 kgu i + 02 ut	kgu2 + 2a/3u 1	 kgu2 •aA	 2 aA	 aA
(4.115)
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912 922

Considerando-se que:

( ak ag)
aA

Simplificando-se a equacdo 4.115 atraves da utilizacdo da expressdo 4.116, tern-se:

a2911 +
2
g22 2a0 = [a2utIkgui	 a

Q2,..t 7	
z
r%	 tt	 aA

2Egu2+ apulicgu2 aA

Sendo que os vetores u ie u2 sdo ortogonais entre si, fazendo-se use da equacdo 4.104, então:

aA
aA -

-,---- 
a2 

g11 + /32g22 + 2a/3g1212 (4.118)

Dc maneira obter-se os valores maximos e minimos para o caso que envolvam autovalores

duplos, deve-se derivar a equacdo 4.118 em relacdo aaefie igualando-se a zero, obtem-se:

2ag11 + 2/3g 12 = 0 ,	 (4.119)

23g22 + 2ag12 = 0
	

(4.120)

A partir do sistema de equagOes acima, monta-se uma matriz que contenha os valores de grim,

determinando os autovalores corresponderdo ao maxim° e mimmo valores do gradiente.
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n = m, = 1, 2 .	 (4.116)gnm

(4.117)

4.3.5 Determinacäo do gradiente para flambagem por diferencas finitas a frente

Uma tdcnica simples para o calculo da derivada de autovalores em relacdo a uma variavel

de projeto é aproximacdo por uma diferenca finita, [Haftka e Giirdal em 1992]. Este tipo de

procedimento é computacionalmente caro, mas de facil implementacdo e por isso muito popular.

O metodo analitico foi apresentado neste capitulo, podendo ser verificado a sua resposta atraves

da diferenca finita. Nesta secdo é discutida a obtencao do gradiente pelo mdtodo da aproximacdo

por diferencas fintas.

Aproximacdo por diferencas finitas podc scr de primeira ordem ou dc segunda ordem. Or-

dens mais altas tambem podem ser empregadas, mas sào raramente utilizadas em aplicacOes de

otimizacdo estrutural, por demandarem um alto custo computacional.

Conforme Adelman e Haftka em 1986, a analise de sensibilidade para respostas estaticas, o

mdtodo por diferencas finitas quase sempre é inferior ao mdtodo analltico. Para os casos nos quais

calcula-se a derivada para respostas transientes, isto nem sempre ocorrerd. Quando mdtodos ex-

plicitos sdo usados para integrar a equacdo difcrencial, a lincaridadc das equacOcs de scnsibilidadc

ndo constitui uma vantagem computacional. Para os casos de integracdo explicita, aproximacdo
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por diferenca finitas e freqiientemente superior computacionalmente do quc metodo direto. Quan-

do tecnicas de integracao implicita sao utili7adas, a aproximacao por diferencas finitas é menos

atrativa computacionalmente mas de facil implementacao do que aproximacao direta.

Faihas neste tipo de processo ocorrem devido ao tamanho do passo(Ax) a ser selecionado. No

caso do tamanho do passo ser grande, ocorrera erros devido ao truncamento. Esse tipo de erro

normalmente aparece quando termos na expansao da serie de Taylor sao negligenciados, isto é,

utilizando somente os termos de baixa ordem. Se o passo selecionado for pequeno, ocorrerd erro

devido ao condicionamento, isto é, a diferenca entre o calculo numeric° da fungdo e o seu valor

exato devido ao arredondamento das operacOes numericas.

0 gradiente para autovalores apresenta-se da seguinte forma utilizando diferencas finitas:

aA AA A (v	 Av) — A (v) 

av Av	 Av

A expressao acima obtida por diferencas finitas a frente.

(4.122)
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5 FORMULACÄO DO PROBLEMA DE OTIMIZAC;i0 ESTRUTURAL

5.1 OtimizaCio estrutural

Para a formulacao do problema de otimizacao estrutural é necessario definir a formulacao da

analise estrutural, as variaveis de projeto, a funcao objetivo e as restricOes impostas ao problema.

A otimizacao normalmente ndo tern uma tinica solucao, sendo que o procedimento é estabelecido

pela necessidade e condicees de projeto e a construcdo de urn algoritmo eficiente, respeitando as

restriceies impostas.

Para otimizacao de estruturas, os mdtodos mais utilizados sao:

Mdtodo da programacao matematica;

Aproximacdo do criterio de Otimo.

0 problema de otimizacdo de layout para uma estrutura discretizada pode envolver tres tipos

de variaveis de projeto que sac):

Variavel topolOgica, define urn padrao de conexdo dos membros ou de rnimero e seqiiencia

espacial dos elementos, pontos e suportes no sistema estrutural;

Variavel geometrica, descrevendo a geometria estrutural (coordenadas nodais);

Varidvel de tamanho, representando a dimensdo da secao transversal ou tamanho do elemen-

tos.

A formulacao do problema de otimizacao pode possuir dois tipos de restricao:

0 primeiro tipo de restricao pode ser em relacao ao deslocamento, tensao, freqiiencia natural,

carga critica de flambagem, e outros; podendo ser restricao local ou global.

0 segundo tipo tem-se a restricao de geometria, que pode descrever o mimero e a clirecdo dos

elementos ou a secao transversal dos elementos.

Por causa da complexidade da otimizacao simultanea da geometria, topologia e da secao

transversal, duas classes de problema sao freqiientemente considerados na discretizacao do (Ai-

m° layout, que sao:

Otimizacao de geometria, onde as coordenadas nodais e a secao transversal sao tratadas como

variaveis de projeto, a topologia é usualmente assumida ser fixa, e alguns pontos nodais durante

processo da busca do (Rim° poderao sumir. Este tipo de assunto nao é tratado neste trabalho.

Otimizacao topolOgica, corn as areas da sec -do transversal como variaveis de projeto e uma

malha bastante densa, alguns elementos irdo tender a zero, de maneira que podem ser desprezados.

Isto é possivel devido a alta conectividade existente entre os nos. Ha limites superiores e inferiores

para as areas cada elemento, sendo que o limite inferior pode ser igual a zero.

Tanto a variavel topolOgica como a geometrica definem o layout da estrutura. Nos problemas

de otimizacao topolOgica, a geometria e as variaveis topolOgica sao otimizadas simultaneamente,

atraves das variaveis de tamanho de cada elemento de uma malha densa, sendo este procedimento

utilizado no trabalho.

0 metodo escothido para resolver o problema de otimizacao foi a programacao matematica,
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pela possibilidade do use de divcrsas variaveis de projeto, restricOes, funcOes objetivo e condic-Oes

de carregamento. Este metodo é eficientemente utilizado para resolver problemas praticos. 0 tipo

de estrutura escolhida esta sujeita somente a aplicacao de cargas estaticas e a andlise do modelo

é elastica. 0 carregamento estatico aplicado pode ser simples ou com nuiltiplos casos de carrega-

mentos. Corn esta altima condicao pode-se afirmar que a estrutura nao se toma um mecanismo e

possui uma melhor estabilidade numerica. Neste procedimento, a secao transversal de diferentes

elementos é adotada como variavel de projeto [v], enquanto que o volume estrutural é adotado

como fungdo objetivo. 0 processo de otimizacao estrutural tern como restricOes flexibilidade e

flambagem global, sendo que o problema podc ser formulado com a minimizacao do volume so-

mente com flexibilidade, somente corn flambagem, ou corn ambas as restricOes ao mesmo tempo.

Mdtodos num6ricos sao empregados corn tecnicas de programacdo matematica, de maneira que

atraves de um processo iterativo busca-se o projeto 6timo. Inicialmente parte-se de uma estrutura

cheia (universo de elementos), e o resultado é alcancado atraves de uma procura sistematica, que

termina quando o crit6rio de Otimo for satisfeito, indicando que o projeto satisfez todas as restricOes

impostas e atingiu o maxim° ou minim° da funcao objetivo. A condicao de obter a Otima solucao

para o problema depende especialmente do comportamento e das condicOes impostas ao projeto

estrutural. A otimizacao estrutural para problemas corn restricdo de flambagem é complexa, porque

o calculo da carga critica de flambagem é geralmente um processo que envolve a solucao de duas

equacOes, sendo a primeira analise estatica e a segunda solucao de urn problema de autovalores,

para cada iteracao. Na maioria dos problemas nao é garantido que o Otimo global possa ser obtido,

neste caso sera necessario processar varios casos partindo de pontos diferentes e verificar a resposta

obtida atraves da comparacao, mas este procedimento nao ira garantir que seja o Otimo global,

entao considera-se o resultado como sendo um Otimo local. 0 problema pode nao ser convexo,

desta forma pode ter mais de uma solucao.

Em estruturas discretizadas, onde utiliza-se elementos de barra e viga, a distribuicao da secdo

transversal é freqiientemente discritizada em segmentos de estruturas, sendo que a area do elemen-

to pode ser requerida para ser uniforme ou variar lincarmente em cada segment°. Neste trabaiho a

secao transversal dos elementos é constante por elemento, nao apresentando variacdo ao longo do

comprimento.

0 estudo da otimizacao topolOgica de estrutura discretizada baseia-se numa estrutura inicial,

conhecida como universo de barras (ground structure), no qual ocorre a Otima conectividade dos

elementos corn todos os possiveis nos. Durante a otimizacao da estrutura, as areas de alguns

elementos tenderao a zero, mas sdo elementos que durante o processo de otimizacao nao sera°

removidos, mas sim desprezados na resposta final do problema. 0 resultado final da estrutura,

cada membro possufra valores diferentes de areas, nao se preocupando cm utilizar somente as

dimensOes existente no comercio. Como o estudo realizado nesta dissertacao teve como objetivo

iniciar o estudo sobre a estabilidade estrutural, nao se teve preocupacao com os valores das areas

que serao obtidos, podendo variar continuamente dentro de uma faixa previamente estabelecida.

Normalmente a area do elemento nao tende a urn valor zero, mas sim muito prOximo ao mesmo,

ESCOLA DE ENGENHARIA

BIBLIOTECA
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pelo simples motivo que este elemento poderd voltar a estrutura durante a otimizacao, alem de

facilitar o cdlculo do gradiente. A otimizacao topolOgica via otimizacao de tamanho, apresenta

boas aproximacOes da geometria (Alma, se o universo de elementos for formado por urn mimero

grande de elementos, isto é, possibilitando todas as conectividades possiveis entre os nos.

Duas importante propriedades nos problemas de otimizacao topolOgica sao considerados:

expressar a funcao objetivo e as restricOes;

convexidade da fungal() objetivo.

A funcao objetivo, volume, e a restricao de flexibilidade sao funcOes convexas. Quando o

problema de minimizacao for obtcr o minimo volume, tendo como restricao flexibilidade, pode-se

se afirmar que o resultado obtido é o minimo global. No problema que envolva a restricao de

flambagem, entao nao se pode garantir que seja o minimo global, pois esta restricao nao é uma

funcao convexa.

A funcao objetivo pode sofrer uma penalizacao, sendo expressa da seguinte forma:

V = f lvn ,	 (5.1)

n > 1 ,

a express -do 5.1 é uma funcao nao convexa para expoentes maiores do que urn. A vantagem de

utilizar a fling-do objetivo penalizada refere-se em obter as varidveis de projeto no valor maxim°

ou minimo, evitando desta forma os valores intermedidrios.

Assumindo algumas aproximacOes e simplificacOes, o problema de otimizacao pode ser re-

solvido atraves da programacao linear seqiiencial, onde as restricOes e as funcao objetivo sao ex-

pressas na forma linear. Para encontrar-se o Otimo global, utiliza-se sucessivas iteracOes de um

algoritmo eficiente.

A convexidade do problema garantird que algum local minimo representard a Otima solucdo

global para o problema. Este trabalho nas tiltimas tres decadas vem sendo desenvolvido, mas

normalmente os problemas de otimizacao envolvem funcOes que sao nao lineares e nao convexa.

Para uma funcao nao convexa pode-se se encontrar vdrios minimos locais, sendo que nenhum pode

ser afirmado como sendo o minimo global.

5.2 Defulicäo do universo de barras

De acordo corn Rozvany em 1995, no projeto topolOgico, os elementos deveriam poder ser

adicionados ou removidos durante o processo e conseqUentemente o modelo de elementos finitos

e as varidveis de projcto mudariam. Esse tipo de fergimeno torna-se complexo no processo e pode

influenciar na andlise; e outra dificuldade encontrada refere-se ao ntimero de elementos, podendo

aumentar drasticamente, tornando-se uma estrutura de andlise impraticdvel (a nao ser que se limite
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o mimero de elementos existente em uma estrutura).

Na otimizacdo topolOgica, ambas as varidveis de topologia como de tamanho sdo simultanea-

mente otimizadas. Um problema que podera ocorrer na otimizacdo topolOgica é que este trabalhe

corn uma malha fixa. As estruturas discretizadas sdo geralmente caracterizadas pelo fato que o

modelo de elementos finitos da estrutura nao é modificado durante o processo de otimizacdo.

Este tipo de aproximacdo pode apresentar como desvantagem de ndo se obter o &imp de uma

solucdo. Um outro problema que pode ser mencionado se refere na obtencdo da solucdo, pois a

mesma poderia apresentar urn Otimo singular ou local.

0 estudo realizado por Rozvany em 1995 e Beckers e Fleury em 1997, a otimizacdo topolOgica

é baseada inicialmente em urn universo de elementos, onde obtem-se a Otima conectividade dos

elementos, isto é, corn todos os possiveis nos. Este tipo de estrutura é uma aproximacdo discreti-

zada de urn universo de barras na busca da solucdo exata. De acordo corn este estudo, as areas dos

elementos poderdo tender para zero, e conseqiientemente poderdo ser rcmovidas automaticamente

da estrutura, de maneira a meihorar a eficiencia computacional, isto poderia ser considerado como

uma vantagem.

No problema prätico de ofirnizacdo topolOgica, a estrutura discretizada é caracterizada pelo

fato que o modelo de elementos finitos ndo é modificado durante o processo de otimizacdo. As

varidveis de projeto estardo limitadas por urn limite superior e outro inferior, sendo que nenhum

elemento podera atingir o valor zero para secdo transversal, como é proposto neste trabalho. Para

o caso que pudesse adicionar ou eliminar elementos de uma estrutura, a solucdo para ofimizacdo

seria mais complicada, isto é, no caso de urn elemento atingir o valor zero, a mesma poderia

tornar-se um mecanismo. Alem disto, haveria o problema da determinacdo da sensibilidade para

urn elemento que ndo exista na estrutura, sendo que a necessidade determinar este gradiente é

devido a possibilidade do mesmo poder voltar, problemas relacionados a isto foi estudado por

Cheng em 1992.

Dom, Gomory e Grenberg em 1964 foram os primeiros a utilizar estrutura discretizada con-

tendo urn universo de barras. Eles estabeleccram os pontos nodais, onde os elementos gcrados

poderiam se conectar corn alguns pontos ou corn todos os pontos possiveis.

5.2.1 Conectividade coca todos os

Quando cada no da estrutura é conectado corn todos os outros, o mimero de elementos m é

proporcional ao quadrado no mimero de nos,

m 0.5nt(nt — 1) , 	 (5.2)

onde:

nt = nx * ny,	 (5.3)
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onde nx 6 o ntimero de nos na direcdo horizontal (comprimento), ny 6 o ntimero de nos na direcdo

vertical (altura) e nt e o ntimero total de nos. Na pratica, o nUmero de elementos ndo 6 estritamente

igual para 0.5nt(nt — 1), porque nao se pode ter dois ou mais elementos na mesma direcdo.

A vantagem de utilizar-se urn universo de elementos, 6 que todos as possiveis conectividades

podem scr feitas, obtendo-se diferentes dirccOes possIveis. Pam obtencdo da (Anna solucão, o

resultado fica pr6ximo ou igual ao resultado ideal. Apresentando a desvantagem de ter um ntimero

alto de elementos, o tempo computacional torna-se alto e o custo elevado. Na pranca o ntimero

elevado de elementos dependendo da estrutura, toma-se desnecessario.

5.2.2 Conectividade somente com os nos vizinhos

Cada no da estrutura 6 conectada somente corn o no vizinho (figura 5.1), desta maneira

reduzindo-se o mimero de elementos, entäo o mimero total 6 dado por:

rn 4nt — 3(nx + ny) + 2 ,	 (5.4)

sendo oito elementos no maxim° por nO.
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Figura 5.1: Exemplo de primeira vizinhanca

A vantagem 6 que o mimero de elementos é linearmente proporcional ao ntimero de nos, isto

possibilita considerar uma estrutura corn dimensOes maiores. A desvantagem sera o ntimero re-

duzido de direcOes, obtendo-se uma solucao inferior ao que poderia ser alcancado corn urn maior

ntimero de elementos.
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A conectividade somentc corn os primeiros nos vizinhos toma-se muito restrita a solucdo.

Outros graus de vizinhanca podem definir o universo de elementos, consistindo esta conectividade

ndo somente do primeiro grau de vizinhanca. Tres tipos de vizinhanca foram relatados por Beckers

e Fleury em 1997, conforme segue a seguir(colocar figura):

segunda vizinhanca (figura 5.2): cada no c ligado as duas primciras vizinhancas e o ntimero

de elementos é dado por
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Figura 5.2: Exemplo de segunda vizinhanca

m = 8nt — 9(nx + ny) + 10 ; 	 (5.5)

terceira vizinhanca (figura 5.3): cada no é ligado as tres primeiras vizinhancas, e o ntisnero

de elementos é dado por

in 16nt — 27(nx + ny) + 46 ; 	 (5.6)

quarta vizinhanca (figura 5.4): cada no é ligado as quatro primeiras vizinhancas, e o niimero

de elementos e dado por

m = 24nt — 51(nx + ny) + 110 .	 (5.7)

A vantagem de utilizar-se vizinhancas maiores, torna-se importantc por aumcntar o ntimero

de direcOes dos elementos, obtendo-se assim uma solucao superior do que utilizacdo da ordem de

primeira vizinhanca.
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Figura 5.3: Exemplo de terceira vizinhanca

5.3 Formalacäo do problema

Conforme Haftka e GUrdal em 1996, a variavel de projeto, fungdo objetivo e restricOes sdo

resumidas na formulacdo do problema de otimizacdo. 0 problema a seguir é formulado corn uma

fungdo objetivo.

minimo	 f ( v )
sujeito gi (v) > 0 , j = 1, ...n9 ,	 (5.8)

hk (v) = , k= --,ne,

onde v corresponde a um vetor de variaveis de projeto corn componentes v i , i	 1, ....h. Se a

restricdo de desigualdade for

g3( ) < 0 ,	 (5.9)

podendo ser transformado para uma fungal() maior que zero, se multiplicado por -1.

0 problema de otirnizacdo é dito ser linear quando a funcdo objetivo e as restricoes sdo funcOes

lineares da variavel de projeto, eles podem ser expresso da seguinte forma

f (v) = civ + + cri vri = ct v	 (5.10)
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Problcmas de otimizacao linear sdo resolvidos atravás da programacdo linear. 0 problema de

otimizacdo é dito nao linear, se a fungdo objetivo ou restricoes sdo funcOes não lineares da variavel
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Figura 5.4: Exemplo de quarta vizinhanca

de projeto.

Se todas as restricCies do projeto forem satisfeitas, entdo o projeto esta no dominio admissivel,

isto é, encontra-se dentro da regido limitada pelas restricOes. Caso alguma restricao nao seja

satisfeita, entdo o projeto se encontra no dominio rido admissivel.

Dc acordo corn Bendsoc e Kikuchi em 1992, o univcrso dc elementos é dado por n pontos

nodais e m possiveis conectividades. Partindo desta estrutura formada por elementos discretizados,

busca-se a solucao que satisfaca a solucdo Otima. Sendo que vi corresponde a secdo transversal

e comprimento do elemento i, respectivamente. Esse problema de estruturas discretizadas sera

assumido que todos os elementos serdo do mesmo material, corn modulo de Young E. 0 volume

da estrutura é

T.
V E viii

i=1
(5.11)

Neste trabalho busca-se obter o minimo valor da func -do objetivo, na qual csta fungdo sera

representada pelo volume, sendo que as restricOes s'ao flexibilidade e flambagem. Este proble-

ma podera scr formulado dc tits formas difcrcntes[Haftka e Garci21 cm 1996, Bendsoc cm 1995,

Cheng em 1992], sendo a primeira forma considera a minimizacdo do volume corn restricdo de

flexibilidade, tendo como valores limites para area (um valor de area inferior e superior)
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minimo
	 m viii

sujeito
	

E7-1-1 fikui: < Fti:mite
	 (5.12)

dreainf <	 vi < dreasup

onde o superindice k se refere ao caso de carregamento em questa-o. A segunda forma busca o mf-

nimo volume tendo como restriedo a estabilidade estrutural e valores limites para secdo transversal

mznzmo	 Eriti viii

sujeito	 Aik < PC,.itico	 (5.13)

areainf <	 vi < areasup

o valor de A é determinado atrav6s de urn problema de autovalores, onde o menor valor em modulo

corresponderd ao primeiro valor de carga el-idea. A terceira formulacalo busca o minim° valor do

volume, mas tendo como restricdo flexibilidade, flambagem e valores limites para area.

f

-

iku17,' < FLite

E7-1 1 viii

< Peritieo
	 (5.14)

areainf < Z 1 vi < cireasup

As funceies de restricao, tanto a restriedo de flambagem como a de flexibilidade, sdo aproxi-

madas utilizando-se as dcrivadas de primeira ordem das restricOes impostas. Woo utilizou aproxi-

mac-do das restricOes por urn metodo generalizado hibrido, onde este é mais conservativo do que a

serie de Taylor, mas este trabalho utilizard a expansdo na s6rie de Taylor. Esta expansdo é neces-

saria para tomar-se a funedo na forma linear, entdo posteriormente utilizar a programacdo linear

seqiiencial. As tune -6es das restricOes expandidas na forma de Taylor apresentam-se da seguinte

forma:

-Flambagem:

-Flexibilidade:

aA
A = Ao + 

v 
(v — vo) .

F = Fo + 
av

aF
(v — vo) .

(5.15)

(5.16)

5.4 Programacäo matematica linear seqiiencial

A programacdo matematica é uma importante ferramenta na area de engenharia para solu-

cionar problemas. No caso deste trabalho é utilizada para encontrar o Otimo resultado para uma

estrutura discretizada. 0 matodo da programacdo linear [Arora, 1989] é a soluedo matcmdtica para

encontrar os valores minimos ou rmiximos para uma funedo objetivo, sujeita as restricOes. Tanto

minimo

sujeito
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a fungdo custo, como as restricOes podcm ser funcOes nao-lineares, entao utiliza-se do artificio da

linearizacdo da fwac-do, no qual os termos das funcOes podem ser expandidos na serie de Taylor

[Haftka e Giircial, 1996; Tada e Minami, 1993].

minimizar	 f (x0 ) + E rii_ 1 (xi — xoi ) ('21-ax i ) xo
sujeito	 gi (x0) +Ell_ 1 (xi — xoi ) (P-) > 0xi xo —

11,;(x0) +Eril_ 1 (xi — xoi ) ( '21-ii-) = 0\ax, , yo

ainf < (Xi — x0i)	 aSUP

(5.17)

onde n e o ntimero de variaveis do projeto. A Ultima restricao é conhecida como limites mOveis,

garantido desta forma que a variac -do das variaveis de projeto nao sejam excessivamente grandes,

de maneira a garantir a linearizacao do problema Este tipo de restricao é importante para conver-

gencia do problema.

A resolucao do problema apresentado pela equacao 5.17, fornece os valores das variaveis de

projeto (xj ,i = 1...n). Estes valores sao utilizados para resolver o problema dc otimizacao, que

e urn processo iterativo, ate o momento em que a fungdo objetivo atinja urn maximo ou

A este tipo de problema onde as fwagOes sac) linearizadas, damos o nomc de programacao linear

seqiiencial (SLP) [Haftka e Giirdal, 1996, Cheng, 1992].

Um problema associado a programacdo linear seqiiencial esta ligado na escolha dos limites

mOveis, pois a escolha errada do mesmo podera causar a nao convergencia do problema. A es-

colha do tamanho dos limites mOveis dependera do valor do gradiente, para valores pequenos de

gradientes pode-se partir corn limites altos, caso contrario os mesmos clever-do ser baixos, pois

certamente qualquer violacdo destas regras causara a falha do programa, isto 6, o problema nao

tera uma convergencia. A escolha de limites mciveis pequenos demais podera causar a parada pre-

matura do problema. Para se considerar urn limite mOvel baixo ou alto, dependera do valor do

gradiente, isto 6, para o caso onde a restricao do problema é a flexibilidade, o valor do gradiente

para esta restricao e baixo, ent -do pode-se partir corn limites altos, ja para o caso onde a restricao

é a flambagem, os valores das derivadas sdo altos, ent -ao os valores devem ser baixos. Durante

o proccsso de otimizacao, os limites podem aumentar ou dinainuir, conforme a convergencia do

problema. Esses valores säo modificados conforme o sinal da variavel nas tres ultimas iterac-Oes

[Pedersen, 1973]. Se o sinal da variavel nas tres tiltimas iteracOes for positivo ou negativo, o valor

do limite mcivel sera diminuindo, conforme criterio adotado, neste caso foi de 0.8, mas quando a

variavel de projeto apresenta uma variacao do sinal nas tres tiltimas iteracOes, isto significa que o

problema ainda nao comecou apresentar convergencia, enta- o os limites mOveis serdo aumentados,

sendo este aumento de 1,20.

Uma caracteristica interessante dos problemas de programacao matematica linear é a de que

as dcrivadas da fungdo objetivo cm rclacdo as variavcis de projeto sac) constantes, nao necessa-

riamente nulas. Isto significa que o ponto extremo se encontra na fronteira e nao no interior do

domlnio admissivel. Sendo as restricOes tambem lineares, o ponto de Otimo deve se encontrar na
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interseccdo de duas ou mais restricOes, ao menos quc a restricdo scja paralela ao contorno definido

pela fungdo objetivo [Haftka e Giirdal,1996; Cheng, 1992]. Os algoritmos para a solucdo dos pro-

blemas de programacdo matemdtica linear são baseados nesta importante caracteristica [Cardoso,

2000].

Algumas vantagens da programac -do linear sdo:

0 problema do Otimo singular é eliminado;

Estruturas corn urn elevado tnimero de elementos e nos podem ser eficientemente resolvidas;

0 Otimo global é procurado em urn inimero finitos de passos (normalmente é o Otimo local);

Algumas propriedades da Otima topologia podem ser investigada.
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6 RESULTADOS

Este capitulo tern como objetivo apresentar resultados obtidos com o use da formulacdo desen-

volvida. A implementacdo computacional da formulae -do resultou no programa de otimizacdo de

pOrticos e trelicas, que foi elaborado a partir das equagOes de sensibilidade, problema de autovalo-

res e equacOes de equilibrio, sendo utilizado a linguagem do Matlab e Fortran-77. 0 problema de

autovalores é resolvido atraves do Matlab, onde utiliza o metodo de QZ. Para permitir a compara-

cdo dos resultados obtidos aqui, sera) utilizados problemas de teste da bibliografia especializada.

Para a resoluedo de problemas que tenham restriedo de flexibilidade, a derivada é obtida de

maneira facil e os resultados sdo obtidos facilmente. Em se tratando de problemas corn restricOes

de flambagem, a derivada de autovalores simples é obtida sem grandes problemas, mas para o caso

de autovalores repetidos apresenta-se corn uma certa dificuldade a obtencao das derivadas.

Antes de obter a formulae -do utilizada neste tabalho, a primeira (Ted° foi partir do criterio

da minima energia potencial, mas a derivada analitica obtida apresentou valor errado, quando

comparado corn o metodo da diferencas finitas. No decorrer dos problemas apresentados concluiu-

se que autovalores repetidos ocorriam, sendo que a primeira tentativa foi em utilizar duas derivadas

de autovalores simples obtidas pelo metodo analitico. Essa consideracdo ndo apresentou bons

resultados, provocando saltos na convergencia do problema.

As unidades dos problemas é utilizada no sistema internacional. A seed() transversal de cada

elemento e considerada macica e circular, sendo o material adotado para fins de teste o ago.

6.1 Elemento de viga

0 primeiro resultado apresentado, figura 6.1, refere-se da otimizacdo de uma coluna, na qual

é aplicada uma forca wiitaria no topo e considerando urn engaste na base (restriedo das duas trans-

lacCies c a rotacdo). A furled° objctivo é o volume tendo como restriedo a carga de flambagcm.

0 valor da carga critica e determinado atraves do problema de autovalores e autovetores, onde

o menor autovalor em modulo representard a carga de flambagem, e os autovetores os modos de

flambagem. Esta coluna e composta por dez elementos e a andlise inicial determinou a carga de

flambagem corn o valor de 41, sendo imposta que a mesma deverd suporta uma carga de 70. ApOs

a otimizacdo, como era de esperar, a seedo transversal do elemento diminui no sentido do engaste

para a extremidade, mostrando que a formulacdo do problema esti correta.

A figura 6.2 representa o primeiro e o segundo modo de flambagem, obtidos atraves da utiliza-

cdo do Ansys.

Os graficos apresentados nas figuras 6.3 e 6.4 representam respectivamente a convergencia da

func -do objetivo e da restriedo de flambagem. Pode-se observar no grafico 6.4 que este problema

ativou apenas o primeiro autovalor, nä° ocorrendo autovalores duplos, e a primeira formulae-do

aprescntada para autovalores distintos foi utilizada. Podc-sc observa quc os valorcs obtidos para

o problema de autovalores coincidiram corn o resultado do Ansys, sendo o primeiro autovalor
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Figura 6.1: Estrutura otimizada - coluna

igual a 70 c o segundo 370. Essa grande diferenca entre os autovalores possibilitou a utilizacdo

da expressdo do gradiente para autovalores simples. Conforme o aumento da complexibilidade

da estrutura, as disrincias entre os autovalores comecam a diminuir. Esta obscrvacdo pode ser

confirmada nos exemplos que seguem.

A figura 6.5 representa urn portico (tone) no qual esti submetido a uma forca unitaria (posicao

da forca (1,10)), estando restringido nas direcOes x e y na posicio (2,0) e na posicio (0,0) na direcdo

y, sendo composto por 92 elementos. A carga inicial de flambagem corresponde a 11487 e deseja-

se que atinja urn valor de 30000. Atraves do procedimento de otimizacdo deseja-se que o volume

seja minimizado corn restricao de flambagem global. Uma vez que a restricao de flambagem e uma

fungdo nao convexa, o resultado obtido é apenas urn minim° local, e este resultado é mostrado na

figura6.5

A figura 6.7 representa o primeiro e segundo modo de flambagem, obtidos no Ansys. Neste

problema pode-se obscrvar que o primeiro c o segundo autovalor coincidiram numericamente, o

que pode ser confirmado pelo grafico 6.9. Autovalores repetidos ocorrem freqiientemente no pro-

cesso de otimizacdo, a medida que ha mudanca nas variaveis de projeto (areas) da estrutura. Para

tornar possivel a otimizacio estrutural, considera-se um piano formado por este dois vetores, sendo

os gradientes sdo obtidos a partir deste piano, pois nao se pode obter as derivadas diretamente em

relacdo a variavel de projeto. A nao consideracdo de autovalores repetidos causard instabilidade na

convergOncia. Nas itcracOes finais deste problcma pode-se notar esta instabilidadc, pois o terceiro

autovalor coincidiu corn os dois primeiros, provocando desta forma uma instabilidade no grafico
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Figura 6.2: Primeiro e Segundo Modo de Flambagem da coluna

de convergëncia do volume, mostrado na figura 6.8. Ndo esta implementado neste programa o

tratamento de tits autovalores repetidos.

Considera-se a coincidencia a partir de uma diferenca nos autovalores de ate cinco por cento.

Isto pode ser observado no valor calculado para a carga critica da estrutura otimizada, no qual

o valor desejado ndo respeita exatamente a restricao, mas este erro é pequeno o suficiente para

ser desprezado. Para este tipo de problema observa-se a convergéncia do volume considerando as

quatro Ultimas iteracOes, considerando a variacdo desta media entre duas iteracOes menor do que

meio por cento.

Os dois autovalores na ultima iteracdo obtidos para resposta final desta estrutura foram de

30013 e 34667, na iteracdo anterior os tits autovalores ficaram em torno dos 30000, este é o

0

2

15
nunem Yera20co

Figura 6.3: Grdfico de convergencia do volume para coluna
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Figura 6.4: Grafico de convergéncia de autovalores para coluna

motivo da instabilidade.
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Figura 6.5: Malha de vizinhanca de primeira ordem de uma tone

O exemplo apresentado na figura 6.10 considerou urn caso corn mtiltiplas for-gas aplicadas,

todas de valor unitario. De acordo corn a malha apresentada na figura 6.5, as restricOes estdo

colocadas nas direcdo de x e y na posicdo (2,0) e na direcdo y na posicdo (0,0), as for-gas de

compressdo sdo aplicadas nas posicOes (0,10) e (2,10). 0 valor inicial da carga critica é de 11426,

correspondendo para cada valor de forca aplicada, c deseja-sc que a estrutura suportc o valor de

30000. A funcdo objetivo deste problema é otimizar o volume corn a restricao de flambagem.

Os modos de flambagem das figuras 6.11 e ??, foram obtidos pelo Ansys, e seus respectivos

autovalores coincidiram corn os obtidos no programa implementado.

O grafico apresentado na figura 6.13, mostra uma perfeita convergencia para o problema, pois
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Figura 6.6: Estrutura Otimizada - tome com caso de carregamento simples

o terceiro autovalor ndo coincide com os dois primeiros. 0 motivo deste problema ter apresentado

estabilidade, foi devido ao aumento de casos de carregamentos, essa condicdo em problemas de

otimizacdo aldm de proporcionar a estabilidade, reproduz resultados cocrentes. Essc resultado

obtido pode ser considerado como sendo a Otima solucdo para o problema, mas lembrando que

este resultado corresponde ao minim° local, pois a restricdo de flambagem é uma funcao ndo

convexa.
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Figura 6.7: Primeira e segundo modo de flambagem para torre corn urn caso de carregamento
simples

ro

60
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30	 k	 50	 60	 70	 80
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Figura 6.8: Grafico de convergencia do volume para tone corn urn caso de carregamento simples

como,/.8. dol..

20	 0:
nionwo 61.67.1.3

Figura 6.9: Grafico de convergencia do autovalor para tone corn urn caso de carregamento simples
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Figura 6.10: Estrutura otimizada - tone corn mUltiplos casos de carregamento

Figura 6.11: Primeiro e segundo modo de flambagem para tone corn maltiplos casos de carrega-
mento
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Figura 6.12: Grafico de convergencia do volume para tone com mtiltiplos casos de carregamentos

onager+. miga

Figura 6.13: Grafico de convergencia do autovalor para tone corn mtiltiplos casos de carregamento
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As solucOes dos problemas apresentados nas figuras 6.15, 6.17, 6.19 e 6.21, representam a mi-

nimizacao do volume com restricao a flexibilidade. 0 tamanho da estrutura utilizado e o mesmo

para todos os resultados citados, mas tendo somente a diferenca na quantidade de elementos uti-

lizados dentro destas malhas (figuras 6.14, 6.16, 6.18 e 6.20 ). Esse tipo de malha é classificado

de acordo a vizinhanca utilizada, neste problema sdo respectivamente: primeira vizinhanca corn

173 elementos, segunda vizinhanca corn 307 elementos, terceira vizinhanca com 505 elementos e

quartz vizinhanca com 641 elementos.

As quatro malhas (figuras 6.14, 6.16, 6.18 e 6.20) apresentam restricOes na direcdo x e y na

posicao (0,5) e na direcao x na posicao (0,0), e carga aplicada é unitaria na direcao de y, estando

localizada na posicao (8,0). A solucao apresentada na figura 6.15 parte de uma volume inicial de

20.61, terminando corn 8,54, a segunda solucao (figura 6.17) parte do volume inicial de 54.53 e

termina corn 7.4, o terceiro caso (figura 6.19) o volume inicial é 121.13 e o final é 7.8 e no quarto

caso (figura 6.21) o volume inicial é 192.1 e o final é 7.48. Conforme o aumento do ntimero de

elementos dentro da malha, existe urn aumento da rigidez, no primeiro caso a flexibilidade apre-

sentada no inicio é de 6.05e-5, sendo imposta que a flexibilidade de 6.0e-5, e este valor foi utilizado

para os quatro problemas apresentados. Conforme a malha vai apresentando urn refinamento, ou

aumento de elementos no seu espaco, o resultado vai se aproximando do continuo, sendo uma for-

ma facil de verificar o resultado apresentado, conforme mostrado na bibliografia. Nestes exemplos

o peso prOprio nä° foi considerado como urn caso de carregamento. Quando utiliza-se o valor

limite de flexibilidade muito afastado do valor inicial de flexibilidade, pode-se perceber que existe

uma instabilidade na convergencia do problema. A verificacao da convergencia é realizada atra-

ves da media das quatro tiltimas iteracOes, considerando que a convergencia foi atingida quando a

diferenca for menor que meio porcento.

Os resultados apresentados nas figuras 6.23, 6.24 partiram de uma malha (figura 6.22) de di-

mensao (20x20), possuindo a quantidade de 3160 elementos, utilizando-sc da vizinhanca dc se-

gunda ordem. As restricOes impostas para estas estruturas estao aplicadas na direcao de x e y no

ponto (0,20) e somente na direcdo de x na posicao (0,0). A solucao da figura 6.23 se diferencia da

6.24 pela carga aplicada. Respectivamente para a primeira solucdo a carga unitaria esti na posicao

(20,0) e para a segunda na posicao (20,10). Os resultados mostrados aqui se aproximam da solucao

do continuo.

6.2 Elemento de barra

Utilizando-se elementos de barra, procura-se obter o minimo volume para os dois exemplos a

seguir apresentados. 0 primeiro caso, tratando-se de uma ponte, tern restricao de flexibilidade e

para o segundo caso, que representa uma tone, tern restricao de flambagem.

A solucao do primeiro problema de trelica considera natiltiplos casos de carregamento, partindo

de uma malha inicial conforme mostrado na figura 6.25, onde utiliza-se uma malha de segunda

ordem de vizinhanca. As forcas sdo aplicadas na direcdo y, sendo de valor unitarias e se encontram
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Figura 6.14: Malha de primeira vizinhanca corn o tamanho de 8 por 5

nas posicOes (3,0) e (5,0). Os vinculos aplicados no problema estao localizados na posiciies (0,0)

e (8,0), nas direcOes de x e y. 0 resultado apresentado refere-se a minimizacdo de volume tendo

como restricdo a flexibilidade. 0 volume inicial da estrutura é de 46.35, e apOs a otimizacdo obt6m-

se 11.79, este resultado e mostrado na figura 6.26. Este resultado pode ser melhorado conforme

aumenta-se a ordem de vizinhanca, isto signifca uma reducao de volume, e a busca da melhor

topologia.

0 segundo resultado apresentado, trata-se da minimizacdo do volume corn restrica s o de flam-

bagem. A malha utilizada é de primeira ordem de vizinhanca, conforme mostrado na figura 6.27,

e neste problema nä° é utilizado problemas com mültiplos casos de carregamento. Apnea-se uma

forca unitaria na direcdo de y na posicao (1,10) e os vinculos são aplicados nas direcOes de x e y

nas posicOes (0,0) e (1,0). 0 resultado mostrado foi intcrrompido na itcracdo 50, conforme figura

6.28, porque os valores obtidos depois apresentavam-se perturbados, podendo ser causado por doffs

motivos diferentes. 0 primeiro seria que o segundo autovalor estivesse coincidindo corn o primeiro

e segundo motivo por ndo apresentar restricao local de flambagem. 0 primeiro e o segundo modo

de flambagcm podem ser observados na figura 6.29.

Este exemplo foi utilizado o gradiente obtido por diferencas finitas. 0 motivo da utilizacdo

desse metodo ao inv6s do metodo analitico direto, 6 por causa do problema apresentado, pois os

gradientes obtidos utilizando-se o metodo analitico para os casos hiperestaticos apresentaram-se

errado, sendo que para casos isostaticos os valores da sensibilidade obtidos coincidiram corn os

valores da diferencas finitas.



Figura 6.15: Estrutura otimizada - viga - malha de primeira vizinhanca
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Figura 6.16: Malha de segunda vizinhanca corn o tamanho de 8 por 5
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Figura 6.17: Estrutura otimizada - viga - malha de segunda vizinhanca

7
1171C4-41.74.4. 1n'----IrilliC=.----""ill'-/AV't-.----<4n11n AINW.A.- - .400*Notta•-40-veilito**-11 e 	- 4 0.*, 0 ,v,..t Not,:-..."otop.oiNor4:41,4%04,(41k„. ,43:03n0 i n•n•n

,In/VW•An ikrs)*- 43:m, 46** Vtv00-4$174,Pr*
b

.m.. A
AlloirA, A arg h....

♦
Opp, Aliv...t. 4 0 14011 Ate:14P♦1111101Ww.p :oil 411010".0, 41 ,,,, „N., pppAw,40, ..m.

	

ants. ....046n61/...- Mak-4M: aivSkvis ./Itilkfik 	 Allriti."

  VAA474114V/i - ‘4 147:4*.r;/A47XwIYP•T;'/A7-441fP-717\-iil-T,417.1S('',/./047,'\
n, ...pfr. „a...4-r., . 	 4 41i- -'• nV v- -- ip -- -• 4 4- t 1P A -44.4•- #7VA‘'Aser. W.% /fr. f46 ,s, awe,. .444. iina..dpi.ii . 4.40. 400. eirv ,e.... 400, 4ir, .tabo A 400r.*	 4. .0,,,,,, 40, Ag

& 4074/OrkiriPi.',..41WW400 .-111WWn047 .-.4*:•:',Wi ,14St4 Iit 4,...̀VIgtfilIV 'WV/ ft'4nWe A

	

v. • 46, A lAllp • , • 40. ....vp 4 .; o io. ...40. 4 .. # .... ...4. 4 .. /. 1'0... .14
►

1•..0.01,. .0011 41'w nIP	 v
ttAftl te•f 0•4n1.1r.V4V4(41V'N$P.::!:ta1.edb`•n "e• Qa AN.0G. 1n41n©Gin

.irokn _..-...A._.:r,..-':-.'<fi...41,-..-Vit.._AlrAliite......F.2Aft

	

3 --sx.., mem ---.2 47, op- :-.4.,707,...- n•n•Rigrm," -.4wivralp./. - --wokirop.- -.4.,,NA,170,..-	 rivlt,

\
IppisO . Arilliaill ..44:04;;;;„ 4 :A:L. 4/l 4 4,4".N.)1; ,40, 4,..e...„.b.,:-.---46, 4....vim,..,,,e, 4.0.74.---
c.".,...v.f4seff,-,.:.v.f4x.";,44.0:4,4v, 404,444,....04,4.4.....4opmv. ‘ ;ee, itto.040.04wei.,:Noweerv4pA,,:mo:.,4pi,..ift.o4.4,,4pAx.40;:f4o...44.4,
40000:4-4v4;t::opos:/wt:oorttAtfTwAgvvv,%0, ". .1:0n40, .*.1

7 ootas if ooAtovo...tweivwtowgio.t:110:-:94.vf00Iii .4,*-to.- 1 -41A --
tlr'‘f4r.'')1ffeZIrarfl+/Cv11-111f2IraIlfe.2 1T ,...//)11+IZIFietl/PAttt,

	

7.0046 Ai rn.75,tviv-Tagtr-irt v nor irvnr--- -...T.7, 017,--  ro,lar.--	 drir-

	

,;.,..,, 	 ...,,„,,,...,:i0.;,./.....,, 	 ,,„4.%04::#,i, 	 4111.0"

"PWA00041vrolt.4extvor4Wkipi.,.40049Y•ti•=0.04.= -4414•••• -4041,14
46 40,.k. 40.41,A. 442* 40.4. t).40NO. 4100; ....,„..„, 0.4„..,.s040.4-0 ,,, ,n..4. vv. to..,04,4" L43p,, .4g1/4.0/
TIAVIION4p..-g- el Pt-4.:00"*.e.`Att"t•W. eUt-'4 .1440:0*-40; e't40411- .1110-1"1.4811, 4̀7 `IOWA
, le" 4.etiettottitte.trietteeig;tetKoeit:.,,c - 1 iki,..-

nAfAr 1 ri:IWevatr aw::: 1 r aiv:1 v	 1.- 1 r ai*:-- 1 rnOP:--- 

N794 4703'1"., r.0374743%-47xfqrga'A -7 *"4'" Ww%

	

6,11. 	 iAn nn• -4/WV-. -40A4`4 . -40Altn .00W.

/ 
AvAri 4k. . I.- APP.* w. .- 0,... 4WA.. 4111P..k.v;fr- ,e410.. ' 4* v 1̀ • '•nn•• 4* v di'lln en
v.*, fr" ..kattolsol, egp......at,, gerootostotst, , lir., Ntikrt4

ir	 	 ir • 	 1r* 	 ir' 	 Alft's	
b,.....

_ .. „ „ , n _ A - -,, „ , _-- . . , . . , .,„ „ . . :-. . . . . .. . . a a „ . . .- , , . . A 2 , . . . _-. . .. .,,Alb,_\ 10111,_

8

62

5

4.5

4

3-5

2.5

2

1 .5

0.5

0 
o 2 3 4 5 6 7
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rot4,ǹ : or'

\o,

. 4 r; ii: :, ,,:s.,, :17z t,..,\:.,\A

n \ -4.e,ts7,1;17/
1 ,t4.1/ V.

44: .:4 ..,...7.-__ AlbripVf711:-_,,1, OA *1 fy‘
- Iii0AVA, _.-,- •	 ..o.4...k	 -.. ;

11	 ' I	 A
--, AIVOrl.w	 	 IN'q" —.

A: ; a
io::::1n.:;;::•4,-

p,
 4,,,,I, ...

,„9-:„„,„, ,I41;	

I,A4ttp"40V/

♦
	,-.,** 4 vi

1.... ,Te.'!-- 3."....:#1 	 12:41:1:1.74111:11:ki;7:74.n4:''
'1.1.1iite OA 	 .a. ... . ..... 	 ...0..... Ib. • ON...

1 Pl":jjk?' 40#.1ato•

\lit:414: 7,;%:AV4:;. Pt .►

ft fl.vp eft,..1.•
/ t 4%4'

	

..„,.‘	

o.

/ • ,	
P	 4
4 1: :s.,;(!.t.t:f
).. ,_ ....4,

.'71411:44!;:n 7 ' 77/4 07-17-21-V
Al,-....„0.,... 7,-....-	 -......,

iiI7fii VA ;.;'<:. t 4:7 4 N '
I31/4•01.104:1;,riC4.4%.

/ V/ #fr W4‘1P. 11/0/p ,5
/ 1 A AO .041.14;=1 el• n''._./ 4 0 ..

	

AI!! Sr 'If/	 :Mr I. 4/i \	

foli,

.41;94.0,0's.....,„,„40,0e4‘.--,4%,.......1,,,N,
Akirials-

.77.4.:49.1y4 •̀-7;t71,S4:k	 SVPOZSP bk,WRI-7-,71 rift.,VTI
*ri.IV

4 V
P•14:44V:4SW' '44tetesnlOtAtrW lie 0/

	

n -4•001:0	 # n..AP n 	 Ailln '	 Ten

/ i
#1I /)1 ;frit!, .t 4 :4 ►,,Z  \ \ TA eky,

„,, _ ,	 ... ,...... ...... 	 op	 ....0,116.- ..vi ....r...17, 	 ,

......„ ,._-1--,,lari_m,,,......„ vp. ......„1„....._,._. ...,\Irtd-..._.. ....



20

18

16

14

12

10

8

6

4

2

0
0

Figura 6.21: Estrutura otimizada - viga - malha de quarta vizinhanca

kv--Trez-aozx-fAorz.;--Azw--ma:;--:o, zfokwoxrz.awqtz--;Axwawa,.-c--;owioz;r-.0,-:s----mkx-Ao. z:k4mr.
T.;_ocre_t: q nteoPi..teow	 511*-...5n1101.1•An01:-.41P.s.tg41	 AO- 11 ' Alla.	 fed rIt`

kiCIMiRr3/4t.n-77.01. kl,-;:Ttle::51114:7.74nWi0-7:1%40":7%40r--,407.:%07:%0.7r:',40.7.:%.0.n"-r',.97:,";417C--4407:7,407:74

EVOIOR-4.10t4:%*?-11 r,,;t4	 0.--.*.ti V}I.4.-.4 *-:;SW

kOR7A ala4	 *FA RWt7.4	 R=-3 *FA*F4
0;8*FAM:=F4'6.0*FAtglr;C:::R=ARTARTA *F*OM : M4 a;#-SFA:f;g4R-41#74
Mala-14:-Ngaz.::-714;R:::#-SF::4-FA*FAa:F3*-FAM4*FV-471:*f-NR;3*-1:.44:=FAIFA
Mal*F.ARARZW.A. _ii: 	R..4 *FA *F3RNatt::-3:7,40:4*0:=F4=F3*FA
kfltR:R304R4 0:*0 *F3 RN*F4 R;;RN*F4 a3R::f4:::g3WIRAYA►

6f4 RTA R: r:;F:4 RTZW3 RTA	 *F*tila	 R;ViRr. *F1 giFA►
011*.F. 0:14 tZ:47.A *.;;V:::;;; teRzftgl R.;.14R.;."*"..;CA R;14	 07:4**-ia *ROA
ktBatn***;;;M:g3;;ORTAMRTAM:ala-l*F4r,1:71-4.t:FA*TM:g37,4

eitz*:eA
Qa*;;;;;};:14;:;:RTA,STAZ:;:fN*FA.-:,WA:NA*;;I:*14:4::4;g4:RW;;;44;4R:It:A
ke*F: ON 2{3	 R;14-:=0 .37F4*;;3*::: :f;:F4 WA *7,4 M:WZ-Z::=.3 *FA &A►
k8 *FA R.:4 MA MA MR73 R.4 0;40;4*Fl	 *F1 WA ON R:407,4 *FAIFA

	Ml *FA R:11MS:::4 t:F4 *WA R::-.4*-F1RzA *FA RTA R=.1	 RTA MR7.4
OBR:WfIl*:;I*0**FIR-;.*N-4R;!-:*:N al *0 r=f1:10.:::-4 	 0;410
03***F3R7.44:4***7.40:3*-F3***FARW:R;3*********F.4*.FA
kElal*FAMMRTARZZ-e;FAMOStRz_3*-f-14*gl*FARW-Flr;F:::3:4;32.7.$
PTO aZIZIOWACC-111 1%14 legli kCEZ4 114;:14 IICCIPW141- 6301.1e.C4 eZ111 eZZAZI:11 .ICEZAll:111 CPI .lit;;IZIO FAA

16	 18	 20

Figura 6.22: Malha de segunda vizinhanca corn tamanho de 20 por 20.
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Figura 6.23: Estrutura otimizada - viga - urn caso de carregamento na extremidade
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Figura 6.24: Estrutura otimizada - viga - corn urn caso de carregamento
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Figura 6.26: Estrutura otimizada - trelica - ponte
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Figura 6.27: Malha de primeira ordem de vizinhanca - tone - caso de carregamento simples

Figura 6.28: Estrutura otimizada - trelica - tome
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Figura 6.29: Primeiro e segundo modo de flambagem da tone - trelica
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7 CONCLUSAO

Neste capitulo s -do apresentadas as conclusOes obtidas no desenvolvimento deste trabalho e

sugestOes para trabalhos futuros nesta area.

0 estudo tratou da otimizacdo estrutural de trelieas e pOrticos no piano, tendo como funedo

objetivo o volume sujeita as restricOes de estabilidade estrutural e flexibilidade. Utilizando-se das

tune -6es de restricOes obteve o mil-limo valor para a tune-do objetivo (volume), atraves da variacdo

da variavel de projeto.

Urn dos objetivos do problema foi a determinac ado das derivadas das funcOes de custo e das

restricOes. 0 calculo da sensibilidade utilizou o metodo analftico direto ou diferencas finitas, onde

as derivadas foram obtidas em relacdo a variavel de projeto (seed() transversal). As derivadas

da fling -do objetivo e da flexibilidade nao se tern problemas para se obter, o mesmo ocorre para

derivada de flambagem, quando existir apenas urn autovalor. Para o caso onde ocorrem autovalores

repetidos, a derivada nao é obtida de maneira direta em relacdo a variavel de projeto, é necessario

fazer as consideracOes que foram demonstrada neste trabalho.

As derivadas desenvolvidas pelo metodo analltico direto para flambagem, nao sdo validas para

estruturas compostas por elementos de barras, em situagOes hiperestatica. Para esse tipo dc situ-

acao utiliza-se a derivada obtida pelo metodo de diferencas finitas. Outro detalhe importante a

ser mencionado, trata-se do fator de correcdo utilizado para se obter o valor correto da derivada

de flambagem atraves do metodo analltico direto. Esse fator é aplicado no deslocamento, que é

multiplicado por urn ntimero entre zero e urn.

A bibliografia sobre autovalores utilizados para resolver problemas de freqiiencia natural é

ampla, mas para problemas de flambagem ha poucos trabalhos disponiveis apesar de serem pro-

blemas semelhantes. Recentemente comecou-se apresentar urn estudo sobre autovalores repetidos,

pois este tipo de situacdo causa instabilidade na solucao, isto significa que o resultado Otimo nao

e possivel de se obter. Foi desenvolvido uma expressdo analitica para o gradiente de autovalores

duplos, mas para o caso onde o terceiro autovalor coincidir corn os dois primeiros esta formulacdo

perde sua validade, sendo necessario ter sido considerado a existencia de ties autovalores repetidos.

Autovalores foram considcrados numericamente idênticos quando a diferenca entre o primciro e o

segundo e o primeiro e o terceiro nao fosse maior do que cinco por cento.

As solucOes obtidas para estrutura na busca do minimo volume corn restricdo de flexibilidade

ou flambagem, tornaram-se possivel pela utilizacdo do programa que foi desenvolvido, utilizando-

se da linguagem fortran e matlab. Alguns dos resultados obtidos foram confrontados corn a bibli-

ografia existente, verificando-se que o problema desenvolvido apresenta-se correto. Os resultados

apresentados para terem aplicabilidade maior sera necessario o desenvolvimentos do programa

corn outras restricaes, juntamente corn as normas de projeto.

A utilizacdo do metodo da programacdo matematica facilita a implementacdo de novas for-

mulacOes quando comparado corn o metodo do crit6rio de Otimo. Neste trabalho foi utilizada a

programacap linear seqUencial corn limites mOveis variaveis, que apresentaram-se eficientes para
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resolucdo dos problemas, que e urn metodo bem estabelecido e satisfatOrio.

7.1 Sugestbes para traballios futuros

Pam trabalhos futuros relacionados a otimizacao de estruturas compostas por barras e vigas,

sugere-se que seja implementado em 3D corn objetivo de aproximar-se da realidade. Para isto

necessario considerar as restricOes de tensao, freqiiencia natural, deslocamento, flambagem, tendo

como func edo objetivo o peso. Uma extensdo bastante simples seria tambem incluir uma restricdo

de flambagem local para elementos de barra através da formula da carga crftica de Euler.

A secao transversal considerada como variavel de projeto deve ser limitada pelas dimensOes

existentc no mercado, o que implicaria cm uma programacdo inteira, fora do escopo deste trabalho.

Neste programa foi considerado uma secdo transversal circular macica, mas podera ser estendido

para qualquer tipo de sec -do transversal existente. As normas de projeto da ABNT para estruturas

deverao ser consideradas.

Urn ponto importante a ser desenvolvido trata-se do gradients de autovalores repetidos, pois o

mesmo deve ser desenvolvido para n autovalores identicos, para que seja evitado a instabilidade do

problema. Realizando-se estas sugestaes o problema torna-se aplicavel a construcdo de p6rticos e

trelicas.
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APÉNDICE A

Este apenclice apresenta uma descricao simplificada do programa implementado nesta disser-

tacdo. 0 primeiro fluxograma, figura 7.1, apresenta os principais blocos do programa, estando

dividido ern quatro partes principais, sendo o fluxograma basico do programa de otimizacao topo-

lOgica implementado.

0 primeiro bloco apresentado na fig,ura 7.1 trata da entrada de dados, onde as coordenadas,

conectividades, ntimero de elementos, nos, restricOes e forcas sdo informados. Esta malha inicial

foi gerada no programa MALHA, desenvolvido no laboratOrio GMAP. Este programa permite

disser qual o tipo de vizinhanca que sera composta a maiha da estrutura, conforme foi apresentado

nesta dissertacao.

A segunda figura 7.2 apresenta o fluxograma para solucdo das equaciies de equilibria utilizado

para problemas onde somente apresenta restricao de flexibilidade. No terceiro fluxograma, figura

7.3, alem de apresentar o fluxograma para solucdo das equagOes de equilibria apresenta a solu-

cao do problema de autovalores e autovetores, onde o menor autovalor em modulo representa a

carga critica e o seu respectivo autovetor o modo de flambagem. Este fluxograma é utilizado para

problemas que apresentam a restricao de fiabamgem. Para verificacdo dos resultados obtidos corn

esta parte do programa, todos os problemas que tinham restricao de estabilidade estrutural foram

verificados os seus modos de flambagem no Ansys, conforme mostrado no capitulo dos resultados.

A figura 7.4, esta relacionada diretamente corn programa de otimizacão, pois neste fluxograma

apresenta o calculo das derivadas de flambagem ou flexibilidade e a linearizacdo do problema. As

novas areas para os elementos sdo obtidas atravès da programacdo linear, onde busca se obter o

minimo da funcao objetivo.

0 fluxograma da figura 7.5 mostra a determinacdo dos limites mOveis para cada elemento.

Se para as trés tiltimas new -6es ndo houver variacdo do sinal na varidvel de projeto, o limite é

aumentado, caso contrario é diminuido. 0 valor adotado para o aumento ou dinainuicdo do limite

mOvel é de acordo corn o problema a ser solucionado.

0 Ultimo bloco da figura 7.1 trata da convergencia do problema. Esta é avaliada pela variacdo

da funcdo objetivo e pela satisfacdo das funcao das restric roes. Se ern duas iteracOes sucessivas

variacdo da funcao custo for inferior ou igual 0.0001 e as restricOes forem satisfeitas, o problema

é terminado.



Entrada de Dados
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Figura 7.1: Fluxograma do programa
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Figura 7.2: Cdlculo da resposta da estrutura (flexibilidade)
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Figura 7.3: Calculo da resposta da estrutura (flambagem)
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Sim

lim[e]=1ina[e]*sup

Calculo das derivadas

Linearizacdo

Determinacdo dos limites möveis

Programacdo matemätica
LP

Nova distribuicdo de areas

Figura 7.4: Etapas do procedimento de otimizacdo utilizado neste trabalho

Figura 7.5: Determinacdo dos limites mOveis
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