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RESUMO

Neste trabalho é apresentado a modelagem mecanica e numérica de um escoamento elasto-
viscoplastico tixotropico, em termos dos campos de velocidade, pressao, tensao e para-
metro de estrutura. A discretizacao numérica é feita pelo Método de Elementos Finitos
Estabilizado, também conhecido como Galerkin Minimos Quadrados (GMQ), através de
elementos quadrangulares bilineares. O classico problema da cavidade é utilizado nas
simulagoes, a fim de comparar a formulagao e o codigo utilizados com os resultados co-
nhecidos na literatura. Além disso, apresenta-se o estudo de materiais elasto-viscopléstico
tixotrépico em uma contragao abrupta na escala 4:1, utilizando a formulacao descrita e
uma nova fungao viscosidade para fluidos viscoplasticos, denominada funcao Viscoplastica
Harmonica (VPH). Resultados envolvendo a fungdo VPH s@o introduzidos e discutidos
pela primeira vez nesta tese e apresenta um 6timo ajuste de curva, quando comparada
com outras func¢oes disponiveis na literatura. Além da facil implementacao, essa fun-
¢ao também apresenta um plato para as altas e baixas viscosidades que sao fisicamente
realistas, visto que nao é possivel uma viscosidade infinita ou nula. O menor tempo com-
putacional é também uma caracteristica perceptivel nas simulagoes usando a nova fungao
viscopléstica, isso é um atributo do seu equacionamento que nao depende de um termo ex-
ponencial, como outros modelos. O estudo de qualidade de malha também é apresentado
a fim de garantir a escolha do dominio discreto adequado. Apesar do uso de elementos de
ordem inferior, o método GMQ mostrou-se estavel na aproximacao numérica de todos os
problemas dispostos, garantindo até mesmo a analise sobre os efeitos da cinemética, da

elasticidade e da tixotropia no escoamento dos fluidos dentro da contracao abrupta.

Palavras-chave: Elasto-viscoplastico; Tixotropico; Método de Elementos Finitos Estabili-

zado; Nova Funcao Viscosidade; Fluidos Viscoplasticos.



ABSTRACT

In this work the mechanical and numerical modeling of a thixotropic elasto-viscoplastic
flow in terms of the velocity, pressure, stress and structure parameter is presented. Nu-
merical discretization is done by the Stabilized Finite Element Method, also known as
Galerkin Least Squares (GLS), through bilinear quadrangular elements. The classical lid-
driven cavity problem is used in the simulations in order to compare the formulation and
code used with the results in the literature. In addition, the study of elasto-viscoplastic
thixotropic materials in a 4:1 abrupt contraction using the described formulation and a
new viscosity function for viscoplastic fluids, called the Harmonic Viscoplastic Function
(HVP), is presented. Results involving the HVP function are introduced and discussed
for the first time in this thesis and present a better curve fit when compared to other
functions available in the literature. Besides to easy implementation, this function also
features a plateau for high and low viscosities that are physically realistic, since infinite
or zero viscosity is not possible. The shortest computational time is also a perceptible
feature in the simulations using the new viscoplastic function, this is an attribute of its
equation that does not depend on an exponential term like other models. The mesh
quality study is also presented in order to ensure the choice of the appropriate discrete
domain. Despite the use of lower-order elements, the GLS method proved to be stable in
the numerical approximation of all the problems, guaranteeing even the analysis of the

effects of kinematics, elasticity and thixotropy on fluid flow within the abrupt contraction.

Keywords: Elasto-viscoplastic; Thixotropic; Stabilized Finite Element Method; New Vis-

cosity Function; Viscoplastic Fluids.
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1 INTRODUCAO

Um fluido nao newtoniano é caracterizado pela relagao nao linear existente entre a
tensao de cisalhamento e a taxa de deformagao. Em outras palavras, esses fluidos possuem
viscosidade nao constante. Essas caracteristicas sao evidentes em uma larga variedade
de fluidos industriais, o que torna atrativo o estudo desses materiais para industrias de
petroleo, cosméticos, farmacéuticas, industrias alimenticias e entre outras.

Existem intimeros modelos que buscam representar o comportamento de fluidos
nao newtonianos, e.g. [Waele, 1923; Carreau, 1972|. Dentre eles, os modelos de visco-
plasticidade — que preveem tensao limite de escoamento (ou yield stress) [Barnes, 1999].
Devido a essa caracteristica, o escoamento desses tipos fluidos exibe regides aparentemente
nao-escoadas, onde o nivel de tensao é menor do que a tensao limite de escoamento.

Ja os fluidos viscoelasticos sao uma classe de materiais que, ao deformarem-se,
sofrem simultaneamente deformacoes elasticas e viscosas. Deformacgoes elasticas sao de-
formacoes reversiveis sofridas por um corpo sob tensao. Ao cessar a tensao o corpo retorna
a sua forma original. A energia de deformacao é recuperada quando a tensao aplicada
ao material cessa. E o comportamento tipico de muitos sélidos. Por outro lado, defor-
magcoes viscosas sao deformagoes continuas e irreversiveis sofridas pelo material enquanto
submetido a uma tensao de cisalhamento [Machado, 2002|. A propriedade que relaciona a
taxa de deformacao do corpo ao cisalhamento é a viscosidade. Um material viscoso ideal
nao é capaz de sustentar uma tensao, dissipando a energia de deformacao sob a forma de
calor, como é o caso de muitos fluidos. Alguns modelos classicos que descrevem o com-
portamento viscoeléstico sdo os modelos de Maxwell e Oldroyd-B [Oldroyd, 1950]. Dentre
os fluidos viscoelésticos, os polimeros sao materiais que apresentam comportamento vis-
coelastico com ampla utilizagao: plasticos, tinta e fluido de perfuragao na industria do
petroleo. Alguns s6lidos como borrachas, silicone e argilas também apresentam este com-
portamento.

Fluidos estruturados também possuem comportamento nao newtoniano. Nos me-
nores niveis de tensao, sua microestrutura frequentemente apresenta comportamento elas-
tico. Nesse caso, ao ultrapassar uma certa tensao limite de escoamento, a microstrutura
entra em colapso diminuindo a viscosidade e a elasticidade drasticamente. Quando sub-

metida a um nivel de tensao constante, por um periodo de tempo suficientemente longo,



a microestrutura do fluido adquire uma configuracao estavel, que é resultado do equili-
brio entre as taxas de quebra e construcao. Se a mudanca na microestrutura nao ocorre
instantaneamente ap6s a mudanca de tensao, a estrutura do fluido é dita ser dependente
do tempo. Um fluido com estrutura dependente do tempo ¢ dito Tixotropico se sua vis-
cosidade diminui/aumenta com o tempo a medida que sofre de um aumento/diminuigao
na taxa de cisalhamento, e se além disso essas alteragoes na viscosidade sao reversiveis.
Por outro lado, um fluido com estrutura dependente do tempo é dito Anti-tixotropico se
sua viscosidade aumenta/diminui com o tempo & medida que a tensdo de cisalhamento
aumenta/diminui, e se além disso essas alteragdes na viscosidade sao reversiveis.

O estudo numérico apresentado nesta tese é realizado a fim de investigar o com-
portamento dos fluidos elasto-viscoplasticos tixotropicos em uma geometria que simula a
reducao de diametro em uma tubulacao — contracao abrupta. Esse tipo de escoamento é
relevante no ambito industrial visto que a variacao de diametro é recorrente em tubulacoes
industriais. Desse modo, elaborou-se um estudo preliminar para entender a influéncia dos

principais parametros no comportamento do escoamento.

1.1 Revisao Bibliografica

No trabalho de Bingham, 1922, a tensao de cisalhamento ja era definida incluindo
a tensao limite de escoamento, porém o modelo apresentado nao era continuo. Ja o
trabalho de Bird, 1982, apresenta uma versao generalizada, em que a relagao entre tensao
de cisalhamento e taxa de deformagao nao é linear, mas ainda com um modelo descontinuo.

Um trabalho importante para fluidos viscopléasticos é o de Papanastasiou, 1987,
que definiu uma fung¢ao de viscosidade continua, introduzindo na formulagao um termo
exponencial com parametros que controlem o seu crescimento nas baixas taxas de cisalha-
mento. Uma alternativa a essa funcao é apresentada por De Souza Mendes e Dutra, 2004,
que apresentam um modelo no qual os parametros dependem da reologia do material e
que possui um limite superior, fisicamente realista, para a funcao viscosidade.

O termo "tixotropia'foi introduzido por Freundlich, 1928, baseado a sugestao de
Péterfi, 1927, que constatou que o protoplasma celular poderia ser liquefeito por acao
mecanica. O nome vem da combinagao das palavras gregas 0 (thixis: mexer, agitar)
e Tpénw (trepo: transformacao, alteragao).

A maioria dos alimentos que possuem comportamento tixotrépico sao sistemas he-



terogéneos contendo uma fase dispersa que é geralmente muito fina. Quando em repouso,
as particulas ou moléculas no alimento estao ligadas entre si por forgas fracas. Quando as
forcas de cisalhamento sao suficientemente altas as ligagoes entre particulas é quebrada
resultando na reducao do tamanho das unidades estruturais, que por sua vez oferecem
menor resisténcia ao escoamento durante o cisalhamento. Esse tipo de comportamento é
comum em alimentos como molho de salada e queijos cremosos onde os ajustes estruturais
ocorrem no alimento devido ao cisalhamento, até se atingir um equilibrio [Rao, 2010].
As alteracoes na microestrutura levando em conta a tixotropia sao altamente com-
plexas e ainda insuficientemente compreendidas. Apesar disso, os fendmenos com tixotro-
pia sao frequentes nas atividades industriais, incluindo o processamento mineral, metais,
produtos alimenticios e farmacéuticos, ceramicas, ou na utilizagao como tintas e reves-
timentos, géis, corantes, lamas de perfuracao, concreto, etc. De fato, uma dependéncia
temporal especifica para a viscosidade é um objetivo importante na formulagao de um
produto. Em alguns casos, deseja-se uma escala temporal tixotropica em particular, em
outros busca-se acelerar o tempo de evolucao para alcancar uma rapida recuperacao da
viscosidade, quando possivel, apés um rapido decrescimento da taxa de deformagao ou
da tensao cisalhante. Com o interesse em abordar os diferentes conceitos de tixotropia,
a relacao entre esse comportamento e outras classes de materiais reolégicos, assim como
os modelos que sao usados para descrevé-la, Mewis e Wagner, 2009, fazem uma revisao
cuidadosa levando em conta todos esses aspectos. Ja o trabalho de Barnes, 1997, faz um
apanhado historico da tixotropia junto com uma descricao de como ela é entendida pela
comunidade cientifica na atualidade. Além de incluir uma série de aplicacoes onde a tixo-
tropia é importante, também sao listados diferentes tipos de sistemas tixotropicos e varios
outros de teorias que tem sido propostas para descrever o fen6meno matematicamente.
Para a aproximagao numérica, a obtengao da formulagao variacional (ou formulagao
fraca) de um problema governado por equagoes diferenciais (formulagao forte) é o ponto
de partida para o Método de Galerkin, que consiste na forma discreta da formulagao fraca.
A discretizagao das variaveis primais é feita pela combinacao linear de funcoes testes e no
caso em que essas fungoes testes sao polinémios a formulagao é conhecida como Método
de Elementos Finitos. Esse método surgiu com aplicacoes na engenharia aerondutica e
civil, e com o passar do anos tem sido amplamente usado para a solugao de escoamentos

em mecanica dos fluidos. A formulacao variacional de problemas envolvendo dois campos



ou mais sao referidas como formulacao variacional mista.

Uma das vantagens de uma formulacao variacional mista é que a variavel primal
(e.g. velocidade para o escoamento de Stokes) faz parte de um espago maior de fungoes,
no qual é mais facil obter solucoes (e.g. H*(€2)?). No entanto, a aproximacio de formu-
lagoes mistas usando o classico método de elementos finitos (ou Galerkin, de modo geral)
¢ mal sucedida para combinagoes arbitrarias de interpoladores. Nesse contexto, condi-
¢oes para formulagoes mistas foram estabelecidas por Babuska, 1971, e Brezzi, 1974, que
no contexto de fluidos incompressiveis é definida como Condigado LBB (Ladyszhenskaya-
Babuska-Brezzi) [Oden, 1982|. A fim de contornar a limitagao da condi¢do LBB, varias
formulagoes do tipo Galerkin Minimos Quadrados sao encontradas na literatura |[Franca
e Hughes, 1988; Franca e Frey, 1992|. Essas formulages envolvem a imposigao de termos
adicionais na formulacao classica multiplicados por coeficientes [Harari e Hughes, 1992],
geralmente dependentes do elemento de malha, tornando possivel o uso de uma quan-
tidade maior de interpoladores, incluindo os de ordem inferior, para a aproximagao da
formulacao variacional. Como consequéncia é possivel realizar implementacoes de coédigo
mais rapidas, definindo um tnico interpolador, e obter uma drastica reducao do tempo
computacional no calculo de problemas.

Os materiais que apresentam tanto comportamento viscoplastico, quanto viscoe-
lastico sao apresentados como materiais elasto-viscoplasticos. Desse modo, o estudo do
escoamentos de fluidos elasto-viscoplasticos tixotropicos é exposto neste trabalho. Sao
propostos o estudo do comportamento deste modelo em uma contragao abrupta, além da
analise de uma nova viscosidade viscopléstica. Os conceitos necessérios para a modelagem
mecanica e numérica do problema sao explicitados, e simulacoes numéricas sao realizadas
comparando resultados com a literatura. Todo o processo de modelagem e simulacao

numérica serao descritos nos capitulos seguintes.

1.2  Objetivos

O principal objetivo desta pesquisa é simular o escoamento de fluidos elasto-
viscoplésticos tixotropicos em uma contracao planar abrupta com razao de aspecto de

4:1 fixa. Os objetivos especificos sao resumidos abaixo:

a) Utilizar uma nova fungao viscoplastica na simulagdo de escoamentos de fluidos

elasto-viscoplasticos tixotropicos.



b) Avaliar a influéncia da intensidade de escoamento, elasticidade e tixotropia na con-

tracao abrupta.

1.3 Organizacao do Trabalho

Para um melhor entendimento desta tese, uma breve descricao dos capitulos é
apresentada a seguir.

No capitulo 2, alguns conceitos matemaéticos fundamentais sao introduzidos para
o entendimento dos espacos de funcgoes, produto interno e norma. Além de teoremas
essenciais tanto para realizar a modelagem mecéanica, quanto para determinar a forma
das formulagoes variacionais e, consequentemente, o método de elementos finitos.

No capitulo 3, as defini¢coes de fluido generalizado sao apresentadas, destacando
alguns dos principais modelos. Os modelos de viscoplasticidade também sao definidos,
inclusive fazendo comparacgoes entre suas caracteristicas. Além disso, a nogao de tixotropia
é introduzida, destacando fluidos que apresentam esse comportamento e as diferentes
aproximacoes para modelos tixotropicos que ja foram propostas na literatura.

No capitulo 4, a modelagem mecéanica das equagoes que governam escoamentos
elasto-viscoplésticos é formulada, incluindo até o comportamento tixotropico. A mode-
lagem das equagoes inclui as definicoes de cinemaética de fluidos, assim como a dedugao
das equacoes de conservacao da massa, equacao da quantidade de movimento e dois tipos
de equagoes constitutivas para comportamento viscoelastico, na qual a segunda também
inclui a modelagem para o comportamento tixotrépico. Além disso, uma equacao de evo-
lugao para descrever o comportamento do parametro de estrutura é apresentada. Ao final
do capitulo apresenta-se um resumo das equagoes obtidas.

No capitulo 5, os pardmetros necessarios para a adimensionalizagao das equacgoes
que modelam o escoamento de fluidos tixotropico sao definidos. A adimensionalizacao
da equagao da quantidade de movimento é utilizada como referéncia para a obtencao
da forma adimensional, assim como comparacao entre forma adimensional classica e as
formas adimensionais que utilizam parametros reolégicos.

No capitulo 6, o processo de discretizacao das equagoes que modelam um problema
elasto-viscopléstico tixotropico é cuidadosamente trabalhado, de modo a reinserir as defi-
ni¢oes de espaco de fungoes, como ferramenta para a obtencao da formulagao variacional

continua do problema. Para isso, partindo do problema forte, todos os termos que inte-



gram o problema variacional sao calculados. Partindo da formulagao variacional continua,
finalmente é empregado o método de elementos finitos para a discretizacao do problema,
onde sao definidas as fungoes discretas através da combinacao linear de fungoes teste.
Com isso, o sistema matricial ¢ montado de modo que sua solugao é obtida para os graus
de liberdade do problema. Com o problema matricial definido, ainda é apresentado o mé-
todo de minimos quadrados, que serve para estabilizar a formulagao classica, quando essa
utiliza polinémios interpoladores de mesma ordem para as diferentes varidveis primais.

No capitulo 7, os principais resultados da tese sao apresentados. Um problema
newtoniano é resolvido e comparado com a literatura como forma de validar o codigo
utilizado e apresenta-se também a solugao de um problema elasto-viscoplastico que ins-
pirou a abordagem numeérica adotada neste trabalho. Os resultados obtidos da simulagao
de fluidos elasto-viscoplasticos tixotrépicos em uma contracao abrupta é abordado em
seguida, analisando suas principais caracteristicas.

No capitulo 8, as conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros sao apresentados.



2  FUNDAMENTAGCAO MATEMATICA

Neste capitulo introduz-se algumas defini¢oes e teoremas importantes para cons-
trugao e entendimento da estrutura do trabalho. Essas elucidac¢oes sao essenciais para a
fundamentagao das equagoes empregadas na modelagem, assim como dos métodos numé-

ricos.

2.1 O espago L?*(Q): Energia cinética finita

Considere 2 C R? (ou R?) um dominio (aberto e limitado) com contorno suficien-
temente suave I' em R (ou R?). O espago de funcoes que é essencial para a mecanica de

fluidos é espago de Hilbert L?(12).

Definigao 2.1 (Espago L?*(f2)). O espago L*(2) denota o conjunto de todas as fungoes
p: € — R com

bl <. 2.1)

ou seja, espago de fungoes de quadrado integravel finito.

A palavra "todas"na Defini¢ao 2.1 significa todas as fun¢oes mensuréaveis no sentido
de Lebesgue [Rudin, 1987|. Para entender sua importancia, suponha um fluido com massa
especifica constante py e velocidade u escoando em um dominio 2. Nessa configuragao a

energia cinética (3massa x velocidade?) ¢ dada
o 1 2
Energia cinética := 3P0 lul” dS2. (2.2)
0

Assim, o espago L*(Q2) pode ser visto como o espago de todas as velocidades com energia
cinética total finita.
O espaco L?(Q) é um espago de Hilbert, i.e., um espago completo, linear e com

norma induzida pelo seu produto interno (-,-), dado por

(p,q) = /Qp(iv)Q(af)dQ, para p,q:Q — Rep,q€ L*(Q) (2.3)

e norma L2, dada por

Iplly = { /Q p(z)p(z) dﬂ} o (p,p)""? (2.4)



No decorrer deste trabalho, a notagao ||-||, serd usada para a norma de L*(Q2). Sera
também adotado L%(Q)? = L2(Q) x --- x L?(2), d vezes, para funcoes de valor vetorial
e L2(2)%4 para fungoes de valor matricial (tensores), onde d é o niimero de dimensoes

espaciais.

Definigao 2.2. Considere L?(Q)? = {w = (wy, -+ ,wq)|Q = R : Yw; € L*(Q),j =
1,---,d}, entdo
Iwllg = [lwillg + - -~ + llwallg). (2.5)

E necessario também definir o espaco de fungoes de valor matricial, como é o caso

dos tensores.

Defini¢ao 2.3. Para L*(Q)™? = {T = (T);;,4,j =1,--- ,d: T;; € L*(Q)}, ie. | T, <
00, tem-se
J 1/2
IT]lo = [Z I35l (2:6)

4,j=1

Novamente, o produto interno para os espacos de fungoes de valor vetorial e ma-

tricial sao dados respectivamente por

d
(u,v) = / ZuividQ, para u,v € L*(Q)%, (2.7)
=1
d
(S,T) = / > 8;T;dQ, para S, T € L*(Q)* (2.8)
Q=1

Definigao 2.4. Considere € um dominio aberto e limitado. Entao L3(Q2) C L*(Q) é

definido por

Lg(Q):{q:Q—HIM /quQ:O,qELQ(Q)}. (2.9)

O espago L3(2) também ¢ um espago de Hilbert sob a norma e produto interno de
L*(Q2). Esse espago ¢ muito utilizado na formulagao variacional de problemas de Stokes
e Navier-Stokes, onde o campo de pressao precisa ser normalizado de alguma maneira,
como sera visto mais adiante, e o melhor modo de fazer isso matematicamente é impondo

Jo pdQ = 0 [Layton, 2008, pg. 54|.



2.2 O espago H'(2): Tensao finita

Os complexos padroes formados no escoamento de fluidos nao sao causados apenas
por altas velocidades, mas também, por exemplo, pela variacao local na velocidade, i.e.,
o gradiente de velocidade. As variacoes locais de velocidade sao uma das causas pela qual

uma camada de fluido exerce forga ou arrasto sobre a camada de fluido adjacente.

Definig¢ao 2.5. Considere um dominio 2 de dimensdao d = 2 ou 3. Se u € R?, entdao Vu

é a matriz d X d de todas as possiveis derivadas de u, onde as componentes sao

ou <o P
_ oo 2 _ E : J
(Vu)u - 8$i’ Z?] — 1, 7de ||vu||0 _ij_l 83}1 0~ (210)
Além disso, o tensor deformagao D(u) é a parte simétrica de Vu, dado por
1 T
D(u) = §[Vu + Vu']. (2.11)

Definigao 2.6 (Espago H'(2)). Para um dominio 2, o espago H*(€2) é definido como

ov

HY(Q) = {v € L*(Q) -

€L*Q),i=1,-- ,d}. (2.12)
O produto interno e norma sao respectivamente

<’U, w)Hl(Q) = <va> + <VU7 VUJ), (213)
Ioll, = [llvllg + 1o llg]"2. (2.14)

Definigao 2.7 (Espaco H}(f2)). Para um dominio aberto e limitado £ com contorno T,

o espago HJ () ¢ definido como
Hy(Q) ={veH' () |v=0emI}. (2.15)

Em geral, o espago HJ(Q2) é usado na formulagao matematica de problemas que
exigem velocidade nula na condig¢ao de contorno. Essa condigao é conhecida como condigao
de nao-deslizamento (no-slip condition, em inglés) e é a condigdo apropriada para casos
onde o contorno fisico esté fixo, como paredes solidas que nao estao se movendo.

Para o caso onde se trabalha com funcoes de valor vetorial, como por exemplo a
velocidade u, pode-se adotar a defini¢do do espago H'(Q)? = H(Q) x --- x HY(Q), d

vezes, como mostrado a seguir.
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Definigao 2.8. Para um dominio 2 de dimensao d, espaco H'(2)? ¢ definido como
HY(Q)={u:Q— R |ue L*(Q)%e Vue L*(Q)™}. (2.16)
O produto interno e norma sao respectivamente

(U, V)i = (0, v) + (Vu, Vv), (2.17)
2 2
lull, = [l[allg + I Vullg)2. (2.18)
Pela definicao acima entende-se o motivo desse espago ser tratado como espago
de tensdo finita, pois se uma funcao de valor vetorial u € R? pertence a H*(Q2)4, entdo

é necessario que tanto a propria funcao quanto seu gradiente, que é tensorial, tenham

quadrado integravel finito.

2.3 Teoremas

Para §(x,t) uma fungdo de valor escalar (ou vetorial) e Q@ = Q(¢) um volume

fechado e arbitrario de fluido. Temos que

F(t) = /Q F(x, 1)d0 (2.19)

¢ uma fungao de t que pode ser calculada. Para calcular a derivada material dF'/dt, da
equacao anterior, é necessario um cuidado especial, pois o volume €2 varia com o tempo.

Para esse caso, aplica-se o Teorema de Transporte de Reynolds enunciado a seguir.

Teorema 2.1 (Reynolds). Considere § = F(x,t) uma funcao suficientemente regular,

entao para qualquer volume ) e tempo t,

d X3

— dQ = | —dQ -ndl’ 2.20

dt /QS o Ot * /Fgu ne (220
onde n € a normal exterior, u € velocidade da particula e I € a fronteira de €.
Demonstracao. Ver Aris, 1990, Pg. 85. O]

O Teorema do Transporte de Reynolds estabelece uma relagao geral entre a taxa
de variacao de qualquer propriedade arbitraria, de um sistema e variagoes no tempo dessa
propriedade associadas com o volume de controle. Na Eq. (2.20), o primeiro termo,

do lado esquerdo da igualdade, é a taxa de mudanga total de uma propriedade extensiva
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arbitraria do sistema; o primeiro termo, do lado direito da igualdade, é a taxa de mudanca
no tempo da propriedade extensiva arbitraria, dentro do volume de controle; enquanto
que o dltimo termo é o fluxo total da propriedade através da superficie de controle. Esse
teorema foi deduzido no instante quando o sistema e o volume de controle coincidem; isto
é verdade desde que At — 0, quando o sistema e o volume de controle ocupam o mesmo

volume e tem as mesmas fronteiras.

Teorema 2.2 (Teorema da Divergéncia). Considere Q@ C R? com contorno T'. Entao,

/Qdiv(a)dQ:/Fa~ndF, (2.21)

onde a = (ay,ay) € uma fungao de valor vetorial continuamente diferencidvel definida

sobre €1,
. 8a1 8a2

COry | Omy

en = (ny,n2) € a normal exterior unitaria a T

div (a)

O Teorema da Divergéncia é um resultado que relaciona fluxo de um campo vetorial
através de uma superficie com o comportamento do campo vetorial dentro da superficie.
Mais precisamente, o teorema da divergéncia diz que o fluxo externo de um campo vetorial
que passa através de uma superficie fechada é igual a integral do volume da divergéncia
sobre a regiao dentro da superficie. Intuitivamente, ela considera que a soma de todas as

fontes menos a soma de todos sumidouros dé o valor do fluxo liquido saindo da regiao.
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3 FLUIDOS NEWTONIANOS GENERALIZADOS

Os fluidos newtonianos generalizados sao modelados com as mesmas equagoes dos
fluidos newtonianos, porém a viscosidade depende da taza de deformacgao (ou taxa de
cisalhamento) 4 = /2D(u) : D(u), onde D(u) é o tensor taxa de deformagao. Como
em fluidos Newtonianos, a tensao depende apenas do escoamento instantdneo e nao de
todo o histoérico do escoamento. O modelo para Fluido Newtoniano Generalizado pode

ser escrito na forma:
7 = —pl+ 2n()D(u), (3.1)

onde T é o tensor tensao de Cauchy, p é a pressao, I é o tensor identidade, 1 é a visco-
sidade. Esse modelo inclui os fluidos Newtonianos como um caso particular quando n =
constante, e fluidos nao Newtoniano nos demais casos. Os modelos Newtonianos generali-
zados foram desenvolvidos para se ajustar os dados experimentais de viscosidade varidvel
em medigoes com diferentes taxas de cisalhamento e a viscosidade n(¥) é usualmente

obtida empiricamente.

3.1 Modelo Power-law

O modelo Power-law é um exemplo de um dos mais simples fluidos newtonianos
generalizados [Waele, 1923|. Ele é particularmente popular por causa do nimero de
solugoes exatas que sao obtidas para esse modelo. O tensor tensao de Cauchy, no modelo

Power-law, é definido como
T = —pl + 2K4" 'D(u), (3.2)
e portanto, n(%) é definido como

n(¥) = K", (3.3)

onde n é chamado de indice de escoamento e K ¢é o indice de consisténcia. Quando n é igual
a 1, o modelo Newtoniano é reestabelecido, como pode ser visto na Figura 3.3. Quando n
¢ menor que 1, a equagao constitutiva é denominada pseudopldstica (ou shear-thinning),
enquanto que n maior que 1 o comportamento é dilatante (ou shear-thickening).

Solugoes poliméricas usualmente exibem propriedades pseudopldstica, onde a vis-
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cosidade reduz quando a taxa de deformacao cresce. Ja os comportamentos viscosos que

incluem o dilatante podem ser vistos em suspensoes de particulas muito finas.

4 T T T T T T T
3.5 F n=025 —a—
5 n = 0.50 —e—
Modelo Power-Law: Z _ (1)'75
. 25 F n<1 ]
<, K=1
t o
0 1 1 1 N 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Y
(a) n <1 (pseudoplastico) e n = 1 (Newtoniano)
4 T T T T T T
39 F n=4 —a— 1
n=3 —e—0
3 I N = —_— -
n=1——
— 25 F :
< Modelo Power-L
= 2L lodelo Power-Law: ]
= n>1
1.5 F K =1 ]
1 - ;
(Newtoniano)
0.5 F ' .
0 1 . 1 1 1 1 1 1

(b) n > 1 (dilatante) e n = 1 (Newtoniano)

Figura 3.1 — Modelos de fluidos Power-Law
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A viscosidade quando ¥ tende a 0 e quando ¥ tende ao infinito sao

e pseudoplatico (n < 1) : lims o n(y) = oo, limy o0 n(¥) = 0. (3.4)
o dilatante (n>1):  limy,on(3) =0,  lims e n(y) = oo. '

Uma funcao viscosidade que tende ao infinito, quando a taxa de cisalhamento tende a
zero, como no caso psedoplastico (ou ao infinito, no caso dilatante), ndo condiz com os
resultados experimentais e assim limitam a aplicabilidade dos modelos Power-Law, visto

que viscosidade infinita nao é fisicamente realista.

3.2 Modelo de Carreau

Para representar uma queda abrupta na viscosidade, pode-se empregar o modelo

de Carreau [Carreau, 1972|, definido como:

N—=Too 1
Mo — Moo (1 + A2y)(1-m)/2" (3.5)

Esse modelo é usado geralmente na modelagem de fluidos pseudoplasticos, onde
incorpora um limite superior para a viscosidade, 1y, nas baixas taxas de cisalhamento,
um limite inferior para a viscosidade, 74, nas altas taxas de cisalhamento e uma regiao
power-law que inicia em 4; ~ 1/X. Além disso, o parametro A tem unidade de tempo e
pode ser referido como um tempo constante. Isso nao deve ser confundido com tempo
de relaxacao usado para quantificar memoria de fluidos, ja que fluidos newtonianos ge-
neralizados nao podem reproduzir propriedades de modelos elasticos |Brebbia, 2013, pg.
139]. A Figura 3.2 exibe graficamente o comportamento da fungio viscosidade para flui-
dos shear thinning governados pelo modelo de Carreau com diferentes valores do indice
de escoamento, onde nota-se a atuacao das cotas superior, 7, e inferior, 7., e o inicio da

regiao power-law estabelecido por .
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Figura 3.2 — Modelos de fluidos de Carreau.

3.3 Modelos de viscoplasticidade

Escoamentos de materiais viscoplésticos sao encontrados com frequéncia em pro-
cessos naturais e industriais. Exemplos de alguns desses materiais incluem suspensoes,
lamas, pastas, etc. Uma das caracteristicas mais importantes desses materiais é presenca
de uma Tensdo Limite de Escoamento (ou Yield Stress).

A defini¢ao tipica do termo “to yield" seria “ceder sob pressao” e isso implica em
uma abruta e profunda mudancga no comportamento para um estado de menor resisténcia.
Desse modo, a Tensao Limite de Escoamento é um valor critico de tensao, onde o material
exibe pouca ou nenhuma deformagcao abaixo desse valor e acima dele o material escoa
[Papanastasiou, 1987]. Esses materiais também sao frequentemente chamados de Plasticos
de Bingham, devido a Eugene C. Bingham, 1922, quem primeiro os descreveu dessa forma.

Historicamente, este fenomeno foi retratado em grafico de tensao aplicada por taxa
de cisalhamento plotados em escala linear, dando uma limitada faixa de alcance para a
taxa de cisalhamento. Porém, quando plotados em escala logaritmica o fenémeno é muito
melhor ilustrado [Barnes, 1999].

Alguns dos modelos mais citados na literatura sao apresentados a seguir, a fim
de comparar qualitativamente suas capacidades de modelar os fendmenos que envolvem

viscoplasticidade.
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3.3.1 Plasticos de Bingham

Este tipo de fluido apresenta relagao linear entre tensao de cisalhamento, 7, e a taxa
de deformagao, 7, a partir do momento em que se atinge a tensao limite de escoamento
[Bingham, 1922]. As equagoes que modelam o comportamento desse tipo de fluido sao

descritas por

T =T+ iyy, Dpara T >Tp (3.6)

¥ =0, para 7 <7, (3.7)

onde 7p ¢ a tensao limite de escoamento e p, é a viscosidade plastica.

3.3.2 Modelo de Herschel-Bulkley

Também é conhecido como modelo de Bingham generalizado |Bird, 1982]. Esse
tipo de fluido também necessita de uma tensao inicial para comecar a escoar. Entretanto,
a relagao entre tensao de cisalhamento e taxa de deformagao nao é linear. Esta relagao

depende do expoente adimensional n, caracteristico para cada fluido.

T=1+ KA", para T > T, (3.8)

4 =0, para 7 <7 (3.9)

Quando n =1, tem-se K = p, e o modelo classico de Bingham é recuperado.

3.3.3 Modelo de Papanastasiou

O modelo de Bingham é importante porque ele ajuda a modelar bem alguns flui-
dos reais e ainda é possivel, em alguns casos, obter a solu¢ao analitica para o campo do
escoamento, como por exemplo o escoamento Poiseuille e Couette. Porém, a equacao
constitutiva ¢ em geral desafiadora para trabalhar numericamente devido a dificuldade
em encontrar as regioes de escoamento (yield surfaces) no domimio estudado. Papanasta-
siou modificou o modelo de Bingham (3.6)-(3.7) adicionando um termo exponencial para
amortecer o termo da tensao limite de escoamento |[Papanastasiou, 1987]. Note que, nos
fluidos de Binham quando 4 = 0 a fungao viscosidade, n(¥), muda abruptamente de um

valor infinito para uma constante de viscosidade finita 7. Papanastasiou, porém, definiu
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a funcao viscosidade como uma fungao crescente de 7§, como

To(1 — exp(=m. 7))

5 , (3.10)

n(y) = pp +

onde p, ¢ a viscosidade pléstica, 7 é a tensao limite de escoamento e m, ¢ um parametro
regularizador. O valores de m, determinam a taxa de crescimento exponencial para a

constante de viscosidade 79. Para a tensao de cisalhamento, segue de (3.10),

m(1L — exp(-m,3))] o

T = |pp+ (3.11)

No limite de m, tendendo ao infinito a tensao de cisalhamento para o fluido de Bingham

é obtida.

3.4 Nova Funcao Viscosidade

Para contornar as dificuldades com as assintotas, da regularizacao de Papanasta-
siou, uma nova funcao viscosidade para fluidos viscoplasticos é proposta e denominada
como modelo Viscopldstico Harménico (VPH).

Esse modelo foi orinalmente concebido pelo Dr. Paulo Roberto de Souza Mendes,
professor titular e chefe do GReo (Grupo de Reologia) na PUC-RJ, como alternativa ao
seu modelo predecessor conhecido como Modelo SMD [De Souza Mendes e Dutra, 2004].

O GReo tem trabalhado ha anos em parceria com o LAMAC/UFRGS, chefiado pelo
Dr. Sérgio Frey, e produzido intimeros trabalhos de relevancia nacional e internacional na
area da reologia. Como prova disso, esta tese oferece os primeiros resultados ja produzidos
com o uso de um novo modelo de fungao viscoplastica, o modelo VPH. A equagao que

estabelece o novo modelo é dada por:

1 5 -t

) = | = + : : 7 3.12
n(3) Mmoo To+ K"+ Ny (3:12)

onde 7 é taxa de cisalhamento, 1y e 7, sao respectivamente os limites superior e inferior
da funcao viscosidade, 1y € a tensao limite de escoamento, K é um indice de consisténcia
e n é o indice de escoamento.

Uma outra caracteristica da Eq. (3.12) é que ela prediz um valor fixo de viscosi-
dade no limites superior e inferior, em contraste com o modelo de Papanastasiou, 1987,

que apresenta viscosidade ilimitada quando a taxa de cisalhamento é igual a zero (ver

No inglés, Harmonic Viscoplastic Function (HVP)
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Figura 3.3(a)). Com efeito, quando 4 — 0,

o 1 o o ¥ }1
lim = < lim — + lim . - =9 — + lim - -
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Quando y — oo,
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J—o0 j=oo | Mo To+ K" + Ny J=o0 Toy Ao To + K™ + 1oy

o 1 -1 11!
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onde em (%) foi utilizado o Regra de L’Hépital do Célculo.
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Figura 3.3 — Compracao entre o comportamento do modelos para os campos escalares de

(a) Viscosidade e (b) Tensao de Cisalhamento

Uma das caracteristicas mais importantes da funcao viscopléstica harmonica é que

ela consegue fazer um ajuste de curva tao bom quanto os modelos encontrados na litera-

tura. Isso pode ser notado na Figura 3.3, onde a funcao viscosidade e tensao cisalhante,

obtida por 7(%) = n(¥)%, sdo comparadas com os modelos de Herschel-Bulkley e Papa-

nastasiou. Nota-se graficamente a representacao de 1y e 7 das equagoes (3.13)-(3.14),
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na qual a viscosidade nas baixas taxas de cisalhamento, 7y, é a razao entre a intensidade
da tensao e a taxa de cisalhamento tomadas em uma regiao onde 7 seja suficientemente
menor que Ty, garantindo que ¥ esteja dentro da faixa de alta viscosidade; Na Figura 3.3b
fica evidente a tensao limite de escoamento pela linha horizontal pontilhada em 7y = 1Pa,
assim como o indice n que representa a inclinagao da regiao power-law no grafico log-log.

O modelo VPH, descrito nesta se¢ao, foi usado na obtencao dos resultados para
escoamentos de fluidos elasto-viscoplasticos com comportamento tixotrépico. O processo
para a insercao dessa funcao nas equacoes que modelam a tixotropia é apresentado com

mais detalhes na Secao 4.4.3.

3.5 Tixotropia

Existem fluidos reais que nao podem ser descritos simplesmente como um fluido
newtoniano generalizado, pois a viscosidade nesses fluidos nao depende s6 da taxa de de-
formacgao, mas também do tempo de cisalhamento. Atualmente ha um certo consenso na
comunidade cientifica que define a tixotropia como: o continuo decrescimento da viscosi-
dade com o tempo, quando aplicado um escoamento a um fluido inicialmente em repouso
e uma subsequente recuperacao da viscosidade, no tempo, quando o escoamento € cessado
[Mewis e Wagner, 2009]. Essa defini¢do também é compativel com sistema de termino-
logias [TUPAC, 1997]%>. Apesar disso, ainda existem diferentes definigoes em dicionarios
e enciclopédias cientificas frequentemente mais relacionadas com a definicao original de
Freundlich [Barnes, 1997].

Fendmenos de tixotropia tém sido relatados para um grande niimero de produtos,
e.g., tintas, cristais liquidos, emulsoes e misturas de duas fases. Na natureza, tixotropia
pode ser encontrada em minerais e no mundo dos seres vivos. Sistemas micelares, lamas
em terra, ou em leito de rios também podem ser consideradas tixotropicas. Em organismos
vivos, incluindo humanos, a tixotropia pode aparecer em fluidos bioloégicos, tal como o
sangue [Huang e Fabisiak, 1976; Huang et al., 1975]. Globulos vermelhos podem agregar-se
em pilhas cilindricas que por sua vez podem se juntar para formar estruturas ramificadas.
Esses estruturas dependem do histoérico de escoamento e afetam a viscosidade.

Quando um material tem que ser aplicado sobre um substrato para formar uma

2A Unido Internacional de Quimica Pura e Aplicada (em inglés: International Union of Pure and
Applied Chemistry, IUPAC) é uma organizacido nao governamental (ONG) internacional dedicada ao
avango da quimica.
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camada, uma viscosidade dependente do tempo pode ser benéfica. Tintas pertencem ao
mais recente grupo de materiais industriais tixotropicos que tem sido estudados |Gam-
ble, 1936; McMillen, 1932]. Suspensdes magnéticas e solugoes adesivas termoplésticas sdo
também aplicados por processo de revestimento e podem exibir propriedades de depen-
déncia temporal similares. Um alto grau de pseudoplasticidade é entao desejado, que é
frequentemente acompanhado de um fenémeno tixotropico. Aplicacao de cremes sobre a
pele é mecanicamente uma operagao similar e ilustra o uso de produtos tixotrépicos no
cuidado pessoal e areas farmacéutica.

Em quase todas as aplicacoes de suspensoes tixotropicas é necessario uma visco-
sidade relativamente baixa nas altas taxas de cisalhamento a fim de processar ou aplicar
o produto adequadamente e/ou facilmente. Uma vez processado ou aplicado, o mate-
rial deve ou parar de escoar, ou escoar suficientemente lento sob as baixas tensoes que
o produto pode ainda estar sujeito. Frequentemente é a gravidade que causa um escoa-
mento indesejavel, tal como em uma camada de tinta que cede de uma parede vertical.
Em alguns casos, a alta viscosidade serve para evitar a sedimentacao de particulas pesa-
das ou goticulas durante o armazenamento ou apds o processamento, tal como em lamas
de perfuracao e concreto. O endurecimento nas baixas tensoes pode também evitar o
gotejamento indesejado, como em tintas e alguns tipos de alimentos.

Diferentes aproximacoes ja foram propostas para incluir a tixotropia nos mode-
los reoldgicos. Por um lado, existem modelos fenomenologicos bastante gerais a serem
utilizados na caracterizagao de materiais desconhecidos ou complexos. Por outro lado,
existe necessidade de modelos micromecanicos que consigam predizer o comportamento
tixotropico baseado na natureza dos componentes, modelos subjacentes e as leis fisicas
que os governem. Modelos tixotrépicos de qualquer dos tipos ainda sao escassos.

Uma classe de modelos fenomenoldgicos é baseado nos principios gerais da meca-
nica do continuo racional [Mewis e Wagner, 2009]. Esses modelos normalmente descrevem
os efeitos temporais por meio de fung¢oes de memoria, um procedimento comum na teoria
de viscoelasticidade. Uma segunda classe usa um pardmetro de estrutura para expressar
o nivel de estruturacao do material. Esses modelos associam uma resposta reologica a
estrutura instantanea, onde a dependéncia temporal é expressa por uma equagao cinética
ou equac¢do de evolu¢do para o pardmetro de estrutura. Ambas as classes podem gerar

equacoes de estado inelasticas, assim como viscoelasticas e, na verdade, formam um espec-
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tro mais ou menos continuo de modelos. Existe ainda um terceiro grupo de modelos que
¢ baseado em aproximagoes microestruturais. Elas consideram complexas mudancas en-
volvendo o escoamento induzido, e nesse caso sao necessarias simplificagoes significativas.
Exemplos dessas classes de modelos podem ser vistas no trabalho de [Mewis e Wagner,
2009]. Neste trabalho foi utilizado apenas os modelos citados na segunda classe e que,

portanto, envolvem o parametro de estrutura.
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4 MODELAGEM MECANICA

Neste capitulo sao abordados os principais modelos e estruturas necessarias para a
obtengao das equacoes que modelam o problema em questao. Desse modo, alguns topicos
sobre mecéanica do continuo sao abordados, como a descricao do movimento de particulas,
equacoes de conservacao da massa e da quantidade de movimento. Além de introduzir
topicos mais especificos como fluidos newtonianos generalizados, modelos de viscoplasti-
cidade, a nova funcao viscosidades proposta neste trabalho e equagoes constitutivas. No

final do capitulo é apresentado também um resumo das equagoes mais utilizadas.

4.1 Cinematica dos Fluidos

A ideia bésica do movimento de fluidos é que ele pode ser descrito por um ponto
de transformag¢ao. Em certo momento, nota-se que um particula estd em uma posicao
X e um tempo depois a mesma particula estd na posi¢ao x. Sem perda de generalidade,
pode-se tomar o primeiro instante como o tempo ¢ = 0 e se o instante seguinte é o tempo

t, diz-se que x é uma fungao de t e da posic¢ao inicial X,
X:X<X,t> ou x; :LCZ'<X17X2,X3,t>. (41)

As coordenadas X da particula serao referenciadas como coordenadas materiais da par-
ticula!. Assumindo que o movimento da particula ¢ continuo e que a equagao (4.1) pode
ser invertida para obter a posicao inicial, ou coordenadas materiais da particula que esta

na posicao x no tempo t, i.e.,
X = X(X, t) ou X@ = XZ'<I1, T2, T3, t) (42)

sao fungdes continuas. As coordenadas x da particula sao descritas como coordenadas
espaciais e referem-se a sua posi¢ao no espaco.
A descrigao material de alguma propriedade, §(X,t), pode ser mudada para uma

descrigao espacial §(x,t), pela equagao (4.2),
5(x,1) = §[X(x, 1), (43)

Fisicamente isso diz que o valor de uma propriedade na posi¢ao x e tempo ¢t é o valor

1Os termos coordenadas convectada e Lagrangeana sao também comuns na literatura
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apropriado da particula que estd na posicao x e tempo t. Por outro lado, a descricao

material pode ser derivada da espacial pela equagao (4.1)
$(X,t) = F[x(X,1),1], (4.4)

significando que o valor da propriedade visto pela particula no tempo ¢ é o valor na posi¢ao
que ela ocupa e naquele tempo.

Associado com essas descri¢oes estao as derivadas com respeito ao tempo. Assim
0F /0t é a taxa de variacao de § quando observada de um ponto fixo x, ao passo que
DF /Dt é taxa de varia¢ao observada quando o observador move-se com a particula. Essa
altima também é chamada de derivada material. Em particular a derivada material da

posicao de uma particula é sua velocidade. Desse modo, colocando § = x;, tem-se

Dux; 0 Dx
U; = Dt = Eﬂli(xl,XQ,Xg,t) ou u= E (45)
Isso permite estabelecer uma conexao entre as duas derivadas, por
D 0 0
Dt = a&(X,t) = a%[x(X,t),t] (4.6)
0§ Ox; oS5
pr— —_— 4.7
Ox; Ot |y Ot|, (47)
o5 0%
=Uu— + —, 4.8
Yiow T o (4.8)

onde os subindices X e x representam que essas variaveis estao fixas com relacao a deri-

vada. Em alguns casos também é conveniente escrever,

DF 0%
S = T (W V)E (4.9)

4.2 Equacgao de Conservagao de Massa

Considere p(x,t) a massa por unidade de volume de um fluido homogéneo na

posicao x e tempo t. Entao a massa, m, em qualquer volume finito €2 é

m= /Qp(x, t) dQ. (4.10)

Se €2 ¢ um volume material, isto é, se ele é composto das mesmas particulas e nao ha a acao

de fontes externas no meio, pode-se assumir que a massa nao muda. Assim, assumindo



25

que § = p na equagao do Teorema 2.1 e usando o Teorema da Divergéncia, tem-se

Dm_

Dp
—_— = — i Q=0. 4.11
Dy Q{ —|—pd1vu}d 0 (4.11)

Dt

Note que para um volume arbitrario, o integrando deve ser nulo em todo o dominio. Com
efeito, suponha que ele nao é nulo em algum ponto P, mas sim positivo. Entao, ja que o
integrando é continuo ele deveria ser positivo em alguma vizinhanca de P e tomando {2
como subconjunto dessa vizinhanga, a integral sobre {2 nao se anularia. Assim, segue que

Dp . dp )
_r = = 4.12
Dy + pdivu ey + div (pu) = 0, (4.12)

que é conhecida como a equacao da continuidade.
Se o fluido é incompressivel, p(x,t) = po, (massa especifica constante) a equagao

(4.12) reduz-se a
divu = 0, (4.13)

que é uma restricao na velocidade do fluido, u.

De forma genérica, se uma for¢a tenta comprimir um fluido incompressivel (e.g.
um liquido), sua massa especifica ndo muda, mas a pressao, por outro lado, aumenta. Por
exemplo, a 4gua tem um certo peso, entao seu peso sozinho age como uma forga. A massa
especifica da dgua no fundo do oceano é muito préoxima a massa especifica na superficie,

mas a pressao no fundo do oceano é muito maior do que na superficie.

4.3 Equacao da Quantidade de Movimento

A equagao da quantidade de movimento tem grande importancia na descri¢ao do
comportamento do escoamento de um fluido. Essa equagao é uma afirmacao decorrente
da segunda lei de Newton e diz respeito a soma das forcas que atuam sobre um elemento
de fluido para a sua aceleracao ou a taxa de variacao da quantidade de movimento.

A equacao da quantidade de movimento pode ser descrita como

Fluxo liquido da Soma de todas Soma de todas Taxa de crescimento
quantidade de as forgas + as forgas — da quantidade ( 4.1 4)
movimento dentro de superficie de corpo de movimento .
do sistema do sistema do sistema do sistema

A forma euleriana da equacao da quantidade de movimento é obtida escrevendo ex-

plicitamente os termos que aparecem na equagao (4.14) quando aplicada a uma vizinhanga
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diferencial de um ponto.
A fim de expressar o fluxo liquido de entrada da quantidade de movimento, o

primeiro termo do lado esquerdo de (4.14) é obtido levando em conta a expressao,
puu - dI' = u(pu - dI'), (4.15)

onde u é o campo de velocidade, p é a massa especifica, dI" é um elemento vetorial de
superficie direcionado para fora da regidao do espago considerado (também escrito como
ndI"). O termo entre parénteses no lado direito ¢ a taxa de escoamento de massa (vazao)
através da superficie do elemento considerado; assim puu - dI' é visto como o fluxo da
quantidade de movimento através do mesmo elemento de superficie [Astarita e Marrucci,
1974].

Uma identidade analoga ao Teorema 2.2 para um campo tensorial A,

/Qdiv(A)dQ:/FA-dI‘, (4.16)

permite identificar puu como o fluxo liquido de saida da quantidade de movimento por
unidade volume:
Fluxo liquido de saida da
div (puu) = [ quantidade de movimento | - (4.17)
por unidade de volume
Considerando o segundo termo da equagao (4.14), i.e., a soma de todas as forgas
de superficie. A forca de tens@ao dt atuando através de qualquer elemento de superficie,

dT’, é, pela defini¢cao do tensor tensao total,
dt =T dI. (4.18)

Considerando a equagao (4.16), o lado direito da expressao anterior é visto como a re-
sultante das forgas de superficie, e a divergéncia de T ¢é a resultante por unidade de
volume:
Resultante das
div (T) = forcas de superficie : (4.19)
por unidade de volume
Como ser4 visto mais adiante, para fluidos de massa especifica constante a equacao

constitutiva determina a tensao total T com um tensor isotropico aditivo. Desse modo,
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torna-se util decompor a tensao total como
T=—-pl+ 7, (4.20)

onde p é chamado de pressao (nao no sentido termodinamico), I é o tensor identidade e
7' ¢ um tensor deviatorio, i.e.,

trr’ = 0. (4.21)

A decomposigao da equagao (4.20) é tunica. De fato, se o trago é tomado, obtém-se
tr'T = —3p, (4.22)

que é uma defini¢ao operacional para a pressao. A divergéncia da tensao total pode agora

ser decomposta como?

divT = divr’ — Vp. (4.23)

O terceiro termo da equagao (4.14), quando expresso por unidade de volume do
sistema, é simplesmente pg, onde g é o campo de aceleragao (geralmente aceleracao da
gravidade).

O lado direito da equagdo (4.14), quando expressa por unidade de volume do
sistema, é a derivada parcial com relagao ao tempo do vetor pu. Assim, finalmente, con-
siderando as equagdes (4.17), (4.19) e (4.23) a forma euleriana da equagao da quantidade

de movimento é obtida:
. . 0
div (puu) — Vp + div (7') + pg = a(pu). (4.24)

A forma lagrangeana da equacao da quantidade de movimento é obtida através de

manipulacio algébrica da equagao (4.24)3. Desse modo,

0 , _ Ou  Op :
E(pu) + div (puu) = e + u— + pVu - u+ u[div (pu)] (4.25)

e substituindo a equacgio (4.12)%:

— 22 (4.26)

0 (pu) + div (puu) = p [8_u +Vu-u Dt

9 Du
ot ot

A expressao dentro dos colchetes (4.26) é reconhecida por ser a derivada lagrangeana

2As identidades usadas sdo descritas no Apéndice A.2
3 As identidades utilizadas podem ser vistas com mais detalhes no Apéndice A.2

4Notagoes equivalentes para Du/Dt sao X e u
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(ou substantiva) da velocidade. Substituindo (4.26) na equagao (4.24) obtém-se a forma

lagrangeana da equagao da quantidade de movimento

Du

P = —Vp+ div(7') + pg. (4.27)

O lado esquerdo de (4.27) é a forca inercial devido a aceleragao da particula igual as forgas

de superficie e de corpo agindo sobre ela que aparecem no lado direito.

4.3.1 Pressao

O significado fisico da pressao precisa ser esclarecido no caso de fluidos com massa
especifica constante. De fato, a pressdo como aparece na Eq. (4.27) nao pode ser identi-
ficada com uma pressao termodinamica [Astarita e Marrucci, 1974, Pg. 35].

A equacgao constitutiva para fluidos de massa especifica constante determina o
tensor tensao apenas para um tensor isotrépico aditivo arbitrario. A tensao total T pode

ser expressa coOmo
T=—-aol+T, (4.28)

com « um escalar arbitrario e 7 é chamado de Tensor Extra de Tensdao, que é dado por
uma equagao constitutiva. O escalar a nao deve ser considerado uma pressao ja que o
trago de T nao é necessariamente zero.

Comparando as equagoes (4.20) e (4.28) obtém-se a seguinte relagao
—al+71=—pl+7 (4.29)
e assim
trr = 3(a — p). (4.30)
Substituindo a equagao (4.30) na equacao (4.29) e isolando o tensor deviatorio, tem-se
, 1
T=7-— g(trT)I. (4.31)

Assuma que o campo de velocidade esta determinado e que uma equagao consti-
tutiva para o fluido foi dada. Se a equacao constitutiva é do tipo que fornece uma tensao

deviatoéria, entdo 7' ¢ calculado e da equagao da quantidade de movimento (4.27) Vp é
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determinado. Consequentemente, o campo de pressao é calculado para uma constante
arbitraria aditiva. Se, como é mais comum, a equacao constitutiva fornece um tensor
extra nao-deviatorio, entdo do valor de 7 é obtido 7' da equagao (4.31) e Vp é calculado
da equagao (4.27), como antes.

Usando as equagoes (4.30)-(4.31), a equagao da quantidade de movimento pode ser

escrita em termos do tensor extra de tensao 7 e « ou p, dependendo da necessidade, i.e.,

Du

PO = —Va + div (1) + pg, (4.32)

1
=-V (p + gtl"‘l’) + div (1) + pg. (4.33)

4.4 Equacgoes Constitutivas

O sistema de equagbes formado por (4.13) e (4.27) é nao-determinado, pois os
campos desconhecidos (velocidade, pressao, tensao) nao podem ser determinados a partir
de duas equacoes. Consequentemente, existe a necessidade de equagoes representando o
comportamento fisico do material, i.e., uma relacio constitutiva. A relagdo constitutiva

permite que a tensao seja calculada como func¢ao das variaveis cineméticas [Astarita e

Marrucci, 1974, Pg. 3|.

4.4.1 Maxwell Convectado Superior (UCM)

O modelo de Maxwell Convectado Superior (UCM, sigla em inglés) é uma gene-
ralizacao do modelo de Maxwell para o caso de grandes deformacgoes usando a derivada
convectada superior no tempo. O modelo foi proposto por James G. Oldroyd e nomeado
apos James Clerk Maxwell [Oldroyd, 1950]. Esse modelo consiste em combinar os elemen-
tos que representam o comportamento reoldégico do material fazendo referéncia ao modelo

mecénico de um circuito em série de uma mola e um amortecedor (ver Figura 4.1).

- Ty o .
e
€ 1
I ’Y 1

Figura 4.1 — Representacao esquematica do Modelo de Maxwell
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Sob uma certa tensao aplicada 7, a deformacao total, 7, corresponde a deformagao

produzida na mola, 7., e a deformacao sofrida no amortecedor, 7, i.e.,

Y=Y+ Vo, (434)

e as tensoes elastica (na mola) e viscosa (no amortecedor) sao respectivamente,

onde G ¢é o modulo de elasticidade e n é a viscosidade. Note que a tensao total é 7 =7, =

T,. Assim, pela derivada da Eq. (4.34) em relagao ao tempo, tem-se

dy _dye | dy o
dy _ e A=At A 4.37
at ~ at < dt T e (4.37)
Aplicando a derivada na Eq. (4.35) e usando a Eq. (4.36), resulta em

d’y_ldTe+Tv
dt  Gdt 7’

(4.38)

Multiplicando ambos lados pela viscosidade, n, e usando o fato de que a tensao é igual
nos dois elementos, tem-se

dy _ mdr

A razao entre viscosidade e o modulo de elasticidade tem dimensao de tempo e é deno-
minado como tempo de relaxacao do fluido, #. Para derivar a tensao no tempo, utiliza-se
a derivada de Jaumann, definida no Apéndice A.1.

Aplicando ao tensor extra de tensao a derivada de Jaumann convectada superior

tem-se

v or T
T=g T (Vr)u— (Vu)r — 7(Vu)". (4.40)

A taxa de deformacao dada pela variagao temporal da deformacao, pode ser expressa na
forma tensorial pelo tensor taxa de deformacao, D. Desse modo, o modelo de Maxwell é

definido como

T+ 01 = 2yD(u). (4.41)
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Esse modelo representa o comportamento reoldgico de um fluido viscoelastico. Para o caso
. v . .
com tensao constante, resulta 7 = 0, a equacao de Maxwell reduz-se ao caso newtoniano,

T =2nD(u).

4.4.2 Modelo de Oldroyd-B

O modelo de Oldroyd-B também é usado para descrever o escoamento de fluidos

viscoelasticos [Bodnar e Sequeira, 2010).

i Ve L Yo A
01
AW all
G lp
—» T
O]
[ ||
I ,,78 N|
' v

Figura 4.2 — Representacao esquematica do Modelo de Oldroyd-B

O modelo pode ser escrito como
v
T+ 6,7 = 2i(D(u) + 6,D(u)), (4.42)

onde T é o tensor extra de tensao, 6 é o tempo de relaxacao, 05 é o tempo de retardamento,
m = ns + 1, ¢ a viscosidade total dada pela soma da viscosidade do solvente (7)) pela
viscosidade do polimero (7,) e D(u) é o tensor taxa de deformagcao.

O modelo também pode ser descrito separando o tensor extra de tensao como a
soma de uma parcela viscoelastica, 7, que satisfaz o modelo UCM, e da parcela com o

solvente newtoniano, 7. Assim,

T =T + Ta, (443)
71 + 6,71 = 2n,D(u), (4.44)
Ty = 2n,D(u). (4.45)
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4.4.3 Equacao constitutiva para fluidos tixotroépicos

A equacao constitutiva para fluidos estruturados é baseada na formulacao de
Oldroyd-B e proposta por [De Souza Mendes, 2011|, onde a viscosidade e modulo de
elasticidade sao expressos em termos do parametro de estrutura, A, que por definicao

varia entre 0 e 1.

[ e : T |

ml

MW ———]

G(N\) Mo (N)
- > T
1]

1. /’700 |
I ,_y 1

Figura 4.3 — Representacao esquematica do modelo para fluidos tixotrépicos

A Figura 4.3 mostra a representacao esquemaética do modelo utilizado neste tra-

balho. Para esse modelo, a equacao constitutiva é dada por

T =T + T, (4.46)
71+ 0\ 11 = 2n,(\)D(n), (4.47)
T = 21D (u). (4.48)

onde 1, ¢ a viscosidade estrutural. O tempo de relaxagao 6 é definido em termos da fungao

implicita de A, i.e.,

(N) = 28)) . (4.49)

Nota-se que o conjunto de equagdes (4.46)-(4.48) tem a mesma forma da equagdo consti-
tutiva de Oldroyd-B, contudo G e 1, nao sao parametros constantes.

Para que a fun¢ao modulo de elasticidade, G()), seja fisicamente realista, ela deve
atingir seu valor minimo quando o material estd completamente estruturado (A = 1)
e ser estritamente crescente quando A\ decresce, para que a resposta eldstica decresca
quando a estrutura do material é destruida. No limite de um material completamente nao-
estruturado (A = 0), G(A) deve ser infinito a fim de suprimir completamente a resposta

elastica, e assim garantir um comportamento puramente viscoso. Desse modo, pode-se



33

definir o modulo de elasticidade como

GO\ = Goexp {m G - 1)} , (4.50)

onde Gy é o mddulo de elasticidade para o material completamente estruturado e m é
uma constante adimensional positiva.

Por outro lado, a viscosidade estrutural, 7,(\), varia entre 7, e 79, onde 7, €
a viscosidade do material completamente nao-estruturado (A = 0) e 1y é a viscosidade
para o material completamente estruturado (A = 1). Como na maioria dos escoamento
viscoplasticos 7y > 1., a fungdo 7,(\) deve ser capaz de mapear o intervalo [0, 1] no
intervalo [, no]. Convenientemente, a viscosidade estrutural é

A
() = (@) Too- (4.51)
oo

A Eq. (4.51) pode ser resolvida em func¢ao de A de modo a obter,

= 4.52

_ In 7., (9) — Innse
Aeq( )_ q(

onde A, ¢ o parametro de estruturagao em equilibrio, 7., ¢ a viscosidade em estado de

equilibrio dada pela Eq. (3.12), ou seja,

1 o -1

— 4 : . 4.53
o To+ K"+ Ny (4.53)

neq("y) =

4.5 Equacao de evolugao para o parametro de estrutura

A equagao de evolugao também definida segundo [De Souza Mendes, 2009, é dada

por

DX 1
e CRE VRO (4.54)

onde t., ¢ definido como tempo de equilibrio da microestrutura. O lado esquerdo da
Eq. (4.54) representa a derivada material de A em relagdo ao tempo. No lado direito, o
primeiro termo descreve a construgao da microestrutura (buildup term) e o segundo termo
representa a quebra da microestrutura do fluido (breakdown term,).

A func@o associada com o termo de quebra da microestrutura, f(7), é comumente
associada a taxa de deformagao *, tal que ela se anula quando ¥ = 0 e é estritamente

crescente quando ¥ cresce (e.g. [Barnes, 1997; Coussot et al., 2002; Mujumdar et al.,
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2002]). No entanto, a formulac¢ao adotada na Eq. (4.54) é definida em fun¢ao da tensao de
cisalhamento, 7, de modo que f(7) se anula para 7 = 0 e é estritamente crescente quando
T cresce. Essa formulagao parece ser mais adequada, uma vez que a causa da quebra da
microestrutura ¢ o nivel de tensao e nao o nivel da taxa de deformagao [De Souza Mendes,
2009]. Assim, uma definigdo apropriada da funcao é:

(1 — AGQ)

4.55
)\eq ? ( )

f(r) =

onde os modulos do tensor extra de tensao e do tensor taxa de deformagcao sao, respecti-

vamente,
1 : ;
T = <§tr 7-2) , Y= (Qtl“ DQ)E. (456)

Combinando as Eqgs. (4.54) e (4.55) pode-se obter a equagao de evolugado para o regime

permanente, i.e.,

0-VA= - {(1 C ) = (1= ) (i)} | (4.57)
teq Aeg

onde a variacao temporal do parametro de estrutura, no lado esquerdo da equagao, foi

desprezado da derivada material, apresentando somente a variagao espacial determinada
pelo termo de adveccao de A.

Por conseguinte, convém notar que o valor do parametro de estrutura, A\, é de-

terminado pelo mecanismo de transporte que aparece na Eq. (4.57). Nesse mecanismo,

dependendo do tempo caracteristico, ., o nivel de estrutura é carregado ao longo do

escoamento, esticando ou encolhendo as regioes estruturadas, ou seja, para valores de t.,

maiores, maior sera a advec¢ao do nivel de estrutura do material.

4.6 Resumo das Equagoes Fundamentais

e Fquacao da Conservagao de Massa:

div (u) = 0. (4.58)

e Fquacao da Quantidade de Movimento:

p <g—ltl + (Vu)u> = div (T) + pg. (4.59)



e Fquacoes Constitutivas:

e Fquacao de Fvolucao:

u

T=—-ol+T,

T =T+ To,
1+ 0(\)7T1 = 2,(\)D(u),

Ty = 21, D(u).

-w:i (1—>\)—(1—/\eq)<>\%q)].

35

(4.64)
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5 ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo é feito uma discussao sobre as formas de adimensionalizagao das
equagoes do problema. Sera abordado tanto as adimensionalizacoes classicas e comumente
vista na maioria das literaturas, quanto adimensionalizagbes propostas especificamente

para o escopo deste trabalho.

5.1 Parametros na Equagao da Quantidade de Movimento

A equagao da quantidade de movimento declara que

D
pfltl = —Vp+ div (1) + pg, (5.1)

onde p é a massa especifica, D(-)/Dt é a derivada material no tempo, p é a pressao,
7 =T + pl é o tensor-extra de tensao, T o campo de tensao, I é o tensor unitario e g é
uma forga de corpo (e.g. gravidade).

A fim de determinar a versao adimensional da equacao de balango acima, o pro-
cedimento consiste em empregar quantidades caracteristicas escolhidas de modo que se
adquira uma formulacao adimensionalizada da equagao. Para isso, as seguintes variaveis

sao definidas:

U u pL TL
F="t w=a V=LV, p=i2 =T 5.2
» I A (5:2)

onde U, L e n. sao as quantidades caracteristicas para velocidade, comprimento e visco-

sidade, respectivamente. Substituindo as variaveis adimensionais, (5.2), em (5.1), tem-se

pU2 Du* nCU * ok 770U sk %
= = V" + divir™ 4+ 52 5.3
L Dt L2 g (53)

onde g = |g|. Multiplicando a Eq. (5.3) por L?/(n.U), obtém-se a versao adimensional

da equacao da quantidade de movimento

Du . g
R v AT v (¥ =3 4
ReDt V*p* + div* (") + Ga (5.4)

Nota-se que surgem dois grupos adimensionais, i.e., o nimero de Reynolds (Re) e o nimero

de Galilei (Ga). O ntumero de Reynolds fornece a importancia das forgas de inércias em
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relacao as forgas viscosas no escoamento:

Re = ng. (5.5)

Enquanto que o niimero de Galilei indica a importancia das forcas externas em relacao as

forgas viscosas no escoamento:

2
Ga = PgL )
nU

(5.6)

As defini¢oes acima servem apenas como exemplo para o procedimento de adimen-
sionalizacao das equacoes. Claramente esse processo nao é tnico, pois depende da escolha
dos adimensionais empregados e essas escolhas dependem do tipo especifico de problema

que se deseja estudar.

5.2 Parametros para o comportamento reolégico

Existem parametros adimensionais que surgem na forma adimensionalizada da

equacao constitutiva. No comportamento de fluidos newtonianos generalizados, i.e.,
T =n(¥)(Vu+ Vu'), (5.7)

grupos adimensionais aparecem na versao adimensional da fungao viscosidade.
No caso de fluidos com comportamento viscopléstico, faz-se uso da fungao viscosi-
dade VPH, usada neste trabalho, i.e.,

N g -
V== : -l
e Mo Tot+ K"+ 1y

(5.8)

Os parametros que aparecem nessa equagao sao a viscosidade para cisalhamento
quase nulo, 7; a tensdo limite de escoamento (yield stess), 79; o indice de consisténcia, K;
o indice de escoamento, n; e a viscosidade para cisalhamento infinito, 7,,. Como indicado
na Figura 5.1, existem trés transicoes marcadas por taxas de cisalhamento, na fungao
viscosidade, pertinentes ao contexto do trabalho cuja descricao é

, T , To\V"r . KOV
Fo = n—z; 1 = (%) P e = <?7_> : (5.9)
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Figura 5.1 — Representacao das taxas de cisalhamento na fungao viscosidade

No escoamento de fluidos nao newtonianos a taxa de deformagao é uma parte
fundamental na analise do escoamento. Desse modo, seguindo a proposta de adimen-
sionalizacao de [De Souza Mendes, 2007|, é necesséario definir uma taxa de deformagao
caracteristica, 7., usualmente definida como a razao entre uma velocidade caracteristica,
U, e um comprimento caracteristico, L, i.e.,

Quando o escoamento é predominantemente cisalhante, o comprimento caracteristico, L,
¢ o comprimento perpendicular ao escoamento principal, enquanto que em um escoa-
mento predominantemente extensional L deve representar o comprimento na direcao do
escoamento principal.

As outras quantidades caracteristicas sao obtidas a partir dessas ja selecionadas,
e.g., a viscosidade caracteristica é obtida calculando a fungao viscosidade (7(%)) na taxa

de deformacao caracteristica, i.e.,

ne = (), (5.11)

e a tensao caracteristica ¢ construida multiplicando a viscosidade caracteristica pela taxa

de deformagao caracteristica, i.e. 7. = 1.y;. Um tempo caracteristico para escoamentos



39

estacionarios é t. = 1/4;. Outras quantidades caracteristicas podem ser obtidas com base

nas quantidades ja mencionadas.

5.3 Parametros para Funcao VPH

Nesta secao utiliza-se o procedimento de adimensionalizacao proposto para obter

a versao adimensional da fungao VPH, usada neste trabalho e definida na Eq. 5.8 para

fluidos viscoplasticos. A viscosidade adimensional é obtida pela razao entre 4;7(¥) e uma

tensdo caracteristica (7.) aqui definida como 7. = 79. Como anteriormente, a taxa de

deformacao caracteristica é 4. = 41, onde 4; foi definido na Eq. (5.9). Desse modo, segue

que

n(¥)n o

Ny =
70

[ To Y7o ]1
— + — — —

[ 70Y1  Toy1 + KA1 + NN

- T —1

1 I AT 1

6 KA+ K7 9) ™ + 09t

_i .\ ’y* :| —1

75 L+ + NV 1/ To

onde usou-se 1o = KA} e 4* = /4. Logo,

. 1 ¥ o
") =t e } (5.12)
/0T S e e o/
Os parametros adimensionais que surgem sao definidos em seguida como,
=B et (5.13)
70 To0

E importante notar que os parametros adimensionais envolvem apenas quantidades

reologicas e, portanto, sao por si proprios propriedades reoldgicas. Além disso, a viscosi-

dade adimensional é mostrada na Figura 5.2, onde 7 e 1%, representam seus valores de

maximo e minimo, respectivamente.
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Figura 5.2 — Funcao viscosidade harmoénica adimensional para fluidos viscoplasticos

Assim, um conjunto de variaveis adimensionais é introduzido a seguir.

* . E3 X * u ’ "}/
U=1iy; X =—; U =——; Y= 5.14
n L YL ! T (5:14)

P T . ()
7o 7o e ) TO/’Yl ( )

A partir dessas varidveis e um pouco de manipulacao algébrica, apresenta-se a

forma adimensional das equagoes descritas na Segao 4.6, como

div'u* =0, em QF (5.16)

0=-V"P"+ div'(2n:,D*(u")) + div'r*, em Q, (5.17)
54 0 (N7 =297 (A)D*(u*), em Q, (5.18)

u' -V = é (I—=X)— (1= Xy) ()\%qﬂ , em QF (5.19)
u'=U* em IV, (5.20)

onde 0*(\) = 0(\)7; € o tempo de relaxagao adimensional. Se levar em conta a definigao do

tempo de relaxagao, na Eq. (4.49), pode-se ainda definir o paradmetro elastico adimensional



do fluido totalmente estruturado 65, i.e.,

e ainda,
1
Gi(\) = Ghexp [m (X — 1)] ,

a funcao modulo de elasticidade adimensional.

41

(5.21)

(5.22)
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6 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo realiza-se a discretizacao das equacgoes introduzidas no capitulo 4
como forma de descrever a utilizacao do Método de Elementos Finitos para tratar a solucao
das Equagoes de Navier-Stokes quando aplicada a modelagem de fluidos nao newtonianos.

Considere © C R? o dominio do modelo com fronteira I'. O problema é dado por

um conjunto de equagoes acopladas do qual consiste em encontrar u(x) = (u;(x), uz(x)) €

C?*(Q)2, P(x) € CY(Q), T7(x) € CY(Q) e A(x) € C1(Q) satisfazendo

div(u) =0, em Q, (6.1)
p(Vu)yu = —~VP + div (2nD(u)) + div (), em ©Q, (6.2)
T+ 00T = 2p,(A)D(u), em ©Q, (6.3)
u-w:%q (1= ) = (1— ) (Aiq)} em 0, (6.4)
u=ug, em T, (6.5)

onde u é o vetor de velocidade do escoamento, P = «a + p¢ é a pressao modificada, com
g = —V¢, 7 é o campo de tensdo e A é o parametro de estrutura. A Eq. (6.5) é uma

condicao de contorno prescrital.

6.1 Formulagao Variacional

Para obter a discretizacao do problema em questao é necessario, primeiramente,

obter a formulagao variacional ou forma fraca das equagoes. Para isso, define-se os espacos

de funcgoes
V={v:Q=R*|ve H(Q)? ev=0em '} = Hj(Q)? (6.6)
Q= {q:Q—>R | ¢ € L*(Q), /quQZO} = L3(9), (6.7)
2 ={S: Q=R |Se L*(N)*?} = L*(Q)*?, (6.8)
A={: Q=R | € HY(Q)) = HY(Q). (6.9)

A formulagao variacional das equagbes (6.1)-(6.4) ¢ obtida integrando essas equagdes
multiplicadas por conjunto de fungoes testes v, ¢, S e £ pertencentes ao mesmo espago

de u, P, 7 e A, respectivamente. Esse processo serd demonstrado para cada uma das

IEsse tipo de condicdo de contorno é conhecida como condicdo de Dirichlet, ou de 2° espécie.



43

equacgoes governantes destacadas anteriormente.

e EQUACAO DE CONSERVAGAO DE MASSA: Multiplica-se por uma funcao teste, ¢ € Q,

a equacao que define a conservacao de massa.
/ div(u)gdQ2 =0, V ¢e@ (6.10)
Q

e EQUACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO: Para esse caso, multiplica-se por uma

funcao teste v € V cada um dos termos da equacao, como seré visto separadamente.

o PARA O TERMO DE INERCIA:
/ p[(Vu)u] - vdQ, Vv eV (6.11)
Q
o PARA O GRADIENTE DE PRESSAO:

/ —VP . -vdQ = / Pdiv (v)dQ2 —/ div (Pv)dQ, Vv € V|,
Q Q Q

pelo Teorema 2.2, tem-se

/—VP-VdQ:/Pdiv(v)dQ—/Pv-ndF, Vvev,
Q Q r

sabendo que v =0 em I', tem-se
/Q—VP -vdQ) = /QPdiV (v)dQ2, Vv € V. (6.12)
o PARA AS FORCAS VISCOSAS: Por simplicidade, despreza-se a constante 27,
/Q div (D(u)) - vdQ2 = —/QD(u) : VvdQ +/Q div (D(u)v)dQ, Vv € V,

onde no primeiro termo apoés a igualdade é usada a contracao de tensores, definida

no Apéndice A.1. Pelo Teorema 2.2, tem-se
/ div (D(w)) - vd© — _/ D(u) : VvdQ + /[D(u)v] ‘ndl', v €V,
Q Q r
sabendo que v =0 em I', tem-se

/Q div (D(w)) - vdQ = — /Q D(u) : VvdQ, Vv € V. (6.13)
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No entanto, como

D(u) : Vv — %[D(u) Vv 4 D(u): Vv] = L[D(u) : Vv + D(w) : Vv
D(u): Vv =D(u): D(v), (6.14)
a equagao (6.13) pode ser reescrita como
/ div (D(u)) - vdQ2 = — / D(u) : D(v)dQ,Vv € V. (6.15)
Q Q

o PARA O TERMO DE TENSAO:

/ div (1) - vdQ = — / 7 : Vvd) —i—/ div (7v)dQ,vv € V
0 0

Q

pelo Teorema 2.2 sabendo que v =0 em I, tem-se

/ div (7) - vdQ = — / T:VvdQ,Vv eV, (6.16)
Q Q

analogamente ao descrito na equagao (6.14), pode-se rescrever a equagao (6.16), como

/ div (7) - vdQ) = — / 7:D(v)dQ,Vv € V. (6.17)
Q Q

e EQUACAO CONSTITUTIVA: Multiplica-se por uma funcao teste S € X, cada um dos

termos da equagao.

/T S+ «9()\)7v' :SdQ = / 21,(A)D(u) : S dQ2, VS e X. (6.18)
0 0

e EQUACAO DE EVOLUGAO: Multiplica-se por uma funcao teste & € A, ambos lados da

equacao.

/Q(u VA Q) = /Qt;ql [(1 )= (1= ) (%q)

Desse modo, usando a notagao de produto interno, a formulacao variacional para

£dQ, VeéeA.  (6.19)
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o problema em questdo consiste em encontrar (u, P,7,\) € (V,Q, 3, A), tal que

(div(u),q) =0, Vqe@ (6.20)
p{(Vu)u,v) = (P, div (v)) — 27o(D(u),D(v)) — (7, D(v)), Vv eV (6.21)
(1,8) + ((\)T,S) = (2n,(\)D(u),S), VSeX=  (6.22)

<1—A>—<1—Aeq>(A

<u ’ v)‘a €> = <te_q1 )\_eq

)]@% Ve € A. (6.23)

As equagdes (6.20)-(6.23) descrevem a formulagao variacional, através de um con-
junto de equagoes. Essa formulacao é totalmente equivalente a forma dada por uma tnica

equagao, como segue. Encontre (u, P, 7, ) € (V,Q, X, A), tal que
B(“? P7 T? )\; V7 Q7 S7£) = g7 v(v7 q7S7€) E (V7 Q’ 27A)’ (6'24)
onde

B(u, P,7,A;v.¢,8,§) = p{(Vu)u,v) — (P, div (v)) + 21 (D(u), D(v)) + (7, D(v))
— (div (u),q) + (1, 8) + (6(\)7,S) — (27, (\)D(u),S)
+{(u-VA\€) + <<t '+ tq(a—_M)> /\,£> (6.25)

eq

g

(teg €)- (6.26)

6.2 Meétodo de Elementos Finitos

h

Y

No método de elementos finitos, busca-se uma solucdo aproximada u”, P" T
A" em seus respectivos subespacos de dimensao finita V", Q", " A" dos espacos V,
Q, 3,A que possuem dimensdo infinita. As solucdes u” ,P", 7 ¢ A" sdo exclusivamente
polinomiais por partes e nao necessariamente do mesmo grau [Johnson, 1987|. Desse
modo, a partir da formulagao variacional (6.20)-(6.23), o método de elementos finitos é

formulado como: Encontre (u, P 78 \') € (VI Q" X" Ah) tal que

As componentes da velocidade, pressao, tensor extra de tensao e parametro de
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estrutura sao aproximadas por expansoes da forma

ul(x) = Z ®,,(x)ul" = ®Tu;, (6.28)
P'x) =) ¥,(x)P, = ¥"P, (6.29)
Th(x) =) IFx)rf =" 7y, (6.30)
Ni(x) =) i)\ =E"A, (6.31)

onde ¥, ®, II e = sao vetores das fungoes base, u;, P, 7;; e A sao os vetores de nos
desconhecidos, e M, N, K e L indicam, neste contexto, o nimero de graus de liberdade.

Para escrever o conjunto de equagoes obtido através das aproximagoes (6.28)-
(6.31), na formulagao variacional discreta dada por (6.27), sera utilizado a notagao indicial
detalhada no Apéndice A.1. Desse modo, o seguinte sistema de equagoes pode ser obtido

EQUACAO DE CONSERVAGCAO DE MASSA:
(T, ®5)u,; = 0. (6.32)
EQUAGAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO:

p(®. @, @)+ 0o (@5, BT ) + (P, BT )ws + L@, T

1 1
—(®,;, ¥TP + 5<<I>,j, "), + 5<<I>,Z-, "7, =0 (6.33)
EQUACAO DE CONSTITUTIVA:
v
(ILII") 735 + (O(MIL 755) — (0o (MIL @7)w; — (n,(MIL ®%)u; =0 (6.34)

Note que o termo que representa a derivada convectada superior nao é escrito, devido sua
complexidade. As suas componentes bidimensionais sao dada em seguida, em termos das

funcoes de elementos finitos.

T = q’TulH?iTn + ‘I>Tu2Hme — 2‘1)?;111HT7_11 — 2‘I>f§u1HTﬁz (6.35)
Ty = @ i I 75 + @ ITh 705 — 207 U IT 715 — 2@ T (6.36)
‘Y'12 = q’TUqH?Ile + ‘I’Tllzn?;Tu - ‘I’ﬁuznTTn - ‘1’?;111HT7'22

— (®hu + ®5uy) I 7y, (6.37)
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EQUACAO DE EVOLUCAO:

(B, ¢Tui5§>x + (&t (1+ (1 - Ae) MEDA = (1 E) (6.38)

eq eq =

Uma vez conhecidas as fungoes de interpolagao ®, ¥, IT e E (e.g. fungdes polino-
miais lineares) e a geometria do elemento (i.e. z;), entao as integrais (6.32)-(6.34) podem
ser calculadas para produzir as matrizes de coeficientes. As integrais sao calculadas por
um processo de quadratura numérica (e.g Gauss-Legendre). Com isso, o sistema discreto

¢ dado pela seguinte matriz de equagoes:
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(¥%°9) == (E2">Cy-D+D1E) =M (EMn,0=) = (n)g
(¢7°9) e tr(v)) =1 (rmie 1i(v)e) = (‘m)'a  (Lirm e 11(v)e) = ("M)!D (LI =N
(zv'9) (arte)="a (ae)-=0 ‘(ere)u=" ‘(Lom,e ‘@)= ()

10d soprumep oes S9IUSIDP0D SO & BUIOS BUWIN UIRIIPUI SOprjodal sedIpul so apuo

(17°9) {o} = {x}[m]+{x}[Em)s+(m)g]

‘ordnioad op oedenbo e vred o

0 d)l o 1 1 cir | ((Mm)D 0 0 e | Mm)!a (Mm)tg (%n)'q 2] IN 0 O
(079) ‘S0p={enb|o eIz 0 | —{ & 0o (mp o |+ |(®n)Igz (m)eqg 0 —{% 3|0 N O
0 m|[ o 0 Vg A 0 0 (m)iD e [(m)eqg 0 (m)'qg el o 0 N
‘eATINGIISU0D ordenbo v ered

0 ]l o 0 0 d| |o o 10 d|l|o o 0

(6€°9) Q0P =% ITg g 0|+ | g+ Ty ey +¢fms o (M) 0
0 a3 Ty 0 g In Xy} £33 eeyy + 1137 In 0 0 As.HﬂVsO

10d Opep ‘BUIDISIS 0OTUN WIN WD SBILIDSD OBS BSSRUL 0P ORIRAIOSTOD 9 OJUSWIAOW op opeprjyuenb ep soodenbo sy
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Finalmente, o sistema (6.39)-(6.41) pode ser expresso simbolicamente como

C(u)U+ KU+ Rt =0, (6.45)
N7 —D(u)T + C*(u)r — LU =0, (6.46)
S(wWA + WA =G, (6.47)

onde UT = {ul ul,PT}. As equacdes (6.45)-(6.47) representam as equacgdes de ele-
mentos finitos modeladas para um fluido elasto-viscoplastico com tixotropia e em regime
permanente. A discussao de casos onde envolve dependéncia temporal nao serao tratadas
neste trabalho. O sistema de matrizes proposto é acoplado e altamente nao-linear. A
equagao (6.45) é conhecida como a forma padrao para um problema newtoniano com a
adigdo de R7 que vem do campo de tensao |[Reddy e Gartling, 2010]. A equagao (6.46)
representa a equacao constitutiva implicita e é vista como uma equagao de adveccao para
o tensor-extra de tensdo. A equagao (6.47) é a forma simboélica da equagao de evolugao e

esta acoplada ao campo de velocidade.

6.3 Meétodo de Galerkin Minimos Quadrados

O método de Galerkin Minimos Quadrados (GLS, sigla em inglés) foi originalmente
desenvolvido para o problema de Stokes [Hughes et al., 1986]. A ideia do método GLS
consiste em contornar problemas de incompatibilidade entre os espacos de fungoes que
nao satisfazem a condi¢ao inf-sup (ou condigao LBB), adicionando termos extras & for-
mulacao variacional discreta. A importancia de condi¢oes desse tipo na teoria de equacoes
elipticas e suas aproximagoes foi primeiro demonstrado por Babuska, 1971. Em seguida,
um trabalho que ajudou nessa area foi o importante artigo de Brezzi, 1974. Uma condigao
similar para o caso especial do problema de Stokes com incompressibilidade foi estudado
por |[Ladyzhenskaya, 1969|. Assim, condigdes no contexto de escoamentos incompressiveis
sao referenciados como Condi¢ao LBB (Ladyszhenskaya-Babuska-Brezzi) [Oden, 1982].

Na literatura, existem varias versdes do Método GLS, e.g. [Behr et al., 1993; Fan
et al., 1999], mas o método utilizado neste trabalho foi proposto por Franca e Frey, 1992,
e consiste em adicionar termos de estabilizagdo na equagao (6.27), a fim de manter a
mesma ordem dos polinémios que aproximam os campos de velocidade, pressao e tensao.

A aproximagao de Galerkin Minimos Quadrados para o problema definido por
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(6.27) pode ser formulada como: Encontre (u”, P" 77 M) € (VI Q" 3 AM) tal que,
Bgls(uh7 Ph7 Th7 )\h; Vh> qh7 Sha fh) = ggls(vh7 qh7 Sha fh)a (648)
para todo (v, ¢", S, ") € (Vh, Q" X" A"), onde

Bus(u", P w vt gt 8P M) = p((Vu)u, v — (P div (V")) + 2. (D(u"), D(v"))
DV — (div(u"), ¢") - e(Phq") + (v, S") + (67 . S") — (27, D(u"),S")

+ (u" - VA" €) + <(t‘1(1 + <1 = Aeg)Aeg ) A" E")

+ 8(Reg ) (div (v)", div (u)") + Z a(Reg ) (p(Vu)u" + VP — div (7")

— 21 div D(u"), p(VVvM)u" + V" — div (sh) — 2o divD (V™)) |k

B 17— 2 D(ut), " + 68 — 20,D(v)

+w(u" VA" 4+ (114 (1= M)A ) A" u - ven

+(t (L4 (1= A X)) €M) (6.49)

Gos (V" 0", 8" €") = (1, €") + ) wity) u" - v
+ (tog (T4 (1= AedAey) €Mk (6.50)

eq

Note que K € Q" subscrito na equacdo anterior representa uma operacao sobre
cada elemento (triangular ou quadrangular) da discretizagao, § e w sao valores arbitrarios
maiores que zero [Behr et al., 1993]. O termo que multiplica € (< 1) é adicionado a fim de
obter uma formulacao mais regular, no sentido computacional®>. O ntimero de Reynolds
de malha, Re, e os pardmetros de estabilizacao a(Reg) e 6(Reg) sdo definidos como em

Behr et al., 1993.

2 A adic@o desse termo na formulacao discreta também conhecido como Método da Penalidade (Penalty
Method).
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h
phic ||a”[l s

Rey = — 6.51
o h4ne(7) (651
o K
o(Rer) = S (Rer). (6.52)
5(Rek) = Aq|[u"||, hx¢(Rex), (6.53)
(
RGK, 0 < Reg <1
¢((Rek) = , (6.54)
\1, Rex > 1
N 1/2
Il - (onr) 65
i=1
my = min {%, QCk} : (6.56)
Cro Y b || div(Sh)[|; . > [|8"]|;, vS"ezt (6.57)

KeQh

onde |||, denota a norma L?(f2) restrita a um elemento K da discretizacao, Ay é um

parametro positivo e hx € o comprimento de malha.
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7 RESULTADOS

Neste capitulo sao discutidos alguns resultados numeéricos obtidos através da for-
mulacao de elementos finitos estabilizada, descrita anteriormente. A ideia é avaliar o
comportamento de um escoamento em uma contragao abrupta, na escala 4:1, de um
fluido elasto-viscoplastico tixotrépico através de simulagoes numéricas e o uso da nova
fungao Viscopléstica Harmonica (VPH).

As simulagoes computacionais foram realizadas com uso do cddigo
NNFEM em linguagem Fortran 90, desenvolvido pelo Laboratério de Mecéanica dos Flui-
dos Aplicada e Computacional (LAMAC), do Departamento de Engenharia Mecanica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), além da infraestrutura do grupo
Complex Flows of Complex Fluids (CF2) do Department of Chemical and Biomolecular
Engineering (CHBe) da Rice Univeristy (Houston, Texas - EUA) que proporcionou uma
grande agilidade na obtencao de resultados pela viabilizacao do uso do Cluster Da Vinct,
gerenciado pela propria Rice.

Antes de introduzir os resultados da tese, nas se¢oes seguintes sao expostos pro-
blemas que inspiraram a abordagem numérica deste trabalho. Para isso, na segao 7.1
sao resgatados resultados de comparacao da simulacao computacional de um problema
newtoniano em uma cavidade unitaria, a fim de validar o cédigo computacional. Na
secao 7.2, a simulacao de problema elasto-viscoplastico também é realizada para fins de
comparagao qualitativa com a literatura disponivel. Finalmente, na secao 7.3 sao apresen-
tados os resultados da tese com a simulacao em uma contragao abrupta de um problema

elasto-viscopléstico tixotrépico.

7.1 Verificagao do cédigo

A validacao seré feita retrocedendo um passo e analisando a formulacao GLS das
equagoes de Navier-Stokes para caso onde se tem somente velocidade e pressao como
variaveis primais, garantindo que as solugoes possam ser comparadas com a literatura.
Desse modo, a formulagao consiste em:

Encontrar (u, ph) € (V" Q") tal que
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p((Vu')u",v") — (", div (v")) + 2p(D(u"), D(v")) — (div (u"), ¢")
—e{p", ¢") + Z a(Reg){(p(Vu")u" + VP" — 25 div D(u"),
p(VvMu" 4+ V¢ — 27]d1vD(V Nx =0, Y ¢") eV, (7.1)

onde a(Reg) ¢ definido em (6.52). A formulagao descrita em (7.1) ¢ usada para simular
o classico problema da cavidade, onde a geometria e condigoes de contorno do problema
estao descritas na Figura 7.1, utilizando um sistema de coordenadas retangulares com
origem no canto inferior esquerdo da cavidade unitéaria (L = 1). As condigbes de contorno
foram impostas considerando velocidade nula nas paredes (u = 0) e no topo da cavidade
admite-se velocidade constante, u; = U, na direcao x, e velocidade nula, us = 0, na direcao
y. O dominio computacional é composto por 10000 elementos (100 x 100) bilineares
(Q1/Q1) com um total de 10201 pontos nodais (ou graus de liberdade). Os casos sao
analisados de acordo com a variacao do niimero de Reynolds, i.e., Re = 0, Re = 400 e

Re = 1000.

p L2

- u:()—\

} L

Figura 7.1 — Cavidade e suas condigoes de contorno

Vale notar que o caso Re = 0 representa um tipo de fluido onde as forcas inerciais
advectivas sdo pequenas comparadas as for¢as viscosas, i.e., um escoamento lento (no
inglés, creeping flow).

Nas Figuras 7.2, 7.3, 7.4 sao apresentados, as isobéricas e linhas de correntes do

campo de velocidade obtidas pela formulagao GLS do problema (7.1), para Re = 0,
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Re = 400 e Re = 1000, respectivamente. Nota-se que tanto as isobaricas quanto as
linhas de corrente apresentam bastante suavidade na solucao, indicando que a formulacao
GLS estabilizou satisfatoriamente as oscilagoes esptrias inerentes ao classico método de
Galerkin quando utilizando interpoladores de mesma ordem para os campos de velocidade
e pressao.

Para o célculo das linhas de corrente, ¥(x), declara-se o seguinte problema: Dado

um campo de velocidade, u = (uq, us), encontre um campo escalar, 1(x), tal que,

—div (V) = g—;bj - g—z;, em Q, (7.2)

—ViY-n=u-t, em T, (7.3)

onde n é o vetor normal unitario e t é o vetor tangente unitario. Para calcular numerica-
mente a solugao das Egs. (7.2)-(7.3) utiliza-se o Método de Elementos Finitos seguindo a
descricao de Frey et al., 2000.

Comparando as solugoes das linhas de corrente nas Figuras. 7.2(b), 7.3(b) e 7.4(b)
observa-se que, & medida que o nimero de Reynolds aumenta, a recirculagao principal
se afasta do bordo superior, ficando cada vez mais proxima do centro da cavidade. Isso
ocorre porque em situagoes com inércia Figura 7.3(b) e Figura 7.4(b), a regido inferior da
cavidade também iré recircular, fazendo, portanto, o vortice principal centralizar. Nessas
figuras, o campo de pressao perde sua simetria inicial obtida na situacao sem inércia
(Figura 7.2(a)), criando uma depressao associada & recirculagao principal do fluido, o

qual se desloca também para a regiao central da cavidade.
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1.0 ' '

0.6 - -

0.4 - s

0.2 B

0.0 , . , T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.2 — Solugdo GLS para Re = 0, com 10000 elementos @)1 /@;: (a) Isolinhas do
campo de pressao, onde as linhas (—) e (- - -) indicam onde a solucdo é positiva e

negativa, respectivamente; (b) Linhas de corrente.
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Figura 7.3 — Solugdo GLS para Re = 400, com 10000 elementos @1/@;: (a) Isolinhas do

campo de pressao, onde as linhas (—) e (- - -) indicam onde a solucdo é positiva e

negativa, respectivamente; (b) Linhas de corrente.
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0.0

0.0

Figura 7.4 — Solugdo GLS para Re = 1000, com 10000 elementos @1/Q):: (a) Isolinhas
do campo de pressao, onde as linhas (—) e (- - -) indicam onde a solugdo é positiva e

negativa, respectivamente; (b) Linhas de corrente.
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Nas Figuras. 7.5, 7.6 e 7.7 sao comparados os perfis de velocidade com as solugoes
de Wahba, 2012, — para o caso sem inércia, Re = 0 — e Ghia et al., 1982, — para os
casos com inércia, .i.e., Re = 400 e Re = 1000. A partir desses graficos observa-se que
a solucao para os perfis de velocidade horizontal, em x; = 0,5, e os perfis de velocidade
vertical, 9 = 0,5, apresentam 6tima concordancia com as solugoes obtidas pelo método

GLS, para os valores de Reynolds investigados.

0.8 - Re = 0.0
Wahba (2012) =
g 06 R
~
&
(a) 04 - ]
0.2 + B
0 L L L L
—-0.4 —0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
uy [m/s]
0.2
0.15 + i
o1 L Re = 0.0
’ Wahba (2012) =
=@
0.05
£
g‘ 0
(b)
—0.05
-0.1
—0.15
—0.2 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

I [m]

Figura 7.5 — Perfis de velocidade para Re = 0: (a) Velocidade horizontal (em z; = 0, 5);
(b) Velocidade vertical (em x5 = 0,5)
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Re = 400
Ghia (1982) =

0.6

(a) 04 -

0.2 i
0
-04  —02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

uy [m/s]
0.4
0.3 | i
02 | Re = 400 1
Ghia (1982) =

0.1

(b) —0.1

—0.2
-0.3

-0.4

—0.5 L L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

I [m]

Figura 7.6 — Perfis de velocidade para Re = 400: (a) Velocidade horizontal (em
x1 = 0,5); (b) Velocidade vertical (em z5 = 0,5)
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0.8 - Re = 1000

Ghia (1982) =

0.6

T2 [m]

0.2

04 —0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ur [m/s]

Re = 1000
Ghia (1982) =

ug [m/s]

—0.6 L L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

I [m]

Figura 7.7 — Perfis de velocidade para Re = 1000: (a) Velocidade horizontal (em
x1 = 0,5); (b) Velocidade vertical (em z5 = 0,5)

7.2 Cavidade — Elasto-viscoplastico (EVP)

Nesta se¢ao, a fim de avaliar a formulagao proposta neste trabalho, é investigado um
escoamento elasto-viscoplastico dentro de uma cavidade quadrada e unitaria. A geometria
e condigoes de contorno sao as mesmas definidas na Figura 7.1, utilizando um sistema
de coordenadas retangulares e comprimento caracteristico L = 1. A malha é composta
por 10000 elementos (100 x 100) bilinares (Q1/Q1/Q1) e é exibida na Figura 7.8. O
topo da cavidade move-se com velocidade horizontal adimensional U* = U/(4,L), onde
U é a velocidade horizontal no topo da cavidade. O parametros reoldgicos que aparecem

nas expressoes para a viscosidade e o modulo de elasticidade (Egs. (5.13) e (5.22)) s@o
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mantidos fixos nos casos analisados, e dados por m =2, n = 0,5, 5 = 103 e 5, = 0, 01.

Todos os casos mostrados sao para um fluido sem tixotropia, i.e., t;, = 0.

Figura 7.8 — Malha com 10000 elementos (Q1/Q1/Q1).

O campo do parametro de estrutura é mostrado na Figura 7.9 para U* = 0,05
e 05 = 10, 100 e 1000. O parametro de estrutura define as regides escoadas (yielded)
e aparentemente nao-escoadas (unyielded). As regides aparentemente nao-escoadas sao
as regioes onde a taxa de deformagao material é negligenciavel devido ao alto valor do
parametro de estrutura (A > 0,9). A Figura 7.9 ainda mostra duas regides aparente-
mente nao-escoadas (em vermelho, A > 0,9) dentro da cavidade: a primeira anexada ao
fundo da cavidade, onde o material esta praticamente estagnado, e outra mais proxima
ao topo da cavidade, dentro da zona de recirculagao onde o material esta sujeito ao movi-
mento de corpo rigido, i.e., um movimento com velocidade nao nula, onde a deformagcao
¢ negligenciavel. Pode ser observado ainda que a elasticidade decresce e deforma as re-
gides estruturadas (aparentemente nao-escoadas) quebrando a simetria em relagao ao eixo

transversal que passa pelo centro da cavidade.
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(a) (b) ()

Parametro de Estrutura (\)

|
0,345 0,673 1,0

Figura 7.9 — Efeito do tempo de relaxagao dentro da cavidade: Regioes de A para m = 2,

U* =0,05, t, =0 e (a) 6 = 10; (b) 8 = 100; (c) 8 = 1000.

) Yeq

Os resultados exibidos nesta secao, para a cavidade unitaria, estao de acordo com
Frey et al., 2015, — que apresenta um estudo de fluidos elasto-viscoplésticos para dife-
rentes tipos de geometrias — quando comparados qualitativamente. Assim garantindo o

uso da formulagao utilizada em outros diferentes tipos de problemas.

7.3 Contracao Abrupta — EVP com Tixotropia

Nesta segao ¢é apresentada a simula¢ao numérica de um problema elasto-viscopléstico
com comportamento tixotropico, utilizando a formulagao descrita pelas Equagoes (6.1)-
(6.4). A geometria e condi¢oes de contorno sao descritas na Figura 7.10, utilizando um
sistema de coordenadas retangulares. A simetria do canal é explorada a fim de econo-
mizar o custo de calculo da solugao numérica. De modo que a condicao de contorno
na linha de simetria é imposta como velocidade vertical nula (us = 0) e derivada nula
da velocidade horizontal com rela¢do ao eixo vertical (Jui/0xe = 0). As condigoes de
contorno na entrada do canal para a velocidade horizontal, u; = u;(x2), e pardmetro de
estrutura, A = A\(z3), indicadas na Figura 7.10, correspondem ao escoamento plenamente
desenvolvido do qual a velocidade média é denotada por U, tal que U = fOH uy(zg)dxs.

Enquanto que na saida do canal é considerada tragao livre, i.e., n- T = 0.
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u=0
A
Perfil desenvolvido u=0
/ emu, P,TeA
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Figura 7.10 — Geometria e condi¢oes de contorno da contragao abrupta.

Os perfis desenvolvidos wu;(z3) e A(x2) sdo obtidos em processo de continuagao
envolvendo simulagoes preliminares, como explicado a seguir. Na primeira simulagao
preliminar, os perfis retos u; = U e A = 1 sao impostos na entrada. Em seguida, sao
tomados os perfis de u; e A em algum ponto & jusante na primeira simulacao e usados
como condig¢ao de contorno na entrada da simulagao subsequente. Novos perfis a jusante
que sao mais proximos dos perfis totalmente desenvolvidos sao obtidos e usados como
condicao de contorno na entrada da proxima simulacao. O procedimento é repetido até
que a convergéncia seja alcancada. Esse procedimento é repetido de duas a trés vezes
para que seja obtido perfis totalmente desenvolvidos.

Os parametros caracteristicos H e h sao definidos de modo que H/h = 4 é fixado.
O comprimento do canal & montante e & jusante é 50h. Além disso, sera definido que
o caso base (ou fluido base) atende os parametros nj = 1000, %, = 0,01, 65 = 100,
U*=0,25t, =1 n=0,5em = 10. Desse modo, os resultados obtidos a seguir e
nas secoes subsequentes, para a influéncia da cinemética, da elasticidade e tixotropia sao
obtidos com esses parametros ou a partir da variacao deles.

O dominio computacional é composto por 10000 elementos bilineares (Q1 X Q1 X

(1 X Q1) e descrito na Figura 7.11.
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Figura 7.11 — Malha com 10000 elementos bilineares

Para o estudo da qualidade de malha, foram testadas quatro malhas com incremen-
tos minimos variando de Ay, = 0.1 a Ay, = 0.05. A anélise consiste na observacao do

perfil transversal do parametro de estrutura, no canal maior da contragao, em x3 = —2.0.

4 ———

Parametros:
n, = 1000
s = 0,01 )
0% =100
U*=0,25
t:q =1
n=20,9
m = 10 4

M1l —— ]
M2 ——
M3 ——
e

0,75 0,8

Figura 7.12 — Qualidade de Malha

Na Figura 7.12 é possivel observar que os perfis comegam a coincidir a partir
da malha M3, podendo ser ainda mais notavel na caixa com intervalo ampliado entre
xy = 3,1 e x5 = 3,4, mostrada na figura. Desse modo, a malha M3 é escolhida como
dominio computacional discreto para determinar as solugoes do escoamento tixotrépico
na contracao abrupta.

O numero de elementos de cada malha, assim como o valor maximo da compo-

nente horizontal da velocidade e seu erro relativo sdo exibidos na Tabela 7.1. E possivel
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notar que M3 e M4 atingem a mesma velocidade maxima horizontal, nao havendo, assim,

necessidade de maior refinamento

de malha.

Tabela 7.1 — Convergéncia de malha
Malha M1 M2 M3 M4
nos 5241 7761 10315 15381
elementos 5000 7500 10000 15000
max uj 1,16 1,16 1,17 1,17
erro (%) - 0,64 0,21 0,25

Como dito anteriormente, os perfis desenvolvidos sao atingidos por um processo de

continuacdo. E possivel notar isso pelo perfil longitudinal do parametro de estrutura na

linha de simetria da contragao, em x5 = 0. Como mostrado na Figura 7.13, o parametro

de estrutura parte de um patam

ar onde o fluido estd totalmente estruturado (A = 1),

atingido apos varias reentradas das condig¢oes de contorno em z7 = —50. Quando o fluido

se aproxima do plano de contrag

ao (z7 = 0), o parametro de estrutura decai abrupta-

mente, indicando que sua microestrutura esti se quebrando para o fluido escoar do canal

maior para o canal menor. Apoés

a quebra da microestrutura do fluido, na passagem da

contragao, o parametro de estrutura inicia a retomada de um novo perfil.

1

0,9 + Perfil para 25 =0 .

0,8 - ]
N, = 103 Pa.s

< 0,7 Moo = 1072 Pas | _

7, = 1Pa
K =1Pas"

0,6 ¢ n=0,5 ]
m = 10

0,5 | U*=0,25 i
teg = 1,0

O7 4 | | | | |

—40 —20 0 20 40

Figura 7.13 — Perfil de X longitudinal em x3 = 0
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Para que a influéncia da contragao abrupta possa ser melhor observada no escoa-
mento do fluido, o primeiro quarto do dominio sera desprezado nos graficos que apresentam
o dominio da contragao. Isso pode ser feito sem perda do entendimento fisico do problema,
visto que a perfil inicia e se mantém desenvolvido até metade do canal maior, antes de
sofrer os efeitos da geometria, i.e., da contracao abrupta. Seguindo essa concepgao, as
linhas de corrente sao mostradas na Figura 7.14. Essa linhas sao tangentes em todos os
pontos a velocidade do fluido e indica também a trajetoria de uma particula no fluido,
pois escoamento esta em regime permanente. Caso o escoamento nao estivesse em regime
permanente, a cada instante uma particula no fluido poderia seguir uma linha de corrente

diferente.

4

—25 0 25 20

Figura 7.14 — Linhas de Corrente para o caso base.

Para os escoamentos simulados, a queda de pressdo do canal de entrada (maior)
para o canal de saida (menor) fica evidente pelo grafico da Figura 7.15. A fim de que a
vazao seja mantida, a velocidade no canal menor aumenta e, consequentemente, a pressao
diminui abruptamente. Esse comportamento ja é esperado e conhecido pelo principio
de Bernoulli, visto que velocidade e pressao sao inversamente proporcionais. O perfil

longitudinal mostrado foi obtido na linha de simetria, em 23 = 0, para o caso base.
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Figura 7.15 — Queda da Pressao

Nas secoes a seguir, seré feita analise do escoamento tixotropico a partir da variagao
dos parametros do caso base. Desse modo, os efeitos da cinematica, da elasticidade e
tixotropia sao melhor compreendidos nos escoamentos. Serao apresentados os graficos
com as isobandas do parametro de estrutura (), as regides aparentemente nao-escoadas
(regides pretas) e a deformacao elastica (7).

E importante notar que somente as regioes aparentemente nao-escoadas apresen-
tam elasticidade; afora delas o material escoa como um fluido puramente viscoso — li-
nearmente ou nao dependendo da intensidade da taxa de deformacao. A distribuicao da
magnitude da deformacao elastica no interior das regioes aparentemente nao-escoadas é
dada pela razao entre a magnitude do tensor extra de tensao 7, definido na Eq. (4.56), e
o modulo de elasticidade ao cisalhamento G, definido em (4.50), i.e.,

(%tr 7'2) 12

Ye = % = W (7.4)

7.3.1 Efeito da Cinematica

Nesta secao, a influéncia da cinematica em um escoamento tixotropico é analisada.
Pela Figura 7.16 ¢é possivel notar que o aumento da intensidade do escoamento na condi¢ao

de entrada causa uma reducao no nivel de estruturagao do material, visto pela diminuicao
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do valor do parametro de estrutura (\) em certas regides do grafico. O aumento da
velocidade do fluido, também indica um aumento na vazao de escoamento. Assim, o
aumento da vazao do escoamento causara mais quebras na microestrutura do fluido.

As regides pretas mostradas na Figura 7.17, indicam as zonas onde a tensao limite
de escoamento nao foi excedida (regides aparentemente nao-escoadas) e nao ha quebra da

microestrutura do fluido suficiente para que haja o escoamento.

_ | (e)

Parametro de Estrutura (\)

0

0,5 1

Figura 7.16 — Efeito da cinemadtica em X para ¢ = 100 e t;, = 1: (a) U* =0, 1; (b)
U*=0,25 (c) U*=0,5;, (d) U*=1; (e) U* =1,5e (f) U* = 2.

Conforme a intensidade do escoamento é aumentada, as regides aparentemente nao-
escoadas sao reduzidas. A Figura 7.17 mostra uma redugao das zonas pretas causadas

pelo aumento da intensidade do escoamento. Mesmo na quina superior, ainda no plano da
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contragao, as regioes que parecem estar coladas na parede do canal maior sao reduzidas
pelo efeito causado com o aumento da vazao.

No canal menor da contracao, além de serem reduzidas, as zonas pretas sao des-
locadas a jusante devido aos efeitos cinematicos e de conservagao da massa, i.e., devido
ao aumento da intensidade do escoamento ao passar do canal maior para o menor, para

conservar a vazao, a medida que a intensidade na entrada também é aumentada.

Figura 7.17 — Efeito da cinemética nas regioes aparentemente nao-escoadas para
0y =100 e t;, =1: (a) U* =0,1; (b) U* =0,25; (c) U* =0,5; (d) U* =1; (e) U* = 1,5
e (f) U*=2.

Nos resultados para a deformacao elastica mostrados na Figura 7.19, nota-se tam-
bém a diminui¢ao das regioes com maior deformacao elastica, assim como um aumento
na sua magnitude a medida que a intensidade do escoamento é aumentada. Na verdade,
como foi dito anteriormente, os efeitos de elasticidade sao ocorrem nas zonas pretas, e

como essas regioes diminuem devido ao aumento da vazao — como mostrado na Figura
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7.17 —, as regioes com deformacao elastica também diminuem.

0 : 1
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
Ve
Figura 7.18 — Perfis transversais de deformacao eléstica, em =7 = —24, para ¢ = 100 e

t;, = 1 obtidos pela variagao de U~

De fato, os perfis transversais, na Figura 7.18, apontam que o material possui
seu nivel maximo de elasticidade nas regides aparentemente nao-escoadas, afora delas a
deformagao elastica é nula. Os perfis confirmam a posicao das regides pretas no canal

maior e mostram que a deformacao elastica aumenta proxima a linha de centro.



71

Deformacao Elastica (7.)

0 0,015 0,03

Figura 7.19 — Deformagao elastica para 0 = 100 e t;, = 1: (a) U* = 0,1; (b) U* = 0, 25;
(c)U*=0,5;(d) U*=1; (e) U* =1,5¢ (f) U* = 2.

7.3.2 Efeito da Elasticidade

Nesta secao, a anélise do escoamento é feita em cima da variagao do tempo rela-
xacao do escoamento. Em geral, variar o tempo de relaxacao significa avaliar o tempo
que um sistema perturbado leva para retornar ao seu estado de equilibrio. Neste caso, o
tempo de relaxacao esta associado ao nivel de elasticidade no escoamento, quanto maior

0%, maior seré o nivel de elasticidade.
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Parametro de Estrutura (\)

0 0,5 1

Figura 7.20 — Efeito da elasticidade em A para U* = 0,25 e t, = 1: (a) 05 = 0,1; (b)
07 = 1000; (c) 07 = 1111; (d) 6% = 1250; () 67 = 1429; (f) 6% = 1667.

Na Figura 7.20 é possivel notar que o material mantém praticamente as mesmas
isobandas para o parametro de estrutura a medida que a elasticidade cresce, pelo aumento
de 65. Isso pode ser melhor observado pelo grafico das regioes aparentemente nao-escoadas

mostradas na Figura 7.21
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(f)

Figura 7.21 — Efeito da elasticidade nas regioes aparentemente nao-escoadas para

Ur=0,25et;, =1: (a) 05 =0,1; (b) 6; = 1000; (c) #; = 1111; (d) 0 = 1250; (e)
0% = 1429; (f) 6% = 1667.

A morfologia das regioes aparentemente nao-escoadas praticamente nao é afetada
com a variacao do tempo de relaxacgao, visto que a intensidade do escoamento, U*, e o
tempo de equilibrio, ¢4, sao mantidos constantes. No canal maior, nota-se uma sutil vari-
acao longitudinal das zonas pretas com o aumento do tempo de relaxagao, principalmente
de 67 = 0,1 — onde os efeitos elasticos sao praticamente despreziveis devido ao baixo
valor do tempo de relaxacao — para ¢ = 1000. Ja no canal menor qualquer alteracao é
imperceptivel.

Como esperado, a deformagao elastica é adicionada somente nas regides aparen-
temente nao-escoadas, conforme exibido na Figura 7.22. Além disso, o fluido apresenta
maiores valores para deformacao elastica junto a linha de simetria. Maiores valores para a

deformagao elastica junto a linha de simetria significa que o material se torna mais flexivel
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naquela regiao. Isto é, o material suporta maiores niveis de tensao sem romper.

Deformacao Elastica (v,)

0 0,25 0,5

Figura 7.22 — Deformacdo eldstica para U* = 0,25 e t;, = 1: (a) 0; = 0, 1; (b) 6 = 1000;
() 0% = 1111; (d) 6% = 1250; (e) 6% = 1429; () 0% = 1667.

7.3.3 Efeito da Tixotropia

Nesta se¢ao sao analisados os efeitos da tixotropia em um material elasto-viscopléstico.
Isso ¢ feito variando o tempo de equilibrio adimensional (},) do escoamento. E importante
lembrar que ¢, é uma escala de tempo para o processo de construgao da microestrutura

do material, mas nao para o seu colapso.
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Parametro de Estrutura (\)

0 0,5 1

Figura 7.23 — Efeito da tixotropia em A para U* = 0,25 e ¢} = 100: (a) t7, =0, 1; (b)
t, =1 (c) t;, = 2,5, (d) t, = 5; (e) t;, = 10 e (f) t;, = 17.

Na Figura 7.23, o efeito mais importante observado nas isobandas do parametro
de estrutura é a formacao, cada vez mais adiante, das regioes com maior nivel de estrutu-
ragao (maiores \), no canal menor da contracdo. Nas zonas aparentemente nao escoadas,
mostradas na Figura 7.24, isso se reflete com uma diminui¢ao das zonas pretas, que sao

formadas mais a jusante no canal menor.
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Figura 7.24 — Efeito da tixotropia nas regioes aparentemente nao-escoadas para
U*=0,25¢ 6 =100: (a) teg = 0,15 (b) tog =1 (c) log = 2,5; (d) tog =9 (e) tzg=10¢
(f) oy = 17.

O aumento do tempo de equilibrio provoca uma reestruturacao mais lenta da mi-
croestrutura do material, apos a alteragao de tensao na vizinhanga da contragao. Logo, as
particulas materiais, ao entrem no canal menor, permanecem mais tempo no seu estado
escoado devido a resposta lenta ao aumento da tensao.

Essa resposta lenta torna-se progressivamente maior a medida que o tempo de
equilibrio é aumentado. Por isso, na Figura 7.24 as zonas pretas sao formadas cada vez

mais proximas a saida do canal menor.
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Deformacao Elastica (7.)

0,02 0,04

Figura 7.25 — Deformacao elastica para U* = 0,25 e 6 = 100: (a) t;, =0,1; (b) t; =1,

eq eq

(c) 2, = 2,5; (d) £, = 5; (e) £, = 10 e (f) 1, = 1.

eq

Como nos outros caso ja citados, a deformacao elastica surge apenas nas regioes
aparentemente nao-escoadas. Ademais, no canal maior, os efeitos da deformacao elastica
sao intensificados antes do plano da contracao, como mostrado na Figura 7.25. Nesse caso,
o aumento da tixotropia carrega as regioes com maior elasticidade para cada vez mais
proximas da entrada do canal menor, onde a tensao de cisalhamento é mais acentuada.

Por outro lado, observa-se que mantendo o tempo de relaxacao fixo, bem como a
intensidade da vazao, a deformagao eléstica diminui significativamente no canal menor da
contracao a medida que ¢;, aumenta. Além disso, a regiao logo apés o plano de contragao,

onde nao ha deformacdo elastica, aumenta com o aumento do tempo de equilibrio (¢7,).
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8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese foi apresentado a investigacdo numérica de um escoamento sem inér-
cia de um fluido elasto-viscopléstico tixotrépico em uma contracao planar abrupta. A
formulacao foi baseada no modelo constitutivo de [De Souza Mendes, 2011] para fluidos
estruturados que é composta por duas equacoes, uma para a tensao e outra para o para-
metro de estrutura — uma quantidade escalar que representa o nivel de estruturacao do
fluido. A equagao para a tensao é obtida baseando-se em uma representacao analdgica de
um elemento de Maxwell em paralelo com um elemento newtoniano, resultando em uma
equacgao que possui a mesma forma das equagoes de Oldroyd-B. O tempo de relaxagao
e retardamento que surgem sao func¢ées do parametro de estrutura. As ideias propostas
por [De Souza Mendes, 2009| foram usadas para a equacdo de evolugdo do pardmetro
de estrutura, assim como a formulacao da viscosidade e do modulo de elasticidade em
funcao do parametro de estrutura. Além das duas equagoes do modelo constitutivo, estao
associadas ao modelo a equacao da quantidade de movimento e a equacao da conservagao
de massa, onde, nessa ultima, a condi¢cao de incompressibilidade é imposta ao fluido.

Foi proposto ainda um modelo inédito de funcao de viscosidade para fluidos visco-
pléasticos, denominada fungao viscopléastica harmonica (VPH). Essa fun¢ao é continua e
apresenta um plato para as altas viscosidades, seguida de uma rapida queda a partir da
tensao limite de escoamento, e uma subsequente regiao power-law. As comparagoes com
outras fungoes viscosidades, mais frequentes na literatura, mostram que essa nova funcao
faz um ajuste de curva tao bom quanto as ja disponiveis, com a vantagem de exibir um
plato tanto para as altas, quanto as baixas viscosidades, além de nao depender de um
termo exponencial como modelo de Papanastasiou. A VPH ¢é utilizada na obtengao de to-
dos os resultados que envolvem a contracao abrupta e mostrou-se de facil implementacao
nas simulacoes computacionais.

Com relagao aos parametros adimensionais, os procedimentos usuais de adimensio-
nalizacao podem gerar famosos grupos adimensionais como nimero de Reynolds, Deborah
ou Weissenberg, niimero de Carreau, nimero de Bingham, entre outros. Os grupos adi-
mensionais que representam propriedades reologicas (e.g. ntmero de Weissenberg, de
Carreau e de Bingham) envolvem quantidades como velocidade caracteristica ou taxas de

deformagao, consequentemente, para um material fixo escoando, os valores desses grupos



79

variam com a vazao. Com procedimento alternativo, proposto por [De Souza Mendes,
2007] e utilizado neste trabalho, os grupos adimensionais reoldgicos resultantes sdo na
verdade propriedades reologicas adimensionais, e assim mantém-se fixas para um dado
material escoando. Os grupos adimensionais que governam o problema adimensional
resultante sao menos acoplados entre si, em comparacao com os grupos adimensionais
tradicionais, no sentido que alguns envolvem apenas propriedades reolégicas e outros pro-
priedades apenas fluidas e parametros geométricos. Por exemplo, o efeito da inércia pode
ser mais facilmente investigado experimentalmente alterando o nimero reolégico de Rey-
nolds através de mudancas do comprimento caracteristico, enquanto o niumero de Deborah
reologico, que esta relacionado ao 6* = 641, é mantido fixo [De Souza Mendes, 2007].

A discretizagao das equagoes que modelam o problema foi feita pelo Método de
Elementos Finitos (MEF). A ideia do MEF parte da obten¢ao da formulagao variacional —
ou formulagao fraca — do problema continuo, através da multiplicagao por fungoes teste.
A partir da formulag@o variacional, o problema discreto é proposto adotando fungoes teste
polinomiais, o que caracteriza o método de elementos finitos. As fungoes polinomiais
escolhidas para a discretizacao das variaveis primais sao todas de primeiro grau. Apesar
do ganho computacional, essa escolha viola a condigao LBB e provoca modos espurios
na solugao. Para contornar esse problema, o método de Galerkin Minimos Quadrados é
adotado como forma de estabilizar o problema adicionando termos na formulacao discreta
que nao alteram a consisténcia do modelo.

A modelagem mecéanica e numeérica apresentada foi utilizada na simulagdo de um
fluido elasto-viscoplédstico com comportamento tixotrépico em uma contracao abrupta,
com razao de aspecto 4 : 1. Para isso, um estudo de qualidade de malha foi apresentado,
observando o perfil transversal do parametro de estrutura. A malha com 10000 elemen-
tos quadrangulares foi escolhida. Além disso, em todas a simulagdes apenas metade do
dominio foi discretizada, a fim de explorar a simetria da contracao abrupta.

Através de um processo de continuacao, os perfis desenvolvidos foram obtidos para
as variaveis primais, o que permite exibir os resultados apenas na parte onde ha atuacao da
contracao. O estudo do fluido tixotrépico na contracao é realizado observando a influéncia
da cinematica, da elasticidade e da tixotropia do material variando parametros, a partir
de um caso base, que agem diretamente em cada um desses aspectos.

Os efeitos cinematicos foram analisados variando a vazao de entrada, através do au-
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mento da velocidade média (U*) do escoamento. Os resultados mostraram que o aumento
da velocidade média do escoamento gera no fluido uma diminuicao das zonas aparente-
mente nao-escoadas. Isso porque o aumento da vazao causa maiores quebras na microes-
trutura do fluido. E totalmente compreensivel e esperado que esse comportamento ocorra,
pois quanto maior a velocidade, maior sera a taxa de cisalhamento.

A anélise dos efeitos da elasticidade foi feita pela variacao do tempo de relaxacao
(65). Foi visto que, apesar do aumento do tempo de relaxacdo, a morfologia do mate-
rial é praticamente inalterada. Além disso, notou-se que os efeitos de elasticidade sao
adicionados apenas nas regioes pretas, como foi mostrado nos graficos da deformagao
elastica.

Finalmente, a influéncia da tixotropia no material elasto-viscoplastico ¢ analisada
variando o tempo de equilibrio (¢;,). Como mostrado, as regides aparentemente nio-
escoadas sao reduzidas, com o aumento do tempo de equilibrio, principalmente no canal
menor da contragao. Esse efeito também é resultado do aumento do tempo de equilibrio,
no qual o material leva um tempo maior de resposta para reconstruir sua microestrutura,

apos a alteracao de tensao sofrida ao passar pela contracao.

8.1 Comentarios

A formulacao multi-campos de elementos finitos baseado no método de Galerkin
Minimos Quadrados (GLS) mostrou-se estével, mesmo utilizando elementos quadrangu-
lares bilineares de ordem inferior, na aproximagao de escoamento de fluidos newtoniano,
elasto-viscopléstico com ou sem tixotropia.

Apesar de nao focar no estudo de tempo computacional da fungao VPH, nas simu-
lagoes que foram possiveis calcular esse tempo, a funcao VPH apresentou menor tempo
de simulagao quando comparada as fungoes viscosidades como SMD e Papanastasiou, por
exemplo. Isso certamente é uma vantagem do seu equacionamento, que nao exibe o termo
exponencial presente nas outras duas fungoes. Apesar disso, dependendo do chute inicial e
dos parametros passados ao fluido, a simulagao de cada caso consumiu aproximadamente
entre 4 horas até 72 horas de simulacao.

Algumas instabilidades numéricas podem ser notadas, principalmente no canto
superior direito, do canal maior da contracao abrupta. Para esse caso, cabe um estudo

mais detalhado para detectar se somente um refinamento local de malha é suficiente para
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remover os ruidos que aparecem ocasionalmente, ou ainda se é necessario usar um outro
método numérico para resolver o sistema nao-linear de equagoes. Apesar disso, todos os
resultados sao fisicamente realista e conseguem prever o comportamento de fluido elasto-

viscoplastico com comportamento tixotrépico.

8.2 Perspectivas Futuras

Para melhores conclusoes sobre as vantagens computacionais de utilizar a funcao
VPH, espera-se comparar essa funcao com outras ja disponiveis na literatura para iden-
tificar se esse ganho é significativo na simulagao de fluidos tixotropicos. A redugao do
tempo computacional é um importante aspecto a ser analisado, visto que a simulagao
desse tipo de material consome um nimero significativo de horas, dependendo do chute
inicial e dos parametros passados ao fluido.

Uma outra proposta, mais a longo prazo, ¢ paralelizar todo o cédigo computacional
como forma reduzir o tempo de CPU. Esse estudo ja esta em estagio inicial e sem duvida
¢ um anseio do grupo de pesquisa para otimizar a busca mais réapida e otimizada de
resultados.

Além da melhora no tempo computacional, espera-se introduzir os efeitos de inércia
nesses tipos de fluidos. No entanto, estudos como o desta tese sao necessarios para verificar
se o codigo computacional tem a capacidade de representar o que é fisicamente esperado
para esse tipo de fluido. Somente entao, estudos mais robusto e que demandam um grande
esfor¢co computacional como esse podem ser executados com alguma confiabilidade.

Outro interesse futuro é implementacao da técnica de conformacao logaritmica da
tensao no codigo de elementos finitos NNFEM, possibilitando resultados com maiores ni-
veis de elasticidade para escoamento de fluidos viscoeléasticos como os modelos de Maxwell
e Oldroyd-B.

Além disso, outros interesses secundéarios é a resolucao de problema de fronteira
livre como forma de estudar o revestimento de superficies; a implementagao de malhas
adaptativas visando melhor captura entre zonas aparentemente nao-escoadas e escoadas;
e a extensao do método de Galerkin Minimos Quadrados para a resolu¢ao de problemas

tridimensionais.
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APENDICE A - NOMENCLATURAS

A.1 Vetores e Tensores

1. Produto escalar:

u-V = uv + Uy = U;V; (A.1)
2. Contracao de tensores:
3 3
T:S= T5;Si; = T3 Si; (A.2)
i=1 j=1
3. Tensor gradiente:
ou;
Vu= a—xz = uj,i (A?))

4. Divergente de um campo vetorial:

ou;
divu=— =u;; (A4)
axj 57
5. Tensor deformacao:
1 1
D(u) = S[Vu+ Vu'] = Sluji + iyl (A.5)

6. Derivada de Jaumann:

(a) Derivada Convectada Superior:

- %J + (VI)u — (Vu)J — J(Vu)’; (A.6)

(b) Derivada Convectada Inferior:

J— %J + (VIu + (Vu)J + J(Vu)', (A7)

onde J é um tensor de ordem 3. A notagao com A sobrescrito para a derivada
convectada superior e V sobrescrito para a derivada convectada inferior é mesma

usada por Astarita e Marrucci, 1974, Pg. 94.
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Identidades

. Para os campos vetoriais a e b, tem-se

V(a-b)=Vb'-a+Va' - b. (A.8)

Para qualquer campo escalar o e um campo vetorial a, tem-se

V(aa) = adiv(a) +a- Va. (A.9)

. Para os campos vetoriais a e b, tem-se

div (ab) = adiv (b) 4+ (Va)b. (A.10)

. Para qualquer campo tensorial simétrico A e um campo vetorial a, tem-se

div(Aa) =a- div(A)+ A : Va. (A.11)

Para qualquer campo escalar & e um campo tensorial simétrico A, tem-se

div (@A) = adiv (A) + AVa. (A.12)
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