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RESUMO

Como os assuntos relacionados a extincao de espécies e conservagao da
biodiversidade sao de grande importancia, devemos concentrar-nos em acoes que
visem a sua manutencao e perpetuacao. Para isso, o trabalho propoe-se a estu-
dar quais sao as condigoes para que ocorra o fenomeno da sincronizagao causado
pela migragao, ja que o risco de extincao de uma espécie pode aumentar quando
temos sincronizagao no sistema. Neste sentido, obteremos um critério para a estabi-
lidade do estado sincronizado sob determinadas condig¢oes. Como podemos modelar
a migragao dependente ou independente da densidade, primeiramente faremos um
breve estudo sobre a migracao dependente da densidade e veremos resultados re-
centes sobre a dinamica de metapopulagoes. Em uma segunda etapa, iremos focar
a migracao independente da densidade. Para tal, supomos o processo migratorio
obedecendo & dinamica sazonal. Admitimos inicialmente a partida de individuos
através da fragao migratoéria com dependéncia temporal e, apds, consideramos uma
fracao constante, migrando conforme a distribui¢ao dependente do tempo, represen-
tando a chegada. Para o desenvolvimento deste estudo, iremos modelar um sistema
de n sitios discretos no tempo e no espaco, considerando a configuragao da rede na

forma unidimensional (anéis ciclicos) e a matriz de intera¢ao simétrica.
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ABSTRACT

As the issues related to the species extinction and biodiversity are very
important, we have to concentrate on actions that lead to their maintenance and
perpetuation. My aim is to study the conditions which create the synchronization
phenomenon caused by migration, having in mind that a species extinction risk
may increase if there is synchronization in the system. In this sense, we are going to
establish a criterion for the synchronized state’s stability grounded on determined
conditions. As we can pattern migration dependent or not on density, first, we
will briefly study the migration that depends on density. Then recent results about
met populations dynamic will be obtained. On a second moment, the focus will
be on migration independent on density. With this purpose, we suppose that the
migration process is lead by a seasonal dynamic. At first, we report us to the
individuals departure throughout the migration fraction with temporal dependence.
After, a constant fraction will be considered, migrating according to the distribution
depended on time. It represents the arrival. In the development of this study, a
system of n patches which are time and space bounded will be patterned. Thus,
the net configuration on a one-dimensional shape (cyclical rings) and the symmetric

interaction matrix will be considered.



1 INTRODUCAO

4

O termo metapopulacao é utilizado para caracterizar uma estrutura
populacional no espaco. Essa estrutura, referente a populacao total, é composta por
subpopulagoes ou populagoes locais, que ocupam fragmentos de habitat (sitios ou

"patches") espacialmente separados e conectados por movimentos migratorios.

Cada sitio, além de possuir as condicoes necessarias para a reproducao e
persisténcia da espécie, esta cercado por um ambiente improprio para a sobrevivén-
cia, e, nesse caso, a interacao entre as subpopulacoes - a forma como os individuos
se movimentam - é o que mantém a metapopulagao. No contexto deste trabalho, as
palavras migragao e dispersao serao usadas para descrever o movimento dos indivi-

duos de um sitio a outro e, portanto, nao ha diferenca entre elas.

A teoria metapopulacional é extremamente ttil para biologos e ecolo-
gistas, pois a maioria dos animais selvagens ocupam ambientes fragmentados. E,
de acordo com a realidade, a busca pela preservagao de espécies, mesmo quando

populacdes locais sao extintas, torna-se apelativa.

A taxa de dispersao entre os sitios pode ser afetada por diversos fatores.
Podemos citar as caracteristicas do individuo (estagio de vida, genética, etc), a
dindmica populacional e os fatores internos (conflitos por recursos) e externos aos
sitios (fuga para evitar procriagdo consanguinea) (Hansson, 1991). Porém, existe
um limite para essa taxa, que é compativel com a permanéncia da populacao local

e da metapopulagao.

Os efeitos da dispersao sao os mais variados, desde desestabilizar um
sistema, que no isolamento é estavel (Rohani e Ruxton, 1999); estabilizar a dinamica
de uma populacdo, (Doebeli, 1995); aumentar e até mesmo diminuir o tamanho da
populacao, o que, nesse caso, coloca em risco a persisténcia de uma metapopulacao.

Assim, a migracao pode ter efeitos positivos ou negativos para a metapopulacao.



Podemos modelar a migracao através de duas formas: dependente ou
independente da densidade populacional do fragmento. De acordo com Hansson
(1991), podemos encontrar alguns exemplos nos quais a migracdo dependente da
densidade tem sido observada em diferentes invertebrados, como gafanhotos e les-
mas. Entretanto, a dispersao de insetos é afetada fundamentalmente por condigoes

climaticas que nesse caso, independe da densidade.

Vérios sao os trabalhos que trazem a migragao dependente da densi-
dade, dentre muitos citamos Silva, Castro e Justo (2001), Giordani e Silva (2005),
Giordani (2006), Barrionuevo e Silva (2006) e Rempel (2007). Quando nos referimos
a dispersao com dependéncia da densidade, estamos nos baseando no fato de que
os individuos nao deixam o sitio local a menos que a populacao ultrapasse um nivel
critico pré-estabelecido. De acordo com esse contexto, estudos de Giordani (2006) e
Rempel (2007), trazem uma anélise da possibilidade da instabilidade induzida pela
migracao ser gerada no sistema dinamico, sendo essa instabilidade verificada se para
populacoes de uma tinica espécie isolada existe estabilidade e, quando h& migragao,

o sistema torna-se instavel.

Nesse estudo, estaremos considerando a dispersao com dependéncia
temporal, ligada a fatores externos, tais como temperatura, precipitacao e sazo-
nalidade, ja que, de acordo com Zhou et al. (1997), a independéncia na densidade
e o uso de varidveis ambientais como temperatura sao frequentemente negligen-
ciados ou representados em modelos ecologicos meramente como uma interferéncia
externa. Assim, em Zhou et al. (1997) é apresentada uma anélise sobre os im-
portantes efeitos da temperatura de inverno na populacao de pulgoes, concluindo
que o aumento da temperatura pode induzir dinamicas complexas na populacao de
insetos, embora o principal efeito encontrado tenha sido o aumento da densidade
do equilibrio. Portanto, ressaltamos a importancia dos fatores externos para uma

determinada dindmica populacional.

Modelos ecologicos simples podem exibir dinamicas complexas. E, se-

gundo Doebeli (1995), modelos populacionais com geragoes discretas exibem uma



variedade de comportamentos, que vao desde o equilibrio estavel até ciclos de ordem
superior e caos. O caos, além de causar oscilagoes desenfreadas, pode reduzir o
grau de sincronia devido a separacao exponencial de érbitas proximas, e, com isso,
diminuir o risco de extingao (ver Silva, Castro e Justo (2000)). Logo, de acordo com
Earn, Levin e Rohani (2000), ha4 uma correlagao positiva entre a probabilidade de

extingcao e o grau de sincronizacao das oscilagoes.

Nos trabalhos de Giordani (2003) e Giordani e Silva (2004), podemos
observar diversos padroes espaciais. Em seus estudos, podemos ver a configuracao
da populacao exibindo alguns padroes espaciais causados pela migragao dependente
da densidade. De acordo com as observagoes de Giordani e Silva (2004), padroes
mais irregulares e complexos aparecem de forma mais intensa quando a dinamica lo-
cal é dada pela exponencial logistica (f(x) = xe"~®)). Assim, em Giordani (2003),
que utiliza também essa dinamica local e com a configuracao da rede dada por re-
des unidimensionais em forma de anel ciclico, foram observados padroes espaciais
periddicos (com simetria) e padrdes espaciais mais complexos. J4 quando a configu-
racao da rede é da forma bidimensional com vizinhanca de Moore e a dinamica local
conforme descrita acima, foram obtidos padroes da forma "crystal lattice" (padrao
cristalino). Alguns dos padroes encontrados apresentam periodicidade e outros nao

possuem nenhuma forma de regularidade, sendo alguns desses caoticos.

Dentre os varios padroes espaciais complexos existentes gerados pela
migragao, podemos destacar a sincronia espacial. Varios sdo os estudos (Silva, Cas-
tro e Justo (2000), Giordani (2006) e Giordani e Silva (2005), Giordani e Silva
(2007)) que enfatizam a importancia desses padroes para a metapopula¢ao. Tais
padroes sao atribuidos a varios fatores e podem aparecer em varios niveis, desde o
nivel local até emergir em padroes que envolvam todos os sitios concomitantemente.
Portanto, dentre tais comportamentos, a sincronizacao é um dos fenémenos que se

destaca pela sua importancia e abrangéncia.

Desse modo, por mais de um século, ecologistas vém estudando a questao

de porque muitos sistemas populacionais exibem oscilacoes sincronizadas. De acordo



com Hall, Jones e Turchin (2003) e Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004), no ar-
tigo que inaugurou os estudos sobre ciclos populacionais, Charles Elton investigou
questoes que envolviam sincronizacao. Em seu trabalho posterior, dados da Hudson
Bay Company sobre peles de lince, auxiliaram na identificacao de sincronizacao no
ciclo do lince em uma ampla regidao do Canada (1924). Ja em 1953, o australiano
Patrick Moran, inspirado em seu colega Charles Elton, da Oxford University, desen-
volveu métodos estatisticos para a andlise de padroes ciclicos e, além disso, propos
um mecanismo formal para explicar a sincronia em grandes escalas espaciais. Tal
trabalho pioneiro de Moran desencadeou novos estudos e, com isso, o rapido ama-
durecimento da teoria de dinamica populacional espacial na década de 1990, (Hall,

Jones e Turchin, 2003).

Uma definigao tradicional de sincronia espacial refere-se as coincidentes
alteracoes na abundancia ou outras caracteristicas que variam no tempo, referindo-
se as populagoes geograficamente disjuntas, (Liebhold, Koenig e Bjornstad, 2004).
Dizemos que um sistema estd em estado sincronizado se todas as subpopulagoes
(sitios ou fragmentos) possuirem o mesmo niumero de individuos, porém a densidade

populacional ndo se mantém constante ao longo do tempo, (Giordani e Silva, 2007).

Dentre as defini¢oes de sincronia, temos a sincronizacao completa que,
de acordo com Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004), ocorre quando as oscilagoes
de duas subpopulacoes juntam-se, tornando-se idénticas com nenhuma distancia as
separando. Isto é, as populagoes em todos os sitios evoluem no tempo com mesma

amplitude e fase.

Agora, daremos atencao ao conceito de sincronizacao de fase. Tal con-
ceito tem sido amplamente empregado para explicar sincronizagao de complexos
osciladores tanto em observagoes quanto em modelos de comunidades ecologicas
(Cazelles e Stone, 2003). Dizemos que duas populagbes estdo com sincronia de fase
se existe periodicidade ou sincronia entre os seus componentes de fase, embora suas
amplitudes associadas podem permanecer sem correlacao. Notamos que, apesar das

duas populagoes apresentarem picos no mesmo tempo, os valores maximos nao tém



necessariamente a mesma magnitude. Entao, o fato de termos sincronia de fase nao

significa que temos sincronizacao completa.

Na figura 1.1, seguem dois graficos exemplificando a sincronizacao com-
pleta (a) e a sincronia de fase (b). Para isso, utilizamos o modelo proposto por Jansen
(1995) que é uma versao para duas subpopulac¢oes do modelo de Lotka-Volterra, em
que dois sitios estao acoplados através do processo migratério. Consideramos N; e
P; as densidades para as presas e predadores, respectivamente, no sitio ¢, tal que
1 = 1,2, r a taxa de crescimento da populacao de presas na auséncia de predadores,
1 a taxa de mortalidade do predador e dn e dp sao as taxas de migracao da presa e

do predador.
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Figura 1.1: Gréaficos referentes a: a) sincronizagao completa, com as condigoes inici-
ais P1(0) =4, P,(0)=5er=1,u=1,dp=0,1e dn =0, b) sincronia
de fase, com as condigoes iniciais N1(0) =5, No(0) =6er =1, u =1,
dp=1,1e dn =0,001.

A indentificacao de sincronizacao entre duas populacoes pode nao ser
uma tarefa simples. De acordo com Cazelles e Stone (2003), estudos enfatizam
que, em alguns casos, a floresta de Lepidoptera permanecia em sincronia mesmo
quando todas as populagoes nao atingiam simultaneamente densidade superior em

cada ciclo. Assim, identificar com sucesso os sinais de sincronia em dados ecologicos



e ambientais nao é uma questao trivial, e, para facilitar tal identificacao, fez-se uso

de medidas de sincronia.

Essas medidas de sincronia quantificam como as séries temporais ten-
dem a flutuar na mesma dire¢ao e no mesmo tempo. Estudos de Liebhold, Koenig
e Bjornstad (2004) e Cazelles e Stone (2003) nos apresentam a analise de fase como
um método que torna possivel estudar sincronias fracas e imperfeitas, as quais sao
comumente encontradas na biologia de populacoes. J& a andlise pelo coeficiente de
correlagao ¢ menos sensivel na deteccao de sincronia quando as irregularidades das

amplitudes mascaram oscilagoes periddicas.

A sincronia de populacoes pode envolver populagoes disjuntas de mesma,
espécie ou de espécies diferentes, tais como predador-presa, e em diferentes escalas es-
paciais - local, regional e continental (Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) e Cazelles
e Stone (2003)). A sincronia espacial é comum entre populagoes proximas e geral-

mente diminui a medida que aumenta a distancia entre as populacoes.

Identificamos trés mecanismos que podem desencadear a sincronia em

dindmicas de populagoes:

e dispersao entre as populacoes;
e efeito Moran;

e interacoes troficas com populagoes de outras espécies que estao sincro-

nizadas.

O primeiro mecanismo citado é o processo da dispersao, que possui in-
fluéncia direta na dinamica, visto que, populagoes conectadas pela dispersao tendem
a flutuar de forma sincrona porque o aumento da densidade de um sitio produz emi-
grantes para os sitios vizinhos, reduzindo a heterogeneidade das flutuacoes popula-
cionais locais (Ribeiro et al., 2007). Portanto, a dispersao entre popula¢oes promove
a reducao do tamanho de populagoes relativamente grandes e, consequentemente, o

aumento de populacoes relativamente pequenas.



Como a dispersao estd muitas vezes restrita localmente e ¢ dependente
da distancia, esperamos que as populacoes exibam um forte decaimento na sincronia,
conforme aumenta a distancia entre elas, mostrando uma relagao negativa entre o
nivel de sincronia e a distancia. Porém, é possivel encontrar exemplos de sincronia
entre populacoes separadas por grandes areas geograficas, mostrando que o grau
de sincronia independe da distancia. Por exemplo, podemos citar a ocorréncia de
flutuagoes sincronizadas de populagoes de ovinos em duas ilhas, do arquipélago St
Kilda (Cazelles e Stone, 2003). Pela distancia, a sincronia observada na populagao
tem origem provavelmente nas flutuacoes ambientais (tempestades de marco e as

temperaturas de abril), mais do que pelos efeitos da dispersao.

O outro mecanismo que esté ligado a fatores exdgenos é conhecido por
efeito Moran. Esse efeito sugere que duas populacoes reguladas pelos mesmos fa-
tores dependentes da densidade tendem a flutuar em sincronia sob a influéncia indi-
reta de variagoes ambientais comuns (Ribeiro et al., 2007). Essas varia¢oes podem
ocorrer em grandes escalas espaciais, tais como os efeitos do El Nino e as vari-
acoes climaticas no Atlantico Norte (NAO) (Cazelles e Stone, 2003). O efeito do El
Nino, por exemplo, tem sido relacionado com as oscilagoes da epidemia da colera em
Bangladesh (Cazelles e Stone, 2003). No hemisfério norte, as variagoes climéticas no
Atlantico Norte (NAO) influenciam tanto dindmicas ecologicas no sistema terrestre,
relacionada a sobrevivéncia da populacao de ovinos, quanto aquatico, sincronizando

planctons em lagos europeus.

Existem fortes evidéncias mostrando que processos ecologicos e popu-
lacionais sao afetados por flutuagoes climaticas. Em Cazelles e Stone (2003), en-
contramos alguns exemplos, como os de dinamicas de populacoes de linces que sao
compativeis com a estrutura regional, a qual é causada por caracteristicas climati-
cas ou de dinamicas de populacoes de péassaros no sul da Noruega, também afetadas

pelas variacoes climaticas.

Finalmente, o mecanismo ligado a interacoes troficas. Inicialmente,

mencionamos que o clima ndo é o tnico fator exdgeno (influéncia indireta) que



pode sincronizar populacoes. Algumas espécies podem ser sincronizadas através de
flutuacoes sincronas em populagoes que estdao em um diferente (maior ou menor)
nivel trofico. Estudos de Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) mostraram que certas
condicoes de sincronia espacial entre populagoes de uma tunica espécie podem ser
propagadas para populacoes de outras espécies na cadeia alimentar. Referéncias
de Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) demonstraram teoricamente que héa propa-
gacao de sincronia entre populagoes que estao troficamente ligadas, mesmo quando

a dinamica dependente da densidade é diferente.

Vale mencionar que processos comunitarios e interacoes troficas po-
dem ocasionar a sincronizagao a nivel local ou global nas populagoes de presas ou
de hospedeiros, devido & interacdo entre os diferentes niveis troficos (por exem-
plo, predador-presa ou parasita-hospedeiro). Além disso, interagoes interespecificas,
como predacao e doencas, podem estar ligadas a sincronizagao por estarem impondo

uma fonte comum de mortalidade no sistema (Earn, Levin e Rohani, 2000).

Um dos grandes problemas dos ecologistas ¢ ligar teoria e realidade,
uma vez que, embora consigam identificar os mecanismos causadores da sincronia
em modelos, essa tarefa se torna ardua quando buscam a identificagao dos pro-
cessos dominantes de populagoes sincronizadas naturalmente. Isso ocorre porque
os trés mecanismos citados acima produzem efeitos idénticos entre as populagoes,

dificultando assim as suas distingoes.

A importancia da investigacao das causas de flutuagoes sincronas em
dinamica de populacao é devido ao risco de extingao em metapopulagoes aumentar
com a sincronizacgao, trazendo consequéncias desagradéaveis a longo prazo para o

manejo e conservacao de espécies nos sitios.

Quando nos deparamos com uma metapopulacao formada por varios
sitios, os quais possuem as condigoes necessarias para a reproducao e sobrevivéncia
das espécies, e a sincronia ocorre sem dispersao, temos um grande risco de extingao,

pois tais fragmentos nao podem ser recolonizados. Isso porque, além desses sitios



estarem cercados por um ambiente hostil e inadequado para a conservagao da popu-
lacao, ha um grande isolamento entre eles. Em contraponto, a criacao dos corredores

de conservacao facilitariam a circulacao entre sitios isolados.

Uma das maneiras de reduzirmos a extincao local é através do "efeito
resgate" de populagoes isoladas, que foi definido ha 25 anos (Liebhold, Koenig e
Bjornstad (2004)). Se uma populagao é extinta em um sitio enquanto que nos ou-
tros ¢ mantido em nimero significativo, o "efeito resgate'" podera impedir a extingao
global. Ou seja, apés extingoes locais, a dispersao a partir de outros sitios leva a
colonizacao dos sitios vazios. Agora, se a extin¢ao ocorrer em todos os sitios simul-
taneamente, entao tal resgate se torna impossivel. Logo, a sincronia na dinamica

populacional se torna perigosa para espécies que pretendemos conservar.

Uma das mais populares estratégias para mantermos populagoes e con-
servar a biodiversidade em fragmentos é a criacao de corredores, que tém por funcao
conectar sitios isolados. Os corredores de conservacao podem ter um efeito desejado
ao promover resgate, mas podem ter efeitos indesejéveis ao sincronizar periodos de
baixa densidade em diferentes sitios, tornando a populacao mais susceptivel a "maus
anos" e ao efeito Allee (Earn, Levin e Rohani, 2000). Assim, os efeitos dos corredores

de conservacao a longo prazo, sao incertos.

Na figura 1.2, (Yirdaw, 2009), temos, em vermelho, a criagdo de um
corredor de conservacao que tem por finalidade conectar sitios isolados. E na figura
1.3, (Kirchheim e Chapla, 2009), temos um exemplo de corredor de conservagao,
chamado corredor fluvial, que sao florestas ribeirinhas que, quando possuem uma,

estrutura adequada, permitem a dispersao de espécies de um sitio a outro.

Devemos considerar que, com o aumento da conectividade, aumentamos
a possibilidade da sincronizacao em populacoes locais e, com isso, o risco de extin¢ao
global. Para termos uma extingao global da populagao, as subpopulacoes deverao
oscilar de forma sincronizada, visto que a extincao da populacao total ocorrera se

todas as subpopulagoes se extinguirem simultaneamente (Giordani e Silva, 2005).
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Figura 1.2: Corredores de conservacao conectando sitios.

Figura 1.3: Exemplo de um corredor de conservacao.
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Em vista disso, Earn, Levin e Rohani (2000) descrevem uma forma
de fazer previsoes quantitativas sobre o sucesso dos corredores de conservacgao e,
mais genericamente, as politicas que afetam os padroes de circulacao das espé-
cies ameacadas. Assim, através de um determinado comportamento de dispersao
podemos determinar a probabilidade de ocorrerem flutuacoes sincronas em espécies

abundantes e a correspondente probabilidade da extingao local e global.

Nesse contexto, este trabalho analisard a relagao entre migragao com
dependéncia temporal em um modelo metapopulacional e a sincronizagao de 6rbitas
caoticas. No capitulo 2, supomos a migracao com dependéncia da densidade, revendo
trabalhos anteriormente publicados (Giordani (2006), Rempel (2007) e Silva, Cas-
tro e Justo (2001)), sobre dinamica de populagdes. Inicialmente, consideramos o
modelo local estavel, e encontramos as condi¢oes para que a migragao dependente
da densidade, cause instabilidade no sistema. E, para finalizar esse capitulo, segue
o critério de estabilidade do atrator sincrono para uma metapopulacao com um
ntimero de sitios arbitrario, conectados por um mecanismo de migracao dependente

da densidade.

Nos capitulos 3 e 4, supomos que as populacoes estao conectadas pela
dispersao dependente do tempo. Nesses capitulos, através do modelo metapopu-
lacional, cujo processo migratorio depende de um fator externo, iremos obter um
critério para a estabilidade assintotica local das solucoes sincronizadas e realizare-
mos simulacoes baseadas no critério obtido. No capitulo 3, consideramos que em
cada ciclo, uma fracao de individuos, com dependéncia temporal, migra. E, no capi-
tulo 4, uma fracao constante de individuos de cada sitio migra, e a chegada obedece

a distribuicao dependente do tempo.
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2 O EFEITO CAUSADO PELA MIGRACAO
COM DEPENDENCIA DA DENSIDADE EM
METAPOPULACOES

Os efeitos da migracao em modelos de dinamica metapopulacional tém
despertado o interesse de muitos pesquisadores. Para o estudo de tais efeitos, a mi-
gragao pode ser modelada através de duas formas: dependente ou independente da
densidade. Neste capitulo, iremos supor a migragao dependente da densidade. Pode-
mos notar a relevancia do fator dependente da densidade na dinamica populacional,
quando nos reportamos a variedade de espécies naturais, que contemplam desde
uma variedade de invertebrados até mamiferos e passaros (veja Giordani (2006)),

que tém a sua taxa de migracao influenciada pela densidade populacional.

Os efeitos causados pela migracao, com dependéncia na densidade, que
veremos a seguir, dizem respeito a instabilidades induzidas pela migracao e a esta-

bilidade do estado sincrono.

De acordo com Rempel (2007), a instabilidade induzida pela migracao é
determinada quando um sistema de reacao-difusao exibe instabilidade causada pela
difusao, se o estado estacionario homogéneo for estavel para pequenas perturbacoes
na auséncia de difusao, mas instavel quando a difusao esta presente. No contexto
biologico, podemos fazer um paralelo do sistema de reagao-difusao com um sistema

em que as espécies interagem e dispersam.

Como iremos trabalhar com uma tnica espécie, tomaremos o conceito
de instabilidade induzida pela migracao um pouco diferente. Verificaremos essa
instabilidade no sistema se para populacoes de uma tunica espécie isoladas existe
estabilidade do equilibrio homogéneo, mas quando ha migracao esse equilibrio torna-

se instavel.

O estudo da estabilidade do estado sincrono tem um propdésito maior

do que verificar o que acontece com o sistema, que é predizer a probabilidade da
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populacao se extinguir, ja que as dinamicas sincronas estao diretamente relacionadas
com a extincao. Lembremos ainda, que sincronismo neste caso significa que as
populacoes em todos os sitios evoluem no tempo com a mesma amplitude e fase

(sincronizagao completa).

Neste capitulo, veremos alguns resultados (como por exemplo de Gior-
dani (2006), Rempel (2007) e Silva, Castro e Justo (2001)), publicados recentemente
sobre a dinamica de metapopulacoes. Inicialmente na secao 2.1, apresentaremos o
modelo que descreve a dinamica da metapopulacao e como ocorre esse processo. Na
secao 2.2, mostraremos as condicoes que devem ser satisfeitas para que a migracao
dependente da densidade cause instabilidade no sistema, considerando o modelo
isolado estavel, e veremos ainda outros resultados sobre a dinamica de metapopula-
coes. Para finalizar o capitulo, na secao 2.3, descreveremos o critério de estabilidade
do atrator sincrono para uma metapopulacao com um nimero de sitios arbitrario,

conectados por um mecanismo de migracao dependente da densidade.

2.1 O Modelo

Inicialmente, consideramos uma populacao composta de individuos,

de uma tnica espécie, distribuida em n sitios idénticos isolados, numerados por

1,2,3,.... A dinamica local para cada sitio ¢ é dada por:
T = f(), (2.1)
onde z! é o ntimero de individuos no sitio 4 e no tempo ¢t = 0,1,2,..., e f é uma

funcao suave, com valores nao negativos, que descreve os processos de reproducao e
sobrevivéncia da espécie. Admitiremos que nesse modelo local nao ha sobreposicao

de geracoes.

Cada um desses sitios esta cercado por um ambiente hostil e totalmente
inadequado para a reproducao e sobrevivéncia, assim a metapopulacao é o conjunto
destas populacoes, ditas locais. Consideramos que cada individuo passa por duas

etapas durante a sua vida. Inicialmente, a populacao em cada geracao esti su-
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jeita a dinamica local, que envolve os mecanismos de reproducao e sobrevivéncia,
descrito em (2.1). Na sequéncia da dindmica local, temos a migragao. Supomos
que o processo da migracao é de curta duragao e, portanto, admitimos que & 100%
bem sucedido, ou seja, nao ha morte de individuos durante tal evento. Segundo
Silva, Castro e Justo (2001), a separagao desses dois processos é visto como uma
estratégia para evitarmos armadilhas referentes as diferentes escalas de tempo desses

mecanismos.

Agora, vamos nos deter na conexao dos varios sitios isolados. A li-
gacao entre tais sitios é feita através dos movimentos migratorios dos individuos,
considerando que a migracao ocorre igualmente para todos os vizinhos. Seja p(x?)
a fracao densidade populacional que parte do sitio 7, no instante t. A quantidade
de migrantes, a cada geracao, ¢ determinada pelo parametro u, que depende apenas
da densidade local x, e é dado por uma funcgao suave ou suave por partes, definida

em [0, 00), satisfazendo 0 < p(x) < 1, Vo e u(0) = 0.

Definimos ¢(z) = xu(x), onde ¢(x) representa a densidade exata de
migrantes em cada sitio, ou ainda ¢(f(x%)) = f(z})u(f(z})) que se refere a densidade
da populacao que parte do sitio ¢, no final do tempo ¢. Desses individuos, a propor¢ao
c;j chegard no sitio j, no inicio do passo de tempo ¢ + 1. A fracao de individuos c;;

serd determinada de acordo com a topologia da rede.

Consideraremos a topologia da rede, isto ¢, dado um sitio determinare-
mos para quais sitios vizinhos os individuos deste podem migrar, ressaltando que, a
cada geracao, a migragao sé ira ocorrer ap6s o processo de reproducao e sobrevivén-
cia. Supomos para cada sitio ¢, que uma fracao m;; migra do sitio ¢, para o sitio
j. Essa fracdo pode depender da densidade local xi e/ou da densidade do sitio de

destino a:i Neste caso, estaremos admitindo a dependéncia da densidade local.

Para determinarmos as vizinhancas do sitio ¢, consideramos todos os

sitios da rede que migram para este sitio ¢, podendo ser definida por:

Viz(i) = {j : my % 0}. (2.2)
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Uma préatica bastante comum que iremos admitir, é o uso de interagoes simétricas,

ou seja, Mg = Mmj;.

Na figura 2.1 exemplificamos a migracao entre dois sitios, sendo a
dinamica populacional local definida por z;,, = f(z}) e y7,; = f(y7). Supomos
que, a cada geracao, ap6s o processo de reproducao e sobrevivéncia, uma fracao
p(z}) de individuos deixa o sitio 1 e migra para o sitio 2 e a mesma fragao u(y?)
deixa o sitio 2 e migra para o sitio 1. Desse modo, estamos supondo a dispersao

simétrica e a mesma dinamica para ambos os sitios.

Sitio 1 H Sitio 2

Figura 2.1: Migracao entre dois sitios.

Assim, podemos definir as equagoes que descrevem a dinamica:

Ty = (L= p(f () f )+l f WD) f(y7)
Yror = (L= u(fN) f W) + n(f () f (), (2.3)

parat =0, 1,... O primeiro termo do lado direito nas equacoes em (2.3) representa os
individuos que permanecem em um dado sitio, no tempo ¢, enquanto que o segundo

termo representa os individuos migrantes que chegam neste sitio, no tempo t.

Agora, generalizando (2.3) para n sitios, a dinAmica metapopulacional
é descrita por:
T = L= p(fE (@) + Y el f@))f(x)), Vi=1,2,.,n,  (24)
JEViz(i)
onde Viz(i) é a vizinhanga do sitio i, como definido em (2.2). Temos novamente no

primeiro termo do lado direito, a quantidade de individuos que permanecem no sitio
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1, enquanto que o segundo termo representa a soma dos migrantes que chegam ao
sitio 2. Como visto anteriormente, a densidade de individuos que deixa o sitio j, no
final do instante ¢ & u(f(]))f(x]). Desses individuos, ¢;; sdo os elementos da matriz
C, n x n, de configuracao da rede, que representam a proporcao dos individuos que
chegarao no sitio ¢, no inicio do instante ¢t + 1, onde 0 < ¢;; < 1,Ve,j = 1,2,...,n
e ¢; = 0. Assim, a fragdo que migra do sitio ¢ para o sitio j, dada por m;;, serd
mi; = c;;it. E ainda, como admitimos o processo de migracao 100% bem sucedido,
n

> ¢; = 1, todos os individuos que partem de um sitio j, chegardo em um sitio i,
i=1

Vi=12..n.

Como o(f(z)) = p(f(zh)) f(zi), podemos escrever (2.4) em termos de

Tig = fla) — o(f(x) + Y eyd(fal), Vi=1,2,..n. (2.5)

jeViz(i)

Ja que o termo ¢;; depende da Viz(i) escolhida, precisamos definir a
topologia da rede, ou seja, para quais sitios os individuos podem e devem migrar, e
a procedéncia dos individuos que chegam em um determinado sitio. De acordo com
Silva, Castro e Justo (2001), para evitarmos efeitos de fronteira, nos consideramos
as condigcoes de contorno periddicas, ou seja, redes na forma de anéis ciclicos ou

superficies toroidais. Neste estudo, faremos uso de redes na forma de anéis ciclicos.

Segundo Silva, Castro e Justo (2001), para as redes unidimensionais
(ver figura 2.2), consideramos um anel com n sitios, onde a migragao sé ird ocorrer

para os 2NN sitios vizinhos, ou seja, N para a esquerda e N para a direita.

Figura 2.2: Vizinhanca de um sitio k, para uma rede unidimensional.
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Assim, para as redes na forma de anéis ciclicos, a vizinhanca de um

sitio ¢ é definida como o conjunto:
Viz(t)={i+j : j=—=N,..,N, j#0}. (2.6)

E admitimos, como em Silva, Castro e Justo (2001), que a vizinhanga é simétrica.

Assim i € Viz(j) < j € Viz(i).

Como a migracao é permitida para os 2N sitios proximos, quando conec-
tamos o sitio 1 ao sitio n, teremos um anel. Portanto, o nimero de vizinhos de um
sitio 7 é determinado por #Viz(i) = 2N, sendo N o raio da vizinhanca. Se N = 1,
temos a migracao apenas para os vizinhos adjacentes, entao dizemos que a conexao

é local.

Figura 2.3: Vizinhanca do tipo anel ciclico, com N =1 (conexao local).
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a conexao

N

Em (2.7), podemos visualizar a matriz de conexao, referente

local:

—
I~
[\l
SN—
=N O o Ha O
o S I
(@) N O
S I [aw]
—lN O o
o Ha O S I

1.

com 1,7 =1,2,..

todos os vizinhos, dizemos que a

, S a migracao ocorrer para

Agora

é global.

migracao

©

=

A

e S
IREAIL RS
b AT,
SN AT
R P W
iAoy

Figura 2.4: Vizinhanca do tipo anel ciclico, com conexao global.
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E em (2.8), visualizamos a matriz conexao, referente a conexao global:

|'—‘ S
|H
|H
‘H

o

Ce = oo 00 : (2.8)

‘H

|H
|H
e

comi,j7=1,2,..,n.

Para as redes bidimensionais, as vizinhancas mais utilizadas sao as de

Moore e de Von Neumann. A vizinhanca de Moore (ver figura 2.5) é dada por
Viz(k,0) = {(k + 0,04+ ) : =N <i,j<N; (i,§) # (0,0)}, (2.9)

onde o nimero de vizinhos de um dado sitio (k,[) fixo é dado por #Viz(k,l) =

AN(N +1).

(a) N=1 (b) N=2

Figura 2.5: Vizinhangas de Moore para uma rede bidimensional: (a) N = 1
(b) N = 2.

b
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A vizinhanca do tipo Von Neumann (ver figura 2.6) ¢ dada pelo con-

junto:
Vis(ky) = {(k+1.04) = 0<[il+ il < N; (,5) £ (0,00}, (2.10)

onde o niamero de vizinhos de um dado sitio (k, ) é dado por #Viz(k,l) = 2N(N+1).

. FL.I/\—. i’,_
. .
B

(a) N=1 (b) N=2

Figura 2.6: Vizinhancas de Von Neumann para uma rede bidimensional: (a) N = 1,
(b) N =2.

2.2 A Instabilidade Causada Pela Migracao

A seguir, verificaremos quais sao as condi¢Oes para que a migracao,
dependente da densidade, cause instabilidade no sistema descrito anteriormente. Tal
estudo serd uma extensao dos trabalhos desenvolvidos por Giordani (2006), Rempel

(2007) e Silva, Castro e Justo (2001).

Baseado no modelo (2.4), consideramos o sistema:

iy = fx}) — o(f(2)) + ) o f (). (2.11)

j=1
Admitimos o ponto de equilibrio, f(z*) = x*, do modelo local isolado:

xiﬂ = f(xi) (2.12)

Agora, determinamos que o ponto-fixo f(z*) = x* é estavel, ou seja, o equilibrio z*

serd estavel se, e somente se, |f'(z*)| < 1. O proximo passo sera analisar nessa regiao



21

dos parametros, a estabilidade do equilibrio homogéneo. Supomos que f possua um
tinico ponto de equilibrio positivo, isto é, f(z*) = z* > 0. Assim, segundo Giordani
(2003) e Silva, Castro e Justo (2001), descreveremos a seguir a condigdo para que
o sistema acoplado (2.11), possua um unico equilibrio homogéneo nao-trivial, dado
por X* = (z*,2*,...,2*)T, onde z* > 0. Para tal, enunciaremos o teorema descrito

em Giordani (2003).

Teorema 2.2.1. O sistema (2.11) possui um tnico equilibrio homogéneo nao trivial

dado por X* = (z*,2*,...,2*)T, onde 2* = f(x*) > 0 se, e somente se,

n
=1, i=12..n (2.13)
j=1
n
Portanto a condigdo ) ¢;; = 1, Vi é necessaria e suficiente para a
j=1

n
existéncia do equilibrio homogeéneo positivo. Desta forma, ao supormos ) ¢;; = 1,
i=1
V7 =1,2,...,n para que nao haja perda de individuos durante o proceso de migracao
n
e ) ¢;; = 1 para a existéncia do equilibrio homogéneo nao trivial, temos que a matriz

7j=1
n x n, C = [¢;], de configuracao da rede, é duplamente estocastica.

Na sequéncia, faremos o estudo da estabilidade de X™* pelo procedi-
mento padrdo da linearizacdo. Para tal, linearizamos o sistema (2.11), X1 =

F(X}), em torno do equilibrio homogéneo nao trivial X*, e obtemos:
At+1 — DF(X*)At, (214)

onde DF(X*) é a matriz Jacobiana do sistema aplicada no equilibrio homogéneo

nao trivial e A; representa uma pequena perturbacao do equilibrio.

Assim, a matriz Jacobiana .J, aplicada no equilibrio homogéneo nao

trivial é:
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/ !

L= (f@Mf (@) cd (f@Nf @) o cwd (f@)f (27)
J(X*) = end (fa))f (@) (=@ (flaNf (@) . cond (f(a"))f (27)
en® (fNf (@) cand (f)f (@) o (1=¢'(f(=)f (z7)
(2.15)
ou ainda:
J(X*) = fl(a*)M, (2.16)
onde M é uma matriz n X n, com entradas «; j, dadas por:
1= ¢(@), i—j
Q5 —
Cij® (J}*), i F
De acordo com (2.16), os autovalores de J(X*) sdo:
@, i=1,2,...n, (2.17)
onde \; sao os autovalores da matriz M.
Podemos ainda, escrever J(X*) da seguinte maneira:
J(X*) = f'(=")(I — ¢ (z")B), (2.18)
onde [ é a matriz identidade n X n e B é a matriz, n X n, que segue:
1 —C12 —C13 ... —Cin
—C21 1 —C23 ... —Cop,
B= , (2.19)
—Cln-1)1 —Cn-1)2 - L1 —Cm-1n

—Cn1 —Cnp2 —Cp3 ... 1
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sendo a matriz B dependente da conexao entre os sitios, C' = [¢;;], pois B =1 — C.

Desta forma, os autovalores da matriz Jacobiana J(X*) do sistema

acoplado serao da forma:
N = f1(2")(1 = B¢/ (2*), i=0,1,2,....n—1, (2.20)
onde (; sao os autovalores da matriz B.

n
Observe que, considerando b;; os elementos da matriz B, > ¢; =1 e
i=1

(2.19), temos:

D b =1- ¢y
=1 1

1=
para ¢ = 1,2,...,n. Deste modo, verificamos que A = 0 é um autovalor da matriz B,

associado ao autovetor 1 = (1,1,...,1)7, ja que:

n n n T
B1l = (Zbljyzb%v"'azbnj>
j=1 j=1 j=1
= (0,0,...,0)"
= 0.

Para que o sistema permaneca estavel, max |\;| < 1. J& para que o

sistema torne-se instavel, max |A;| > 1 . Assim temos:
max |\;| = max |f'(z*)(1 — ¢'(z*)5;)| = | f'(z*)| max |1 — ¢'(z¥)5;]. (2.22)
O teorema de Gershgorin, (Lancaster e Tismenetsky, 1985), nos diz
que:

Se A € C,n x n, onde aj; denota os elementos de A para j =1,...,n,

pj = Z |ajil, (2.23)
k

onde ), denota a soma de k = 1,...,n com k # j, entao todo autovalor de A esta

em pelo menos um dos discos

{z 1]z —aj;| < pj}, (2.24)
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onde 7 = 1,2,...,n, 2 no plano complexo.

Considerando a matriz B, observamos que p; = 1 e aj; = 1, Vj. Assim
todos os autovalores de B estao em um disco de raio 1 e centro (1,0) no plano
complexo. Supondo que a matriz de conexdo C' = [¢;;] seja simétrica, B também
serd simétrica e assim os autovalores (3; serao reais, ou seja, 0 < 3; < 2. Como visto
anteriormente que 0 é um autovalor, logo serd o menor deles e, portanto, podemos

ordené-los de forma crescente: 0 = By < 61 < ... < (-1 < 2.

Assim, de acordo com o trabalho de Rempel (2007), X™* sera estéavel se:

lf'(z")] <1, se 0 < ¢ (z*) < maiﬂi;
¢'(2%) > oy (1 - m> , se ¢/(z7) <O

¢'(z*) < mai(ﬁi (1 + —|f,(1x*)|) , ose &(z*) > maf(ﬂi.

E consequentemente X* sera instavel se:

=2

¢ (@%) < s (1= y) e 9(a") <

Ik 1 1 /(% 2
¢@) > ks (14 ey ) s 907) > 225
onde |f'(z*)| < 1.

De acordo com Silva, Castro e Justo (2001), a dispersao simétrica para
os vizinhos proximos, nos permite determinar a estabilidade do equilibrio homogé-
neo, do sistema acoplado, em termos da taxa de crescimento do niimero de migrantes
em cada sitio, no equilibrio local, ¢'(x*), e da taxa de mudanca referente & funcao

da dinamica local, no equilibrio local, f'(z*).

Diferente do trabalho de Silva, Castro e Justo (2001) e de Giordani e
Silva (2004), em Rempel (2007) e Giordani (2006) é encontrada a regiao de instabili-
dade considerando ¢'(x*) positivo e negativo. Assim, de acordo com Rempel (2007),

isso significa que os individuos podem migrar pelos seguintes motivos:
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1. Excesso de individuos que causa escassez de recursos para sobrevivéncia,

no caso ¢'(x*) positivo;,

2. Escassez de individuos que tentam se agrupar na dificuldade de encon-

trar parceiros, no caso ¢'(z*) negativo.

Em Giordani (2006) e Silva e Giordani (2008), foi verificada a possibi-
lidade da instabilidade induzida pela migracao ser gerada num sistema metapopu-
lacional, porém de k espécies. Esses trabalhos consideram a dinamica local, respon-
savel pela reproducao e sobrevivéncia das k espécies, em diferentes formas: modelo

com hierarquia e com estrutura etaria.

No caso em que a dindmica local apresenta k espécies com compor-
tamento na forma hierdrquica, significa que a espécie 1 depende unicamente dela
mesma, a espécie 2 depende das espécies 1 e 2 e assim sucessivamente, tal que a
espécie k depende das k epécies consideradas. A forma hierarquica pode ser ca-
racterizada por varios fatores, dentre eles o clima, a quantidade de recursos para
a sobrevivéncia, habilidades competitivas (primeira espécie é melhor competidora,
enquanto que a ultima espécie envolvida apresenta o pior comportamento competi-
tivo). Na natureza essa estrutura esta presente, por exemplo, em espécies de cracas
(crustaceos), em que individuos menos fortes sdo eliminados. Para esse caso, a
migracao dependente da densidade também pode desestabilizar um sistema previa-

mente estavel.

A outra dindmica local do sistema, utilizada por Giordani (2006) e
Silva e Giordani (2008), é dada por um modelo com estrutura etéaria, onde as k
espécies representam as diferentes classes etarias. Em muitas espécies, reproducao,
sobrevivéncia e movimentos sao fatores que estao fortemente relacionados com a
idade. Para esse caso, a migracao dependente da idade e da densidade da classe
etaria, pode gerar instabilidade no sistema que, sem o acoplamento, é considerado

estavel.
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Rempel (2007), definindo como topologia da rede os anéis ciclicos, faz
uma comparacao entre a regiao de estabilidade do modelo localmente conectado,
ou seja, a migracao ocorrendo para os vizinhos mais proximos, com a regiao de
estabilidade do modelo globalmente conectado, no qual a migracao de um sitio ocorre
para todos os outros sitios da metapopulacao. De acordo com seus resultados, pode-
se concluir que, quando a conexao é maior, o sistema tem uma regiao de estabilidade

maior.

Como visto anteriormente, a migracao pode causar instabilidade no
sistema. A instabilidade pode aparecer através da periodicidade ou até caos. Uma
orbita cadtica conforme Alligood, Sauer e Yorke (1996) é aquela que permanece em
um comportamento instavel para sempre. Em qualquer ponto de tal orbita, exis-
tem pontos proximos que se movem para pontos distantes uns dos outros. Esse
comportamento se mantém e é quantificado pelo nimero de Lyapunov ou pelo ex-
poente de Lyapunov. De acordo com Rempel (2007), a presenca de 6rbitas caoticas
esta relacionada com determinados valores de r, o e 3. Nesse trabalho (Rempel,

(1-2)

2007), a dinamica local é a exponencial logistica, f(z) = ze” e Beverton-Holt,

f(z) = {5, onde r & a taxa de reprodugdo intrinsica da populagdo, e a e 3 foram

utilizados para determinar a fragdo migratoria, que considera que a migragao pode

ocorrer por excesso ou escassez de individuos (veja a figura 2.7 ), dada por:

«

= e (2.25)

p(z)

onde « é a fracao maxima de dispersao, 0 descreve o quao abrupto é o crescimento
(8 > 0) ou decrescimento (3 < 0) na taxa de dispersao e v determina o ponto de

inflexao de p(z).
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() (b)
0.35 ! ! : ! ! 0.35 ! ! !

H(x)
K(x)

Figura 2.7: Gréafico da fragao migratoria p(z), em fun¢ao do tamanho da populagao,
x, considerando o = 0,3, v =1e: (a) 5> 0, (b) B <O0.

Para confirmarmos se uma orbita é cadtica, calculamos o nimero de
Lyapunov ou o expoente de Lyapunov. O nimero de Lyapunov é a taxa média de
convergéncia ou divergéncia, por passo de tempo, de pontos proximos ao longo da
evolucao de suas orbitas. O expoente de Lyapunov é o logaritmo natural do niimero
de Lyapunov. O nimero ou expoente de Lyapunov quantificam a dependéncia sen-
sitiva as condigoes iniciais. De acordo com Alligood, Sauer e Yorke (1996), uma
orbita caodtica é definida pelo niimero de Lyapunov maior que um ou pelo expoente

de Lyapunov maior que zero.

Para uma funcao suave, f, que mapeia a reta real R, o numero de

Lyapunov, L(x;), de uma orbita {zy,xs, ...} é definido por
Lay) = Tim ('@l @) )

se este limite existe. O expoente de Lyapunov, h(x;), é definido como

n—oo

h(xy) = lim <%) (In|f' (z1)| + In|f'(z2)] + ... + In|f'(zn)]),

se este limite existe. Note que h existe, se e somente se, L existe, e In L = h.
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Em Rempel (2007), a instabilidade se apresenta através oscilagoes caoti-
cas causadas pela migracao, sendo observados atratores cadticos ! (para 2 sitios) e
padroes cadticos ? (30 sitios). Considerando dois sitios e a dinamica local dada tanto
pela funcao exponencial logistica quanto pela funcao de Beverton-Holt, concluimos
que o aumento no valor da fragao migratoria méxima «, ou seja, permitindo que uma
maior quantidade de individuos migrem, determina uma regiao cadtica mais expres-
siva. Resultado semelhante foi obtido por Giordani (2003), porém considerando 50
sitios e utilizando redes unidimensionais em anel e dinamica local dada pela funcao
exponencial logistica. E razoavel que isso aconteca, ja que teremos uma grande
quantidade de individuos interagindo. Todavia, quando aumentamos o nimero de
sitios temos uma probabilidade menor de caos. Além disso, percebemos uma pro-
babilidade maior de caos quando tratamos de uma migracao devido a escassez de
individuos (8 < 0). Outro ponto que também pode ser observado nos estudos de
Rempel (2007), diz respeito a probabilidade maior de caos quando a dindmica local
tem uma aproximagcao oscilatoria ao ponto-fixo, desde que a taxa de migragao seja

suficientemente alta.

2.3 Critério de Estabilidade do Estado Sincrono

Na secao anterior, trabalhamos com a instabilidade gerada pela mi-
gragao dependente da densidade, ou seja, consideramos que o modelo de um tnico
sitio era estavel e verificamos as condigoes em que a migracao causou instabilidade

no sistema.

O critério de estabilidade do atrator sincrono, que descreveremos a
seguir, apresentado em Rempel (2007), é valido para uma metapopulagdo com um

nimero de sitios arbitrario, conectados pelo mecanismo de migracao dependente

'De acordo com Alligood, Sauer e Yorke (1996), um atrator cadtico é o conjunto atrator dos
pontos de uma 6rbita cadtica.

2Um padrdo cadtico ¢ um padrdo que apresenta comportamentos instdveis, ndo existindo a
possibilidade de ser caracterizado como um comportamento fixo ou periédico.
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da densidade. Lembremos que queremos analisar a estabilidade da solugao cadtica

sincronizada.

O modelo que utilizaremos é 0 mesmo descrito em (2.1) o qual resulta
no sistema (2.11). Faremos uso novamente da matriz conexao C' = [¢;;] duplamente

n n
estocastica, isto é, Vi, j, > ¢ =Y. c;=1e c; =0.
i=1 j=1

Dizemos que o sistema (2.11) esta em sincronia, se a densidade de todos

os sitios for a mesma, para todo o tempo t, isto é,

ri=x, Vi=1,2,..n (2.26)

Substituindo (2.26) no sistema (2.11), obtemos:
Thr = fl@) = (f (@) + ) eo(f(@)) ¥i=1.2,...n.
=1
Como ¢(f(z:)) ndo depende mais de j, segue:

Ty = flze) — o(f(xe) + o(f () Zcz’jv

n
e como » ¢; =1
=1

xiﬂ = f(xe) = o(f(21)) + o(f(21))
Ty = fla). (2.27)

Assim, a dinamica de cada sitio, no estado sincronizado, satisfaz (2.27),
que é a dinamica de um sitio isolado. Portanto, se houver sincronizacao, todas as

populacoes oscilarao conforme o modelo local.

Em termos matemaéticos, sincronizacao significa que a dinamica do sis-
tema descrito pela equagao (2.4) esta restrito a um subespaco invariante, que, neste
caso, é a diagonal do espaco de fase. Por exemplo, para o caso bidimensional, onde
temos as populacoes 2! e 22, o subespaco invariante ¢ a diagonal do diagrama de

fase, 21 = 22. Uma orbita iniciada nesta reta permanece nela ao longo do tempo.
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Agora, considere uma Orbita sincronizada. O nosso objetivo é estudar
a estabilidade local assintotica das solucoes sincronizadas, isto é, determinar se as
orbitas que iniciam proximas do estado sincronizado, a diagonal do espacgo de fase,
serdo atraidas para esse estado. Para tal, linearizamos o sistema (2.11), X;4; =

F(X;), em torno da érbita sincronizada (2.26), X; = (z, ..., 7;) € R", e encontramos:
At+1 = DF(yt)At, (228)

onde DF(X,) ¢ a matriz Jacobiana do sistema, aplicado na 6rbita sincrona e A,

representa uma pequena perturbagao do estado sincronizado.

Calculando a matriz Jacobiana do sistema, obtemos:

A =o (FE)f (1) cod (F@)f (@7) - cnd (Fap)f (a7)

It = cnd (fa))f (af) (L= (FEDNf (af) o cond (fap))f (a})
cn® (fa))f (@) ot (F@)f (7)o (L=¢ (f)f (a7)

(2.29)

que, aplicada na orbita sincronizada (2.26), segue:

(L= (flz))f (m)  cod (f(@))f (xe) oo cin® (flz)f (z1)
en® (flx))f (@) (A= (Fa))f (@) . cond () f (1)

@ (f@))f (we) 20 (f@e))f (@) o (1= ¢ (f(@)))f (x2)

Assim, podemos escrever J(z;) = [k, (x)], onde:

(1— ¢,(f(5’5t)))f/(13t)a 1=7]

Kij(Te)=

cij® (f@))f (z),  i#7
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Desta forma, J(z;) admite a seguinte representa¢ao:

J(@e) = fl(x)(I — ¢ (2) B), (2.31)
sendo I a matriz identidade e B a matriz definida em (2.19).

Ou ainda, se Hy (y,) = I — ¢'(x;) B, entdo escrevemos:

J(@e) = f'(20) Hy(w)- (2.32)

Iremos supor, sem perda de generalidade, que a matriz C' = [¢;;] é irre-
dutivel, o que significa que nao existem conglomerados isolados entre a conexao dos
sitios, isto é, nao temos nenhum subconjunto de sitios, isolados dos demais, agindo
como uma metapopulacao. Caso a matriz C' = [¢;;], fosse redutivel, segundo Marcus
e Ming (1964), poderfamos escrevé-la como uma soma direta de matrizes dupla-
mente estocasticas, o que implicaria na possibilidade de estudar cada conglomerado

separadamente.

Como admitimos que a matriz C' = [¢;;] ¢ irredutivel, o teorema de
Perron-Frobenius, (Lancaster e Tismenetsky, 1985), garante que C' possui um au-
tovalor positivo, igual ao raio espectral de C', com multiplicidade algébrica igual a
1, no caso A = 1, associado ao autovetor v = (1,...,1). Assim podemos decompor
R*=v@® W, ondev = (1,...,1) e W é o subespago C-invariante de dimensao n — 1.

Nessas condicoes, B pode ser escrito da seguinte forma:

B=Q| : Q, (2.33)

onde A é uma matriz (n —1) x (n —1) e ) é a matriz mudanca de base apropriada.
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Agora, como Hy (g, = I — ¢'(x)B, podemos escrever:

10 0
0 -1
Hy@)=Q | Q" (2.34)
0 I—¢/(z)A
Assim, A = 1 é um autovalor simples associado ao autovetor v =

(1,...,1), que é a diagonal do espago de fase, ou seja, o subespaco invariante restrito
aos movimentos sincronos. Isto significa que as perturbacoes neste subespaco po-
dem ocorrer livremente. Ja as perturbagoes em I — ¢'(z;)A, que sdo transversais
ao espaco sincrono, deverao tender a zero, pois queremos verificar a estabilidade do

estado sincrono.

Agora analisaremos o comportamento das perturbacoes transversais a

Orbita sincronizada. Para isso, substituimos (2.34) em (2.32) e obtemos:

J(x;) = Q[f/@t)(f - ¢I(Q3t)A)]Q71- (2.35)

De acordo com (2.28), analisaremos a evolugao de:

Apir = fl(z) = ¢ (2141) A) Ay, (2.36)

onde I é a matriz identidade (n—1) x (n—1) e A; é um vetor em R"~! que representa

a perturbacao transversal a 6rbita sincrona.
Supondo A diagonalizavel, 3S inversivel, tal que:
A=SMS™, (2.37)

onde M é a matriz diagonal dos autovalores \;, de A. Substituindo (2.37) em (2.36),

obtemos:

A1 = Sf' () (I — ¢ (@p401) M)AS ™,
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e fazendo a seguinte mudanca de variavel
A = SA,
encontramos o seguinte sistema desacoplado:

Z1t+1 = (@)1 - ¢'(=Tt+1)M)zt-

Considerando um A, segue que:

Ay = fl(zo)(I = ¢'(x1) M)A,
Ay = [z — ¢ (z2) M)A,
= f(z)(I — ¢ (22)M) f'(zo) (I — & (x1) M)A,

Av = )T = @) M)...f/(@)(I = ¢ (w2) M) f'(20) (I = ¢'(21) M) Ao

Assim, as perturbacoes transversais ao subespaco invariante A; — 0, quando 7 —

00, se e somente se:
. 1
lzm‘rﬂoo”PTfln-PlPOHT < 1,

onde P, = f'(x)(I — ¢'(x441) M), para todos os autovalores de A (diagonal de M).
J& as perturbacoes paralelas ao subespaco invariante podem ocorrer livremente, pois

estao no estado sincrono.

Logo podemos utilizar a seguinte representacao:

|Prye PR = ([(1 = ¢ () M) (T = ¢ (z1) M HH\f )] (2.38)

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), supondo p uma medida f-invariante
e ergodica, o Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec (ver Apéndice B) garante
a existéncia e unicidade do limite abaixo, a menos de um conjunto de medida natural

Zero:

Sl

lim <|| H (I —¢'(x,) )) = max lim (H 11— ¢ (z:)\; |> T : (2.39)
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De acordo com (2.38) e (2.39), podemos escrever:

Tim ||y PLRy||F = L(zo)A(xo), (2.40)
onde
Llg) = i |f(2r-1)...f"(20) | (2.41)
¢ o Numero de Lyapunov da o6rbita sincronizada com inicio em zg, e
Alro) = max lim [[(1— /(2),).-.(1 = &' ()| (2.42)

J

Como queremos que as 6rbitas iniciadas proximas do estado de sincronia,
se aproximem da diagonal do espaco de fase, as perturbacoes transversais a trajetoria

sincrona deverao tender a zero, quando 7 — o0 se, e somente se

L(zo)A(wo) <1, Vao. (2.43)

Desconsiderando um conjunto de medida zero, eliminamos a dependén-
cia de zy e estabelecemos uma condicao necessaria para a estabilidade local assin-

totica do conjunto invariante sincronizado:
LA < 1. (2.44)

Portanto, a estabilidade das 6rbitas sincronas de ponto fixo e 6rbitas peridédicas nao
podem ser aproximadas por este critério de estabilidade, pois tais 6rbitas dependem

de Zo.

Como visto anteriormente, quando os sitios estiverem sincronizados,
eles estarao oscilando conforme a dinamica local. Observe que, se quisermos caos
sincronizado, precisaremos L > 1 para as oscilacoes de um sitio desacoplado ser
caotica e ainda, para estarem sincronizadas, de acordo com (2.44), precisamos que

1
A<E-

Em seus estudos sobre dispersao independente da migracao, Earn, Levin

e Rohani (2000) obtiveram os mesmos resultados, determinando que, para a regiao
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onde LA < 1, a sincronia é possivel e, para LA > 1, a sincronia é impossivel. O
produto LA é denominado nimero de Lyapunov transversal do atrator no conjunto

invariante sincronizado.

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), se C,x, duplamente es-
tocéstica com c¢; = 0, 7 = 1,...,n é decomposta como uma soma direta C' = 1@ A,
onde A é uma matriz normal (AA* = A*A), f e pu fungdes suaves em [0, +00) com
0 < p < 1. Supondo p a medida natural de probabilidade da dinamica local que é
assumida ergodica, In|f'(z)| € L'(p) e InT||I — ¢'(x)A|| € L*(p), obtemos:

sy

cop [l = S @A) dpo),
" 0
onde A(0) =0 e A(j) sao os autovalores de B =1 — C.

Do mesmo modo, obtemos:

T—1

1 o0
L = exp lim - Zln | f/ ()] = exp/ In|f'(z)|dp(x).
T—00 P 0

A primeira igualdade vem da aplicagdo do In na definicao de L dada em (2.41) e a

segunda é uma aplica¢ao do Teorema Ergodico de Birkhoff (ver Apéndice B).
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3 O EFEITO CAUSADO PELA MIGRACAO
COM DEPENDENCIA TEMPORAL EM
METAPOPULACOES

No capitulo anterior, trabalhamos os efeitos causados pela migracao
dependente da densidade em redes de populagoes acopladas, com relacao a instabi-
lidade induzida pela migracao e a estabilidade do estado sincrono. Neste capitulo,
estudaremos a estabilidade do estado sincrono em redes de populacoes acopladas via

migracao independente da densidade, com dependéncia temporal.

Lembramos que Earn, Levin e Rohani (2000) estabeleceram resulta-
dos analiticos sobre a estabilidade de atratores sincronizados, em redes de mapas
acoplados, com base na migracao independente da densidade entre os sitios. Assim,

o estudo a ser desenvolvido complementa esses resultados ja obtidos.

Na secao 3.1 apresentaremos o modelo referente & metapopulacao cujo
processo migratorio depende de um fator externo, como por exemplo: precipitacoes,
temperatura ou sazonalidade. Ja na secao 3.2, obteremos um critério para a estabi-
lidade assintotica local das solucoes sincronizadas, com base no modelo descrito na
secao 3.1. Na secao 3.3, verificaremos a coeréncia dos resultados obtidos na secao
3.2 via simulagoes numéricas. E, para finalizar o capitulo, na secao 3.4, seguem

conclusoes.

3.1 O Modelo

O modelo metapopulacional consiste em uma populacao composta de
individuos, distribuidos em n sitios idénticos isolados, numerados por 1,2,3,... e

conectados via migracao.

Denotamos por z; o nimero de individuos no sitio © = 1,2,...,n e no

tempo t = 0,1,2,.... Na auséncia do processo migratorio, assumimos que a dinamica
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local para cada sitio ¢ é dada por:

$i+1 = f(x}), (3.1)

onde f é uma fungao suave definida em [0,400), que descreve os processos de re-
producao e sobrevivéncia da espécie. Supomos que nesse modelo local nao ha so-

breposicao de geragoes.

Consideramos que cada individuo passa por dois processos durante a
sua vida. Na primeira etapa, a populagao em cada geracao estd sujeita a dinamica
local, que envolve os mecanismos de reproducao e sobrevivéncia da espécie. Esse pro-
cesso, descrito por (3.1), depende da escolha da fungao f, que atualiza a densidade

populacional da espécie em cada sitio, antes que ocorra a migracao.

Na sequéncia da dinamica local, temos o segundo processo que é a
migracao. Seja p; a fracao populacional que parte de cada sitio no instante t. A
quantidade de migrantes a cada geracao ¢ determinada pelo parametro p e é dada por

uma fungao suave ou suave por partes definida em [0, 00), satisfazendo 0 < p; < 1.

A densidade populacional que parte do sitio j, no final do tempo ¢, é
dado por utf(x{). Desses individuos, ¢;; chegard no sitio 4, no inicio do passo de
tempo t + 1, sendo ¢; = 0. A fracao de individuos ¢;; é determinada a posteriori,

de acordo com a topologia de rede considerada.

A equacao que descreve a dinamica da metapopulagao é dada por:
xiJrl - (1 - :u’t)f(‘ri) + Z CZthf<xi)7 VZ - 17 27 - N (32)
j=1

onde o primeiro termo do lado direito representa a quantidade de individuos que
permanecem no sitio ¢, enquanto que o segundo termo da direita representa a soma

dos migrantes que chegam no sitio .
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3.2 Critério de Estabilidade do Estado Sincrono

Para descrevermos o critério de estabilidade do atrator sincrono, fare-
mos uso do modelo descrito na secao anterior, 3.1, e supomos a matriz de conexao,

n n
C = [¢;j], duplamente estocastica, isto é, Vi, j, > c;j = Y, ¢y =1e ¢; =0.
i=1 =1

Seja y; a fragao populacional que parte no instante ¢, satisfazendo 0 <
py < 1. Para g continua em [0, 1], tal que g : [0, 1] — [0, 1], assumimos p;11 = g(f),

considerando o arbitrario e p uma medida ergddica g-invariante.

Dizemos que uma oOrbita referente ao sistema (3.2) esta em estado sin-
cronizado, se a densidade de todos os sitios for a mesma, para todo tempo t, isto

e,

Tl = 24, Vi=1,2,..,n. (3.3)

Substituindo (3.3) em (3.2) e, de acordo com a se¢ao 2.3, obtemos:

xi+1 = flx).

Portanto, quando temos um sistema sincronizado, a dinamica de cada
sitio satisfaz a dinamica de um sitio isolado. Ou seja, todas as populacoes oscilam

de acordo com o modelo local.

Para estudarmos a estabilidade local assintotica das solugoes sincroni-
zadas, linearizamos o sistema (3.2), X;11 = F/(X}), em torno da orbita sincronizada

(3.3), X; = (x4, ..., 7;) € R", e obtemos:

At+1 - DF(Yt)At, (34)

onde DF(X;) é a matriz Jacobiana do sistema aplicada na orbita sincrona e A;

representa uma pequena perturbacgao do estado sincronizado.
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Calculando a matriz Jacobiana do sistema:

(L= p)f (@) copf (@f) . cupef (2})
J() C21Mtf/($tl) (1- Nt‘)fl(x?) . C2thJ.CI($?) | (3.5)
copief () conpf (@) o (U= ) (27)
e aplicada na orbita sincronizada (3.3), obtemos:
(U= pe)f(xe)  coopaf (m) oo crnpef ()
J(w) = C21Mttfl($t) (1- #t.)f/(xt) . C2th.f/(9Ut) (3.6)
Cotpef (w0)  cpopef () oo (L= o) f ()
Assim, podemos escrever J(x;) = [k, ;(x;)], onde
R (SISO
cighef (x0)s P # ]
Desta forma, J(z;) admite a seguinte representa¢ao:
J(xe) = f'(xe)Hpp, (3.7)

onde H,, = I — 4B, I é a matriz identidade e B = I — C' é a matriz definida por
(2.19).

Lembremos que os coeficientes da matriz de conectividade C' = [¢;]
assumidos, tém a soma das linhas e das colunas iguais a um. Ja para a matriz B,

como B =1 — (', a soma das linhas e das colunas resultam zero.

Supomos, sem perda de generalidade, que a matriz C' = [¢;;] é uma
matriz irredutivel e assim, de acordo com o teorema de Perron-Frobenius (Lancaster

e Tismenetsky, 1985), visto na se¢ao 2.3, B admite a seguinte representagao:
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B=qQ| : Q! (3.8)
0 A

onde A é uma matriz (n — 1) x (n — 1) e Q é a matriz mudanca de base apropriada.

Como H,, = I — B, obtemos:

10 0
0

Hut =@ Q_l’ (3 9)
0 ] — [LtA

que possui o autovalor A = 1, associado ao autovetor v = (1, ..., 1) que é a diagonal
do espaco de fase, ou seja, o subespaco invariante que se restringe aos movimentos
sincronos. Assim as perturbacoes nesse subespaco podem ocorrer livremente. J4
as perturbacgoes em I — u;A, que sao transversais ao subespaco sincrono, deverao

tender a zero, pois queremos verificar a estabilidade do estado sincrono.

Na sequéncia analisaremos o comportamento das perturbagoes transver-

sais a Orbita sincrona. Substituindo (3.9) em (3.7), obtemos:

J(we) = QU () (I — A Q™" (3.10)

Desta forma, de acordo com (3.4), analisaremos a evolugao de

A1 = fa)(T — i A)A,. (3.11)

Agora, se supormos A diagonalizavel, 35 inversivel tal que:

A=SMS™, (3.12)
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onde M é a matriz diagonal dos autovalores \; de A.

Substituindo (3.12) em (3.11), encontramos

At+1 = Sf/(:L't)(I - /thM>AtS_1'

Fazendo a seguinte mudanca de variavel
A = SA,
segue o seguinte sistema desacoplado

Etﬂ = f’(l"t)([ - ﬂtM)Et-

Logo, podemos afirmar que as perturbacgoes transversais proximas do
estado sincronizado serdo atraidas para tal estado, se as perturbagoes A(t) — 0, o

que ocorre se e somente se:
. 1
lszﬂoo”PTfln-PlPOHT < 1,

onde P, = f'(x;)({ — peM). Portanto, todas as perturbacoes transversais ao subes-
paco invariante tendem a zero e, as perturbacoes paralelas a esse subespaco podem

ocorrer livremente, pois ja estao no estado sincrono.

Note que, podemos escrever:

T—1
| Py PLRl| = (T = 2 M)T = D) T 1/ ()], (3.13)
t=0

ou ainda:
7—1

Jim [P PR = T [[(1 = peaM)-oo(T = o) Jirn T 177 (3.14)
t=0

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), supondo p a medida natural
g-invariante e ergodica, o Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec (Apéndice
B) garante a existéncia e unicidade do limite acima, a menos de um conjunto p, de

medida natural zero:

1
T—1 T T—1 T
lim (H H(I—uTM)H) = max lim <H|1 —uTM) : (3.15)
7=0 J 7=0

=
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Em (3.14), a componente local é representada por:

Llg) = lim |f'(21)...f"(20)]7 (3.16)

T

que é o numero de Lyapunov da orbita sincronizada, comecando em x,. A compo-

nente espacial é:

Apo) = max Hm [|(1 = ptr—1Xy)-. (1 = pody) |- (3.17)

Assim, conforme (3.14) e (3.15), podemos escrever:

lim P 1. PLPy|| 7 = L{zo)A(o). (3.18)

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), considerando o sistema (3.2), as-
sumimos f uma func¢ao suave, C, n x n, duplamente estocastica e irredutivel, onde
v é¢ uma medida f-invariante e p é uma medida g-invariante, ambas ergodicas,

InT|f'(x)| € L*(v) e Int||1 — pXj(x)|| € L*(p). Desse modo, obtemos:

A= ea:p/ In|1 — pA;|dp(p),
[0,1]
onde A\g = 0 e \; sao os autovalores de B =1 — C.

Da mesma forma, encontramos:

T—1

L = exp lim %Zln |f'(z)| = exp /OO In|f'(x)|dv(z). (3.19)

Primeiramente aplicamos o In na defini¢do de L dada em (3.16) e apds, o Teorema

Ergodico de Birkhoff (Apéndice B), Vz(, a menos de um conjunto v, de medida nula.

A menos de um conjunto v e p, de medida zero, eliminamos a de-
pendéncia de xy e g, respectivamente, e estabelecemos uma condicao necessaria

para a estabilidade local assintotica do conjunto invariante sincronizado:
LA < 1. (3.20)

Assim, as orbitas que dependem da condi¢ao inicial, nao podem ser aproximadas

por este critério de estabilidade (3.20).



43

Portanto, a condicao necessaria para a estabilidade local assintotica do

conjunto invariante sincronizado é dada por:

Kj = LAJ <1
K = max LA;=L max A;<]1, (3.21)
7=12,...,n—1 7=1,2,....n—1
ou ainda:
K; =LA, = exp/ In |l —pX;| +In|f'(z)|dv x p)(z,p) <1, (3.22)
[0,400) x[0,1]
para j # 0.

3.3 Simulacoes Numéricas

Nos experimentos numéricos, a dinamica local escolhida é a exponen-

1=2) onde o parametro r, representa a taxa intrinsica de

cial logistica, f(z) = e
crescimento da populacao local. Faremos uso da matriz de configuracao C, n X n,
correspondente ao caso em que a metapopulacao é um anel com n sitios iguais,
acoplados com os vizinhos adjacentes (conexao local) e o acoplamento global, onde

todos os sitios estao igualmente conectados uns com os outros (conexao global).

Note que a medida invariante p é descrita como a integral de uma
fungao constante por partes, nao-negativa. Segundo Alligood, Sauer e Yorke (1996),

a medida m(S) de um subconjunto S de I = [0, 1], é dada por:

m(S) :/Sp(x)dx, (3.23)

para alguma funcgao

D1, se T ea

Pn, S€ T € anp,
\

n

onde p; > 0, a; C Se ) pAf =1, sendo Af o comprimento de a;. E, quando a
i=1

medida de um conjunto é dada pela integral de uma funcao sobre um conjunto, a
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funcao p é chamada densidade da medida. Portanto, ao fazermos uso do critério

(3.20) utilizaremos informagoes sobre a densidade da medida e nao da fungao g.

Para investigarmos o comportamento de K = LA, ou K; = szlll}a%fl A,
iremos dar maior atencao ao estudo de max;—y_,—1 AjouA. O termomax;—;,__,—1A;
ou A depende dos autovalores \; da matriz B, n x n, que de acordo com o teorema
de Gershgorin (Lancaster e Tismenetsky, 1985), encontram-se em um disco centrado
em 1 e com raio igual a 1, ou seja, 0 < A\; < 2. No caso do acoplamento local, obte-
mos n — 1 autovalores, \;, diferentes de zero. J& para o caso do acoplamento global,
sao encontrados n — 1 autovalores iguais e diferentes de zero, e como consequéncia,

A = max;—,__ ,-1A; = A;. Nas simulagoes, serao obtidos os mesmos autovalores,

para o mesmo tamanho de rede e acoplamento.

Assim, buscamos encontrar a localizacao dos autovalores, dentro do
intervalo 0 < A\; < 2, de modo que nos proporcione max;—i,_,—1A; <1lou A <1,

para obtermos uma maior possibilidade de estabilidade do estado sincronizado.

Veremos também em quais situacoes teremos estabilidade do estado
sincronizado, para diferentes valores do parametro r. Como estamos preocupados
com a extincao da metapopulacao, que esta relacionada com a sincronizacao de

orbitas cadticas, nosso interesse esta restrito a r > 2, 5.
Os graficos que seguem foram obtidos através do software Matlab.

Exemplo 3.3.1. Considere a densidade p(p) que define a medida invariante dada

pela distribui¢ao uniforme em [, 3], sendo 0 <y < (3 < 1:

(

p1 =0, se 0<pu<ry

p() =9 p2 = 5 se y<p<p

B
p3 =0, se < p<l.
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1B-y[

Figura 3.1: A densidade p(u) que define a medida invariante.

De acordo com (3.22), temos:

K = eap | I |1 — o]+ In |/ (2)ld(v x p)(z, )
[0,+00)x[0,1]

= e ([ win— ot + [l ) )

1 /ﬁ
= |exp In|l— p\; du) L.
( ﬁ_’)’ ¥ | ]|

Ou ainda, a condicao de estabilidade do estado sincronizado dada por

(3.21) é:

1 B
K=L max A;=L max <expﬁ / ln\l—u)\j\du) <1,

7j=1,..,n—1 7j=1,...,n—1
onde \; sao os autovalores da matriz B = I — C, I a matriz identidade e C' a matriz

conexao.

Na figura 3.2, investigaremos o comportamento de A;. Considerando
inicialmente um intervalo que contenha valores de p relacionados a uma baixa fracao
migratoria, observamos que os menores valores de A; referem-se aos maiores valores
de A;. Assim, na figura 3.2, em (a) e (b), teremos max;_;,_,—1 A; para os menores
valores de );, isto é, proximo de zero. Agora, quando consideramos intervalos que

contenham cada vez mais, maiores valores da fracao migratoria, p, temos na figura
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3.2 em (c) e (d) que max,—y__,—1 A, ocorre tanto para os menores, quanto para os

maiores valores de A;.

(@) (b)

0.9r 1

0.8- 1

0.7 4

0.6 1

<" o7 1 <7 05F 1
0.4 1
06 1
0.3 1
0.2 1
05
01f Jd
04 . . . 0 . . .
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
A A
] ]
© (d)
1 ; ; ; 1 ; ; ;
091 1 0.9 1
081 1 0.8 1
0.71 1 0.7
061 1 0.6 1
<705 1 <7 05f 1
041 1 0.4f 1
031 7 0.3 1
0.2f 1 0.2 1
0.1f 1 0.1 1

Figura 3.2: Grafico de A; versus os autovalores )\; da matriz B, considerando:
a)y=02e3=0,30)7=04e3=0,5c¢v=0,6ep =0T,
d)vy=0,8e 5=0,9.

Nas figuras 3.3 e 3.4, mantemos = 0,9 e variamos . Os menores
valores de A sao obtidos pelos valores de v proximos de 0,7. Portanto, conforme o
valor de v aumenta, até certo ponto, menor é o intervalo [y, 3] e menor é o valor de
A, como consequéncia, maior é a probabilidade de sincronizagdo. E nesse intervalo,

maior sera o valor de pu.

Na figura 3.3 ha uma diminuicao nos valores de A ao supormos a
conexao global em relacao a conexao local. E ainda, comparando as figuras 3.3
a) e 3.4, notamos uma maior possibilidade de sincroniza¢do para um menor nimero

de sitios.



Figura 3.3: Graficos de A em funcao de v, com 3 = 0,9, considerando um anel de 5
sitios e: a) Acoplamento local, b) Acoplamento global.

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.851

0.1

Figura 3.4: Graficos de A em func¢ao de v, com = 0,9 fixo e considerando um anel
de n sitios com acoplamento local: a) n="7,b) n =9.
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As figuras a seguir, ilustram preferencialmente em quais situacoes te-
remos estabilidade do estado sincronizado, para diferentes valores do parametro r,

com 1 > 2, 5.

Na figura 3.5(a), temos K < 1 para valores menores de r. Ou seja,
quanto menor ¢ o valor de r, maior é a possibilidade de sincronizacao. Tal conclusao
esta de acordo com resultados de Earn, Levin e Rohani (2000). Agora, comparando o
acoplamento local, figura 3.5(a), com o acoplamento global, figura 3.5(b), concluimos
que no acoplamento global todos os valores de r geram LA < 1. Ou seja, temos uma

maior possibilidade de sincronia quando temos acoplamento global.

(a) (b)

181 1 0.9r

161 1 0.8

14} 1 07t
ey
12f 1 06} e T
e ,‘m‘;”"‘”"‘\ (‘* o il wm' 1 f‘r’“"* ‘:“"’
¥ 1 7, Lo o] ﬁ;*"m'*‘ d ¥ 05 s LT 4 /
/,«w\ PR L | T / i
/ \ " ;
L 1 L g /
08f - / ) , oar J/ /

o.e/{;’ Lo /, : ‘»:f o W . /E‘,.

04 02

0.2r 1 0.1

Figura 3.5: Graficos de K = LA em fungao do parametro r, com v = 1/3 e
B = 2/3, para um anel de 5 sitios, considerando: a) acoplamento lo-
cal, b) acoplamento global. A linha horizontal indica LA = 1, ou seja,
para K > 1 nao ha sincronizacao. No gréifico onde nao aparece esta
reta, todos os pontos plotados estao abaixo de K = 1.

O trabalho de Giordani (2006), ilustra o caso em que a migragao inde-
pende da densidade dos sitios. Nesse sentido, a condicao necessaria para a estabi-
lidade do estado sincronizado é Log,,(H,) < 1, onde L é o nimero de Lyapunov e

osun(H,) € o raio espectral determinado pelo autovalor subdominante da matriz H,,,

sendo H, =1 —-puBe B=1-C.
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Na sequéncia, iremos comparar o nosso exemplo com esse trabalho de

Giordani (2006). Supomos p = %, o ponto médio do intervalo [y = %,ﬂ = %] Na
figura 3.6 temos K = Lo, (H,) em funcao do parametro r, com pu = % Assim,

comparando a figura 3.6 com 3.5, obtemos praticamente os mesmos graficos, visto

que os valores obtidos por K = Logu(

casas decimais.

@

181

161

141

12r

0.8r

0.21

06 // :
04

H

u) € K = LA diferem apenas em algumas

(b)

09r
0.8-
0.7-

0.6

”
0.4 f i ‘ /
fisd : /l
0.3 ‘ [
0.2 :

0.1r

26 2.8 3 3.2 3.4

3.6

3.8 4

Figura 3.6: Graficos de K = Log,,(H,) em funcdo do parametro r, com p = % para
um anel de 5 sitios, considerando: @) acoplamento local, b) acoplamento
global. A linha horizontal indica Lo, (H,) = 1, ou seja, para K > 1
nao ha sincronizacao. No grafico onde nao aparece esta reta, todos os
pontos plotados estao abaixo de K = 1.

Exemplo 3.3.2. Considere a densidade p(p) que define a medida invariante dada

pela distribui¢ao uniforme em [p* — €, u* + €], sendo 0 < p* —e < p* 4+ ¢ < 1. Note

que esse exemplo € uma particularidade do exemplo 3.5.1.

Considere:
’
p1 =0,
p() = py = L,
ps =0,

se 0<pu<pu*—e
se pf—e< < pur+e

se pwrt+e<pu<l.
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De acordo com (3.22), encontramos:
K = e [ In |1 — |+ In | £/ (2)ld(v % p)(z, )
[0,4-00) x[0,1]

= e ([ —antaot + [ i) )

1 e
= expz—e/ In|l — pAjldp ) L.
pr—e

Assim, a condicao de estabilidade do estado sincronizado dada por

(3.21), é:

1 [
K = Lj:?,.lf‘,’ifl Aj = Lj:{?.é}iz{fl <eacp£ /m_6 In|l— ,u/\j|du) <1,

onde \; sao os autovalores da matriz B = I —C, I a matriz identidade e C' a matriz

conexao.

Na figura 3.7, investigaremos o comportamento de A; em fungao dos
autovalores \; da matriz B. Para os menores valores de p*, max;—;__,—1 A; referem-
se aos menores valores de );. Conforme o valor de p* aumenta, menor é o valor
minimo de A;. Agora, para os valores de p* proximos de 1, max;—; 1 A, refere-
se tanto para os menores, quanto para os maiores valores de \;. Portanto, para
obtermos max;—i __,—1/\j, para os menores valores de p*, devemos ter \; proximo

de 0. J& para os maiores valores de p*, devemos ter A\; proximo de 0 ou de 2.
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(@) (b)
1 T T T 1 T T T
0.9 1 0.9r- 1
0.8 1 081 1
0.7r 1 0.7 1
0.6 0.6- 1
<705 1 <05 1
0.4 1 0.4r 1
0.3 1 0.3r 1
021 1 0.2
0.1r 1 0.1r 1
0 ! : : 0 ! : :
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2
)\J )‘J
© (d)
1 T T T 1 T T T
0.9 1 0.9r 1
0.8 1 0.8- 1
0.7r 1 0.7- 1
0.6 1 0.6
<705 1 <05 1
0.4 1 0.4r 1
0.3r 1 0.3r 1
0.2- 0.2- 1
0.1r 1 0.1r 1
DO 0.5 1 15 2 OD 05 1 15 2
A A

Figura 3.7: Grafico de A; versus os autovalores )\; da matriz B, considerando:
a) f* =0,2,0) p*=0,4,¢) p* =0,6ed) p*=0,8.

Nas figuras 3.8 e 3.9, conforme os valores de p* aumentam até deter-
minado valor, hd uma maior probabilidade de sincronizacao, devido a diminuicao
dos valores de A. E, nesse caso, estamos considerando uma fracao migratoria g
assumindo um valor proximo de 0,8. Além disso, A admite valores menores para o
acoplamento global, na figura 3.8 e para um menor ntmero de sitios, comparando

as figuras 3.8 a) e 3.9.
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Figura 3.8: Graficos de A = max;—;,__,-1 A; em funcdo do parametro p*, para um

anel de 5 sitios, considerando: a) acoplamento local, b) acoplamento
global.

0.4r

0.3r

0.2r

0.1r

0.9 1

0.8- <

0.7- 1

0.6 4

1 0.4f 1

1 0.3r 1

0.2

0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.9: Graficos de A = max;—;__,—1 A; em funcdo do parametro p*, para um

anel de n sitios com acoplamento local, tal que: a) n=7,b) n=29.

Na figura 3.10 a), notamos que quanto menor é o valor de r, maior é a

possibilidade de sincronizacao. Agora, comparando o acoplamento local, figura 3.10

a), com o acoplamento global, figura 3.10 b), reforcamos que para o acoplamento

global temos uma maior possibilidade de sincronia, isto porque K < 1. Portanto,

temos reducao nas chances de extin¢ao da metapopulacao quando tivermos um maior

valor do parametro r» ou quando tivermos acoplamento local.
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(@) (b)
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Figura 3.10: Graficos de K = LA em func¢ao do parametro r com pu* = %, para um
anel de 5 sitios, considerando: a) acoplamento local, b) acoplamento
global. A linha horizontal indica LA = 1, ou seja, para K > 1 nao hé
sincronizacao.

Exemplo 3.3.3. Consideramos agora uma medida natural invariante dada por

solucoes periodicas.

a) Supondo uma soluc¢ao de periodo 2, p e ¢, por exemplo, onde 0 <

p < ¢ < 1, a medida natural invariante p(u) é % se o intervalo contém p ou ¢, e zero

caso contrario.

18

1.7r q

15r q

131 q

11r q

Figura 3.11: Funcao p(u) onde a medida é %, se o intervalo contém o ponto p ou o
ponto g, e zero caso contrario.
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De acordo com (3.22), temos:

K = e [ In |1 — |+ In | £/ (2)ld(v % p)(z, )
[0,4-00) x[0,1]
1 400
= exp </ In |1 — pA;|dp(p) +/ In |f’(x)\dy(:v)>
0 0

In|l —pA\; In|l — g\;
_ {exp(n’ p)‘]|_|_ n | q)‘J|):|L

2 2
1 1
— ’1 _p)\j’2|1 _q)\j‘2L.

A condicao de estabilidade do estado sincronizado dada por (3.21) é:

K=L max A;=L max 1]1—p)\j|%|1—q)\j\% <1,

7j=1,..,n—1 7j=1,....,n—

onde \; sao os autovalores da matriz B = I — C, I a matriz identidade e C' a matriz

conexao.

Na figura 3.12, utilizaremos diferentes valores de p e ¢ e investigaremos
o comportamento do termo A; = |1 — pX;|2|1 — ¢Aj|2 em funcdo dos autovalores \;
da matriz B. Quando p e ¢ assumem os menores valores possiveis, ou seja, para
uma menor fragdo migratoéria, temos que max;—;,__,—1 A; é obtido pelos menores
valores de A;. Agora, para valores maiores de p e g, isto é, para uma maior fragao

migratoria, max;—;, . ,—1 /A, estd relacionado com os menores e maiores valores de

A
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Figura 3.12: Grafico de A; versus os autovalores )\; da matriz B, considerando:
a)p=0,2eq=0,3,bp=04eq=0,5¢p=0,6eq=0,7,
d)p=0,8eq=0,9.

b) Para uma solugao de periodo m, p, ..., q, por exemplo, onde 0 < p <
... < ¢ < 1, a medida natural invariante p(u) é % se o intervalo contém p,...,q, e

zero, caso contrario.

Nas figuras 3.13 e 3.14, o grafico de A em funcao do periodo m foi
plotado considerando para cada m, os pontos periodicos de periodo 2, [p,q], os
extremos do intervalo. No seu interior, estao dispostos os demais pontos periddicos,

m — 2, de forma a manter todos os pontos igualmente espacados.
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Na figura 3.13, seguem graficos com o objetivo de comparar para o
mesmo tipo de acoplamento, o caso m-peridodico com o exemplo 3.3.1, que tem a
medida invariante dada pela distribui¢ao uniforme, cujo intervalo [, 5] é continuo e
com infinitos periodos. Logo, encontramos os mesmos valores de A, para os maiores
valores de m, e assim, quanto menor for o periodo m, maior é a possibilidade de
sincronizacao para o caso m-peridodico em relacao ao caso continuo. De acordo com
3.13 a) e b), obtemos os menores valores de A quando utilizamos o acoplamento

global.

0.65 T T T T T T T T 0.36 T T T T T T T T

0.649 j 0.35F 1

0.648 1

0.647 [ 1

0.646 1 0331 ]

< 0.6451 1 < 0.32f 1

0.644 1 031F i

0.643 1

0.642 1

0.641 4 0291 ]

0.64 L L L L L L L L L L L L L L L L
2

Figura 3.13: Graficos de A em funcao do periodo m, considerando um anel de 5
sitios, [p, q] = [0,3,0,7] e: a) acoplamento local, b) acoplamento global.

Na figura 3.14, quanto menor for o tamanho da rede, maior é a possi-

bilidade de sincronizacao.
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0.806
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0.62 0.803, ; . . : > . : :
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0.9199 1

0.9198 1
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0.9197 4

0.8805 0.9196 1

0.9195 1
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Figura 3.14: Gréficos de A em funcdo do periodo m, considerando [p, ¢] = [0, 2,0, 8],
acoplamento local e um anel de n sitios: a) n =5, b)n="7,¢) n=9,
d) n=11.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo obtivemos o critério de estabilidade do estado sincrono.
Este estudo foi realizado com uma metapopulacao composta por n sitios, acoplados
via migracao independente da densidade, mas com dependéncia temporal. Nas
simulagoes, consideramos uma matriz configuracao de anéis ciclicos para a rede e

matriz de interacao simétrica.

Visando explorar o critério de estabilidade do estado sincrono, (3.22),
apresentamos exemplos, na secao 3.3. Através desses exemplos obtivemos alguns

resultados novos e outros ja conhecidos.
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Um dos resultados novos diz respeito a localizagao dos autovalores,
dentro do intervalo 0 < A; < 2. Encontramos para os menores valores de p,
max;—1,. n—1/\; sendo gerado pelos menores valores de ;. J& para os maiores valo-
res de 1, max;—;__,—1/\; corresponde tanto para os menores, quanto para maiores

valores de A;.

Outro resultado novo é a comparacao entre o caso onde a medida invari-
ante é dada pela distribui¢ao uniforme, cujo intervalo [, ] é continuo e com infinitos
periodos, e o caso m-periédico. Concluimos que temos uma aproximacao entre esses
dois casos quando consideramos os maiores periodos, para o caso m-periédico. E
ainda, quanto menor for o periodo m, maior é a possibilidade de sincronizagao para

o caso m-periddico, com relagao ao caso continuo.

Segundo Earn, Levin e Rohani (2000), e de acordo com os exemplos
3.3.1 e 3.3.2, para valores da fragao migratoria u, proximos de 0,7 e 0,8, respec-
tivamente, temos uma maior possibilidade de sincronizacao. E, nesse caso, quanto

maior for p, mais forte serd o acoplamento entre os sitios.

Nos exemplos vistos e, de acordo com Earn, Levin e Rohani (2000),
Rempel (2007) e Silva, Castro e Justo (2000), observamos que h&a uma maior proba-
bilidade de sincronizagao para um menor ntimero de sitios compondo a rede e para
o caso do acoplamento global, se compararmos com o acoplamento local. Percebe-
mos também, uma maior probabilidade de sincronizagao do sistema para os menores

valores do parametro r, quando temos o acoplamento local.
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4 CORREDORES DE CONSERVACAO E A
ESTABILIDADE DO ESTADO SiINCRONO

No capitulo anterior, estudamos a estabilidade do estado sincrono em re-
des de populacoes acopladas via migracao independente da densidade, considerando
que a partida dos individuos possuia dependéncia temporal. Como supomos o pro-
cesso de migracao de curta duragao, nao teremos perda de individuos e assim todos
que partem chegam em outro sitio. Neste capitulo, analisaremos essa chegada, cuja

distribuicao depende do tempo.

A criacao dos corredores de conservacao tem sido vista como uma al-
ternativa para a reducao dos efeitos negativos da fragmentacao do habitat. Os
corredores tém por funcao conectar sitios isolados e, como consequéncia, aumentam
as chances de uma possivel (re)colonizacado, a fim de manter populagoes e conservar

a biodiversidade.

De acordo com Earn, Levin e Rohani (2000), o aumento da conectivi-
dade ocasiona uma maior probabilidade de ocorrer sincronizacao em populagoes
locais, o que implica no risco de uma extin¢ao global, ja que, para termos uma ex-
tincao global, as populacoes locais deverao oscilar de forma sincronizada. Segundo
Silva, Castro e Justo (2000), se essas oscilagoes conduzirem a baixos valores, os
efeitos estocasticos podem causar a extincao local e como consequéncia, a extin¢ao

global, devido a sincronizacao.

Como estamos preocupados com a extingao, estudaremos as dinamicas
sincronas. Na secao 4.1 apresentaremos o modelo metapopulacional referente aos
corredores de conservagao, cujo processo migratério obedece a dinamica sazonal,
ou seja, em cada ciclo uma fragdo p constante de individuos de cada sitio migra,
segundo a distribuicao dependente do tempo C; = [cfj] Na sec¢ao 4.2 segue o critério
para a estabilidade local assintética do conjunto invariante sincronizado, com base

no modelo descrito na secao 4.1. J& na secao 4.3, analisaremos simulag¢oes numéricas



60

baseadas nos resultados obtidos na secao 4.2. E, para finalizar o capitulo, na secao

4.4, seguem as conclusoes.

4.1 O Modelo

O modelo metapopulacional que serd desenvolvido nesta secao, segue
inicialmente o modelo descrito na secao 2.1. Na sequéncia, descreveremos algumas

particularidades.

Neste caso, o processo migratorio obedece a dinamica sazonal, isto é, a
cada geragao uma fracdo p constante, (0 < p < 1), de individuos de cada sitio, ira
migrar segundo a distribui¢do dependente do tempo C; = [c;], onde c}; representa
a fracao de individuos com dependéncia temporal, que parte de um sitio j e chega

em um sitio <.

Definimos ¢(f(z])) = pf(x]) a densidade populacional que parte do
sitio j no final do tempo ¢. Desses individuos a proporgao cﬁj chegara no sitio ¢
no inicio do passo de tempo t + 1, sendo ¢}; = 0. A fragao de individuos c; sera

determinada a posteriori, de acordo com a topologia de rede considerada.

Supomos que, o processo de migracao é de curta duracao, e portanto
n

admitimos que é 100% bem sucedido, isto é, ) cﬁj = 1, ou seja, todos os individuos
i=1

que saem de um sitio j chegam em algum sitio ¢, para todo j = 1,2,...,n. Desta

forma, a equacao que descreve a dinamica da metapopulacao é dada por:
Ti = (L= p)f(x}) + Y cyuf(al), Vi=1,2,..n, (4.1)
j=1

onde o primeiro termo do lado direito representa a quantidade de individuos que
permanecem no sitio ¢, enquanto que o segundo termo da direita representa a soma
dos migrantes que chegam no sitio 2. Note que no modelo anterior, se¢ao 3.1, consi-
deramos a partida dos individuos possuindo dependéncia temporal, isto é, u;. Agora,

a dependéncia temporal refere-se a distribuicao Cy = [cf;].
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Ou ainda, como ¢(f(z])) = puf(x!), (4.1) nos fornece:

iy = fla)) — ¢(f(a}) + Zcﬁjcb(f(xi)), Vi=1,2,..n. (4.2)

4.2 Critério de Estabilidade do Estado Sincrono

Supomos inicialmente que a matriz conexao, Cy = [c!

i;], € duplamente

n n
estocastica, isto &, Y cj; = > cj; =1ec; = 0.
j=1 i=1
Seja {Catacp,) uma familia de matrizes irredutiveis, duplamente es-
tocasticas. Supomos h um mapeamento continuo em [0, 1], tal que ayr1 = h(ay),

considerando aq arbitrario e p uma medida ergddica h-invariante.

Uma orbita referente ao sistema (4.2) estéa em estado sincronizado se a
densidade em todos os sitios for a mesma, para todo o tempo t, isto ¢, x] = x;,Vj =
1,2,...,n. De acordo com a secao 2.3, a dinamica de cada sitio, em um sistema

sincronizado, satisfaz a dinamica de um sitio isolado.

Na sequéncia, iremos estudar a estabilidade local assintotica das solugoes
sincronizadas. Para tal, consideramos uma érbita cadtica sincronizada, e linearizamos
o sistema (4.2), Xy11 = F(X;), em torno do estado sincronizado, X; = (x4, ...,x;) €

R™.

A matriz Jacobiana do sistema, aplicada na orbita sincronizada é dada

por:

Fla)@—p)  fa)don . f(z)c,p

jom | T S0 Sk |

fl(xt)cinﬂ fl(%)cfﬂﬂ e f/(ift)(l — 1)
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Podemos escrever J; = [x] ], onde:
Fa)—p), i=j
Flac i)

Desta forma, J; admite a seguinte representacao:

Ji = f’(l"t)HBw (4.4)

onde Hp, = I — B, I é a matriz identidade e B; é a matriz definida por:

t t

1 _012 .. Cln
t t
—c 1 . —C

21 2n

Bt = 5 (45)
t t

_Cnl _C'ILQ e ]_

sendo B, =1—-C, e Zbgj: Zbgj:
=1 i=1

Supomos que a matriz C; = [c};] é irredutivel e nesse caso, o teorema de
Perron-Frobenius (Lancaster e Tismenetsky, 1985) garante que B; pode ser escrito

da seguinte forma:

B=q| : Q" (4.6)
0 A,

onde A; é uma matriz de dimensao (n — 1) X (n — 1) e () é a matriz mudanca de

base apropriada.
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Como Hp, = I — uB;, podemos escrever:

10 0
0
0 I - ,UAt

onde Hp, possui o autovalor A\ = 1 associado ao autovetor v = (1,...,1), que é a
diagonal do espaco de fase, ou ainda, o subespaco invariante restrito aos movimentos
sincronos. Logo, as perturbagdes nesse subespaco podem ocorrer livremente. Agora,
as perturbagoes transversais ao espago sincrono, I — A, deverao tender a zero, pois

queremos a estabilidade do estado sincronizado.

Desta forma, o estudo da estabilidade da solucao sincronizada fica re-

duzido a analise do comportamento das perturbacoes transversais a 6rbita sincrona.

Assim, substituindo (4.7) em (4.4), obtemos:

Jr = Qf (z)(I — pA))Q~, (4.8)

e analisaremos a evolugao de:

A1 = [z — pA) A, (4.9)

Se A; é uma familia de matrizes, (n — 1) x (n — 1), simultaneamente
diagonalizavel (ver Apéndice A), entao 35 inversivel tal que V¢:
At == SMtsil, (410)
para S constante e M; a matriz diagonal dos autovalores \;(t) de A;.

Substituindo (4.10) em (4.9), obtemos:

At-ﬁ-l = Sf,(l't)(_[ - [I,Mt)AtS_l.
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Fazendo a seguinte mudanca de variavel
A = SA,
e lembrando que S é constante, temos:

At—&-l = f/(ﬂﬁt)(I - MMt>£t-

Portanto, a perturbacao ﬁ(t) — 0, se e somente se:
. 1
lZmT_KX)“PT_l...Plp()HT < 1,

onde P, = f'(x¢)(I — ulMy), para todos os autovalores de A; (diagonal de M;).
Assim, todas as perturbacoes transversais ao subespaco invariante tendem a zero, e

as perturbacoes paralelas podem ocorrer livremente, por estarem no estado sincrono.

Podemos escrever:

T—1
1Py PLPo|| = ([(T = pMe—y).. (1 = M) || TT 1 (o)l (4.11)
ou ainda:
) 1 . = , 1
lim [Py PRl =l [|( = pMr)oen( = pMo)l|7 lim [T 1F (@)l (4.12)
t=0

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), supondo p h-invariante e ergodica,
o Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec (Apéndice B) garante a existéncia
e unicidade do limite acima, a menos de um conjunto p, de medida natural zero:
1 1
r—1 o =
lim I — M, = maX lim 1 — p( ) 4.13
Jim (n [ >H> ms lim <H| ’ ) (4.13)

De acordo com (4.12), a componente local é dada por:

1

L(xo) = lim | /(). f'(w0)| . (4.14)

que ¢é o numero de Lyapunov da orbita sincronizada, comecando em x, e a compo-

nente espacial é

Alag) = max lim [|(1 — pA; (1 — 1))..(1 — pA;(0))]|7. (4.15)

)\j (t) T—00
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E, conforme (4.12) e (4.13), podemos escrever:

7_11_}11;.10 ||PT,1P1P0H = L(.To)A<Oéo> (416)

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), considerando o sistema (4.2)
e admitindo que f é uma funcao suave, C', n xn, duplamente estocéstica e irredutivel

onde v é uma medida f-invariante e p é uma medida h-invariante, ambas ergodicas,

In*|f'(x)] € L'(v) e InT|]1 - pX(z)|| € L'(p), obtemos:
A =cop [ Inft -y (Oldple)
(0,1]
onde Ao = 0, \;(t) sao os autovalores de B; = I — C}.

Analogamente, encontramos:

71
1 o0
L =exp lim — Zln |f' ()] = exp/ In|f'(z)|dv(z). (4.17)
Ao negligenciarmos a dependéncia da condicao inicial x( e g, obtemos
L e A "anicos", a menos de um conjunto v e p, respectivamente, de medida zero.
Portanto, a condicao necessaria para a estabilidade assintotica local do conjunto

invariante sincronizado é:

LA < 1. (4.18)

Assim, a condigao necessaria para a estabilidade local assintotica do

conjunto invariante sincronizado, é dada por:

Kj = LA] <1
K = max LA; =L max A; <], (4.19)
j=1,2,..n—1 j=12,..n—1
ou ainda:
K;=LA; = exp/ In |1 — pX;(t)] +In|f(z)|d(v x p)(z,t) <1, (4.20)
[0,400)x[0,1]

para j # 0.
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Observacao:
Na pratica utilizaremos:
Ct = OétCG + (1 - Odt)CL, (4.2].)

onde C; é a matriz conexao com dependéncia temporal, formada por uma porcen-

tagem ay, referente a conexao global:

|'—‘ =]
|H
‘H

e}

[y

Co=| ™ a (4.22)

‘H

|H
‘H
(@)

comi,j =12 .. neld<ao <l

E a outra porcentagem, 1 — oy, referente a conexao local:

0 3 0 .. 0 3
5 0 5 0 0
Co=1 . , (4.23)
P |
0 0 3 0 3
: 0 0 3 0

comi,j=1,2,...,n.

A porcentagem oy em (4.21) representa a for¢a da conexao dos corre-
dores de conservacao. Na figura 4.1, observamos que quanto maior for ay, teremos
mais individuos circulando entre as arestas, por estarmos considerando o acopla-
mento global. Agora, quanto menor for «;, menor sera essa circulagao devido ao

acoplamento local.
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Figura 4.1: Gréafico representando a quantidade de corredores de conservacao.
Considere, \;, o e 17 os autovalores das matrizes, Cy, C e Cg, respec-
tivamente.

Sejam C, e Cg matrizes circulantes. Como as matrizes circulantes sao

simultaneamente diagonalizaveis, entao 35 inversivel, tal que V¢ temos:

Cp = SD;S™,
01 0
Cp=S5| :+ .+ [s7 (4.24)
0 On

e para a mesma matriz S inversivel, V¢ segue:

Co=SD;S™1,

T 0
Co=S| + . + |sh (4.25)
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Substituindo (4.24) e (4.25) em (4.21), obtemos:

C,=S5 ; : St (4.26)
0 ooy + (1 — ay)oy,

Logo, os autovalores da matriz C; sao:
A =am+ (1 —ay)o, (4.27)
onde 7 e o sao os autovalores das matrizes, Cg e Cp, respectivamente.

E como B; = I — C}, temos:

B, =S ; : S~ (4.28)
0 oo 1= (atnn + (1 — Oét)O'n>

que possui os autovalores:

M=1—(am+ (1 —ay)o). (4.29)

4.3 Simulacoes Numeéricas

As simulagoes a seguir foram realizadas no software Matlab, considerando
a configuracao para a rede unidimensional, anéis ciclicos, e a matriz conexao C}, dada
por:

Ct = OZtCG + (1 — O{t)CL, (430)

sendo uma porcentagem « referente a conexao global (C) e outra, 1 — ay, referente

a conexao local (C).



69

Nas simulacoes que seguem, estudaremos o comportamento de K =
LA, buscando as condigoes para obtermos a estabilidade do estado sincronizado
(K = LA < 1). Investigaremos o termo A, que possui dependéncia da fragao
migratoria, p, e dos autovalores 7 e o, das matrizes de conexao global (4.22) e local
(4.23), respectivamente. Encontraremos n — 1 autovalores o, diferentes de um e
n — 1 autovalores 7, iguais e diferentes de um, e nesse caso, A = max;—1,__,-1A; =
A;. Assim, iremos obter os mesmos autovalores, para o mesmo tamanho de rede e

acoplamento.

Exemplo 4.3.1. Suponha a densidade p(«), que define a medida invariante, dada

pela distribui¢ao uniforme em [, 3]:

p1 =0, se 0<a<vy
pla)= pe = 5, se y<a<f
p3 =0, se B<a<l,
\
onde 0 < v < (< 1.
1B~y
o ‘
0 Y B

Figura 4.2: A densidade p(a) que define a medida invariante.
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Segundo (4.20), temos:
Ky = e [ In|1 = pAs(a)] +In | /() d(v x p)(z, )
[0,4-00) x[0,1]

= e ([ - py@ldpta) + [ i)

B
= (expﬁiv/7 1n|1—uAj(oz)|da>L.

Como \j(a) =1 — (ac + (1 — a)n), segue:

B
/ In |1 — u(1 — (a0 + (1 — a)n))\da) L

v

Logo a condigao de estabilidade do estado sincronizado, dada por (4.19),

B
/ In|l—pu(l—(ac+ (1 - a)n))|da> < 1.
gl
Na figura 4.3, segue o grafico de A em funcao de v, com 5 = 0,9 e

= 0,8. Quanto maior for o valor de 7, menor é o valor de A. Assim, teremos
uma maior possibilidade de sincronizagao para o intervalo [, §] contendo os maiores
valores, o que significa um maior valor de «, que de acordo com (4.30), implica na

matriz conexao C; formada por uma maior porcentagem da matriz conexao global,

Cq.



0.2

0.18F

0.16

0.1r

0.08

0.06

Figura 4.3: Gréfico de A
w=0,8.
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(@)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

em funcao de v, para um anel de 5 sitios, com 3 =0,9 e

Na figura 4.4 analisaremos o comportamento do grafico de A em func¢ao

da fracao migratoria, p, para um anel de 5 sitios, com [y, 3] = [0,6,0,7]. Conforme

os valores de u crescem, temos uma diminuicao nos valores de A. Ja para os maiores

valores de g, ha um au

mento no valor de A. Assim, para um valor da fracao

migratoria, p, proximo de 0,8, maior é a possibilidade de sincronizacao.

0.9r

0.8

0.5F
0.4r
0.3F

0.2
0

Figura 4.4: Grafico de A
sitios.

(@)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

em fungao de p, com [y, 5] = [0,6,0, 7] para um anel de 5
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Exemplo 4.3.2. Considere a densidade p(a), que define a medida invariante, dada

pela distribui¢ao uniforme em [a* — €, a* + €|:

p1 =0, se O<a<a*—ce
pla)= pzzi, se af —e<a<a+e
p3 =0, se af+e<a<l,

sendo 0 < a* —e<a*+e< 1.

De acordo com (4.20), temos:
Ky = ey [ In |1 = ug(a)] + In () d(w x p)(z, )
[0,+00)x[0,1]

— e [/011n|1—,u)\j(oz)|dp(a)+/0+Ooln|f’(x)|dv(x)}

1 a*te
= <exp§/ In|l-— ,u)\j(oz)|doz) L.

—€

Agora, como \j(a) =1 — (a0 + (1 — a)n), temos:

1 a*+e
= (e [t~ (o 0 ) 1

*—e
Logo, a condicao de estabilidade do estado sincronizado é dada por:

K = L max A

Jj=1,...,n—1
1 a*te
K = L max l(epr—/ 1n|1—,u(l—(oza—i—(l—oz)n)ﬂda) < L
j=1,...n— € Jor—c

Na figura 4.5 iremos analisar o comportamento de A, em funcao de
a*, considerando um anel com 5 sitios, up = 0,3 e p = 0,8. Obtemos os menores
valores de A para os maiores valores de a* e p. Assim, ha uma maior possibilidade
de sincronizac¢ao, quando assumimos o intervalo [o* — €, a* + €] contendo grandes

valores, que de acordo com 4.30, como « € [a* — €,a* + €], a matriz conexao C; é

formada por uma maior porcentagem da matriz conexao global, Cg.
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Figura 4.5: Graficos de A em funcao do parametro o*, para um anel de 5 sitios,
considerando: a) u=0,3,b) u=0,8.

Na figura 4.6, seguem graficos de A em funcao da fragdo migratoria p,
considerando a* = 0,2 e o* = 0, 8, para um anel de 5 sitios. Conforme o valor de u
cresce, ha uma diminuicao dos valores de A. Ja para os maiores valores de i, apos
A atingir um valor minimo, temos um aumento nos valores de A. Assim, temos uma

maior possibilidade de sincronizacao para valores da fracao migratoria, p, proximos

de 0, 8.

Comparando os graficos onde a* = 0,2 e a* = 0,8, 0s menores valo-
res de A sao gerados pelos maiores valores de a*. Assim concluimos que a matriz
conexao (', composta de uma porcentagem maior da matriz conexao global, fa-
vorece a sincronizacao, em comparacao com a matriz conexao C}, formada por uma

porcentagem maior da matriz conexao local.
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() (b)
1 ! ! ! ! 1 ! ! ! !
0.9 4 0.9 4
0.8 1 0.8 1
0.7t 0.7t 1
0.6 4 0.6 4
< 05 4 < 05f 4
0.4 4 0.4 4
0.3 1 0.3 1
0.2f 1 0.2f 1
0.1 4 0.1 4
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
u u

Figura 4.6: Graficos de A em func¢do de pu, considerando 5 sitios e: a) a* = 0,2,
b) a* =0,8.

Exemplo 4.3.3. a) Considere agora uma medida natural invariante dada por solugoes

periodicas.

Para uma solucao de periodo 2, p e ¢, por exemplo, a medida natural

1

invariante p(«) é 3, se o intervalo contém p ou ¢, e zero caso contrario. Supomos

0<p<qg<1eadmitimos p < a <q.

18 T T T T T T

16 q

141 q

1.2 q

11r q

Figura 4.7: Fungdo p() onde a medida é 3, se o intervalo contém o ponto p ou o
ponto g, e zero caso contrario.
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De acordo com (4.20), temos:

K = e [ In |1 — pg(@)] + In | f/(@)|d(w x p)(, 1)
[O,+oo)><[0,1]

o [( [ =@l + ([ it

_ [exp (hl\l—/w(p)l+1n!1—Mj(q)\)}L

2 2
= L=\ - p (@)L
Como \;(a) =1 — (a0 + (1 — a)n), segue:

Kj=1—p(l— (po+ (1 —pm)|2[1 - u(1 — (g0 + (1 — q)n))|2 L.

A condicao de estabilidade do estado sincronizado é dada por:

K = L _max [1—p(l—(po+(1=pm)]2[1 = pu(l = (g0 + 1 —am)|? < 1.

Na figura 4.8, segue o grafico de A em funcao de p, para ¢ fixo. Quanto
menor for a distancia entre p e ¢, contendo os maiores valores, menor é o valor de
A. Logo, temos uma maior possibilidade de sincronizacao para um maior valor de
a, o que implica na matriz conexao C}, sendo formada por uma maior porcentagem

da matriz conexao global.
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0.15 T T T T T T

0.13

0.12

0.11

0.1

0.09

0.08

0.07

0.06 . . . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 4.8: Grafico de A em fungao de p, com ¢ = 0,9, u = 0,8 e considerando um
anel de 5 sitios.

Na figura 4.9 observamos que conforme g cresce até 0,8, temos uma
diminuicdo nos valores de A. Agora, para p > 0,8 ha um aumento no valor de
A. Portanto, para valores da fracao migratoria, p, proximos de 0,8, maior é a

possibilidade de sincronizacao.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.9: Grafico de A em funcao de p, para um anel de 5 sitios com p = 0,6 e
q=0,T7.

b) Para uma solugao de periodo m, p, ..., ¢, por exemplo, onde 0 < p <

... < q < 1, a medida natural invariante é % se o intervalo contém p,...,q, e zero

caso contrario.
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Nas figuras 4.10 a), o grafico de A em fungao do periodo m foi obtido
considerando para cada m, os pontos periddicos, de periodo 2, [p, ¢] = [0, 2,0, 8], os
extremos do intervalo, cujo interior contém os demais pontos periddicos, m — 2 e
todos igualmente espagados. Na figura 4.10 b), segue o grafico de A em fungao de p,
com a medida invariante, dada pela distribuigao uniforme em [y, §] (exemplo 4.3.1).
Utilizando o mesmo valor da fragdo migratéria p, obtemos o mesmo valor de A em
a) e b), para os maiores valores de m em a). Notamos ainda, que para os menores
periodos m, maior é a possibilidade de sincronizacao para o caso m-periodico em

relagao ao caso continuo.

(a) (b)

0.205| 09

0.8-
0.21

0.7-
0.195F

0.191
0.5-

0.185
0.4r

0.3r

0.175 L L L L L L L L 0.2
2 0

Figura 4.10: Gréaficos de: (a) A em fungao do periodo m, considerando um anel de
5 sitios e p = 0,8, (b) A em fungao de p, para um anel de 5 sitios com

[77 B] - [07 2,0, 8]

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, obtivemos o critério de estabilidade do estado sincrono
para uma metapopulacao composta por uma tnica espécie e acoplada via migracao
com dependéncia temporal. Para tal, consideramos um sistema de n sitios, uma

configuragao da rede como anéis ciclicos e a matriz de interacao simétrica.

Para explorar o critério de estabilidade do estado sincrono, obtido em

(4.20), apresentamos exemplos (se¢ao 4.3), que nos permitiram algumas conclusoes.
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De acordo com os exemplos, temos uma maior possibilidade de sin-
cronizacao para os maiores valores de «, ou seja, quando a matriz conexao C} é for-
mada por uma porcentagem maior da matriz conexao global. Observamos também,
que para valores da fracao migratoria, p, proximos de 0, 8, maior serd a possibilidade

de sincronizacao.

Obtivemos um resultado novo ao compararmos o caso onde a medida
invariante é dada pela distribui¢ao uniforme, cujo intervalo [y, 5] é continuo e com
infinitos periodos, e o caso m-peridédico, para o mesmo valor de p. Concluimos que
os menores valores de A sao obtidos, para m grande. E ainda, para os menores
periodos m, maior é a possibilidade de sincronizacao para o caso m-periédico em

relacao ao caso continuo.
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, modelamos a migracao com dependéncia e independén-
cia da densidade. No capitulo 2, analisamos os efeitos causados pela migracao depen-
dente da densidade, baseados em trabalhos ja publicados. Nesse caso, consideramos
que a migracao pode ocorrer por excesso ou escassez de individuos. Inicialmente,
estudamos a instabilidade gerada pela migracao e, apos, obtivemos um critério de

estabilidade do estado sincrono.

Nos capitulos 3 e 4, modelamos a migragao com independéncia na den-
sidade. Nesses capitulos, apos obtermos um critério de estabilidade do estado sin-
crono, considerando a migracao com dependéncia temporal, realizamos simulacoes.
Esses critérios obtidos estao de acordo com o trabalho desenvolvido por Earn, Levin
e Rohani (2000) e sdo compostos pela componente local, nimero de Lyapunov da

orbita sincronizada, e pela componente espacial.

No capitulo 3 supomos a partida dos individuos, representada pela
fragao migratoria, dependente do tempo. Fazendo uso do critério obtido, concluimos
que para valores da fracao migratoria p, proximos de 0,7 e 0,8, maior sera a possi-
bilidade de sincronizacao e mais forte serd o acoplamento entre os sitios. Notamos
ainda, que ha uma maior probabilidade de sincronizacao quando a rede é composta

por um ntimero menor de sitios e para o acoplamento global.

Buscamos também uma relacao entre o caso onde a medida invariante
é dada pela distribuicao uniforme em intervalo continuo e com infinitos periodos, e
o caso m-periodico. Assim podemos concluir que h&d uma aproximacao entre esses
dois casos quando consideramos os periodos relativamente grandes, para o caso
m-periddico. E ainda, para os menores periodos m, maior é a possibilidade de

sincronizacao para o caso m-periédico em relacao ao caso continuo.
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Outra comparagao feita diz respeito ao critério de estabilidade do estado
sincrono desenvolvido no trabalho de Giordani (2006), em que a migragao independe
da densidade dos sitios, com o critério desenvolvido no capitulo 3. Através das

simulacoes obtivemos os mesmos resultados para esses dois critérios.

Apos o estudo da partida dos individuos, nos detivemos na chegada,
uma vez que, todos os individuos que partem chegam em algum sitio e, devido a

migracao ser de curta duragao, nao ha perdas de individuos durante o processo.

Assim, no capitulo 4 presumimos que uma fragao constante migra, con-
forme a distribui¢ao dependente do tempo. De acordo com o critério obtido, conclui-
mos que para os maiores valores de «, temos uma maior possibilidade de sincroniza-
¢ao, ja que, quando a matriz conexao C; é formada por uma porcentagem maior da
matriz conexao global a chance de sincronizacao é maior. Notamos também uma
maior possibilidade de sincronizacao para valores da fracao migratoria, p, proximos

de 0, 8.

Comparamos ainda o caso cuja medida invariante é dada pela dis-
tribuicao uniforme em um intervalo continuo e com infinitos periodos e o caso m-
peridédico. Assim, obtivemos os mesmos valores de A para esses dois casos, desde
que m seja relativamente grande. E ainda, para os menores periodos m, maior é a

possibilidade de sincronizacao para o caso m-periddico em relacao ao caso continuo.

Ao final, comparamos os critérios desenvolvidos para a migracao depen-
dente e independente da densidade. Uma das vantagens da migracao dependente do
tempo (capitulos 3 e 4), em relacdo a migracao dependente da densidade (capitulo
2) é a maior liberdade em trabalhar o critério desenvolvido para a estabilidade assin-
totica local do conjunto invariante sincronizado, LA < 1. Isso porque, quando L e
A dependem de duas funcoes diferentes, podemos estudar de maneira independente

essas duas expressoes.

Como neste trabalho consideramos apenas a rede unidimensional, na

forma de anéis ciclicos, a utilizacao de redes bidimensionais seriam um complemento
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a esse estudo. Outro fator a ser considerado futuramente seria a utilizagao de outra

funcao f para simularmos a dinamica local.
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Apéndice A MATRIZES CIRCULANTES

O primeiro registro feito de uma matriz circulante é um artigo escrito

por E. Catalan, em 1846 (Carlson, 1982).

Uma matriz circulante (n X n) é uma matriz complexa da forma:

C1 Co Cn
Cn €1 . Cp

C = circe(ey, ey ooy ) = n ‘ ! ‘ n‘ . (A.1)
Co Cn C1

Observamos na matriz circulante que cada vetor linha é deslocado um

elemento para a direita, em relagao ao vetor linha anterior.

O conjunto de n x n matrizes circulantes formam uma algebra comu-
tativa, uma vez que para quaisquer duas matrizes circulantes A e B, a soma A+ B

¢ circulante, o produto A.B é circulante e AB = BA.

Na analise numérica, matrizes circulantes sao importantes pois sao di-
agonalizaveis por uma transformada de Fourier e assim, as equacoes lineares, que
contém matrizes circulantes, podem ser resolvidas através de uma transformada de

Fourier. Portanto, temos:
C =FDF 1, (A.2)

onde C' é uma matriz circulante, F' = [f;;] é uma matriz de Fourier, com 4,j =

1,2,...,n, sendo F' = \/Lﬁ(z(i—l)(j—l)> e z = exp(=2);

n
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1 1 1 1
1 Z 22 21
1
F= ﬁ 1 22 24 z2(n—1) (A 3)
1 Zn—l 22(71—1) z(n—l)(n—l)

A matriz D é a matriz diagonal dos autovalores (; de C com k =1, ..., n,

onde:

e = p(z"7), (A4)

n—1

ep(z)=c1+cx+ ..+

As matrizes circulantes sao diagonalizéveis, e as colunas de F' sao au-
tovetores para qualquer matriz circulante. Logo, se A e B sao matrizes circulantes,

temos

A=FOF! (A.5)
B=FoF, (A.6)

onde © e ® sao as matrizes diagonais dos autovalores 6; e ¢;, com ¢ = 1,...,n das

matrizes A e B, respectivamente. Assim, AB = FO®F~! com os autovalores 6;¢;.
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Apéndice B TEORIA ERGODICA

A teoria ergodica de sistemas dinamicos é uma ferramenta matemaética

que surgiu devido a necessidade de entender e compreender sistemas cadticos.

De acordo com o teorema fundamental da Teoria Ergodica (Oliveira,
2006), para qualquer subconjunto mensuravel e para quase todo ponto, existe um
tempo médio de permanéncia da orbita do ponto nesse conjunto. O teorema que
calcula o tempo médio de permanéncia para quase todo ponto é o Teorema Ergoddico
de Birkhoff. Antes de enunciarmos esse teorema, definiremos tempo médio de per-

manéncia de uma orbita em um conjunto.

Dado z € N e um conjunto mensuravel £ C N, determinaremos com

que frequéncia a orbita de x por f visita F, isto é, calcularemos

o< j<n—1:fi(x)e E}

U, (E,z)= B.1
(E,) - (B.1)
onde #F é o nimero de elementos de F.
Note que (B.1) equivale a
1 n—1
UalBt) = o X el o)) (B2
j:

onde yg é a funcao caracteristica do conjunto F, isto é, xyg =1sex € F e xg =0,

caso contrario.

Quando n — oo, denotamos o tempo médio de permanéncia da orbita

de z em FE o limite

V(E,z) = lim V,(E,z), (B.3)

n—oo

quando existe. Porém, nem sempre esse limite existe, (Oliveira, 2006).

A seguir, apresentaremos o enunciado do Teorema Ergddico de Birkhoff,

cuja demonstragao pode ser encontrada em Oliveira (2006).
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Teorema B.0.1. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja f : N — N wuma transfor-
mag¢ao mensururdvel e i uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao

integrdavel p : N — R o limite

Br) = lim 23 (2 (2)). (B.4)

n—oo N,

existe em -quase todo ponto x € N. Além disso,

/amwuwa/ﬂwwm» (B.5)

Na sequéncia, enunciaremos o Teorema Ergodico Multiplicativo de Ose-

ledec, (Eckmann e Ruelle, 1985):

Teorema B.0.2. (Teorema Ergédico Multiplicativo de Oseledec) Seja p uma medida
probabilidade no espago N e f: N — N uma medida invariante, tal que p € ergddica.
Considere também T : N — Apxn, (Amxn G0 todas as matrizes m x n), uma

aplicacao mensurdvel tal que

/ﬁuwmyuﬂmu<w, (B.6)

onde log* v = max(0,logu). Defina a matriz T = T(f" 'z)..T(fz)T(x). Entio

para p-quase todo x, o sequinte limite existe

lim (T0*T")2n =T. (B.7)

n—oo

(Denotamos T, * a matriz adjunta de T

W, e consideramos % raizes da matriz positiva
Tk rn
T.*T").
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