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RESUMO

Como os assuntos relacionados à extinção de espécies e conservação da
biodiversidade são de grande importância, devemos concentrar-nos em ações que
visem a sua manutenção e perpetuação. Para isso, o trabalho propõe-se a estu-
dar quais são as condições para que ocorra o fenômeno da sincronização causado
pela migração, já que o risco de extinção de uma espécie pode aumentar quando
temos sincronização no sistema. Neste sentido, obteremos um critério para a estabi-
lidade do estado sincronizado sob determinadas condições. Como podemos modelar
a migração dependente ou independente da densidade, primeiramente faremos um
breve estudo sobre a migração dependente da densidade e veremos resultados re-
centes sobre a dinâmica de metapopulações. Em uma segunda etapa, iremos focar
a migração independente da densidade. Para tal, supomos o processo migratório
obedecendo à dinâmica sazonal. Admitimos inicialmente a partida de indivíduos
através da fração migratória com dependência temporal e, após, consideramos uma
fração constante, migrando conforme a distribuição dependente do tempo, represen-
tando a chegada. Para o desenvolvimento deste estudo, iremos modelar um sistema
de n sítios discretos no tempo e no espaço, considerando a con�guração da rede na
forma unidimensional (anéis cíclicos) e a matriz de interação simétrica.
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ABSTRACT

As the issues related to the species extinction and biodiversity are very
important, we have to concentrate on actions that lead to their maintenance and
perpetuation. My aim is to study the conditions which create the synchronization
phenomenon caused by migration, having in mind that a species extinction risk
may increase if there is synchronization in the system. In this sense, we are going to
establish a criterion for the synchronized state's stability grounded on determined
conditions. As we can pattern migration dependent or not on density, �rst, we
will brie�y study the migration that depends on density. Then recent results about
met populations dynamic will be obtained. On a second moment, the focus will
be on migration independent on density. With this purpose, we suppose that the
migration process is lead by a seasonal dynamic. At �rst, we report us to the
individuals departure throughout the migration fraction with temporal dependence.
After, a constant fraction will be considered, migrating according to the distribution
depended on time. It represents the arrival. In the development of this study, a
system of n patches which are time and space bounded will be patterned. Thus,
the net con�guration on a one-dimensional shape (cyclical rings) and the symmetric
interaction matrix will be considered.
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1 INTRODUÇÃO

O termo metapopulação é utilizado para caracterizar uma estrutura
populacional no espaço. Essa estrutura, referente à população total, é composta por
subpopulações ou populações locais, que ocupam fragmentos de habitat (sítios ou
"patches") espacialmente separados e conectados por movimentos migratórios.

Cada sítio, além de possuir as condições necessárias para a reprodução e
persistência da espécie, está cercado por um ambiente impróprio para a sobrevivên-
cia, e, nesse caso, a interação entre as subpopulações - a forma como os indivíduos
se movimentam - é o que mantém a metapopulação. No contexto deste trabalho, as
palavras migração e dispersão serão usadas para descrever o movimento dos indiví-
duos de um sítio a outro e, portanto, não há diferença entre elas.

A teoria metapopulacional é extremamente útil para biólogos e ecolo-
gistas, pois a maioria dos animais selvagens ocupam ambientes fragmentados. E,
de acordo com a realidade, a busca pela preservação de espécies, mesmo quando
populações locais são extintas, torna-se apelativa.

A taxa de dispersão entre os sítios pode ser afetada por diversos fatores.
Podemos citar as características do indivíduo (estágio de vida, genética, etc), a
dinâmica populacional e os fatores internos (con�itos por recursos) e externos aos
sítios (fuga para evitar procriação consanguínea) (Hansson, 1991). Porém, existe
um limite para essa taxa, que é compatível com a permanência da população local
e da metapopulação.

Os efeitos da dispersão são os mais variados, desde desestabilizar um
sistema, que no isolamento é estável (Rohani e Ruxton, 1999); estabilizar a dinâmica
de uma população, (Doebeli, 1995); aumentar e até mesmo diminuir o tamanho da
população, o que, nesse caso, coloca em risco a persistência de uma metapopulação.
Assim, a migração pode ter efeitos positivos ou negativos para a metapopulação.
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Podemos modelar a migração através de duas formas: dependente ou
independente da densidade populacional do fragmento. De acordo com Hansson
(1991), podemos encontrar alguns exemplos nos quais a migração dependente da
densidade tem sido observada em diferentes invertebrados, como gafanhotos e les-
mas. Entretanto, a dispersão de insetos é afetada fundamentalmente por condições
climáticas que nesse caso, independe da densidade.

Vários são os trabalhos que trazem a migração dependente da densi-
dade, dentre muitos citamos Silva, Castro e Justo (2001), Giordani e Silva (2005),
Giordani (2006), Barrionuevo e Silva (2006) e Rempel (2007). Quando nos referimos
à dispersão com dependência da densidade, estamos nos baseando no fato de que
os indivíduos não deixam o sítio local a menos que a população ultrapasse um nível
crítico pré-estabelecido. De acordo com esse contexto, estudos de Giordani (2006) e
Rempel (2007), trazem uma análise da possibilidade da instabilidade induzida pela
migração ser gerada no sistema dinâmico, sendo essa instabilidade veri�cada se para
populações de uma única espécie isolada existe estabilidade e, quando há migração,
o sistema torna-se instável.

Nesse estudo, estaremos considerando a dispersão com dependência
temporal, ligada a fatores externos, tais como temperatura, precipitação e sazo-
nalidade, já que, de acordo com Zhou et al. (1997), a independência na densidade
e o uso de variáveis ambientais como temperatura são frequentemente negligen-
ciados ou representados em modelos ecológicos meramente como uma interferência
externa. Assim, em Zhou et al. (1997) é apresentada uma análise sobre os im-
portantes efeitos da temperatura de inverno na população de pulgões, concluindo
que o aumento da temperatura pode induzir dinâmicas complexas na população de
insetos, embora o principal efeito encontrado tenha sido o aumento da densidade
do equilíbrio. Portanto, ressaltamos a importância dos fatores externos para uma
determinada dinâmica populacional.

Modelos ecológicos simples podem exibir dinâmicas complexas. E, se-
gundo Doebeli (1995), modelos populacionais com gerações discretas exibem uma
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variedade de comportamentos, que vão desde o equilíbrio estável até ciclos de ordem
superior e caos. O caos, além de causar oscilações desenfreadas, pode reduzir o
grau de sincronia devido à separação exponencial de órbitas próximas, e, com isso,
diminuir o risco de extinção (ver Silva, Castro e Justo (2000)). Logo, de acordo com
Earn, Levin e Rohani (2000), há uma correlação positiva entre a probabilidade de
extinção e o grau de sincronização das oscilações.

Nos trabalhos de Giordani (2003) e Giordani e Silva (2004), podemos
observar diversos padrões espaciais. Em seus estudos, podemos ver a con�guração
da população exibindo alguns padrões espaciais causados pela migração dependente
da densidade. De acordo com as observações de Giordani e Silva (2004), padrões
mais irregulares e complexos aparecem de forma mais intensa quando a dinâmica lo-
cal é dada pela exponencial logística (f(x) = xer(1−x)). Assim, em Giordani (2003),
que utiliza também essa dinâmica local e com a con�guração da rede dada por re-
des unidimensionais em forma de anel cíclico, foram observados padrões espaciais
periódicos (com simetria) e padrões espaciais mais complexos. Já quando a con�gu-
ração da rede é da forma bidimensional com vizinhança de Moore e a dinâmica local
conforme descrita acima, foram obtidos padrões da forma "crystal lattice" (padrão
cristalino). Alguns dos padrões encontrados apresentam periodicidade e outros não
possuem nenhuma forma de regularidade, sendo alguns desses caóticos.

Dentre os vários padrões espaciais complexos existentes gerados pela
migração, podemos destacar a sincronia espacial. Vários são os estudos (Silva, Cas-
tro e Justo (2000), Giordani (2006) e Giordani e Silva (2005), Giordani e Silva
(2007)) que enfatizam a importância desses padrões para a metapopulação. Tais
padrões são atribuídos a vários fatores e podem aparecer em vários níveis, desde o
nível local até emergir em padrões que envolvam todos os sítios concomitantemente.
Portanto, dentre tais comportamentos, a sincronização é um dos fenômenos que se
destaca pela sua importância e abrangência.

Desse modo, por mais de um século, ecologistas vêm estudando a questão
de porque muitos sistemas populacionais exibem oscilações sincronizadas. De acordo
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com Hall, Jones e Turchin (2003) e Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004), no ar-
tigo que inaugurou os estudos sobre ciclos populacionais, Charles Elton investigou
questões que envolviam sincronização. Em seu trabalho posterior, dados da Hudson
Bay Company sobre peles de lince, auxiliaram na identi�cação de sincronização no
ciclo do lince em uma ampla região do Canadá (1924). Já em 1953, o australiano
Patrick Moran, inspirado em seu colega Charles Elton, da Oxford University, desen-
volveu métodos estatísticos para a análise de padrões cíclicos e, além disso, propôs
um mecanismo formal para explicar a sincronia em grandes escalas espaciais. Tal
trabalho pioneiro de Moran desencadeou novos estudos e, com isso, o rápido ama-
durecimento da teoria de dinâmica populacional espacial na década de 1990, (Hall,
Jones e Turchin, 2003).

Uma de�nição tradicional de sincronia espacial refere-se às coincidentes
alterações na abundância ou outras características que variam no tempo, referindo-
se às populações geogra�camente disjuntas, (Liebhold, Koenig e Bjornstad, 2004).
Dizemos que um sistema está em estado sincronizado se todas as subpopulações
(sítios ou fragmentos) possuírem o mesmo número de indivíduos, porém a densidade
populacional não se mantém constante ao longo do tempo, (Giordani e Silva, 2007).

Dentre as de�nições de sincronia, temos a sincronização completa que,
de acordo com Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004), ocorre quando as oscilações
de duas subpopulações juntam-se, tornando-se idênticas com nenhuma distância as
separando. Isto é, as populações em todos os sítios evoluem no tempo com mesma
amplitude e fase.

Agora, daremos atenção ao conceito de sincronização de fase. Tal con-
ceito tem sido amplamente empregado para explicar sincronização de complexos
osciladores tanto em observações quanto em modelos de comunidades ecológicas
(Cazelles e Stone, 2003). Dizemos que duas populações estão com sincronia de fase
se existe periodicidade ou sincronia entre os seus componentes de fase, embora suas
amplitudes associadas podem permanecer sem correlação. Notamos que, apesar das
duas populações apresentarem picos no mesmo tempo, os valores máximos não têm
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necessariamente a mesma magnitude. Então, o fato de termos sincronia de fase não
signi�ca que temos sincronização completa.

Na �gura 1.1, seguem dois grá�cos exempli�cando a sincronização com-
pleta (a) e a sincronia de fase (b). Para isso, utilizamos o modelo proposto por Jansen
(1995) que é uma versão para duas subpopulações do modelo de Lotka-Volterra, em
que dois sítios estão acoplados através do processo migratório. Consideramos Ni e
Pi as densidades para as presas e predadores, respectivamente, no sítio i, tal que
i = 1, 2, r a taxa de crescimento da população de presas na ausência de predadores,
µ a taxa de mortalidade do predador e dn e dp são as taxas de migração da presa e
do predador.

P
1

P
2

100 120 140 160 180 200

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

a)
N
1

N
2

10 20 30
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6

b)

Figura 1.1: Grá�cos referentes à: a) sincronização completa, com as condições inici-
ais P1(0) = 4, P2(0) = 5 e r = 1, µ = 1, dp = 0, 1 e dn = 0, b) sincronia
de fase, com as condições iniciais N1(0) = 5, N2(0) = 6 e r = 1, µ = 1,
dp = 1, 1 e dn = 0, 001.

A indenti�cação de sincronização entre duas populações pode não ser
uma tarefa simples. De acordo com Cazelles e Stone (2003), estudos enfatizam
que, em alguns casos, a �oresta de Lepidoptera permanecia em sincronia mesmo
quando todas as populações não atingiam simultaneamente densidade superior em
cada ciclo. Assim, identi�car com sucesso os sinais de sincronia em dados ecológicos
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e ambientais não é uma questão trivial, e, para facilitar tal identi�cação, fez-se uso
de medidas de sincronia.

Essas medidas de sincronia quanti�cam como as séries temporais ten-
dem a �utuar na mesma direção e no mesmo tempo. Estudos de Liebhold, Koenig
e Bjornstad (2004) e Cazelles e Stone (2003) nos apresentam a análise de fase como
um método que torna possível estudar sincronias fracas e imperfeitas, as quais são
comumente encontradas na biologia de populações. Já a análise pelo coe�ciente de
correlação é menos sensível na detecção de sincronia quando as irregularidades das
amplitudes mascaram oscilações periódicas.

A sincronia de populações pode envolver populações disjuntas de mesma
espécie ou de espécies diferentes, tais como predador-presa, e em diferentes escalas es-
paciais - local, regional e continental (Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) e Cazelles
e Stone (2003)). A sincronia espacial é comum entre populações próximas e geral-
mente diminui à medida que aumenta a distância entre as populações.

Identi�camos três mecanismos que podem desencadear a sincronia em
dinâmicas de populações:

• dispersão entre as populações;

• efeito Moran;

• interações tró�cas com populações de outras espécies que estão sincro-
nizadas.

O primeiro mecanismo citado é o processo da dispersão, que possui in-
�uência direta na dinâmica, visto que, populações conectadas pela dispersão tendem
a �utuar de forma síncrona porque o aumento da densidade de um sítio produz emi-
grantes para os sítios vizinhos, reduzindo a heterogeneidade das �utuações popula-
cionais locais (Ribeiro et al., 2007). Portanto, a dispersão entre populações promove
a redução do tamanho de populações relativamente grandes e, consequentemente, o
aumento de populações relativamente pequenas.
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Como a dispersão está muitas vezes restrita localmente e é dependente
da distância, esperamos que as populações exibam um forte decaimento na sincronia,
conforme aumenta a distância entre elas, mostrando uma relação negativa entre o
nível de sincronia e a distância. Porém, é possível encontrar exemplos de sincronia
entre populações separadas por grandes áreas geográ�cas, mostrando que o grau
de sincronia independe da distância. Por exemplo, podemos citar a ocorrência de
�utuações sincronizadas de populações de ovinos em duas ilhas, do arquipélago St
Kilda (Cazelles e Stone, 2003). Pela distância, a sincronia observada na população
tem origem provavelmente nas �utuações ambientais (tempestades de março e as
temperaturas de abril), mais do que pelos efeitos da dispersão.

O outro mecanismo que está ligado a fatores exógenos é conhecido por
efeito Moran. Esse efeito sugere que duas populações reguladas pelos mesmos fa-
tores dependentes da densidade tendem a �utuar em sincronia sob a in�uência indi-
reta de variações ambientais comuns (Ribeiro et al., 2007). Essas variações podem
ocorrer em grandes escalas espaciais, tais como os efeitos do El Niño e as vari-
ações climáticas no Atlântico Norte (NAO) (Cazelles e Stone, 2003). O efeito do El
Niño, por exemplo, tem sido relacionado com as oscilações da epidemia da cólera em
Bangladesh (Cazelles e Stone, 2003). No hemisfério norte, as variações climáticas no
Atlântico Norte (NAO) in�uenciam tanto dinâmicas ecológicas no sistema terrestre,
relacionada à sobrevivência da população de ovinos, quanto aquático, sincronizando
plânctons em lagos europeus.

Existem fortes evidências mostrando que processos ecológicos e popu-
lacionais são afetados por �utuações climáticas. Em Cazelles e Stone (2003), en-
contramos alguns exemplos, como os de dinâmicas de populações de linces que são
compatíveis com a estrutura regional, a qual é causada por características climáti-
cas ou de dinâmicas de populações de pássaros no sul da Noruega, também afetadas
pelas variações climáticas.

Finalmente, o mecanismo ligado a interações tró�cas. Inicialmente,
mencionamos que o clima não é o único fator exógeno (in�uência indireta) que
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pode sincronizar populações. Algumas espécies podem ser sincronizadas através de
�utuações síncronas em populações que estão em um diferente (maior ou menor)
nível tró�co. Estudos de Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) mostraram que certas
condições de sincronia espacial entre populações de uma única espécie podem ser
propagadas para populações de outras espécies na cadeia alimentar. Referências
de Liebhold, Koenig e Bjornstad (2004) demonstraram teoricamente que há propa-
gação de sincronia entre populações que estão tro�camente ligadas, mesmo quando
a dinâmica dependente da densidade é diferente.

Vale mencionar que processos comunitários e interações tró�cas po-
dem ocasionar a sincronização a nível local ou global nas populações de presas ou
de hospedeiros, devido à interação entre os diferentes níveis tró�cos (por exem-
plo, predador-presa ou parasita-hospedeiro). Além disso, interações interespecí�cas,
como predação e doenças, podem estar ligadas à sincronização por estarem impondo
uma fonte comum de mortalidade no sistema (Earn, Levin e Rohani, 2000).

Um dos grandes problemas dos ecologistas é ligar teoria e realidade,
uma vez que, embora consigam identi�car os mecanismos causadores da sincronia
em modelos, essa tarefa se torna árdua quando buscam a identi�cação dos pro-
cessos dominantes de populações sincronizadas naturalmente. Isso ocorre porque
os três mecanismos citados acima produzem efeitos idênticos entre as populações,
di�cultando assim as suas distinções.

A importância da investigação das causas de �utuações síncronas em
dinâmica de população é devido ao risco de extinção em metapopulações aumentar
com a sincronização, trazendo consequências desagradáveis a longo prazo para o
manejo e conservação de espécies nos sítios.

Quando nos deparamos com uma metapopulação formada por vários
sítios, os quais possuem as condições necessárias para a reprodução e sobrevivência
das espécies, e a sincronia ocorre sem dispersão, temos um grande risco de extinção,
pois tais fragmentos não podem ser recolonizados. Isso porque, além desses sítios
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estarem cercados por um ambiente hostil e inadequado para a conservação da popu-
lação, há um grande isolamento entre eles. Em contraponto, a criação dos corredores
de conservação facilitariam a circulação entre sítios isolados.

Uma das maneiras de reduzirmos a extinção local é através do "efeito
resgate" de populações isoladas, que foi de�nido há 25 anos (Liebhold, Koenig e
Bjornstad (2004)). Se uma população é extinta em um sítio enquanto que nos ou-
tros é mantido em número signi�cativo, o "efeito resgate" poderá impedir a extinção
global. Ou seja, após extinções locais, a dispersão a partir de outros sítios leva à
colonização dos sítios vazios. Agora, se a extinção ocorrer em todos os sítios simul-
taneamente, então tal resgate se torna impossível. Logo, a sincronia na dinâmica
populacional se torna perigosa para espécies que pretendemos conservar.

Uma das mais populares estratégias para mantermos populações e con-
servar a biodiversidade em fragmentos é a criação de corredores, que têm por função
conectar sítios isolados. Os corredores de conservação podem ter um efeito desejado
ao promover resgate, mas podem ter efeitos indesejáveis ao sincronizar períodos de
baixa densidade em diferentes sítios, tornando a população mais susceptível a "maus
anos" e ao efeito Allee (Earn, Levin e Rohani, 2000). Assim, os efeitos dos corredores
de conservação a longo prazo, são incertos.

Na �gura 1.2, (Yirdaw, 2009), temos, em vermelho, a criação de um
corredor de conservação que tem por �nalidade conectar sítios isolados. E na �gura
1.3, (Kirchheim e Chapla, 2009), temos um exemplo de corredor de conservação,
chamado corredor �uvial, que são �orestas ribeirinhas que, quando possuem uma
estrutura adequada, permitem a dispersão de espécies de um sítio a outro.

Devemos considerar que, com o aumento da conectividade, aumentamos
a possibilidade da sincronização em populações locais e, com isso, o risco de extinção
global. Para termos uma extinção global da população, as subpopulações deverão
oscilar de forma sincronizada, visto que a extinção da população total ocorrerá se
todas as subpopulações se extinguirem simultaneamente (Giordani e Silva, 2005).
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Figura 1.2: Corredores de conservação conectando sítios.

Figura 1.3: Exemplo de um corredor de conservação.
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Em vista disso, Earn, Levin e Rohani (2000) descrevem uma forma
de fazer previsões quantitativas sobre o sucesso dos corredores de conservação e,
mais genericamente, as políticas que afetam os padrões de circulação das espé-
cies ameaçadas. Assim, através de um determinado comportamento de dispersão
podemos determinar a probabilidade de ocorrerem �utuações síncronas em espécies
abundantes e a correspondente probabilidade da extinção local e global.

Nesse contexto, este trabalho analisará a relação entre migração com
dependência temporal em um modelo metapopulacional e a sincronização de órbitas
caóticas. No capítulo 2, supomos a migração com dependência da densidade, revendo
trabalhos anteriormente publicados (Giordani (2006), Rempel (2007) e Silva, Cas-
tro e Justo (2001)), sobre dinâmica de populações. Inicialmente, consideramos o
modelo local estável, e encontramos as condições para que a migração dependente
da densidade, cause instabilidade no sistema. E, para �nalizar esse capítulo, segue
o critério de estabilidade do atrator síncrono para uma metapopulação com um
número de sítios arbitrário, conectados por um mecanismo de migração dependente
da densidade.

Nos capítulos 3 e 4, supomos que as populações estão conectadas pela
dispersão dependente do tempo. Nesses capítulos, através do modelo metapopu-
lacional, cujo processo migratório depende de um fator externo, iremos obter um
critério para a estabilidade assintótica local das soluções sincronizadas e realizare-
mos simulações baseadas no critério obtido. No capítulo 3, consideramos que em
cada ciclo, uma fração de indivíduos, com dependência temporal, migra. E, no capí-
tulo 4, uma fração constante de indivíduos de cada sítio migra, e a chegada obedece
a distribuição dependente do tempo.



12

2 O EFEITO CAUSADO PELA MIGRAÇÃO
COM DEPENDÊNCIA DA DENSIDADE EM
METAPOPULAÇÕES

Os efeitos da migração em modelos de dinâmica metapopulacional têm
despertado o interesse de muitos pesquisadores. Para o estudo de tais efeitos, a mi-
gração pode ser modelada através de duas formas: dependente ou independente da
densidade. Neste capítulo, iremos supor a migração dependente da densidade. Pode-
mos notar a relevância do fator dependente da densidade na dinâmica populacional,
quando nos reportamos à variedade de espécies naturais, que contemplam desde
uma variedade de invertebrados até mamíferos e pássaros (veja Giordani (2006)),
que têm a sua taxa de migração in�uenciada pela densidade populacional.

Os efeitos causados pela migração, com dependência na densidade, que
veremos a seguir, dizem respeito a instabilidades induzidas pela migração e à esta-
bilidade do estado síncrono.

De acordo com Rempel (2007), a instabilidade induzida pela migração é
determinada quando um sistema de reação-difusão exibe instabilidade causada pela
difusão, se o estado estacionário homogêneo for estável para pequenas perturbações
na ausência de difusão, mas instável quando a difusão está presente. No contexto
biológico, podemos fazer um paralelo do sistema de reação-difusão com um sistema
em que as espécies interagem e dispersam.

Como iremos trabalhar com uma única espécie, tomaremos o conceito
de instabilidade induzida pela migração um pouco diferente. Veri�caremos essa
instabilidade no sistema se para populações de uma única espécie isoladas existe
estabilidade do equilíbrio homogêneo, mas quando há migração esse equilíbrio torna-
se instável.

O estudo da estabilidade do estado síncrono tem um propósito maior
do que veri�car o que acontece com o sistema, que é predizer a probabilidade da



13

população se extinguir, já que as dinâmicas síncronas estão diretamente relacionadas
com a extinção. Lembremos ainda, que sincronismo neste caso signi�ca que as
populações em todos os sítios evoluem no tempo com a mesma amplitude e fase
(sincronização completa).

Neste capítulo, veremos alguns resultados (como por exemplo de Gior-
dani (2006), Rempel (2007) e Silva, Castro e Justo (2001)), publicados recentemente
sobre a dinâmica de metapopulações. Inicialmente na seção 2.1, apresentaremos o
modelo que descreve a dinâmica da metapopulação e como ocorre esse processo. Na
seção 2.2, mostraremos as condições que devem ser satisfeitas para que a migração
dependente da densidade cause instabilidade no sistema, considerando o modelo
isolado estável, e veremos ainda outros resultados sobre a dinâmica de metapopula-
ções. Para �nalizar o capítulo, na seção 2.3, descreveremos o critério de estabilidade
do atrator síncrono para uma metapopulação com um número de sítios arbitrário,
conectados por um mecanismo de migração dependente da densidade.

2.1 O Modelo

Inicialmente, consideramos uma população composta de indivíduos,
de uma única espécie, distribuída em n sítios idênticos isolados, numerados por
1, 2, 3, .... A dinâmica local para cada sítio i é dada por:

xi
t+1 = f(xi

t), (2.1)

onde xi
t é o número de indivíduos no sítio i e no tempo t = 0, 1, 2, ..., e f é uma

função suave, com valores não negativos, que descreve os processos de reprodução e
sobrevivência da espécie. Admitiremos que nesse modelo local não há sobreposição
de gerações.

Cada um desses sítios está cercado por um ambiente hostil e totalmente
inadequado para a reprodução e sobrevivência, assim a metapopulação é o conjunto
destas populações, ditas locais. Consideramos que cada indivíduo passa por duas
etapas durante a sua vida. Inicialmente, a população em cada geração está su-
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jeita à dinâmica local, que envolve os mecanismos de reprodução e sobrevivência,
descrito em (2.1). Na sequência da dinâmica local, temos a migração. Supomos
que o processo da migração é de curta duração e, portanto, admitimos que é 100%
bem sucedido, ou seja, não há morte de indivíduos durante tal evento. Segundo
Silva, Castro e Justo (2001), a separação desses dois processos é visto como uma
estratégia para evitarmos armadilhas referentes às diferentes escalas de tempo desses
mecanismos.

Agora, vamos nos deter na conexão dos vários sítios isolados. A li-
gação entre tais sítios é feita através dos movimentos migratórios dos indivíduos,
considerando que a migração ocorre igualmente para todos os vizinhos. Seja µ(xi

t)

a fração densidade populacional que parte do sítio i, no instante t. A quantidade
de migrantes, a cada geração, é determinada pelo parâmetro µ, que depende apenas
da densidade local x, e é dado por uma função suave ou suave por partes, de�nida
em [0,∞), satisfazendo 0 < µ(x) < 1, ∀x e µ(0) = 0.

De�nimos φ(x) = xµ(x), onde φ(x) representa a densidade exata de
migrantes em cada sítio, ou ainda φ(f(xi

t)) = f(xi
t)µ(f(xi

t)) que se refere à densidade
da população que parte do sítio i, no �nal do tempo t. Desses indivíduos, a proporção
cij chegará no sítio j, no início do passo de tempo t + 1. A fração de indivíduos cij

será determinada de acordo com a topologia da rede.

Consideraremos a topologia da rede, isto é, dado um sítio determinare-
mos para quais sítios vizinhos os indivíduos deste podem migrar, ressaltando que, a
cada geração, a migração só irá ocorrer após o processo de reprodução e sobrevivên-
cia. Supomos para cada sítio i, que uma fração mij migra do sítio i, para o sítio
j. Essa fração pode depender da densidade local xi

t e/ou da densidade do sítio de
destino xj

t . Neste caso, estaremos admitindo a dependência da densidade local.

Para determinarmos as vizinhanças do sítio i, consideramos todos os
sítios da rede que migram para este sítio i, podendo ser de�nida por:

V iz(i) = {j : mij 6= 0}. (2.2)
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Uma prática bastante comum que iremos admitir, é o uso de interações simétricas,
ou seja, mij = mji.

Na �gura 2.1 exempli�camos a migração entre dois sítios, sendo a
dinâmica populacional local de�nida por x1

t+1 = f(x1
t ) e y2

t+1 = f(y2
t ). Supomos

que, a cada geração, após o processo de reprodução e sobrevivência, uma fração
µ(x1

t ) de indivíduos deixa o sítio 1 e migra para o sítio 2 e a mesma fração µ(y2
t )

deixa o sítio 2 e migra para o sítio 1. Desse modo, estamos supondo a dispersão
simétrica e a mesma dinâmica para ambos os sítios.

Figura 2.1: Migração entre dois sítios.

Assim, podemos de�nir as equações que descrevem a dinâmica:

x1
t+1 = (1− µ(f(x1

t )))f(x1
t ) + µ(f(y2

t ))f(y2
t )

y2
t+1 = (1− µ(f(y2

t )))f(y2
t ) + µ(f(x1

t ))f(x1
t ), (2.3)

para t = 0, 1, ... O primeiro termo do lado direito nas equações em (2.3) representa os
indivíduos que permanecem em um dado sítio, no tempo t, enquanto que o segundo
termo representa os indivíduos migrantes que chegam neste sítio, no tempo t.

Agora, generalizando (2.3) para n sítios, a dinâmica metapopulacional
é descrita por:

xi
t+1 = [1− µ(f(xi

t))]f(xi
t) +

∑

j∈V iz(i)

cijµ(f(xj
t))f(xj

t), ∀i = 1, 2, ..., n, (2.4)

onde V iz(i) é a vizinhança do sítio i, como de�nido em (2.2). Temos novamente no
primeiro termo do lado direito, a quantidade de indivíduos que permanecem no sítio
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i, enquanto que o segundo termo representa a soma dos migrantes que chegam ao
sítio i. Como visto anteriormente, a densidade de indivíduos que deixa o sítio j, no
�nal do instante t é µ(f(xj

t))f(xj
t). Desses indivíduos, cij são os elementos da matriz

C, n× n, de con�guração da rede, que representam a proporção dos indivíduos que
chegarão no sítio i, no início do instante t + 1, onde 0 ≤ cij ≤ 1, ∀i, j = 1, 2, ..., n

e cii = 0. Assim, a fração que migra do sítio i para o sítio j, dada por mij, será
mij = cijµ. E ainda, como admitimos o processo de migração 100% bem sucedido,
n∑

i=1

cij = 1, todos os indivíduos que partem de um sítio j, chegarão em um sítio i,
∀j = 1, 2, ..., n.

Como φ(f(xi
t)) = µ(f(xi

t))f(xi
t), podemos escrever (2.4) em termos de

φ(f(xi
t)):

xi
t+1 = f(xi

t)− φ(f(xi
t)) +

∑

j∈V iz(i)

cijφ(f(xj
t)), ∀i = 1, 2, ..., n. (2.5)

Já que o termo cij depende da V iz(i) escolhida, precisamos de�nir a
topologia da rede, ou seja, para quais sítios os indivíduos podem e devem migrar, e
a procedência dos indivíduos que chegam em um determinado sítio. De acordo com
Silva, Castro e Justo (2001), para evitarmos efeitos de fronteira, nós consideramos
as condições de contorno periódicas, ou seja, redes na forma de anéis cíclicos ou
superfícies toroidais. Neste estudo, faremos uso de redes na forma de anéis cíclicos.

Segundo Silva, Castro e Justo (2001), para as redes unidimensionais
(ver �gura 2.2), consideramos um anel com n sítios, onde a migração só irá ocorrer
para os 2N sítios vizinhos, ou seja, N para a esquerda e N para a direita.

Figura 2.2: Vizinhança de um sítio k, para uma rede unidimensional.
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Assim, para as redes na forma de anéis cíclicos, a vizinhança de um
sítio i é de�nida como o conjunto:

V iz(i) = {i + j : j = −N, ..., N, j 6= 0}. (2.6)

E admitimos, como em Silva, Castro e Justo (2001), que a vizinhança é simétrica.
Assim i ∈ V iz(j) ⇔ j ∈ V iz(i).

Como a migração é permitida para os 2N sítios próximos, quando conec-
tamos o sítio 1 ao sítio n, teremos um anel. Portanto, o número de vizinhos de um
sítio i é determinado por #V iz(i) = 2N , sendo N o raio da vizinhança. Se N = 1,
temos a migração apenas para os vizinhos adjacentes, então dizemos que a conexão
é local.

Figura 2.3: Vizinhança do tipo anel cíclico, com N = 1 (conexão local).
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Em (2.7), podemos visualizar a matriz de conexão, referente à conexão
local:

CL =




0 1
2

0 ... 0 1
2

1
2

0 1
2

0 ... 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

0 ... 0 1
2

0 1
2

1
2

0 ... 0 1
2

0




, (2.7)

com i, j = 1, 2, ..., n.

Agora, se a migração ocorrer para todos os vizinhos, dizemos que a
migração é global.

Figura 2.4: Vizinhança do tipo anel cíclico, com conexão global.
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E em (2.8), visualizamos a matriz conexão, referente à conexão global:

CG =




0 1
n−1

1
n−1

... 1
n−1

1
n−1

0
. . . ...

...
... . . . 0

. . . ...
... ...

. . . . . . 1
n−1

1
n−1

... ... 1
n−1

0




, (2.8)

com i, j = 1, 2, ..., n.

Para as redes bidimensionais, as vizinhanças mais utilizadas são as de
Moore e de Von Neumann. A vizinhança de Moore (ver �gura 2.5) é dada por

V iz(k, l) = {(k + i, l + j) : −N ≤ i, j ≤ N ; (i, j) 6= (0, 0)}, (2.9)

onde o número de vizinhos de um dado sítio (k, l) �xo é dado por #V iz(k, l) =

4N(N + 1).

Figura 2.5: Vizinhanças de Moore para uma rede bidimensional: (a) N = 1,
(b) N = 2.
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A vizinhança do tipo Von Neumann (ver �gura 2.6) é dada pelo con-
junto:

V iz(k, l) = {(k + i, l + j) : 0 < |i|+ |j| ≤ N ; (i, j) 6= (0, 0)}, (2.10)

onde o número de vizinhos de um dado sítio (k, l) é dado por #V iz(k, l) = 2N(N+1).

Figura 2.6: Vizinhanças de Von Neumann para uma rede bidimensional: (a) N = 1,
(b) N = 2.

2.2 A Instabilidade Causada Pela Migração

A seguir, veri�caremos quais são as condições para que a migração,
dependente da densidade, cause instabilidade no sistema descrito anteriormente. Tal
estudo será uma extensão dos trabalhos desenvolvidos por Giordani (2006), Rempel
(2007) e Silva, Castro e Justo (2001).

Baseado no modelo (2.4), consideramos o sistema:

xi
t+1 = f(xi

t)− φ(f(xi
t)) +

n∑
j=1

cijφ(f(xj
t)). (2.11)

Admitimos o ponto de equilíbrio, f(x∗) = x∗, do modelo local isolado:

xi
t+1 = f(xi

t). (2.12)

Agora, determinamos que o ponto-�xo f(x∗) = x∗ é estável, ou seja, o equilíbrio x∗

será estável se, e somente se, |f ′(x∗)| < 1. O próximo passo será analisar nessa região
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dos parâmetros, a estabilidade do equilíbrio homogêneo. Supomos que f possua um
único ponto de equilíbrio positivo, isto é, f(x∗) = x∗ > 0. Assim, segundo Giordani
(2003) e Silva, Castro e Justo (2001), descreveremos a seguir a condição para que
o sistema acoplado (2.11), possua um único equilíbrio homogêneo não-trivial, dado
por X∗ = (x∗, x∗, ..., x∗)T , onde x∗ > 0. Para tal, enunciaremos o teorema descrito
em Giordani (2003).

Teorema 2.2.1. O sistema (2.11) possui um único equilíbrio homogêneo não trivial
dado por X∗ = (x∗, x∗, ..., x∗)T , onde x∗ = f(x∗) > 0 se, e somente se,

n∑
j=1

cij = 1, i = 1, 2, ..., n. (2.13)

Portanto a condição
n∑

j=1

cij = 1, ∀i é necessária e su�ciente para a

existência do equilíbrio homogêneo positivo. Desta forma, ao supormos
n∑

i=1

cij = 1,
∀j = 1, 2, ..., n para que não haja perda de indivíduos durante o proceso de migração
e

n∑
j=1

cij = 1 para a existência do equilíbrio homogêneo não trivial, temos que a matriz

n× n, C = [cij], de con�guração da rede, é duplamente estocástica.

Na sequência, faremos o estudo da estabilidade de X∗ pelo procedi-
mento padrão da linearização. Para tal, linearizamos o sistema (2.11), Xt+1 =

F (Xt), em torno do equilíbrio homogêneo não trivial X∗, e obtemos:

∆t+1 = DF (X∗)∆t, (2.14)

onde DF (X∗) é a matriz Jacobiana do sistema aplicada no equilíbrio homogêneo
não trivial e ∆t representa uma pequena perturbação do equilíbrio.

Assim, a matriz Jacobiana J , aplicada no equilíbrio homogêneo não
trivial é:
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J(X∗) =




(1− φ
′
(f(x∗)))f

′
(x∗) c12φ

′
(f(x∗))f

′
(x∗) ... c1nφ

′
(f(x∗))f

′
(x∗)

c21φ
′
(f(x∗))f

′
(x∗) (1− φ

′
(f(x∗)))f

′
(x∗) ... c2nφ

′
(f(x∗))f

′
(x∗)

... ... . . . ...
cn1φ

′
(f(x∗))f

′
(x∗) cn2φ

′
(f(x∗))f

′
(x∗) ... (1− φ

′
(f(x∗)))f

′
(x∗)




,

(2.15)

ou ainda:
J(X∗) = f ′(x∗)M, (2.16)

onde M é uma matriz n× n, com entradas αi,j, dadas por:

αi,j =





1− φ
′
(x∗), i = j

cijφ
′
(x∗), i 6= j.

De acordo com (2.16), os autovalores de J(X∗) são:

f ′(x∗)λi, i = 1, 2, ..., n, (2.17)

onde λi são os autovalores da matriz M .

Podemos ainda, escrever J(X∗) da seguinte maneira:

J(X∗) = f ′(x∗)(I − φ
′
(x∗)B), (2.18)

onde I é a matriz identidade n× n e B é a matriz, n× n, que segue:

B =




1 −c12 −c13 ... −c1n

−c21 1 −c23 ... −c2n

... ... . . . ...
...

−c(n−1)1 −c(n−1)2 ... 1 −c(n−1)n

−cn1 −cn2 −cn3 ... 1




, (2.19)
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sendo a matriz B dependente da conexão entre os sítios, C = [cij], pois B = I −C.

Desta forma, os autovalores da matriz Jacobiana J(X∗) do sistema
acoplado serão da forma:

λi = f ′(x∗)(1− βiφ
′(x∗)), i = 0, 1, 2, ..., n− 1, (2.20)

onde βi são os autovalores da matriz B.

Observe que, considerando bij os elementos da matriz B,
n∑

i=1

cij = 1 e
(2.19), temos:

n∑
i=1

bij = 1−
n∑

i=1

cij = 1− 1 = 0, (2.21)

para i = 1, 2, ..., n. Deste modo, veri�camos que λ = 0 é um autovalor da matriz B,
associado ao autovetor 1 = (1, 1, ..., 1)T , já que:

B.1 =

(
n∑

j=1

b1j,

n∑
j=1

b2j, ...,

n∑
j=1

bnj

)T

= (0, 0, ..., 0)T

= 0.

Para que o sistema permaneça estável, max |λi| < 1. Já para que o
sistema torne-se instável, max |λi| > 1 . Assim temos:

max |λi| = max |f ′(x∗)(1− φ′(x∗)βi)| = |f ′(x∗)|max |1− φ′(x∗)βi|. (2.22)

O teorema de Gershgorin, (Lancaster e Tismenetsky, 1985), nos diz
que:

Se A ∈ C, n × n, onde ajk denota os elementos de A para j = 1, ..., n,
k = 1, ..., n, e

ρj =
∑

k

|ajk|, (2.23)

onde
∑

k denota a soma de k = 1, ..., n com k 6= j, então todo autovalor de A está
em pelo menos um dos discos

{z : |z − ajj| ≤ ρj}, (2.24)
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onde j = 1, 2, ..., n, z no plano complexo.

Considerando a matriz B, observamos que ρj = 1 e ajj = 1, ∀j. Assim
todos os autovalores de B estão em um disco de raio 1 e centro (1, 0) no plano
complexo. Supondo que a matriz de conexão C = [cij] seja simétrica, B também
será simétrica e assim os autovalores βi serão reais, ou seja, 0 ≤ βi ≤ 2. Como visto
anteriormente que 0 é um autovalor, logo será o menor deles e, portanto, podemos
ordená-los de forma crescente: 0 = β0 < β1 < ... < βn−1 ≤ 2.

Assim, de acordo com o trabalho de Rempel (2007), X∗ será estável se:




|f ′(x∗)| < 1, se 0 < φ
′
(x∗) < 2

max βi
;

φ
′
(x∗) > 1

max βi

(
1− 1

|f ′(x∗)|

)
, se φ′(x∗) < 0;

φ′(x∗) < 1
max βi

(
1 + 1

|f ′(x∗)|

)
, se φ′(x∗) > 2

max βi
.

E consequentemente X∗ será instável se:




φ
′
(x∗) < 1

max βi

(
1− 1

|f ′(x∗)|

)
, se φ′(x∗) < 0;

φ
′
(x∗) > 1

max βi

(
1 + 1

|f ′(x∗)|

)
, se φ′(x∗) > 2

max βi
,

onde |f ′(x∗)| < 1.

De acordo com Silva, Castro e Justo (2001), a dispersão simétrica para
os vizinhos próximos, nos permite determinar a estabilidade do equilíbrio homogê-
neo, do sistema acoplado, em termos da taxa de crescimento do número de migrantes
em cada sítio, no equilíbrio local, φ′(x∗), e da taxa de mudança referente à função
da dinâmica local, no equilíbrio local, f ′(x∗).

Diferente do trabalho de Silva, Castro e Justo (2001) e de Giordani e
Silva (2004), em Rempel (2007) e Giordani (2006) é encontrada a região de instabili-
dade considerando φ′(x∗) positivo e negativo. Assim, de acordo com Rempel (2007),
isso signi�ca que os indivíduos podem migrar pelos seguintes motivos:
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1. Excesso de indivíduos que causa escassez de recursos para sobrevivência,
no caso φ′(x∗) positivo;

2. Escassez de indivíduos que tentam se agrupar na di�culdade de encon-
trar parceiros, no caso φ′(x∗) negativo.

Em Giordani (2006) e Silva e Giordani (2008), foi veri�cada a possibi-
lidade da instabilidade induzida pela migração ser gerada num sistema metapopu-
lacional, porém de k espécies. Esses trabalhos consideram a dinâmica local, respon-
sável pela reprodução e sobrevivência das k espécies, em diferentes formas: modelo
com hierarquia e com estrutura etária.

No caso em que a dinâmica local apresenta k espécies com compor-
tamento na forma hierárquica, signi�ca que a espécie 1 depende unicamente dela
mesma, a espécie 2 depende das espécies 1 e 2 e assim sucessivamente, tal que a
espécie k depende das k epécies consideradas. A forma hierárquica pode ser ca-
racterizada por vários fatores, dentre eles o clima, a quantidade de recursos para
a sobrevivência, habilidades competitivas (primeira espécie é melhor competidora,
enquanto que a última espécie envolvida apresenta o pior comportamento competi-
tivo). Na natureza essa estrutura está presente, por exemplo, em espécies de cracas
(crustáceos), em que indivíduos menos fortes são eliminados. Para esse caso, a
migração dependente da densidade também pode desestabilizar um sistema previa-
mente estável.

A outra dinâmica local do sistema, utilizada por Giordani (2006) e
Silva e Giordani (2008), é dada por um modelo com estrutura etária, onde as k

espécies representam as diferentes classes etárias. Em muitas espécies, reprodução,
sobrevivência e movimentos são fatores que estão fortemente relacionados com a
idade. Para esse caso, a migração dependente da idade e da densidade da classe
etária, pode gerar instabilidade no sistema que, sem o acoplamento, é considerado
estável.
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Rempel (2007), de�nindo como topologia da rede os anéis cíclicos, faz
uma comparação entre a região de estabilidade do modelo localmente conectado,
ou seja, a migração ocorrendo para os vizinhos mais próximos, com a região de
estabilidade do modelo globalmente conectado, no qual a migração de um sítio ocorre
para todos os outros sítios da metapopulação. De acordo com seus resultados, pode-
se concluir que, quando a conexão é maior, o sistema tem uma região de estabilidade
maior.

Como visto anteriormente, a migração pode causar instabilidade no
sistema. A instabilidade pode aparecer através da periodicidade ou até caos. Uma
órbita caótica conforme Alligood, Sauer e Yorke (1996) é aquela que permanece em
um comportamento instável para sempre. Em qualquer ponto de tal órbita, exis-
tem pontos próximos que se movem para pontos distantes uns dos outros. Esse
comportamento se mantém e é quanti�cado pelo número de Lyapunov ou pelo ex-
poente de Lyapunov. De acordo com Rempel (2007), a presença de órbitas caóticas
está relacionada com determinados valores de r, α e β. Nesse trabalho (Rempel,
2007), a dinâmica local é a exponencial logística, f(x) = xer(1−x) e Beverton-Holt,
f(x) = rx

1+x
, onde r é a taxa de reprodução intrínsica da população, e α e β foram

utilizados para determinar a fração migratória, que considera que a migração pode
ocorrer por excesso ou escassez de indivíduos (veja a �gura 2.7 ), dada por:

µ(x) =
α

1 + eβ(γ−x)
, (2.25)

onde α é a fração máxima de dispersão, β descreve o quão abrupto é o crescimento
(β > 0) ou decrescimento (β < 0) na taxa de dispersão e γ determina o ponto de
in�exão de µ(x).
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Figura 2.7: Grá�co da fração migratória µ(x), em função do tamanho da população,
x, considerando α = 0, 3, γ = 1 e: (a) β > 0, (b) β < 0.

Para con�rmarmos se uma órbita é caótica, calculamos o número de
Lyapunov ou o expoente de Lyapunov. O número de Lyapunov é a taxa média de
convergência ou divergência, por passo de tempo, de pontos próximos ao longo da
evolução de suas órbitas. O expoente de Lyapunov é o logaritmo natural do número
de Lyapunov. O número ou expoente de Lyapunov quanti�cam a dependência sen-
sitiva às condições iniciais. De acordo com Alligood, Sauer e Yorke (1996), uma
órbita caótica é de�nida pelo número de Lyapunov maior que um ou pelo expoente
de Lyapunov maior que zero.

Para uma função suave, f , que mapeia a reta real R, o número de
Lyapunov, L(x1), de uma órbita {x1, x2, ...} é de�nido por

L(x1) = lim
n→∞

(|f ′(x1)||f ′(x2)|...|f ′(xn)|) 1
n ,

se este limite existe. O expoente de Lyapunov, h(x1), é de�nido como

h(x1) = lim
n→∞

(
1

n

)
(ln|f ′(x1)|+ ln|f ′(x2)|+ ... + ln|f ′(xn)|) ,

se este limite existe. Note que h existe, se e somente se, L existe, e ln L = h.
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Em Rempel (2007), a instabilidade se apresenta através oscilações caóti-
cas causadas pela migração, sendo observados atratores caóticos 1 (para 2 sítios) e
padrões caóticos 2 (30 sítios). Considerando dois sítios e a dinâmica local dada tanto
pela função exponencial logística quanto pela função de Beverton-Holt, concluimos
que o aumento no valor da fração migratória máxima α, ou seja, permitindo que uma
maior quantidade de indivíduos migrem, determina uma região caótica mais expres-
siva. Resultado semelhante foi obtido por Giordani (2003), porém considerando 50

sítios e utilizando redes unidimensionais em anel e dinâmica local dada pela função
exponencial logística. É razoável que isso aconteça, já que teremos uma grande
quantidade de indivíduos interagindo. Todavia, quando aumentamos o número de
sítios temos uma probabilidade menor de caos. Além disso, percebemos uma pro-
babilidade maior de caos quando tratamos de uma migração devido à escassez de
indivíduos (β < 0). Outro ponto que também pode ser observado nos estudos de
Rempel (2007), diz respeito à probabilidade maior de caos quando a dinâmica local
tem uma aproximação oscilatória ao ponto-�xo, desde que a taxa de migração seja
su�cientemente alta.

2.3 Critério de Estabilidade do Estado Síncrono

Na seção anterior, trabalhamos com a instabilidade gerada pela mi-
gração dependente da densidade, ou seja, consideramos que o modelo de um único
sítio era estável e veri�camos as condições em que a migração causou instabilidade
no sistema.

O critério de estabilidade do atrator síncrono, que descreveremos a
seguir, apresentado em Rempel (2007), é válido para uma metapopulação com um
número de sítios arbitrário, conectados pelo mecanismo de migração dependente

1De acordo com Alligood, Sauer e Yorke (1996), um atrator caótico é o conjunto atrator dos
pontos de uma órbita caótica.

2Um padrão caótico é um padrão que apresenta comportamentos instáveis, não existindo a
possibilidade de ser caracterizado como um comportamento �xo ou periódico.
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da densidade. Lembremos que queremos analisar a estabilidade da solução caótica
sincronizada.

O modelo que utilizaremos é o mesmo descrito em (2.1) o qual resulta
no sistema (2.11). Faremos uso novamente da matriz conexão C = [cij] duplamente
estocástica, isto é, ∀i, j,

n∑
i=1

cij =
n∑

j=1

cij = 1 e cii = 0.

Dizemos que o sistema (2.11) está em sincronia, se a densidade de todos
os sítios for a mesma, para todo o tempo t, isto é,

xi
t = xt, ∀i = 1, 2, ..., n. (2.26)

Substituíndo (2.26) no sistema (2.11), obtemos:

xi
t+1 = f(xt)− φ(f(xt)) +

n∑
j=1

cijφ(f(xt)) ∀i = 1, 2, ..., n.

Como φ(f(xt)) não depende mais de j, segue:

xi
t+1 = f(xt)− φ(f(xt)) + φ(f(xt))

n∑
j=1

cij,

e como
n∑

j=1

cij = 1:

xi
t+1 = f(xt)− φ(f(xt)) + φ(f(xt))

xi
t+1 = f(xt). (2.27)

Assim, a dinâmica de cada sítio, no estado sincronizado, satisfaz (2.27),
que é a dinâmica de um sítio isolado. Portanto, se houver sincronização, todas as
populações oscilarão conforme o modelo local.

Em termos matemáticos, sincronização signi�ca que a dinâmica do sis-
tema descrito pela equação (2.4) está restrito a um subespaço invariante, que, neste
caso, é a diagonal do espaço de fase. Por exemplo, para o caso bidimensional, onde
temos as populações x1 e x2, o subespaço invariante é a diagonal do diagrama de
fase, x1 = x2. Uma órbita iniciada nesta reta permanece nela ao longo do tempo.
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Agora, considere uma órbita sincronizada. O nosso objetivo é estudar
a estabilidade local assintótica das soluções sincronizadas, isto é, determinar se as
órbitas que iniciam próximas do estado sincronizado, a diagonal do espaço de fase,
serão atraídas para esse estado. Para tal, linearizamos o sistema (2.11), Xt+1 =

F (Xt), em torno da órbita sincronizada (2.26), X t = (xt, ..., xt) ∈ Rn, e encontramos:

∆t+1 = DF (X t)∆t, (2.28)

onde DF (X t) é a matriz Jacobiana do sistema, aplicado na órbita síncrona e ∆t

representa uma pequena perturbação do estado sincronizado.

Calculando a matriz Jacobiana do sistema, obtemos:

J(xi
t) =




(1− φ
′
(f(x1

t )))f
′
(x1

t ) c12φ
′
(f(x2

t ))f
′
(x2

t ) . . . c1nφ
′
(f(xn

t ))f
′
(xn

t )

c21φ
′
(f(x1

t ))f
′
(x1

t ) (1− φ
′
(f(x2

t )))f
′
(x2

t ) . . . c2nφ
′
(f(xn

t ))f
′
(xn

t )
... ... . . . ...

cn1φ
′
(f(x1

t ))f
′
(x1

t ) cn2φ
′
(f(x2

t ))f
′
(x2

t ) . . . (1− φ
′
(f(xn

t )))f
′
(xn

t )




,

(2.29)

que, aplicada na órbita sincronizada (2.26), segue:

J(xt) =




(1− φ
′
(f(xt)))f

′
(xt) c12φ

′
(f(xt))f

′
(xt) . . . c1nφ

′
(f(xt))f

′
(xt)

c21φ
′
(f(xt))f

′
(xt) (1− φ

′
(f(xt)))f

′
(xt) . . . c2nφ

′
(f(xt))f

′
(xt)

... ... . . . ...
cn1φ

′
(f(xt))f

′
(xt) cn2φ

′
(f(xt))f

′
(xt) . . . (1− φ

′
(f(xt)))f

′
(xt)




.

(2.30)

Assim, podemos escrever J(xt) = [κi,j(xt)], onde:

κi,j(xt)=





(1− φ
′
(f(xt)))f

′
(xt), i = j

ci,jφ
′
(f(xt))f

′
(xt), i 6= j.
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Desta forma, J(xt) admite a seguinte representação:

J(xt) = f ′(xt)(I − φ′(xt)B), (2.31)

sendo I a matriz identidade e B a matriz de�nida em (2.19).

Ou ainda, se Hφ′(xt) = I − φ′(xt)B, então escrevemos:

J(xt) = f ′(xt)Hφ′(xt). (2.32)

Iremos supor, sem perda de generalidade, que a matriz C = [cij] é irre-
dutível, o que signi�ca que não existem conglomerados isolados entre a conexão dos
sítios, isto é, não temos nenhum subconjunto de sítios, isolados dos demais, agindo
como uma metapopulação. Caso a matriz C = [cij], fosse redutível, segundo Marcus
e Ming (1964), poderíamos escrevê-la como uma soma direta de matrizes dupla-
mente estocásticas, o que implicaria na possibilidade de estudar cada conglomerado
separadamente.

Como admitimos que a matriz C = [cij] é irredutível, o teorema de
Perron-Fröbenius, (Lancaster e Tismenetsky, 1985), garante que C possui um au-
tovalor positivo, igual ao raio espectral de C, com multiplicidade algébrica igual a
1, no caso λ = 1, associado ao autovetor v = (1, ..., 1). Assim podemos decompor
Rn = v⊕W , onde v = (1, ..., 1) e W é o subespaço C-invariante de dimensão n− 1.
Nessas condições, B pode ser escrito da seguinte forma:

B = Q




0 . . . 0
...
0 A


 Q−1, (2.33)

onde A é uma matriz (n− 1)× (n− 1) e Q é a matriz mudança de base apropriada.
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Agora, como Hφ′(xt) = I − φ′(xt)B, podemos escrever:

Hφ′(xt) = Q




1 0 . . . 0

0
...
0 I − φ′(xt)A




Q−1. (2.34)

Assim, λ = 1 é um autovalor simples associado ao autovetor v =

(1, ..., 1), que é a diagonal do espaço de fase, ou seja, o subespaço invariante restrito
aos movimentos síncronos. Isto signi�ca que as perturbações neste subespaço po-
dem ocorrer livremente. Já as perturbações em I − φ′(xt)A, que são transversais
ao espaço síncrono, deverão tender a zero, pois queremos veri�car a estabilidade do
estado síncrono.

Agora analisaremos o comportamento das perturbações transversais à
órbita sincronizada. Para isso, substituímos (2.34) em (2.32) e obtemos:

J(xt) = Q[f ′(xt)(I − φ′(xt)A)]Q−1. (2.35)

De acordo com (2.28), analisaremos a evolução de:

∆t+1 = f ′(xt)(I − φ′(xt+1)A)∆t, (2.36)

onde I é a matriz identidade (n−1)×(n−1) e ∆t é um vetor em Rn−1 que representa
a perturbação transversal à órbita síncrona.

Supondo A diagonalizável, ∃S inversível, tal que:

A = SMS−1, (2.37)

onde M é a matriz diagonal dos autovalores λj, de A. Substituíndo (2.37) em (2.36),
obtemos:

∆t+1 = Sf ′(xt)(I − φ′(xt+1)M)∆tS
−1,
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e fazendo a seguinte mudança de variável

∆̃ = S∆,

encontramos o seguinte sistema desacoplado:

∆̃t+1 = f ′(xt)(I − φ′(xt+1)M)∆̃t.

Considerando um ∆̃0, segue que:

∆̃1 = f ′(x0)(I − φ′(x1)M)∆̃0

∆̃2 = f ′(x1)(I − φ′(x2)M)∆̃1

= f ′(x1)(I − φ′(x2)M)f ′(x0)(I − φ′(x1)M)∆̃0

...

∆̃t = f ′(xt−1)(I − φ′(xt)M)...f ′(x1)(I − φ′(x2)M)f ′(x0)(I − φ′(x1)M)∆̃0.

Assim, as perturbações transversais ao subespaço invariante ∆̃t → 0, quando τ →
∞, se e somente se:

limτ→∞‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ < 1,

onde Pt = f ′(xt)(I − φ′(xt+1)M), para todos os autovalores de A (diagonal de M).
Já as perturbações paralelas ao subespaço invariante podem ocorrer livremente, pois
estão no estado síncrono.

Logo podemos utilizar a seguinte representação:

‖Pτ−1...P1P0‖ = ‖(I − φ′(xτ )M)...(I − φ′(x1)M)‖
τ−1∏
τ=0

|f ′(xτ )|. (2.38)

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), supondo ρ uma medida f -invariante
e ergódica, o Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec (ver Apêndice B) garante
a existência e unicidade do limite abaixo, a menos de um conjunto de medida natural
zero:

lim
τ→∞

(
‖

τ−1∏
τ=0

(I − φ′(xτ )M)

) 1
τ

= max
λj

lim
τ→∞

(
τ−1∏
τ=0

|1− φ′(xτ )λj|
) 1

τ

. (2.39)
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De acordo com (2.38) e (2.39), podemos escrever:

lim
τ→∞

‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ = L(x0)Λ(x0), (2.40)

onde

L(x0) = lim
τ→∞

|f ′(xτ−1)...f
′(x0)| 1τ (2.41)

é o Número de Lyapunov da órbita sincronizada com início em x0, e

Λ(x0) = max
λj

lim
τ→∞

‖(1− φ′(xτ )λj)...(1− φ′(x1)λj)‖ 1
τ . (2.42)

Como queremos que as órbitas iniciadas próximas do estado de sincronia
se aproximem da diagonal do espaço de fase, as perturbações transversais à trajetória
síncrona deverão tender a zero, quando τ →∞ se, e somente se

L(x0)Λ(x0) < 1, ∀x0. (2.43)

Desconsiderando um conjunto de medida zero, eliminamos a dependên-
cia de x0 e estabelecemos uma condição necessária para a estabilidade local assin-
tótica do conjunto invariante sincronizado:

LΛ < 1. (2.44)

Portanto, a estabilidade das órbitas síncronas de ponto �xo e órbitas periódicas não
podem ser aproximadas por este critério de estabilidade, pois tais órbitas dependem
de x0.

Como visto anteriormente, quando os sítios estiverem sincronizados,
eles estarão oscilando conforme a dinâmica local. Observe que, se quisermos caos
sincronizado, precisaremos L > 1 para as oscilações de um sítio desacoplado ser
caótica e ainda, para estarem sincronizadas, de acordo com (2.44), precisamos que
Λ < 1

L
.

Em seus estudos sobre dispersão independente da migração, Earn, Levin
e Rohani (2000) obtiveram os mesmos resultados, determinando que, para a região
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onde LΛ < 1, a sincronia é possível e, para LΛ > 1, a sincronia é impossível. O
produto LΛ é denominado número de Lyapunov transversal do atrator no conjunto
invariante sincronizado.

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), se Cn×n duplamente es-
tocástica com cii = 0, i = 1, ..., n é decomposta como uma soma direta C = 1⊕ A,
onde A é uma matriz normal (AA∗ = A∗A), f e µ funções suaves em [0, +∞) com
0 < µ < 1. Supondo ρ a medida natural de probabilidade da dinâmica local que é
assumida ergódica, ln+|f ′(x)| ∈ L1(ρ) e ln+‖I − φ′(x)A‖ ∈ L1(ρ), obtemos:

Λ = max
j=1,2,...,n

exp

∫ ∞

0

ln |1− φ′(x)λ(j)|dρ(x),

onde λ(0) = 0 e λ(j) são os autovalores de B = I − C.

Do mesmo modo, obtemos:

L = exp lim
τ→∞

1

τ

τ−1∑
t=0

ln |f ′(xt)| = exp

∫ ∞

0

ln |f ′(x)|dρ(x).

A primeira igualdade vem da aplicação do ln na de�nição de L dada em (2.41) e a
segunda é uma aplicação do Teorema Ergódico de Birkho� (ver Apêndice B).
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3 O EFEITO CAUSADO PELA MIGRAÇÃO
COM DEPENDÊNCIA TEMPORAL EM
METAPOPULAÇÕES

No capítulo anterior, trabalhamos os efeitos causados pela migração
dependente da densidade em redes de populações acopladas, com relação à instabi-
lidade induzida pela migração e à estabilidade do estado síncrono. Neste capítulo,
estudaremos a estabilidade do estado síncrono em redes de populações acopladas via
migração independente da densidade, com dependência temporal.

Lembramos que Earn, Levin e Rohani (2000) estabeleceram resulta-
dos analíticos sobre a estabilidade de atratores sincronizados, em redes de mapas
acoplados, com base na migração independente da densidade entre os sítios. Assim,
o estudo a ser desenvolvido complementa esses resultados já obtidos.

Na seção 3.1 apresentaremos o modelo referente à metapopulação cujo
processo migratório depende de um fator externo, como por exemplo: precipitações,
temperatura ou sazonalidade. Já na seção 3.2, obteremos um critério para a estabi-
lidade assintótica local das soluções sincronizadas, com base no modelo descrito na
seção 3.1. Na seção 3.3, veri�caremos a coerência dos resultados obtidos na seção
3.2 via simulações numéricas. E, para �nalizar o capítulo, na seção 3.4, seguem
conclusões.

3.1 O Modelo

O modelo metapopulacional consiste em uma população composta de
indivíduos, distribuídos em n sítios idênticos isolados, numerados por 1, 2, 3, ... e
conectados via migração.

Denotamos por xi
t o número de indivíduos no sítio i = 1, 2, ..., n e no

tempo t = 0, 1, 2, .... Na ausência do processo migratório, assumimos que a dinâmica
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local para cada sítio i é dada por:

xi
t+1 = f(xi

t), (3.1)

onde f é uma função suave de�nida em [0, +∞), que descreve os processos de re-
produção e sobrevivência da espécie. Supomos que nesse modelo local não há so-
breposição de gerações.

Consideramos que cada indivíduo passa por dois processos durante a
sua vida. Na primeira etapa, a população em cada geração está sujeita à dinâmica
local, que envolve os mecanismos de reprodução e sobrevivência da espécie. Esse pro-
cesso, descrito por (3.1), depende da escolha da função f , que atualiza a densidade
populacional da espécie em cada sítio, antes que ocorra a migração.

Na sequência da dinâmica local, temos o segundo processo que é a
migração. Seja µt a fração populacional que parte de cada sítio no instante t. A
quantidade de migrantes a cada geração é determinada pelo parâmetro µ e é dada por
uma função suave ou suave por partes de�nida em [0,∞), satisfazendo 0 < µt < 1.

A densidade populacional que parte do sítio j, no �nal do tempo t, é
dado por µtf(xj

t). Desses indivíduos, cij chegará no sítio i, no início do passo de
tempo t + 1, sendo cii = 0. A fração de indivíduos cij é determinada a posteriori,
de acordo com a topologia de rede considerada.

A equação que descreve a dinâmica da metapopulação é dada por:

xi
t+1 = (1− µt)f(xi

t) +
n∑

j=1

cijµtf(xj
t), ∀i = 1, 2, ..., n, (3.2)

onde o primeiro termo do lado direito representa a quantidade de indivíduos que
permanecem no sítio i, enquanto que o segundo termo da direita representa a soma
dos migrantes que chegam no sítio i.
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3.2 Critério de Estabilidade do Estado Síncrono

Para descrevermos o critério de estabilidade do atrator síncrono, fare-
mos uso do modelo descrito na seção anterior, 3.1, e supomos a matriz de conexão,
C = [cij], duplamente estocástica, isto é, ∀i, j,

n∑
i=1

cij =
n∑

j=1

cij = 1 e cii = 0.

Seja µt a fração populacional que parte no instante t, satisfazendo 0 ≤
µt ≤ 1. Para g contínua em [0, 1], tal que g : [0, 1] → [0, 1], assumimos µt+1 = g(µt),
considerando µ0 arbitrário e ρ uma medida ergódica g-invariante.

Dizemos que uma órbita referente ao sistema (3.2) está em estado sin-
cronizado, se a densidade de todos os sítios for a mesma, para todo tempo t, isto
é,

xi
t = xt, ∀i = 1, 2, ..., n. (3.3)

Substituíndo (3.3) em (3.2) e, de acordo com a seção 2.3, obtemos:

xi
t+1 = f(xt).

Portanto, quando temos um sistema sincronizado, a dinâmica de cada
sítio satisfaz a dinâmica de um sítio isolado. Ou seja, todas as populações oscilam
de acordo com o modelo local.

Para estudarmos a estabilidade local assintótica das soluções sincroni-
zadas, linearizamos o sistema (3.2), Xt+1 = F (Xt), em torno da órbita sincronizada
(3.3), X t = (xt, ..., xt) ∈ Rn, e obtemos:

∆t+1 = DF (X t)∆t, (3.4)

onde DF (X t) é a matriz Jacobiana do sistema aplicada na órbita síncrona e ∆t

representa uma pequena perturbação do estado sincronizado.
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Calculando a matriz Jacobiana do sistema:

J(xi
t) =




(1− µt)f
′
(x1

t ) c12µtf
′
(x2

t ) . . . c1nµtf
′
(xn

t )

c21µtf
′
(x1

t ) (1− µt)f
′
(x2

t ) . . . c2nµtf
′
(xn

t )
... ... . . . ...

cn1µtf
′
(x1

t ) cn2µtf
′
(x2

t ) . . . (1− µt)f
′
(xn

t )




, (3.5)

e aplicada na órbita sincronizada (3.3), obtemos:

J(xt) =




(1− µt)f
′
(xt) c12µtf

′
(xt) . . . c1nµtf

′
(xt)

c21µtf
′
(xt) (1− µt)f

′
(xt) . . . c2nµtf

′
(xt)

... ... . . . ...
cn1µtf

′
(xt) cn2µtf

′
(xt) . . . (1− µt)f

′
(xt)




. (3.6)

Assim, podemos escrever J(xt) = [κi,j(xt)], onde

κi,j(xt)=





(1− µt)f
′
(xt), i = j

cijµtf
′
(xt), i 6= j.

Desta forma, J(xt) admite a seguinte representação:

J(xt) = f ′(xt)Hµt , (3.7)

onde Hµt = I − µtB, I é a matriz identidade e B = I − C é a matriz de�nida por
(2.19).

Lembremos que os coe�cientes da matriz de conectividade C = [cij]

assumidos, têm a soma das linhas e das colunas iguais a um. Já para a matriz B,
como B = I − C, a soma das linhas e das colunas resultam zero.

Supomos, sem perda de generalidade, que a matriz C = [cij] é uma
matriz irredutível e assim, de acordo com o teorema de Perron-Fröbenius (Lancaster
e Tismenetsky, 1985), visto na seção 2.3, B admite a seguinte representação:
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B = Q




0 . . . 0
...
0 A


 Q−1, (3.8)

onde A é uma matriz (n− 1)× (n− 1) e Q é a matriz mudança de base apropriada.

Como Hµt = I − µtB, obtemos:

Hµt = Q




1 0 . . . 0

0
...
0 I − µtA




Q−1, (3.9)

que possui o autovalor λ = 1, associado ao autovetor v = (1, ..., 1) que é a diagonal
do espaço de fase, ou seja, o subespaço invariante que se restringe aos movimentos
síncronos. Assim as perturbações nesse subespaço podem ocorrer livremente. Já
as perturbações em I − µtA, que são transversais ao subespaço síncrono, deverão
tender a zero, pois queremos veri�car a estabilidade do estado síncrono.

Na sequência analisaremos o comportamento das perturbações transver-
sais à órbita síncrona. Substituíndo (3.9) em (3.7), obtemos:

J(xt) = Q[f ′(xt)(I − µtA)]Q−1. (3.10)

Desta forma, de acordo com (3.4), analisaremos a evolução de

∆t+1 = f ′(xt)(I − µtA)∆t. (3.11)

Agora, se supormos A diagonalizável, ∃S inversível tal que:

A = SMS−1, (3.12)
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onde M é a matriz diagonal dos autovalores λj de A.

Substituíndo (3.12) em (3.11), encontramos

∆t+1 = Sf ′(xt)(I − µtM)∆tS
−1.

Fazendo a seguinte mudança de variável

∆̃ = S∆,

segue o seguinte sistema desacoplado

∆̃t+1 = f ′(xt)(I − µtM)∆̃t.

Logo, podemos a�rmar que as perturbações transversais próximas do
estado sincronizado serão atraídas para tal estado, se as perturbações ∆̃(t) → 0, o
que ocorre se e somente se:

limτ→∞‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ < 1,

onde Pt = f ′(xt)(I − µtM). Portanto, todas as perturbações transversais ao subes-
paço invariante tendem a zero e, as perturbações paralelas a esse subespaço podem
ocorrer livremente, pois já estão no estado síncrono.

Note que, podemos escrever:

‖Pτ−1...P1P0‖ = ‖(I − µτ−1M)...(I − µ0M)‖
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|, (3.13)

ou ainda:

lim
τ→∞

‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ = lim

τ→∞
‖(I − µτ−1M)...(I − µ0M)‖ 1

τ lim
τ→∞

τ−1∏
t=0

|f ′(xt)| 1τ . (3.14)

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), supondo ρ a medida natural
g-invariante e ergódica, o Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec (Apêndice
B) garante a existência e unicidade do limite acima, a menos de um conjunto ρ, de
medida natural zero:

lim
τ→∞

(
‖

τ−1∏
τ=0

(I − µτM)‖
) 1

τ

= max
λj

lim
τ→∞

(
τ−1∏
τ=0

|1− µτλj|
) 1

τ

. (3.15)
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Em (3.14), a componente local é representada por:

L(x0) = lim
τ→∞

|f ′(xτ−1)...f
′(x0)| 1τ , (3.16)

que é o número de Lyapunov da órbita sincronizada, começando em x0. A compo-
nente espacial é:

Λ(µ0) = max
λj

lim
τ→∞

‖(1− µτ−1λj)...(1− µ0λj)‖ 1
τ . (3.17)

Assim, conforme (3.14) e (3.15), podemos escrever:

lim
τ→∞

‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ = L(x0)Λ(µ0). (3.18)

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), considerando o sistema (3.2), as-
sumimos f uma função suave, C, n× n, duplamente estocástica e irredutível, onde
ν é uma medida f -invariante e ρ é uma medida g-invariante, ambas ergódicas,
ln+|f ′(x)| ∈ L1(ν) e ln+‖1− µλj(x)‖ ∈ L1(ρ). Desse modo, obtemos:

Λj = exp

∫

[0,1]

ln |1− µλj|dρ(µ),

onde λ0 = 0 e λj são os autovalores de B = I − C.

Da mesma forma, encontramos:

L = exp lim
τ→∞

1

τ

τ−1∑
t=0

ln |f ′(xt)| = exp

∫ ∞

0

ln |f ′(x)|dν(x). (3.19)

Primeiramente aplicamos o ln na de�nição de L dada em (3.16) e após, o Teorema
Ergódico de Birkho� (Apêndice B), ∀x0, a menos de um conjunto ν, de medida nula.

A menos de um conjunto ν e ρ, de medida zero, eliminamos a de-
pendência de x0 e µ0, respectivamente, e estabelecemos uma condição necessária
para a estabilidade local assintótica do conjunto invariante sincronizado:

LΛ < 1. (3.20)

Assim, as órbitas que dependem da condição inicial, não podem ser aproximadas
por este critério de estabilidade (3.20).
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Portanto, a condição necessária para a estabilidade local assintótica do
conjunto invariante sincronizado é dada por:

Kj = LΛj < 1

K = max
j=1,2,...,n−1

LΛj = L max
j=1,2,...,n−1

Λj < 1, (3.21)

ou ainda:

Kj = LΛj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, µ) < 1, (3.22)

para j 6= 0.

3.3 Simulações Numéricas

Nos experimentos numéricos, a dinâmica local escolhida é a exponen-
cial logística, f(x) = xer(1−x), onde o parâmetro r, representa a taxa intrínsica de
crescimento da população local. Faremos uso da matriz de con�guração C, n × n,
correspondente ao caso em que a metapopulação é um anel com n sítios iguais,
acoplados com os vizinhos adjacentes (conexão local) e o acoplamento global, onde
todos os sítios estão igualmente conectados uns com os outros (conexão global).

Note que a medida invariante ρ é descrita como a integral de uma
função constante por partes, não-negativa. Segundo Alligood, Sauer e Yorke (1996),
a medida m(S) de um subconjunto S de I = [0, 1], é dada por:

m(S) =

∫

S

p(x)dx, (3.23)

para alguma função

p(x)=





p1, se x ∈ a1

...

pn, se x ∈ an,

onde pi ≥ 0, ai ⊂ S e
n∑

i=1

piA
∗
i = 1, sendo A∗

i o comprimento de ai. E, quando a
medida de um conjunto é dada pela integral de uma função sobre um conjunto, a
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função p é chamada densidade da medida. Portanto, ao fazermos uso do critério
(3.20) utilizaremos informações sobre a densidade da medida e não da função g.

Para investigarmos o comportamento de K = LΛ, ou Kj = L max
j=1,...,n−1

Λj,
iremos dar maior atenção ao estudo de maxj=1,...,n−1 Λj ou Λ. O termo maxj=1,...,n−1 Λj

ou Λ depende dos autovalores λj da matriz B, n× n, que de acordo com o teorema
de Gershgorin (Lancaster e Tismenetsky, 1985), encontram-se em um disco centrado
em 1 e com raio igual a 1, ou seja, 0 ≤ λj ≤ 2. No caso do acoplamento local, obte-
mos n− 1 autovalores, λj, diferentes de zero. Já para o caso do acoplamento global,
são encontrados n− 1 autovalores iguais e diferentes de zero, e como consequência,
Λ = maxj=1,...,n−1 Λj = Λj. Nas simulações, serão obtidos os mesmos autovalores,
para o mesmo tamanho de rede e acoplamento.

Assim, buscamos encontrar a localização dos autovalores, dentro do
intervalo 0 ≤ λj ≤ 2, de modo que nos proporcione maxj=1,...,n−1 Λj < 1 ou Λ < 1,
para obtermos uma maior possibilidade de estabilidade do estado sincronizado.

Veremos também em quais situações teremos estabilidade do estado
sincronizado, para diferentes valores do parâmetro r. Como estamos preocupados
com a extinção da metapopulação, que está relacionada com a sincronização de
órbitas caóticas, nosso interesse está restrito a r > 2, 5.

Os grá�cos que seguem foram obtidos através do software Matlab.

Exemplo 3.3.1. Considere a densidade ρ(µ) que de�ne a medida invariante dada
pela distribuição uniforme em [γ, β], sendo 0 < γ < β < 1:

ρ(µ)=





ρ1 = 0, se 0 < µ < γ

ρ2 = 1
β−γ

, se γ < µ < β

ρ3 = 0, se β < µ < 1.
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βγ

1/β−γ

Figura 3.1: A densidade ρ(µ) que de�ne a medida invariante.

De acordo com (3.22), temos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, µ)

= exp

(∫ 1

0

ln |1− µλj|dρ(µ) +

∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

)

=

(
exp

1

β − γ

∫ β

γ

ln |1− µλj|dµ

)
L.

Ou ainda, a condição de estabilidade do estado sincronizado dada por
(3.21) é:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj = L max
j=1,...,n−1

(
exp

1

β − γ

∫ β

γ

ln |1− µλj|dµ

)
< 1,

onde λj são os autovalores da matriz B = I−C, I a matriz identidade e C a matriz
conexão.

Na �gura 3.2, investigaremos o comportamento de Λj. Considerando
inicialmente um intervalo que contenha valores de µ relacionados a uma baixa fração
migratória, observamos que os menores valores de Λj referem-se aos maiores valores
de λj. Assim, na �gura 3.2, em (a) e (b), teremos maxj=1,...,n−1 Λj para os menores
valores de λj, isto é, próximo de zero. Agora, quando consideramos intervalos que
contenham cada vez mais, maiores valores da fração migratória, µ, temos na �gura
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3.2 em (c) e (d) que maxj=1,...,n−1 Λj ocorre tanto para os menores, quanto para os
maiores valores de λj.
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Figura 3.2: Grá�co de Λj versus os autovalores λj da matriz B, considerando:
a) γ = 0, 2 e β = 0, 3, b) γ = 0, 4 e β = 0, 5, c) γ = 0, 6 e β = 0, 7,
d) γ = 0, 8 e β = 0, 9.

Nas �guras 3.3 e 3.4, mantemos β = 0, 9 e variamos γ. Os menores
valores de Λ são obtidos pelos valores de γ próximos de 0, 7. Portanto, conforme o
valor de γ aumenta, até certo ponto, menor é o intervalo [γ, β] e menor é o valor de
Λ, como consequência, maior é a probabilidade de sincronização. E nesse intervalo,
maior será o valor de µ.

Na �gura 3.3 há uma diminuição nos valores de Λ ao supormos a
conexão global em relação a conexão local. E ainda, comparando as �guras 3.3
a) e 3.4, notamos uma maior possibilidade de sincronização para um menor número
de sítios.
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Figura 3.3: Grá�cos de Λ em função de γ, com β = 0, 9, considerando um anel de 5
sítios e: a) Acoplamento local, b) Acoplamento global.
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Figura 3.4: Grá�cos de Λ em função de γ, com β = 0, 9 �xo e considerando um anel
de n sítios com acoplamento local: a) n = 7, b) n = 9.
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As �guras a seguir, ilustram preferencialmente em quais situações te-
remos estabilidade do estado sincronizado, para diferentes valores do parâmetro r,
com r > 2, 5.

Na �gura 3.5(a), temos K < 1 para valores menores de r. Ou seja,
quanto menor é o valor de r, maior é a possibilidade de sincronização. Tal conclusão
está de acordo com resultados de Earn, Levin e Rohani (2000). Agora, comparando o
acoplamento local, �gura 3.5(a), com o acoplamento global, �gura 3.5(b), concluímos
que no acoplamento global todos os valores de r geram LΛ < 1. Ou seja, temos uma
maior possibilidade de sincronia quando temos acoplamento global.
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Figura 3.5: Grá�cos de K = LΛ em função do parâmetro r, com γ = 1/3 e
β = 2/3, para um anel de 5 sítios, considerando: a) acoplamento lo-
cal, b) acoplamento global. A linha horizontal indica LΛ = 1, ou seja,
para K > 1 não há sincronização. No grá�co onde não aparece esta
reta, todos os pontos plotados estão abaixo de K = 1.

O trabalho de Giordani (2006), ilustra o caso em que a migração inde-
pende da densidade dos sítios. Nesse sentido, a condição necessária para a estabi-
lidade do estado sincronizado é Lσsub(Hµ) < 1, onde L é o número de Lyapunov e
σsub(Hµ) é o raio espectral determinado pelo autovalor subdominante da matriz Hµ,
sendo Hµ = I − µB e B = I − C.
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Na sequência, iremos comparar o nosso exemplo com esse trabalho de
Giordani (2006). Supomos µ = 1

2
, o ponto médio do intervalo [γ = 1

3
, β = 2

3
]. Na

�gura 3.6 temos K = Lσsub(Hµ) em função do parâmetro r, com µ = 1
2
. Assim,

comparando a �gura 3.6 com 3.5, obtemos praticamente os mesmos grá�cos, visto
que os valores obtidos por K = Lσsub(Hµ) e K = LΛ diferem apenas em algumas
casas decimais.
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Figura 3.6: Grá�cos de K = Lσsub(Hµ) em função do parâmetro r, com µ = 1
2
para

um anel de 5 sítios, considerando: a) acoplamento local, b) acoplamento
global. A linha horizontal indica Lσsub(Hµ) = 1, ou seja, para K > 1
não há sincronização. No grá�co onde não aparece esta reta, todos os
pontos plotados estão abaixo de K = 1.

Exemplo 3.3.2. Considere a densidade ρ(µ) que de�ne a medida invariante dada
pela distribuição uniforme em [µ∗ − ε, µ∗ + ε], sendo 0 < µ∗ − ε < µ∗ + ε < 1. Note
que esse exemplo é uma particularidade do exemplo 3.3.1.

Considere:

ρ(µ)=





ρ1 = 0, se 0 < µ < µ∗ − ε

ρ2 = 1
2ε

, se µ∗ − ε < µ < µ∗ + ε

ρ3 = 0, se µ∗ + ε < µ < 1.
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De acordo com (3.22), encontramos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, µ)

= exp

(∫ 1

0

ln |1− µλj|dρ(µ) +

∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

)

=

(
exp

1

2ε

∫ µ∗+ε

µ∗−ε

ln |1− µλj|dµ

)
L.

Assim, a condição de estabilidade do estado sincronizado dada por
(3.21), é:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj = L max
j=1,...,n−1

(
exp

1

2ε

∫ µ∗+ε

µ∗−ε

ln |1− µλj|dµ

)
< 1,

onde λj são os autovalores da matriz B = I−C, I a matriz identidade e C a matriz
conexão.

Na �gura 3.7, investigaremos o comportamento de Λj em função dos
autovalores λj da matriz B. Para os menores valores de µ∗, maxj=1,...,n−1 Λj referem-
se aos menores valores de λj. Conforme o valor de µ∗ aumenta, menor é o valor
mínimo de Λj. Agora, para os valores de µ∗ próximos de 1, maxj=1,...,n−1 Λj refere-
se tanto para os menores, quanto para os maiores valores de λj. Portanto, para
obtermos maxj=1,...,n−1 Λj, para os menores valores de µ∗, devemos ter λj próximo
de 0. Já para os maiores valores de µ∗, devemos ter λj próximo de 0 ou de 2.
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Figura 3.7: Grá�co de Λj versus os autovalores λj da matriz B, considerando:
a) µ∗ = 0, 2 , b) µ∗ = 0, 4 , c) µ∗ = 0, 6 e d) µ∗ = 0, 8.

Nas �guras 3.8 e 3.9, conforme os valores de µ∗ aumentam até deter-
minado valor, há uma maior probabilidade de sincronização, devido à diminuição
dos valores de Λ. E, nesse caso, estamos considerando uma fração migratória µ

assumindo um valor próximo de 0, 8. Além disso, Λ admite valores menores para o
acoplamento global, na �gura 3.8 e para um menor número de sítios, comparando
as �guras 3.8 a) e 3.9.
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Figura 3.8: Grá�cos de Λ = maxj=1,...,n−1 Λj em função do parâmetro µ∗, para um
anel de 5 sítios, considerando: a) acoplamento local, b) acoplamento
global.
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Figura 3.9: Grá�cos de Λ = maxj=1,...,n−1 Λj em função do parâmetro µ∗, para um
anel de n sítios com acoplamento local, tal que: a) n = 7, b) n = 9.

Na �gura 3.10 a), notamos que quanto menor é o valor de r, maior é a
possibilidade de sincronização. Agora, comparando o acoplamento local, �gura 3.10
a), com o acoplamento global, �gura 3.10 b), reforçamos que para o acoplamento
global temos uma maior possibilidade de sincronia, isto porque K < 1. Portanto,
temos redução nas chances de extinção da metapopulação quando tivermos um maior
valor do parâmetro r ou quando tivermos acoplamento local.
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Figura 3.10: Grá�cos de K = LΛ em função do parâmetro r com µ∗ = 1
2
, para um

anel de 5 sítios, considerando: a) acoplamento local, b) acoplamento
global. A linha horizontal indica LΛ = 1, ou seja, para K > 1 não há
sincronização.

Exemplo 3.3.3. Consideramos agora uma medida natural invariante dada por
soluções periódicas.

a) Supondo uma solução de período 2, p e q, por exemplo, onde 0 <

p < q < 1, a medida natural invariante ρ(µ) é 1
2
se o intervalo contém p ou q, e zero

caso contrário.

qp
1
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Figura 3.11: Função ρ(µ) onde a medida é 1
2
, se o intervalo contém o ponto p ou o

ponto q, e zero caso contrário.
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De acordo com (3.22), temos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, µ)

= exp

(∫ 1

0

ln |1− µλj|dρ(µ) +

∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

)

=

[
exp

(
ln |1− pλj|

2
+

ln |1− qλj|
2

)]
L

= |1− pλj| 12 |1− qλj| 12 L.

A condição de estabilidade do estado sincronizado dada por (3.21) é:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj = L max
j=1,...,n−1

|1− pλj| 12 |1− qλj| 12 < 1,

onde λj são os autovalores da matriz B = I−C, I a matriz identidade e C a matriz
conexão.

Na �gura 3.12, utilizaremos diferentes valores de p e q e investigaremos
o comportamento do termo Λj = |1− pλj| 12 |1− qλj| 12 em função dos autovalores λj

da matriz B. Quando p e q assumem os menores valores possíveis, ou seja, para
uma menor fração migratória, temos que maxj=1,...,n−1 Λj é obtido pelos menores
valores de λj. Agora, para valores maiores de p e q, isto é, para uma maior fração
migratória, maxj=1,...,n−1 Λj está relacionado com os menores e maiores valores de
λj.
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Figura 3.12: Grá�co de Λj versus os autovalores λj da matriz B, considerando:
a) p = 0, 2 e q = 0, 3, b) p = 0, 4 e q = 0, 5, c) p = 0, 6 e q = 0, 7,
d) p = 0, 8 e q = 0, 9.

b) Para uma solução de período m, p, ..., q, por exemplo, onde 0 < p <

... < q < 1, a medida natural invariante ρ(µ) é 1
m

se o intervalo contém p, ..., q, e
zero, caso contrário.

Nas �guras 3.13 e 3.14, o grá�co de Λ em função do período m foi
plotado considerando para cada m, os pontos periódicos de período 2, [p, q], os
extremos do intervalo. No seu interior, estão dispostos os demais pontos periódicos,
m− 2, de forma a manter todos os pontos igualmente espaçados.
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Na �gura 3.13, seguem grá�cos com o objetivo de comparar para o
mesmo tipo de acoplamento, o caso m-periódico com o exemplo 3.3.1, que tem a
medida invariante dada pela distribuição uniforme, cujo intervalo [γ, β] é contínuo e
com in�nitos períodos. Logo, encontramos os mesmos valores de Λ, para os maiores
valores de m, e assim, quanto menor for o período m, maior é a possibilidade de
sincronização para o caso m-periódico em relação ao caso contínuo. De acordo com
3.13 a) e b), obtemos os menores valores de Λ quando utilizamos o acoplamento
global.
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Figura 3.13: Grá�cos de Λ em função do período m, considerando um anel de 5
sítios, [p, q] = [0, 3, 0, 7] e: a) acoplamento local, b) acoplamento global.

Na �gura 3.14, quanto menor for o tamanho da rede, maior é a possi-
bilidade de sincronização.
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Figura 3.14: Grá�cos de Λ em função do período m, considerando [p, q] = [0, 2, 0, 8],
acoplamento local e um anel de n sítios: a) n = 5, b) n = 7, c) n = 9,
d) n = 11.

3.4 Conclusões

Neste capítulo obtivemos o critério de estabilidade do estado síncrono.
Este estudo foi realizado com uma metapopulação composta por n sítios, acoplados
via migração independente da densidade, mas com dependência temporal. Nas
simulações, consideramos uma matriz con�guração de anéis cíclicos para a rede e
matriz de interação simétrica.

Visando explorar o critério de estabilidade do estado síncrono, (3.22),
apresentamos exemplos, na seção 3.3. Através desses exemplos obtivemos alguns
resultados novos e outros já conhecidos.
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Um dos resultados novos diz respeito à localização dos autovalores,
dentro do intervalo 0 ≤ λj ≤ 2. Encontramos para os menores valores de µ,
maxj=1,...,n−1 Λj sendo gerado pelos menores valores de λj. Já para os maiores valo-
res de µ, maxj=1,...,n−1 Λj corresponde tanto para os menores, quanto para maiores
valores de λj.

Outro resultado novo é a comparação entre o caso onde a medida invari-
ante é dada pela distribuição uniforme, cujo intervalo [γ, β] é contínuo e com in�nitos
períodos, e o caso m-periódico. Concluímos que temos uma aproximação entre esses
dois casos quando consideramos os maiores períodos, para o caso m-periódico. E
ainda, quanto menor for o período m, maior é a possibilidade de sincronização para
o caso m-periódico, com relação ao caso contínuo.

Segundo Earn, Levin e Rohani (2000), e de acordo com os exemplos
3.3.1 e 3.3.2, para valores da fração migratória µ, próximos de 0, 7 e 0, 8, respec-
tivamente, temos uma maior possibilidade de sincronização. E, nesse caso, quanto
maior for µ, mais forte será o acoplamento entre os sítios.

Nos exemplos vistos e, de acordo com Earn, Levin e Rohani (2000),
Rempel (2007) e Silva, Castro e Justo (2000), observamos que há uma maior proba-
bilidade de sincronização para um menor número de sítios compondo a rede e para
o caso do acoplamento global, se compararmos com o acoplamento local. Percebe-
mos também, uma maior probabilidade de sincronização do sistema para os menores
valores do parâmetro r, quando temos o acoplamento local.
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4 CORREDORES DE CONSERVAÇÃO E A
ESTABILIDADE DO ESTADO SíNCRONO

No capítulo anterior, estudamos a estabilidade do estado síncrono em re-
des de populações acopladas via migração independente da densidade, considerando
que a partida dos indivíduos possuia dependência temporal. Como supomos o pro-
cesso de migração de curta duração, não teremos perda de indivíduos e assim todos
que partem chegam em outro sítio. Neste capítulo, analisaremos essa chegada, cuja
distribuição depende do tempo.

A criação dos corredores de conservação tem sido vista como uma al-
ternativa para a redução dos efeitos negativos da fragmentação do habitat. Os
corredores têm por função conectar sítios isolados e, como consequência, aumentam
as chances de uma possível (re)colonização, a �m de manter populações e conservar
a biodiversidade.

De acordo com Earn, Levin e Rohani (2000), o aumento da conectivi-
dade ocasiona uma maior probabilidade de ocorrer sincronização em populações
locais, o que implica no risco de uma extinção global, já que, para termos uma ex-
tinção global, as populações locais deverão oscilar de forma sincronizada. Segundo
Silva, Castro e Justo (2000), se essas oscilações conduzirem a baixos valores, os
efeitos estocásticos podem causar a extinção local e como consequência, a extinção
global, devido à sincronização.

Como estamos preocupados com a extinção, estudaremos as dinâmicas
síncronas. Na seção 4.1 apresentaremos o modelo metapopulacional referente aos
corredores de conservação, cujo processo migratório obedece à dinâmica sazonal,
ou seja, em cada ciclo uma fração µ constante de indivíduos de cada sítio migra,
segundo a distribuição dependente do tempo Ct = [ct

ij]. Na seção 4.2 segue o critério
para a estabilidade local assintótica do conjunto invariante sincronizado, com base
no modelo descrito na seção 4.1. Já na seção 4.3, analisaremos simulações numéricas
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baseadas nos resultados obtidos na seção 4.2. E, para �nalizar o capítulo, na seção
4.4, seguem as conclusões.

4.1 O Modelo

O modelo metapopulacional que será desenvolvido nesta seção, segue
inicialmente o modelo descrito na seção 2.1. Na sequência, descreveremos algumas
particularidades.

Neste caso, o processo migratório obedece a dinâmica sazonal, isto é, a
cada geração uma fração µ constante, (0 < µ < 1), de indivíduos de cada sítio, irá
migrar segundo a distribuição dependente do tempo Ct = [ct

ij], onde ct
ij representa

a fração de indivíduos com dependência temporal, que parte de um sítio j e chega
em um sítio i.

De�nimos φ(f(xj
t)) = µf(xj

t) a densidade populacional que parte do
sítio j no �nal do tempo t. Desses indivíduos a proporção ct

ij chegará no sítio i

no início do passo de tempo t + 1, sendo ct
ii = 0. A fração de indivíduos ct

ij será
determinada a posteriori, de acordo com a topologia de rede considerada.

Supomos que, o processo de migração é de curta duração, e portanto
admitimos que é 100% bem sucedido, isto é,

n∑
i=1

ct
ij = 1, ou seja, todos os indivíduos

que saem de um sítio j chegam em algum sítio i, para todo j = 1, 2, ..., n. Desta
forma, a equação que descreve a dinâmica da metapopulação é dada por:

xi
t+1 = (1− µ)f(xi

t) +
n∑

j=1

ct
ijµf(xj

t), ∀i = 1, 2, ..., n, (4.1)

onde o primeiro termo do lado direito representa a quantidade de indivíduos que
permanecem no sítio i, enquanto que o segundo termo da direita representa a soma
dos migrantes que chegam no sítio i. Note que no modelo anterior, seção 3.1, consi-
deramos a partida dos indivíduos possuindo dependência temporal, isto é, µt. Agora,
a dependência temporal refere-se à distribuição Ct = [ct

ij].
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Ou ainda, como φ(f(xj
t)) = µf(xj

t), (4.1) nos fornece:

xi
t+1 = f(xi

t)− φ(f(xi
t)) +

n∑
j=1

ct
ijφ(f(xj

t)), ∀i = 1, 2, ..., n. (4.2)

4.2 Critério de Estabilidade do Estado Síncrono

Supomos inicialmente que a matriz conexão, Ct = [ct
ij], é duplamente

estocástica, isto é,
n∑

j=1

ct
ij =

n∑
i=1

ct
ij = 1 e cii = 0.

Seja {Cα}α∈[0,1] uma família de matrizes irredutíveis, duplamente es-
tocásticas. Supomos h um mapeamento contínuo em [0, 1], tal que αt+1 = h(αt),
considerando α0 arbitrário e ρ uma medida ergódica h-invariante.

Uma órbita referente ao sistema (4.2) está em estado sincronizado se a
densidade em todos os sítios for a mesma, para todo o tempo t, isto é, xj

t = xt,∀j =

1, 2, ..., n. De acordo com a seção 2.3, a dinâmica de cada sítio, em um sistema
sincronizado, satisfaz a dinâmica de um sítio isolado.

Na sequência, iremos estudar a estabilidade local assintótica das soluções
sincronizadas. Para tal, consideramos uma órbita caótica sincronizada, e linearizamos
o sistema (4.2), Xt+1 = F (Xt), em torno do estado sincronizado, X t = (xt, ..., xt) ∈
Rn.

A matriz Jacobiana do sistema, aplicada na órbita sincronizada é dada
por:

Jt =




f
′
(xt)(1− µ) f

′
(xt)c

t
12µ . . . f

′
(xt)c

t
1nµ

f
′
(xt)c

t
21µ f

′
(xt)(1− µ) . . . f

′
(xt)c

t
2nµ

... ... . . . ...
f
′
(xt)c

t
n1µ f

′
(xt)c

t
n2µ . . . f

′
(xt)(1− µ)




. (4.3)
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Podemos escrever Jt = [κt
i,j], onde:

κt
i,j=





f
′
(xt)(1− µ), i = j

f
′
(xt)c

t
i,jµ, i 6= j.

Desta forma, Jt admite a seguinte representação:

Jt = f ′(xt)HBt , (4.4)

onde HBt = I − µBt, I é a matriz identidade e Bt é a matriz de�nida por:

Bt =




1 −ct
12 ... −ct

1n

−ct
21 1 ... −ct

2n

... ... . . . ...
−ct

n1 −ct
n2 ... 1




, (4.5)

sendo Bt = I − Ct e
n∑

j=1

bt
ij =

n∑
i=1

bt
ij = 0.

Supomos que a matriz Ct = [ct
ij] é irredutível e nesse caso, o teorema de

Perron-Fröbenius (Lancaster e Tismenetsky, 1985) garante que Bt pode ser escrito
da seguinte forma:

Bt = Q




0 . . . 0
...
0 At


 Q−1, (4.6)

onde At é uma matriz de dimensão (n − 1) × (n − 1) e Q é a matriz mudança de
base apropriada.
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Como HBt = I − µBt, podemos escrever:

HBt = Q




1 0 . . . 0

0
...
0 I − µAt




Q−1, (4.7)

onde HBt possui o autovalor λ = 1 associado ao autovetor v = (1, ..., 1), que é a
diagonal do espaço de fase, ou ainda, o subespaço invariante restrito aos movimentos
síncronos. Logo, as perturbações nesse subespaço podem ocorrer livremente. Agora,
as perturbações transversais ao espaço síncrono, I−µAt, deverão tender a zero, pois
queremos a estabilidade do estado sincronizado.

Desta forma, o estudo da estabilidade da solução sincronizada �ca re-
duzido à análise do comportamento das perturbações transversais à órbita síncrona.

Assim, substituindo (4.7) em (4.4), obtemos:

Jt = Q[f ′(xt)(I − µAt)]Q
−1, (4.8)

e analisaremos a evolução de:

∆t+1 = f ′(xt)(I − µAt)∆t. (4.9)

Se At é uma família de matrizes, (n − 1) × (n − 1), simultaneamente
diagonalizável (ver Apêndice A), então ∃S inversível tal que ∀t:

At = SMtS
−1, (4.10)

para S constante e Mt a matriz diagonal dos autovalores λj(t) de At.

Substituíndo (4.10) em (4.9), obtemos:

∆t+1 = Sf ′(xt)(I − µMt)∆tS
−1.
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Fazendo a seguinte mudança de variável

∆̃ = S∆,

e lembrando que S é constante, temos:

∆̃t+1 = f ′(xt)(I − µMt)∆̃t.

Portanto, a perturbação ∆̃(t) → 0, se e somente se:

limτ→∞‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ < 1,

onde Pt = f ′(xt)(I − µMt), para todos os autovalores de At (diagonal de Mt).
Assim, todas as perturbações transversais ao subespaço invariante tendem a zero, e
as perturbações paralelas podem ocorrer livremente, por estarem no estado síncrono.

Podemos escrever:

‖Pτ−1...P1P0‖ = ‖(I − µMτ−1)...(I − µM0)‖
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|, (4.11)

ou ainda:

lim
τ→∞

‖Pτ−1...P1P0‖ 1
τ = lim

τ→∞
‖(I − µMτ−1)...(I − µM0)‖ 1

τ lim
τ→∞

τ−1∏
t=0

|f ′(xt)| 1τ . (4.12)

Segundo Barrionuevo e Silva (2008), supondo ρ h-invariante e ergódica,
o Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec (Apêndice B) garante a existência
e unicidade do limite acima, a menos de um conjunto ρ, de medida natural zero:

lim
τ→∞

(
‖

τ−1∏
τ=0

(I − µMτ )‖
) 1

τ

= max
λj(τ)

lim
τ→∞

(
τ−1∏
τ=0

|1− µλj(τ)|
) 1

τ

. (4.13)

De acordo com (4.12), a componente local é dada por:

L(x0) = lim
τ→∞

|f ′(xτ−1)...f
′(x0)| 1τ , (4.14)

que é o número de Lyapunov da órbita sincronizada, começando em x0, e a compo-
nente espacial é

Λ(α0) = max
λj(t)

lim
τ→∞

‖(1− µλj(τ − 1))...(1− µλj(0))‖ 1
τ . (4.15)
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E, conforme (4.12) e (4.13), podemos escrever:

lim
τ→∞

‖Pτ−1...P1P0‖ = L(x0)Λ(α0). (4.16)

De acordo com Barrionuevo e Silva (2008), considerando o sistema (4.2)
e admitindo que f é uma função suave, C, n×n, duplamente estocástica e irredutível
onde ν é uma medida f -invariante e ρ é uma medida h-invariante, ambas ergódicas,
ln+|f ′(x)| ∈ L1(ν) e ln+‖1− µλj(x)‖ ∈ L1(ρ), obtemos:

Λj = exp

∫

[0,1]

ln |1− µλj(t)|dρ(t),

onde λ0 = 0, λj(t) são os autovalores de Bt = I − Ct.

Analogamente, encontramos:

L = exp lim
τ→∞

1

τ

τ−1∑
t=0

ln |f ′(xt)| = exp

∫ ∞

0

ln |f ′(x)|dν(x). (4.17)

Ao negligenciarmos a dependência da condição inicial x0 e α0, obtemos
L e Λ "únicos", a menos de um conjunto ν e ρ, respectivamente, de medida zero.
Portanto, a condição necessária para a estabilidade assintótica local do conjunto
invariante sincronizado é:

LΛ < 1. (4.18)

Assim, a condição necessária para a estabilidade local assintótica do
conjunto invariante sincronizado, é dada por:

Kj = LΛj < 1

K = max
j=1,2,...,n−1

LΛj = L max
j=1,2,...,n−1

Λj < 1, (4.19)

ou ainda:

Kj = LΛj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj(t)|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, t) < 1, (4.20)

para j 6= 0.
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Observação:

Na prática utilizaremos:

Ct = αtCG + (1− αt)CL, (4.21)

onde Ct é a matriz conexão com dependência temporal, formada por uma porcen-
tagem αt, referente à conexão global:

CG =




0 1
n−1

... 1
n−1

1
n−1

0
. . . ...

... . . . . . . 1
n−1

1
n−1

... 1
n−1

0




, (4.22)

com i, j = 1, 2, ..., n e 0 < αt < 1.

E a outra porcentagem, 1− αt, referente à conexão local:

CL =




0 1
2

0 ... 0 1
2

1
2

0 1
2

0 ... 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . 0

0 ... 0 1
2

0 1
2

1
2

0 ... 0 1
2

0




, (4.23)

com i, j = 1, 2, ..., n.

A porcentagem αt em (4.21) representa a força da conexão dos corre-
dores de conservação. Na �gura 4.1, observamos que quanto maior for αt, teremos
mais indivíduos circulando entre as arestas, por estarmos considerando o acopla-
mento global. Agora, quanto menor for αt, menor será essa circulação devido ao
acoplamento local.
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Figura 4.1: Grá�co representando a quantidade de corredores de conservação.

Considere, λt, σ e η os autovalores das matrizes, Ct, CL e CG, respec-
tivamente.

Sejam CL e CG matrizes circulantes. Como as matrizes circulantes são
simultaneamente diagonalizáveis, então ∃S inversível, tal que ∀t temos:

CL = SDtS
−1,

CL = S




σ1 ... 0
... . . . ...
0 ... σn


 S−1, (4.24)

e para a mesma matriz S inversível, ∀t segue:

CG = SDtS
−1,

CG = S




η1 ... 0
... . . . ...
0 ... ηn


 S−1. (4.25)
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Substituíndo (4.24) e (4.25) em (4.21), obtemos:

Ct = S




αtη1 + (1− αt)σ1 ... 0
... . . . ...
0 ... αtηn + (1− αt)σn


 S−1. (4.26)

Logo, os autovalores da matriz Ct são:

λt = αtη + (1− αt)σ, (4.27)

onde η e σ são os autovalores das matrizes, CG e CL, respectivamente.

E como Bt = I − Ct, temos:

Bt = S




1− (αtη1 + (1− αt)σ1) ... 0
... . . . ...
0 ... 1− (αtηn + (1− αt)σn)


 S−1, (4.28)

que possui os autovalores:

λt = 1− (αtη + (1− αt)σ). (4.29)

4.3 Simulações Numéricas

As simulações a seguir foram realizadas no software Matlab, considerando
a con�guração para a rede unidimensional, anéis cíclicos, e a matriz conexão Ct, dada
por:

Ct = αtCG + (1− αt)CL, (4.30)

sendo uma porcentagem αt referente à conexão global (CG) e outra, 1−αt, referente
à conexão local (CL).
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Nas simulações que seguem, estudaremos o comportamento de K =

LΛ, buscando as condições para obtermos a estabilidade do estado sincronizado
(K = LΛ < 1). Investigaremos o termo Λ, que possui dependência da fração
migratória, µ, e dos autovalores η e σ, das matrizes de conexão global (4.22) e local
(4.23), respectivamente. Encontraremos n − 1 autovalores σ, diferentes de um e
n− 1 autovalores η, iguais e diferentes de um, e nesse caso, Λ = maxj=1,...,n−1 Λj =

Λj. Assim, iremos obter os mesmos autovalores, para o mesmo tamanho de rede e
acoplamento.

Exemplo 4.3.1. Suponha a densidade ρ(α), que de�ne a medida invariante, dada
pela distribuição uniforme em [γ, β]:

ρ(α)=





ρ1 = 0, se 0 < α < γ

ρ2 = 1
β−γ

, se γ < α < β

ρ3 = 0, se β < α < 1,

onde 0 < γ < β < 1.

0 
0   

γ β

1/β−γ

Figura 4.2: A densidade ρ(α) que de�ne a medida invariante.
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Segundo (4.20), temos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj(α)|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, α)

= exp

(∫ 1

0

ln |1− µλj(α)|dρ(α) +

∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

)

=

(
exp

1

β − γ

∫ β

γ

ln |1− µλj(α)|dα

)
L.

Como λj(α) = 1− (ασ + (1− α)η), segue:

Kj =

(
exp

1

β − γ

∫ β

γ

ln |1− µ(1− (ασ + (1− α)η))|dα

)
L.

Logo a condição de estabilidade do estado sincronizado, dada por (4.19),
é:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj

K = L max
j=1,...,n−1

(
exp

1

β − γ

∫ β

γ

ln |1− µ(1− (ασ + (1− α)η))|dα

)
< 1.

Na �gura 4.3, segue o grá�co de Λ em função de γ, com β = 0, 9 e
µ = 0, 8. Quanto maior for o valor de γ, menor é o valor de Λ. Assim, teremos
uma maior possibilidade de sincronização para o intervalo [γ, β] contendo os maiores
valores, o que signi�ca um maior valor de α, que de acordo com (4.30), implica na
matriz conexão Ct formada por uma maior porcentagem da matriz conexão global,
CG.
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(a)

γ

Λ

Figura 4.3: Grá�co de Λ em função de γ, para um anel de 5 sítios, com β = 0, 9 e
µ = 0, 8.

Na �gura 4.4 analisaremos o comportamento do grá�co de Λ em função
da fração migratória, µ, para um anel de 5 sítios, com [γ, β] = [0, 6, 0, 7]. Conforme
os valores de µ crescem, temos uma diminuição nos valores de Λ. Já para os maiores
valores de µ, há um aumento no valor de Λ. Assim, para um valor da fração
migratória, µ, próximo de 0, 8, maior é a possibilidade de sincronização.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
(a)

µ

Λ

Figura 4.4: Grá�co de Λ em função de µ, com [γ, β] = [0, 6, 0, 7] para um anel de 5
sítios.
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Exemplo 4.3.2. Considere a densidade ρ(α), que de�ne a medida invariante, dada
pela distribuição uniforme em [α∗ − ε, α∗ + ε]:

ρ(α)=





ρ1 = 0, se 0 < α < α∗ − ε

ρ2 = 1
2ε

, se α∗ − ε < α < α∗ + ε

ρ3 = 0, se α∗ + ε < α < 1,

sendo 0 < α∗ − ε < α∗ + ε < 1.

De acordo com (4.20), temos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj(α)|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, αt)

= exp

[∫ 1

0

ln |1− µλj(α)|dρ(α) +

∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

]

=

(
exp

1

2ε

∫ α∗+ε

α∗−ε

ln |1− µλj(α)|dα

)
L.

Agora, como λj(α) = 1− (ασ + (1− α)η), temos:

Kj =

(
exp

1

2ε

∫ α∗+ε

α∗−ε

ln |1− µ(1− (ασ + (1− α)η))|dα

)
L.

Logo, a condição de estabilidade do estado sincronizado é dada por:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj

K = L max
j=1,...,n−1

(
exp

1

2ε

∫ α∗+ε

α∗−ε

ln |1− µ(1− (ασ + (1− α)η))|dα

)
< 1.

Na �gura 4.5 iremos analisar o comportamento de Λ, em função de
α∗, considerando um anel com 5 sítios, µ = 0, 3 e µ = 0, 8. Obtemos os menores
valores de Λ para os maiores valores de α∗ e µ. Assim, há uma maior possibilidade
de sincronização, quando assumimos o intervalo [α∗ − ε, α∗ + ε] contendo grandes
valores, que de acordo com 4.30, como α ∈ [α∗ − ε, α∗ + ε], a matriz conexão Ct é
formada por uma maior porcentagem da matriz conexão global, CG.
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Figura 4.5: Grá�cos de Λ em função do parâmetro α∗, para um anel de 5 sítios,
considerando: a) µ = 0, 3, b) µ = 0, 8.

Na �gura 4.6, seguem grá�cos de Λ em função da fração migratória µ,
considerando α∗ = 0, 2 e α∗ = 0, 8, para um anel de 5 sítios. Conforme o valor de µ

cresce, há uma diminuição dos valores de Λ. Já para os maiores valores de µ, após
Λ atingir um valor mínimo, temos um aumento nos valores de Λ. Assim, temos uma
maior possibilidade de sincronização para valores da fração migratória, µ, próximos
de 0, 8.

Comparando os grá�cos onde α∗ = 0, 2 e α∗ = 0, 8, os menores valo-
res de Λ são gerados pelos maiores valores de α∗. Assim concluímos que a matriz
conexão Ct, composta de uma porcentagem maior da matriz conexão global, fa-
vorece a sincronização, em comparação com a matriz conexão Ct, formada por uma
porcentagem maior da matriz conexão local.
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Figura 4.6: Grá�cos de Λ em função de µ, considerando 5 sítios e: a) α∗ = 0, 2,
b) α∗ = 0, 8.

Exemplo 4.3.3. a) Considere agora uma medida natural invariante dada por soluções
periódicas.

Para uma solução de período 2, p e q, por exemplo, a medida natural
invariante ρ(α) é 1

2
, se o intervalo contém p ou q, e zero caso contrário. Supomos

0 < p < q < 1 e admitimos p < α < q.

qp
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Figura 4.7: Função ρ(α) onde a medida é 1
2
, se o intervalo contém o ponto p ou o

ponto q, e zero caso contrário.
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De acordo com (4.20), temos:

Kj = exp

∫

[0,+∞)×[0,1]

ln |1− µλj(α)|+ ln |f ′(x)|d(ν × ρ)(x, µ)

= exp

[(∫ 1

0

ln |1− µλj(α)|dρ(µ)

)
+

(∫ +∞

0

ln |f ′(x)|dν(x)

)]

=

[
exp

(
ln |1− µλj(p)|

2
+

ln |1− µλj(q)|
2

)]
L

= |1− µλj(p)| 12 |1− µλj(q)| 12 L.

Como λj(α) = 1− (ασ + (1− α)η), segue:

Kj = |1− µ(1− (pσ + (1− p)η))| 12 |1− µ(1− (qσ + (1− q)η))| 12 L.

A condição de estabilidade do estado sincronizado é dada por:

K = L max
j=1,...,n−1

Λj

K = L max
j=1,...,n−1

|1− µ(1− (pσ + (1− p)η))| 12 |1− µ(1− (qσ + (1− q)η))| 12 < 1.

Na �gura 4.8, segue o grá�co de Λ em função de p, para q �xo. Quanto
menor for a distância entre p e q, contendo os maiores valores, menor é o valor de
Λ. Logo, temos uma maior possibilidade de sincronização para um maior valor de
α, o que implica na matriz conexão Ct, sendo formada por uma maior porcentagem
da matriz conexão global.
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Figura 4.8: Grá�co de Λ em função de p, com q = 0, 9, µ = 0, 8 e considerando um
anel de 5 sítios.

Na �gura 4.9 observamos que conforme µ cresce até 0, 8, temos uma
diminuição nos valores de Λ. Agora, para µ > 0, 8 há um aumento no valor de
Λ. Portanto, para valores da fração migratória, µ, próximos de 0, 8, maior é a
possibilidade de sincronização.
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Figura 4.9: Grá�co de Λ em função de µ, para um anel de 5 sítios com p = 0, 6 e
q = 0, 7.

b) Para uma solução de período m, p, ..., q, por exemplo, onde 0 < p <

... < q < 1, a medida natural invariante é 1
m

se o intervalo contém p, ..., q, e zero
caso contrário.
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Nas �guras 4.10 a), o grá�co de Λ em função do período m foi obtido
considerando para cada m, os pontos periódicos, de período 2, [p, q] = [0, 2, 0, 8], os
extremos do intervalo, cujo interior contém os demais pontos periódicos, m − 2 e
todos igualmente espaçados. Na �gura 4.10 b), segue o grá�co de Λ em função de µ,
com a medida invariante, dada pela distribuição uniforme em [γ, β] (exemplo 4.3.1).
Utilizando o mesmo valor da fração migratória µ, obtemos o mesmo valor de Λ em
a) e b), para os maiores valores de m em a). Notamos ainda, que para os menores
períodos m, maior é a possibilidade de sincronização para o caso m-periódico em
relação ao caso contínuo.
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Figura 4.10: Grá�cos de: (a) Λ em função do período m, considerando um anel de
5 sítios e µ = 0, 8, (b) Λ em função de µ, para um anel de 5 sítios com
[γ, β] = [0, 2, 0, 8].

4.4 Conclusões

Neste capítulo, obtivemos o critério de estabilidade do estado síncrono
para uma metapopulação composta por uma única espécie e acoplada via migração
com dependência temporal. Para tal, consideramos um sistema de n sítios, uma
con�guração da rede como anéis cíclicos e a matriz de interação simétrica.

Para explorar o critério de estabilidade do estado síncrono, obtido em
(4.20), apresentamos exemplos (seção 4.3), que nos permitiram algumas conclusões.
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De acordo com os exemplos, temos uma maior possibilidade de sin-
cronização para os maiores valores de α, ou seja, quando a matriz conexão Ct é for-
mada por uma porcentagem maior da matriz conexão global. Observamos também,
que para valores da fração migratória, µ, próximos de 0, 8, maior será a possibilidade
de sincronização.

Obtivemos um resultado novo ao compararmos o caso onde a medida
invariante é dada pela distribuição uniforme, cujo intervalo [γ, β] é contínuo e com
in�nitos períodos, e o caso m-periódico, para o mesmo valor de µ. Concluímos que
os menores valores de Λ são obtidos, para m grande. E ainda, para os menores
períodos m, maior é a possibilidade de sincronização para o caso m-periódico em
relação ao caso contínuo.
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5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA
TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, modelamos a migração com dependência e independên-
cia da densidade. No capítulo 2, analisamos os efeitos causados pela migração depen-
dente da densidade, baseados em trabalhos já publicados. Nesse caso, consideramos
que a migração pode ocorrer por excesso ou escassez de indivíduos. Inicialmente,
estudamos a instabilidade gerada pela migração e, após, obtivemos um critério de
estabilidade do estado síncrono.

Nos capítulos 3 e 4, modelamos a migração com independência na den-
sidade. Nesses capítulos, após obtermos um critério de estabilidade do estado sín-
crono, considerando a migração com dependência temporal, realizamos simulações.
Esses critérios obtidos estão de acordo com o trabalho desenvolvido por Earn, Levin
e Rohani (2000) e são compostos pela componente local, número de Lyapunov da
órbita sincronizada, e pela componente espacial.

No capítulo 3 supomos a partida dos indivíduos, representada pela
fração migratória, dependente do tempo. Fazendo uso do critério obtido, concluímos
que para valores da fração migratória µ, próximos de 0, 7 e 0, 8, maior será a possi-
bilidade de sincronização e mais forte será o acoplamento entre os sítios. Notamos
ainda, que há uma maior probabilidade de sincronização quando a rede é composta
por um número menor de sítios e para o acoplamento global.

Buscamos também uma relação entre o caso onde a medida invariante
é dada pela distribuição uniforme em intervalo contínuo e com in�nitos períodos, e
o caso m-periódico. Assim podemos concluir que há uma aproximação entre esses
dois casos quando consideramos os períodos relativamente grandes, para o caso
m-periódico. E ainda, para os menores períodos m, maior é a possibilidade de
sincronização para o caso m-periódico em relação ao caso contínuo.
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Outra comparação feita diz respeito ao critério de estabilidade do estado
síncrono desenvolvido no trabalho de Giordani (2006), em que a migração independe
da densidade dos sítios, com o critério desenvolvido no capítulo 3. Através das
simulações obtivemos os mesmos resultados para esses dois critérios.

Após o estudo da partida dos indivíduos, nos detivemos na chegada,
uma vez que, todos os indivíduos que partem chegam em algum sítio e, devido à
migração ser de curta duração, não há perdas de indivíduos durante o processo.

Assim, no capítulo 4 presumimos que uma fração constante migra, con-
forme a distribuição dependente do tempo. De acordo com o critério obtido, concluí-
mos que para os maiores valores de α, temos uma maior possibilidade de sincroniza-
ção, já que, quando a matriz conexão Ct é formada por uma porcentagem maior da
matriz conexão global a chance de sincronização é maior. Notamos também uma
maior possibilidade de sincronização para valores da fração migratória, µ, próximos
de 0, 8.

Comparamos ainda o caso cuja medida invariante é dada pela dis-
tribuição uniforme em um intervalo contínuo e com in�nitos períodos e o caso m-
periódico. Assim, obtivemos os mesmos valores de Λ para esses dois casos, desde
que m seja relativamente grande. E ainda, para os menores períodos m, maior é a
possibilidade de sincronização para o caso m-periódico em relação ao caso contínuo.

Ao �nal, comparamos os critérios desenvolvidos para a migração depen-
dente e independente da densidade. Uma das vantagens da migração dependente do
tempo (capítulos 3 e 4), em relação à migração dependente da densidade (capítulo
2) é a maior liberdade em trabalhar o critério desenvolvido para a estabilidade assin-
tótica local do conjunto invariante sincronizado, LΛ < 1. Isso porque, quando L e
Λ dependem de duas funções diferentes, podemos estudar de maneira independente
essas duas expressões.

Como neste trabalho consideramos apenas a rede unidimensional, na
forma de anéis cíclicos, a utilização de redes bidimensionais seriam um complemento
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a esse estudo. Outro fator a ser considerado futuramente seria a utilização de outra
função f para simularmos a dinâmica local.
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Apêndice A MATRIZES CIRCULANTES

O primeiro registro feito de uma matriz circulante é um artigo escrito
por E. Catalan, em 1846 (Carlson, 1982).

Uma matriz circulante (n× n) é uma matriz complexa da forma:

C = circ(c1, c2, ..., cn) =




c1 c2 ... cn

cn c1 ... cn−1

... . . . . . . ...
c2 ... cn c1




. (A.1)

Observamos na matriz circulante que cada vetor linha é deslocado um
elemento para a direita, em relação ao vetor linha anterior.

O conjunto de n × n matrizes circulantes formam uma álgebra comu-
tativa, uma vez que para quaisquer duas matrizes circulantes A e B, a soma A + B

é circulante, o produto A.B é circulante e AB = BA.

Na análise numérica, matrizes circulantes são importantes pois são di-
agonalizáveis por uma transformada de Fourier e assim, as equações lineares, que
contêm matrizes circulantes, podem ser resolvidas através de uma transformada de
Fourier. Portanto, temos:

C = FDF−1, (A.2)

onde C é uma matriz circulante, F = [fij] é uma matriz de Fourier, com i, j =

1, 2, ..., n, sendo F = 1√
n
(z(i−1)(j−1)) e z = exp(−2πi

n
):
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F =
1√
n




1 1 1 ... 1

1 z z2 ... zn−1

1 z2 z4 ... z2(n−1)

... ... ... . . . ...
1 zn−1 z2(n−1) ... z(n−1)(n−1)




. (A.3)

A matriz D é a matriz diagonal dos autovalores ζk de C com k = 1, ..., n,
onde:

ζk = p(zk−1), (A.4)

e p(x) = c1 + c2x + ... + cn−1x
n−1.

As matrizes circulantes são diagonalizáveis, e as colunas de F são au-
tovetores para qualquer matriz circulante. Logo, se A e B são matrizes circulantes,
temos

A = FΘF−1 (A.5)

B = FΦF−1, (A.6)

onde Θ e Φ são as matrizes diagonais dos autovalores θi e φi, com i = 1, ..., n das
matrizes A e B, respectivamente. Assim, AB = FΘΦF−1, com os autovalores θiφi.
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Apêndice B TEORIA ERGÓDICA

A teoria ergódica de sistemas dinâmicos é uma ferramenta matemática
que surgiu devido a necessidade de entender e compreender sistemas caóticos.

De acordo com o teorema fundamental da Teoria Ergódica (Oliveira,
2006), para qualquer subconjunto mensurável e para quase todo ponto, existe um
tempo médio de permanência da órbita do ponto nesse conjunto. O teorema que
calcula o tempo médio de permanência para quase todo ponto é o Teorema Ergódico
de Birkho�. Antes de enunciarmos esse teorema, de�niremos tempo médio de per-
manência de uma órbita em um conjunto.

Dado x ∈ N e um conjunto mensurável E ⊂ N , determinaremos com
que frequência a órbita de x por f visita E, isto é, calcularemos

Ψn(E, x) =
]{0 ≤ j ≤ n− 1 : f j(x) ∈ E}

n
, (B.1)

onde ]E é o número de elementos de E.

Note que (B.1) equivale a

Ψn(E, x) =
1

n

n−1∑
j=0

χE(f j(x)), (B.2)

onde χE é a função característica do conjunto E, isto é, χE = 1 se x ∈ E e χE = 0,
caso contrário.

Quando n → ∞, denotamos o tempo médio de permanência da órbita
de x em E o limite

Ψ(E, x) = lim
n→∞

Ψn(E, x), (B.3)

quando existe. Porém, nem sempre esse limite existe, (Oliveira, 2006).

A seguir, apresentaremos o enunciado do Teorema Ergódico de Birkho�,
cuja demonstração pode ser encontrada em Oliveira (2006).
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Teorema B.0.1. (Teorema Ergódico de Birkho�) Seja f : N → N uma transfor-
mação mensururável e µ uma probabilidade invariante por f . Dada qualquer função
integrável ϕ : N → R o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j(x)), (B.4)

existe em µ-quase todo ponto x ∈ N . Além disso,
∫

ϕ̃(x)dµ(x) =

∫
ϕ(x)dµ(x). (B.5)

Na sequência, enunciaremos o Teorema Ergódico Multiplicativo de Ose-
ledec, (Eckmann e Ruelle, 1985):

Teorema B.0.2. (Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec) Seja ρ uma medida
probabilidade no espaço N e f : N → N uma medida invariante, tal que ρ é ergódica.
Considere também T : N → Am×n, (Am×n são todas as matrizes m × n), uma
aplicação mensurável tal que

∫
ρ(dx) log+ ‖T (x)‖ < ∞, (B.6)

onde log+ u = max(0, log u). De�na a matriz T n
x = T (fn−1x)...T (fx)T (x). Então

para ρ-quase todo x, o seguinte limite existe

lim
n→∞

(T
n∗
x T n

x )
1
2n = Γ. (B.7)

(Denotamos T
n∗
x a matriz adjunta de T n

x , e consideramos 1
2n

raízes da matriz positiva
T

n∗
x T n

x ).
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