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Resumo. O propodsito deste trabalho é determinar a resposta impulso, através
da andlise modal adjunta de um modelo giroscdpico com atrito viscoso para uma
serra de fita. O modelo adjunto faz-se necessario devido a natureza nao-classica
do problema. A forma dos modos dos sistemas é obtida com o uso da base
dinamica gerada pela resposta impulso e os autovalores, como raizes da equagao
caracteristica, sao obtidos através de uma nova metodologia envolvendo a resposta

impulso calculada de maneira nao espectral.

1. Introdugao

A reducgéao de vibragao em sistemas dinamicos giroscopicos em rotagao ou translagao,
por exemplo eixos, serras circulares, correias, serras de fita, e vibracao ativa para
sistemas, tém recebido crescente atencao devido a suas importantes aplicagoes em
robdtica, dinamica de rotores ou maquinas com alta velocidade de precisdo. Nos
dltimos anos, alguns pesquisadores tém trabalhado nesse tipo de problema ([7],
[8]) e, com isso, vérios algoritmos para resolvé-los tém sido considerados. Neste
trabalho é desenvolvida uma nova metodologia para o cdlculo da resposta a um
impulso, ou de maneira abreviada, resposta impulso, onde os coeficientes das ex-
pansoes analiticas da resposta impulso e suas derivadas, que aparecem na equagao
caracteristica, sao gerados de maneira recursiva e correspondem aos valores de uma
resposta impulso discreta, os quais dependem dos autovalores. Os primeiros auto-
valores sao calculados como raizes de polindémios que resultam do truncamento das
expansoes mencionadas, e a forma dos modos dos sistemas é obtida com o uso da
base dinamica gerada pela resposta impulso. Nas simula¢Ges numéricas apresen-
tadas verificou-se que o aumento do coeficiente de amortecimento viscoso diminui
a amplitude dos modos do sistema giroscépico direto, mas aumenta a amplitude
dos modos do sistema giroscépico adjunto, sendo que os autovalores e autofungoes
ou modos de vibragao do problema sao complexos. E observado que a resposta
impulso, obtida a partir do produto dos modos diretos pelos modos adjuntos, é
atenuada com o aumento do coeficiente de atrito viscoso.
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2. Equacoes para o Modelo

Considera-se um modelo tipo serra de fita controlado através da colocagdo de dois
sensores e atuadores, Fig. 1. Este é um modelo de natureza giroscopica, sujeito
a amortecimento viscoso e amortecimento estrutural ou histerético. Como o nosso
interesse é o cdlculo modal adjunto da resposta impulso, os efeitos do controle serao
incluidos dentro de uma forga introduzida pelos atuadores.

= SENSOrESs

To

atuadores

o5
controladar - |

fita

Figura 1: Modelo de uma serra de fita

Assim, o deslocamento transversal w(t,z) é modelado através da equagdo evo-
lutiva adimensional

2 4 2
%w(t,m) + (20% + d)%w(t, z)+ (% + (kc® — T@%) w(t, )
= f(t,x), x € (0,L), (2.1)
e condigoes de contorno
0? 0?
w(t,0) =0, w(t,L)=0, ww(t, 0) =0, ww(t, L) =0,
onde
¢ = velocidade de transporte, Ty = tensao na fita,
d = amortecimento viscoso, f = forga de excitagao,
K = constante dependente da montagem da polia, L = comprimento da fita.

3. Calculo Modal da Resposta a um Impulso
A equagdo (2.1) pode ser escrita na forma matricial evolutiva

Muwy (t,z) + (D + Glwe(t, z) + Kw(t, z) = f(t,x), (3.1)
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com
M = I, operador identidade,
D dI, d: coeficiente de amortecimento viscoso,
g = 20%, operador espacial de primeira ordem,
c: coeficiente de amortecimento estrutural ou histerético,
K = 88—; + (ke? — To)a—;, operador espacial de quarta ordem,

(3.2)

sendo que sua solugdo para condiges iniciais w(0,2) = w;(0,2) = 0 vem a ser a
resposta forgada

w(t, z) = /0 /0 h(t — 7,2, €)(r, ) d dr. (3.3)

Para identificar a resposta impulso h(t,z, &), serd utilizado o método da variagao
dos parametros. Escrevendo

o0

w(t,x) = Z cr(t)e M tuy(z), (3.4)

k=1

substituindo em (3.1) e fazendo a hipdtese de Lagrange, tem-se o sistema de equagoes

S M) =0 ¢ Y MMGOMul) = fto).  (55)
k=1

k=1

As fungoes ¢ (t) podem ser determinadas a partir da propriedade de ortogonalidade
entre as autofungoes dos problemas de autovalor de segunda ordem direto e adjunto.
Para isto, considera-se o problema de autovalor direto e adjunto, respectivamente,

MM+ XML+ K)ug(x) =0 e (BIM* + 3,C* + K*)v;(x) = 0, (3.6)

onde C = D+G. Aqui A\, e ug(z) sdo definidos como sendo o autovalor e a autofungao
associados ao problema direto e 3; e v;(x) sdo o autovalor e a autofuncao associ-
ados ao problema adjunto, respectivamente, sendo que os autovalores do problema
adjunto podem ser escritos como [4], 8; = Aj, j = 1 : co. Tomando o produto
interno (v,u) = fOL U(x)u(z) dr, na primeira equagao de (3.5) por v;(z)K*, e na
segunda por \;v;(z), obtém-se:

Zekktc'k(t)@j, M AjMuy, — Kug) = (vj, A f), j=1:00. (3.7)
k=1

Com uma conveniente ordenagao dos autovalores e das autofung¢oes do problema
direto e do correspondente problema adjunto, é possivel assumirmos que as auto-
fungoes satisfazem a relagdo de ortogonalidade (a prova deste fato pode ser encon-
trada em [4] )

<’Uj,)\j)\kMUj*K;Uj> = 0, j 75 k e Yk = <vk,)\i./\/lukflCuk> # 0, j = k, (38)
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decorre entdo, de (3.7), que ¢ (t) = f‘y—:e_’\’ct(vk,f). Integrando de 0 a t ambos os
lados da equagao anterior, segue
Ak

r(f) = Tk

/0 e oy (), f (7. 2))dr, (3.9)

onde a constante ¢ (0) é igual a zero pelas condigbes iniciais nulas do problema
(3.1).
Substituindo (3.9) em (3.4), tem-se

u(t, z) // < )\k Art=1),, ()vk(§)> f(r, ) d¢ dr,

de modo que a resposta impulso pode ser identificada através de (3.3) como sendo
h(ta €z, 5) = Z %ekktuk(x)ik(f)a (310)
k=1

onde i é a constante definida por (3.8), ui(z) s@o as autofungdes associadas aos
autovalores A; do problema de segunda ordem direto e vg(z) sdo as autofungoes do
problema adjunto, obtidos a seguir.

3.1. Calculo dos Modos da Equacao Evolutiva Direta

A busca de solugdes do tipo w(t, z) = e $(z) para o problema homogéneo associado
a (3.1),

(Mg; (D+Q) +IC> w(t,z) =0,

onde os operadores foram definidos em (3.2), leva & resolugdo do problema de au-
tovalor

ot 9 0? 0 9
@qﬁ(x) + (kc® — To)wdm) + 2)\c£¢>(x) + (AMd+ X)p(z) =0, (3.11)

onde X é o autovalor associado & autofunc¢ao ¢(x), que deve satisfazer as condigdes
de contorno

¢(0) = ¢(L) = ¢"(0) = ¢"(L) = 0.

A solugao geral da equacao acima é da forma

¢(x) = c101(x) + cada () + c303(x) + capa(x),

ou, na forma matricial, ¢(x) = ®C, onde d = [f1 b2 P3 ¢4] é uma base de solugoes
eC =]c1 cacs 04]T um vetor de componentes constantes. Em termos dessa base,
o problema de contorno pode ser escrito

UC =0, U= B, (3.12)
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sendo
#1(0)  ¢2(0)  ¢3(0)  4(0)
#1(0)  #5(0)  ¢5(0)  ¢4(0)
100 0 000 0 ¢>”(0) 5(0)  ¢5(0) ¢4 (0)
B= |0 0 10000 0] &_ | ¢"0) ¢50) ¢5'0) ¢(0)
00 0 0 1 0 0 0] ¢1(L)  ¢2(L)  ¢3(L)  ¢a(L)
00 0 0 0 0 1 0 ¢ (L) ’2(L% ¢5(L)  ¢4(L)

(L) d5 (L) o5(L)  44(L)
(L) ¢5'(L)  ¢5'(L) &1 (L)

Os autovalores em (3.11) podem ser determinados escolhendo-se como base, @, a
base dinamica, isto é, tomando

¢1(z) = h(z), da(x) =N (2), ¢3(z)=h"(x), da(x)="N"(x), (3.13)

onde h(z) é a solugdo fundamental descrita como solugdo do problema de valor
inicial

4 0* 0
@h( z) + (kc? fTo)ax h(z)+2)\c%h( x) + (Ad + A?)h(z) = 0,
h(0) = K (0) = " (0) =0, R"(0) = 1. (3.14)

Com a escolha da base dindmica, tem-se que os autovalores sao raizes da equacao
caracteristica

det(U) = ¢1(L)¢5(L) — ¢s(L)47 (L) = 0.

A forma analitica (shape) dos modos diretos u pode ser obtida com a resolucao
do problema (3.12), sendo ® a base dada em (3.13). Para tanto, serdo utilizadas
as condigdes iniciais de h(z) em & = 0. A escolha da base dindmica implica que
¢y = ¢4 =0 e o sistema (3.12) é reduzido a

h(L) R'(L) ca| |0
R'(L) WY(L) ez | | 0|
Decorre que o modo u, correspondente ao autovalor A, é dado por

u=c(Nh(z,\)+ h"(x,\),

onde h(z, \) é a solucao de (3.14) e o é o fator o = 7%

3.2. Calculo dos Modos da Equacao Evolutiva Adjunta

Para determinar v (), em (3.6), torna-se necessario considerar a equacao diferencial
adjunta associada ao problema homogéneo (3.1) dada por

(M*g—;—(D*+g) +IC*)( r) =0,
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onde (*) denota o operador adjunto associado aos operadores espaciais M,C =
D+ G e K, dados por

M* =1, D* =dlI,
4 2
G* = —2c2, K* = 25 + (ke — Tp) 2.
Para o problema da fita modelado por uma viga biapoiada, as condi¢bes de contorno

do problema adjunto sdo as mesmas que as do problema direto. Assim, a equagdo
adjunta evolutiva é

O wlt,2) + 2o — ) D(t.) + (o + (he® = o)y ) wit.) = £(0.2)
o2\ TG, T Vg M Gpt T T 0 gz ) M) = TR,
cujas condigoes de contorno adjuntas sao
2 2

Através de um raciocinio andlogo ao do problema direto e pelas condigoes de
contorno autoadjuntas, obtém-se que a forma analitica dos modos adjuntos v é a
mesma, do problema direto, isto é, considerando, w(t, z) = cpe®*tvg(x), tem-se

v =o(MNh(z,3) + 1" (z, ),
onde o é o fator
W(L,B)
h(L,B3)"

(B é autovalor do problema espacial adjunto
O (@) + (5 = To) 2o ) — 280, pw) + (8 + B)() = 0
B T KC 0) 5.2 T Cax T ) =0,
¥(0) = y(L) = ¢"(0) =¢"(L) = 0, (3.15)

e h(z, ) é a solugdo do problema de valor inicial adjunto

o4 , 92 B )
—h(z)+ (ke® — To)ﬁh(a:) - Qﬁc%h(m) + (8% 4+ Bd)h(z) =0,
R'(0) = A

Ox*
h(0) = K’ (0) "(0) =0, A"(0)=1.

3.3. Calculo dos Autovalores através da Resposta a um Im-
pulso Discreta

A determinacgdo dos autovalores do problema direto, A, e adjunto, 3, envolve a
resolucao dos problemas espaciais de autovalor direto e adjunto, respectivamente,
onde para este célculo, a solu¢ao fundamental, h(x), pode ser utilizada. Essa solugao
pode ser obtida na forma espectral para o caso de raizes distintas

M) = 2 By

Jj=1
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onde os p; sdo as raizes do polindomio caracteristico
P(s) = s* 4+ (k¢® — To)s® + 2 pes + A2 +d)g
do problema direto (3.11), ou
P(s) = s* 4 (kc® — Ty)s*> — 20cs + % + dB3
para o problema adjunto (3.15).

Numa forma néo espectral, a solugdo fundamental h(z) pode ser determinada
através de uma inversao da transformada de Laplace de % ou, como uma série
de poténcias

© _k
ha)=>" "Z—'hk . i = h*(0)
k=0
onde hj vem a ser a solu¢ao discreta fundamental ou resposta impulso discreta da
equagao em diferencgas associada com o problema direto, isto é,

hk+4 + (I{CQ — To)hk+2 + 2)\Chk+1 + ()\d + /\Q)hk =0,
ho=h1 =hy=0 hz=1.

Para o problema adjunto, tem-se a seguinte equagao para a correspondente resposta
impulso discreta:

Pt + (5% — To)hiy2 — 2Bchiy1 + (8% + Bd)hy, = 0,
ho=hy—hy =0 hs=1.

Uma maneira de se obter os autovalores aproximados consiste no uso da forma
nao espectral para h(x) e suas derivadas em séries de poténcias e truncéd-las com N
termos. Os valores de h; sao obtidos de forma recursiva.

4. Simulacoes Numéricas

Foram realizadas varias simulacdes numéricas para diversos valores do atrito estru-
tural ou histerético d. Os parametros usados nestas simulagoes sdo dados na Tabela
1 ([7]). Para cinco desses valores, e com uma série de N = 100 termos, foram obtidos
os autovalores listados na Tabela 2. A esta tabela adicionam-se os correspondentes
autovalores complexos conjugados.

4.1. Caso Giroscépico Nao-Amortecido

No caso giroscépico ndo-amortecido D = 0 (d=0), o problema é autoadjunto, de
modo que os modos do problema adjunto sao os mesmos do problema direto e
a resposta impulso dada em (3.10) envolve somente os autovalores e autovetores
do problema direto. Na Figura 2, encontram-se simulagoes do primeiro, terceiro,
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Pardmetro  Valor numérico

c 10
To 100
L 1

K 0.5

Tabela 1: Valores dos pardmetros para o modelo da serra de fita

d=-10 d=-5 d=0 d=>5 d=10
2.577417.164i 1.289+17.315i 17.365i1 -1.2894-17.3151 -2.577417.164i
3.956+-53.935i1 1.9774-54.034i 54.0661 -1.977+-54.034i -3.956+-53.935i1
4.7784111.5951  2.388+111.661i 111.682i -2.388+4111.661i -4.7784-111.595i1
5.1404-187.5651  2.5694187.612i  187.627i -2.569+187.6121  -5.140+187.5651
5.2614281.298i  2.630+281.332i  281.343i -2.630+281.332i -5.261+281.298i
5.2794-393.2371  2.6394-393.262i  393.270i  -2.639+393.2621 -5.279+4393.237i

Tabela 2: Autovalores para o modelo da serra de fita

quarto e sexto modos para o modelo da serra de fita, no caso nao-amortecido. Na
legenda, (Re) indica a parte real do modo e (Im) a respectiva parte imagindria.

0.1

— 1
Tt aabIm

—Re
trit I

0.2

~0.05

5 o2 o o6 oB 1 oz o4 o6 0B 1

(a) primeiro modo (b) terceiro modo

—Ffe R N

EEE2 [ I -

e —fe
it In

0.025 -

—0.025 4

—0.05 kW

o2 o4 o6 B 1 oz o o6 B 1

(¢) quarto modo (d) sexto modo

Figura 2: Modos para o sistema giroscépico nao-amortecido
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4.2. Caso Giroscopico Amortecido

Para o caso em que D # 0, tem-se que a resposta impulso envolve o cdlculo das
autofungoes ou modos associadas aos autovalores \; do problema direto, ug(z), e
das autofuncoes ou modos do problema adjunto, vi(z). Nas Figuras 3 e 4 tém-se
simulagoes para alguns modos do sistema direto para trés valores do parametro d,
(d = —=10,d = 0,d = 10), observando-se que a amplitude dos mesmos aumenta
conforme d diminui, porém mantendo-se a forma dos modos, conforme esperado.
Nas simulagoes realizadas para os correspondentes modos adjuntos, observou-se que
a amplitude dos modos adjuntos aumenta conforme d aumenta, na mesma razao
que a amplitude dos modos diretos diminui.

0.27 .9°°%%0, ===

) © 0.244 o °
— =10 ° o —— (=10
0000 d=l) e T L e 0000 =)

- tHttd=-10 02 Lt tL0 ttrbd=-l0

0.25

0.2

0.16

Y0.12

0.08

0.05
0.04

o 02 04 3 o’ 1 02 04 0’6 0B 1
x x

(a) parte real (b) parte imagindria

Figura 3: Primeiro modo do sistema giroscépico direto

0.06
J— b — =10
0000 ¢={ - i % 0000 g=p
FHEt gz =10 i \ b= -0
0.04 4 %

—0.02

~0.04 4

072 04 3 o8 1

(a) parte real (b) parte imagindria

Figura 4: Quinto modo do sistema giroscépico direto
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5. Conclusao

A resposta impulso de um modelo nao-classico foi obtida através do método modal
adjunto. Este método foi aplicado diretamente no espago fisico do problema, sem
o uso da formulagao de espago de estado, comumente usada na literatura. Foram
resolvidos o problema de autovalor direto e o problema adjunto de autovalor. Este
método mostrou-se eficiente uma vez que permitiu escrever de maneira espectral
a resposta impulso em func¢do dos autovalores e autofungoes do sistema direto e
adjunto. Foram realizadas varias simulagoes numéricas, para diversos valores do
amortecimento viscoso, onde observou-se que, tanto para o sistema direto quanto
para o sistema adjunto, os modos obtidos desta maneira mantiveram a forma es-
perada.

Abstract. The purpose of this work is to determine the impulse response through
adjoint modal analysis, of a gyroscopic viscous damped model for a band saw. The
adjoint model turns out to be necessary due to no-classic nature of the problem.
The mode shapes of the systems are obtained with the use of the dynamical basis
generated by the impulse response and the eigenvalues, as roots of the characteristic
equation, are obtained through a new methodology involving the impulse response
calculated in a non-spectral form.
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