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RESUMO

Este trabalho faz uma pesquisa das vibrac¢oes de uma viga elastica nao-
linear de Timoshenko sobre a influéncia de forca axial e com uso do método espec-
tral de Galerkin. O modelo nao-linear de Timoshenko é obtido através do principio
estendido de Hamilton. A funcao de energia é derivada de maneira geral, incluindo
o caso linear, e com identificacao das condi¢oes de contorno de natureza conser-
vativa. A determinagao das autofungoes do sistema linear é realizada através de
um problema de autovalor descrito por uma equagao diferencial linear de segunda
ordem com coeficientes matriciais que dependem nao-linearmente no autovalor. A
ortogonalidade das autofungoes é obtida para as condicoes de contorno classicas.
As correspondentes autofuncoes sao obtidas na base de Euler e na base gerada pela
fungao matricial de Green de valor inicial. O método de Galerkin foi formulado
matricialmente e a existéncia e unicidade foi obtida para uma viga bi-apoiada com

o uso da funcao da energia e dados regulares.
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ABSTRACT

This work investigates the vibrations of a nonlinear elastic Timoshenko
beam, subject to an axial force, using the spectral method of Galerkin. The nonlinear
model of Timoshenko is obtained through extended Hamilton s principle. The
energy function is derived in a general form, including the linear case, and with
identification of the boundary conditions of conservative nature. The determi-
nation of the eigenfunctions of the linear system is done through an eigenvalue
problem described by a second-order differential equation with matrix coefficients
that depend non-linearly upon the eigenvalue. The orthogonality of the eigen-
functions is obtained for classical boundary conditions. The corresponding eigen-
functions are determined in the Euler s base and with the base generated by the
initial value matrix Green function. The method of Galerkin was formulated in
matrix terms and the existence and uniqueness of solutions was obtained for the

bi-supported beam with use of the function of the energy and smooth data.
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1 INTRODUCAO

Problemas envolvendo vibragoes com vigas tém merecido a atencgao
de muitos pesquisadores devido a sua importancia em variadas aplicagoes. Em
particular, asas de avides, motores de helicopteros, satélites flexiveis, bracos roboticos,
em questoes relativas a trilhos de trens, em subsistemas de estruturas mais complexas

e, mais recentemente, em varios aspectos da nanotecnologia.

Devido a complexidade dos fenomenos vibratoérios envolvidos, diver-
sos modelos estruturais tém sido motivo de estudo. Hirschhorn e Reiss, em [31]
estudaram um problema de estabilidade dinamica de uma viga descrita por um
modelo de Timoshenko (Timoshenko [44], [45] ou [46]) (que inclui deformagao devido
a cisalhamento e inércia rotatéria, permitindo dados iniciais com altas e baixas
frequéncias) modificado com a introduc¢ao de uma nao-linearidade devido ao efeito
de uma compressao axial. Na forma adimensional, o movimento transiente é gover-

nado pelas equagoes do movimento:
0w L ow 2 0w oY
_ — — _ _ — d—
5 (t,x) [cd a+b/0 <8x (t,x)) dx] 92 (t,x) —c e (t,x)

8% O ) ow (1.1)
W(t,x) = cw(t,@ —cd <¢(t,x) - %(t,x))

reQ=10,1], t>0,

sujeita a condigbes iniciais e condi¢oes de contorno. As fungoes w(t,x) e (t, )
representam o deslocamento transversal da linha central da viga e o deslocamento
giratorio da secgao transversal da viga, respectivamente. As condigoes de fronteira
w(t,0) =w(t,1) =0, g—f(t, 0) = g—f(t, 1) =0, t >0, correspondem ao caso de uma

viga com extremos apoiados.



As constantes a, b, ¢, d no sistema (1.1) sdo tais que

a,b,ec,d>0 e cd—a >0, (1.2)
onde
2CAL AL? LA kG
o= b= s d=g (1.3)

aqui £ é o modulo de Young, x é um fator relacionado a forma da seccao transver-
sal da viga, A é a area da seccao transversal, L. é o comprimento da viga, I é o
momento de inércia da area A da seccao transversal, G é o mddulo de rigidez e
C' é uma constante positiva relativa ao encurtamento da viga devido ao desloca-
mento axial constante C' nos extremos da viga. A segunda relagdo em (1.2) é uma
condicao natural para vigas finas moderadamente compressivas. Para uma inter-
pretacao fisica mais aprofundada do sistema e as constantes a, b, ¢, d ver Inman em

[33] ou Meirovitch em [38].

Do ponto de vista matemdtico, (1.1) é um sistema de equagoes quasi-
lineares do tipo hiperbdlico (Kato [34]). Existem duas questoes matemadticas fun-
damentais no estudo deste sistema: existéncia e unicidade de solugoes e estudo
numérico para aproximar tais solucoes. Neste trabalho estudaremos a questao de

existéncia e unicidade de solugoes do sistema (1.1).

A seguir, é feita uma breve revisao bibliografica referente a questao de

existéncia e unicidade.

Kirchhoff [36] e Carrier [6], de maneira independente, fizeram o estudo

do caso particular de uma corda fixa sem giro

ote | 1 (g—ja,w)2d4 St (14)

O<z<l, t>0

9*w

o b 0) =




com ¢y > 0, ¢ > 0. Na literatura, (1.4) é chamada a equagao da onda tipo

Kirchhoff-Carrier.

O primeiro estudo da equagao (1.4), relativo a questao de existéncia de

solugdes, foi realizado por Bernstein [2] para uma equacao do tipo

2 1 2 2
g_M( (2 dx) Al L9
onde M, chamada também de nao linearidade tipo Timoshenko ([42], [39]), é uma
funcao continuamente diferencidvel em [0, 00) tal que existe uma constante mgy > 0
tal que M(r) > myg, para todo r > 0. Bernstein estabeleceu existéncia local (em t)
supondo que as condigoes iniciais wg = w(0,x) e w; = w;(0, z) possuem expansoes

em séries de Fourier em senos, isto é,

wo(x) = Z agsenkrz, wi(r) = Z Brsenkmz,
k=1

k=1

com a seguinte restricao sobre os coeficientes de Fourier
o0
Z ETlk*ai + 8] < oo, para € > 0.
k=1

Bernstein obteve soluges w(t, z) de (1.5) da forma

w(t,x) = ZAk(t)senkmc.

k=1

Depois de Bernstein outros resultados de existéncia local para a equacao
(1.4) foram estudadas por Dickey em [21], que provou, usando séries de Fourier,
a existéncia e unicidade de uma solucao com condigoes iniciais suficientemente

regulares. Ja Rivera, P. em [42] estudou a existéncia e unicidade de uma solugao



local para uma extensao da equagao (1.4), mais precisamente para a equagao
92
—12U =M (/ |Vw|2dx) Aw
ot 0 (1.6)
re, t>0

com as condigoes iniciais e de fronteira

w(0,2) = wo(x) w(0,x) = wy(x),

w =0, em 0N (fronteira de )

(1.7)

onde ) é um subconjunto aberto limitado de R" e M, chamada também de nao
linearidade tipo Timoshenko ([42], [39]), é uma func¢éo continuamente diferencidvel
em [0, 00) tal que existe uma constante mqy > 0 tal que M (r) > my, para todo r > 0.

O estudo de Rivera foi baseado na aproximacao de Galerkin e o método da energia.

Abordaram ainda estudos de existéncia local para a equagao (1.6) mais
para o caso fracamente hiperbdlico, M (r) > 0, também chamado caso degenerado,
Arosio e Garavaldi em [1], Ebihara em [24] e [25], Garavaldi [26], Yamada [51],

Yamazaki em [52], entre outros.

A questao de existéncia e unicidade de uma solucao para o problema
(1.1) ( generalizagao da equagao (1.4) ) foi inicialmente estudada por Tucsnak em
[48], que provou, usando os métodos de Galerkin e da energia, que o problema
tem solugao local na varidvel tempo se as condigoes iniciais sao suficientemente
diferencidveis. Utilizando o método de Bernstein [2], o trabalho de Peradze em [40]
mostrou que o problema (1.1) tem solucao global no tempo e analitica em x, supondo
as condigoes iniciais como fungoes analiticas. Porém, as metodologias de Tucsnak e
Peradze utilizam uma fungao de energia que nao permite reproduzir a situagao do

caso linear.



Neste trabalho, temos estendido o método de Dickey [21] para incluir
a equacao do giro com o uso de autofungoes acopladas e introduzir a energia do

sistema de modo tal que possa reproduzir o caso linear.

O célculo das autofungoes ou modos é feito utilizando o método de
Claeyssen ([9], [11], [12], [13], [14], [15], [47]). O método permite determinar os
modos com o uso de uma base matricial gerada por uma resposta fundamental no
seu propio espago fisico. Isto permite abordar o problema linear da viga sem a
necessidade de desacopla-lo em equagoes de quarta ordem, porém acoplados através
das condigoes de contorno. O método de Claeyssen também ¢é usado na determinacao

de respostas forgadas e em métodos perturbativos ([3], [4], [8], [10], [17], [18], [27]).
Apresentamos os resultados desta tese como descrito abaixo.

No capitulo 2 abordamos a formulacao do problema usando a teoria
nao linear para vigas tipo Timoshenko. As equagoes de movimento e as expressoes
para as condicoes de contorno sao derivadas usando o principio de Hamilton. Este
principio primeiro define uma integral da equacao de Lagrange e, em seguida, con-
sidera o estado estacionario desta integral em uma dada perturbacao. O modelo nao
linear de Timoshenko para a viga elastica é descrito por um sistema de equagoes

diferenciais parciais de segunda ordem acopladas.

No capitulo 3 calculamos a energia do sistema de equacoes acopladas.
Esta energia é apresentada de modo tal que envolve ao mesmo tempo o caso linear

e nao linear.

No capitulo 4 estudou-se o modelo de Timoshenko linear na forma ma-
tricial como um sistema evolutivo de segunda ordem usando uma férmula fechada,
devido a Claeyssen, chamada de solucao dinamica do sistema. Tal abordagem
generaliza a forma classica de aplicagao do método espectral encontrada na literatura.
Além disso, distingue-se por usar as condi¢bes de contorno apenas na obtencao da

equacao caracteristica



No capitulo 5 discutimos a equacao caracteristica e modos para uma
viga de Timoshenko linear com condigoes de contorno tipo apoiada-apoiada, fixa-
apoiada e fixa-fixa. As equagOes caracteristicas e os modos foram calculadas usando

a base dinamica.

No capitulo 6, o método de Galerkin é formulado matricialmente com o
uso dos modos normais, obtendo-se um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
para as amplitudes modais do deslocamento e do giro. Para o caso sincronizado,

obtém-se um tnico sistema para as amplitudes modais.

Nos capitulos 7 e 8 apresentamos teoremas de existéncia e unicidade
para uma viga de Timoshenko nao linear com condi¢oes de contorno tipo apoiada-
apoiada. Nestes capitulos estendemos as idéias de Dickey [21]. Crucial no estudo de
Dickey foi o andlise de certa fungao Ej;, (ver [21] ) que pode ser considerada como
uma funcao de Liapunov. E esta funcao que modificamos e estendemos para nossos

propositos.



2 FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema mecanico sob consideracao sao as vibragoes de uma viga
com deslocamento axial constante e compressivel em cada extremo da viga, sujeito

a condicoes iniciais dadas.

Assim, o objetivo deste capitulo consiste em obter o modelo matematico
do problema mecanico. Para isso usaremos a teoria nao linear para vigas tipo

Timoshenko [28].

2.1 Hipoteses basicas
Consideremos uma viga de material

Elastico linear.

e Homogéneo: possui as mesmas propriedades em todos os seus pontos.

Isotrépico: as propriedades elasticas sao as mesmas em todas as diregoes.

Com uma dimensao consideravelmente maior que as outras duas (viga

fina) como ilustrada na figura 2.1.

ewzo da wga

Figura 2.1 Eixo ou linha central da viga



Suponhamos que o movimento da viga estd no plano z,z. O eixo da
viga ( ou linha central da viga ) no estado nao deformado coincide com o intervalo

0 <z < L do eixo z, conforme a figura 2.2.

¥

&
=
¥

Figura 2.2 Viga no estado inicial

Desde que o eixo da viga se move unicamente no plano x, z todos os

deslocamentos e tensoes sao independentes de y.

Os deslocamentos nas diregoes x e z de qualquer ponto da viga, no
tempo ¢, serdo denotados por U(t,x,z) e W(t,x,z) respectivamente. O desloca-

mento na diregdo y serd denotado por V (¢, x, z) e é assumido zero.

2.2 Tensor de tensoes e deformacoes

Da teoria de andlise de tensoes e deformagoes ([43]) sabemos que o ten-

sor de deformacgoes de Green-Lagrange esta dado por

Ei':

1 (8ui Ju; — Oupy, 8um)
+ 224

5 8:@ ox; 8—35] Oz, <2.1>

onde uy, uy e usz sao os deslocamentos nas diregoes x, z e y respectivamente.



Usando a notacao integral de (2.1) e pela simetria de E;; obtemos as

seguintes relacoes entre os deslocamentos e o tensor de deformacoes

1
5 Ve +U, + U U, +V,V, + W, W,] = E,,

1
(2.2)

1
Ey = %+§[Uy2+vy2+wy2}
1
E, = 5[V(/yH/Z+UyUZ+Vyvz+WyI/I/’Z] =FE,,

1
E. = W.+5 (U2 + V2 + W2
Das hip6teses temos que V' = 0 e supondo E, = 0, conseguimos de (2.2) as expressoes

E, = Ux+%[U§+W§]

1

Além disso, assume-se que os gradientes dos deslocamentos |U,| e |WW,| mantem-se
pequenos em relacdo a unidade. Portanto obtemos de (2.3) as seguintes relagoes

aproximadas



1
Cr = Ux+§W§

(2.4)

1

Para e, e e,, denotemos as correspondentes tensoes por o, e 0,,. Todas as outras

tensoes assume-se negligenciaveis.

Observacgao 2.1. Na teoria nao linear de Euler-Bernoulli [41] a expressio para e,

¢ mantida, no entanto € assumido e,, = 0.

Para um material elastico linear a lei de Hooke escreve-se como
€ij = —=0ij — 750aa0ij (2.5)

onde a constante E é chamada de médulo de elasticidade ou médulo de Young. A

constante v é a taxa de Poisson. A forma geral da expressao (2.5) é dada por

1
¢z = % 000 — v(oyy + 02:2)]
1
€y = E [Oyy — V(00e + 0.2)]
1
€z = B (0.2 — V(04 + Uyy)]
(2.6)
14+v 1
6xy = T(Txy = ﬁ@'xy
14+ v 1
Cyz = “F v T ﬁayz
B 1+ v B 1



onde a constante G é o médulo de rigidez ou modulo de cisalhamento da viga.

Considerando somente e, e e, ( e portanto o, e 0,,) podemos reescrever (2.6) como

o, = Fe,, 0., =2Ge,, (2.7)

Assuma-se, como é costume na teoria de vigas ([28], [41]), que os deslo-

camentos dependem linearmente em z. Especificamente temos

Ut,x,z) = Ut z) — 20(t, z),

(2.8)
W(t,z,z) = WOt z)

Aqui, UY e W sao os deslocamentos nos eixos z e z respectivamente

da linha central da viga e ¥ é o angulo de rotagao da secgao transversal (figura 2.3).

W

e -
iy
by e
Y

Figura 2.3 Deformacao de uma viga de Timoshenko: [ representa a deformacao

cisalhante transversal

Observacao 2.2. Para obter a formulagao linear do problema devemos adicionar

além das hipdteses jd feitas o fato que |W,| < 1 na equagao (2.4).

11



Da observacao anterior, temos que os casos linear e nao linear podemos

colocar num s6 modelo combinando as seguintes expressoes

Ut,x,2z) = aU"t,z) — 29(t, ),

(2.9)
W(t,x,z) =Wt x)
junto com as expressoes
e, =U, + %onf
(2.10)
onde o = 0 (caso linear) ou 1 (caso nao linear).
Substituindo as equagoes de (2.9) em (2.10) e (2.7), obtemos
0 0 0o, 1 0)2
er =ae, — 2V, e, (t,xr)=U, + 5 (W)
N ( x)zl(WO—\If)
Tz ? 2 €T
(2.11)

_ 0 0 _ 0
o, =a0, —zEV,, o0,=Fe,

Ogr = 2Gewz

0 0

As funcoes e, e o, sao respectivamente a deformacao axial e a tensao

axial da linha central da viga.

12



2.3 Energia potencial e cinética do sistema

A densidade de energia de deformacao para materiais que satisfazem a

lei de Hooke [28] ¢
1
2y

Desde que negligenciamos todas as tensoes menos o, e 0,., segue de

(2.12)

1
D = 5%690 + OpsCos.

A energia potencial total, S, para a viga esta dada por

L
S:/ // Ddydzdx
0JJa

onde A é a area da seccao transversal. Da ultima relacao obtemos

1 L
S = —/ // (o€ + 20.€,,) dydzde. (2.13)
2JoJ Ja

Considerando as expressoes (2.7) reescrevemos (2.13) como

L L
S = 1/ // Eeidydzda:+/ // OpCpdydzda. (2.14)
2J)o0JJa 0JJa

ou equivalentemente de (2.11)

E [* L
S = —/ // (el — 20, )?dydzdx +/ Cos (/ Umdydz) dz. (2.15)
2 J)oJ)Ja 0 A

De [19] temos que
/ Oz dydz = 2cG Ae,., (2.16)
A

onde x é uma constante chamada de coeficiente de cisalhamento que depende da

forma da secgao transversal. Por exemplo, k = 5/6 para sec¢ao transversal rectangular

13



plana e k = 1/1.175 para uma secgao transversal circular plana. Existem muitos

métodos para a determinagao de k que podem encontrar-se em [19].

Através de manipulagoes algébricas e assumindo que

// zdydz =0
A

e considerando a definicao de momento de inércia da seccao transversal I dado pela

expressao

// 2dydz =1
A

S =V + Veis + Vfl

reescrevemos S como

onde V,, é a energia potencial devido a deformagao axial e esta dada por

2 L 2
Vo = A / (Ug + l(wgf) dz
>/, >

O termo V. é a energia potencial devido ao cisalhamento e esta dada por

kG A

L
.= 0 — 2
chs 9 /0 (Wx \I]) dx

Por ultimo o termo Vy; é a energia potencial devido a flexao e é dada por

Por outro lado a energia cinética, K, é dada por

A [F I [*
IC:p—/ (Wto)zd:chp—/ U2z
2 Jo 2 Jo

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

isto é, a energia cinética é a soma da energia cinética devida ao deslocamento lateral

e a energia cinética devida a rotacao da secgao transversal. Na equagao (2.21) p

representa a densidade da viga .
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Observacao 2.3. A energia cinética devida ao deslocamento azial € negligencidvel

como € costume na teoria de vigas.

2.4 Formulacao Hamiltoniana
Nesta secao as equacoes do movimento serao obtidas usando o principio
de Hamilton.

Assuma que nos extremos, x = 0, L, da viga, temos a condigao axial
seguinte

U%t,0)=-U%"tL)=C (2.22)

a condigao axial (2.22) estabelece que os extremos da viga sdo compressiveis por um

deslocamento axial constante C'.

Assim, a formulacao Hamiltoniana, J, para a viga é

J= /tb (S — K) dt: (2.23)

observe-se que J é um funcional de U°, W9 e W,

2.4.1 O Principio de Hamilton

O principio de Hamilton ( [29], [37] ou [38] ) estabelece que a integral .J
deve assumir um valor estaciondrio quando U®, W e W correspondem ao movimento
que realiza o sistema entre os tempos t, e t,. Assim, dada uma perturbacao de
U W9e W

U'+el°, WO+ eW® e W4l (2.24)
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deve-se ter que
dJ(U° + eU°, WO + eW° U + e0)

= 2.2
- 0 (2.25)

e—0

isto é, a derivada de Gateux do funcional J deve anular-se para U 0. WO e VU tais que

Uty z) = U%ty,z) =0
WO(ty, z) = WO(ty, ) = 0 (2.26)

U(ty,z) =V(tp,z) =0

2.5 Equacoes de Euler e condicoes de fronteira

Nesta secao obtém-se do principio de Hamilton (2.25) as equacgoes de
Euler e as respectivas condigoes de fronteira. Para isso primeiro substituimos as
equacoes (2.17) e (2.21) no Hamiltoniano (2.23) e adicionando os incrementos €U,

eW? e €U nas varidveis U°, W e W, respectivamente, obtemos

~ — ~ ty rLq ~
JU® + U’ WO+ WP U + e¥) = / / 5 {EAa2 [US + eU?
ta JO

N | —

+ (Wf + €W£> 2] 2
+RGA (Wg e - efff)z

~ 2 —~ 2
VEI (\If + e\Ifx> A (Wf + 6VVt0>

—pl <\Ift + e\it)2}dxdt.
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Substituindo a expressao anterior de J em (2.25), obtemos

tp
/ {EACY21-1 + EAQPT, + kGATs + EIT, — pATs — plZg
e . R (2.27)
ﬂﬂA/(Wf—%@M}ﬁ:O
0

onde as integrais Z; para i = 1,2,...,6 estao dadas por
L 1 _
L::/Xw+§M®ﬂwm
0
L 1 N
L = [ g (W) Wi
0
L —_—
7, — / (W9 — 0)I0da
0
L o~
0
L —~
Iy = / WWdx
0

L
Iﬁ = / \Ift \I/td$’
0

17



Integrando por partes cada uma das integrais anteriores, obtém-se

L L 1 _
— / <U3 + —(W§)2) Uldx
0 0 2 T
L L 1 .
— / KUQ + —(W§)2) Wf] WOda
0 0 2 T

L —_—
— / (Wo, — W) Wodx
0

1 N
7= (w2 o) e

I, = <U§ + %(WQ)Z) wowo

I, = (W —w) ’Wo’j

L L -
I, = ‘lfx\If) —/ U, Udx
0 0
L L
_ d 07570 07170
T, = /O dt(mw)m /Othde

L d " L N
T, = /0 E@W) dx—/o U, Udx
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Substituindo-se em (2.27) as integrais recém obtidas, chega-se a seguinte

expressao

~EAa? / / [ WO) } U°dadt+

ty pL 1 9 _
/ / {—EAa2 KUg +3 (W) ) WQ]— KGA (W2, — U,) +,0AW£} WOodzdt+
ta 4O T

ty rL _
/ b / {-kGA (W) = W) — EIV,, + pIVy } Vdzdt+
to JO

L

dt+
0

/thA 21y Loy | oo
ta « x 2 €T

L

dt+
0

t —_—
/ b {EAa2 {US + % (Wf)2] W2+ kGA (WP — \If)} WO
ta

ty -
/ EIV, v
ta

Como as fungoes U ,W e U sdo arbitrrias e lembrando (2.26) entao as equagoes

L
dt =0
0

anteriores e o lema fundamental de calculo de variacoes leva as seguintes equacoes

de Euler

. 2 9 0o, 1 02| _
EAa® o U+ 5 (W)"| =0
—EA® { [UQ + % (W§)2] Wg} — KGA (W2 = W)+ pAW) =0 (2.28)

—kGA (W) =) — EIV,, + pI¥y; =0
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com as seguintes condicoes de fronteira

1 L
EAa? [Ugg +3 (Wﬁ)z} 7 =0
0
1 L
{EAa2 [Ug +5 (WQ)Q} W+ kGA (W0 — xp)} WO =0 (2.29)
0
L
EI\Ifm\If‘ —0
0
Da primeira equagao de (2.28) temos que a expressao
1
ol(t,r) = ’E <U§ + §(W£)2) (2.30)
é uma funcao so de t, isto é,
od(t,x) = o(t) (2.31)
Introduzindo (2.31) nas equagdes de Euler (2.28), obtém-se
pAWY = Ac(t)W2, + kGAW?, — kG AV,
(2.32)

plV, = EIV,, — kGAY + kGAW?

Considerando que o é independente de z e integrando a equagao (2.31)

respeito de x ou ainda usando a condicao axial (2.22), temos

_o’E

o(t) = — <—2c+% /0 ’ (Wf)%) (2.33)

Combinando a fungao (2.33) com as equagoes (2.32) obtemos finalmente

as equacoes de movimento

20



°20E E [F

0 _ 2
pAth—{HGA—i-Aa ( 7 +2L ;

(W?)? dm)] WO — kGAU,
(2.34)

pIVy, = EIV,, + kGA (W, — )
ou equivalentemente

20CEA EA [
L 2L J,

PAWE = sGANVS, = 0,) +a | (W2)"dz | W2, =0
(2.35)

plVy — EIV,, — kGA (W, — W) =0

Usando novamente a condigao axial (2.22), isto é,
U%t,0)=-U%"tL)=C

obtemos finalmente de (2.29) as seguintes condigoes de fronteira

L
=0

2 —~
{EA% (WO)? + kGA (WO — \11)} WO
0

(2.36)

~ L
EI\I!x\D‘ —0
0

De (2.36) vérios casos de condigoes de fronteira sdo apresentados a seguir

e Viga apoiada-apoiada

(2.37)

21



Viga fixa-apoiada

WO(t,0) =0, U(t,0)=0
(2.38)
WOt L) =0, U, (t,L)=0
Viga fixa-fixa
WO(t,0) =0, U(t,0)=0
(t,0) (t,0) (2.30)
WOt L) =0, U(t, L) =
Viga fixa-livre
WO(t,0) =0, U(t,0) =0
(2.40)
2
EA%(Wf)S(m +RGAW? —W](L) =0,  W,(t,L)=0
Viga livre-livre
2
EA%(W§)3(0) + KGA[W? — W](0) = 0, U, (£,0) =0
(2.41)
2
EA%(Wﬁ)i‘(L) +RGAWY —W)(L) =0,  W,(t,L) =0
Viga apoiada-livre
WO(t,0) =0, U, (t,0) =0
(2.42)

EAO‘;(WQ)?’(L) + kGA[W? — W](L) =0, U, (t,L) =0
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2.5.1 As condicoes iniciais

Finalmente para completar a formulacao do problema de valor inicial e

de fronteira para o movimento da viga adicionamos as seguintes condicoes iniciais

WO(()?x) = fO(x) \I/(O,l‘) = go(l’)

(2.43)

ow?e ov

ot (va) :fl(x) E(Ovl‘) :gl(x)

onde fo(x), fi(z), go(x) e g1(x) sdo funcoes dadas.

A funcado fo(x) é o deslocamento inicial da viga na diregdo horizontal
na posigao x. A funcdo fi(x) é a velocidade inicial da viga na dire¢do horizontal na
posigao x. A fungao go(z) é o angulo de rotagao inicial na posigao z e finalmente a

fungao g;(x) é a velocidade angular inicial na posigao x

Em este trabalho vamos supor que as fungoes fo(z), fi(z), go(z) e g1(x)

possam ser expressas em series de Fourier da forma

fo(x) = Z a;sinimr  go(x) = Z 7, sin jra
i=1 =0
(2.44)

filz) = Z Bisinitz  gi(x) = Z J;sin jma
i=1 Jj=0
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3

FUNCAO DE ENERGIA PARA OS
MODELOS DE TIMOSHENKO LINEAR E

NAO-LINEAR

Neste capitulo apresentamos o cédlculo da energia para o sistema

L
20EA _AE ("o, dx) WO o

0 0 2
pAW,, — kGAW,_, — V,) + « ( 7 2L J,
(3.1)

plW, — EIV,, — kGAW? —¥) =0
e analisamos para quais condicoes de fronteira este sistema é conservativo. No caso
linear & = 0 e no caso nao linear o = 1.

Para isso, introduzimos como variavel o vetor

v(t,z) =

WO(t, x) (32)
U(t, ) '

O sistema anterior pode escrever-se como uma equacao diferencial de segunda ordem

matricial
MV + Kv + o*N(v, v, Vo) = 0, (3.3)

onde
0? 0
M = y K - )
0 0?
0 I _ —_ _ERpJ—_
p KGAZ Bl + kGA
€
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‘(20EA AE [

el 0y2 0
£ o [ o) ws,

Introduzindo o produto interno

(U, B) = /OL U (2)®(2)dz, U =T,

segue da equagao (3.3)
(¥, M¥) + (v, Kv) + (v, a’N) = 0.
A seguir calculamos cada uma das expressoes em (3.5)
L _r
(v, Mv) = / v Mvdzx
0

pAd ("
2 dt J,

pl d [

(Wto)zdl’ -+ 7@ \Iftzdl’
0

L
(v, Kv) = / v Kvdz
0
L L
= kGA / (U — W2)(¥, — W2)dx + EI / U,V d
0 0
+ KGAW(V —WHE — BTV, W, |5
KGAd [* Eld (*

= U — WHde + —— [ ¥2d
o ar), (VT Wayde oo | Wada

+ KGAWX(Y — W|E — BTV, T, |§
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L
(v,a?N) = / v a?Ndx
0

[2CEA  AE (F 1 [*
= o — —/(Wo)zdx /W&I/Vtodx
I 1Jo

- L 1r L
— o2 @ _ A_E/(WO)M;E (WOWH§ — /WQWtOxdx]
i 1L 0

T A
[2CEA  AE (! 1T 1d
_ 2 B 0\2 o0 L L 0
= o | —2L/O(Wx) de | \WEWP)E - 5 (W)dx]

[2CEA  AE ' a2L d (2CEA AE ’
— 2 0y2 01170\ |L e 0y2
- ot [2EEA 2B vy v+ S8 (222 - 2E [

Substituindo cada uma das expressoes anteriores na equacgao (3.3), e denotando por

= /0 Lf2(:c)dx (3.6)

| - | a norma L? em [0, L],

conseguimos

9 2
0 ) 5 012 2 (0% L 2CEA AE () 2

2dt

2CFA AFE
—ET I - RGAW( - W - a? |2 - e | e

A parte direita da expressao anterior é zero nos seguintes casos

Caso I: caso linear (a =0).
Quando temos as seguintes condicoes de fronteira: apoiada-livre, apoiada-apoiada,

apoiada-fixa, fixa-livre, fixa-fixa e livre-livre

Caso II: caso nao linear (o =1).

Quando temos as condigoes de fronteira: apoiada-apoiada, fixa-apoiada, fixa-fixa.
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Para ambos os casos, caso I e I1, temos que a energia E(t) é conservativa,

isto é,
iE(t) =0 (3.7)
dt B '

onde

2], (2QCEA AE 2
E(t):pA]Wt0\2+pI|\Ift\2+KAG|\II—W£\2+EI|\P$\2+ZE( 7 —2L\W§|2)
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4 MODOS NORMAIS PARA O MODELO
LINEAR DE TIMOSHENKO

Na literatura ([32], [49]) o modelo de Timoshenko linear (& = 0 no
sistema (2.35) )
pAW; — RGAW, — W) =0

(4.1)
pIV, — ETU,, — kGA(W? — ¥) = 0

é usualmente desacoplado em duas equagoes de quarta ordem do mesmo tipo. Além
disso, para obter a equacgao de frequéncia e as autofungoes ou modos associados é
utilizada a formulacao espectral. Esta ultima fundamenta-se no uso da base de
solugdes de Euler, chamada na literatura [11] como “base cldssica”, cuja forma
depende das raizes do polinomio caracteristico associado com a equagao de quarta

ordem.

Neste trabalho vamos usar o método de Claeyssen ([9], [11], [12], [13],
[14], [15], [47]). Neste método as autofungdes sao escritas em termos de seus valores
iniciais referentes a uma base dinamica que é gerada por uma resposta matricial
fundamental e permite abordar o problema sem a necessidade de desacopla-lo. Com
isto a dimensao do sistema algébrico linear que resulta das condig¢oes de contorno é
quatro. Por outro lado, a nao-singularidade de um dos coeficientes das condicoes de
contorno, escritas na forma matricial, permite diminuir a dimensao do sistema para
dois. Assim, o estudo espectral depende essencialmente do comportamento de uma
solugao caracteristica associada a base dinamica que aparece no sistema algébrico

linear.
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4.1 Equacao Modal

Introduzindo como variavel o vetor

WO (t, x)
v(t,z) = (4.2)
U(t, z)
O sistema dado pela equacao (4.1) pode escrever-se como uma equacao diferencial

de segunda ordem

MV 4+ Kv =0, (4.3)
onde
0? 0
M = e K= :
0 0?
0 I _ 2 _pr=
P /{GAax E18x2 + xkGA

A procura de solu¢oes exponenciais nao nulas

Mw (z), w(z) = (4.4)

v(t,x)=¢
do modelo de Timoshenko (4.3) equivale a determinar uma solugao nao nula w(z)

do sistema

(K + X*M)w =0 (4.5)

sujeito a condigoes de contorno, as quais serao assumidas como sendo do tipo sepa-

rado

Aw(0) + Bw'(0) = 0 o)
0

Cw(L)+Dw'(L) =

onde A, B, C, D denotam matrizes 2 x 2.
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Diz que w(z) é uma autofunc¢ao ou modo que corresponde ao autovalor
A sempre que esta for uma solug¢ao nao trivial de (4.5) que satisfaz as condigoes de
contorno (4.6). Quando A = iw é um nimero puramente imaginario, w é chamado

frequéncia natural da viga.

A obtencao dos modos equivale a determinar solugoes nao triviais da

equagcao diferencial de segunda ordem com coeficientes matriciais,

Mw"(z) + Cw'(z) + K(\)w(z) = 0, (4.7)

que satisfazem as condigoes de contorno (4.6). Aqui

—rkGA 0
M = ,
0 —FEI
0 kGA
C - )
—kGA 0
e
A2pA 0
KA =NM+R= ;
0  Apl+rkGA
onde

pA 0 0 0
M — s R =
0 pl 0 rkGA

Para determinar os autovalores e autofungoes, considere-se a solugao de

(4.7) na forma

w(z) = ®1(z)cr + Po(x)cy (4.8)
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onde ¢, ®, sao matrizes 2 X 2 que denotam uma base matricial para as solugoes de
(4.7), isto é, além de satisfazer a equagao diferencial (4.7), a matriz wronskiana de

ordem 4 x 4

(4.9)

possui posto 4 ou, equivalentemente, determinante nao nulo. Aqui ¢; e ¢ denotam

vetores 2 x 1. Substituindo nas condigoes de contorno (4.6) reescritas a seguir,

Aw(0) + Bw'(0) =0
Cw(L) +Dw'(L) =0,

segue
A[®1(0)c; + P2(0)cs] + B[P (0)c; + P5(0)cz] =0, (4.10)
C[@1(L)ct + Pa(L)ca] + D[P} (L)es + Py(L)cy] = 0. (4.11)
Matricialmente,
Uc =0, (4.12)

onde U é uma matriz 4 X 4 com blocos de ordem 2 x 2 e ¢ 0 vetor 4 X 1 com linhas

bloco de ordem 2 x 1

AD1(0) + B, (0)  AD,(0) + BE,(0)
U= , (4.13)
CO,(L) + D (L) CDy(L) + DDY(L)

Cy

Co
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De maneira compacta

U =B (4.14)
[ 2,(0) ,(0) |
g_[AB 00| L] e0 %o
0 0CB O, (L) (L)
| ®l(L) (L)

Para obter solugoes nao-nulas da equacao (4.12) é necessario e suficiente que o

determinante da matriz
A = det(U) (4.15)

seja nulo. A equacao que resulta é chamada de equacdo caracteristica.

4.2 Modos Normais

Usando o produto interno (3.4), isto é,
L —T
(0, D) = / U (2)D(2)dz, U =T
0
segue de (4.7),
(w, Mw") + (w, Cw’) + (w, Rw) + \*(w, Mw) = 0.

Integrando por partes, decorre

L
M (w,Mw) = Blw,w] + / (Ww'M)w’ + w*'Cw — w*'Rw)dz,
0
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onde

L
Blw,w| = —w'Mw’ —w'Cw .

. _ _ L
= KGAW (W'~ 0) + kGAWT + EITV'|

Substituindo valores, resulta

Blw,w] — [F [I{GA (|W’|2 FUR W+ W@’) + EI|\11/|2} dz

N=
Sy (PA[W 2+ pI|B[2)dx

Blw,w] — [/ [RGAIW' — W2 + EI|V|> + kGA(WT)'] da
Joy (AW + pI|W[?)da

KGAW (W' — W) + EITW | — [ [kGAW' — U + EI|V|?] da
S (AW 2+ pI| W [2)da |

L
0

Aqui |z| denota valor absoluto do escalar z (2% = zz).

Para o modelo de Timoshenko (4.1) com as condigoes de contorno

classicas:
e apoiada, W =0, V' =0
o fixa, W=0,U=0
o livre, W/ =0, W' —-V¥ =0
tem-se que

I _ L
KGAW (W' — W) + EITV| =0
0

Nesta situacao, decorre que A\? é o negativo do quociente de duas grandezas nao

negativas e portanto A deve ser um numero puramente imaginario. Assim a equacao
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(4.5) converte-se em

(K —w’M)w =0 (4.16)
e as autofungoes serao reais uma vez que K, M sao matrizes reais.

Suponha-se que w, ¥ sao autofungoes correspondentes aos autovalores

A = 1w e X =iy, respectivamente, ou seja
(K—w’M)w =0, (K—+*M)V =0. (4.17)

Para as condigoes de contorno acima, sendo as autofuncgoes e os coeficientes reais,

verifica-se em [37] que

(U, Kw) = (w,KVU),
(U, Mw) = (w,MVU),

e decorre a ortogonalidade de Timoshenko
(W — ) (U, Mw) = 0. (4.18)

ou equivalentemente

L — U
<\D,Mw):/0(pAﬂw+pl¢w)dx:O, onde V¥ = ) . W= .

Consequentemente, as autofuncoes correspondentes a autovalores dis-
tintos sao ortogonais com respeito a M. Utilizando qualquer das equagoes em (4.17),

o mesmo ¢é valido para K, isto é,

(U, Kw) = 0.
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5 EQUACAO CARATERISTICA E MODOS
DA VIGA DE TIMO-SHENKO LINEAR

Para a determinacao das autofungoes ou equivalentemente solucoes para
a equacao (4.7), a base matricial pode ser escolhida como em Claeyssen [7], [13],

isto é, consideremos
&, =h(z), P, =DNh'(x) (5.1)
onde h é a matriz 2 X 2 que satisfaz a equacao homogénea

Mh"(x) + Ch'(z) + K(A)h(z) = 0, (5.2)
h(0) =0, Mh'(0) =1L (5.3)

Aqui 0 denota a matriz nula 2 x 2 e I a matriz identidade 2 x 2. Outra base pode

(I)l = ho(l‘), @2 = hl(llj') (54)

onde

h; = h(z)M (5.5)
satisfazem as condigoes iniciais normalizadas

ho(0) =1, h)(0) =0 (5.6)
h; (0) = 0, h,(0) =1I. (5.7)
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5.1 Calculo de h(x)

Uma férmula fechada para a matriz h(z) tem sido estabelecida por

Claeyssen et al. em [15]. Para tanto, considere-se o polinémio caracteristico

4
P(s) = det[s°M + sC + K(\)] = > _ brs*™*
k=0

onde para o modelo de Timoshenko (4.1) temos
bo =ab, by =0, by = —(ae + cb)A\?, by = 0, by = (eA? 4+ a)c)\?.
Aqui
a=krkGA, b=FI, c=pA, e=npl.

Entao, determina-se a solugao d(z) do problema de valor inicial

4
> bpd () = bod™ + bod” + byd = 0
k._

d(0) = d'(0) = d"(0) = 0, bod”(0) =1,

(5.8)

e calculam-se as matrices hy a partir do problema de valor inicial da equacao em

diferengas matricial
Mhj 5 + Chyyy + Khy =0

ho == 0, Mh1 =1
A férmula fechada é dada por
-1

4
=> ) bd" ) (2)hy

=11

.

I\
o
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Os célculos seguem a seguir. Considere-se, em primeiro lugar, a equagao diferencial

caracteristica

abd™ — (ae + cb)A2d" + (eX® + a)cA?d = 0
d(0) = d'(0) = d"(0) = 0,abd"(0) = 1.

(5.11)

O polinomio caracteristico associado a esta equagao diferencial pode ser convenien-

temente escrito como
P(s) = ab(s* + ¢g*s*> — ")
onde
PN = —(e/b+c/a))?, 1 = —eX2(eX® + a) /ab.

As raizes do polinomio caracteristico P(s) sdo s = €, —¢, 19, —id, onde

e= (17220 + 2/ (g + %), 6= /(FT D)

Assim
@ =6 -, rt=4§% (5.12)

Utilizando a base de Euler, segue que a solu¢ao do problema de valor inicial (5.11)

é dada por

_ Osinh(ex) —esin(d z)
dlz) = ab(e2+6%)€d

(5.13)
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De onde obtemos as seguintes expressoes

;.\ Oecosh(ex) — decos(dx)
d(z) = ab(e2+62)ed

() = de? sinh(e x) + €6?sin(d x)
ab(e240%)€d

() de3 cosh(ex) + €d® cos(d x)
B ab(e?+62)ed

d////(l’) _ oe Sinh(e x) — ed? Sin(5 ZL‘)
ab(e? +0%)ed

Por simples iteracao, os seguintes valores matriciais de (5.9) sdo obtidos

— 0
0 0
hO = [ ] ) hl = ¢ 1 ’
0 0 0 -
2 2
1 a® —cA°b
0 - Y 0
h,=| 1 b |, hy= )
_Z 0 e
b 0 e
Assim, das relagoes (5.13)-(5.19), obtemos
bd"(x) — (e A* + a)d(z) ad'(x)
h(z) =
—ad'(z) ad'(z) —d(x)c)?

ou equivalentemente

h(z) = Ad(z) + Bd' (z) + Cd"(x)

38

(5.14)

(5.15)
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onde

—(eA?*+a) 0 - 0 a| b 0
0 —c\? 7 —a 0 0 a

2
I

Facilmente também obtemos a derivada de h(x)

h(z) = Ad'(z) + Bd'(z) + Cd" (x) (5.22)

Com o uso da base
(I)l = h(,I), (I)g = h/(l’)
a matriz definida em (4.14) simplifica-se e decorre que

BM~! (A — BM~1C)M™!
U= . (5.23)
Ch(L) +Dh'(L) Ch'(L)+ Dh"(L)

5.2 Calculo de h(x) na forma adimencional

Podemos calcular h(z) na forma adimencional. Para isso, considere a

adimensionalizagao sugerida por Huang em [32],

X PA 4
== b? =L
¢ L’ EI ’
B, 1 (5.24)
- kGALY ALY
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onde b é um ndmero proporcional as frequéncias de vibracao, s? é inversamente

proporcional a rigidez de cisalhamento, e r? é proporcional & inércia rotacional.

Utilizando (5.24), a equagao matricial (4.7) na forma adimensional é

dada por
M (&) + CP'(&) + K@ (&) =0, (5.25)
onde
1 0 0 —L b?s? 0
M = , C= , K= (5.26)
0 Ls? 1 0 0 —L(1—Db?*?s?)

Teorema 5.1. A solucao do problema de valor inicial matricial

MD"(€) + Ch' (€) + K(b)h(¢) = 0 (5.27)
h(0) =0, MN(0) =1 (5.28)

onde M, C e K sao conforme definidos em (5.26), é dada por

Ls*h"(€) — L(1 — b*r?s*)R(€) LI (€)
h(¢) = , (5.29)
—h'(§) h'(€) +b*s>h(E)

onde h(§) € a solugao do problema de valor inicial
Ls*h (&) + Lb2s(r? + s*)R"(€) — Lb2s*(1 — b*r?s?)h(€) = 0, (5.30)
h(0) = K'(0) = h"(0) =0, Ls*n"(0) =1, (5.31)
Demonstracdo. Seguindo o processo da se¢ao anterior, tem-se

P(s) = det[s°M+ sC+ K]

= Ls°A* 4 Ls’b* (r? + s%) A — Ls*b” (1 — b*r?s?), (5.32)
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h(€) é a solugao do problema de valor inicial escalar construido a partir do polinémio

P(s), ou seja
Ls?h™) (&) + Lb2s*(r? 4 s?)h"(€) — Lb*s*(1 — b*r2s*)h(€) = 0,
h(0) = B'(0) = h"(0) =0, Ls*n"”(0) = 1.
e a matriz h; = h')(0) satisfaz o problema de valor inicial discreto

h() == 0, Mh1 =1L

(5.33)

Por recursao de (5.33), tem-se hg = 0, hy = M~ hy = —-M7'CM™ e hy =
MT(CM™)? — KM, O resultado segue pela substituicdo destes tltimos em
(5.10). 0

Corolario 5.1. Tem-se

LS2(h”/(§) + b27”2h,(§)) L2(1 _ b2 7”2 82) h(ﬁ)
hy(§) = W(§)M+h(E)C =

b? % h(€) Ls* h"(€) + L(b*s* + DI ()

(5.34)

hy(¢) = (M +H(E)C=-h()K (5.35)

hi(€) = W(OM. (5.36)

Ls* h'(€) = L(1 = b*r? $*)A(€) L2sH(€)
h;(§) =h(HM =
—H () Ls* (W(€) + s°h(§))
(5.37)
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Demonstracao. Segue por simples substituicao. Para a segunda relagao, usa-se o

fato que h(€) é solucao a direita e a esquerda da equagao matricial (5.27), isto é,

M (&) +Ch (¢) + Kh(&) = h" ()M + 1 (£)C + h(§)K = 0.

5.3 Viga Apoiada-Apoiada

Relembramos que as condi¢oes de contorno para uma viga apoiada-

apoiada estao dadas por:

Wo(t,0) =0, W, (t,0) =0,
(5.38)
Wo(tv L) =0, \I]:c(t> L) =0,
que na forma matricial podem ser escritas como
Aw(0) + Bw'(0) = 0, (5.39)

Cw(L) + Dw'(L) = 0,

onde

Com estas matrizes o sistema de equagoes (4.12) com U dado por (5.23)

simplifica-se na forma

Dec =0, (5.40)
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onde

b | B~ (X (L) ad'(L) -
—ad"(L) ad" (L) — eN2d"(L)

c= (5.42)

Do sistema (5.40) temos que a equagao caracteristica esta dada por
[bd" (L) — (eA® + a)d(L)] [ad"™ (L) — cA*d"(L)] 4+ a*(d"(L))* = 0
ou equivalentemente e usando a equacao de (5.11) chega-se a seguinte expressao
[d"(L)]> = d(L)d""(L) =0 (5.43)

Também do sistema (5.40) obtemos as auto-fungoes

w(z) = h(z) LW (2) 0 (5.44)

0 Co9

onde h(z) esta dada por (5.20) e as constantes c11 e cgo satisfazem a seguinte relagao
[bd"(L) — (eX* + a)d(L)] c11 + ad”(L)cy = 0 (5.45)

Em particular no caso em que ¢ = 1 obtemos de (5.44)
[ d"(L)d(x) — d"(x)d(L) T
)\2
ala+ X L = (@ e)d(D)
w(z) = (5.46)

a2d'(2)d"(L) + [eN2d(z) — ad"(2)] [d(L)(a + eA?) — bd"(L)]
bd" (L) — (a + eX2)d(L)
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Desde que o problema de contorno so admite frequéncias naturais A = iw, —iw com
w um numero real nao negativo e considerando a base de Euler temos que a equagao

caracteristica (5.43) fica como
(6% + €*)?sinh (eL) sin(6L) = 0 (5.47)

de onde obtemos

sin(0L) =0 (5.48)

pois eL # 0.
As autofuncgoes (5.44) estao dadas por

(ew? —a)
(be? + ew? — a)ob

w(z) = (5.49)

sin 0z

— Ccos Ox

5.4 Viga Apoiada-Apoiada com h adimencional

Neste caso as condicoes de contorno adimencionais sao dadas por:

WO(t,0) =0, Ue(t,0) =0,
(t.0) {(t.0) 50
WO, 1) =0, Ue(t, 1) =0,
que na forma matricial podem ser escritas como
Aw(0) + Bw'(0) = 0, (5.51)

Cw(1) + Dw'(1) = 0,
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onde

Com estas matrizes o sistema de equagoes (4.12) com U dado por (5.23)

simplifica-se

Dc =0, (5.52)
onde
Ls?d"(1) — L(1 — b*r?2s?)d(1) Ld"(1
| L) = L1 —0r2sh)d(1) Ld'(1) 553
_d//(l) d””(l) +b2s2d//(1)
€
c= | ™ (5.54)
C22

Do sistema (5.52) temos que a equagao caracteristica esta dada por
[Ls*d"(1) — L(1 — b*r*s*)d(1)] [d""(1) + b*s*d(1)] + L(d"(1))> =0
ou de forma equivalentemente e usando a equagao (5.30) decorre
[d@"(1))* = d(1)d""(1) = 0 (5.55)

Também do sistema (5.52) obtemos as auto-fungoes

w(©) = h(o) | " (5.56)

0 Co9
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onde h(&) esta dada por (5.29) e as constantes ¢y € cgo satisfazem a seguinte relacao
[Ls*d"(1) — L(1 — b°r*s*)d(1)] e1n + Ld"(1)cas = 0 (5.57)
Em paticular no caso em que ¢ = 1 obtemos de (5.56)

cip [Ls*d"(€) — L(1 — b*r*s*)d(€)] + Ld"(€)
w(¢) = (5.58)

—end' (&) +d"(€) + b232d,(§)

Da mesma forma como feito com a viga apoiada-apoiada nao adimen-
cional, utilizando a base de Euler a equacao caracteristica (5.55) pode ser reescrita

CcOo1mo

(62 + €*)? sinh (¢) sin(6) = 0 (5.59)
de onde obtemos

sin(d) =0 (5.60)

pois € # 0.
Também, e depois de calculos algébricos, obtemos

(10t
22— (1= )% ot
w(€) = (5.61)
LLSZ cos 0§
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5.5 Viga Fixa-Apoiada

Para este caso as condigoes de contorno sao dadas por:

WO(t,0) =0, U(t,0) =0,
(5.62)
WO(t, L) =0, U,(t,L) =0,
que na forma matricial podem ser reescritas como
Aw(0) + Bw'(0) = 0, (5.63)

Cw(L) + Dw'(L) = 0,

onde

Introduzindo estas matrizes no sistema de equagoes (4.12) com U dado

por (5.23) encontramos a seguinte equagao

Dc =0, (5.64)
onde
Do bd"(L) — (eA* +a)d(L) ad' (L) (5.65)
—ad"(L) ad” (L) — eA*d'(L)
c— | ™ (5.66)
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Segue da expressao (5.64) que a equagao caracteristica esta dada por
[bd”(L) — (eA? + a)d(L)] [ad”’(L) — c)\2d'(L)] +ad"(L)d' (L) =0 (5.67)

Também do sistema (5.64) obtemos as autofungoes

w(z) = h(z) (5.68)

onde h(x) esta dada por (5.20) e as constantes c1; e ¢1o satisfazem a seguinte relacao
[bd"(L) — (eX* + a)d(L)] e1y + ad'(L)crs = 0 (5.69)

Em paticular no caso em que c¢i5 = 1 obtemos

" a(a+ eX?)[d(L)d(x) — d'(x)d(L)] + abld' (x)d" (L) — d'(L)d"(x)] ]
bd"(L) — (a + eA?)d(L)

w(z) = (5.70)

cA?d' (L) — ad” (L)
d'(L)

d(x) + ad"(x) — c\d(z)

Por outro lado desde que o problema de fronteira so admite frequéncias naturais
A = iw, —iw com w um numero real nao negativo e considerando a base de Euler

temos que a equacao caracteristica fica como
§ [be’ + ew® — a] tanh (eL) + € [b0* — (ew” — a)] tan (§L) = 0 (5.71)

e as autofuncoes estao dadas por

w(z) = (5.72)
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onde

1

1
= ——————coth(eL)sinh — L)si
W(z) R coth (eL) sinh (ex) + b+ %) cot (6L) sin ()
1 1
m cosh (673) — m COS (51‘)
e a fungao ¥(x) esta dada por
(a€® + cw?) . ad? — cw? |
U(r) = ————=5sinh —_—
(z) aeb(e? + 2) sinh (ez) + adb(e? + §2) sin (9z)
ae coth (eL) cosh (ex) + ad cot (OL) cos (0z)

b(€? + 62)[be? + ew? — al b(€? + 62)[b6? — (ew? — a)]

Aqui usamos o fato que a seguinte expressao denotada por S

d'(L)

5= bd" (L) + (ew? — a)d(L)

pode expressar-se como

B decosh (eL) — e cos (OL)
~ 0le2b + (ew? — a)] sinh (eL) + €[02b — (ew? — a)] sin (6L)

e usando a equacao caracteristica

—€[0%b — (ew? — a)] sin (6L) cosh (eL)

§[€*b + ew? — a sinh (eL) =

cos (0L)
obtemos as seguintes expressoes para S
g —decos (0L)
€[62b — (ew? — a)]sin (0L)
B —dcot (L)
020 — (ew? — a)]
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ou

de cosh (eL)
d[e2b + (ew? — a)] sinh (eL)

e coth (eL)
[be? 4 (ew? — a)]

Estas expressoes para S sdo usadas para obter as autofungoes em (5.72)

5.6 Viga Fixa-Fixa

Para este caso lembramos que as condigoes de contorno sao dadas por:

WO(t,0) =0, U(t,0) =0,
(5.73)
WO, L) =0, U(t, L) =0,
e que reescritas na forma matricial ganham a forma seguinte
Aw(0) + Bw'(0) = 0, (5.74)

Cw(L) + Dw'(L) = 0,

onde

Com estas matrizes o sistema de equagoes (4.12) com U dado por (5.23)

simplifica-se

Dec =0, (5.75)
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onde

(5.76)

—ad'(L) ad"(L) — eN2d(L)

c= [ o ] (5.77)

De (5.75) temos que a equagao caracteristica esta dada por

[ bd"(L) — (eA? + a)d(L) ad'(L) ]

[bd"(L) — (eX? + a)d(L)] [ad"(L) — eA2d(L)] + a*[d'(L)]2 = 0 (5.78)

Também do sistema (5.75) obtemos as auto-fungoes

w(z) = h(z) {C”] (5.79)

onde h(z) esta dada por (5.20) e as constantes c11 e ¢1o satisfazem a seguinte relagao
[bd"(L) — (eX* + a)d(L)] c11 + ad' (L)1 = 0 (5.80)

Em particular no caso em que ¢ = 1 obtemos

[ a(a+eX?)[d (L)d(x) — d'(x)d(L)] + abld'(z)d"(L) — d'(L)d"(x)] ]
bd"(L) — (a + eA?)d(L)

w(z) = (5.81)

eA?d(L) — ad"(L)
d'(L)

d () + ad"(x) — e\*d()

Desde que o problema de fronteira so admite frequéncias naturais A = iw, —iw com
w um numero real nao negativo e considerando a base de Euler temos que a equagao
caracteristica fica como

b(e? + 6%)2 + a(e® — 6?)]
a€ed

2 — 2cosh (eL) cos (0L) + [ sinh (eL)sin (0L) =0 (5.82)
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e as autofungoes estao dadas por

W (z)
w(z) =A (5.83)
W(x)
onde
W (x) = YT sinh (ex) + I'sin (0x) + cosh (ex) — cos (dz)
U(x) = % sinh (ex) + % sin (dx)
aél’ aol’
"0 (e —a)] cosh (ex) + 502 — (ew? — )] cos (0z)

onde as constantes A, I' e T estao dadas pelas seguintes expressoes

1
A= — —
b(e? 4 4?)
—cosh (eL) + cos (0L)
r
sinh (eL) + sin (6L) (5:84)
T 5[€b + ew? — q]

€[62b — (ew? — a)]
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6 O METODO ESPECTRAL DE GALERKIN
PARA O MODELO NAO-LINEAR DE
TIMOSHENKO

O método de Galerkin [53] procura solugbes do sistema

L
pAW)) — kGAW?, — ¥,) + o 084 AP (W2dx | W2, =0
L 2L J,
(6.1)
plVy — EIV,, — kGAW? —¥) =0
na forma -
WO(t,a) = Y Wilt)Si(x)
=1
(6.2)

onde as amplitudes W;(t), ¥;(¢) devem ser determinadas e as fungoes S;(z) e C;(z)

sdo as autofungoes do sistema linear (o = 0 em o sistema (6.1))

pAWY — kGAW?2, —W,) =0
(6.3)
plVy — EIV,, — kGAW? —¥) =0

sujeito a condicoes de contorno classicas, isto é, condigoes tipo apoiada-livre, apoiada-

apoiada, apoiada-fixa, fixa-livre, fixa-fixa e livre-livre (ver o capitulo 4).
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6.1 Formulacao matricial

Em forma matricial as expressoes em (6.2) podem ser reescritas como

WO(t, ) = FT(1)S(z) = ST(2)F(t)
U(t,z) = GT(H)C(z) = CT(z)G(t)

onde

_Sl (x)_
SQ (JI)
53 (JI)

_Cl (x)_
Cg (LL’)
03 ([L‘)

De (6.4), obtemos para W (t,z) as seguintes expressoes

Wit,z) = F'(t)S(z) =S"(2)F(¢)
Wo(t,z) = FL(t)S'(z) =S (2)F(t)
(Wot,2)]* = (F7(t)S'(x))" = FTS'F’S' = F’S'S"F

WO (t,z) = FL()S"(z)=S""(2)F(t)

Tx

o4

(6.4)

(6.5)

(6.9)

(6.10)



e para a fungao W(¢, ) as expressoes

Uyu(t,z) = GT(1)C(z) = CT(2)G(t) (6.11)
U, (t,z) = GT(t)C'(z) = C"(2)G(t) (6.12)
U,.(t,z) = GI)C"(z) = C" (2)G() (6.13)

Substituindo-se as igualdades (6.7)-(6.13) em (6.1), obtemos, entao, o seguinte sis-

tema

20EA AE [*F
CEA AE FTS'S"Fds )| S"'F =0
L 2L

pASTEF — kGA(S"'F — C'"G) + o? <

pICTG — EIC""G — kGA(S"F —CTG) =0
(6.14)

6.2 Caso Sincronizado

O sistema anterior (6.14) pode ser simplificado supondo a natureza
sincronizada do movimento do deslocamento transversal WO(¢,z) e a orientagao
U(t, x), isto é,

F(t) = G(t) = P(¢) (6.15)

Nesta situagao, a procura de solugoes na forma (6.2) adopta matematicamente uma

generalizagao do método de Galerkin para sistemas

U(t,z) = sz(t>Uz(x) (6.16)
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onde

U,(z) = (6.17)

sdo funcoes que satisfazem as condigdes de contorno do problema ([20],[35], [30]).

Entao, com o uso do método espectral de Galerkin (6.16), de (6.14) resulta

. —2CEA AE [t
pASTP — KGA(S"'— C'P = o? ( CEA / PTS’S’Tde) s"'p
0

L 2L
(6.18)
pICTP — EIC""P — kGA(S" —CTP =0
Mas como (ver equagao 4.16)
—kGAS"T = C') = pASTQ?
(6.19)
—FIC"" — kGAS'" — CT) = pICTY?
onde _ _
wi 0 0
0 w2 o .-
02 = . 02 ) (6.20)
ws o ..
o sistema (6.18) pode ser reescrito como
. 20EA AE [*
pASTP + pASTOPP = o? | — CEA AE ["prgigTpy, | s"7p
L oL J,
(6.21)

pICTP + pICTQ?P =0
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Agora, multiplicando a primeira e segunda equagao de (6.21) pelos vectores S e C

respectivamente, decorre

2CEA  AE (Y _ ., o7 T
-7 +EOPSSdeSSP

pASSTP + pASSTQP = o? (
(6.22)

pICCTP + pICCTQ*P =0

e, dai, depois de integrar de 0 a L e somar as equagoes em (6.22), obtemos
L L )
[pA / SS”dx + pl / CCde} (P + Q°P) = o*N, (6.23)
0 0

onde

20EA AE [(F L
N (L2EA AR [ prggtpy, / SS""Pdx (6.24)
L 2L J, o

ou equivalentemente o sistema nao linear desacoplado para a amplitude P(t)

P(t) + Q°P(t) = o*M N, (6.25)
onde _ _
d 0 0
0 dy 0O ---
M = (6.26)
0 0 ds

e cada componente d; da matriz 9 esta dado pelo produto de Timoshenko (4.18)

L L
d; = pA/ SZdx + p[/ C?dx. (6.27)
0 0
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6.3 O caso da viga Apoiada-Apoiada

Para o caso da viga apoiada-apoiada e visando um estudo da existéncia
e unicidade da solugao para este caso, consideremos a = 1 e assumamos por simpli-

cidade L = 1. Assim, temos as seguintes amplitudes e autofungoes
sin(mx)
sin(27x)

FU(t) = |Wi(t) Walt) Wa(t) ...| . S(z)= ) (6.28)

GI(1) = | wo(t) Wi(t) Wo(t) .| . Cl)= COS(;”)) (6.29)

e as expressoes dadas em (6.7)-(6.13) ficam as mesmas, obtendo entao o sistema

. AE !
pASTF — kGA(S"'F - C"G) + (QCEA - / FTS’S’TFdx> S"TF =0
0

pICTG — EIC""G — kGA(S"F —CTG) =0
(6.30)

Através de algumas propriedades das autofungdes S e C o sistema acima (6.30) pode

ser simplificado. Para isso definimos as seguintes matrizes infinitas (ver [40])

Definicao 6.1.

K=ndiaglt 2 35 .| , L=ndiag[o 12 ..] (6.31)
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00000
10000
01000
U— (6.32)
00100
00010

Da defini¢ao anterior (6.1), temos para as autofungoes dadas em (6.28)

e (6.29) as seguintes relagoes

7 cos(mx)
27 cos(2mx)

37 cos(3mx)

o10 --- 000 --- 1

001 - 010 - cos(mx)

000 " 00 2 --- | |cos(2mx)
= UTLC(2)
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S// (:E)

™

2 sin(mx)

(27)2 sin(27 )
(37)? sin(37x)

120 0

0 2% 0
0 0 32

7sin(mx)

27 sin(27mx)

0

60

sin(mx)
sin(27mx)

sin(37x)

0 00
1 00
010

= —K?*S(z)

sin(mx)
sin(27zx)

sin(37x)

(6.34)

(6.35)



0

C'le) = - 72 cos(mx)
(27)% cos(2mx)
02 0 0
a0 o
0 0 22
7.‘.2
5 0
27)2
/1S’S’ng; |0
0 0 0

12 0
210 22
210 o0
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cos(mx)

cos(2mx)

0

32

(6.36)
= —L*C(2)
(6.37)
1o
- 0K
(6.38)



Substituindo-se as expressoes acima (6.37) e (6.38) no sistema (6.30), obtemos

. AE
pASTF + (/{GA —2CFEA + TFTK2F) STK*F — kGASTUTLG =0

(6.39)
pICTG + FICTL2G + kGACT (G — LUF) = 0

Multiplicando por S e C a primeira e segunda equacao respectivamente do sistema

(6.39) e depois de integrar de 0 a 1 decorre que

pAF + (KGA —2CFEA + %FTKQF) K’F — kGAUTLG =0

(6.40)
pIG + EIL?G 4 kGA(G — LUF) =0

logo, introduz-se as seguintes variaveis adimensionais

" E[ 1/2
= (ﬁx) '

F(7) = F(¢) (6-41)

El . . (6.42)
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Assim, substituindo (6.42) nas equagoes (6.40), obtemos:

. ArG 20A 1A ., a7 9 ARG
F(t) + (77 -1 + §§F (HK F(t)) K*F (1) — TFU LG(t) =
(6.43)
A, A% kG
G(t) + 7L G(t) + TE (G(f) - LUF(¢)) =0
6.3.1 O sistema infinito
Definindo os parametros adimensionais,
204 b—A A d_KJG
“TTT "Tar TT TR
obtemos finalmente de (6.43) o sistema infinito adimensional
F(i) + (cd —a+ ZFT( HK2F(f )) K?F(f) — cdUTLG(f) =
(6.44)
G (1) + cL’G(t) + ?d(G(f) — LUF({)) = 0
com as seguintes condigoes iniciais
F(0)=a G(0)=% (6.45)
FO0)=8 G(0)=4¢ (6.46)
onde _ } o _ - I
W1(0) ay Wo(0) Yo
W5(0 o vy (0
roy = | O] el g2 MO 2| (6.47)
W35(0) o3 1210 V2
e
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W,(0) B

S L 01

Ws(0) B3

i) [
_ \111(0) _ (51
IREACIEREE

Equivalentemente, podemos escrever o sistema (6.44) como

. h -
Wi + (ad—a+§w22k2wg> 2P W; — cdri®; =0 i=1,2,...

k=1

\‘I}j + C7T2j2‘1/j + Czd(\pj — Wjo) = 0 ] = 0, 1, N

com condigoes iniciais :

ondei=1,2,... e j5=0,1,...

6.3.2 O sistema finito

Considerando

Wi(t)
Wa(t)

64

\Ilj(o) =7
U;(0) = 4;
-‘l’o(t)-
Uy (t)
Gn(t) = |0, (1)
0
0

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)



obtemos de (6.44) o sistema finito

F, (1) + (cd —a+ gFf (E)Kan(f)) K?F, (t) — cdU'L,G,(t) = 0

G (1) + cL2G,(t) + *d(G,(t) — L,U,F,(f)) =0

com as condigoes iniciais

Equivalentemente, temos o sistema finito em componentes

W; + (cd —a+ gﬂ'z Zk2W§> w22 W — cdmiV; =0 i=1,2,...

k=1

\.I'/j —I—C7T2j2\11j +C2d(\11j —ij/j) =0 j:O,l,...,n

com as condigoes iniciais
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(6.55)
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7 EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O
SISTEMA DO TIPO BI-APOIADO

Neste capitulo, o método de Dickey [21] para o modelo nao linear de
Timoshenko sem acoplamento devido ao giro W sera estendido. Vamos estabelecer
um teorema de existéncia local no tempo para o sistema de Timoshenko com inclusao

do giro, formulado através do sistema infinito de equacoes nao lineares (6.49).

7.1 O sistema infinito
Consideremos o sistema infinito (6.49), isto é,

. h -
Wi + (cd—a+§7r22k:2W,f> 2 W, — edri®; =0 i=1,2,...

k=1

(7.1)
U + en?i?0; + Ad(V; —mjW;) =0 j=0,1,...
com condigoes iniciais :
Wi(0) =a; ¥;(0) = (7.2)
Wi(0) =6 ¥,(0) =, (7.3)

ondei=1,2,... e j5=0,1,...

Vamos inicialmente estabelecer estimativas de energia a priori para

qualquer solucao de (7.1). Assim, podemos enunciar o seguinte lema
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Lema 7.1. Qualquer solucao, se existe, do sistema infinito (7.1) com dados iniciais

(7.2)-(7.3) satisfaz a condigdo

i [szz + ﬂziz\lff] + i [%\Isz + cd(V; — Wjo)2:| +

i=1 §=0
(7.4)
o 2
I 97#2@'21/{/? =h
b 2 = !
onde h estda dado pela expressao
h = Z P+ 7] + Z [ 62 + cd(y 7TjOéj)2:| +
i=1 7= 0
(7.5)

Demonstragao. Multiplicamos a primeira equagao de (7.1) pelo termo 2W; e a se-
gunda equacao pelo termo %\Ifj Depois de somar para:=1,2,...e 5 =0,1,2,...
respectivamente, temos

2L dW?

o (cd—a+ W22k2Wk>ZTF22 2cd7TZz‘lfW—O

i=1

1d\If

cht 22] +2ch\If—7r]W)\If 0

7=0
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Somando as duas equagoes chega-se a seguinte expressao

o] T2 00 00

by~ A
QCdZ — mgW;)& (—a + §7r2 Z l{:2Wk2> Zw2127 =0

ou de forma equivalente

i% [W2—|—7r 12\112} +Z +20dZ7T212WW —QCdWii\I’iWi—l—
=1 i=1
QCdZ 7T]W % <—(I + gﬂﬁ ; kf2Wk2> ; 271‘2@'26”;:22 0

Através de manipulagoes algébricas obtemos

[e'e) 1,2
th [W2+7r222\112] +ch§; +2cdz (T, — wjW,) (T, — mj W)+

i=1

2
1d b o= arin)
+5£< a+§7r ;zm> =0

A equagao anterior pode ser reescrita como

i% [W2+7r 12\112] f:c pn L+ dz — miW;)*+
i=1 7=0

2
1d RN
+bdt( a—|—27r ;z WZ> =0
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Finalmente, depois de integrar, obtemos

i[ +7 12\112]+i{i\112+cd(‘11 —WjW):|
i=1 Jj=0

2
1 b o g
g<—a—i—§7r ;z W'Z) =h

onde, usando as condigoes iniciais (7.2)-(7.3), h estd dado pela expressao

[e.e]

h = Z (87 + %7 ] + Z {i52 + cd(y; — 7Tj0[j)2:| +
i=1

j=0

2
1 b 22 -2 2
( i_—lz Z)
]

A primeira vista pareceria que se as condicoes iniciais (7.2)-(7.3) satis-

fazem a condicao de energia finita, isto é,

h = Z P+ w7 + Z { 52 + cd(y Wjaj)2:| +
i=1

j=0

: 2
1 b_, 2 2
+E <—a+—7r ;lzai>

entdo o sistema (7.1) teria uma solucdo para todo t > 0. Na verdade, isto é o caso

para sistemas finitos da forma (7.1) como veremos a seguir.
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7.2 O sistema finito

Consideremos o sistema finito dado em (6.55), isto é,

. b n
W; + (cd—a+§7r22k2Wk2> 2PW, — edmiV; =0 i=1,2,....n

= (7.7)
U +er??V, 4+ Ad(U; —njW,) =0 j=0,1,...,n
com as condigoes iniciais (7.2)-(7.3) para i,j < n, isto é,
Wi(0) = i W;(0) = (75)
Wi(0) =8 ¥;(0) =9, (7.9)

ondei=1,2,....n e j57=0,1,...,n

O seguinte lema diz que se as condigoes iniciais (7.8)-(7.9) satisfazem
a condicao de energia finita (7.6), entao o sistema (7.7) tem uma solucdo para todo

t > 0.

Lema 7.2. Se os dados iniciais (7.8)-(7.9) satisfazem a condi¢do de energia finita
(7.6) entao o sistema (7.7) tem uma tunica solugdo no intervalo [0, T') para todo

T > 0.

Demonstragao. Pelo teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard [16] prova-se a existéncia
de uma tnica solugao local W;(t) e W,(t) para (7.7)-(7.9). Para provar que esta
solugao local pode estender-se para o intervalo [0, T') para todo T" > 0 ¢ suficiente
mostrar que |W;|, [W;|, |¥,| e |¥;| sdo limitadas para todo t > 0 ( [16], pagina 13).

Para isso, procedemos da mesma forma como feito no lema 7.1 chegando a seguinte
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relagao

n n

) 1.
[Wf + 7r2z'2\113] + {;\If;‘? + cd(V; — mwj)?} +
i=1 Jj=0
(7.10)
2
b 2 = ’ "
onde h,, neste caso esta dado pela expressao
Z (87 + mi%y7] + Z { 7 + cd(v 7TjOéj)2:| +
i=1 j=20
(7.11)
2
+1 —a+ 97'(2 i ita?
b 2 ‘
i=1
Desde que, pela hipdtese,
hp, < h < o0 (7.12)
decorre da equagao (7.10)
or. "1
> W2+ rktel] + {;\1@ +cd(W; — ijjf] +
i=1 §=0
(7.13)

2
1 D 5N 2qp2
—l—g(—a—i—iw ;ZVVZ) < 00

para todo n e para todo ¢t > 0. De (7.13), obtemos que as expressoes |W;|, |Wi|, |¥,]

e |\If]| sao limitadas para todo ¢ > 0 e a prova do lema esta concluida O

O procedimento dado no lema 7.2 nao pode ser aplicado directamente
ao sistema infinito (7.1) devido, por exemplo, ao fato que o termo i* de W; da

primeira equagao de (7.1) serem ilimitados quando i = 1,2,... Assim, o teorema
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de Cauchy-Lipschitz-Picard ja nao é valido neste caso e um procedimento diferente,

baseado no trabalho de Dickey [21], serd usado.

O objetivo no que segue serd mostrar que, baixo certas hipdteses sobre
as condigoes iniciais (7.2)-(7.3), solugoes do sistema finito (7.7) convergem para a
solugao de (7.1) quando n — oo. Para garantir esta convergéncia serd necessario
requerer que as condigoes iniciais (7.2)-(7.3) satisfacam uma hipdtese mais forte que

a simples condigao de energia finita (7.6)

Inicialmente é conveniente definir um conjunto de fungoes W;, e ¥,
como segue: parai,j < n, W, e ¥, sdo solucoes do sistema finito (7.7) satisfazendo

as condigoes iniciais (7.2)-(7.3) para i,j <mn e parai,j >n, W, =0e ¥;, =0.

As funcoes W, e ¥, assim definidas, também sao solucoes do sistema
infinito (7.1) satisfazendo as condigbes iniciais (7.2)-(7.3) para i, j < n e as condigoes
iniciais

Win(0) =0 W;,(0) =0 (7.14)
Win(0)=0 ¥;,(0)=0 (7.15)

para i,j > n , isto é, W, e ¥;, é uma solugao do sistema:

Win + Apm2i2 Wiy — cdmiVy, =0 i=1,2,...

G, + en?20,, + Ad(V,, — 1jW,) =0 j = (710
in JV, +cd(Vy, —mjWy,) =0 5 =0,1,2,...

onde definimos A,, como

b (o]
A, =cd—a+ §7r2 > W, (7.17)

k=1

A série em (7.17) é evidentemente uma soma finita desde que Wy, = 0 quando

k> n.
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Os seguintes lemas demonstram o fato que {A,(¢)},>1 ¢ uma sequéncia

que satisfaz as hipdteses do teorema de Arzela-Ascoli [16], isto é,

a) A, ¢ uniformemente limitada

: (7.18)
b) A, também é uniformemente limitada (logo A, é equicontinua)

Logo, do teorema de Arzela-Ascoli temos a existéncia de uma subsequéncia A,
a qual converge uniformemente para uma fungdo continua A(t¢) sobre qualquer

subintervalo fechado 0 <t < t* < t. onde t. serd determinado nos lemas a seguir

Lema 7.3. Se as condi¢oes iniciais (7.2)-(7.3), satisfazem as condigoes:

iﬁi2<oo i5i2<oo (7.19)
i=1 i=1

Zz’za? < 00 Zz’zﬁ < 00 (7.20)
i=1 i=1

entdo as fungoes A, (t) sao uniformemente limitadas independente de n para todo

t>0

Demonstragao. Devido ao fato de as funcoes W,, ¥;, serem solugoes do sistema

infinito (7.1) e das hipdteses (7.19)-(7.20), obtemos do lema (7.1) a desigualdade

i[ n T 12\D2]+i[ U2+ cd (U —Wjon)2:|+

i=1 7=0

(7.21)
1(—@4— =T Z 2W2) < 00

portanto, cada uma das somas em (7.21) sao uniformemente limitadas, isto é, exis-

tem constantes M;, My, M3 e M, independentes de n tal que
> W <M, (7.22)
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> WP < My (7.23)
i=1

> PWE < My (7.24)
i=1
> P < M, (7.25)
=1

O lema segue da desigualdade (7.24), pois neste caso temos que
|A,| < constante

para todo t > 0 e para todo n. O

Observagao 7.1. A hipdteses do lema (7.3) € equivalente a exigir que as condigoes

iniciais (7.2)-(7.3) satisfagam a condicao de energia finita (7.6).

No lema seguinte uma hipdtese mais forte que a simples condicao de
energia finita (7.6) é necessaria para garantir a limitacio uniforme das funcoes A,,(t).
A demonstracao do lema é um passo chave para provar a existéncia de soluc¢oes para

o sistema infinito (7.1)

Lema 7.4. Se as condigoes iniciais (7.2)-(7.3) satisfazem as condigoes (7.19)-(7.20)

e as condigoes
o0

> B} < o0 (7.26)

i=1

D %67 < o0 (7.27)
=1

Zz"laf < 00 (7.28)
i=1

[e.9]

Zi‘lfyf < 00 (7.29)

i=1
entio existe um intervalo 0 < t < t, tal que |A,(t)| € uniformemente limitada

independente de n sobre qualquer subintervalo fechado [0,t*] para cada t* € [0,t.).
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Demonstragao. Diferenciando a fun¢ao A,, dada em (7.2)

An = b7T2 Z WknW]mk‘2
k=1
e logo aplicando a desigualdade de Schwarz, obtemos

b > (Wi [ Wi | K2

k=1

Al

IA

IA

0o 00 1/2
b {Z B2 Wi |* ) |Wkn\2k2}
k=1 k=1

(7.30)

IA

o 1/2
™2 {bAnZ |Wkn\2k2}

k=1

Nosso objetivo agora é estimar a fungao |Wy,|. Para isso, definamos a seguinte
funcao (ver apéndice A)

W2 .
E;, = A—’" + 2P WE + W2 4 en?iPU2 4+ PdVE ) i > 1. (7.31)

Segue-se de (1.2) que A, > 0 para todo t > 0 e n > 1, de modo que (7.31) tem

sentido e temos

En(t)>0, t>0 i>1. (7.32)
Diferenciando (7.31) e usando as equagoes em (7.16), conseguimos

: 2edmiViy, Wi A, W2 - :
By, = S R g 9 dmiW (7.33)

ou equivalentemente (ver apéndice A)

: A,
Ei, < <|A—| + M5) E; (7.34)
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onde

cd—a

M5:max{ dve c%z} (7.35)

Pela desigualdade de Gronwall [5], da relagao (7.34), obtemos

LA
E;, < E;,(0) Mg exp ( |A"|d5> (7.36)
0 n

onde

Mg = exp (M5T) (7.37)

De (7.36) estabelecemos as seguintes estimativas para W;, e Wm

LA,
2r2W2 < By (0) Mg exp </ ‘A—‘ds) (7.38)
0 n
W2
Am < E;,(0) Mg exp </ [Bn] ) (7.39)
Defina K,, como
K, =Y i*E(0) (7.40)
isto é,
© 262
K, = { + itra? + %67 + er?ity? + czdizﬁ} (7.41)
i=1

Note que considerando as hipdteses (7.26)-(7.29) obtemos que K, < oo, e, do fato
que

An(0) < Ay (0) (7.42)

obtemos a desigualdade

K1 < K, (7.43)

Combinando (7.39) e (7.30) segue que

o 1/2
A, < 7V2 {bAiKnM6 exp (/0 |i"|ds> } (7.44)
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ou

(7.45)

at P\ T2,

para todo n > m.

A, s | < TR M _ T/ K, Mg
Ay V2T W2

Depois de integrar a desigualdade (7.45), obtemos

1 ["A,] 1
= ds | < 7.46
P (2/0 A, 5) =1 2 VOK, Mt (740

para todo n > m e todo t no intervalo

1
%\/meMﬁ

0<t <ty= (7.47)

A seguir, das expressoes (7.44) e (7.46), temos que quando n > m e t esta no

intervalo (7.47), |A,| satisfaz a limitacio

|A < V20K, MgA,,

7.48
11— %\/meMGt (7.48)

Desde que A,, é uniformemente limitada independente de n (lema 7.3), a desigual-
dade (7.48) mostra que |A,| também é uniformemente limitada independente de n
no intervalo (7.47). Na verdade, se definimos K como

K = lim K, (7.49)

m—00

e t. é definido como
1

tc == w A
E\/bKMG

entao a expressao |A,| sera uniformemente limitada em qualquer subintervalo fechado

(7.50)

0 <t<t*<t. Assim, a demonstracao do lema fica concluida. O
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Observagao 7.2. A defini¢ao da func¢ao dada em (7.31), é uma extensao, para
nossos propositos, da fung¢dao
72

W:
E;, = A—m + W2, (7.51)

observada no trabalho de Dickey [21] (ver também [22], [25]) e que foi crucial para
sua analise.
Para outros tipos de fung¢oes como a dada em (7.31), ver os trabalhos de Bernstein

[2] e Peradze [40).

Com base nos lemas (7.3) e (7.4) e voltando as hipdteses do teorema de
Arzela-Ascoli (7.18), obtemos a existéncia de uma subsequéncia A,,, a qual converge
uniformemente para uma funcao continua A sobre qualquer subintervalo fechado

0<t <t <t..

Usando o limite A da subsequéncia A,,_, consideremos o sistema linear

W, + An22W, — cdmiV,; = 0

. (7.52)
U, + er?i2 W, + Ad(V; — miW;) =0
para algum ¢, 7, junto com as condigbes iniciais (7.2)-(7.3), isto é,
Wi(0) = a;  W;(0) =; (7.53)
Wi(0) = 8, W;(0) =, (7.54)

Desejamos mostrar que as solugoes W;, ¥; do sistema linear (7.52) com
i=1,2,...ej=0,1,... formam uma solu¢ao do sistema infinito (7.1). Para ese

propésito é suficiente mostrar que (ver lema 7.7 )

b o
A=cd—a+ §7r2 > W (7.55)
k=1
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Primeiramente, comegamos mostrando no seguinte lema as seguintes convergencias

I/Vins_) VVZ
‘I’ms — U,

(7.56)

quando ngy — o0.

Lema 7.5. As funcoes Wy, e W, convergem para as fungoes W; e U, respectiva-
mente no intervalo 0 <t < t* < t..

Demonstragao. Se subtraimos as i, j—ésimas equagoes de (7.16 ) de (7.52 ), obtemos

d2 (VI/Z - I/I/'ln.s)
dt?

= 7T2i2 [AnSWinS - AWZ] + Cd’ﬂ'l[‘l’l — \Ilzns]

(7.57)
(V) — V)

2l (W = Win) + (en + Ed) W, — 1

Desde que as condigoes iniciais para os sistemas (7.16 ) e (7.52 ) s@o as mesmas, isto
implica, seguindo as discussoes em [5] ou [40], que as fung¢oes W, — W, e W; — U5,

satisfazem as equagoes integrais tipo Volterra

t
Wi — Wi, = / (t—r1) {7T2i2[Ans Win, — AW;| + cdmi[V,; — ‘Ifms]} dr
0

t
\I]] - \I]]ns = /(; (t - T) {W]C2d[Wy - W]ns] + (Cﬂ-2j2 + C2d> [\IJ]ns - \I]]]} dT
(7.58)

Somando e subtraindo o termo AW;,_, obtemos
t t
W; — Wi, = 7r2i2/(t— T(Ap— AWy + AW — Wi)]dT—i-cdm/(t—T) (U, — W, ]dT
0 0

t t
Wi — W, = 7TjC2d/(t —7)[W; = Wy Jd7 + (em?5? + Czd)/(t = ) [Vjn, — V;ldr
0 0
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Aplicando, a expressao acima, o valor absoluto, conseguimos

t t
Wi — Wi, | < 7r2i2t*/ |A,— A||[Wi,.|dr + 7T22'2t*/ |A||Win, — Wi|dr+
0 0

dr

t
Cd’ﬂ'lt*/ ‘\Ilz — \I’ms
0

t t
|\I/j — \I’jns| S chzdt*/ ‘W] - ans dr + (C7T2j2 + C2d>t*/ ‘\I]jns - \I’j‘dT
0 0

para 0 <t < t* < {..

Sabemos que |A — A,.| < €, onde ¢, — 0 quando s — oo, |[Wj,,
é limitada por alguma constante M; e |A] é limitada por alguma constante Ms.

Portanto

dr

¢ ¢
(Wi — Win,| < m22(t)%e, My + 7r2i2t*M8/ |Win,— Wildr + cdm’t*/ |, — Uy,
0 0

t t
Wy = Uy | < mictdt” [ W5 = W Jdr 4 (ex'? )t [ [, = Wlar
0 0

Somando-se as expressoes anteriores decorre que

t
Wi — Wi | 4 [0 — Wy | < 722 2es My + £ My / (Wi — Wil + |, — W[Jdr
0

onde

My = max{n?i* Mg + wic*d, cdmi+ cr?i® + *d}

A desigualdade de Gronwall [5] produz

(Wi — Wi, + [0 — Uy, | < 722 (H) e My exp (t2My), 0<t<t*<t, (7.59)

O lado direito da desigualdade (7.59) tende a zero quando s — oo, de modo que

§—00 §—00

80



para 0 <t <t* <ft.. O
De modo analogo podemos mostrar também as seguintes convergéncias

. : (7.61)
‘I’ms — U,

quando n, — 0o. Mais exactamente temos o seguinte lema

Lema 7.6. As funcoes Wm e \Ifm convergem para as fungoes W, e W, respectiva-

mente no intervalo 0 <t < t* < t,

Demonstragao. Depois de derivar o sistema (7.58) e logo somando e subtraindo o

termo AW, , obtemos

t t
Vi/i - VI/"% = Cdﬂ'i/ [\Ilz — ‘Ilins]dT + 7T27;2/ [(An5 - A)I/‘/Zns + A(I/‘/Zns - I/‘/;)]dT
0 0

t t

Uy — Uy, = (er?® + 2d) / (W, — Wi]dr + Fdmi / (Wi — Wi Jdr
0 0
Aplicando, a expressao acima, valor absoluto, obtemos

|VVZ — Wm| < cdmit g + 2Pt e, My 4+ w22t pg My

(7.62)
U — Wy | < (en®i® + Ed)t s + Admit™ p,
onde
A — A, < e
Wi — Win, | < s (7.63)
|Wz - Wins S Ps
e, aplicando o lema 7.5
€s, s, Pps — 0 quando s — 00 (7.64)
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De (7.62) temos finalmente

lim Wi,, =W, e lim ¥, =1, (7.65)
para t no intervalo 0 <t <t* < t.. O

Finalmente, o lema seguinte demonstra que solugoes de (7.52) formam

uma solucdo do sistema infinito (7.1)

Lema 7.7. A solugao W;, V; de (7.52) € solucdo do sistema (7.1) no intervalo
0<t <t <t..

Demonstragao. Para mostrar que a solugao de (7.52) é solugao de (7.1) é suficiente

mostrar a igualdade (7.55), isto é,
b o
A=cd—a+ §7r2 ; AW 2 (7.66)

A série em (7.66) converge desde que pelas expressoes (7.36), (7.46) e os lemas (7.5)
e (7.6), segue que

M,
2w = lim 2w < B(0)——r (7.67)
ns—o00 1 — 5K, Mt
. : M,
W2 = lim W2 <AE((0)—— 2 (7.68)
ng—00 1 — 2K, Mt
2__2.1,2 : 2 21,2 MG
citm Wy = lim ci*n°¥;, < E;(0) - (7.69)
ng—00 1 — ZV/bK,, Mgt
. . M,
P2 = lim 92, < Ei(0)——rrn (7.70)
Ns—00 1-— E meMﬁt
para m arbitrario, onde
2
E;(0) = b + 1 af + 07 + em?ity; + Pdy} (7.71)

A(0)
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E;(0) = lim Ej,(0) (7.72)

Ng— 00

Assim, da relagao (7.67) e das hipdteses (7.26)-(7.29), temos que a série

em (7.66) converge. A igualdade em (7.66) segue das seguintes estimativas

b 3N 2y b 3N 2y

[A—cd+a—om S RW < A=A, +]A,, —cd+a—gm > W
k=1 k=1

S ‘A_ATLS

b 2OO 2 2 2
+ 57 ;k W2, — WP

b 5w b,
= A = A [+ 5 Y RWE, = WE 57 Y KW, — W
k=1

k=n+1

S ‘A_ATLS

b 2 - 2 2 2 b 2 - 2 2 2
+ 57 ;k \Wkns—Wk|+§7r k:;lk (W2,. +W2)

Da estimativa (7.38 ) conseguimos

b, by L

A —cdta—om Y KW SIA = A+ 57 Y RIWE, ~ WE| +6Mio Y
k=1 k=1 k=n+1

(7.73)

onde Mg é uma constante positiva.

Podemos fazer o lado direito de (7.73) arbitrariamente pequeno ele-
gendo n suficientemente grande de modo que o termo final seja suficientemente
pequeno, logo elegemos n, de modo que os termos restantes sejam pequenos. Assim,

temos a igualdade (7.66) O

Os resultados desta secao podem ser resumidos no seguinte teorema

Teorema 7.1. O sistema infinito de equagoes (7.1) com dados iniciais (7.2)-(7.3)
tem uma solugao sobre qualquer subintervalo fechado 0 < t < t* < t. se as condi¢oes

iniciais (7.2)-(7.3) satisfazem as hipdteses (7.19)-(7.20) e (7.26)-(7.29).
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Observagao 7.3. O requerimento que as condi¢does iniciais satisfazem (7.19)-(7.20)

e (7.26)-(7.29) € redundante desde que (7.26)-(7.29) implica (7.19)-(7.20).

Em qualquer caso, o fato que as fungoes W; e ¥; sao limites de W, e

;.. quando ng — oo (lema 7.5) mostra que (ver as desigualdades (7.22)-(7.25))

> W< M (7.74)
=1
> U< M, (7.75)
=1
> PWE < My (7.76)
=1
> P < My (7.77)
i=1

e, além disso, (7.26)-(7.29) e (7.67)-(7.70) mostram que

oo

> PWE < My (7.78)
=1
> itWE < My (7.79)
=1
> P07 < Mg (7.80)
=1
> it} < My (7.81)
=1

para 0 < t < t* < t., isto é as somas infinitas (7.74)-(7.77) e (7.78)-(7.81) todas

convergem.

A prova de existéncia estudada acima tem a dificuldade que a construcao
da solucao nao ¢ unica, isto é, é possivel que existam distintas subsequéncias de

{A, }>1 as quais converjam para diferentes limites e assim gerem diferentes solugoes

84



de (7.1). No entanto, no seguinte capitulo mostraremos que a solugao de (7.1) é
tnica. Segue deste resultado que a sequéncia {A,},>; converge para um unico
limite e, além disso, a solu¢do do sistema finito (7.7) converge para a solu¢ao do

sistema infinito (7.1) quando n — oo.
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8 UNICIDADE DE SOLUCOES

Neste capitulo mostraremos que a solugao de (7.1) satisfazendo as condi-
¢oOes iniciais (7.2)-(7.3) é tnica. Especificamente, mostraremos que se os dados
iniciais (7.2)-(7.3) satisfazem as hipdteses (7.26)-(7.29), entao (7.1) tem exatamente

uma solucao satisfazendo
o

» PWE <o (8.1)

i=1

it < oo (8.2)
=1

Y P} < oo (8.3)
=1

[e.9]

D it} < oo (8.4)

1=1

para 0 <t <t* <.

Para mostrar a unicidade de solugdes de (7.1), suponhamos a existéncia
de dois conjuntos de solucdes (W;, ¥;) e (W;, ¥,) satisfazendo as condigoes iniciais
(7.2)-(7.3) e as condigoes (8.1)-(8.4) para 0 < t < t., isto é, (W;,¥;) é solucao de
(7.52) onde A esta dado por (7.66) e (W;, ;) é solugao de

W, + 122AW; — cdmi®,; = 0

- _ _ _ (8.5)
U, + cr?i20; + Ad(V; — mjW;) =0
parat=1,2,...e7=0,1,2,... e onde
_ h . & _
A=cd—a+ §7r2 > W (8.6)

k=1
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A funcio A (e A) é diferencidvel no intervalo 0 < t < t. desde que a desigualdade

de Schwarz implica
- - 1/2
|A| < b {Zk4wgzw,3} (8.7)
k=1 k=1

A primeira soma de (8.7) converge devido a (8.2) e a segunda soma converge devido

ao fato que as fungdes W, U; (e W;, W, ) satisfazem a expressao (7.4), isto é,

> r. 71 .
3 [Wf + w%?\y?] + {E\I@ +ed(T; — ijjf} +
i=1 Jj=0

(8.8)
1 b i
2 21772
i ( a—|—27r ;:11 Wi> = h.

Assim, ambas somas em (8.7) convergem e sao de fato uniformemente limitadas
sobre qualquer subintervalo fechado 0 <t < t* < t.. Além disso, e desde que A > 0,

podemos repetir a prova do lema 7.4 para mostrar que

1 [HA]
- = < .
exp (2/0 A ds) < M;s (8.9)

para 0 <t < t* <t.eonde M5 é uma constante positiva.

Defina 0; e n; como as diferencas
0;(t) = Wi(t) = Wilt) e n;(t) = T (t) — W;(t) (8.10)
de modo que 6;, n; serd uma solucao do sistema

0 + 722 A0; = 72(A — A)W; + edrin; (8.11)
il + em®§?n; + dny = Gdnjo; |
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e satisfaz as condigoes iniciais

6,0)=0 7,(0) =0 (8.13)

Nosso objetivo é mostrar que a tnica solucao de (8.11) satisfazendo (8.12) e (8.13)
¢ a solugao trivial. Para isso estenderemos o método de Dickey ([21], [22], [23]) para

o sistema (8.11).

Observagao 8.1. Seguindo a discussao da unicidade para a equagao (1.4) em William
[50] € possivel demonstrar a unicidade encontrando uma desigualdade tipo Gronwall
para as fungoes 6;, n;. No entanto, devido a forma do sistema (8.11) € dificil en-

contrar tal desigualdade.

E conveniente comegar encontrando estimativas sobre as solucoes de

(8.11). Para isso defina a fungao (observacao A.1 do Apéndice A)

62
Ei= 4+ 2207 +0f 4 en?itn? + Adn?, i > 1. (8.14)

Diferenciando (8.14), segue do sistema (8.11)

E; = “AA + A + A + 2c°dmif;n; (8.15)

e, dai, (observacao A.1 do Apéndice A)

| . .
E; < <H +M5) B, + Zt1A = AV (8.16)

A A

onde

M5 = max {\/%, czd}
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De (8.16) e por Gronwall [5],

AL [ 2milA - A,
Ei(t) < Mygexp (/ udT)/ sl Vil (8.17)
0 0

A A

onde

Mg = exp (Mst")

Depois de somar sobre i, obtemos

ZEZ-(t) < 2exp ( /0 t ‘%'m) /0 tJ(T)dT (8.18)

onde

Migm?|A — Al &< =
1(r) = M1 = AL g2y, (8.19)

i=1

A funcao I(7) pode ser estimada usando a desigualdade de Schwarz. Assim,

N _
IA—A| < §7r22k2|Wk—Wk||Wk+Wk|

k=1

b o -
< §W22k2|9k||Wk+Wk\ (8.20)
k=1
b 00 0o 1/2
< 37 {Z k*m207 Zk2|Wk + Wk|2}
k=1 k=1
> EWil6] < {Zi4|m|2 |9i|2} (8.21)
i=1 =1 i=1

de modo que a expressao (8.19) pode ser escrita como

. o 9 1/2
I(1) < G(t) {Zz%ef Z %’} (8.22)

1=1
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onde

00 00 Z o) /2
G(t) = My, {Zﬁ(wi + W;)? Z#MX } (8.23)

M7z = Myen® (8.24)

Admitindo as relagoes (8.1)-(8.4) e (8.8) obtemos que a fungao G(t) em (8.23) é
uma fungao limitada sobre qualquer subintervalo fechado de [0,¢.). Portanto, desde
que a fungao exponencial em (8.9) é também limitada sobre qualquer subintervalo
fechado de [0,%.), e seguindo a discussao em Dickey [21] (ver também [22], [23]),

existe um intervalo 0 <t <t; < t. tal que

t exp (/Ot %ds) G(t) <1 (8.25)

para todo t no intervalo 0 <t < t;.

Lema 8.1. I(t) = 0 para todo t no intervalo 0 <t < t;.

Demonstracdo. A demonstracgao do lema é por contradicao, isto é, suponha que
I(t) # 0 para t no intervalo [0,%;]. Assuma que o maximo valor de I(t) em o
intervalo 0 < t < t; ocorre em t = u. Entao pu # 0 ja que 1(0) = 0. A desigualdade
(8.18) implica que

Z Ei(p1) < 2pexp </OM %d7> I(p) (8.26)

ou equivalentemente pela expressao (8.22)

Z Ei(n) <2pexp / KdT G(p) Z 7207 Z ZZ (8.27)
i—1 0 i=1 i=1 t=p
Desde que 0 < p < t1, segue da desigualdade (8.25)
Ei(n) <2 A Y 8.28
; (1) {; : ; A }tu (8.28)
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Lembrando a definigdo de E; em (8.14), a desigualdade (8.28) pode ser reescrita

izg iz’%z@f -2 ig 2227?292 <0 para t=pu (8.29)
k=1

k=1 k=1

ou equivalentemente

2

i o _ i 2r202 % <0 (8.30)
k=1 k=1

t=p

Esta contradigdo mostra que I(u) = 0, e portanto, I(t) = 0 para ¢ no intervalo

[0,%1]. Assim, a demonstracao do lema esta concluida. O

O lema 8.1 junto com (8.18) mostram que E; = 0 para t no intervalo

[0,%1] ou equivalentemente

(8.31)

no intervalo 0 <t < t;. No entanto, este resultado pode ser extendido ao intervalo
0 <t < t.sempre que (8.1)-(8.4) é satisfeito.

Assuma que exista um conjunto de pontos em o intervalo 0 <t < t. para os quais
Wi(t) # Wi(t) e Wi(t) # ¥i(0) (8.32)

e tal que W;, ¥; junto com W;, U; satisfazem a condicao (8.1)-(8.4). Este conjunto
tem um infimo t' > t;. Desde que as funcoes W;, U;, W; e ¥; sdo continuamente

diferenciaveis para 0 <t < t., segue que

W( )= Wit), W) = Wi(t)
Wi(t

_ . (8.33)
), W;(t) = Wy(t')
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com (8.1)-(8.4) validas também em ¢ = ¢t'.
Desde que t' < t. o procedimento desta capitulo pode repetir-se (com t = t' como

ponto inicial) para mostrar que

. (8.34)
0; =0, n;i =
em algum intervalo a direita de t = t’. Portanto, ¢ = ¢’ nao pode ser o infimo dos

pontos para os quais

Esta contradicao prova o seguinte teorema

Teorema 8.1. O sistema infinito de equagoes (7.1) com dados iniciais (7.2)-(7.3)
tem uma unica solugcdo satisfazendo as condig¢oes (8.1)-(8.4) se os dados iniciais

satisfazem a condig¢ao (7.26)-(7.29).
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9 CONCLUSOES

O presente trabalho de pesquisa visou o estudo das vibragoes de uma
viga elastica nao linear de Timoshenko sobre influéncia de uma forga axial constante

compressivel em cada extremo da viga.

O modelo nao linear de Timoshenko foi obtido através do principio de

Hamilton estendido.

A funcao de energia foi derivada de maneira geral, incluindo o caso

linear e com identificagao das condigoes de contorno de natureza conservativa.

A determinacao dos modos ou autofuncoes do sistema linear foi reali-
zada segundo o método de Claeyssen ([9], [11], [12], [13], [14], [15], [47]). Este método
permite encontrar os modos usando as equagoes de segunda ordem acopladas. Também

foram obtidas os modos na base de Euler.
A ortogonalidade dos modos é obtida para condigdes de contorno classicas.

O método de Galerkin foi formulado matricialmente e existéncia e uni-
cidade local foram obtidos para uma viga bi-apoiada seguindo o trabalho de Dickey

21].

Para trabalhos futuros podemos aprofundar o estudo do modelo nao-
linear de Timoshenko (6.1), supondo W;(t) = W,(¢) (amplitudes iguais) na apro-
ximagao de Galerkin (6.2). Assumindo a igualdade das amplitudes, obtemos a na-
tureza sincronizada entre o deslocamento transversal W(¢, z) e a orientagao W(¢, )

da viga.
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Apéndice A DEFINICAO DA FUNCAO E;y

Neste apéndice, usando as idéias Dickey [21] (ver também [22], [23]),
veremos como surge a defini¢do da funcao E;, dado na demonstragao do lema (7.4)

do capitulo 7, seguidamente, provaremos a desigualdade (7.34).

Definicao da fungao Fj,.

Consideremos novamente o sistema finito (7.7), isto é, o sistema

Wi + A2 Wy, — cdmiVy,, =0 i=1,...,n
(A1)

U, + em?i2 W, + A2d(Vj, — W) =0 j=0,...,n

onde

Ay(t)=cd—a+ ng Z W2, (A.2)

k=1
Multiplicando a primeira equagao de (A.1) pelo termo 2Wi, e a segunda pelo termo

2\ifm, obtemos

(A.3)
20, U, + 20220, Wy, + 262dW;, 05, — 262 AW, Uy, = 0
ou de forma equivalente
1 d.. d W;
— — W2 4+ 12— W2 = 2cdmiV, ———
A qi i T g Win = 0T i
(A.4)

d . d d :
Expfn + c7r2i2£\llfn + Czd@‘l’?n = 2% dmiW;i, Vs,
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Somando-se as duas equagoes acima, obtém-se

1 d.. d d . d d W;
W 22l 4 S 2202 4+ Ad—T? = 2cdmiV,, ——
Andt zn+7rz dt zn+dt zn+C7T7f dt zn_l_c dt " cam An‘l‘ (A5>
202d7rin\ifm
Mas como

L dy, d W +ﬁan
A, dt ™ de \ A, A, A,

introduzindo esta ultima expressdo em (A.5) chega-se a seguinte equacao

d (W2 sod o d . d d Wi
2 Din 202 T2 22 Oy 20092 = ocdniw,,
dt (An> g Win G Vin  em g Wi o g Wiy = 2edmi i 0
. A, W2
+2c2dmiWin Vs, — A A’:
(A.6)
ou ainda, definindo a funcao FE;,(t) pela expressao
W2 :
Ein(t) = o TP WE + U2 4 eri? U2 4 2d?, (A7)
temos de (A.6) a seguinte relagao
. V. . A, W2

Demonstracao da desigualdade (7.34)
A fim de estabelecer a desigualdade (7.34) no lema 7.4 devemos estimar cada um

dos termos em (A.8). Para isso usamos a desigualdade de Cauchy [53] para os dois

primeiros termos de (A.8) e aplicamos valor absoluto para o ultimo termo, isto é,
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22 dniWin by < ¢ (752WE + 02, < PdE, (A.9)

A, A, A Ay A,

Assim, observando que
1 1

< A.10
VA, T Ved—a ( )
temos de (A.8)
- dye . |A, )
A + A, +c
A,
<

A
(84, 10)

M5:max{\/%, c2d}

Observacao A.l. Procedendo da mesma forma como feito acima, chegamos as

onde

relagoes (8.14) e (8.16), do capitulo 8, referentes a unicidade de solugdes.
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