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Resumo

Este trabalho apresenta alguns problemas matemáticos ligados à Mecânica Quântica
e à Teoria de Números; mais precisamente, este trabalho apresenta três problemas:
dois deles no contexto da Mecânica Quântica e o terceiro no âmbito da Teoria de
Números.

O primeiro problema, dentro do contexto da Mecânica Quântica, trata de de-
terminar a geometria dos estados da esfera de Bloch que representem estados
fisicamente realizáveis. Tal geometria herda uma simetria que é preservada por
transformações isoespectrais que compõem um grupo abeliano; nesse sentido, ob-
tivemos os mesmos resultados de Mendas, em [14], e Kimura, em [10] e [11], mas
por um método diferente. Em [10] e [11] o problema é abordado inteiramente em
coordenadas esféricas, o que conduz a uma formulação ligeiramente diferente na
obtenção dos autolavores do operador densidade. Em [14], a mesma ideia de [10]
e [11] é abordada mas em dimensão d = 4. Em ambas as referências o ponto prin-
cipal foi tomar interseção da esfera de Bloch com hiperplanos especiais do espaço,
isso permitiu aos autores utilizar métodos computacionais e ilustrar regiões de inte-
resse na tentativa de compreender melhor a geometria do problema.

Já o segundo problema trata de descobrir propriedades de sistemas dinâmicos
quânticos, como convergência e velocidade de convergência de produto de matrizes
unitárias sorteadas aleatoriamente para emaranhadores universais. Conseguimos
um resultado interessante que garante a convergência com velocidade exponen-
cial, mesmo sob condições relativamente gerais. Tal resultado é importante devido
ao interesse da comunidade acadêmica em entender melhor emaranhadores uni-
versais e usá-los em aplicações da computação quântica. Mais especificamente,
nosso resultado garante que dado um número finito de elementos u1, . . . , un ∈ U(n)

escolhidos ao acaso, então o produto de elementos aleatoriamente sorteados na
vizinhança dos elementos u1, . . . , un converge fraco-estrela para um emaranhador
universal na medida de Haar em U(n). Tal resultado pode auxiliar no entendimento
de propriedades de emaranhadores universais e em aplicações da computação
quântica, tópicos que vêm sendo bastante estudados pela comunidade acadêmica.

Finalmente, o terceiro problema, pertencente à área de Teoria de Números. É
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uma conjectura que encontra-se sem solução desde 1932, quando foi formulada
por Derrick Henry Lehmer. Uma nova abordagem na tentativa de resolver este
problema é apresentada.

Palavras-chave: Emaranhadores Universais; Grupo Unitário; Esfera de Bloch;
Geometria de estados quânticos; Conjectura de Lehmer.



Abstract

This thesis presents some mathematical problems related to Quantum Mechanics
and Number Theory; more precisely, this thesis presents three problems not corre-
lated to each other, two of them on the field of Quantum Mechanics, and one on the
field of Number Theory.

The first problem deals with geometric aspects of the Bloch Sphere that repre-
sent physically achievable states. Such geometry inherits a symmetry that is pre-
served by isospectral transformations that compose an abelian group.

The second deals with aspects of quantum dynamical systems, such as con-
vergence and speed of convergence, which try to approximate universal entanglers
through successive applications of unitary operators, randomly chosen. We have
achieved an interesting result that guarantees convergence with exponential speed
even under relatively general conditions, which is important because of the interest
of the academic community to better understand universal entanglers and use them
in applications of quantum computation.

The third problem belongs to the field of Number Theory and deals with a con-
jecture that has been unsolved since 1932, when it was formulated by Derrick Henry
Lehmer. A new approach in trying to solve this problem is presented.

Keywords: Universal Entanglers; Unitary Group; Bloch’s Sphere; Geometry of
quantum states; Lehmer Conjecture.
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Introdução

Os estudos e soluções apresentados ao longo deste texto foram inspirados em
Feng, MingXing, XiuBo, YiXian e XiaoJun ([8]), Kimura ([10] e [11]) e Lehmer ([12]),
entre outros. Em [8] encontra-se o seguinte resultado: Para um espaço de Hilbert
H de dimensão maior que 10 a probabilidade de se sortear um operador unitário
agindo em H e este ser um emaranhador universal (operador unitário que pode
emaranhar todo estado produto) é alta. Tal resultado é interessante pois, apesar
de serem a quase totalidade, não se conhece nenhum exemplo de emaranhador
universal. Em [10] pode-se encontrar um estudo interessante sobre a geometria de
estados da esfera de Bloch em dimensão 8. Embora uma grande quantidade de
técnicas tenham sido empregadas ainda não há uma descrição simples e completa
deste objeto. Já em [12], publicado em 1932, encontra-se a Conjectura de Lehmer,
uma conjectura sobre teoria de números, mais especificamente, sobre a função toti-
ent de Euler. Ainda que distintos, apresentando caracterı́sticas e técnicas variadas,
esses problemas inspiraram esta investigação.

Neste trabalho estudam-se aspectos matemáticos da Teoria Quântica ligados
à dinâmica de emaranhamento no contexto dos emaranhadores universais e as-
pectos geométricos associados à estados quânticos via Teoria de Grupos. Num
terceiro momento, faz-se uma contribuição ao problema conhecido como Conjec-
tura de Lehmer: a conjectura estabelece que a função de Euler ϕ(n) divide n − 1

apenas quando n for um número primo. Nos parágrafos que seguem, encontra-se,
um roteiro de leitura do trabalho.

O capı́tulo 1 apresenta uma maneira alternativa à encontrada na literatura, es-
pecialmente em [10], [11] e [14], para o problema de se estudar e determinar os
aspectos geométricos de estados quânticos da Esfera de Bloch que correspondem
realmente a estados fı́sicos, em dimensão 8. Tal problema só foi resolvido em di-
mensão real igual a 4, isto é, para o caso da Esfera de Bloch do espaço C2 que é o
modelo natural usado para se representar geometricamente com um único qubit.

Sabe-se que para C2 todo ponto da Esfera de Bloch corresponde a uma matriz
densidade e portanto representa um estado fı́sico. Mas, para dimensões maiores,
não há uma correspondência biúnivoca entre pontos da Esfera de Bloch e matrizes
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densidade, ou seja, em última análise não existe uma bijeção entre os pontos da
esfera e estados fı́sicos.

Surge, naturalmente, então a seguinte questão: Qual é a geometria, dentro da
Esfera de Bloch, que corresponde aos estados fı́sicos? Esta questão mostra-se
muito difı́cil mesmo no caso mais simples, da Esfera de Bloch do Espaço C3, caso
abordado neste capı́tulo.

Já o capı́tulo 2 apresenta os conceitos e definições relacionados aos Emaranha-
dores Universais, bem como o principal problema do capı́tulo, que é o de estudar a
convergência e a velocidade de emaranhamento de estados sujeitos à aplicações
sucessivas de operadores unitários escolhidos ao acaso. O trabalho [8] garante
que para espaços de Hilbert bipartidos do tipo H = HA ⊗ HB, com dimH sufici-
entemente grande, quase todo operador unitário agindo em H é um emaranhador
universal, isto é, o conjunto UE (dos emaranhadores universais) tem medida de
Haar µ(UE) quase 1 e aumenta conforme a dimensão de H aumenta. Todavia,
surpreendentemente, nenhum exemplo de emaranhador universal é conhecido.

Emaranhamento é um fenômeno de grande importância na mecânica quântica,
neste contexto é importante saber como emaranhar estados e conhecer operado-
res que conseguem emaranhar todo estado produto, operadores estes que são
chamados de emaranhadores universais. Devido à importância descrita os autores
de [8] obtiveram um resultado interessante do ponto de vista fı́sico e matemático.
Abordaremos o problema com o objetivo de investigar mais a questão e obter maior
entendimento da parte matemática do problema, isto é, queremos estudar e enten-
der algumas propriedades de certos operadores que possuem interesse fı́sico.

Portanto, inspirados pelo exposto em [8] e em textos sobre sistemas dinâmicos,
como [20], e sobre sistemas dinâmicos quânticos, como [18], tentamos uma nova
abordagem para se aproximar de emaranhadores universais via sistemas dinâmicos
quânticos.

Considerando-se que, ao atuar com um operador unitário em um qubit, estamos
representando teoricamente uma operação fı́sica, e que esta possui um erro ine-
rentemente associado, adotamos um ponto de vista prático ao considerar que não
se executa efetivamente um dado operador unitário escolhido a priori, mas sim um
operador que está na vizinhança deste.

Ainda, sobre o processo descrito, adotamos um ponto de vista dinâmico ao
considerar que a dinâmica é dada por meio de aplicações sucessivas de opera-
dores unitários escolhidos aleatoriamente em vizinhanças conforme descritas no
parágrafo anterior. Mais precisamente, conseguimos provar o seguinte resultado:

Teorema 2.4.1: Considere um número finito de elementos u1, . . . , un ∈ U(n) es-
colhidos aleatoriamente. Então o produto de elementos aleatoriamente escolhidos
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na vizinhança de elementos u1, . . . , un converge fraco-estrela para um elemento em
UE na medida de Haar em U(n).

Essencialmente, este teorema garante que, compondo-se operadores unitários
escolhidos aleatoriamente, obtém-se com certeza a convergência do referido pro-
duto para o conjunto dos emaranhadores universais, no sentido fraco-estrela, e esta
convergência se dá com uma velocidade exponencial que depende da dimensão
do espaço H e da quantidade de operadores unitários escolhidos para se compor
a dinâmica.

O capı́tulo 3 apresenta a Conjectura de Lehmer, também conhecida como Pro-
blema Totient de Lehmer. O problema foi proposto em 1932 por Derrick Henry
Lehmer e consiste em saber se existe algum número não primo n tal que a função
totient de Euler, aplicada em n, divide n − 1, isto é, se ϕ(n) divide n − 1. Este
problema foi abordado nas últimas décadas, principalmente na década de 80 por
Cohen em [5]. Mais recentemente avanços parciais tem sido obtido com o auxı́lio
de computadores.



Capı́tulo 1

Geometria de Estados Quânticos

O presente capı́tulo tem o objetivo de apresentar uma maneira alternativa à encon-
trada por Kimura, em [10] e [11], para se estudar a geometria dos estados quânticos
associados a estados fı́sicos representados por operadores densidade na Esfera de
Bloch de dimensão 8. Nas referências citadas, Kimura partiu inicialmente para uma
formulação do problema em coordenadas esféricas. Isto o levou a obter um trata-
mento diferente na obtenção dos autovalores e consequentemente nas simestrias
do problema. Kimura não utilizou a abordagem via grupos e tentou compreender
diretamente toda a geometria dos estados fı́sicos dentro da esfera de Bloch. Nossa
abordagem é diferente: construı́mos todo o grupo de simetrias que atua sobre a
esfera de Bloch e, consequentemente, sobre os estados fı́sicos; depois, tentamos
compreender apenas a geometria de dois ortantes, região do espaço menor do que
toda a esfera de Bloch, a fim de simplificar a determinação da geometria, que é
a parte mais difı́cil de abordar. No entanto, mesmo para um ortante a obtenção
precisa da geometria mostra-se um problema difı́cil de ser determinado.

Trataremos apenas de casos de dimensão finita e neste contexto os operadores
podem ser pensados como as matrizes que os representam.

1.1 Esfera de Bloch e Operadores Densidade

Normalmente a mecânica quântica é desenvolvida sobre o conceito de vetor de
estado, mas é possı́vel fazer o desenvolvimento da mecânica quântica em termos
de operadores densidade. Cada uma das abordagens têm vantagens e desvanta-
gens, mas não vamos discutir tais pontos neste trabalho, vamos focar apenas nos
resultados que precisamos para o desenvolvimento das seções posteriores. O leitor
interessados nestes desenvolvimentos pode consultar [18].

Definição 1.1.1. Um espaço de estados é um espaço vetorial complexo com pro-
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Capı́tulo 1. Geometria de Estados Quânticos 5

duto interno. Como estaremos sempre em dimensão finita podemos considerar,
sem perda de generalidade, que nossos espaços serão sempre Cd em que d é a
dimensão do espaço, e o produto interno é o usual.

Como exemplo de espaço de estados e de vetor de estado, podemos considerar
um qubit, como definido a seguir.

Definição 1.1.2. Um qubit é um vetor unitário no espaço vetorial C2. Mais formal-
mente, seja |0〉 = (1, 0) e |1〉 = (0, 1) base do espaço vetorial C2, um qubit é um
vetor da forma |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, com α, β ∈ C e |α|2 + |β|2 = 1.

Se um sistema quântico pode estar em um estado |ψi〉 ∈ Cd com probabilidade
pi, chamamos {pi, |ψi〉} de um ensemble de estados puros.

O operador densidade (ou matriz densidade) para este sistema é definido por
ρ =

∑
i

pi|ψi〉〈ψi|.

Note que, da maneira como foi definido o operador densidade, tem-se que
ρ = ρ∗, em que ∗ denota a operação de tomar a transposta conjugada da matriz
ρ, de ordem d × d, que representa o operador ρ. Os operadores que satisfazem a
propriedade ρ = ρ∗ são chamados autoadjuntos ou hermitianos.

É possı́vel caracterizar um operador densidade através de um operador hermiti-
ano que satisfaz duas propriedades especiais, conforme teorema 1.1.1 a seguir.

Teorema 1.1.1. Um operador hermitiano ρ é um operador densidade associado a
um ensemble {pi, |ψi〉} se, e somente se, satisfaz:

(1) Tr(ρ) = 1;

(2) ρ é operador positivo.

Demonstração. (⇒) Suponha que ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| é um operador densidade,

então Tr(ρ) =
∑
i

pi Tr(|ψi〉〈ψi|) =
∑
i

pi = 1. E, suponha que |φ〉 é um vetor ar-

bitrário no espaço de estados, então 〈φ|ρ|φ〉 =
∑
i

pi〈φ|ψi〉〈ψi|φ〉 =
∑
i

pi|〈φ|ψi〉|2 ≥

0.
(⇐) Suponha que ρ é um operador hermitiano positivo qualquer satisfazendo

Tr(ρ) = 1. Como ρ é positivo admite decomposição espectral ρ =
∑
j

λj|j〉〈j|, em

que os vetores |j〉 são ortogonais e λj os autovalores reais não negativos de ρ. De∑
i

λj = 1 conclui-se que um sistema no estado |j〉 com probabilidade λj vai ter

operador densidade ρ. Isto é, o ensemble {λj, |j〉} é um ensemble de estados que
dá origem ao operador densidade ρ.
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No teorema 1.1.1 usamos o conceito de operado positivo que encontra-se defi-
nido na definição 1.1.3 a seguir.

Definição 1.1.3. [Operador Positivo] Um operador T é positivo se para todo |ψ〉 ∈ Cd

ocorrer 〈ψ|T |ψ〉 ≥ 0.

Sempre que quisermos considerar um sistema quântico com d nı́veis, conhecido
como qudit (um análogo d dimensional do qubit) devemos escolher como espaço
vetorial o espaço vetorial complexo que tenha dimensão d, isto é, Cd.

Neste contexto, sempre que escolhermos um operador densidade, estaremos
lidando com uma matriz quadrada de ordem d × d. Os operadores densidade por
se tratarem de matrizes podem ser expressos em termos de uma base de matrizes
especiais, conhecidas como matrizes de Gell-Mann, que no caso de qubits é co-
nhecida mais comumente como base das matrizes de Pauli. Para mais informações
sobre matrizes de Gell-Mann, consultar [2].

Vejamos como obter uma base para os operadores densidade.
Como mencionado para o caso mais simples (qubit) temos que o espaço de

estados de interesse é C2 e o operador densidade ρ2 está definido e age neste
espaço, isto é, ρ2 : C2 → C2, portanto ρ pode ser representado por uma matriz de
ordem 2× 2.

As matrizes de Pauli são definidas como

σ1 =

(
0 1

1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0

0 −1

)

Neste caso, qualquer matriz densidade ρ2 pode ser escrita como

ρ2 =
1

2
(Id+−→r · −→σ ), em que −→r = (x1, x2, x3) ∈ R3 e −→σ = (σ1, σ2, σ3), isto é,

ρ2 =
1

2

(
1 + x3 x1 − ix2
x1 + ix2 1− x3

)
Segue do teorema 1.1.1 que det(ρ) ≥ 0, que é equivalente a x21 + x22 + x23 ≤ 1

portanto podemos fazer uma identificação entre os pontos da bola unitária de R3,
centrada na origem, e os operadores densidade que representam qubits. Tal bola é
chamada bola ou esfera de Bloch.

Tal representação é muito simples e útil pois nos permite pensar em operadores
densidade (de qubit) como pontos ou vetores de R3.

Em dimensões maiores também é possı́vel expressar os operadores densidade
como pontos (ou vetores) dentro da bola unitária de dimensão d2 − 1, mas o fato
curioso é que apenas no caso de qubits cada estado da Esfera de Bloch corres-
ponde a um estado fı́sico [2]. Para dimensões maiores, nem todo ponto da esfera
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de Bloch corresponde a um estado fı́sico e determinar qual é a geometria dos ve-
tores que representam estados fı́sicos é tema complexo e de intensa pesquisa. As
próximas seções tentam uma abordagem alternativa ao que se encontra na litera-
tura a fim de tentar elucidar este problema.

Em geral, as matrizes de Gell-Mann de ordem d × d podem ser definidas como
um conjunto de d2 − 1 matrizes {Ai} que possuem traço nulo e são ortogonais, isto
é, Tr(Ai) = 0 e Tr(A∗iAj) = cδij, em que δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j e c ∈ R.

Essas d2−1 matrizes juntamente com a matriz identidade formam uma base para
os operadores densidade de ordem d×d e, neste contexto, um operador densidade

pertencente à esfera de Bloch pode ser escrito como ρ =
1

d
(Id+ ~r · ~Γ), em que ~r · ~Γ

é uma combinação linear de todas as matrizes Ai, ~r ∈ Rd2−1 e ri = Tr(ρΓi).
É conhecido da literatura que as matrizes de Gell-Mann são definidas como três

tipos de matrizes:

i)
d(d− 1)

2
matrizes simétricas dadas por Λjk

s = |j〉 〈k|+ |k〉 〈j|, com
1 ≤ j < k ≤ d;

ii)
d(d− 1)

2
matrizes anti-simétricas dadas por Λjk

a = −i |j〉 〈k| + i |k〉 〈j|, com
1 ≤ j < k ≤ d;

iii) d − 1 matrizes diagonais λl =

√
2

l(l + 1)

(
l∑

j=1

|j〉 〈j| − l |l + 1〉 〈l + 1|

)
, com

1 ≤ l ≤ d− 1.

1.2 Simetrias

Para se estudar a simetria dos estados quânticos da Esfera de Bloch que repre-
sentam estados fı́sicos, vamos considerar os operadores densidade associados
aos estados quânticos da Esfera de Bloch e tentar determinar qual é o grupo de
transformações que preserva os autovalores do operador densidade.

Ortante é a generalização de octante e, neste trabalho, corresponde a uma das
128 divisões de um sistema de coordenadas de dimensão 7 definido pelos sinais
das coordenadas. Por exemplo, o primeiro ortante corresponde a todos os pontos
(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) ∈ R7 tais que xi ≥ 0 para 1 ≤ i ≤ 7.

A ideia é tentar determinar para uma dada região, o primeiro ortante, qual é a
região dos estados quânticos que representam de fato estados fı́sicos (autovalores
de ρ não negativos) e tentar levar essa região para outros ortantes via simetrias por
ação de grupos, isto é, tentar aplicar as transformações do grupo para “espelhar” a
região encontrada no primeiro ortante para os outros ortantes.



Capı́tulo 1. Geometria de Estados Quânticos 8

1.2.1 Caso d = 2

Sabe-se de [19] (página 4) que o polinômio caracterı́stico de ρ2 é

p2(t) = t2 − t+
1

4

(
1− x21 − x22 − x23

)
e nota-se que trocar o sinal de x1, x2 e\ou x3 não altera o polinômio.

Denote por [xa, xb, xc] a troca de sinal que se obtém ao trocar −→r por
(−xa,−xb,−xc), ou seja, troca-se ao mesmo tempo os sinais de xa, xb e xc, deixando
inalterado os sinais dos outros termos, se existirem.

Com a notação acima temos 7 possı́veis simetrias: S1,2 = [x1], S2,2 = [x2],
S3,2 = [x3], S4,2 = [x1, x2], S5,2 = [x1, x3], S6,2 = [x2, x3] e S7,2 = [x1, x2, x3].

Seja S2 = {Id, S1,2, S2,2, S3,2, S4,2, S5,2, S6,2, S7,2} o conjunto das simetrias citadas,
e considere a operação binária ◦ : S2 × S2 → S2 que a cada par de elementos
de S2 associa um elemento de S2, definida por [xi, xj] ◦ [xk, xj] = [xi, xk], ou seja,
elementos repetidos são desprezados e os demais são concatenados.

Com a operação acima, nota-se que (S2, ◦) é um grupo abeliano cuja tabela de
multiplicação encontra-se a seguir.

S1,2 S2,2 S3,2 S4,2 S5,2 S6,2 S7,2

S1,2 Id S4,2 S5,2 S2,2 S3,2 S7,2 S6,2

S2,2 S4,2 Id S6,2 S1,2 S7,2 S3,2 S5,2

S3,2 S5,2 S6,2 Id S7,2 S1,2 S2,2 S4,2

S4,2 S2,2 S1,2 S7,2 Id S6,2 S5,2 S3,2

S5,2 S3,2 S7,2 S1,2 S6,2 Id S4,2 S2,2

S6,2 S7,2 S3,2 S2,2 S5,2 S4,2 Id S1,2

S7,2 S6,2 S5,2 S4,2 S3,2 S2,2 S1,2 Id

Vamos tentar determinar a geometria dos estados quânticos da esfera de Bloch
que correspondem a estados fı́sicos. Primeiramente, note que para o caso em
questão, a Esfera de Bloch é a bola unitária centrada na origem de R3, denotada por
B1[0, 0], e que os planos coordenados dividem B1[0, 0] em oito regiões correspon-
dentes aos octantes de R3 que, por abuso de linguagem, serão também chamadas
de octantes.

Vamos observar o que ocorre com os pontos do primeiro octante, isto é, com os
pontos da forma (x1, x2, x3) com todas as coordenadas positivas sem nos preocu-
parmos em determinar quais destes pontos representam estados fı́sicos.

Note que aplicando S1,2 em pontos do primeiro octante, estes serão levados
em pontos (−x1, x2, x3), simétricos de (x1, x2, x3) em relação ao plano coordenado
x1 = 0. De maneira análoga, vemos que todos os oito octantes irão conter pontos
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da órbita do primeiro octante, portanto teremos uma simetria esférica, em relação
à origem da Esfera de Bloch.

Sabe-se de [2] que todos os pontos do primeiro octante correspondem a estados
fı́sicos, portanto todo ponto da esfera de Bloch corresponde a algum estado fı́sico;
e sabe-se também que, curiosamente, apenas para esta dimensão há uma cor-
respondência biúnivoca entre pontos da esfera e estados fı́sicos. Para dimensões
maiores, existem pontos da esfera de Bloch que correspondem a operadores que
possuem algum autovalor negativo e, portanto, não correspondem a matrizes den-
sidade e sendo assim não estão associados a estados fı́sicos.

1.2.2 Caso d = 3

O próximo caso a se estudar é o caso de um qutrit, por ser ligeiramente mais
complexo que o caso anterior e ser o mais simples dentre os casos de dimensão
maior que 2.

Para d = 3 as matrizes de Gell-Mann são:

L1 =

 0 1 0

1 0 0

0 0 0

 L2 =

 0 0 1

0 0 0

1 0 0

 L3 =

 0 0 0

0 0 1

0 1 0


L4 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 L5 =

 0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 L6 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0


L7 =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 L8 =
1√
3

 1 0 0

0 1 0

0 0 −2


Neste caso, qualquer matriz densidade ρ3 pode ser escrita como

ρ3 =
1

3

(
Id+

√
3−→r ·

−→
L3

)
, onde −→r = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) ∈ R8 e

−→
L3 = (L1, L2, L3, L4, L5, L6, L7, L8), isto é,

ρ3 =
1

3

 1 +
√

3(x7 +
√

3x8)
√

3(x1 − ix4)
√

3(x2 − ix5)√
3(x1 + ix4) 1−

√
3(x7 −

√
3x8)

√
3(x3 − x6)√

3(x2 + ix5)
√

3(x3 + ix6) 1− 2x8


Sabemos de [19] que o polinômio caracterı́stico de ρ3 é p3(t) = t3 − t2 +

1

3
(1 −

|−→r |2)t+
1

9
(1 + x8)|−→r |2 +

2

3
√

3
(x2x4x6 − x1x2x3 − x3x4x5 − x1x5x6) +

1

3
√

3
(x23 − x22 +

x26 − x25)x7 −
1

3
(x21 + x24 + x27)x8 −

1

27
(1 + x38), e nota-se que existem 7 simetrias que

preservam p3(t).
Estas simetrias são: S1,3 = [x1, x3, x4, x6], S2,3 = [x1, x3, x5], S3,3 = [x1, x2, x4, x5],
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S4,3 = [x1, x2, x6], S5,3 = [x2, x3, x4], S6,3 = [x2, x3, x5, x6] e S7,3 = [x4, x5, x6]. No-
vamente, percebe-se que (S3, ◦) é um grupo abeliano cuja tabela de multiplicação
encontra-se a seguir.

S1,3 S2,3 S3,3 S4,3 S5,3 S6,3 S7,3

S1,3 Id S7,3 S6,3 S5,3 S4,3 S3,3 S2,3

S2,3 S7,3 Id S5,3 S6,3 S3,3 S4,3 S1,3

S3,3 S6,3 S5,3 Id S7,3 S2,3 S1,3 S4,3

S4,3 S5,3 S6,3 S7,3 Id S1,3 S2,3 S3,3

S5,3 S4,3 S3,3 S2,3 S1,3 Id S7,3 S6,3

S6,3 S3,3 S4,3 S1,3 S2,3 S7,3 Id S5,3

S7,3 S2,3 S1,3 S4,3 S3,3 S6,3 S5,3 Id

1.3 Transformações Isoespectrais

Os autovalores de ρ3 são preservados por transformações isoespectrais, isto é, por
trocas de sinal e\ou permutações de algumas das coordenadas de −→r , para ver isto
basta mostrar que tais trocas preservam o polinômio caracterı́stico.

Considere a transformação que leva o vetor (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) no ve-
tor (x1,−x6, x3, x4, x5, x2, x7, x8), ou seja, a transformação que troca x2 por −x6 e
x6 por x2, essa transformação vai ser denotada por (x2,−x6)(x6, x2), e note que
a ordem em que se escreve os parênteses não é relevante para especificar uma
transformação deste tipo.

Fazendo todas as possı́veis combinações, conseguimos mostrar que existem ao
todo 64 transformações isoespectrais:

I0 = Id

I1 = (x1,−x1)(x3,−x3)(x4,−x4)(x6,−x6)
I2 = (x1,−x1)(x3,−x3)(x5,−x5)
I3 = (x1,−x1)(x2,−x2)(x4,−x4)(x5,−x5)
I4 = (x1,−x1)(x2,−x2)(x6,−x6)
I5 = (x2,−x2)(x3,−x3)(x4,−x4)
I6 = (x2,−x2)(x3,−x3)(x5,−x5)(x6,−x6)
I7 = (x4,−x4)(x5,−x5)(x6,−x6)
I8 = (x2, x6)(x3, x5)(x5, x3)(x6, x2)(x7,−x7)
I9 = (x2,−x6)(x3,−x5)(x5,−x3)(x6,−x2)(x7,−x7)
I10 = (x2, x3)(x3, x2)(x5,−x6)(x6,−x5)(x7,−x7)
I11 = (x2,−x3)(x3,−x2)(x5, x6)(x6, x5)(x7,−x7)
I12 = (x2,−x5)(x3,−x6)(x5, x2)(x6, x3)
I13 = (x2, x5)(x3, x6)(x5,−x2)(x6,−x3)
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I14 = (x2,−x6)(x3,−x5)(x4,−x4)(x5, x3)(x6, x2)(x7,−x7)
I15 = (x2, x6)(x3, x5)(x4,−x4)(x5,−x3)(x6,−x2)(x7,−x7)
I16 = (x2, x3)(x3, x2)(x4,−x4)(x5, x6)(x6, x5)(x7,−x7)
I17 = (x2,−x3)(x3,−x2)(x4,−x4)(x5,−x6)(x6,−x5)(x7,−x7)
I18 = (x2, x5)(x3, x6)(x4,−x4)(x5, x2)(x6, x3)
I19 = (x2,−x5)(x3,−x6)(x4,−x4)(x5,−x2)(x6,−x3)
I20 = (x1,−x1)(x2, x6)(x3,−x5)(x5,−x3)(x6, x2)(x7,−x7)
I21 = (x1,−x1)(x2,−x6)(x3, x5)(x5, x3)(x6,−x2)(x7,−x7)
I22 = (x1,−x1)(x2,−x3)(x3, x2)(x5,−x6)(x6, x5)(x7,−x7)
I23 = (x1,−x1)(x2, x3)(x3,−x2)(x5, x6)(x6,−x5)(x7,−x7)
I24 = (x1,−x1)(x2, x5)(x3,−x6)(x5, x2)(x6,−x3)
I25 = (x1,−x1)(x2,−x5)(x3, x6)(x5,−x2)(x6, x3)
I26 = (x1,−x1)(x2, x6)(x3,−x5)(x4,−x4)(x5, x3)(x6,−x2)(x7,−x7)
I27 = (x1,−x1)(x2,−x6)(x3, x5)(x4,−x4)(x5,−x3)(x6, x2)(x7,−x7)
I28 = (x1,−x1)(x2,−x3)(x3, x2)(x4,−x4)(x5, x6)(x6,−x5)(x7,−x7)
I29 = (x1,−x1)(x2, x3)(x3,−x2)(x4,−x4)(x5,−x6)(x6, x5)(x7,−x7)
I30 = (x1,−x1)(x2, x5)(x3,−x6)(x4,−x4)(x5,−x2)(x6, x3)
I31 = (x1,−x1)(x2,−x5)(x3, x6)(x4,−x4)(x5, x2)(x6,−x3)
I32 = (x1, x4)(x3,−x6)(x4, x1)(x5,−x5)(x6,−x3)
I33 = (x1, x4)(x2, x5)(x4, x1)(x5, x2)(x6,−x6)
I34 = (x1, x4)(x2,−x2)(x3, x6)(x4, x1)(x6, x3)
I35 = (x1, x4)(x2,−x5)(x3,−x3)(x4, x1)(x5,−x2)
I36 = (x1,−x4)(x3, x6)(x4, x1)(x6,−x3)
I37 = (x1,−x4)(x2, x5)(x3,−x3)(x4, x1)(x5,−x2)(x6,−x6)
I38 = (x1,−x4)(x2,−x2)(x3,−x6)(x4, x1)(x5,−x5)(x6, x3)
I39 = (x1,−x4)(x2,−x5)(x4, x1)(x5, x2)
I40 = (x1, x4)(x3,−x6)(x4,−x1)(x6, x3)
I41 = (x1, x4)(x2, x5)(x4,−x1)(x5,−x2)
I42 = (x1, x4)(x2,−x2)(x3, x6)(x4,−x1)(x5,−x5)(x6,−x3)
I43 = (x1, x4)(x2,−x5)(x3,−x3)(x4,−x1)(x5, x2)(x6,−x6)
I44 = (x1,−x4)(x3, x6)(x4,−x1)(x5,−x5)(x6, x3)
I45 = (x1,−x4)(x2, x5)(x3,−x3)(x4,−x1)(x5, x2)
I46 = (x1,−x4)(x2,−x2)(x3,−x6)(x4,−x1)(x6,−x3)
I47 = (x1,−x4)(x2,−x5)(x4,−x1)(x5,−x2)(x6,−x6)
I48 = (x1, x4)(x2, x3)(x3, x5)(x4, x1)(x5, x6)(x6,−x2)(x7,−x7)
I49 = (x1, x4)(x2, x3)(x3, x5)(x4,−x1)(x5,−x6)(x6, x2)(x7,−x7)
I50 = (x1, x4)(x2,−x3)(x3,−x5)(x4,−x1)(x5, x6)(x6,−x2)(x7,−x7)
I51 = (x1, x4)(x2,−x3)(x3,−x5)(x4, x1)(x5,−x6)(x6, x2)(x7,−x7)
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I52 = (x1, x4)(x2, x6)(x3,−x2)(x4,−x1)(x5, x3)(x6, x5)(x7,−x7)
I53 = (x1, x4)(x2, x6)(x3,−x2)(x4, x1)(x5,−x3)(x6,−x5)(x7,−x7)
I54 = (x1, x4)(x2,−x6)(x3, x2)(x4, x1)(x5, x3)(x6, x5)(x7,−x7)
I55 = (x1, x4)(x2,−x6)(x3, x2)(x4,−x1)(x5,−x3)(x6,−x5)(x7,−x7)
I56 = (x1,−x4)(x2, x3)(x3,−x5)(x4,−x1)(x5, x6)(x6, x2)(x7,−x7)
I57 = (x1,−x4)(x2, x3)(x3,−x5)(x4, x1)(x5,−x6)(x6,−x2)(x7,−x7)
I58 = (x1,−x4)(x2,−x3)(x3, x5)(x4, x1)(x5, x6)(x6, x2)(x7,−x7)
I59 = (x1,−x4)(x2,−x3)(x3, x5)(x4,−x1)(x5,−x6)(x6,−x2)(x7,−x7)
I60 = (x1,−x4)(x2, x6)(x3, x2)(x4,−x1)(x5,−x3)(x6, x5)(x7,−x7)
I61 = (x1,−x4)(x2, x6)(x3, x2)(x4, x1)(x5, x3)(x6,−x5)(x7,−x7)
I62 = (x1,−x4)(x2,−x6)(x3,−x2)(x4, x1)(x5,−x3)(x6, x5)(x7,−x7)
I63 = (x1,−x4)(x2,−x6)(x3,−x2)(x4,−x1)(x5, x3)(x6,−x5)(x7,−x7)

Essas transformações, que estão definidas de R8 para R8, formam um grupo
abeliano com a operação de composição.

Nota-se que as transformações formadas apenas por troca de sinal de algu-
mas coordenadas, conforme estudadas na seção anterior, formam um subgrupo do
grupo das transformações isoespectrais.

Utilizando-se a mesma abordagem da seção anterior, em que se procurava de-
terminar qual era a órbita de pontos do primeiro ortante, obtemos que, para o caso
de uma matriz densidade de um qutrit, há duas órbitas (dois ortantes que são es-
pelhados para diversos outros ortantes e nenhum destes dois é levado no mesmo
ortante por qualquer transformação isoespectral). Sendo assim, precisamos olhar
para a órbita de dois ortantes que não estejam na mesma classe para entender a
geometria dos estados fı́sicos.

1.4 Estados Fı́sicos

Sabe-se que para dimensão 3 podemos escrever o polinômio caracterı́stico de ma-

neira mais conveniente como p(t) = t3−t2+1

3
(1−|r|2)t−det(ρ) ao invés de expressar

os coeficientes em termos das coordenadas xi.
Como o polinômio em questão é o polinômio caracterı́stico de uma matriz den-

sidade, este deve possuir todas as três raı́zes reais.
Um polinômio de grau 3 da forma p(x) = ax3 + bx2 + cx + d possui todas as

raı́zes reais se o discriminante ∆ = b2c2 − 4ac3 − 4b3d − 27a2d2 + 18abcd satisfizer

∆ ≥ 0. Agora, considere a expressão δ =

(
2b3

27a3
− bc

3a2
+
d

a

)2

+
4

27

(
c

a
− b2

3a2

)3

. Tal

expressão satisfaz δ = − 1

27a4
∆.
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Fazendo α =
1

3
(1−|r|2) e β = det(ρ), temos que 27δ = 4β−α2−18αβ+4α3+27β2.

Procurar os valores de α e β que tornam δ ≥ 0 é equivalente a procurar valores de
α e β tal que 27β2 − (18α − 4)β − (α2 − 4α3) ≥ 0, isto é um polinômio do grau 2
na variável β, e estudar o sinal desta função é fácil. Tais valores também tornam
∆ ≤ 0, e estão associados a estados que não apresentam realidade fı́sica.

O discriminante da equação do segundo grau é ∆ = (18α−4)2 +108(α2−4α3) =

16(1−3α)3, reescrevendo em termos de |r| temos ∆ = 16|r|6. Portanto, ∆ é sempre
positivos e teremos sempre duas raı́zes, a não ser quando |r| = 0. Essas raı́zes

são β+ =
−1 + 3|r|2 + 2|r|3

−27
e β− =

−1 + 3|r|2 − 2|r|3

−27
.

Primeiramente, note que β+ ≤ β− e β+ = β− se, e somente se, |r| = 0.
Vamos analisar o comportamente de δ conforme variamos |r|.
• Se |r| = 0 então β+ = β− =

1

27
e α =

1

3
e, consequentemente, δ = 0 para

β =
1

27
.

• Se 0 < |r| < 1

2
então 0 < β+ < β− e

1

4
< α <

1

3
e, consequentemente, 0 ≤ δ

para 0 < β+ ≤ β ≤ β− <
1

54
.

• Se |r| =
1

2
então β+ = 0, β− =

1

54
e α =

1

4
e, consequentemnte, 0 ≤ δ para

0 ≤ β ≤ 1

54
.

• Se
1

2
< |r| < 1 então − 4

27
< β+ < 0 < β− <

1

54
e 0 < α <

1

4
e, consequente-

mente, 0 ≤ δ para β+ < β < β−.

• Se |r| = 1 então β− = 0, β+ = − 4

27
e α = 0 e, consequentemente, 0 ≤ δ para

− 4

27
≤ β ≤ 0.

Resumindo, para 0 ≤ |r| ≤ 1 temos que 0 ≤ β− mas, 0 < β+ para 0 ≤ |r| < 1

2
,

0 = β+ para |r| = 1

2
e β+ < 0 para

1

2
< |r| ≤ 1.

Infelizmente, as condições acima embora permitam especificar quais são os
estados da esfera de Bloch que correspondem a estados fı́sicos, em termos de |r|
e de det(ρ), deixam muita margem para obter estes valores em termos dos xi, dado
que há oito destas coordenadas e que a expressão dos coeficientes do polinômio
caracterı́stico em termos dos xi não é trivial.

Tal dificuldade impõe uma restrição muito grande para se determinar qual é a
geometria dos estados fı́sicos dentro da esfera de Bloch. Uma maneira de se ten-
tar contornar esta dificuldade é tomar a interseção da esfera de Bloch, sujeita às
condições especificadas para |r| e det(ρ), com retas e planos especiais que deixem
parte das coordenadas xi iguais a zero para facilitar a análise. Embora isso possa
ser feito não será apresentado aqui pois tal método foi exaustivamente abordado
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em [14], [10] e [11].
A abordagem descrita neste capı́tulo embora de simples entendimento resultou

de um árduo e demorado processo de cálculo que tinha como objetivo determinar o
grupo de transformações isoespectrais associadas a operadores densidade de um
qutrit. Embora o caminho usado na abordagem do problema tenha sido diferente
das abordagens encontradas em [14], [10] e [11], não houve maiores avanços.

Uma outra tentantiva para tentar simplificar um pouco o problema seria repetir o
método descrito neste capı́tulo mas tentando utilizar outras bases para o conjunto
das matrizes densidade. Em [2] encontram-se outras bases, como a base de opera-
dores de Weyl, base de polarização dentre outras conhecidas na literatura; há ainda
a possibilidade de se tentar construir uma base na qual o polinômio caracterı́stico
tenha a representação mais simples possı́vel.

Não é claro se essa mesma abordagem com outras bases poderia resultar em
novas simestrias; também não está claro se a utilização de tais simestrias conjunta-
mente com a interseção da Esfera de Bloch com certos subconjuntos especiais, di-
ferentes dos já abordados, poderia trazer maiores esclarecimentos sobre a questão,
mas esta é uma tarefa deixada para um momento futuro.



Capı́tulo 2

Emaranhadores Universais

O presente capı́tulo tem o objetivo de apresentar resultados referentes à convergência
de estados produto de um sistema quântico fechado qualquer sob aplicações su-
cessivas de medições quânticas sorteadas aleatoriamente. Para tanto, iniciaremos
o capı́tulo com uma seção que tem o objetivo de introduzir os conceitos necessários
aos desenvolvimentos posteriores das demais seções do capı́tulo.

2.1 Preliminares

A maioria dos resultados desta seção podem ser encontrados no livros de Botelho,
Pellegrino e Teixeira ([3]), Hognas ([9]) e Munkres ([17]) e estão reproduzidos aqui
para o conforto do leitor.

Entendemos que a omissão, nessa etapa preliminar, de alguns tópicos de análise
funcional, teoria da medida e topologia não prejudicará a sequência do texto, pois
estaremos sempre tratando do caso de dimensão finita e, neste contexto, nossos
espaços são homeomorfos a Rm e satisfarão automaticamente todas as referidas
definições omitidas; além disso, as definições omitidas não terão papel relevante
no restante do texto, a não ser como hipóteses de resultados que precisaremos.

2.1.1 Grupo Unitário

Estaremos interessados, nas seções posteriores, em sistemas quânticos fechados,
isto é, sistemas que não interagem com o seu exterior. Nenhum sistema é real-
mente fechado, mas muitas vezes essa consideração é uma hipótese bem próxima
da realidade e permite tratar a teoria de forma mais simples.

Conforme pode ser consultado em [18] página 81, o postulado 2 da mecânica
quântica estabelece que a evolução de um sistema quântico fechado é descrita por
meio de uma transformação unitária.

15
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Definição 2.1.1 (Matriz Unitária). Uma matriz complexa quadrada u é chamada de
unitária se a transposta conjugada de u∗ é igual a u−1, isto é, se
uu∗ = u∗u = Id.

O conjunto das matrizes unitárias possui uma propriedade especial conforme
proposição 2.1.1.

Proposição 2.1.1 (Grupo Unitário). O conjunto das matrizes unitárias de ordem n

com a operação de multiplicação usual de matrizes forma um grupo, chamado de
grupo unitário, denotado por U(n).

Vale dizer que o grupo U(n) é homeomorfo a um subconjunto de Cn2

e com a
topologia induzida de Cn2

as operações de multiplicação e inversão são contı́nuas,
por isso ele é chamado de um grupo topológico. Ainda, com a referida topologia,
toda cobertura aberta de U(n) admite subcobertura finita e, portanto, U(n) é cha-
mado grupo topológico compacto. Como Cn2

é metrizável e U(n) é homeomorfo
a um subconjunto de Cn2

, segue que U(n) é um grupo topológico compacto me-
trizável. Para mais informações, consultar [9].

Ainda, segundo o homeomorfismo citado, U(n) pode ser considerado espaço
métrico e portanto também é espaço Hausdoff e, além disso, U(n) é segundo
contável. Para ver as definições de Hausdorff e segundo contável, consultar [17].

2.1.2 Medida de Haar

A medida de Haar é uma forma de atribuir um tamanho para subconjuntos de gru-
pos localmente compactos. Por comodidade a definição de localmente compacto
encontra-se a seguir.

Definição 2.1.2. Um espaço topológico X é localmente compacto se para cada
x ∈ X admite uma base de vizinhanças compactas.

Como estaremos interessado em medir o tamanho de subconjuntos de matrizes
unitárias que, conforme veremos na proposição 2.1.2, são localmente compactos
somos então levados a considerar a medida de Haar como sendo a mais natural a
ser usada neste problema.

Vejamos brevemente o conceito de medida de Haar.
Suponha que G seja um grupo topológico localmente compacto. A σ-álgebra de

Borel, denotada por G, é a σ-álgebra gerada por todos os subconjuntos abertos de
G. Para mais detalhes, consultar [13].

Seja a ∈ G e S ⊂ G, definimos a translação a esquerda de S como
aS = {as; s ∈ S}, aqui está sendo empregada a notação multiplicativa para a
operação do grupo.
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Uma medida µ é chamada invariante por translação à esquerda em G se, e
somente se, µ(aS) = µ(S) para todo subconjunto de Borel S ⊂ G e todo a ∈ G.

Conforme [13], é possı́vel mostrar que, exceto por uma constante multiplica-
tiva, existe apenas uma medida regular (ver definição 2.1.3) µ que é invariante por
translação à esquerda tal que µ(U) > 0, para qualquer conjunto aberto não vazio
U . Esta medida é que chamaremos de agora em diante de medida de Haar e a
denotaremos por µ.

Definição 2.1.3. Seja M(S) o conjunto das medidas atuando em S. Uma medida
µ ∈ M(S) é chamada regular se para qualquer ε > 0 existir um subconjunto com-
pacto K ⊂ B tal que µ(S − K) < ε, em que B é a classe dos subconjuntos de
Borel.

Para que possamos medir subconjuntos de U(n) com a medida de Haar preci-
samos mostrar que U(n) é um grupo localmente compacto mas isso é uma con-
sequência da proposição 2.1.2 encontrada em [13].

Proposição 2.1.2. Um espaço Hausdorff X é localmente compacto se, e somente
se, cada x ∈ X tem pelo menos uma vizinhança compacta.

Como cada espaço de Hausdorff compacto é localmente compacto e U(n) é um
grupo Hausdorff compacto, segue que U(n) é localmente compacto e portanto a
medida de Haar está bem definida para o grupo unitário.

Prosseguindo, trataremos agora sobre convergência de sequências de medidas.
Seja S um semigrupo topológico Hausdorff localmente compacto e segundo

contável. Seja B a classe dos subconjuntos de Borel de S e P (S) o conjunto de
todas as medidas de probabilidade regulares µ em B.

Seja C(S) o espaço de todas as funções reais contı́nuas limitadas em S.

Definição 2.1.4 (Convergência fraca). Seja µn ∈ P (S) uma sequência de medidas.
Dizemos que µn converge fracamente para µ ∈ P (S) se para toda função f ∈ C(S),

lim
n→∞

∫
fdµn =

∫
fdµ.

Seja B(S) o conjunto de todas as medidas regulares em B tal que µ(S) ≤ 1.

Definição 2.1.5 (Convergência fraca-estrela). Uma sequência µn ∈ B(S) converge
fraco-estrela para µ ∈ B(S) se para toda função contı́nua f ∈ S com suporte com-

pacto lim
n→∞

∫
fdµn =

∫
fdµ.
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2.2 Desenvolvimento

Vamos aplicar resultados sobre grupos unitários para estudar a evolução de um
sistema quântico. A principal motivação para este estudo e, em particular, para
este capı́tulo é prover um modelo simples no qual a evolução temporal sobre algum
parâmetro de controle pode emaranhar todo estado produto. Isto é, começaremos
agora a desenvolver o nosso principal resultado, deste capı́tulo, que trata da aproximação
de emaranhadores universais via composição de aplicações unitárias.

Lembrando que um estado |ψ〉 ∈ HA ⊗ HB é dito estado produto se podemos
escrever |ψ〉 da forma |ψ〉 = |ψ〉A⊗|ψ〉B, em que |ψ〉A ∈ HA e |ψ〉B ∈ HB e ⊗ denota
o produto tensorial. Se |ψ〉 não é estado produto, então dizemos que é um estado
emaranhado. Para maiores esclarecimentos sobre produto tensorial consultar [18].

Considere um espaço de HilbertH = HA⊗HB, em queHA eHB são espaços de
Hilbert, e o grupo formado pelo conjunto U(n) de transformações unitárias agindo
em H com a operação do grupo sendo o produto usual de matrizes, em que n é a
dimensão global do espaço, isto é, a dimensão de H.

Conforme visto, este grupo pode ser dotado de uma medida natural de pro-
babilidade invariante por translação, ou seja, uma medida de Haar µ associada
ao grupo U(n). Isto é, dado qualquer conjunto mensurável A ⊂ U(n), vale que
µ(A) = µ(Tu(A)) para todo u ∈ U(n), em que Tu : U(n) 7→ U(n) é dado por
Tu(v) = uv.

Neste trabalho pode-se considerar que uma porta quântica é um pequeno cir-
cuito quântico operando em uma quantidade pequena de qubits. Assim como um
sistema elétrico clássico é composto de fios e portas lógicas, um circuito quântico é
essencialmente um conjunto de fios e portas quânticas elementares que carregam
e manipulam informação quântica. Para uma discussão mais detalhada, consultar
[18].

Ainda conforme [18], cada matriz unitária representa alguma porta quântica,
portanto ao encontrar a expressão porta quântica o leitor pode pensar em alguma
matriz unitária.

Definição 2.2.1 (Emaranhador Universal). Uma porta quântica que pode transfor-
mar um estado produto em um estado emaranhado é chamada de emaranhador.
Um emaranhador universal é um operador que pode transformar todo estado pro-
duto em algum estado emaranhado, isto é, u : HA⊗HB → HA⊗HB é um emaranha-
dor universal se, para qualquer estado produto |ψ〉A⊗|ψ〉B ∈ HA⊗HB, u(|ψ〉A⊗|ψ〉B)

for estado emaranhado.

Tal definição pode ser muito abrangente e pode levar o leitor a um questiona-
mento natural: será que existe algum operador que satisfaz a definição? Isto é,



Capı́tulo 2. Emaranhadores Universais 19

será que existe algum emaranhador universal?
Foi provado em [6] que existem emaranhadores universais em U(n) se e so-

mente se min{dimHA, dimHB} ≥ 3 e (dimHA, dimHB) 6= (3, 3).
Interessantemente, não é conhecido nenhum exemplo de tais transformações,

embora haja muita pesquisa voltada para a identificação de tais transformações.
Para mais detalhes ver [15].

Nós denotamos o conjunto dos emaranhadores universais por UE.

2.3 Dinâmica

Sabe-se de [8] que escolhendo aleatoriamente um u ∈ U(n) de acordo com a me-
dida de Haar tem-se um emaranhador universal com probabilidade 1 − ecn, para
algum c ∈ R com c < 0. Isto quer dizer que se escolhermos um sistema quântico
fechado cuja dinâmica é dada por u, então depois do primeiro passo do processo
todos os estados do processo são quase emaranhados.

Agora, considere a sequência de iterações uk.
Como a distribuição de uk também é µ (e isto vale para todo k ∈ Z, pois a

medida de Haar µ satisfaz a equação µ ∗ µ = µ), temos que qualquer uk é um ema-
ranhador universal com probabilidade aproximadamente 1, pois uk também possui
distribuição µ. Neste parágrafo ∗ denota a convolução de medidas.

Assumindo um ponto de vista dinâmico, pode-se questionar quanto à ergodi-
cidade do sistema (Tu, µ), em que Tu é a translação por u. Em outras palavras,
pode-se questionar se aplicando inúmeras vezes Tu a órbita da sequência vai ser
estacionária ou se acabará entrando e saindo várias vezes de UE.

Convém, para demais intentos, lembrar que o grupo U(n) é compacto e me-
trizável e, para conforto do leitor, disponibilizamos a proposição abaixo que traz
caracterizações importantes de ergodicidade. Para mais detalhes, consultar [20].

Proposição 2.3.1. Seja G um grupo compacto metrizável, µ a medida de Haar
associada a G e g ∈ G. Os seguintes resultados são equivalentes:

a) (Tg, µ) é ergódico;

b) {gn} é denso em G. �

De acordo com a Proposição 2.3.1, se os iterados de u forem densos em U(n),
então o sistema será unicamente ergódico e valerá

1

n

n−1∑
i=0

χUE ◦ T
i
u(v)→ µ(UE)
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para todo v ∈ U(n), em que χUE é a função caracterı́stica do conjunto UE. Para
mais detalhes, consultar [20].

Retomando a discussão sobre emaranhadores universais, temos que se a di-
mensão do espaço de Hilbert H é grande (maior que 12), então o conjunto UE
de emaranhadores universais agindo em H tem medida positiva de acordo com a
medida de Haar.

No caso particular v = u, temos que o tempo médio de visita da sequência un

para o conjunto dos emaranhadores universais é positivo.
Portanto, se a dinâmica do sistema quântico é dada por u, existe um inteiro

positivo N (na realidade, uma quantidade infinita de valores de N ) de maneira que
depois de N passos o sistema está emaranhado para qualquer estado produto
inicial.

Entretanto, não existe u ∈ U(n) tal que uk seja denso, conforme conseguimos
demonstrar na seguinte proposição.

Proposição 2.3.2. Não existe u ∈ U(n) tal que uk é denso em U(n).

Demonstração. Vamos chamar de Gs o conjunto de todas as matrizes unitárias
diagonalizadas por s, isto é, a forma unitária v = sdvs

∗, em que s ∈ U(n) e dv é
diagonal. Como todas as potências de v pertencem a este subgrupo, é suficiente
mostrar que Gs não é denso em U(n).

Considere inicialmente o conjunto das matrizes diagonais unitárias Ge, em que
e é o elemento identidade do grupo. Este é um subconjunto próprio e fechado de
U(n), que implica que este não pode ser denso. Realmente, identificando elemen-
tos de U(n) com vetores de Rn2

, vê se que dado d ∈ U(n) diagonal e a ∈ U(n) não
diagonal,

||d− v|| ≥
√∑

i

|ai|2 := ε

em que os ai são os elementos não diagonais de a e ||·|| denota a norma euclidiana.
Isto quer dizer que d /∈ B(a, ε) para todo d diagonal e portanto Ge não é denso.

Note que isso vale para qualquer a não diagonal.
Considere agoraGs, com s 6= e, e a /∈ Gs. Se para cada ε > 0 existe um v = sdvs

∗

em B(a, ε), então existe alguma matriz diagonal dv em B(s∗as, ε).
Entretanto, como s∗as não é diagonal e ε é arbitrário, isto contradiz o fato anterior

e o fato de que s 6= e.

Não precisamos sequer do item (b) da Proposição 2.3.1 para concluir que neste
caso o sistema não é ergódico: existe uma medida de Haar suportada em Gs e
então a função Tu não será unicamente ergódica.
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No caso geral, o fecho da órbita uk gera uma subvariedade de dimensão dada
por um número de autovalores racionais independentes. Isto é, no máximo di-
mensão n, enquanto dim(U(n)) = n2.

2.4 Caso aleatório

Agora considere o caso fisicamente relevante de uma evolução com parâmetros
de controle. Vamos fixar uma transformação arbitrária u agindo em um sistema
composto de dimensão grande, uma vizinhança N 3 u e a restrição de µ para N ,
denotado por µN , isto é, a restrição da medida de Haar à vizinhança N .

Embora a medida do conjunto dos emaranhadores universais UE seja aproxi-
madamente 1, pode ser que u não pertença à UE.

Considere o processo estocástico

u1, u2u1, u3u2u1, . . . (2.1)

em que cada ui ∈ N é independentemente escolhido de acordo com a medida de
probabilidade µN .

No caso particular em que u = e, temos o seguinte resultado bem conhecido,
encontrado em [1]:

Proposição 2.4.1. Seja H um grupo topológico conexo e seja N ⊂ H um subcon-
junto aberto tal que e ∈ N e u ∈ N implica em u−1 ∈ N . Então

H =
∞⋃
j=1

N j, (2.2)

em que N 1 = N e N j := {uj · · ·u1;ui ∈ N , i = 1, . . . , j}, para j > 1.

Demonstração. Note que o conjunto N 2 =
⋃
u∈N

uN é aberto pois é a união de con-

juntos abertos. Procedendo indutivamente, vemos que N n é aberto para qualquer
n, e o mesmo vale para a união no lado direito de (2.2). Como H é um grupo co-
nexo, para terminar a prova é suficiente mostrar, devido à proposição 24.2 (página

1268) de [1], que
∞⋃
j=1

N j é um grupo.

Por hipótese, e ∈ N . Se g1 ∈ N n1 e g2 ∈ N n2, então g1g2 ∈ N n1+n2 ⊂
∞⋃
j=1

N j.

Finalmente, se g ∈ N n e g = u1 . . . un, então g−1 = u−1n . . . u−11 ∈ N n ⊂
∞⋃
j=1

N j.
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Essencialmente o que a proposição estabelece é que se considerarmos uma
vizinhança da identidade de um grupo conexo, então podemos gerar todo o grupo
através do produto de elementos contidos na vizinhança considerada.

No caso mais geral, considere uma bola Bu centrado em um arbitrário u ∈ U(n).
Se todos os autovalores de u são da forma e

p
q
i2π, então para cada autovalor de u

existe algum k ∈ N tal que uk = e.
Mas, se ao menos um dos autovalores é irracional então ainda é verdade que

para qualquer ε > 0 existe algum k tal que uk é ε-fechado para e.
Portanto, o k-ésimo iterado de Bu contém alguma vizinhança Be da identidade.

Como u−1 e u são equidistantes de e, sem perda de generalidade podemos assu-
mir que Be está nas condições da Proposição 2.4.1, e conseguimos demonstrar o
seguinte resultado.

Proposição 2.4.2. Dado u ∈ U(n), qualquer vizinhança aberta Bu 3 u gera todo o

grupo, isto é, U(n) =
∞⋃
j=1

Bj
u.

No caso particular em que o grupo é também compacto, tal como o grupo
unitário, a união em (2.2) acima é finita, pois pode-se sempre extrair uma sub-
cobertura finita dela.

Portanto, se escolhermos algum u ∈ U(n), a órbita de u pode não intersec-
tar UE, mas se considerarmos qualquer bola centrada em u e realizar o processo
estocástico (2.1), então é possı́vel intersectar o conjunto UE.

Em outras palavras, provamos o seguinte corolário.

Corolário 2.4.1. Seja u ∈ U(n) uma matriz unitária arbitrária e Bu uma vizinhança
aberta de u. Se cada ui é escolhida de acordo com a medida de Haar restrita a Bu,
então o processo estocástico gera um emaranhador universal, com probabilidade
quase 1, em um número finito de passos (2.1).

Vamos agora provar que o produto de elementos de U(n) estará próximo de um
emaranhador universal no sentido da convergência fraco-estrela para a medida de
Haar, para isso usaremos o teorema 2.21 de [9], reproduzido abaixo por comodi-
dade.

Teorema 2.21: Sejam S um grupo compacto e conexo e µn, n ≥ 1, uma sequência
de medidas. Seja β ∈ P (S), βa 6= 0, e a > 0 tal que µn ≥ a.β. Então existem um
inteiro positivo p e 0 < r < 1 tais que ||µ1 ∗ · · · ∗ µn −m|| ≤ 2.r[n/p]+1 para n ≥ 1, em
que m é a medida de probabilidade de Haar em S.

Então temos, agora, o nosso principal resultado do capı́tulo:
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Teorema 2.4.1. Considere um número finito de elementos u1, . . . , un ∈ U(n) es-
colhidos aletatoriamente, então o produto de elementos aleatoriamente escolhidos
na vizinhança de elementos u1, . . . , un converge fraco-estrela para um elemento em
UE na medida de Haar em U(n).

Demonstração. Escolha de maneira aleatória um número finito de elementos
u1, . . . , un0 ∈ U(n) e considere bolas Bi = B(ui, εi), com εi > 0 e i ∈ {1, . . . , n0},
e considere µi (a medida de Haar de U(n) restrita a Bi) a distribuição de proba-
bilidade do elemento ui, então a distribuição de probabilidade do produto un . . . u1

será a convolução µ1 ∗ · · · ∗ µn0. Pelo Teorema 2.21 de [9], µ1 ∗ · · · ∗ µn0 vai con-
vergir fraco-estrela na medida de Haar em U(n) exponencialmente rápido e por [8]
temosχ(UE) ≈ 1, então o produto dos elementos u1, . . . , un0 estará arbitrariamente
próximo de um elemento de UE.

Essencialmente, o teorema 2.3.2 garante que escolhidos aleatoriamente uma
certa quantidade arbitrária de transformações unitárias u1, . . . , un a aplicação su-
cessiva destas, ou de outras na vizinhança destas, converge fraco-estrela para um
emaranhador universal. Esse é o caso que se observa na prática, devido ao fato
de que qualquer porta quântica corresponde a uma interação entre parte do sis-
tema quântico com algum aparelho que executa alguma manipulação sobre qubits
e os aparelhos possuem naturalmente um erro associado de maneira que nossa
manipulação do sistema não é perfeita.

2.5 Conclusão e resultados relacionados

Do exposto neste capı́tulo conclui-se que embora seja provada a existência de ema-
ranhadores universais ainda não se conhece nenhum exemplo de tais operadores;
mesmo assim é possı́vel emaranhar qualquer estado produto pela aplicação suces-
siva de portas quânticas, selecionadas aleatoriamente, com velocidade exponenci-
almente rápida.

Como as portas quânticas são a representação teórica de operações que se
fazem na prática com qubits, e como todo experimento apresenta invariavelmete
algum erro, temos na realidade uma ligeira indeterminação com relação à operação
realizada, de forma que só se pode afirmar que realizou-se aproximadamente a
operação indicada. Essa indeterminação se traduz matematicamente no sorteio
de um operador na vizinhança das operações indicadas. Neste contexto, o pre-
sente capı́tulo mostrou que quanto maior a dimensão do sistema e quanto mais
portas quânticas se escolhe, mais rapidamente essa aplicação sucessiva de portas
quânticas emaranha qualquer estado produto inicial.



Capı́tulo 2. Emaranhadores Universais 24

Além disso cabe ressaltar que estudos correlatos mostraram conclusões se-
melhantes. Por exemplo, em [4] estudaram-se dois processos semelhantes mas
restritos a sortear duas ou três portas quânticas pré determinadas e notou-se que
em ambos os casos qualquer estado produto inicial acabava evoluindo para um es-
tado emaranhado mas com velocidade polinomial. Este resultado é de certa forma
esperado pois há uma limitação com relação à quantidade de portas quânticas sor-
teadas; por outro lado, parece mostrar que com apenas poucas portas quânticas
se pode gerar emaranhamento, sem a necessidade de se considerar que as portas
sorteadas pertençam à vizinhanças.

O fato de tudo isso ser possı́vel de ser feito com poucas portas é uma vanta-
gem para a teoria da computação quântica, pois todos os circuitos quânticos são
contruı́dos com base em poucas portas elementares e combinação destas.



Capı́tulo 3

Conjectura de Lehmer

O problema totient de Lehmer, proposto em 1932 por Derrick Henry Lehmer, con-
siste em saber se existe algum número não primo n tal que a função totient de Euler,
aplicado em n, divide n− 1, isto é, se ϕ(n) divide n− 1. Sabe-se que ϕ(p) | (p− 1)

para p primo, e Lehmer conjecturou que isso não acontece para nenhum número
composto.

Pretendemos aqui mostrar, para alguns casos particulares, o seginte resultado:

Teorema 3.0.1. Seja n número um natural que não é primo. Então ϕ(n) não é um
divisor de n− 1.

De acordo com o dicionário Collins, de lı́ngua inglesa, o termo totient (sem
correspondente em português) é um substantivo que significa “a quantidade de
números menores do que, e não compartilhando fator comum, com um dado número”
(em tradução livre).

Essencialmente, se Lehmer estiver certo então há mais uma maneira de carac-
terizar números primos, o que poderá trazer consequências para a área de Teoria
de Números. Isto é, poderı́amos definir que um número p é primo se, e somente se,
ϕ(p) dividir p− 1.

O presente problema foi abordado por diversos matemáticos nas últimas décadas,
principalmente na década de 80 por Cohen em [5]. Mais recentemente os avanços
se deram devido ao auxı́lio de computadores, sendo o mais recente de 2017.

3.1 Preliminares

A presente seção tem o objetivo de fornecer ao leitor as definições básicas usadas
no estudo da Conjectura de Lehmer. Todas as definições e resultados podem ser
encontrados em [21] mas estão reproduzidas aqui para o conforto do leitor.

25
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Definição 3.1.1 (Número primo). Um número natural n é chamado de número primo
se n tem apenas dois divisores naturais distintos, 1 e o próprio n. Caso contrário é
chamado número composto.

Definição 3.1.2. Sejam a, b ∈ Z e a 6= 0. Dizemos que a divide b, e denotamos por
a | b, se existe c ∈ Z tal que b = ac.

Existem infinitos primos. Este resultado era conhecido por Euclides, que trouxe
uma demonstração simples e elegante deste fato.

Tal demonstração pode ser encontrada em [16] ou qualquer livro sobre Teoria
de Números.

Teorema 3.1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro positivo n >

1 pode ser escrito de modo único, exceto pela ordem dos fatores, como produto

de números primos, isto é, n =
k∏
i=1

pαi
i em que p1, . . . , pk são primos distintos e

α1, . . . , αk são números inteiros positivos.

Tal demonstração pode ser encontrada em [16] ou qualquer livro sobre Teoria
de Números.

Vamos introduzir agora a função totient de Euler.

Definição 3.1.3. Seja n ∈ N, a função totient de Euler, denotada por ϕ, é definida
por ϕ(n) =

∑
1≤k<n,

mdc(k,n)=1

1.

Essencialmente, ϕ(n) é o número de inteiros positivos k menores que n que são
relativamente primos com n.

Vejamos agora algumas propriedades da função totient de Euler, estas podem
ser encontradas em [21], mas estão reproduzidas abaixo para o conforto do leitor..

Teorema 3.1.2. Seja n ∈ N, então

i) Se a e b são primos entre si, então ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b);

ii) Se p é primo, então ϕ(p) = p− 1;

iii) Se p é primo e α > 1 então ϕ(pα) = pα − pα−1;

iv) Se n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αk
k , então ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Demonstração. i) Segue de uma aplicação simples de indução finita.



Capı́tulo 3. Conjectura de Lehmer 27

ii) Se p é primo então 1, 2, . . . , p − 1 são relativamente primos com p, e pela
definição da função de Euler, temos ϕ(p) = p−1. Reciprocamente, se n não é
primo então n tem algum divisor d < n, portanto existe pelo menos um inteiro
menor que n que não é relativamente primo a n, e segue da definição da
função de Euler que ϕ(n) ≤ n− 2.

iii) Se n = pα, com p primo, então há exatamente pα−1 inteiros entre 1 e pα, a
saber p, 2p, 3p, . . . , pα−1, que dividem pα. Portanto, o conjunto {1, 2, . . . , pα}
contém exatamente pα − pα−1 inteiros relativamente primos a pα, e segue da
definição da função de Euler que ϕ(pα) = pα − pα−1.

iv) Segue de combinar os itens i e iii e usar indução finita.

3.2 Caso de números naturais que são múltiplos de

ao menos um quadrado perfeito

Vamos aqui considerar o caso de números naturais que são múltiplos de ao menos
um quadrado perfeito, caso já conhecido mas que incluı́mos em benefı́cio do leitor.

Proposição 3.2.1. Seja n um número natural que é múltiplo de ao menos um qua-
drado perfeito, isto é, pelo menos algum αi ≥ 2. Então ϕ(n) não é um divisor de
n− 1.

Demonstração. Seja n um número composto, então pelo Teorema Fundamental da
Aritmética n pode ser escrito na forma n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k , em que pi, 1 ≤ i ≤ k, é

primo e αi ∈ N.
Sabe-se que ϕ(pα) = pα−1(p− 1) para p primo; e que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para a e

b primos entre si.

Portanto, ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pn

)
.

Suponha que ϕ(n)|(n− 1). Então existe c ∈ N tal que n− 1 = ϕ(n)c.
Suponha que αi > 1 para algum 1 ≤ i ≤ k então

n− cn
(

1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pn

)
= 1

n

(
1− c

(
1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pn

))
= 1

pα1
1 p

α2
2 · · · pαn

n

(
p1 · · · pn − c(p1 − 1) · · · (pn − 1)

p1 · · · pn

)
= 1
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pα1−1
1 pα2−1

2 · · · pαn−1
n (p1 · · · pn − c(p1 − 1) · · · (pn − 1)) = 1

Note que na expressão acima temos o produto de dois termos (o primeiro é um
produto de números naturais e o outro está entre parênteses), em que pelo menos
um deles é maior que 1, resultando em 1. Isto é uma contradição que surgiu de
supor ϕ(n)|(n− 1).

Fica assim demonstrada a Conjectura de Lehmer para o caso n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αk
k

em que pelo menos um dos αi é maior que 1, ou seja, a conjectura vale para
números que são múltiplos de ao menos algum quadrado perfeito, e resta então
compreender o que ocorre com números que são livres de quadrados.

3.3 Caso de números livres de quadrados

Vamos agora tratar do caso em que n = p1p2 · · · pk com pi 6= pj para i 6= j. Mais
precisamente, queremos mostrar o seguinte:

Proposição 3.3.1. Seja n um número natural não primo livre de quadrados. Então
ϕ(n) não é divisor de n− 1.

A prova desta proposição, para casos particulares, ocupará o restante deste
texto e será dividada em alguns lemas.

Lema 3.3.1. Seja n um número natural não primo, livre de quadrados e par. Então
ϕ(n) não é divisor de n− 1.

Demonstração. Seja n par. Sem perda de generalidade, podemos considerar n =

2p2p3 · · · pk. Então ϕ(n) = ϕ(2)ϕ(p2) · · ·ϕ(pk).
Como ϕ(p) = p− 1 para p primo, seque que ϕ(2p2 · · · pk) é um número par; mas

2p2 · · · pk − 1 é um número ı́mpar. Logo ϕ(n) não pode ser divisor de n− 1.

Portanto, a conjectura vale se pi = 2 para algum i.
Vamos nos concentrar, portanto, no caso n = p1p2 · · · pk e, sem perda de gene-

ralidade, vamos supor 3 ≤ p1 e pi < pj para i < j.
Comecemos com o caso em que n é o produto de dois primos distintos.

3.3.1 Produto de dois números primos distintos

Comecemos com o caso em que n é o produto de dois primos distintos, isto é,
n = p1p2.
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Lema 3.3.2. Considere o natural n = 3p, para 5 ≤ p primo. Então ϕ(n) não é divisor
de n− 1.

Demonstração. Neste caso, ϕ(3p) = 2(p−1) e n−1 = 3p−1. Supondo ϕ(3p)|(3p−1),
então existe c ∈ N tal que 3p−1 = c[2(p−1)], que equivale a (2c−3)p+(1−2c) = 0.

Esta equação é verdadeira se 2c− 3 = 0 e 1− 2c = 0 ou se p =
2c− 1

2c− 3
.

Note que não é possı́vel a primeira opção. Resta então p =
2c− 1

2c− 3
.

Note, ainda, que c 6= 0 e c 6= 1, pois isto implicaria, respectivamente, em 3p−1 =

0 e 3p− 1 = 2p− 2, ambas sem solução para p primo.

Considere a função f : [2,∞) → R dada por f(x) =
2x− 1

2x− 3
. Derivando esta

função obtemos f ′(x) = − 4

(2x− 3)2
< 0. Conclui-se, portanto, que f é decrescente.

Note que f(2) = 3, f(3) =
5

3
< 2 e f(x) < 2 para x > 3, pois f é decrescente.

Portanto, o único primo na imagem da função f é o número 3 e, consequente-

mente, p =
2c− 1

2c− 3
é o número primo 3 apenas para c = 2. Mas havı́amos suposto

p 6= 3. Desta contradição conclui-se que ϕ(3p) não divide (3p− 1).

Vejamos agora o produto de dois primos distintos maiores que 3.
Para fazer esta análise, e inspirados pela prova do lema anterior, considerare-

mos a famı́lia de funções

fp(x) : [2,∞)→ R, fp(x) =
x(p− 1)− 1

x(p− 1)− p

onde p é um inteiro, p ≥ 5.

Lema 3.3.3. Fixado p, fp(x) é função decrescente de x; fixado x, fp(x) é função
decrescente de p. Ademais,

2 < fp(2) ≤ 7

3
< 3 e 1 < fp(3) ≤ 11

7
< 2

Demonstração. Note que podemos reescrever fp(x) na forma fp(x) = 1+
1

x− p

p− 1

.

Derivando fp obtemos f ′p(x) = − 1(
x− p

p− 1

)2 < 0 e conclui-se que, para cada

p, fp(x) é uma função decrescente.
Agora, sejam q1 e q2 dois primos com 5 < q1 < q2. Para cada x fixo, tem-se que

1

x− q1
q1 − 1

>
1

x− q2
q2 − 1

, ou seja, para cada x fixo vale fq1(x) > fq2(x).
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Note também que para p = 5 tem-se f5(2) =
7

3
< 3 e f5(3) =

11

7
< 2. Portanto

não há nenhum primo na imagem de f5, pois f5 é decrescente.
Como para cada x fixo fq1(x) > fq2(x) para q1 < q2 primos, tem-se que fp(x) < 2

para 5 ≤ p primo e x ≥ 3 e, consequentemente, não há nenhum primo na imagem
de nenhuma das funções fp para p primo e p ≥ 5 e x ≥ 3.

Resta analisar se para x = 2 alguma função da famı́lia fp possui algum primo
em sua imagem.

Note que fp(2) < f5(2) =
7

3
< 3; por outro lado,

2 < fp(2) = 1 +
1

2− p
p−1
⇔ p

p− 1
> 1,

o que e verdade dado que p ≥ 5. Portanto temos de fato 2 < fp(2) < 3 (e assim a
imagem dessa função não contém nenhum primo).

Estamos assim em posição de enunciar e provar o próximo resultado:

Lema 3.3.4. Seja n = p1p2 com 5 ≤ p1 < p2 primos; então ϕ(n) não é divisor de
n− 1.

Demonstração. Seja n = p1p2 para 5 ≤ p1 < p2.
Para n = p1p2 temos φ(p1p2) = (p1 − 1)(p2 − 1) e, n− 1 = p1p2 − 1. Suponha que

φ(p1p2) | (p1p2 − 1), então existe c ∈ N tal que p1p2 − 1 = c(p1 − 1)(p2 − 1).
Note que c 6= 0 e c 6= 1 pois c = 0 ou c = 1 implicariam, respectivamente, em

p1p2 − 1 = 0 e p1 + p2 = 2, ambas contradições.
De p1p2 − 1 = c(p1 − 1)(p2 − 1) temos (cp1 − c− p1)p2 + (1 + c− cp1) = 0, e esta

equação é válida se cp1− c−p1 = 0 e 1+ c− cp1 = 0 ou se p2 =
cp1 − c− 1

cp1 − c− p1
. Vamos

analisar estes casos:
Se cp1 − c − p1 = 0 e 1 + c − cp1 = 0 simultaneamente, então somando-se as

duas equações temos p1 = 1, que é uma contradição.

Se p2 =
cp1 − c− 1

cp1 − c− p1
e este quociente não é exato, então temos um absurdo pois

p2 é natural.

Se p2 =
cp1 − c− 1

cp1 − c− p1
=

c(p1 − 1)− 1

c(p1 − 1)− p1
é um número inteiro, considere a famı́lia

de funções fp : [2,∞) → R dada por fp(x) =
x(p− 1)− 1

x(p− 1)− p
. Estamos então tentanto

obter um ponto inteiro c no qual p2 = fp1(c), com c ≥ 2.

Do exposto no Lema 3.3.3, p2 =
cp1 − c− 1

cp1 − c− p1
não é primo, pois o lado direito

da igualdade não é primo, independentemente do primo p1 e do natural c que se
escolha, e temos portanto uma contradição.
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Em todos os casos a contradição surgiu de considerarmos que existia c ∈ N tal
que p1p2 − 1 = c(p1 − 1)(p2 − 1). Isto mostra que tal c não existe e portanto ϕ(p1p2)

não divide p1p2 − 1.

Conclui-se portanto que a conjectura de Lehmer vale para o produto de dois
primos distintos.

3.3.2 Produto de três primos distintos

Nesse caso procuramos c inteiro tal que p1p2p3 − 1 = c(p1 − 1)(p2 − 1)(p3 − 1), que
é equivalente a

p1p2p3 − 1 = c[p1p2p3 − p1p2 − p1p3 − p2p3 + p1 + p2 + p3 − 1].

Note que c 6= 0 e c 6= 1, pois c = 0 ou c = 1 implicariam, respectivamente, em
p1p2p3− 1 = 0 e p1p2 + p1p3 + p2p3 = p1 + p2 + p3. Mas, no lado esquerdo cada termo
está multiplicado por um número primo que é no mı́nimo 2, logo o lado esquerdo é
no mı́nimo
2p1 + 2p2 + 2p3 e a igualdade impossı́vel. Logo c deve ser maior ou igual a 2.

Reescrevendo a igualdade acima e isolando p3 temos, por analogia ao caso com
dois primos, [(c− 1)p1p2 − cp1 − cp2 + c]p3 + [−cp1p2 + cp1 + cp2 − c+ 1] = 0.

Uma solução seria ter os dois colchetes iguais a zero, mas o primeiro não pode
ser zero, pois isso já é o caso para primos p1 e p2. Portanto nos resta saber se há

c ≥ 2 tal que p3 =
(p1p2 − p1 − p2 + 1)c− 1

(p1p2 − p1 − p2 + 1)c− p1p2
.

Para mostrar que p3 não pode ser primo vamos precisar de algumas funções.

Famı́lia de funções auxiliares

Considere a famı́lia de funções fp1,p2 : [2,∞)→ R definida por

fp1,p2(x) =
(p1p2 − p1 − p2 + 1)x− 1

(p1p2 − p1 − p2 + 1)x− p1p2
.

Vamos mostrar que dentro de uma mesma famı́lia de curvas (p1 fixo) e para cada
x ∈ N, x ≥ 2 (fixo), as curvas da famı́lia “decrescem” conforme p2 cresce.

Mais precisamente, fixe p1 primo e x ∈ N, x ≥ 2, e considere os primos pj e pk

com 3 ≤ p1 < pj < pk, vamos mostrar que fp1,pj(x) > fp1,pk(x).
Considere fp1,pk(x) e note que existe θ ∈ N tal que pk = pj + θ, então
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fp1,pk(x) =
(p1pk − p1 − pk + 1)x− 1

(p1pk − p1 − pk + 1)x− p1pk

=
(p1pj − p1 − pj + 1)x− 1

(p1pj + p1θ − p1 − pj − θ + 1)x− p1(pj + θ)

+
θ(p1 − 1)x

(p1pj + p1θ − p1 − pj − θ + 1)x− p1(pj + θ)

Evidentemente, θ(p1−1)x > 0 e note que (p1pj+p1θ−p1−pj−θ+1)x−p1(pj+θ) =

[(p1pj − p1 − pj + 1)x− p1pj] + [θ(p1 − 1)x− θp1].
Também note que θ(p1− 1)x− θp1 = θ[p1(x− 1)−x] e que p1(x− 1)−x > 0, pois

p1(x−1)−x = p1(x−1)−(x−1)−1 = (x−1)(p1−1)−1 > 0 uma vez que 2 ≤ x e 3 ≤ p1.

Portanto,
θ(p1 − 1)x

(p1pj + p1θ − p1 − pj − θ + 1)x− p1(pj + θ)
> 0 e segue que

fp1,pk(x) <
(p1pj − p1 − pj + 1)x− 1

(p1pj + p1θ − p1 − pj − θ + 1)x− p1(pj + θ)

<
(p1pj − p1 − pj + 1)x− 1

(p1pj − p1 − pj + 1)x− p1pj
= fp1,pj(x)

Agora, vamos mostrar que qualquer curva de uma dada famı́lia sempre está
acima ou abaixo do que qualquer curva de outra famı́lia, ou seja, que não há
intersecção entre as curvas de faḿilias distintas.

Mais precisamente, vamos mostrar que fpi,pj > fpk,pl para primos pi, pj, pk, pl com
pi < pk < pl e pj qualquer.

Já sabemos que dentro de uma mesma famı́lia as curvas são decrescentes,
portanto a curva “mais baixa” ocorre quando pj →∞. Sendo assim, basta comparar
essa curva limite com as curvas da próxima famı́lia.

Vamos encontrar uma curva limite para cada famı́lia de funções.
Considere fpi,pj(x) com pi fixo. Calculando fpi,pj(x) para pj →∞ temos

lim
pj→∞

fpi,pj(x) = lim
pj→∞

1 +
1

(pi − 1)(pj − 1)x

pipj − 1
− pipj
pipj − 1


=

(pi − 1)x

(pi − 1)x− pi
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Chamando fpi(x) = lim
pj→∞

fpi,pj(x) temos fpi(x) =
(pi − 1)x

(pi − 1)x− pi
.

Agora, suponha que existam duas curvas de famı́lias distintas que se toquem,
ou seja, que existam primos pi, pk, pl com pi < pk < pl e x ≥ 2 tais que fpk,pl(x) =

fpi(x). Então para estes valores de pi, pk, pl, x ocorre
(pk − 1)(pl − 1)x− 1

(pk − 1)(pl − 1)x− pkpl
=

(pi − 1)x

(pi − 1)x− pi
.

Esta expressão é equivalente a [pi(pk + pl − 2)− pkpl + 1]x+ pi = 0 e conclui-se
que, se há interseção, então esta ocorre uma única vez (um único ponto) e para o
valor de x dado por x =

−pi
pi(pk + pl − 2)− pkpl + 1

.

Agora, note que

pi(pk + pl − 2)− pkpl + 1 > pi(pk + pl − 2)− pkpl
≥ pi[pk + (pk + 2)− 2]− pkpl
> pi(2pi − pl).

Portanto, conclui-se que |x| < pi
pi|2pi − pl|

< 1 e, consequentemente, x < 1,

gerando uma contradição pois tı́nhamos assumido x ≥ 2.
Isto prova que não há interseção entre as famı́lias de curvas, e sendo estas

contı́nuas, uma famı́lia sempre estará acima da outra. Como esta afirmação vale
para quaisquer valores de primos pi < pk < pl e qualquer x ≥ 2, então
fpi(x) > fpk,pl(x) ou fpi(x) < fpk,pl(x) para qualquer x ≥ 2.

Para saber qual das duas desigualdades é verdadeira basta comparar duas
famı́lias quaisquer para uma dado valor de x com x ≥ 2, por exemplo, vamos com-
parar f5,7(2) com f3(2).

Por um cálculo simples obtemos f3(2) = 4 e f5,7(2) =
47

13
< 4.

Portanto, para primos pi < pk < pl e qualquer x ≥ 2, tem-se fpi(x) > fpk,pl(x),
isto é, uma famı́lia de curvas sempre está acima da outra para qualquer valor de
x ≥ 2.

Voltando à conjectura de Lehmer para n = p1p2p3 com 2 < p1 < p2 < p3 e

considerando fp1,p2(x) =
(p1p2 − p1 − p2 + 1)x− 1

(p1p2 − p1 − p2 + 1)x− p1p2
tem-se que para p1 = 3 e

p2 = 5, f3,5(x) =
8x− 1

8x− 15
e nota-se facilmente que f3,5(4) =

31

17
< 2. Portanto,

se algum primo estiver na imagem de f3,5 isto deve ocorrer para x = 2 ou x = 3.

Calculando, obtem-se f3,5(2) = 15 e f3,5(3) =
23

8
logo não há primos na imagem de

f3,5.
Do exposto sobre as famı́lias de funções fpk,pl(x) segue que, se algum primo

estiver na imagem da famı́lia f3,q com q > 5, então isto deve ocorrer para x = 2 ou
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x = 3.
Calculando f3(x) = lim

q→∞
f3,q(x) obtemos f3(x) =

2x

2x− 3
, e nota-se que f3(3) = 2.

Portanto nenhum dos números f3,q(3) será primo, pois 2 < f3,5(3) < 3 e f3(x) é a
curva mais baixa da famı́lia f3,q.

Calculando, obtém-se f3,7(2) =
23

3
, f3,11(2) =

39

7
,f3,13(2) =

47

9
e f3,17(2) =

63

13
.

Como f3,17(2) < 5 e f3(2) = 4 conclui-se que não há nenhum primo na imagem da
famı́lia f3,q.

Vamos analisar a famı́lia f5,p.

Um cálculo rápido mostra que f5,7(3) =
71

37
< 2 portanto não haverá primo na

imagem das curvas fp1,p(x) para nenhum p1 > 5 e x ≥ 3, e consequentemente se
houver algum primo na imagem da famı́lia f5,p(x) este deve ocorrer para f5,p(2).

Um cálculo rápido mostra que 3 < f5,7(2) =
47

13
< 4, 3 < f5,11(2) =

79

25
< 4,

3 < f5,13(2) =
95

31
< 4 e f5,17(2) =

127

43
< 3. Além disso, f5(x) =

4x

4x− 5
e

2 < f5(2) =
8

3
< 3. Segue destes cálculos que não há primo na imagem da famı́lia

f5,p(x) para p > 7.
Vamos analisar a famı́lia f7,p.

Como f5,7(3) =
71

37
< 2 segue que se houver algum primo na imagem da famı́lia

f7,p, este ocorrerá para x = 2. Note que f7,11(2) =
119

43
< 3.

Note também que fpi(x) =
(pi − 1)x

(pi − 1)x− pi
e se chamarmos f(x) = lim

pi→∞
fpi(x),

então f(x) =
x

x− 1
e f(2) = 2.

Segue, das análises acima, que não há primo em nenhuma imagem de ne-
nhuma das funções fp1,p2(x) com 2 < p1 < p2 e x ≥ 2.

3.3.3 Desenvolvimentos futuros

Os métodos utilizados até aqui são diferentes dos métodos usados por Lehmer.
Em [12], Lehmer utilizou aritmética modular e desigualdades para obter os resul-
tados. Contas preliminares apontam que não é possı́vel utilizar uma indução finita
para concluir a validade da conjectura para o produto de um número qualquer de
primos. Num momento futuro pretende-se estender a demonstração para o caso
n = p1p2 . . . pk utilizando algumas das ideias apresentadas neste trabalho junta-
mente com algumas ferramentas mais sofisticadas de Teoria de Números, encer-
rando o problema.
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