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Resumo

Equacoes de evolucao determinam o comportamento das distribuicoes partonicas com a mu-
danca das variaveis x de Bjorken, que se relaciona com o inverso da energia do centro de massa
ao quadrado s, e o Q?, virtualidade ou momentum transferido. Essas distribuicdes aparecem
nas funcoes de estrutura, importantes no calculo de secao de choque. Apresentamos o modelo
partonico simplificado e uma revisao de diversas equagoes de evolucao ja propostas: as equacoes
lineares DGLAP e BFKL, e as equacoes nao lineares com correcoes de sombreamento GLR,
AGL e a BK. Analisamos com maior profundidade o método da transformada de Mellin e o
das curvas caracteristicas para a solucao das equacoes diferenciais de DGLAP e AGL, respec-
tivamente. Objetivando ressaltar as diferencas e caracteristicas fundamentais entre cada uma,
notamos a falta de uma unificacao bem como de uma solucao completa das equagoes nao line-
ares, impossibilitando a definicao de distribuicoes partonicas e funcoes de estrutura em todo o
espectro de x e Q%



Abstract

Evolution equations determine the behavior of partonic distributions changing the variables x of
Bjorken, related with the reverse of the energy squared s, and Q?, the virtuality or transferred
momentum. These distributions appear in the structure functions, very relevant for the cross
section calculations. We present in this work the simplified partonic model and a review of
some relevant evolution equatios: the linear equations DGLAP and BFKL, and the non linear
equations with shadowing corrections GLR, AGL and BK. We have analyzed in more detail
the method of Mellin transform and the method of characteristics curves for the solution of the
differential equations appearing in DGLAP and AGL, respectively. With the aim to emphasize
the fundamental characteristics of each equation, we have noticed the absence of a unification
as well as a complete solution for the non linear evolution equatios, which prevents one to have
partonic distributions and structure functions defined all over the spectrum of = and Q2.
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1 Introducao

Equagoes de evolugao determinam o comportamento da distribuigdo de partons (quarks e
glions) dentro de um hédron em fung¢ao do = de Bjorken, proporcional ao inverso do quadrado
da energia, e da escala de resolucdo. Esse fator de resolucdo, denominado @Q?, tem relacdo
com a energia com a qual o hadron é sondado. No caso do DIS (Deep Inelastic Scattering),
um féton emitido por um elétron sonda um proton, e Q* é chamado de virtualidade do foton
(transferéncia de 4-momentum entre os estados inicial e final do elétron). Quando a energia (e
0 Qz) das colisoes aumenta, diferentes estruturas podem ser observadas, por um féton ou outra
particula de sonda, sendo possivel entdao analisar interacoes cada vez mais fundamentais. As
equacoes existentes modelam tais estruturas para diferentes regioes de energia, e busca-se uma
modelagem que seja valida no maior espectro energético possivel.

O objetivo principal do trabalho é apresentar um panorama das equacoes de evolucao
gludnicas existentes para a modelagem da cromodinamica quantica, usando seus graus de li-
berdade. Partindo da DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov—Altarelli-Parisi) [1],[2],[3] , uma
equagao linear adequada para eventos de energias medianas (comparado com as energias atu-
ais), salientaremos as diferengas de tratamento feitas em equagdes lineares mais complexas,
como a BFKL (Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov) [4],[5],[6]. Em regioes de alta energia (da or-
dem de TeV), as principais corregoes feitas em relagao &8 DGLAP sdo as chamadas corregoes de
sombreamento (CS ou shadowing), que diminuem a solugao assintotica da evolucdo (a funcdo
DGLAP vai a infinito muito rapidamente para altas energias, e viola o teorema da unitariedade)
e dao origem a termos nao lineares. Estudaremos as equagoes nao lineares GLR-MQ [7],[8],
AGLI[9],[10],[11] e BK]12],[13], salientando suas diferencas e aplicabilidade.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: a parte 1 contém os formalismos bésicos para
entender a cromodinamica quantica em altas energias, com uma breve revisao das variaveis
fundamentais relativisticas e o modelo de partons simplificado. Na parte 2, apresentaremos
duas equacoes lineares, a DGLAP e a BFKL, dando énfase no método de resolucao da DGLAP
no limite DLA. As equacoes nao lineares estao descritas na parte 3, juntamente com uma breve
introducao sobre as correcoes de sombreamento. Demos énfase novamente na solugao assintotica
de uma das equacoes, a AGL, através do método das curvas caracteristicas, também utilizado
para resolver as demais equacgoes nao lineares em alguns limites. No Apéndice deste trabalho
deduzimos as condicoes de unitariedade para a amplitude de espalhamento e secoes de choque.



Parte I
QCD em Pequeno x

2 Variaveis Cinematicas

2.1 Variaveis de Mandelstam

K
K

Y

X

Figura 2.1: Espalhamento profundamente ineléstico

Um problema de espalhamento profundamente inelastico (DIS) pode ser exemplificado pela
Figura 2.1. Um lépton (elétron, por exemplo) de 4—momentum k emite um féton de momentum
q = (k—k'), sendo k' 0 momentum final do lépton. Um héadron que se desloca com momentum
total P interage com o foton e um estado final X com momentum P’ é produzido. O DIS
é caracterizado por uma grande transferéncia de momentum (profundo) e pela formacgdo de
diversas particulas no estado final (inelastico), e pode ser usado para revelar a estrutura de
h&drons como o proton, por exemplo.

De acordo com a notagao da Figura 2.1, definimos as variaveis de Mandelstam da seguinte
forma [14]

S= (PR, (21a)
t=(k—K)? (2.1b)
u=(k— P (2.1¢)

onde a raiz quadrada de (2.1a) é a energia do centro de massa do sistema, e as varidveis
relacionam-se através de

s+t+u=m>+m?+ M+ M2, (2.2)

onde m e m' sao as massas do projétil inicial e espalhado, respectivamente, M é a massa do
alvo e Mx a massa das particulas finais produzidas. As varidveis de Mandelstan sdao invariantes
de Lorentz, ou seja, ndao dependem do referencial utilizado, e por isso sao de extrema utilidade
na fisica de colisao de particulas.



2.2 Formalismo do Cone de Luz

Nas coordenadas do cone de luz, um vetor 4-dimensional u = (u",u',u? u®) é definido como
[15]
w=(ut,u, 1), (2.3)

onde

ut =u +ud, =’ —ud e uwy = (utu?). (2.4)

Nesse formalismo, a componente ™ faz o papel da componente temporal da notacio usual
relativistica (u"), e algumas propriedades sido

w? = utuT —il? (2.5a)
1 1
u-v= §u+v_ + §u_v+ —u] - v]. (2.5b)

A teoria de perturbacdo do cone de luz foi desenvolvida como uma alternativa & teoria
de perturbacao convencional. Assim como da tltima se deduzem as regras de Feynman da
Cromodinamica Quantica para amplitudes de espalhamento, se deduzem da primeira as regras
LCPT [16](do inglés ’Light Cone Perturbation Theory’), usadas para o mesmo fim. As regras
LCPT reproduzem os resultados encontrados com as regras de Feynman, e se tornam mais
praticas nos calculos de espalhamento por haver uma separacao clara entre as componentes
paralelas e perpendiculares ao movimento das particulas.

2.3 Variaveis de Altas Energias

Em processos de espalhamento, buscam-se sempre varidveis invariantes frente a transformacoes
de Lorentz, pois nao irao depender do referencial escolhido. Partindo de trés momenta inde-
pendentes (Fig. 2.1): P*, representando o momentum do alvo, k¥ 0 momentum do projétil e
k™™ o momentum do projétil espalhado, podemos definir

Q*=-¢, (2.6a)
Tp; = 2;22.(], (2.6b)
Y= i—:]q;’ (2.6¢)
v = % (2.6d)

onde g, é o = de Bjorken. No espalhamento profundamente inelastico (DIS), as variaveis Q?,
v e Mx sao muito maiores do que as massas das particulas envolvidas. Podemos entender a
virtualidade de uma particula como o quanto do seu momentum ao quadrado se desvia da sua
massa de repouso. No caso do foton, que nao possui massa, sua virtualidade é o proprio Q?,
que também define a escala de resolugao transversa [17]

1
@7
ou seja, para alto (), o foton resolvera distancias cada vez menores. Podemos também reescrever

(2.6b) em termos da energia do centro de massa do sistema 7*p (7" representando o foton
virtual)

T~ (2.7)

Q2
W24 Q2
sendo W a energia do centro de massa desse novo sistema, e fica evidente que pequenos valores
de zp; correspondem a altos valores de energia (do centro de massa), para Q? fixo.

(2.8)

.I'Bj%
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Definiremos também a rapidez Y de uma particula com massa m, energia do centro de
massa /s e momentum transverso p, definida como|14]

Vs =y/m2+ p? coshY, (2.9)

uma variavel bastante utilizada por ser transformada de forma aditiva quando ha uma aumento
na energia (boost).

11



3 Introducao & Cromodindmica Quantica

Antes de entender como a cromodinamica quantica (QCD) modela as interacoes partonicas em
hadrons, que sao objetos que interagem via forca forte, vamos apresentar algumas caracteristicas
fundamentais dessa teoria. A QCD é uma teoria nao abeliana invariante frente a transformacoes
de calibre no SU(3), o grupo especial de transformagoes unitarias com determinante igual a 1.
Ela explica a interacao forte entre os campos fermionicos dos quarks através do acoplamento
com boésons de spin 1 denominados gliions, que possuem 8 variacées. Os glions sao objetos
bicolores, sendo cor a carga de troca da forca forte, similar a carga elétrica na eletrodinamica
quantica, e devido a isso podem acoplar-se a si mesmo e também modificar a carga de cor dos
quarks, que possuem somente uma cor. Além da cor, os quarks também possuem outro grau
de liberdade, o sabor, que junto com a carga elétrica é invariante frente a interacoes fortes.

Uma outra propriedade interessante é de que a carga de cor nao é constante, mas diminui
a medida que o momento transferido Q* aumenta, devido ao processo de renormalizacio da
teoria. Considerando as correcoes de primeira ordem no propagador do gltion no processo de
renormalizagao [21], a constante de acoplamento da forga forte o renormalizada, com carga de
cor efetiva g.s

2y — Yef
= 1
pode ser dada por
1
2y
aS(Q ) - /80 1H(Q2/A2) (32)
onde (3, é definido por
Bo = (11N, — 2Ny) /127 (3.3)

onde Ny é o nimero de sabores de quark. Para Ny =6 e N, = 3, 3, = 0,56. O fator A ¢é
denominado parametro de escala da QCD, e deve ser determinado experimentalmente. Apesar
da dificuldade de medida, espera-se que Ac esteja no intervalo 100MeV < Ac < 500MeV [26].

Usando Ny = 6, temos que (3, ¢ positivo e, para altas transferéncias de momentum
(Q2 > 1 GeV), a constante de acoplamento as — 0, comportamento conhecido como liberdade
assintotica. Nesse regime, os partons no interior do hadron atuam como particulas quase-livres,
de acordo com o limite de Bjorken, e pode ser usada teoria de perturbacao.

12



4 Modelo de Partons

A descricao de hadrons como um conjunto de particulas elementares pontuais, os partons, que
podem ser quarks ou gltions, surgiu ap6s a proposta de que ha uma invariancia de escalamento
nas fungdes de estrutura hadronicas (W, e W5)[18], que estdo presentes no tensor de vértice
hadronico [19]

4,9, 1 Pq qP
W, = (_guu + q;) Wi + e (Pu - ?%/) (Pu - ?%) Wa, (4.1)

presente na se¢ao de choque de um espalhamento profundamente ineléstico |20]

do Ao dra? 1
— = ——ML, W" = —_—
dudt s2t2 s$%t2 s+ u
onde L,, € o tensor do vértice leptonico e « a constante de acoplamento eletromagnética.

No limite de Bjorken, quando Q* v — oo, essa invariancia indica que as funcdes de
estrutura passam a depender somente de x

[~ (s + w)t MWy — usvWs], (4.2)

lim MW, (Q* v) = Fi(x), (4.3a)
Q2,v—c0

lim vWa(Q? v) = Fy(z). (4.3b)
Q2,v—o0

A partir do escalamento, o modelo de partons se fundamenta em duas hipoteses basicas:

1. Em um referencial de momentum infinito (P — o0), os hadrons interagem como um
conjunto de particulas pontuais e carregadas, com momentum paralelo ao hadron e fracao
de momentum z, tal que Z ;P =P.

7

2. A secao de choque do espalhamento inelastico lépton-hadron é a soma das probabilidades
(e nao das amplitudes) das se¢oes de choque elésticas lépton-péarton.

As hipoteses acima s6 possuem sentido em um referencial onde o momentum do hadron
seja muito maior do que a massa e o momentum transverso das particulas. Em tal sistema,
a dilatacao temporal relativistica faz com que o parton possa ser tratado como uma particula
livre, j& que o intervalo temporal entre as interagoes partonicas se torna muito maior do que a
da interagao foton-parton. O DIS no modelo partonico esta representado na Figura 4.1.

13
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Figura 4.1: Espalhamento profundamente inelastico no modelo de partons

Definindo ¢;(z;) como a probabilidade de um parton do tipo ¢ com momentum z; P ser
encontrado no hadron, obtemos as relagoes

1 1
N; = / Qi(%)dl“z‘, Z/ xi%‘(%’)d%‘ =1, (4-4)
0 . Jo

onde N; é o nimero de partons do tipo i. A secao de choque para o processo descrito na Fig.4.1,
em termos das variaveis de Mandelstam, fica

dO.lepton—hadron do.lepton—parton

1
A () g 45
dtdu Z /0 ) (45)

A segdo de choque elastica do espalhamento 1épton-partons pode ser escrita [21]

dtdu 2

do  2ma?e?  [s*+u?
&2

) Ot + xi(s +u)), (4.6)

sendo ¢; a carga fracionaria do parton. Colocando (4.2) e (4.6) em (4.5), e usando a aproximagao
de momentum infinito e o limite de Bjorken, encontra-se, para um parton de spin 1/2 [22]

20F)(x) = Fy(x), Fy(x) = er?qz(x) (4.7)
Para um parton de spin 0,
Fi(x)=0, F(x)= er?qi(x). (4.8)

Para determinar o spin dos partons experimentalmente, foi introduzida uma razao R,

2
R, = % (1 + é) -~ (4.9)

No limite de Bjorken, para uma particula de spin 0, 2, — co. Para uma particula de spin
1/2, no mesmo limite, R, — 0. Segundo os resultados experimentais de [23], partons com spin
1/2 seriam mais consistentes com o modelo. Isso indica que os partons seriam férmions e, como
o grupo unitario de simetrias usado para descrever os hadrons ¢ o mesmo para os quarks, o
SU(6), concluiu-se que se tratavam de quarks. Dessa forma, as fun¢oes ¢;(x) podem ser escritas
como i(x) ou i(x) para quarks de sabor i = u (up), d (down), s (strange), b (bottom), ¢ (charm)
e t (top) ou seus antiquarks u, d, 3, b, ¢ e .

Os quarks no interior do hadron sao classificados de duas formas: os quarks de valéncia,
que reproduzem os niimeros quanticos do hadron, e os quarks de mar, que sao pares virtuais de
quark e antiquark produzidos através do propagador da interacao forte e possuem os nimeros

14



quanticos do vacuo. No caso de protons (p) e néutrons (n), as contribui¢oes de quarks mais
pesados sao despreziveis, e podemos modela-los apenas em funcao de u, d e s. Utilizando as
relagoes (4.7):

Fl =z (5)2 (W (z) 4 @ (x)] + 2 (%)2 [ (2) + & (z)] + 2 (%)2 [s7(z) + & (2)],  (4.10)

onde 7 = p ou n. Como o préton e o néutron fazem parte de um dubleto de isospin, podemos
considerar v”(x) = d"(z) = u(x), bem como dP(x) = u"(z) = d(z). As fung¢oes dos quarks u e
d sao separadas em uma parte de mar s e outra de valéncia v

u(z) = us(z) + uy(z), d(z) =ds(x) + dy(x). (4.11)

Enquanto que as func¢oes para s e os antiquarks s6 possuem componentes de mar e, pelo fato
de suas massas serem similares, podemos usar

uy(z) = ts(7) = dy(v) = dy(z) = s(z) = 5(x) = S (4.12)

Usando as relages acima, podemos reescrever (4.10)

1 4
1 4
Fy = xg(uv +4d,) + gs (4.13b)

A partir de resultados experimentais das fungoes de estrutura dos niicleons F3'"(z) [24][25],
obteve-se que, para x — 0, os quarks de mar predominam e a probabilidade de encontra-los
no nicleon cresce com o inverso de x. Ou seja, na regiao de altas energias ha uma forte
predominancia dos quarks de mar.

Nucleon

)&

o
=
[

!
k

13

[=}

=}
[

Ash

Ty

¥

‘ noohonnl
P *

3y

4 ,
d) R

g

Figura 4.2: Modificagoes na fungao de estrutura com a interacao partonica [21].
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Na Figura 4.2, estd exemplificado como a evolucao dos partons modifica as fungoes de
estrutura F» (4.13) em um nicleon. Nos dois primeiros cenérios da Figura 4.2 (a e b), o nicleon
seria formado somente por um ou trés quarks de valéncia, cada um com uma fracao igual de
momentum, e a funcao de estrutura apresenta somente um pico. Na medida em que occorrem

15



interacoes entre os quarks de valéncia, através de glions, o momentum se distribui Fig. 4.2c¢,
mas a fungdo de estrutura ainda apresenta um maximo em z = 1/3. No tltimo cenério,
acrescenta-se a contribuicao dos quarks de mar formados através de pares quark-antiquark,
carregando fracoes ainda menores do momentum total, e h4 um crescimento na funcao de
estrutura para valores menores de z.

16



Parte 11
Equacoes Lineares

5 DGLAP

5.1 Quebra de Escalamento e as equacoes DGLAP

A QCD perturbativa prevé a quebra de escalamento das fungoes de estrutura, o que também é
encontrado experimentalmente|27]. Para entender como funciona essa quebra, relembremos a
escala de resolucdo transversa, definida em (2.7). Para um féton de momentum Q7 interagindo
com um quark, ¢;(z, Q%) representa a probabilidade de que o quark tenha fracdo de momentum
r. Se aumentarmos o momentum do foton Q3 > %, a escala de resolucdo diminui, e o foton é
capaz de detectar mais partons com fracdes de momentum 2’ < z, e teremos que ¢;(z, Q%) >
qi(w,Q3) ou qi(2',Q3) < ¢i(2',Q3). Dessa forma, tanto as distribuicbes parténicas quanto as
funcoes de estrutura passam a depender também de ()

Fy (1) = Fy(z, Q) (5.1)

Para analisar a dependéncia de Q? nas funcdes de estrutura, é 1til separa-las em compo-
nentes simétrica e antissimétrica em relacao a troca de sabor. Definimos a fungao nao singleto
de sabor

A2, Q%) = ¢/ (2,Q%) — ¢/ (2, Q?), (5.2)

e a funcao singleto de sabor

2,00 =3 [0/ (0,07 + o/ (2,0 (5.3)
f

onde f representa um antiquark de sabor f. A evolucdo da funcio ndo singleto (5.2) leva em
conta apenas a evolucao dos quarks, pois a aniquilacao de gltions gera distribuicoes iguais de
quarks e antiquarks, e pode ser escrita

(2. 02 ) [t 7
QQaA 8(527@ ) = Qség )/ qu(Z>Aff(I/Za Q%% (5.4)

Em (5.4) sdo introduzidas as funcoes de desobramento P;; [2], que representam a probabi-
lidade de um péarton j com fracao de momentum z’ se transformar em um parton ¢ com fracao
de momentum x, sendo z = k¥ /k't (Figura 5.1) na notacéo do cone de luz. Como a funcao
nao singleto nao considera a contribuicao dos quarks de mar, e portanto dos glions, somente
a funcao P, aparece em sua evolug¢ao. A participagao gluonica é levada em conta nas fungoes
singleto (5.3), cuja evolugdo pode ser escrita juntamente com a distribuicio gluonica G(x, Q?)

o lata) = [ S (0 med) G0ed) oo
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Figura 5.1: Uma das corregoes de mais baixa ordem contribuindo para a distribui¢cao de quarks.
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Figura 5.2: Representacao em diagrama das func¢oes de desdobramento (5.6)[2] (lado esquerdo)

e grafico das funcoes de desdobramento Pg, e Py, para Ny = 6 ¢ N. = 3 em funcao de z (lado
direito).

As fungoes de desdobramento em (5.4) e (5.5) sdo:

Po(z) = Cr {% + 35(1 - z)} , (5.6a)
Py(2) = CFM, (5.6b)
Pya(2) = Ny [22 + (1 - 2)?], (5.6¢)
Pea(z) = 2N, [(1 jm 41 . Zha(1- z)} + %5(1 ~2), (5.6d)
onde
Cp = N;; ! (5.7)

¢ o operador de Casimir na representacao fundamental de SU(N.) [28](N. = 3 é o namero de
cores da cromodinamica quantica), construido a partir dos geradores do grupo de simetria t*

N2-1

>t = Cp. (5.8)
a=1

Em (5.6), a notagao (1 — z) é definida por [31]

| s = [ e = F01+ £~ a)i. (5.9)

1—2)4 1—=2
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Na Figura 5.2 mostramos os diagramas associados a cada func¢ao de desdobramento e o
comportamento de duas delas (P, e Pgg ndo possuem significado sem integracao) em funcao
de z. Quando z = 0, 0 momentum do glion (k' — k) da Figura 5.1 ¢ méximo, e também temos
um maximo (uma divergéncia) em Pg,, o que significa que a chance de encontrar um glion
na funcao de onda do quark é méxima. Também notamos que F,¢ nao varia muito entre o
méaximo e o minimo (z = 1) do momentum gluénico.

As distribuigoes (5.4) e (5.5) sao conhecidas como as equagoes de evolu¢do Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP). A versao de eletrodinamica quantica foi obtida por
Gribov e Lipatov [1], enquanto que a versao para a QCD foi obtida independentemente por
Altarelli e Parisi [2] e Dokshitzer [3|. Nas proximas se¢oes, introduziremos métodos para resolver
as equacoes. A evolucao DGLAP prevé, para um dado z, a 'quantidade’ de particulas portando
fracdo  do momentum do hadron em funcdo de Q. A emissido de glions, como na Figura 5.1,
é o primeiro tipo de correcao ao modelo de partons livre, e também pode ser representada na
forma de uma cascata (ou escada) gluonica (Figura 7.1b), nas quais os glions possuem seus
momenta ordenados.

5.2 Solucao geral das equagoes DGLAP

Mostraremos como resolver as equacoes DGLAP pelo método da transformada de Mellin, como
originalmente proposto em [29]. Definimos o momento f,,(Q*) da funcio de distribui¢do f(z, Q%)
através da transformada de Mellin

’) = /0 [z, Q%) dz, (5.10)

e a sua inversa,

a+100
f(2.Q?) = / Fo( @t 2 (5.11)

iso 2mi

onde o parametro a é ajustado tal que o caminho da integracao esteja a direita de todas as
singularidades de f,.
Entéo, a solu¢do das equagoes DGLAP (5.4) e (5.5) no espago de momentum fica

oA (QY) (@Y
Q2 27

P (i) =52 () 1) (6) o
Em (5.12) e (5.13), ~ij(w) sd

Q" Yaalw) AL (@) (5.12)

o as chamadas dimensoes anomalas, definidas por

%-j(w)z/o P;(z)z%dz. (5.14)

Para obter as dimensoes anomalas de DGLAP, basta substituir as equagoes (5.6) em
(5.14). As solugoes de (5.12) e (5.13) sao obtidas trivialmente, dadas as condigdes iniciais

A (2,Q2), Sz, Q%) e G(z,Q2):

_ Q? 2 2
AT Q%) = exp [/2 Oés;fi )7 g(w )dgg

(B [ () )%
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5.2.1 Aproximagiao de Duplo Logaritmo (DLA)

A aproximacido de duplo logaritmo é feita no regime Q* > Q2 sendo Q2 a escala inicial da
evolucao, e podemos aproximar
QZ
agln — ln@ ~ 1. (5.17)
Para uma alta transferéncia de momentum, os termos relevantes nas integrais das Eqs.
(5.4) e (5.5) serao para z pequeno, e as unicas fungoes relevantes em (5.6) sao

2C
Pgy(2) ~ TF Paa(z)

21

2N,
~

(5.18)

z<KL1
Usando a aproximagao da equacdo (5.18), chegamos em uma distribuigao de glions para
Q? grande

0xG(x, QQ) _ Q2 N, / dx

2

5.19

@5 (5.19)
onde redefinimos z = x /2.

Para resolver (5.19), usa-se novamenteo o método da transformada de Mellin apresentado

no inicio da secao 5.2, e se obtém
e L (9 as(@)NedQ”
G(x, Q%) = In — 2 5.20
@)= [ e><p{mx+/g S 1 CU@ys 6

onde G,,(Q?) é a condicdo inicial. Usando a expressdo para a constante de acoplamento depen-
dente de Q* (3.2), a integral em Q* de (5.20) fica

N, /Q 1 iQ” N, : lln(Q /A%cp) (5.21)

Twhs Joz (Q¥ [A%ep) Q¥ - Twh, ! In(Q2/A%cp)

Para resolver (5.20), ja integrada em (Q*, podemos definir as seguintes funcdes (para
abreviagao da notagao)

P(w,r,Q%) = wlné + W]ﬁvcwp(QQ), (5.22)
com
2\ — n ( 2/AQCD) o nas(Qg)
Q)= Q2 M) | ~ ™ (@) (5:23)

Desta forma, e também usando P(w, z,Q*) = P(w) apenas por reducio de notacao, (5.20)
pode ser reescrita
a+ioco dw
Gl @)= [ IGQ (5.24)
a—100 2mi
Como a solugao dependera fortemente das condigdes iniciais (G, (Q?)), elas precisam
ser conhecidas exatamente. Porém, para x muito pequeno podem ser feitas aproximacoes, e
usaremos, nesse caso, a aproximacao do ponto de sela. A aproximacao consiste em encontrar
um w (ws,) tal que a primeira derivada do expoente de (5.24) se anule, e entdo expandir o
expoente em torno de wg,. Temos

dP 1 N,
e @) =0 (5.25)
_ p(Q?)
= Wy = E 7B, In(1/z)’ (5.26)
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onde usaremos ws, positiva. Expandindo P(w) em série de Taylor

" 1

P(w) = P(wsp) + (w — WSP)PI(WSP) + (w — WSP)2P (wsp) + (w — WSP)SP (wsp) +... (5.27)

. / 1/ .
onde o nimero de linhas (P, P ,...) denota a ordem da derivada em w.
Usaremos a aproximacao até o termo quadratico da expansao

/1

P(w) ~ P(wsy) + (w — wSP)P, (Wsp) + (w — w5p)2p (Wsp) = Pwsp) + (W — Wszo)zpu (wsp), (5.28)

e depois mostraremos que o termo cibico é desprezivel nos limites considerados. Assumindo
que G,,(Q?) varia lentamente com w, podemos tird-la da integral (5.24) aproximando G,,(Q?) ~

G.,,(Q2). Fazendo a = wy, e definindo uma nova variével de integracio w — wy, = iw, (5.24)

pode ser reescrita
o=F" 22 0 (5.29)

IG("'IZ? Q2> ~ eP(wSP)Gwsp (Qg)/ 27T

— 00

Integrando em w e substituindo

Plw) = 2Dy rn(QQ/AéCD)] , (5.30)
mBuw? | In(Q2/Adep)

obtemos a funcao de distribuicao gludnica na aproximacao do ponto de sela

o @) Gl @ { Ne | (@A) }”4 (m;)?’“ [t s
Vir |8y In(Q%/Abep) x
Analisando a largura tipica da integral (5.29)
W — Wy ~ [P (wep)] 72, (5.32)
o termo cibico na expansdo de P(w) em série de Taylor pode ser escrito

P (W) (w — wip)® ~ P (wep) [P (wep)] 2. (5.33)

Derivando (5.30) novamente em relacdo a w e substituindo na parte direita de (5.33), o
termo ciibico

—1/4
P ) = )~ @ (1) (5.34)

é desprezivel na regido de  pequeno e Q? alto, como queriamos demonstrar.

Um resultado simplificado da equacao DGLAP pode ser obtido tomando o limite de z
pequeno e mantendo a o, constante, independente de ). Usando os mesmos métodos apresen-
tados nessa se¢ao, podemos obter uma distribuicao de glions (5.19) da forma

G (2, Q%) ~ exp (2\/a87TNC In g—z In l) . (5.35)

° X

Na Figura 5.3 apresentamos a forma do crescimento (em unidades arbitrarias) da funcao
(5.35) em funcio de Q* para diferentes valores de x, usando Q? = 10* (1 GeV). Podemos ver
que as solugoes crescem cada vez mais rapidamente quando x diminui.
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Figura 5.3: Evolugcdo DGLAP DLA com a, = 0.1 e N, = 3 para diferentes valores de z.

Voltando ao resultado (5.31), podemos ver que a funcao, para x pequeno, cresce mais
rapidamente do que qualquer poténcia de In1/x devido ao termo exponencial, mas mais len-
tamente do que 1/x, partindo de uma condigdo inicial nao singular. Devido aos vinculos de
unitariedade (ver Apéndice A), espera-se que as distribuigdes de glions, bem como as fungoes
de estrutura, nao crescam indefinidamente. Logo, as equacbes DGLAP nao caracterizam pro-
priamente a regido de muito baixo z, apesar de poderem ser usadas para altos valores de Q2.
Outras dinamicas e correcoes serao apresentadas nas proximas segoes.
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6 BFKL

6.1 A Equagao BFKL e o Pomeron

Figura 6.1: Dinamica BFKL [17].

A primeira equacao de evolugao proposta para baixas energias foi a Balitskii-Fadin-Kuraev-
Lipatov (BFKL) [4],[5],]6], representada pela Figura 6.1. Diferentemente da DGLAP, néo se
precisa assumir que In Q* > 1, apenas fixa-se um valor de Q? e trabalha-se no regime z — 0.
Por causa disso, na expansao em logaritmo dominante (LLA) o parametro a ser somado em
séries de poténcia fica

1
asIn—~1, com InQ*<Inl/z. (6.1)
x

No lado esquerdo da Figura 6.1, um hadron é representado por N partons e, ao sofrer
um boost (aumento de energia e velocidade), um ou mais partons tém maior probabilidade de
emitir novos partons (lado direito da figura), aumentando a densidade do hadron. A equacdo
BFKL, entao, evolui em z e pode ser escrita na forma

ON (z, k%)

_ 2
Gln(l/x) —OésKBFKL®N(£E,k’L), (62)

onde N(z,k?) é a amplitude de espalhamento, que pode ser interpretada como o nimero de
partons, e k; é o momentum transverso do parton na escada partonica. Kpgpxr € o nicleo
(kernel) de uma transformada integral, definido por [4],[5]

[ Komstt s = 2 [ @) - o] 24 (63)

2q1 (lL—q1)?

onde [ é o momentum inicial do glion (Figura 6.2). A equacdo de evolu¢io BFKL também
pode ser escrita na forma integral

OG(IL,U,Y) N, / Lo 2o d*q,
= G U Y)— —=GU,ULY)| ——— 6.4
oY 2 (qL,11,Y) QQi (IL,0,Y) I _ q_l>27 (6.4)
onde Y = In(s|7y 1 ||Z2.1]) (Figura 6.2) com condigdo inicial
G, T.,Y =0)=8(, —1,). (6.5)
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Figura 6.2: Representacao diagramatica da equacdo BFKL na forma integral [30].

A funcao G(ll,ll,Y) é chamada de funcao de Green da equacao BFKL, e descreve a
propagacao de dois glions no canal ¢, sendo representada pela caixa na Figura 6.2. A troca
destes dois glions com os nimeros quanticos do vacuo foi estudada por Low [32] e Nussinov
[33], e é a forma mais simples de representar o Pomeron, um tnico objeto que explicaria essa
interacao, que poderia ter dois ou mais glions. As contribuicdes do Pomeron na amplitude de
espalhamento e na secao de choque total do processo sao, respectivamente,

M ~s*® e gy~ 52O (6.6)

onde «a(t) é chamada de trajetoria ou momento angular do Pomeron, e é frequentemente usada
na forma expandida [34]
a(t) =~ a(0) + o't (6.7)

No lado esquerdo da Figura 6.2 esquematizou-se a interagao partonica entre dois glions, e
no lado direito estao as contribuicoes para tal esquema. No primeiro termo da direita, o circulo
cheio é um vértice de Lipatov, que representa a soma sobre todos os diagramas de emissao de
glions. O segundo termo do lado direito simboliza todos os tipos de corregoes virtuais, aquelas
em que o glion emitido ndo esta no estado final (diagramas em loop e cruzados).

Analisando a secao de choque da troca de Pomeron mais correcdes representadas na caixa
da figura 6.2, pode-se definir a funcao distribuicao de glions nao-integrada da BFKL:

1
aSCF/deL/ dz| W (7, 2)|?
™ 0

X /(2 — T eill'ﬁ)G(lgl, I1,In1/z)

O(z, k1) =

oL
=

(6.8)

A diferenga entre a distribuicao de glions nao integrada e a distribuicao de glions
(xG(x,Q?)), é de que a primeira 'conta’ o nimero de glions com momentum k; e fragdo
de momentum do hédron x, enquanto que a segunda conta o ntimero de glions com momentum
menor do que (). As duas se relacionam pela equacao

_ 02G(x,Q%)

Q2=k?

6.2 Solucao Geral da Equacao BFKL

A solugao geral da equacao BFKL é dada pela expansao sobre as autofung¢oes do kernel (6.3),
que sao do tipo|6]
20 Deginan, (6.10)
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onde v é um nimero complexo qualquer, anélogo a dimensao anémala da DGLAP, ¢, é o angulo
entre [ e um eixo qualquer, e n um nimero inteiro. Definindo v = 1/2 + iv, v real, a solucao
geral fica

G, T.Y Z / exp {—X(n V)Y } [ 2 gin(o=¢h) dv (6.11)

= 22
onde [6]
x(n,v) = 20(1) — o (1 2’"’ +w) — (1 J;’"’ . il/) , (6.12)
é o autovalor das autofuncoes do operador kernel e
() = Lnr(z) = /1 ), (6.13)
dz o t—1

com z = el(¢a=9),

Devido & complexidade da equagdo (6.11), mostraremos como resolvé-la na aproximagao
de duplo logaritmo, assim como na DGLAP, e pela aproximacao de difusdo, nas proximas
segoes, segundo os métodos utilizados em [30].

6.2.1 Aproximacao de Duplo Logaritmo

Para inferir algumas propriedades da fun¢ao x(n,v), fixaremos v = 0 (para eliminar a parte
imaginaria). Analisando x(n,0):

1 t‘n|271+iV + 2(:\n|271_iy o 2
‘)| = / ok dt (6.14a)
v=0 0 v=0
|

Como t varia de 0 a 1, a maior contribui¢ao da integral em (6.14b) ocorrera quando n = 0,
e portanto, serd mantido apenas o primeiro termo na soma sobre n em (6.11),

dv

oo

o ~ asNe —14+2iv ' —1—2iv
G(.,l,Y)~ /_OO exp [TX(O’V)Y] I o2 (6.15a)
0 s N, l d
~ / exp a—x(O V)Y + 2ivln—— —V (6.15b)
—0o0 l 27T lJ_l

Na aproximacao de duplo logaritmo, considera-se o caso em que [, > ! |, € o logaritmo
em (6.15b) é grande. O ponto de sela da integral em (6.15b) é

1 agsN, Y
N ——1 —. 6.16
Y Z\/ R GR (6.16)

Expandindo a exponencial em (6.15b) em torno do ponto de sela e integrando

Lo 1 NY N\
G(ll,l,L,Y)% ( Asite )) exp [2

ach

213203 \ wn®(12 /12

(li/lf)] : (6.17)

Portanto, a secao de choque das interagoes partonicas segundo a evolucao BFKL, para z
pequeno, cresce da forma

asN,

n(li/l’f)] . (6.18)

DLA
Oprkr ™ €XpP [2
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Podemos notar a semelhanga nas exponenciais de (6.18) e (5.35), fazendo as relagoes
Y ~Inl/zelni?/I? ~InQ%/Q% No lado esquerdo da Figura 6.3, mostramos a evolucio em
escala arbitraria da se¢do de choque (6.18) para diferentes valores de [, (somente [ na legenda),
mantendo lf = 10° (eV) e evoluindo em x. Podemos perceber que, para x muito pequeno, a
evolucao torna-se aproximadamente linear.

70000 5T T T T
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100GeV = =
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30000 -
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Figura 6.3: Evolug¢ao do termo dominante da solu¢ao DLA BFKL em escala arbitraria para
diferentes valores de 2.

6.2.2 Aproximacao de Difusao

Essa aproximacao pode ser utilizada quando [} ~ ll. Utilizando a maior contribuicao de
X(n,v) sera para n = 0, podemos expandir a fungdo em torno do ponto de sela para v = 0, e
pode-se obter

x(0,v) = 41n2 — 14¢(3)v?, (6.19)

sendo ((z) a fungao Zeta de Riemann. Usando (6.19) em (6.15b), se obtém a aproximacao de
difusao para a BFKL[6]

. 1 7r2 s 1112 (lji//l/ )
(; l l )/ ~ _ 1 }f _ ___________;L__ 6.2()
( Loty ) 27T2lj_ll 14((3)achYeXp [(Oép ) 14§(3)o¢chY ’ ( )
onde 4o N
ap—1=—2eeyg (6.21)
T

é o intercepto do Pomeron da BFKL (6.6). Quando = é pequeno, o termo dominante em (6.20)
é o primeiro na exponencial, e teremos que a secao de choque das interagoes partonicas crescera

da forma
1 ap—1
o~ elor=Y o (—) : (6.22)
x

Quando resolvemos a equagao DGLAP em DLA, observamos que a solucao crescia mais
lentamente do que 1/z, e mesmo assim viola o limite de unitariedade. No caso da solucao (6.18)
o comportamento é semelhante, e em (6.22) o crescimento é mais rapido do que 1/z devido
ao expoente positivo, ou seja, a solucao de difusao da BFKL cresce mais rapidamente do que
a DGLAP DLA, para = pequeno. Podemos ver que a condigdo (A.7) nao é respeitada em
nenhuma das solugoes analisando a probabilidade da troca de um ou mais partons, dependente
do parametro de impacto b

p ~ sBe 2mrb, (6.23)
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onde A é um ntmero positivo (ntimero de partons) e m, a massa do pion (hadron mais leve).

Quando o parametro de impacto se aproxima do raio do disco onde a interacao é importante,
R, a probabilidade tende a 1, e temos que

R ~

Ins. (6.24)

mﬂ'
Logo, a se¢ao de choque dos processos via interacao forte deve respeitar [35]

AQ
ot < ;Tmhf s, (6.25)

™

o que claramente nao é o caso das duas solugoes aproximadas para a BFKL.
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Parte 111
Equacoes Nao Lineares

7 Correcoes de Sombreamento e a Equacao GLR

7.1 Recombinacao Partonica

As chamadas correcoes de sombreamento se referem a situacao em que ocorre uma diminuicao
da secao de choque nuclear. Sem as CS, a secao de choque nuclear cresce linearmente com
a massa A do ntucleo, sendo proporcional também a secao de choque dos nucleons. Com as
corregoes, surge um fator menor do que um no expoente de A, e o crescimento é mais lento|36].
Um dos modelos que tentam descrever esse fenomeno ¢é o da recombinacao de partons, que trata
da sobreposicao de partons dentro do nucleon em altas energias (x < 0.1).

Na recombinacao partonica as hipoteses do modelo de partons deixam de ser validas,
pois havera sobreposicao e interacao entre os partons. Considerando um nucleon de raio r,,
massa M, momentum P e velocidade V', seu comprimento longitudinal relativistico serd AL =~
2r,/vVy = 2r,M /P, enquanto que um parton com fracdo de momentum = em seu interior tera
comprimento longitudinal Al ~ 1/zP. A sobreposi¢ao dos partons no nucleon ocorre quando
Al > AL, ou seja, quando z < 1/2r,M |37|,[7]. Nesse regime, os partons ndo fazem mais parte
de um nucleon especifico, mas do nicleo como um todo, e interagem com os demais partons.
Nessa interacao, podem ocorrer processos de recombinacao, o que diminui o nimero total de
quarks e glions.

7.2 A equacao GLR

O processo de shadowing aparece como uma correcao nas equacoes DGLAP, que sdo acrescidas
de termos nao lineares que consideram a recombinacgao partonica entre quarks glions. Essas
equagoes modificadas foram obtidas por Gribov, Levin e Ryskin (GLR) [7] ¢ Mueller e Qiu [8].
No limite DLA (5.17), a equagao modificada para a distribui¢ao gluonica nuclear fica 8|

0*xG(x, Q?) asN, Ar® az(Q)N?
x

oG~ w e T mEogg e e @@)

onde G (z,Q?) é uma funcdo de correlacio que descreve a probabilidade de dois glions se
sobreporem, dada por |[8]

PGP (x, Q%) 9 A
A - 87R?

2

[ZEG(ZE, QQ)} , (7.2)

onde R4 é o raio nuclear ou o raio efetivo de distribuicao dos glions, se usarmos a correlagao
apenas para um nucleon (A =1).
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Normalizando zG e substituindo (7.2) em (7.1), obtem-se a equagao GLR (nuclear)

822G (z, Q?)

_ asNe 2y 81a3(Q%) A 2172
Oln(1/z)0n@Q?> Gz, Q) 16 Q2 R, [2G(z,Q%)]". (7.3)
Para a distribuicao de glions no nucleon, a equacao GLR fica
821’G(J}7 QQ) ach 2 062]\]2 2472
= — : 4
d1n(1/2)d1n(Q?) 2G(z, Q%) SO2R? [2G(z, Q)] (7.4)

Na Figura 7.1, mostramos dois exemplos de recombinacao de pares de gltions, gerando ao
final apenas um vértice gluonico.

a)

Figura 7.1: (a)Exemplo de diagramas de recombinacao de cascatas gluonicas considerados na
equagao 7.3 [8]. (b) Representagao esquemética da equacao GLR-MQ, com o termo das cascatas
gluonicas da DGLAP menos o termo de recombinagao|7].

A equacao GLR introduz o fator de escala (), primeiramente proposto sendo proporcional
a 1/2[38] (A > 0). A curva de @, separa a regido de saturacio, e a equagio GLR esta definida
somente sobre essa curva (Q* = Q?). A solucdo da equacdo pode ser obtida na aproximacio
semiclassica [7], através do método das curvas caracteristicas que sera apresentado na proxima
secao. Por esse método, as solucoes levam a reducgao e saturagao da distribuicao gludnica, mas
fora da regido de validade da equacao GLR.
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8 AGL: A Equacao Generalizada

A equagao Ayala-Gay Ducati-Levin (AGL) foi proposta no formalismo de Glauber|[10], no qual
se trata a particula de interacao virtual como um par de glions, separados por uma distancia r
(Figura 8.1). O par de gluons interage através da troca de diagramas do tipo escada (Figura 7.1
e Figura 8.1), e em altas energias pode se considerar que a quantidade r; se mantém constante.
Partindo da condi¢ao (A.6) e dos vinculos de unitariedade de A(s, b.) = A(z,r.,b), sendo b o
parametro de impacto e 07 a segdo de choque do par de glions com o alvo (nticleon), a formula
para a distribuigao de glions ¢ dada por [10],[11]:

G )= L [ / I 2 {1 exp [—%a%(x’,ri/@swﬂ}@. (5.1)

(Q%x)
i

Figura 8.1: Interacdo no formalismo de Glauber|39].

Em (8.1), S(b) ¢ a fungao perfil, e

099 (x, 11 /4) = r32G(x,4/r7). (8.2)

Utilizando a parametriza¢ao gaussiana S(b) ~ e VIR (R = raio da area ocupada pelos
gliions) e derivando (8.1) em relacdo a y = In(1/z) e € = In(Q*/Q?) (Q, escala inicial), se

obtém a equacao AGL
aGly,€) _ 2Q°R

e = O (@, Q%) + Bise(@, Q)] (8:3)
RDGLAP(I7Q2) Aé;}s; GDGLAP(‘%QQ)' (8.4)
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Em (8.3), C é a constante de Euler e E; é a funcao exponencial integral, e kg determina a
intensidade da corre¢ao de sombreamento. Usando (8.4) e mantendo ay fixa, se chega em uma
equacao para Kg

Lol S) | Breiht) R [0 4 tnfiale', @) + Brlhale' Q)] = Floa). (83)

E possivel notar que a equacdo (8.5) possui uma solu¢io dependente somente de y, que
definiremos por k,
dka(y)

dy

A equacao AGL foi obtida na regiao cinematica onde

a,In (é) In (g—z) ~ 1 (8.7)

a;In(1/z) <1, a,;In(Q*/Q*) <1 e a, <1

= F(ka) (8.6)

COII

Se considerarmos valores ndo muito grandes de x (k < 1), em uma regido onde as corregoes
de sombreamento nao sio tao importantes, o lado direito da equagio (8.3) pode ser expandido
até termos de segunda ordem, e se recupera a equagao GLR [39]

0PxG(y,€) _ asN, 22
xaygé ) B Oé7r 2G(y,€) — 80222]%2 (zG(y,£))>. (8.8)

Os diagramas de 4% e 5% ordem, em «y, considerados na equagao (8.3) para o espalha-
mento profundamente inelastico estao representados na Figura 8.2. Temos na Figura 8.2a a
contribuicao da evolugao DGLAP mais o proximo termo de corregao, e nas demais os tipos de
emissao de 5” ordem, tendo na Figura 8.2c o diagrama que considera a interacao dos glions
com o alvo.

D ® -

i

Figura 8.2: Diagramas de 4* e 5 ordem para o espalhamento profundamente inelastico|39].
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8.1 Aproximacao Semiclassica

Seguiremos agora os passos propostos em [39] para resolver (8.3) na aproximagao semiclassica,
considerando « constante. Para a aproximacao semicléssica, se fazem as seguintes defini¢oes:

Kk =e”, tal que

com a condigao

0?8 <% 0S50S .
0Dy Oy ¢
Temos
0’k 0*S 4 0S 85’ 0S8 é?S
oyoE ~ yoe" oy e T oy e
E a equacdo (8.4) fica
gig? + 5 05 = e F(e%) =w(y+1) = ®(9)

(8.9a)
(8.9b)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

Para resolver (8.12), usaremos o método de Lagrange e Charpit|40] com duas equagoes
caracteristicas, para equacoes diferenciais nao lineares de primeira ordem com duas varidveis

independentes. Definimos o funcional

F(§y, 5, 7,w) =w(y+1) — ®(5) = 0.
Derivando em relagao a &
dF s dry dw
=Fe+Fs—+F,—+F,—
¢ ae T ds 3
dw
= Fe +vFs + JoRan F,—
3 S Y d£ é-
0
com F; = 8_§F(§’y’ S,v,w). Notando que
dw dry
g S, bl
d¢ Yy
temos J J
2 g
F,—+F,—=—F:—~F
"/df + dy 13 YI's
Definindo as curvas caracteristicas sobre um parametro qualquer ¢
d. d
=% . p=%
t t
obtemos p
ay
= —Fy —~Fjs.
Derivando (8.13) em relacao a y e realizando passos similares, obtemos para w
dw
E = —Fy — (,(.)FS.
Paras S s it p
Y
— =5—=+85,— =~F F,.
g~ far T T e
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(8.13)

(8.14a)

(8.14D)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)



Logo, a partir das equagoes (8.13),(8.17),(8.18),(8.19) e (8.20), temos

dg dy

=W =T +1 (8.21a)
dy 09 dw 0P
it —9s" dt 95"

ds
= =w(2y +1). (8.21¢)

(8.21b)

Usando a segunda equacdo de (8.21a) para eliminar a dependéncia em ¢ e (8.13) para
eliminar a dependéncia em w, as equagoes (8.21) podem ser reescritas

d oS as  2y+1 d od
i I Bt g, o 02 0 (8.22)
dy (y+1)? dy (y+1)2 dy 0S~v+1
com condicao inicial
1
Soe =Inko(Yo, &), Yo = MHO—(‘%’S) : (8.23)
8§ =&
. Ne.osm 2 ,
onde ay,&, < 1 (z, suficientemente pequeno) e k, = Wﬂ&G(m, Q*), com o G da formula

de Glauber modificada, que considera a fun¢ao de desdobramento Pgg como em (5.6d), e nao
no limite DLA (5.18)[39|. Para y grande, v < 1 [10],|11], e podemos aproximar

as
dy -
S-S, ~E—&, (8.24b)

D(5) (8.24a)
s _ de
dy ~ dy

A equacao (8.24b) pode ser reescrita em termos de

dlnk 1 dkg
=—F(k) — = F(Ka), 8.25
dy K (1) dy (15a) ( )

Ka
{—&=1In (;) (8.26)
Resolvendo a equagao (8.6)
Ka(Y) dr’
=Y = Yo, (827)
/fm(yyo) F(k)

temos que, para y > 1, F(k) — a,N./7mInk[10],[11] e a solugao fica

O‘s]\/vc

Ka(y) ~

- (2~ ). (829

Para y pequeno, F(k) — asN./my|10],[11] e a solugao fica

asNc

/fa(y) = /{a(yo)e B (y—yo). (829)

Assim, para y > y, a forma de (8.26) sera

¢ e rsTWy—yo)ln(azch(y—yo))]




as N,

ch
:g_gowlna (y_yo)+1n1n
T T

(Y = Yo)- (8.30)

Na Figura 8.3 mostra-se a comparacao entre as evolu¢oes DGLAP (GRV na legenda do
grafico, presente na equacao (8.4)), a da formula de Glauber modificada (MOD MF na legenda,
que representa a condigao inicial (8.23)), AGL e GLR. A equagdo GLR é a tnica que prevé

saturacao, e pode se prever que a solucao da AGL tende ao valor assintotico para x pequeno

[10],[39] -
G = 26 2R In <&> In [QSNC In (ﬁﬂ (8.31)

(e T ™ T

30.0

—— DGLAP
- MOD MH
---- AGL
——- GLR

20.0

Q= 10. GeV*
10.0 |

y=In{1/x) y=In(1/x) y=In(1/x)

Figura 8.3: x em funcdo de In(1/x) para diferentes valores de Q? em diferentes evolucdes[10].
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9 BK

A equagao (6.2), que descreve a dinamica BFKL, pode ser adicionado um termo nao linear que
considera a recombinacao partonica, da forma

ON (z, k) 2 2412

— =L = agK N(x, k%) — as[N(x, k7)]7, 9.1
aln(l/x) asiBrrL @ (l’, L) «Q [ (:E L)] ( )
onde N(z,k?) é novamente o niimero de partons e, como se considera a recombinacio de pares
de partons, o termo nao linear escala com N2 A equagio de evolucdo (9.1) é conhecida como
Balitsky-Kovchegov (BK) [12],[13], e esta representada na Figura 9.1, sendo o ultimo termo do
lado direito devido a correcao de sombreamento.

Figura 9.1: Dinamica simplificada BK [17].

Um ponto importante da equacao BK é o uso da representagao de interacao via dipolos,
que sao pares de quark-antiquark. Sendo assim, o formalismo BK nao utiliza os graus de
liberdade da Cromodindmica Quantica, quarks e glions, e sim esse novo objeto definido como
dipolo.

O espalhamento profundamente inelastico, representado no modelo de partons na Figura
4.1, pode ser esquematizado no formalismo de dipolos pela Figura 9.2, que consiste em trés
estagios principais|41]

1. Flutuacao do foton em um par quark-antiquark
2. Interacao do dipolo com o alvo

3. Recombinacao do dipolo em um méson ou féton novamente
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- Py Py
\..l / I\\2_./I I"\_3/'I

Figura 9.2: Espalhamento profundamente inelastico no modelo de dipolos.

Uma vantagem do modelo é de que, para altas energias, o tamanho transverso do dipolo
2, nao é alterado durante a interacao, o que facilita o calculo da matriz de espalhamento. Além
disso, usando o formalismo do cone de luz é possivel fatorizar a secao de choque do processo
~v* — A como o produto da funcao de onda do dipolo pela secdo de choque do processo qg —
A.

No caso das interacoes partonicas, as particulas que produzem os dipolos sao os glions. A
equagao BK para a parte imaginiria da amplitude de espalhamento N, sendo b | 0 parametro
de impacto, pode ser escrita na forma

ON (F10,b.,Y SN -
(F10, b1, ¥ _— / T12,b1 + 20V ) 4+ N Za0, b0 + Za1 Y | — N(Z40,0.,Y)
oY 2’
- N xlz,b¢+@ V)N (0,50 + 22 v) 00, (09
2 2’ x20x21

onde Y ~ In(sz?) ~ In(1/z) pode ser pensado como a rapidez do dipolo.

Podemos entender a equagao (9.2) da seguinte maneira|13| um dipolo com cor total nula,
de tamanho transverso xig, decai em dois dipolos de tamanhos tranversos x5 e x99. Os dois
primeiros termos representam a interacao de um desses dois novos dipolos com o alvo, enquanto
o outro é apenas espectador. O terceiro termo representa a recombinacao dos dois dipolos
novamente em um dipolo de tamanho x19, que interage com o alvo. O quarto termo, nao linear,
representa a evolucao e interacao dos dois dipolos com o alvo.

Na regiao de saturagao, correspondente ao ’'black disk’, quando o tamanho do dipolo é
muito grande, N — 1 (A.7). Nesse limite, percebemos que (9.2) gera uma solugdo estatica,
ON/0Y = 0, que respeita o teorema da unitariedade.

A solucao aproximada fora da regiao de saturacao pode ser obtida através do mesmo
método usado para resolver a BFKL na Secao 6.2, e a solucao obtida é da forma

N(xJJ Y)’ﬁ?J_,QsO<<1 ~ €xp [2 (xJ_QSO)] ) (93)

onde Q4 ¢ a escala de saturacao inicial.
Na regiao de saturacao também podem ser obtidas aproximacoes da solucao, bem como
resultados numéricos. Na aproximacao semiclassica, utilizando o método das curvas caracteris-
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ticas, pode-se mostrar que|30]
5 2 Y Yer
1

onde 7, A~ 0.6275 € um valor critico que aparece nas aproximagoes feitas durante a solugao, e
N(k,,Y) é obtida pela transformada de Fourier de N(z,,Y)

d*k
N(I‘J_,Y)—Ii/ kJ‘ IBLN(/{ZJ_,Y)Q (95)
T’
e Qs(Y) pode ser redefinida aproximadamente, em NLO, por [7][42]
asNe x(0, Vo) — 2.44asN.Y/x
Qs ( ) Qsocxp [ 11 20, } ~ Q€ . (9.6)

Além das aproximacoes, podemos visualizar a solucdo numeérica na Figura 9.4, que res-
peitam a condicao de unitariedade de N.

9.1 Correcoes para a BK

A equacao BK descrita na secao anterior tem validade apenas em regioes nas quais correcoes de
proxima ordem (NLO ou next to leading order) sdo despreziveis, e o conhecimento dessas cor-
regoes permite definir melhor sua aplicabilidade. A evolugdo BK em LO (leading order) e NLO
pode ser representada pelos diagramas da Figura 9.3, sendo os diagramas a e b representantes
da evolucao LO, e os demais, da evolugao NLO.

S axaerey
X %%'5) X X X xega

(b) (d) )

Figura 9.3: Evolucao BK em LO (diagramas a e b) e NLO (demais diagramas)[43]. O retangulo
vertical representa o hadron de interacgao.

Uma das possiveis correcoes é a para ag evolutivo (ndo constante), na qual se adicionam
pares de quark-antiquark (’bolhas’ de quark) de todas as ordens no propagador do gliion (nas
figuras 9.3c e 9.3d temos pares de primeira ordem). Em termos do momentum transverso dos
glions, «; fica da formal44]

QA
1+ B2 In(qt /1)’

onde ;1 é uma escala arbitraria de massa, e «, a constante fisica de acoplamento dessa escala.
O fato de p ser arbitrario é o que permite escrever a, também da forma proposta na equacgao
(3.2). Escrevendo a equagao BK para a matriz de espalhamento S

85’(3710,51_, /K X [ <JU12,ZM + % Y) S (I'QOabi + el Y) - S(fIOJ;LwY)} d’zy

2’
(9.8)

as(qL) = (9.7)
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Podemos identificar o kernel LO sendo (ver equagao (9.2))

asN, 22
K= —22¢ 10 9.9
0= 9 i, o
Fazendo a substitui¢ao|45|
2 2
o, — Sela)oslar) (9.10)

as(Q?) ,

com ¢ e ¢’ os momenta do glion antes e depois da intera¢ao, o kernel com «ay evolutivo fica[45]

K N, O‘S(x%0> ZQS(QE%O)@S(ZE%) Ta0 - T2 QS(wgl)
re T 5 9 2 2 2 2 2 ) (9.11)
2 L20 as(R?) 20721 21
= 2 2 2 .2
T . T5+tx T5,T 1
R2 = T20x21 (—21) , o= 30 31 -2 = 20 31 5 5 (912)
X20 Ty — L1 L20 * T21 Loy — L1

A solugdo numérica para a amplitude de espalhamento com o kernel da equagao (9.11) é
mostrada na Figura 9.4.

] -
N(x,.Y) |

0.8 Y=0,3,06,912

acoplamento fixo
06 acoplamento corrente

04r

_— -—-l—'.:—;‘—:.{—’—-—"'_/’
0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
x| (GeVT)

Figura 9.4: Amplitude de espalhamento para diferentes valores de rapidez Y da equacao BK
com «y evolutivo, em fungdo do tamanho transverso do dipolo z[30]. As linhas sélidas sdo
solucoes com o, = 0.4, as linhas tracejadas sao as solugoes para ay evolutivo e a linha tracejada
em destaque ¢é a condicao inicial aplicada.

Uma caracteristica importante dessa correcao que pode ser notada na Figura 9.4 é a
reducao na taxa de crescimento da amplitude de espalhamento com o aumento da rapidez, em
relacao a solucao com «y constante da BK. Assim como a amplitude, a escala de saturacao @),
também tem seu crescimento reduzido com a corregao.

Usando a equa¢ao NLO BK completa proposta em [46], é mostrado na referéncia [47] a
contribuicao de cada tipo de corregao, analisando alguns termos do kernel da NLO BK como os
da Figura 9.5. A linha de duplo logaritmo na Figura 9.5 mostra a contribui¢ao de dois logaritmos
multiplicados que comparam o tamanho dos dipolos formados a partir do dipolo inicial, que
também sao multiplicados por a,. A linha sem duplo logaritmo da Figura 9.5 representa o
termo que considera somente um logaritmo, agora com do produto do tamanho dos dipolos
formados sobre o produto dos dipolos depois da interagdo. A linha cheia (LO + NLO) soma
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todas as contribuigoes, e devido ao termo de duplo logaritmo, possui uma divergéncia negativa
quando r é muito pequeno.

0.6 f— LO+NLO = =eien (}f duplo log
PR c’.‘ff'sem,,q‘uplo log e LO
WN(r) (.4
NG
0.2}
0.0 T
—0.2;__-.--. ---- " * ‘
—0.4+t
N e T S e TR T
rAqcp

Figura 9.5: Mudanca relativa da amplitude de espalhamento em um passo de rapidez[47|, onde
r é o tamanho do dipolo e se fixou Qs /Agcp = 19.
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10 Conclusao

O conhecimento da equacao que rege a evolucao partonica dentro de um hédron permite uma
melhor definicao de sua estrutura, bem como de suas propriedades de interacao. Em acele-
radores como o HERA, que tinha capacidade para colisoes com energia de centro de massa
(proton-lépton) da ordem de 10? GeV, as equacdes lineares DGLAP e BFKL descreviam razo-
avelmente bem os dados obtidos. Ja se sabia, porém, que para valores maiores de energia as
duas equacgoes nao eram adequadas, devido ao problema da unitariedade. Com base nisso, co-
mecaram a ser estudadas as correcoes de sombreamento, que tenderiam a diminuir as solucoes
assintoticas das equacoes lineares. Entre essas correcoes, estao a recombinacao partonica e a
interacao com todos os partons do alvo.

A primeira equacao nao linear proposta, a GLR, considera a recombinacao das escadas
partonicas da DGLAP. Apesar de diminuir a solucdo assintoética, os métodos de perturbacao
pelos quais foi obtida a impedem de ser valida quando a recombinacao partonica é relevante,
regiao onde ocorre a saturacao. A equacao AGL surgiu, entao, para tentar melhorar tais
resultados. Em sua solucao mantendo o acoplamento fixo, se prevé uma taxa de crescimento
muito menor do que a das equagoes lineares, mas sem ocorrer saturacao.

Sem pertencerem aos graus de liberdade da QCD, os dipolos foram utilizados na equa-
cao BK para facilitar o calculo de propriedades importantes. Neste formalismo se alcanca a
saturacao, e estudos recentes tém apresentado refinamentos em relagao a equacao original. E
importante ressaltar que a BK nao trata de quarks e gltions, mas sim desse novo objeto, e por
isso ela evolui a amplitude de espalhamento, ao invés das distribui¢oes partonicas diretamente.

Os ajustes a equacao BK e os diferentes métodos de solucao da equacao GLR-MQ sao
responsaveis pelos avancos recentes no tema. Mesmo assim, ainda nao se conhece uma distri-
buicio parténica que seja valida em todo o espectro de z e Q% Um tema a ser desenvolvido é
a solucdo da equacio AGL para o, dependente de Q?, que pode gerar correcoes ainda maiores
para a solugao assintdtica, bem como permitir a analise da transicao entre diferentes regimes.
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A Analiticidade e Unitariedade

Um principio basico no calculo de amplitudes de espalhamento é a unitariedade da matriz de
espalhamento S, STS = I, sendo I a matriz unitaria de mesma dimensido de S. Definindo
S =1+1T, a condicao de unitariedade para a matriz T" é dada por

(T —T) =T'T. (A1)

Podemos também escrever (A.1) em termos da amplitude de espalhamento [48]

M(kl’kQ — kl,k2> — M*(kl,]{fz — kl,kQ) =

i - = d>qi
zZ/H |M (ky, ke — qu ... qn) | (2m)%6* (lﬁ + ko — Zq]) (27)%2E, (A.2)
n=2" i=1 j i

Jj=1

onde M (ky, ks — q1 ... ¢q,) ¢ aamplitude de espalhamento para o processo 2 — n, com particulas
iniciais de momentum k; e ks e particulas finais de momentum ¢;, com ¢ = 1,...,n; M (ky, ks —
ki, ks) ¢ a amplitude de espalhamento frontal e E,,, a energia da particula com momentum g;.
Definindo uma amplitude de espalhamento reescalada

M(k17k2_>q17"'7Qn)

: A3
2\/2F},2Ey,2E,, .. . 2E,, (4.3)

A(klak2 — q17"'7Qn) =

separando o lado direito de (A.2) no termo eléstico (2 — 2) mais termos inelasticos e integrando
a funcao delta, obtemos
d> . .
S0 termos inelasticos, (A.4)
(2m)?
onde g é o vetor 4-dimensional transferéncia de momentum, ¢ = q; — k1 = ks — ¢o.

Analisando o teorema Optico,04; = 2Im A(ky, ke — ki, k2)[48], vemos que a se¢ao de
choque serd dividida em o0,y = 0¢ + Oine. Reescrevendo (A.4) no espaco de parametro de
impacto b e parametrizando por

oIm A(ky, ko — ki, ko) = / | Ak, k2 = g1, q2)

As,b1) =i [1=S(s.01)] (A.5)
e se obtém
Trot = 2/1m A(s, b, )d?b = 2/ [1 ~Re S(s, bl)} d2b (A.6)
Em altas energias ;. > 0., € temos que Re S(s, bi) > 0, o que implica

Im A(s,bl) <1 e o4 <2rR? (A7)

sendo R o raio da regido no espaco de b onde a interacao é relevante ("black disc").
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