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Resumo

Nesse trabalho serão abordados os principais resultados que cercam as Equações de Navier-
Stokes incompressíveis, como a regularidade, existência local temporal e unicidade de soluções
fortes, existência global temporal de soluções fracas de Leray-Hopf e regularidade de soluções
fracas a partir de hipóteses adicionais às usuais. Além disso, examinar-se-á o conjunto de
pontos do espaço-tempo o qual as soluções de velocidade são localmente essencialmente ilimita-
das, concluindo as possibilidades de distribuição destes pontos no espaço-tempo. Discutir-se-á
também as implicações físicas dos resultados, como tempo maximal de soluções fortes e não
unicidade de soluções fracas.
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Abstract

In this work we cover the main results concerning the Incompressible Navier-Stokes Equations
such as regularity, local in time existence and uniqueness of strong solutions, global in time
existence of Leray-Hopf's weak solutions and regularity of weak solutions, the latter with ad-
ditional hypothesis that are stronger than the usual ones. We also study the set of points in
space-time such that the velocity solutions are locally essentially unbounded, and we present
the possible distributions of such points in space-time. We discuss the physical implications of
those results, such as maximal time of strong solutions and non-uniqueness of weak solutions.
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1 Introdução

As equações de Navier-Stokes incompressíveis descrevem a evolução da velocidade e pressão de
um �uido newtoniano com densidade constante. Apesar das idealizações feitas para a mode-
lagem, o problema vem se mostrando um grande desa�o para a comunidade matemática. De
forma simplista, temos a �competição� entre a equação de transporte não-linear ∂t~u+(~u·∇)~u = 0
e a equação de difusão ∂t~u + ∆~u = 0. Enquanto a primeira é uma análoga tridimensional à
equação de Burger, que tem tempo maximal de solução (conhecida como onda de choque), a se-
gunda possui soluções �bem comportadas� em todo o domínio de solução. A expectativa física é
que a equação da difusão �vença� e tenhamos soluções bem comportadas em todo espaço-tempo,
com premiação para quem conseguir prová-lo [9].

Apesar das equações datarem do século XIX, a teoria permanece fundamentalmente in-
completa. A ideia de solução forte foi introduzida por Leray [15] muito antes de ela estar bem
estabelecida na teoria de equações diferenciais parciais. Obteve-se neste trabalho a unicidade
e regularidade de soluções, com garantia de existência para um tempo �nito com dependência
na condição inicial (ver Seção 6.2, Teorema B). Além disso, Leray construiu a ideia de soluções
fracas (chamadas por ele de soluções turbulentas) e obteve a existência global das soluções (ver
Seção 7.1, Teorema C). Posteriormente, Hopf generalizou a construção para domínios limitados
[13].

Ainda que o trabalho de Leray tenha sido pioneiro no estudo matemático da mecânica
de �uidos, não se obteve regularidade nem unicidade de soluções fracas. Esse problema foi
parcialmente resolvido por Serrin [21], que adicionou a hipótese ~u ∈ Ls

′
(0, T ;Ls(Ω′)), com

3/s + 2/s′ < 1 para mostrar que as soluções fracas tem regularidade espacial em conjuntos
limitados (ver Seção 7.2, Teorema D).

O trio Ca�arelli-Kohn-Niremberg [2] inspirou-se no resultado de Serrin e estudou o con-
junto S := {(~r, t) : ~u(~r, t) /∈ L∞(Qr)}, Qr cilindros parabólicos (ver Seção 8.1), isto é, pontos
no espaço-tempo onde a velocidade não é essencialmente limitada. Mostra-se que S tem di-
mensão de Hausdor� menor ou igual a 1 e, portanto, a solução ~u é regular espacialmente em
Sc. Posteriormente, Vasseur [23] demonstrou o mesmo resultado usando o método introduzido
por De Giorgi [4] para equações elípticas (ver Seção 8.3, Teorema E).
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2 Derivação das Equações de Navier-Stokes

2.1 Equações de Continuidade

De maneira genérica, uma equação de continuidade é aquela que preserva alguma quantidade
(geralmente física) Φ em um volume de controle Ω. Denotemos por S o criadouro e/ou sorve-
douro dessa quantidade física, isto é, temos criação ou destruição da quantidade física dentro
da região (ex: um �ralo� dentro da região, agindo como sorvedouro de massa), convencionando
que quando S > 0, temos sorvedouro. Temos que

d

dt

˚
Ω

Φ dV = −
‹
∂Ω

Φ ~u · n̂ dS −
˚

Ω

S dV, (2.1)

ou seja, a taxa de variação da quantidade Φ em Ω é o quanto �ui para fora de Ω à velocidade
~u e o quanto é sorvido por S (ou criado, caso S < 0). Usando o Teorema da Divergência e o
fato de que a equação acima é válida para qualquer volume Ω, temos que

Φt +∇ · (Φ ~u) + S = 0. (2.2)

podemos obter a mesma relação para o caso que a quantidade preservada seja um vetor, isto
é, ~Φ satisfaz

~Φt +∇ · (~Φ⊗ ~u) + ~S = 0, (2.3)

onde o sorvedouro ~S é vetorial.

2.1.1 Conservação de Massa

Para a conservação de massa, usaremos que ~S = 0, isto é, não há massa sendo criada nem
destruída, e tomaremos Φ = ρ, ρ densidade de massa. Usando (2.2) temos, portanto, que

ρt +∇ · (ρ~u) = 0. (2.4)

A equação acima é conhecida como equação da continuidade. Existem formas análogas para
quantidades como densidade de carga, por exemplo.

2.1.2 Conservação de Momentum

Para a conservação de momentum, usaremos ~Φ = ρ~u, ρ~u densidade de momentum. Por (2.3),
temos que

∂t(ρ~u) +∇ · (ρ ~u⊗ ~u) + ~S = 0. (2.5)

Usando que
∇ · (~a⊗~b) = (∇ · ~a)~b+ (~a · ∇)~b

e a equação da continuidade (2.4), temos que

(ρt +∇ · (ρ~u)) ~u+ ρ(~ut + (~u · ∇)~u) = ~S =⇒
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ρ ~ut + ρ (~u · ∇)~u = ~S (2.6)

As equações
∂tρ+∇ · (ρ~u) = 0;

ρ ∂t~u+ ρ (~u · ∇)~u = ~S
(2.7)

ainda são muito genéricas devido a não sabermos a forma de ~S.
Faremos a hipótese de que ~S pode ser escrito na forma ~S = ~fn + ~ft + ~fext, onde ~f indica

densidade de força e os subíndices são de força normal, tangencial e externa, respectivamente.
A força normal pode ser computada a partir da pressão, visto que

~fn = − 1

|Ω|

‹
∂Ω

P n̂ dS,

onde |Ω| denota o volume total do volume teste Ω, ou seja, a força normal é a média espacial da
pressão e tem sentido oposto à normal, assumindo P > 0. Usando o Teorema da Divergência,
temos que

~fn · ~v = − 1

|Ω|

‹
∂Ω

P ~v · n̂ dS = ~v ·
(
− 1

|Ω|

˚
Ω

∇P dV
)
,

onde ~v é um vetor constante não nulo. Usando que a equação acima vale para qualquer volume
teste e para qualquer vetor constante ~v, temos que, no limite de volume tendendo a zero,

~fn = −∇P. (2.8)

Em �uido ideal, as forças tangenciais são nulas, isto é, não há cisalhamento entre as linhas de
�uxo do �uido. Assim, temos que as equações abaixo modelam a evolução de �uidos ideais:

ρt +∇ · (ρ~u) = 0;

ρ ~ut + ρ (~u · ∇)~u+∇P = ~fext;
~u(~r, 0) = ~u0;

Ξ(P, ρ, ~u) = 0,

(2.9)

onde ~u0 é a velocidade inicial e Ξ é uma função de estado. Estas equações são conhecidas como
equações de Euler.

2.2 Fluidos Newtonianos

Caso estejamos tratando de �uidos reais, podemos assumir que a força tangecial pode ser escrita
na forma

~ft = ∇ · T,

onde T é o tensor de estresse. Newton assumiu que o tensor de estresse tem a relação

T ∝ ∂~u

∂xi
. (2.10)

Fluidos que obedecem (2.10) são conhecidos como �uidos newtonianos. Para construir T, foram
feitas as seguintes hipóteses (originalmente por Stokes):

1. A dependência de T por ∇~u é linear;

2. O �uido é isotrópico, isto é, não há direção preferencial de �uxo;

3. Para �uidos em repouso, ∇ · T ≡ 0, concordando com resultados de hidrostática.
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Separamos então o tensor T na forma T = As + Ad, onde As e Ad são matrizes simétricas de
traço nulo e diagonais, respectivamente. A maneira natural de construir o tensor é escrever
As = µ((∇~u)T +∇~u) e Ad = λ(∇ · ~u) I, onde I é a matriz identidade e µ e λ são os primeiro
e segundo coe�cientes de viscosidade, respectivamente (em geral, µ é conhecida somente como
viscosidade). Temos, portanto, as equações de Navier-Stokes:

ρt +∇ · (ρ~u) = 0;

ρ ~ut + ρ (~u · ∇)~u+∇P +∇ · [µ((∇~u)T +∇~u)] +∇ · [λ(∇ · ~u) I] = ~fext;
~u(~r, 0) = ~u0.

(2.11)

Note que se µ = λ = 0, ou seja, que o �uido não tenha força de arraste (�uido ideal), então as
equações de Navier-Stokes recaem nas equações de Euler.

Note também que se ρ e µ forem constantes não nulas (�uido homogêneo), então a equação
da continuidade torna-se

∇ · ~u = 0, (2.12)

enquanto a equação de momentum torna-se

~ut + (~u · ∇)~u+
1

ρ
∇P − ν∆~u =

1

ρ
~fext, (2.13)

onde ν := µ/ρ é de�nida como viscosidade cinemática. O conjunto das equações (2.12), (2.13),
juntamente com condição inicial ~u(~r, 0) = ~u0 são conhecidas como equações de Navier-Stokes
incompressíveis.

Ao longo do trabalho, não usaremos a formulação acima das equações de Navier-Stokes
incompressíveis (a partir de agora somente equações de Navier-Stokes), mas de�nindo ~f ′ext :=
1

ρ
~fext e P

′ :=
1

ρ
P (abandonaremos o indicador ′ posteriormente) e mapeando

(~r, t) 7→ (ν−1~r, ν−1t)

e, com isso, temos as equações de Navier-Stokes:

∇ · ~u = 0;

~ut + (~u · ∇)~u+∇P −∆~u = ~fext;
~u(~r, 0) = ~u0.

(2.14)

As equações de Navier-Stokes possuem uma escala típica: Se ~u, P são soluções das equações de
Navier-Stokes, então ~uk(~r, t) = λk~u(λk~r, λ2kt), Pk(~r, t) = λ2kP (λk~r, λ2kt) também são soluções.
Isto sugere que basta resolver o problema em regiões �pequenas"para termos as soluções na
região de real interesse.

Observação 1. Note que sempre é possível adicionar uma função C(t) à pressão e ainda sim
satisfazer as equações de Navier-Stokes. Em geral assume-se C(t) = 0, pois se C(t) 6= 0, então
existiria pressão variando no tempo, ainda que o campo de velocidades seja nulo, o que não é
�sicamente plausível. Haveria ainda a possibilidade da pressão ser uma constante não nula C,
mas bastaria mudar a pressão de referência do sistema para assumirmos C = 0. Da mesma
forma, para a equação de Stokes, poderíamos sempre somar um vetor constante à velocidade,
mas basta mudar a velocidade de referência para torná-la nula. Então ao longo do trabalho
assumir-se-á por simplicidade que estas funções e constantes são nulas.

3 De�nições e Desigualdades

3.1 De�nições Preliminares

De�nição 2. Diremos que uma função ~v é de divergência nula fracamente se˚
R3

~v · ∇g dV = 0 (3.1)
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para todo g ∈ C∞0 . A de�nição é motivada pelo Teorema da Divergência, pois funções diferen-
ciáveis com divergência nula satisfazem (3.1). Além disso, se temos que ~v satisfaz (3.1) e é de
classe C1, temos que ∇ · ~v = 0.

De�nição 3. De�ne os seguintes espaços de funções:

(i) Ck(Ω): o espaço das funções k vezes continuamente diferenciáveis em Ω ⊆ R3, 0 ≤ k ≤ ∞,
com o caso k = 0 sendo o espaço das funções contínuas e k =∞ sendo o espaço das funções
suaves;

(ii) Ck,α(Ω): o espaço de funções k vezes continuamente diferenciáveis em Ω ⊆ R3, 0 < α < 1,
0 ≤ k ≤ ∞ e para toda função f(~r) ∈ Ck,α(Ω), temos que existe constante C > 0 tal que

|∇if(~r)−∇if(~r′)| < C|~r − ~r′|α

para todo 0 ≤ |i| ≤ k.

(iii) Lp(Ω): o espaço das funções tais que
˚

Ω

|f |p dV <∞, 1 ≤ p <∞ e Ω ⊆ R3, com o caso

p =∞ sendo espaço de funções limitadas em quase todo ponto;

(iv) H
1
2 (I): o espaço das funções C0, 1

2 (R3) ∩ C0(I), I é intervalo e para toda função ~f(~r, t) ∈
H

1
2 (I), temos que ‖f(t)‖C0,1/2 ≤ C(t), onde ‖•‖C0,1/2 é a seminorma Hölder, que é de�nida

por

‖f‖C0,1/2 :=
|f(~r)− f(~r′)|
|~r − ~r′|1/2

.

De�nição 4. De�ne o operador moli�cador Jεv := ηε ∗ v, onde ηε := ε−3η(~r/ε), e η é de�nida
como

η(~r) =

C exp

(
1

|~r|2 − 1

)
se |~r| < 1;

0 se |~r| > 1,

onde C é uma constante tal que
˚

R3

η dV = 1. Os moli�cadores tem como papel fundamental

regularizar as funções e aproximá-las em espaços Lp e pontualmente (para quase todo ponto)[6,
Teorema 6 em Apêndice C.4].

De�nição 5. Denotaremos por (−∆)−1, (∂t − ∆)−1 os operadores que quando aplicados a
funções f ∈ L2(R3), obtemos

(−∆)−1f(~r) =
1

4π

˚
R3

f(~r′)

|~r′ − ~r|
dV ′ = ΦP ∗ f ;

(∂t −∆)−1f(~r, t) =
1

(4πt)
3
2

˚
R3

e−|
~r′−~r|2/4tf(~r′, t) dV ′ = ΦH ∗ f,

onde ΦP , ΦH são os núcleos de Poisson e do calor, respectivamente. A notação é natural para
usarmos as igualdades exponenciais, isto é, (−∆)(−∆)−1f = f (e o análogo para (∂t − ∆)).
Usaremos constantemente as estimativas ‖ΦH(~r, t)‖L2(R3) ≤ Ct−3/4, ‖∇mΦH(t)‖L2(R3) ≤ Ct−m/2

[19]. Além disso, utilizaremos frequentemente a transformada de Fourier de ∇̂2ΦP . Calculando,
obtemos

∇̂2ΦP = (2πi)2(~ξ ⊗ ~ξ)Φ̂P = −π(~ξ ⊗ ~ξ)|̂~r|−1. (3.2)

Note que

|̂~ξ|−2 =

˚
e−2πiξr cos θ|~ξ|−2|~ξ|2 sin θ dξ dθ dφ = −π|~r|−1
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=⇒ |̂~r|−1 = − 1

π
|~ξ|−2.

Concluímos que

∇̂2ΦP =
~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

(3.3)

3.2 Desigualdades

Listamos abaixo desigualdades e resultados clássicos envolvendo Teoria de Integração, com suas
demonstrações podendo ser encontradas em [6, Apêndices B.2, E.3 e Seção 5.6.2] .

1. Desigualdade de Hölder.

Se ~u ∈ Lp(Ω), ~v ∈ Lq(Ω) em algum domínio Ω ⊂ R3, com 1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞,
então ˚

Ω

|~u · ~v| dV ≤ ‖~u‖Lp(Ω)‖~v‖Lq(Ω). (3.4)

O caso especial p = q = 2 é conhecido como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

2. Desigualdade de Young. Se 1 < p, q <∞, com 1/p+1/q = 1, então para todo a, b > 0,
temos

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (3.5)

3. Desigualdade de Young para Convoluções.

Se ~u ∈ Lp(Ω), ~v ∈ Lq(Ω) e ~u ∗ ~v ∈ Lr(Ω) em algum domínio Ω ⊂ R3, com 1/p + 1/q =
1 + 1/r, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, então

‖~u ∗ ~v‖Lr(Ω) ≤ ‖~u‖Lp(Ω)‖~v‖Lq(Ω). (3.6)

4. Desigualdade de Morrey.

Se 3 < p ≤ ∞, então existe uma constante Cp > 0 tal que

‖~u‖C0,γ(R3) ≤ Cp‖~u‖W 1,p(R3), (3.7)

onde γ := 1− 3/p

5. Desigualdade de Poincaré.

Se ~u ∈ W 1,p
0 em algum domínio Ω ⊂ R3 para 1 ≤ p ≤ ∞, então existe uma constante

Cp > 0 tal que
‖~u‖Lp(Ω) ≤ Cp‖∇~u‖Lp(Ω). (3.8)

6. Desigualdade de Minkowski.

Se ~u,~v ∈ Lp(Ω) para algum domínio Ω ⊂ R3, para 1 ≤ p ≤ ∞, então

‖~u+ ~v‖Lp(Ω) ≤ ‖~u‖Lp(Ω) + ‖~v‖Lp(Ω) (3.9)

7. Desigualdade de Gronwall.

Se η uma função não-negativa, absolutamente contínua em [0, T ] que satisfaz

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t)

em quase todo t ∈ [0, T ], onde φ, ψ ∈ L1
loc([0, T ]), então, para todo 0 ≤ t ≤ T ,

η(t) ≤ e
´ t
0 φ(s) ds

[
η(0) +

ˆ t

0

ψ(s) ds

]
. (3.10)
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8. Lema de Fatou.

Se fk é uma sequência de funções não negativa e integráveis, então
˚

R3

lim inf
k→∞

fk dV ≤ lim inf
k→∞

˚
R3

fk dV. (3.11)

9. Desigualdade de Tchebichev.

Para todo 0 < p <∞, f ∈ Lp(Ω), t > 0, temos
˚

Ω

χ{|f |≥t} dV ≤ t−p‖f‖pLp(Ω). (3.12)

4 Equações de Stokes

Nessa seção, estudaremos as equações linearizadas de Navier-Stokes (conhecidas como equações
de Stokes), ou seja, onde não temos o termo convectivo �(~u · ∇)~u�. As equações de Stokes são

∇ · ~u = 0;

~ut +∇P −∆~u = ~fext;
~u(~r, 0) = ~u0.

(4.1)

Temos que essas equações são um bom modelo para �uxo laminar (ver Observação 18). Como
(4.1) é linear, estudaremos os casos de força externa e condição inicial nula separadamente e
faremos a sobreposição dos resultados. A condição inicial ~u0 ∈ L2(R3), com divergência fraca
nula deve ser entendida no sentido do limite em L2, isto é, lim

t→0+
‖~u(t)− ~u0‖L2(R3) = 0

Para o caso de força externa nula, sabemos que a solução é ~u = (∂t −∆)−1~u0, P = 0 [6,
Capítulos 2 e 3]; o caso de condição inicial nula é não-trivial: deve-se usar o núcleo de Oseen T
[17, Capítulo 2], que é de�nido por

T(~r, t) := (∂t −∆)−1
(
∇2 ΦP (~r)δ(t) + δ(~r)δ(t)I

)
= ΦHI +∇2F, (4.2)

onde F é dada por

F := (−∆)−1ΦH =
1

4π
3
2 t

1
2 |~r|

ˆ |~r|
0

e−ξ
2/4t dξ, (4.3)

lembrando que ΦH , ΦP são núcleos das equações do calor e de Poisson, respectivamente.

Observação 6. Não confundir a matriz Hessiana ∇2 com o operador Laplaciano ∆.
Usando o núcleo de Oseen, temos que a solução é ~u(~r, t) = T∗∗~fext, P (~r, t) = −(−∆)−1∇·

~fext, onde denotamos ∗∗ a convolução espaço-temporal entre 0 e T .

Observação 7. Note que F é suave no espaço e satisfaz para todo |m| ≥ 0 [19, Apêndice A.3]

|∇mF (~r, t)| ≤ Cm
(|~r|2 + t)(m+1)/2

, (4.4)

onde m é um multiíndice, isto é, m = (m1,m2,m3), com |m| = m1 +m2 +m3 e está indicando

quantas derivadas estão sendo tomadas por coordenada, ou, seja, ∇mf =
∂|m|f

∂xm1∂ym2∂zm3
.

Temos, portanto, que T é suave, com

|∇mT(~r, t)| ≤ Cm
(|~r|2 + t)(m+3)/2

(4.5)
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para todo |m| ≥ 0, ~r ∈ R3, t ≥ 0. Calculando explicitamente as integrais, temos que ‖T‖L2(R3) ≤
Ct−

3
4 e ‖∇T‖L1(R3) ≤ Ct−

1
2 . Além disso, pelo teorema da convergência dominada, temos que

T ∈ C((0,∞);L2) e ∇T ∈ C((0,∞);L1) e que [19, Lema 1.6]
˚

R3

|∇T(~r − ~r′′, t)| − ∇T(~r′′ − ~r′, t)| dV ′′ ≤ C|~r − ~r′|1/2t−3/4. (4.6)

Então temos que as soluções de (4.1) são

~u(~r, t) = (∂t −∆)−1~u0 + T ∗ ∗~fext;
P (~r, t) = −(−∆)−1∇ · ~fext.

(4.7)

4.1 Densidade de Força Externa Genérica

Nessa seção, demostraremos que (4.7) de fato são soluções das Equações de Stokes sob hipótese
de regularidade de ~fext, baseado na demonstração de [19, Capítulo 2].

Teorema 8 (Soluções clássicas). Suponha que ~fext ∈ C∞(R3 × [0, T )) e �xado t ∈ [0, T ),

supp ~fext ⊂ BR(0). Então (4.7) são soluções de (4.1), com ~u ∈ C([0, T );L2).

Demonstração. Note que pela construção das soluções, podemos separar nos casos de condição
inicial não nula e força externa não nula. Para o caso de condição inicial não nula, temos que
‖ΦH(t) ∗ ~u0‖L2(R3) ≤ ‖~u0‖L2(R3) e como ΦH(~r, t)

t→0
⇀ δ(~r), ‖ΦH(t) ∗ ~u0 − ~u0‖L2(R3)

t→0→ 0, basta
provar, portanto, o caso de força externa não nula.

Para isto, notando que T ∈ L1
loc([0, T );L2), temos que ~u ∈ C([0, T );L2), com ‖~u‖L2(R3) →

0 se t→ 0. Além disso, usando que T ∈ C([0,∞);L2), temos que∇~u, ∆~u e ∂t~u, pelo teorema da
convergência dominada, são contínuas e pertencem a C((0, T );L2). Pelo Teorema de Plancherel
e por (3.3), ∇P também goza das propriedades anteriores, já que

‖∇P (t)−∇P (t′)‖2
L2(R3) = ‖ − ∇(−∆)−1∇ · (~fext(t)− ~fext(t

′))‖2
L2(R3) ≤

˚
R3

∣∣∣∣∣~ξ ⊗ ~ξ|~ξ|2
(
~̂f ext(t)− ~̂f ext(t

′)

)∣∣∣∣∣
2

dV ≤ ‖~fext(t)− ~fext(t
′)‖2

L2(R3).

Note que ~u, P satisfazem a equação de Stokes se e somente se

(∂t + 4π2|~ξ|2)~̂u+ 2πi~ξP̂ = ~̂f ext, (4.8)

~ξ · ~̂u = 0, (4.9)

onde (̂•) denota a transformada de Fourier. Como ∆P = ∇ · ~fext, temos que −4π2|~ξ|2P̂ =

2πi~ξ · ~̂f ext e, portanto,

2πi~ξP̂ = 2πi
2πi

−4π2|~ξ|2
(~ξ ⊗ ~ξ) ~̂f ext =

~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

~̂f ext.

Aplicando a equação acima em (4.8), obtemos

(∂t + 4π2|~ξ|2)~̂u =

(
I−

~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

)
~̂f ext. (4.10)

Para veri�carmos que a solução satisfaz a equação de Stokes no espaço de Fourier, note que
−∆F = ΦH e, portanto, utilizando que Φ̂H = e−4π2t|~ξ|2 , temos

∇̂2F = −
~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

e−4π2t|~ξ|2 . (4.11)
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Aplicando o operador (∂t + 4π2|~ξ|2) no campo de velocidades no espaço de Fourier, concluímos
que

(∂t + 4π2|~ξ|2)~̂u = (∂t + 4π2|~ξ|2)

ˆ t

0

(
I−

~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

)
~̂f ext(ξ, s)e

−4π2(t−s)|~ξ|2 ds =(
I−

~ξ ⊗ ~ξ
|~ξ|2

)
~̂f ext.

(4.12)

Lema 9. Se ~fext ∈ C([0, T );L2), então as soluções (4.7) satisfazem

(i) ~u ∈ C((0, T );L∞), com

‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~fext(s)‖L2(R3)

(t− s) 3
4

ds+ C‖~u0‖L2(R3)t
−3/4; (4.13)

(ii) ∇~u ∈ C((0, T );L2), com

‖∇~u(t)‖L2(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~fext(s)‖L2(R3)

(t− s) 1
2

ds+ C‖~u0‖L2(R3)t
−1/2; (4.14)

(iii) ~u ∈ C([0, T );L2), com

‖~u(t)‖L2(R3) ≤
ˆ t

0

‖~fext(s)‖L2(R3) ds+ ‖~u0‖L2(R3), (4.15)

1

2
‖~u0‖2

L2(R3) =
1

2
‖~u(t)‖2

L2(R3) +

ˆ t

0

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds−

ˆ t

0

‖~u · ~fext‖L1(R3) ds. (4.16)

Observação 10. Por (4.16), temos que a energia cinética inicial é distribuída em energia ci-
nética em um tempo t > 0, dissipação de energia pela viscosidade e em �ganho� de energia
pela força externa (as aspas devem-se a assumirmos que a força é positiva na interpretação,
enquanto a equação mantém-se válida independente do sinal de ~fext). Note que caso a vis-
cosidade dinâmica µ = 0 e ~fext = 0, temos conservação de energia; caso a força seja sempre
perpendicular a velocidade, então não há variação de energia por forças externas, embora haja
indução de velocidades por ela.

Observação 11. Note que se assumirmos ∇i ~fext ∈ C([0, T );L2) para todo 0 ≤ |i| ≤ m, então
∇m+1~u ∈ C((0, T );L2), com

‖∇m+1~u(t)‖L2(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖∇m ~fext(s)‖L2(R3)

(t− s) 1
2

ds+ C‖~u0‖L2(R3)t
−(m+1)/2. (4.17)

Demonstração. A prova de (i) e (ii) são aplicações da Desigualdade de Young para convoluções
(3.6) e das estimativas para os núcleos de Oseen e do calor. Para provarmos (iii), consideraremos
dois casos:

Caso 1. ~fext ∈ C∞(R3 × [0, T )) e �xado t ∈ [0, T ), supp ~fext(t) ⊂ BR(0). Então, pelo
teorema anterior, temos que ~u ∈ C([0, T );L2). Escolhendo ~r′ ∈ BR(0) e |~r| > 2R, temos que
|~r|/2 < |~r| −R < |~r − ~r′| < |~r|+R. Usando Cauchy-Schwarz (3.4), temos que

|~u(~r, t)| ≤ C

(|~r|2 + t)3/2
∗ ∗|~fext| ≤

C|BR(0)|1/2t
|~r|3

max
0≤s≤t

‖~fext(s)‖L2(R3) ≤ C|~r|−3.
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Similarmente, temos |~u(~r, t)| ≤ C|~r|−5 e |∇P (~r, t)| ≤ C|~r|−3, o que implica que em [0, T ′],
T ′ < T , esses módulos convirjam uniformemente a zero quando |~r| → ∞. Note que pelas
equações de Stokes, temos que |∂t~u(~r, t)| ≤ C|~r|−3. Usando que todas as derivadas do campo
de velocidades pertencem a C((0, T );L2), podemos integrar a equação de Stokes multiplicada
pela velocidade em R3 × (δ, t), δ > 0, obtendo

1

2

ˆ t

δ

d

dt
‖~u(s)‖2

L2(R3) ds−
ˆ t

δ

˚
R3

~u ·∆~u dV ds+

ˆ t

δ

˚
R3

~u · ∇P dV ds =

ˆ t

δ

‖~u · ~fext‖L1(R3) ds

=⇒ 1

2
‖~u(t)‖2

L2(R3) −
1

2
‖~u(δ)‖2

L2(R3) =

ˆ t

δ

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds+

ˆ t

δ

‖~u · ~fext‖L1(R3) ds,

onde foi usado que ~u tem divergente nulo (para o termo de pressão se anular), o Teorema
Fundamental do Cálculo (para o termo de energia cinética) e integração por partes (para o
termo de energia de dissipação). Usando o fato de que podemos tomar o limite δ → 0+ a partir
do Teorema da Convergência Dominada, obtemos (4.16). Além disso, temos por (4.16) e a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.4) que

d

dt
‖~u(t)‖2

L2(R3) ≤ 2‖~u · ~fext‖L1(R3) ≤ 2‖~u(t)‖L2(R3)‖~fext(t)‖L2(R3)

⇒ d

dt
‖~u(t)‖L2(R3) ≤ ‖~fext(t)‖L2(R3). (4.18)

Ao integrarmos no tempo a equação acima, temos (4.15).
Caso 2. ~fext ∈ C(R3× [0, T );L2). Considera T ′ < T e usa a densidade das funções suaves

para obter uma sequência {~fR} ⊂ C(R3 × [0, T ′);L2) tal que ~f ∈ C∞(R3 × R) e supp ~f(t) ⊂
BR(0) para todo t, com ~fR → ~fext quando R→∞. Então podemos escolher ~uR1 , ~uR2 e aplicar
(4.15) para a diferença dessas funções para termos que ~uR é uma sequência de Cauchy em
C((0, T ′];L2) e, portanto, ~uR → ~u′ em C([0, T ′);L2). Aplicando (4.13) para ~uR − ~u, temos
que ‖~uR − ~u‖L∞(R3) → 0 quando R → ∞. Como temos que convergência em L2 implica em
convergência de subsequência em quase todo ponto, temos que ~u = ~u′. Como ~u ∈ C(R3 ×
[0, T ′];L2), temos (4.15) para ~uR, bastando aplicar R→∞ para obtermos (4.15).

Usando (4.14) para ~uR − ~u, temos que ∇~uR → ∇~u em C([δ, T ′];L2), δ > 0 se R → ∞.
Então podemos integrar a equação de Stokes com ~uR multiplicada pela velocidade ~uR em
R3 × (δ, t), tomarmos os limites R→∞, δ → 0+ e obtemos (4.16).

4.2 Densidade de Força Externa da Forma −(~g · ∇)~g

Consideraremos agora forças externas da forma ~fext = −(~g · ∇)~g, com ~g ∈ C((0, T ), L∞) com
divergência fraca nula, ‖~g‖L∞(R3) < ∞ se t → 0+. Consideraremos também a forma fraca das
soluções de Stokes, isto é, procurar soluções no sentido distribucional, já que a forma proposta
de ~fext não está bem de�nida pela regularidade de ~g. O objetivo de tomarmos a força externa
desta forma é tomarmos ~g = ~u para estudarmos as Equações de Navier-Stokes, notando que as
hipóteses a serem feitas para ~g também serão aplicadas à ~u (ver De�nição 19 em 5.1).

De�nição 12. Diremos que ~u, P são soluções distribucionais das equações de Stokes se ~u tiver
divergência fraca nula e˚

R3

~u0 ·~φ(0) dV +

ˆ T

0

˚
R3

(~u ·(~φt+∆~φ)+P ∇·~φ) dV dt = −
ˆ T

0

˚
R3

~g ·(~g ·∇)~φ dV dt (4.19)

para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3).
Também modi�caremos as soluções das equações de Stokes para a forma especí�ca da

força externa, obtendo

~u(~r, t) = (∂t −∆)−1~u0 −∇ · [T ∗ ∗(~g ⊗ ~g)];
P (~r, t) = ∇ · ∇ · (−∆)−1(~g ⊗ ~g).

(4.20)
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Lema 13. Para ~u0 ∈ L2(R3), as funções de�nidas em (4.20) satisfazem:

(i) Se ~u0 é limitada, então ~u ∈ C((0, T );L∞), com

‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~g(s)‖2
L∞(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3). (4.21)

Além disso, ~u ∈ C([0, T );L∞) se ~u0 ∈ L∞ é uniformemente contínua;

(ii) ~u ∈ H1/2((0, T )), com a constante C0(t) (ver De�nição 3 em 3.1) satisfazendo

C0(t) ≤ C

ˆ t

0

‖~g(s)‖2
L∞(R3)

(t− s)3/4
ds+ C

‖ ~u0‖L2(R3)

t
; (4.22)

(iii) Se ~g ∈ C([0, T );L2), então P, ~u ∈ C([0, T );L2), com

‖~u(t)‖L2(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~g(s)‖L∞(R3)‖~g(s)‖L2(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L2(R3); (4.23)

Além disso, se ~gn → ~g em C([0, T ′];L2), T ′ < T , e max
0≤t≤T ′

‖~gn‖L∞(R3) ≤ max
0≤t≤T ′

‖~g‖L∞(R3),

então ~un → ~u, Pn → P , ambas em C([0, T ′];L2);

(iv) Se ~g ∈ H1/2((0, T )), com constante C0(t) <∞ se t→ 0+, então ∇~u ∈ C((0, T );L∞), com

‖∇~u(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~g(s)‖L∞(R3)C0(s)

(t− s)3/4
ds+ C

‖ ~u0‖L2(R3)

t5/4
. (4.24)

Observação 14. Note que se assumirmos ∇i~g ∈ C((0, T );L∞) para todo 0 ≤ |i| ≤ m, com
‖∇i~g‖L∞(R3) < ∞ quando t → 0+, então ∇m~u ∈ H1/2((0, T )), com a constante Cm(t) (ver
Observação 7 em Seção 4) satisfazendo

Cm(t) ≤ C
∑

α+β=m

ˆ t

0

‖∇α~g(s)‖L∞(R3)‖∇β~g(s)‖L∞(R3)

(t− s)3/4
ds+ C

‖ ~u0‖L2(R3)

t(m+2)/2
. (4.25)

Observação 15. Note que que se assumirmos ∇i~g ∈ H1/2((0, T )) ∩ C((0, T );L∞), com 0 ≤
|i| ≤ m − 1, com constante Ci(t), ‖∇i~g‖L∞(R3) < ∞ se t → 0+, então ∇m~u ∈ C((0, T );L∞),
com

‖∇m~u(t)‖L∞(R3) ≤ Cm
∑

α+β=m−1

ˆ t

0

‖∇α~g(s)‖L∞(R3)Cβ(s)

(t− s)3/4
ds+ C

‖ ~u0‖L2(R3)

t(2m+3)/4
. (4.26)

Demonstração. Para (i), bastar notar que como ‖~g‖L∞(R3) < ∞, o produto tensorial também
pertence a esse espaço, concluindo a desigualdade a partir da inequação de Young para convo-
luções (3.6) e ‖∇ΦH‖L1(R3) ≤ Ct−1/2 que ‖∇ · [T ∗ ∗(~g ⊗ ~g)]‖L∞(R3) ≤ ‖~g‖2

L∞(R3)‖∇ΦH‖L1(R3) ≤
C‖~g‖2

L∞(R3)t
−1/2;

Para (ii), usando as inequações de Morrey (3.7), Poincaré (3.8) e de Young para convolu-
ções (3.6), temos que ‖ΦH ∗ ~u0‖C0,1/2(R3) ≤ C‖ΦH ∗ ~u0‖W 1,6(R3) ≤ C‖∇ΦH‖L3/2(R3)‖~u0‖L2(R3) =

C‖~u0‖L2(R3)t
−1, notando que ‖∇ΦH‖L3/2(R3) ≤ Ct−1. Usando que (4.6), concluímos que

|~u(~r, t)− ~u(~r′, t)| ≤ |(∇T(~r, t)−∇T(~r′t)) ∗ ∗(~g ⊗ ~g)|+ |(ΦH(~r, t)− ΦH(~r′, t)) ∗ ~u0|

≤ C

[ˆ t

0

‖~g(s)‖2
L∞(R3)

(t− s)3/4
ds+

‖ ~u0‖L2(R3)

t

]
|~r − ~r′|1/2;
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Para (iii), basta usar as desigualdades de Hölder (3.4) e de Young para convoluções
(3.6) para concluir a desigualdade. Para o limite da velocidade, basta notar que max

0≤t≤T ′
‖~gn −

~g‖L∞(R3) ≤ 2 max
0≤t≤T ′

‖~g‖L∞(R3) e max
0≤t≤T ′

‖~gn − ~g‖L2(R3) → 0; para o limite da pressão, note que,

pelo Teorema de Plancherel e por (3.3),

‖∇ · ∇ · (−∆)−1(~g ⊗ ~g)‖2
L2(R3) =

∥∥∥∥∥~ξ ⊗ ~ξ|~ξ|2 : ̂(~g ⊗ ~g)

∥∥∥∥∥
2

L2(R3)

≤ ‖̂(~g ⊗ ~g)‖2
L2(R3) = ‖(~g ⊗ ~g)‖2

L2(R3)

(4.27)
e, portanto, ‖P − Pn‖L∞(R3) ≤ ‖(~g ⊗ ~g)− (~gn ⊗ ~gn)‖2

L2(R3) → 0;

Para (iv), usando que ‖∇ΦH(t)‖L2(R3) ≤ Ct−5/4 (ver De�nição 3 em Seção 3.1), ∇(∂t −
∆)−1~u0 ∈ C((0, T );L∞) [6, Teorema 2, Seção 2.3], ~g tem divergência nula fracamente e que
|∇2T| ≤ C(|~r|2 + t)−5/2, temos que

|∇~u| = | − (∇2T ∗ ∗~g ⊗ ~g) +∇ΦH ∗ ~u0| ≤ C

ˆ t

0

‖~g(s)‖L∞(R3)C0(s)

(t− s)3/4
ds+ C

‖ ~u0‖L2(R3)

t5/4
.

Para a continuidade de ∇~u, �xa M majorante de ‖~g(s)‖L∞(R3), C0(t) para t ∈ [0, T ′], T ′ < T .
Fixa ε > 0 e escolhe η > 0 tal que para t ≤ 2η

ˆ t

0

1

(t− s)3/4
ds ≤ ε

M2
.

Por hipótese, temos que ~g⊗~g é uniformemente contínua e, portanto, podemos tomar δ ∈ [0, η/2]
tal que ‖~g(s)⊗ ~g(s)− ~g(t)⊗ ~g(t)‖L∞(R3) ≤ (εη)/T ′, onde s, t ∈ [δ/2, T ′] e |t− s| < δ. Tomando
agora t1, t2 ∈ [0, T ′] tais que t1 < t2, |t1 − t2| < δ, temos que

|∇~u(t1)−∇~u(t2)| ≤ |ΦH(t1) ∗ ~u0 − ΦH(t2) ∗ ~u0|+
∣∣∣∣ˆ t2−t1

0

∇2T(t2 − s) ∗ ~g(s)⊗ ~g(s) ds

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ˆ t2

t2−t1
∇2T(t2 − s) ∗ [~g(s)⊗ ~g(s)− ~g(s− (t2 − t1))⊗ ~g(s− (t2 − t1)] ds

∣∣∣∣ .
O primeiro valor absoluto é devido a continuidade de ΦH ; o segundo pode ser calculado a partir
da divergência fraca nula de ~g, levando a∣∣∣∣ˆ t2−t1

0

∇2T(t2 − s) ∗ ~g(s)⊗ ~g(s) ds

∣∣∣∣ ≤M2

ˆ t2−t1

0

C

(t2 − s)3/4
ds ≤ Cε.

Se t2 < 2η, concluímos que∣∣∣∣ˆ t2

t2−t1
∇2T(t2 − s) ∗ [~g(s)⊗ ~g(s)− ~g(s− (t2 − t1))⊗ ~g(s− (t2 − t1)] ds

∣∣∣∣ ≤ 2Cε

. Caso t2 ≥ 2η, usando que �
ˆ t2

t2−t1
=

ˆ η

t2−t1
+

ˆ t2−η

η

+

ˆ t2

t2−η
�, podemos estimar por partes:

como a primeira e a terceira integrais tem intervalo de integração menor que 2η, podemos
usar a estimativa anterior e termos que estas integrais são menores ou iguais a 2Cε; para a
segunda integral, usando as desigualdades de Minkowisky (3.9), Young para convoluções (3.6),
‖∇T‖L1(R3) ≤ Ct−1 e notando que s, s − (t2 − t1) ∈ [η/2, T ′] para todo s no intervalo de
integração, temos que esta integral é menor ou igual a Cε e, portanto,

|∇~u(t1)−∇~u(t2)| ≤ 5Cε;

As observações seguem das mesmas argumentações acima aplicadas às derivadas de ~g.
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O Teorema abaixo nos dará a unicidade das soluções de Stokes (ver Observação 17 desta
seção):

Teorema 16. Se ~u ∈ C([0, T ;L2) com divergência fraca nula, P ∈ L1
loc(R3 × [0, T )) e

ˆ T

0

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) + P ∇ · ~φ) dV dt = 0 (4.28)

para todo ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3), então ~u ≡ 0, P ≡ 0.

Demonstração. De�ne

~v(~r, t) :=

ˆ t

0

ηε ∗ ~u(~r, s) ds

e

Q(~r, t) :=

ˆ t

0

ηε ∗ P (~r, s) ds.

Note que ~v, Q satisfazem (4.28) ao trocarmos ~u por ~v e P por Q se e somente se

˚
R3

ηε(~r′)

˚
R3

ˆ T

0

ˆ t

0

~u(~r, s) · (~φt(~r + ~r′, t) + ∆~φ(~r + ~r′, t))+

+P (~r, s)∇ · ~φ(~r + ~r′, t) ds dt dV dV ′ = 0

Escolhe

~Ψ(~r, t) := −
ˆ T ′

t

~φ(~r + ~r′, s) ds,

onde T ′ < T e φ se anula para t > T ′. Então temos (4.28) trocando ~φ por ~Ψ, pois ~Ψ ∈
C∞0 (R3 × [0, T );R3). Usando integração por partes e o Teorema de Fubini, temos, portanto,
que

˚
R3

ˆ T

0

(ˆ t

0

~u(~r, s) · (~φt(~r + ~r′, t) + ∆~φ(~r + ~r′, t)) + P (~r, s)∇ · ~φ(~r + ~r′, t) ds

)
dt dV = 0,

concluindo que, de fato, ~v, Q satisfazem (4.28).
Escolhe ~φ := ∇ψ e, portanto,

ˆ T

0

˚
R3

P ∆ψ dV dt = −
ˆ T

0

˚
R3

∇(ψt + ∆ψ) · ~u dV dt = 0,

pela divergência fraca nula de ~u. Analogamente,

ˆ T

0

Q∆ψ dV dt = 0 ⇐⇒

˚
R3

ηε(~r′)

ˆ T

0

˚
R3

ˆ t

0

P (~r, s)∆ψ(~r + ~r′, t) ds dV dt dV ′ = 0

De�nindo

Ψ(~r, t) := −
ˆ T ′

t

ψ(~r + ~r′, s) ds,

trocando ψ por Ψ, usando novamente integração por partes e o Teorema de Fubini, temos que

ˆ T

0

˚
R3

ˆ t

0

P (~r, s)∆ψ(~r + ~r′, t) ds dV dt = 0.
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Substituindo ~u por ~v, P por Q e ~φ por ∆~φ em (4.28), temos que
ˆ T

0

˚
R3

∆(~φt + ∆~φ) · ~u dV dt =

ˆ T

0

˚
R3

(~φt + ∆~φ) ·∆~u dV dt = 0.

Usando a unicidade das soluções fracas da equação do calor (Lema A.2 de [19]), temos que
∆~v ≡ 0 em todo ponto. Pelo Teorema de Liouville [6, Teorema 8 da Seção 2.2] e por ~v ∈
C([0, T );L2), temos que ~v ≡ 0. Diferenciando em t, temos que ηε ∗~u ≡ 0. Pela convergência em
quase todo ponto do moli�cador, temos que ~u ≡ 0 em quase todo ponto. Usando argumento
similar, podemos mostrar que P ≡ 0 usando a unicidade das soluções fracas da equação de
Laplace.

Observação 17. O fato de termos soluções nulas caso ~u0 = ~fext = 0 implica unicidade de
soluções, pois caso tenhamos ~u, P , ~v,Q soluções de (4.1) no sentido distribucional com as
mesmas condições iniciais e forças externas, então basta considerar ~w := ~u − ~v, S := P − Q e
aplicarmos o teorema anterior para descobrirmos que 0 = ~w = ~u−~v, 0 = S = P −Q. Podemos
concluir o principal teorema envolvendo as equações de Stokes:

Teorema A (Existência e Unicidade das Soluções das Equações de Stokes). As solu-
ções distribuicionais de (4.1), com

~fext = −(~g · ∇)~g, onde ~g ∈ C([0, T ), L2) ∩ C((0, T ), L∞)

com divergência fraca nula, ‖~g(t)‖L∞(R3) <∞ se t→ 0+ são dadas por (4.20) e são únicas nas
classes ~u ∈ C([0, T ), L2), P ∈ L1

loc(R3 × [0, T )).

Demonstração. Pelo teorema anterior, temos unicidade. Pelo Lema 13 (iii), ‖~u(t)− ~u0‖L2(R3) →
0 se t→ 0.

Toma T ′ ∈ (0, T ) e toma sequência ~gn ∈ C∞(R3×[0, T );R3) tal que supp~gn ⊂ BRn(0) para
algum Rn > 0 tal que ‖~gn − ~g‖C([0,T ′);L2) → 0 se n→∞ e max

0≤t≤T ′
‖~gn‖L∞(R3) ≤ max

0≤t≤T ′
‖~g‖L∞(R3).

Considera ~un, Pn satisfazendo (4.20) trocando ~g por ~gn. Então temos que ~un tem divergência
fraca nula e˚

R3

~u0 ·~φ(0) dV +

ˆ T

0

˚
R3

(~un ·(~φt+∆~φ)+Pn∇·~φ) dV dt =

ˆ T

0

˚
R3

~gn ·(~gn ·∇)~φ dV dt (4.29)

para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3), com ~φ nula se t > T ′. Pelo Lema 13 (iii), temos
‖~un−~u‖C([0,T ′);L2) → 0, ‖Pn−P‖C([0,T ′);L2) → 0 se n→∞. Então basta tomar o limite em n para
obtermos que, de fato, ~u, P de�nidas em (4.20) satisfazem (4.1) no sentido distribucional.

Observação 18. Usando a de�nição de número de Reynolds, que mede o �grau de importância�
entre a não-linearidade e o termo de viscosidade, isto é,

Re :=
‖(~u · ∇)~u‖L2(R3)

‖ν∆~u‖L2(R3)

,

temos que (4.20) são as soluções exatas para as equações de Navier-Stokes para Re = 0, o que
as tornam boas aproximações para os casos de �uxo laminar (Re� 1).

5 Soluções Fortes das Equações de Navier-Stokes

5.1 Equações de Navier-Stokes sem condição inicial

Pelo Teorema A, temos a intuição de substituirmos ~g por ~u para obtermos as Equações de
Navier-Stokes e é natural esperarmos que se impusermos as mesmas condições que tínhamos
em ~g, isto é, ~u ∈ C([0, T ), L2) ∩ C((0, T ), L∞), consigamos garantir as mesmas propriedades
anteriores. Estudaremos primeiro o caso onde não há condição inicial:
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De�nição 19. O par ~u, P é dito solução forte das equações de Navier-Stokes em (0, T ) se
P ∈ L1

loc(R3 × (0, T )), ~u ∈ C((0, T ), L2) ∩ C((0, T ), L∞) com divergência fraca nula tais que

ˆ T

0

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) + P ∇ · ~φ) dV dt = −
ˆ T

0

˚
R3

~u · (~u · ∇)~φ dV dt (5.1)

para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × (0, T );R3).

Proposição 20. Se ~u, P são soluções fortes em (0, T ), então

˚
R3

~u(t1) · φ(t1)− ~u(t2) · φ(t2) dV

ˆ t2

t1

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) + P ∇ · ~φ) dV dt =

−
ˆ t2

t1

˚
R3

~u · (~u · ∇)~φ dV dt.

(5.2)

para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3) e t1, t2 ∈ (0, T ), com t1 < t2.

Demonstração. De�ne ~φh(~r, s) := ~φ(~r, s)θh(s), onde θh(s) ∈ C∞(R) é uma função decrescente
normalizada no espaço tal que θh(s) = 1 se s ≤ t2 e θh(s) = 0 se s ≥ t2 +h (θh pode ser pensado
como uma �função de Heaviside suave�). Usando ~φh(~r, s) no lugar de φ(~r, s) em (5.1), temos
que

ˆ t2+h

0

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) + P ∇ · ~φ)θh dV dt+

ˆ t2+h

t2

˚
R3

(~u · ~φ)θ′h dV dt =

−
ˆ t2+h

0

˚
R3

(~u · (~u · ∇)~φ)θh dV dt

(5.3)

Como ~u, ~φ ∈ C((0, T );L2), então a função s 7→
˚

R3

~u(s) · ~φ(s) ds é contínua. Note que

θ′h(s)→ − δ(t2) se h→ 0+ no sentido distribucional. Então tomando h→ 0+, temos que
˚

R3

(~u · ~φ)θ′h dV dt→ −
˚

R3

(~u(t2) · ~φ(t2)) dV dt.

Refazendo o mesmo processo para t1 e tomando o limite h → 0+ juntamente com o Teorema
da Convergência Dominada, obtemos (5.2).

Pela proposição acima e pelos teoremas de unicidade e existência de solução distribucional
das equações de Stokes, temos que

~u(~r, t2) = ΦH(t2 − t1) ∗ ~u(t1)−∇ · [T ∗ ∗(~u⊗ ~u)];
P (~r, t2) = ∇ · ∇ · (−∆)−1(~u(t2)⊗ ~u(t2)).

(5.4)

são representações de soluções de (5.1) para todo t1, t2 ∈ (0, T ), com t1 < t2, onde f ∗ ∗g :=ˆ t2

t1

g(t2 − t1 − s) ∗ f(s) ds (note que a diferença está nos limites de integração temporais, ver

Observação 6).

Teorema 21. Se ~u é solução forte de Navier-Stokes em (0, T ), então

∇m~u ∈ C((0, T );L2) ∩ C((0, T );L∞) (5.5)

para todo m ≥ 0.
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Demonstração. Primeiro provemos que, para todo |m| ≥ 0,

∇m~u ∈ C((0, T );L∞) ∩H1/2((0, T )).

Prosseguimos por indução. A base indutiva segue da de�nição de solução forte e do Lema
13 (ii) com ~u0 ≡ 0; o passo indutivo segue do Lema 13 (iv) e das observações 14 e 15.

Provemos que, para todo |m| ≥ 0,

∇m~u ∈ C((0, T );L2),∇m[(~u · ∇)~u] ∈ C((0, T );L2).

A base indutiva segue da de�nição de solução forte e do fato de que

‖(~u(t) · ∇)~u(t)− (~u(s) · ∇)~u(s)‖L2(R3) ≤ ‖~u‖L2(R3)‖∇~u(t)−∇~u(s)‖L∞(R3)

+‖∇~u(s)‖L∞(R3)‖~u(t)− ~u(s)‖L2(R3),
(5.6)

onde somou-se (~u(t) ·∇)~u(s)− (~u(t) ·∇)~u(s) e foi usada a desigualdade de Hölder (3.4); o passo
indutivo segue da Observação 10 e usa-se processo similar a (5.6) para as derivadas de ~u.

Como corolários, temos que as soluções fortes de Navier-Stokes (sem condição inicial)
são suaves (Corolário 22) e satisfazem a equação de energia (Corolário 24). A suavidade das
soluções fortes permitem, em particular, aproximarmos as soluções por séries de Taylor, o
que é uma ferramenta essencial para problemas perturbativos; a equação de energia permite
veri�carmos matematicamente a conservação de energia, já que ela não foi utilizada como
hipótese na derivação das Equações de Navier-Stokes (ver Seção 2).

Corolário 22 (Suavidade das soluções fortes). Se ~u, P são soluções fortes das equações
de Navier-Stokes em (0, T ), então elas são suaves, isto é, para todo m, k ≥ 0,

∂kt∇m~u, ∂kt∇mP ∈ C((0, T );L2) ∩ C((0, T );L∞). (5.7)

Em particular, ~u, P ∈ C∞(R3 × (0, T )) e, portanto, são soluções clássicas das equações de
Navier-Stokes em R3 × (0, T ). Antes de demonstrar o corolário, provemos o seguinte fato:

A�rmação. Se f(~r) ∈ H1, então

˚
R3

|f(~r)|2

|~r − ~r′|2
dV ≤ 4‖∇f‖2

L2(R3). (5.8)

Demonstração. Note que basta provar para o caso ~r′ = 0. Supondo momentaneamente que
f ∈ C∞0 . Então

˚
R3

|f(~r)|2

|~r|2
dV = −

˚
R3

~r

|~r|2
· ∇(f(~r))2 dV = −2

˚
R3

~r

|~r|2
· ∇f(~r)f(~r) dV ≤

2‖∇f‖L2(R3)

(˚
R3

f 2(~r)

|~r|2
dV

) 1
2

≤ 2‖∇f‖2
L2(R3) +

1

2

˚
R3

f 2(~r)

|~r|2
dV,

(5.9)

onde no penúltimo e último passos foram utlizadas as inequações de Cauchy-Schwarz (3.4)
e Young (3.5), respectivamente. Para f ∈ H1, usando a densidade de funções fn ∈ C∞0
convergentes para f ∈ H1 e o lema de Fatou (3.11), temos que

˚
R3

f 2(~r)

|~r|2
dV ≤ lim inf

n

˚
R3

f 2
n(~r)

|~r|2
dV ≤ 4 lim

n
‖∇fn‖2

L2(R3) = 4‖∇f‖2
L2(R3).

Observação 23. Note que o resultado também é válido para funções vetoriais ~f .

21



Demonstração(Corolário 22). Usando o fato de que ∇ ·∇ · (−∆)−1 é limitado para funções L2

(como visto em (4.27)), podemos garantir que ∇mP ∈ C((0, T );L2) para todo m ≥ 0, já que

‖∇m(P (t)− P (s))‖L2(R3) ≤ ‖∇m(~u(t)⊗ ~u(t)− ~u(s)⊗ ~u(s))‖L2(R3) ≤
2‖∇m~u‖L2(R3)‖∇m(~u(t)− ~u(s))‖L∞(R3).

(5.10)

Usando a a�rmação acima juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.4), temos que

|P (t)− P (s)| ≤ ΦP ∗ {|∇ · (~u(t) · ∇)(~u(t)− ~u(s))|+ |∇ · (~u(s) · ∇)(~u(t)− ~u(s))|}

≤ C‖∇~u(t)−∇~u(s)‖L2(R3)


(˚

R3

|∇~u(~r′, t)|2

|~r − ~r′|2
dV ′

) 1
2

+

(˚
R3

|∇~u(~r′, s)|2

|~r − ~r′|2
dV ′

) 1
2


≤ C‖∇~u(t)−∇~u(s)‖L2(R3)(‖∇2~u(t)‖L2(R3) + ‖∇2~u(s)‖L2(R3)).

e, portanto, P ∈ C((0, T );L∞). Fazendo cálculos semelhantes aos de cima, temos que ∇mP ∈
C((0, T );L∞) para todo m ≥ 0. Então por (5.1), temos que, para todo m ≥ 0, ∇m~ut ∈
C((0, T );L∞) ∩ C((0, T );L∞).

A regularidade das derivadas de ordem mais alta no tempo de pode ser demonstrada por
indução: as bases indutivas para ~u, p estão demonstradas acima (casos particulares de m = 0).
Para o passo indutivo, note que a regularidade de ∂kt ~u é garantida a partir de ~u, ∂t~u, ..., ∂

k−1
t ~u

e ∂k−1
t P , além de tomarmos a (k − 1)-ésima derivada fraca temporal de (5.1) (são necessárias

as derivadas de todas as ordem de ~u devido a não-linearidade); a regularidade de ∂kt P é obtida
através de tomarmos a k-ésima derivada de (5.4).

Corolário 24 (Equação de energia para soluções fortes). Se ~u, p são soluções fortes das
equações de Navier-Stokes, então

1

2
‖~u(t1)‖2

L2(R3) =
1

2
‖~u(t2)‖2

L2(R3) +

ˆ t2

t1

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds. (5.11)

Demonstração. Temos, em particular, que (~u · ∇)~u ∈ C((0, T );L2). Podemos então aplicar
(4.16) e obtermos

1

2
‖~u(t1)‖2

L2(R3) =
1

2
‖~u(t2)‖2

L2(R3) +

ˆ t2

t1

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds+

ˆ t2

t1

‖~u(s) · (~u(s) · ∇)~u(s)‖L1(R3) ds.

O resultado é facilmente demonstrado se notarmos que

‖~u · (~u · ∇)~u‖L1(R3) = −‖ |~u|2∇ · ~u‖L1(R3) − ‖~u · (~u · ∇)~u‖L1(R3) = −‖~u · (~u · ∇)~u‖L1(R3).

Lema 25 (Comparação entre duas soluções fortes). Suponha os pares {~u, P}, {~v,Q}
soluções fortes das Equações de Navier-Stokes em (0, T ). Então, para t1 < t2 em (0, T ),

‖~w(t2)‖2
L2(R3) ≤ ‖~w(t1)‖2

L2(R3)e
1
2

´ t2
t1
‖~u(s)‖2

L∞(R3)
ds
, (5.12)

onde ~w := ~u− ~v.

Observação 26. Note que se as soluções coincidem em t1, então elas coincidem nos tempos
posteriores. Além disso, temos que caso as soluções não coincidam em t1, então elas estarão
�bem mais afastas� (em norma L2) em t2, já que o afastamento cresce exponencialmente.
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Demonstração. Como {~u, P}, {~v,Q} satisfazem as equações de Navier-Stokes pontualmente,
então fazendo a diferença entre as equações, temos que

(∂t −∆)~w +∇S = −(~u · ∇)~u+ (~v · ∇)~v = −(~v · ∇)~w − (~w · ∇)~v,

onde S := P − Q e na última igualdade foi somado (~v · ∇)~u − (~v · ∇)~u. Fazendo o produto
escalar com ~w e integrando no espaço, temos que

1

2

d

dt
‖~w(t)‖2

L2(R3) + ‖∇~w(t)‖2
L2(R3) = −‖~w · (~v · ∇)~w‖L1(R3) − ‖~w · (~w · ∇)~v‖L1(R3),

onde foi usada a condição de incompressibilidade de ~w para eliminarmos o termo com S.
Notando que o primeiro termo do lado direito da equação é nulo, já que

‖~w · (~v · ∇)~w‖L1(R3) = −‖ |~w|2∇ · ~v‖L1(R3) − ‖~w · (~v · ∇)~w‖L1(R3) = −‖~w · (~v · ∇)~w‖L1(R3).

O segundo termo pode ser estimado a partir das Desigualdades de Cauchy-Schwarz (3.4) e de
Young (3.5), obtendo

‖~w · (~w · ∇)~v‖L1(R3) = −‖~u · ~w(∇ · ~w)‖L1(R3) − ‖~u · (~w · ∇)~w‖L1(R3)

≤ ‖∇~w(t)‖L2(R3)‖~w(t)‖L2(R3)‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ ‖∇~w(t)‖2
L2(R3) +

1

4
‖~w(t)‖2

L2(R3)‖~u(t)‖2
L∞(R3),

concluindo que
d

dt
‖~w(t)‖2

L2(R3) ≤
1

2
‖~w(t)‖2

L2(R3)‖~u(t)‖2
L∞(R3).

O resultado segue da aplicação da desigualdade de Gronwall (3.10).

Lema 27 (Convergência de família de soluções). Suponha {~uε}ε>0 uma família de so-
luções fortes de Navier-Stokes tais que ‖~uε(t)‖L2(R3), ‖~uε(t)‖L∞(R3) ≤ f(t) para t ∈ (0, T ),
onde f(t) é uma função contínua em (0, T ). Então existe sequência εk → 0+ e função ~u
tal que ~uεk → ~u, ∇~uεk → ∇~u uniformemente em conjuntos compactos em R3 × (0, T ) quando
εk → 0+. Além disso, ~u é solução forte das equações de Navier-Stokes em (0, T ) e satisfaz
‖~u(t)‖L2(R3), ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ f(t) para t ∈ (0, T ).

Demonstração. De�ne Pε substituindo ~u por ~uε em (5.4). Fixa Ω ⊂ R3 domínio limitado e
δ > 0. Pelo Corolário 22, temos que para i e m, onde |i| ≤ 3,

|∂mt ∇i~uε|, |∂mt ∇iPε| ≤ CΩ,δ em Ωδ ×
(
δ

2
, T − δ

2

)
,

onde Ωδ := Ω + Bδ(0). Em particular, temos que ~uε, Pε são uniformemente limitadas e equi-
contínuas. Então, pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, temos que existe uma sequência {εk} tal que
∂mt ∇i~uεk , ∂

m
t ∇iPεk convergem uniformemente em Ω × (δ, T − δ) para as respectivas derivadas

de funções ~u, P para |i| ≤ 2. Em particular,

∂t~uεk + (~uεk · ∇)~uεk +∇Pεk −∆~uεk = 0;
∇ · ~uεk = 0

unif.−−−→ ∂t~u+ (~u · ∇)~u+∇P −∆~u = 0;
∇ · ~u = 0

em Ω × (δ, T − δ), onde o limite acima é termo a termo. Considerando agora Ωn conjuntos
limitados tais que Ωn ↗ R3, uma sequência δn → 0+ para obtermos {εk} (com renomeações de
índices) tais que para |i| ≤ 2,

∂mt ∇i~uεk
unif.−−−→ ∂mt ∇i~u; ∂mt ∇iPεk

unif.−−−→ ∂mt ∇iP
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em conjuntos compactos em R3× (0, T ). Em particular, ~u, P satisfazem as equações de Navier-
Stokes pontualmente e, portanto, no sentido distribucional também. Note que para todo t ∈
(0, T ),

|~u(t)| = | lim
k
~uεk(t)| = lim

k
|~uεk(t)| ≤ lim

k
‖~uεk(t)‖L∞(R3) ≤ f(t).

Então ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ f(t). Similarmente, usando o Lema de Fatou (3.11), temos que

‖~u(t)‖L2(R3) ≤ lim inf
k
‖~uεk(t)‖L2(R3) ≤ f(t).

Demonstremos, por �m, que ~u ∈ C((0, T );L2) ∩ C((0, T );L∞): note que pelo Corolário
22, existe M > 0 tal que ‖∂t~uεk(t)‖L2(R3), ‖∂t~uεk(t)‖L∞(R3) ≤ M para t ∈ I, onde I ⊂ (0, T )
fechado. Então, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

‖~uεk(t)− ~uεk(s)‖L2(R3), ‖~uεk(t)− ~uεk(s)‖L∞(R3) ≤M |t− s|

para todo s, t ∈ I, k ≥ 0. Tomando o limite em k e aplicando novamente o Lema de Fatou
(3.11), temos que para todo η > 0, existe δ = η/M tal que |t− s| < δ implica

‖~u(t)− ~u(s)‖L2(R3) ≤ lim inf
k
‖~uεk(t)− ~uεk(s)‖L2(R3) ≤M |t− s| < η;

‖~u(t)− ~u(s)‖L∞(R3) ≤ lim inf
k
‖~uεk(t)− ~uεk(s)‖L∞(R3) ≤M |t− s| < η.

5.2 Equações de Navier Stokes com condição inicial

A seguir, estendemos a De�nição 19 para o caso de termos condição inicial:

De�nição 28. O par ~u, P é dito solução forte das equações de Navier-Stokes em [0, T ) se
P ∈ L1

loc(R3 × [0, T )), ~u ∈ C([0, T ), L2) ∩ C((0, T ), L∞) com divergência nula fracamente em
t ∈ (0, T ) e ‖~u(t)‖L∞(R3) <∞ quando t→ 0+, tais que

˚
R3

~φ(0)·~u(0) dV +

ˆ T

0

˚
R3

(~u·(~φt+∆~φ)+P ∇·~φ) dV dt = −
ˆ T

0

˚
R3

~u·(~u·∇)~φ dV dt (5.13)

para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3).
Pela Proposição 20, podemos tomar t1 = 0 e t2 = t, obtendo a fórmula de representação

~u(~r, t) = ΦH(t) ∗ ~u(0)−∇ · [T ∗ ∗(~u⊗ ~u)];
P (~r, t) = ∇ · ∇ · (−∆)−1(~u(t)⊗ ~u(t)),

(5.14)

além de obtermos que (5.13) é equivalente a

˚
R3

~φ(0) · ~u(0) dV −
˚

R3

~φ(t) · ~u(t) dV +

ˆ t

0

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) + P ∇ · ~φ) dV ds =

−
ˆ t

0

˚
R3

~u · (~u · ∇)~φ dV ds

(5.15)

para todo t ∈ (0, T ), ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3). Como consequência imediata, temos que se
temos solução forte em [0, T ), então ela também é forte em [τ, T ), τ ∈ (0, T ).

O Lema abaixo versa sobre a unicidade de soluções fortes de Navier-Stokes, o que ga-
rante que não há duas soluções diferentes a serem medidas em laboratório, o que é esperado
�sicamente.
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Lema 29 (Unicidade e Equação de Energia para soluções fortes). Se ~u, P são soluções
fortes das equações de Navier-Stokes em [0, T ), então

1

2
‖~u(0)‖2

L2(R3) =
1

2
‖~u(t)‖2

L2(R3) +

ˆ t

0

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds. (5.16)

Além disso, se ~v, Q também são soluções fortes das equações de Navier-Stokes em [0, T ) e
~v(0) = ~u(0), então ~u ≡ ~v, P ≡ Q (ver Observação 1).

Demonstração. A demonstração segue da aplicação do limite t1 → 0+ nos resultados do Coro-
lário 24 e Lema 25 e aplicando o Teorema da Convergência Monótona.

Demonstremos então o principal resultado para as soluções fortes das equações de Navier-
Stokes:

Teorema B (Existência local de soluções fortes). Se ~u0 ∈ L2 ∩ L∞, com divergência
fraca nula, então existe uma solução única forte das equações de Navier-Stokes em [0, T ), com
~u(0) = ~u0, com T > C/‖~u0‖2

L∞(R3).

Demonstração. Pelo Lema 29, temos que garantida a unicidade das soluções. Para a existência,
de�namos

~u(0)(~r, t) := ΦH(t) ∗ ~u0;
~u(n+1)(~r, t) := ~u(0) −∇ · [T ∗ ∗(~u(n) ⊗ ~u(n))];
P(n+1)(~r, t) := ∇ · ∇ · (−∆)−1(~u(n)(t)⊗ ~u(n)(t)).

(5.17)

Pelas propriedades de ΦH , temos que ~u(0) ∈ C([0,∞);L2) ∩ C((0,∞);L∞), com majorantes
‖~u(0)‖L∞(R3) ≤ ‖~u0‖L∞(R3) e ‖~u(0)‖L2(R3) ≤ ‖~u0‖L2(R3). Além disso, usando os itens (i) e (iii) do
Lema 13, temos que

‖~u(n+1)(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~u(n)(s)‖2
L∞(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3);

‖~u(n+1)(t)‖L2(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~u(n)(s)‖L∞(R3)‖~u(n)(s)‖L2(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L2(R3).

Pelo Teorema A, temos que ~u(n+1), P(n+1) são soluções distribucionais de

∂t~u(n+1) +∇P(n+1) −∆~u(n+1) = −(~u(n) · ∇)~u(n);
∇ · ~u(n+1) = 0;
~u(n+1)(0) = ~u0.

(5.18)

De�ne

T :=
‖~u0‖−2

L∞(R3)

32(1 + C)4
.

Notando que a função constante φ := (1 + C)‖~u0‖L∞(R3) satisfaz

φ ≥ C

ˆ t

0

φ2

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3) (5.19)

para todo t ∈ [0, 8T ), podemos usar indução para obtermos ‖~u(n)(t)‖L∞(R3) ≤ φ para t ∈ [0, 8T )
e para todo n ≥ 0. Usando os itens (i) e (iii) do Lema 13 novamente (modi�cando a forma
~g · ∇~g para ~g · ∇~h, onde ~h goza das mesma propriedades de ~g) duplamente na equação

~u(n) ⊗ ~u(n) − ~u(n−1) ⊗ ~u(n−1) = ~u(n) ⊗ (~u(n) − ~u(n−1)) + ~u(n−1) ⊗ (~u(n) − ~u(n−1),

temos que
‖~u(n+1)(t)− ~u(n)(t)‖L∞(R3)
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≤ C

ˆ t

0

‖~u(n)(s)‖L∞(R3) + ‖~u(n−1)(s)‖L∞(R3)

(t− s)1/2
‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖L∞(R3) ds;

‖~u(n+1)(t)− ~u(n)(t)‖L2(R3)

≤ C

ˆ t

0

‖~u(n)(s)‖L∞(R3) + ‖~u(n−1)(s)‖L∞(R3)

(t− s)1/2
‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖L2(R3) ds.

Logo, para t ∈ [0, T ],

‖~u(n+1)(t)− ~u(n)(t)‖L2(R3) ≤ 2C(1 + C)‖~u0‖L∞(R3)‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖C([0,T ];L2)

ˆ t

0

1

(t− s)1/2
ds

= 4C(1 + C)‖~u0‖L∞(R3)t
1/2‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖C([0,T ];L2) ≤ λ‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖C([0,T ];L2)

⇒ ‖~u(n+1)(t)− ~u(n)(t)‖C([0,T ];L2) ≤ λ‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖C([0,T ];L2),

onde λ = 4C(1 + C)‖~u0‖L∞(R3)T
1/2.

Note que λ ∈ (0, 1) e, portanto, {~u(n)} é uma sequência de Cauchy em C([0, T ];L2) com
limite ~u(n) → ~u em C([0, T ];L2) para algum ~u ∈ C([0, T ];L2) tal que ~u(0) = ~u0 (já que ~u(n) = ~u0

para todo n) e com divergência fraca nula para todo t ∈ [0, T ] (já que ~u(n) tem divergência
fraca nula para todo n, t ∈ [0, T ]).

Analogamente, temos que

‖~u(n+1)(t)− ~u(n)(t)‖C([0,T ];L∞) ≤ λ‖~u(n)(s)− ~u(n−1)(s)‖C([0,T ];L∞)

e, portanto, ~u(n) → ~u′ em C([δ, T ];L∞) para todo δ > 0 (note que não temos convergência no
intervalo fechado [0, T ] devido a não regularidade de ~u(n) em t = 0). Temos que ambas conver-
gem para a mesma função ~u já que a convergência em L2 garante subsequência convergente em
quase todo ponto, garantindo que

~u ∈ C([0, T ];L2) ∩ C((0, T ];L∞),

com ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ (1 + C)‖~u0‖L∞(R3) para todo t ∈ [0, T ].
De�nindo P (~r, t) := ∇ · ∇ · (−∆)−1(~u(t) ⊗ ~u(t)), temos que P(n) → P em C([0, T ];L2)

devido a limitação do operador ∇ · ∇ · (−∆)−1 (como visto em (4.27)).
Tomando o limite em n na equação (5.18), obtemos

∂t~u+∇P −∆~u = −(~u · ∇)~u;
∇ · ~u = 0;
~u(0) = ~u0

(5.20)

no sentido distribucional, isto é, ~u é solução forte das equações de Navier-Stokes em [0, T ).

Observação 30. Note que se ~u0 é uniformemente contínua, então temos que ~u ∈ C([0, T ];L2)∩
C([0, T ];L∞), conforme visto no item (i) do Lema 13.

A principal di�culdade para o problema do milênio ser solucionado é a dependência de
T por ‖~u0‖L∞(R3) [9]. É natural, portanto, investigarmos os casos em que existe um tempo
maximal T0 de existência de solução tal que ela não possa ser estendida para t > T0.

Para não ser possível estendê-la, note que

lim
t→T−0

‖~u(t)‖L∞(R3) =∞,

visto que se fosse �nito, então poderíamos �emendar� as soluções devido a unicidade.
Intuitivamente, como temos que T é inversamente proporcional a ‖~u0‖2

L∞(R3), é esperado
que caso a condição inicial seja �pequena�, então há garantia de existência global no tempo.
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Lema 31. Se ~u é solução forte com condição inicial ~u0 ∈ H1∩L∞ com divergência nula, então

(i) ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C‖~u0‖L∞(R3) para t ≤ C/‖~u0‖2
L∞(R3);

(ii) ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C‖∇~u0‖L∞(R3)t
−1/4 para t ≤ C/‖∇~u0‖4

L∞(R3);

(iii) ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C‖~u0‖Lp(R3)t
−3/2p para t ≤ (C(1− 3/p)/‖~u0‖Lp(R3))

2p/(p−3), onde p > 3;

(iv) Existe ε > 0 tal que se ‖~u0‖2
L2(R3)‖~u0‖L∞(R3) < ε, então ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C‖~u0‖L∞(R3) para

todo t ≥ 0.

Demonstração. Para (i), usando a função φ = C‖~u0‖L∞(R3) em (5.19), temos que ela é satisfeita
para t ∈ [0, C/‖~u0‖2

L∞(R3)]. Usando o item (i) do Lema 13, temos que é válida (i).
Para (ii) e (iii), usaremos o mesmo método anterior, mas agora para as funções φ(t) =

C‖∇~u0‖L∞(R3)t
−1/4, φ(t) = C‖∇~u0‖Lp(R3)t

−3/2p, que satisfazem as desigualdades

φ(t) ≥ C

ˆ t

0

φ2(s)

(t− s)1/2
ds+ C‖∇~u0‖L∞(R3)t

−1/4 para t ∈
(

0, C/‖∇~u0‖4
L∞(R3)

)
;

φ(t) ≥ C

ˆ t

0

φ2(s)

(t− s)1/2
ds+ C‖∇~u0‖Lp(R3)t

−3/2p para t ∈
(

0, C(1− 3/p)/‖~u0‖2p/(3−p)
Lp(R3)

)
,

respectivamente. Notando que podemos estender o resultado do item (i) do Lema 13 para

‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

‖~u(s)‖2
L∞(R3)

(t− s)1/2
ds+ min

{
‖~u0‖L∞(R3), C

‖∇~u0‖L∞(R3)

t1/4
, C
‖∇~u0‖Lp(R3)

t3/2p

}
,

onde o segundo e terceiro termos do mínimo são obtidos através da desigualdade de Young para
convoluções (3.5) para (6/5, 6) e (p, (p − 1)/p), respectivamente, ‖φH‖Lp(R3) ≤ C/t−3(p−1)/2p

e a desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev [6, Teorema 1, Seção 5.6.1] ‖~u0‖L6(R3) ≤
‖∇~u0‖L2(R3), temos que (ii), (iii) são válidas.

Para (iv), note que φ = C‖~u0‖L∞(R3) satisfaz a desigualdade

φ ≥ C

ˆ t

0

min

{
φ2

(t− s)1/2
,
‖~u0‖L2(R3)

(t− s)2

}
ds+ C‖~u0‖L∞(R3) ⇐⇒

⇐⇒ ‖~u0‖L∞(R3) ≥ C

ˆ ∞
0

min

{
‖~u0‖2

L∞(R3)

(s)1/2
,
‖~u0‖2

L2(R3)

s2

}
ds,

e outra extensão do item (i) do Lema 13

‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ C

ˆ t

0

min

{
‖~u(s)‖2

L∞(R3)

(t− s)1/2
,
‖~u0‖2

L2(R3)

s2

}
ds,

onde o outro termo no mínimo foi usado que ‖∇T‖L∞(R3) ≤ Ct−2 e que ‖~u(t)‖L2(R3) ≤ ‖~u0‖L2(R3).
Note que a equivalência acima é válida se, e somente se ‖~u0‖2

L2(R3)‖~u0‖L∞(R3) < ε, e,
portanto, ‖~u(t)‖L∞(R3) ≤ φ = C‖~u0‖L∞(R3) para todo t ≥ 0.

Corolário 32 (Limitantes Inferiores para o Tempo Maximal de Existência). Se T0 é
o tempo maximal de exitência de solução forte das equações de Navier-Stokes, então

(i) T0 > C/‖~u0‖2
L∞(R3);

(ii) T0 > C/‖∇~u0‖4
L∞(R3);

(iii) T0 > (C(1− 3/p)/‖~u0‖Lp(R3))
2p/(p−3), onde p > 3.
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Demonstração. È uma consequência imediata dos itens (i)-(iii) do Lema 31.

Corolário 33 (Taxa de Explosão Temporal). Se ~u é solução forte das equações de Navier-
Stokes em (T, T0), onde T0 <∞ é o tempo maximal de existência, então

‖~u(t)‖L∞(R3) ≥ C(T0 − t)−1/2,

‖∇~u(t)‖L2(R3) ≥ C(T0 − t)−1/4,

‖~u(t)‖Lp(R3) ≥ C(1−3/p)/2)(T0 − t)−(1−3/p)/2.

Demonstração. Toma t ∈ (T, T0). Então, pelo Teorema B, temos que (T0− t) ≥ C/‖~u0‖2
L∞(R3),

que mostra (i); usando os itens (ii), (iii) do Corolário 32, temos (ii), (iii).

Corolário 34 (Existência Global para Velocidade Inicial Pequena). Existe ε > 0 tal
que se

‖~u0‖2
L2(R3)‖~u0‖L∞(R3) < ε

ou

‖~u0‖L2(R3)‖∇~u0‖L2(R3) < ε

ou

C‖~u0‖2(p−3)

L2(R3)‖~u0‖pLp(R3) < C(1− 3/p)εp−3

para p > 3, então T0 =∞, isto é, garantimos existência de solução para todo tempo.

Demonstração. A primeira a�rmação é válida pelo item (iv) do Lema 31, já que ‖~u(t)‖L∞(R3)

é limitado, então ~u pode ser estendida para t > T0; a segunda a�rmação segue de aplicarmos
o item (ii) do Lema 31 para t0 := C/‖∇~u0‖4

L∞(R3), obtendo ‖~u(t0)‖L∞(R3) < C‖∇~u0‖2
L∞(R3).

Usando a equação de energia (5.16), temos que

‖~u(t0)‖2
L2(R3)‖~u(t0)‖L∞(R3) < C‖~u0‖2

L∞(R3)‖∇~u0‖2
L∞(R3) < Cε2,

o que completa a prova, usando o resultado da primeira a�rmação; a terceira a�rmação segue
de maneira análoga, de�nindo t0 := (C(1− 3/p)‖~u0‖2p/(p−3)

Lp(R3) ).

6 Soluções Fracas das Eqs. de Navier-Stokes

6.1 Soluções de Leray-Hopf

Para estudarmos as soluções fracas, faremos primeiramente um análise das equações regulari-
zadas de Navier-Stokes, isto é, equações onde o termo não-linear (~u · ∇)~u é substituído pela
regularização (ηε ∗ ~u · ∇)~u:

∂t~u+∇P −∆~u = −[(ηε ∗ ~u) · ∇]~u;
∇ · ~u = 0;
~u(0) = ~u0

(6.1)

De�nição 35. As funções ~uε, Pε são soluções fortes das equações regularizadas de Navier-Stokes
em [0, T ) se ~uε ∈ C([0, T );L2) ∩ C((0, T );L∞), Pε ∈ L1

loc(R3 × [0, T )), com ‖~uε‖L∞(R3) < ∞ se
t→ 0+ e ~uε(t) com divergência fraca nula para (0, T ), satisfazem

˚
R3

~φ(0) · ~uε(0) dV +

ˆ T

0

˚
R3

(~uε · (~φt + ∆~φ) + Pε∇ · ~φ) dV dt

= −
ˆ T

0

˚
R3

(ηε ∗ ~uε) · (~uε · ∇)~φ dV dt

(6.2)
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para toda função ~φ ∈ C∞0 (R3 × [0, T );R3).
Sabemos pelos resultados anteriores que as soluções satisfazem

~uε(~r, t) = ΦH(t) ∗ ~uε(t1)−∇ · [T ∗ ∗((ηε ∗ ~uε)⊗ ~uε)];
P (~r, t) = ∇ · ∇ · (−∆)−1((ηε ∗ ~uε(t))⊗ ~uε(t)),

(6.3)

onde a convolução espaço-temporal é aplicada de t1 a T , 0 ≤ t1 < t < T .
Tomemos ~u0 ∈ H1∩L∞ com divergência nula. Mostremos que existe solução única global:

Teorema 36 (Existência Global de Solução das Equações Regularizadas). Fixado
ε > 0, existe solução forte única das equações regularizadas de Navier-Stokes no intervalo
[0,∞) tal que ~uε(0) = ~u0, ~uε é suave em (0,∞) e a equação de energia

1

2
‖~u0‖2

L2(R3) =
1

2
‖~uε(t)‖2

L2(R3) +

ˆ t

0

‖∇~uε(s)‖2
L2(R3) ds (6.4)

é válida para todo t ≥ 0.

Demonstração. Pelo Teorema B e pelas propriedades dos moli�cadores [6, Teorema 6 de C.4]

‖ηε ∗ ~v(t)‖L2(R3) ≤ ‖~v(t)‖L2(R3);

‖ηε ∗ ~v(t)‖L∞(R3) ≤ ‖~v(t)‖L∞(R3)

para ~v ∈ L2 ∩ L∞ (essas propriedades são usadas para os termos da sequência), temos que
existe solução forte local ~uε para (6.2) em [0, T ) para T > C‖~u0‖−2

L∞(R3). Da mesma forma,
pelo Corolário 22, temos que ~uε é suave e pelo Lema 29, temos que ~uε é única e satisfaz (6.4)
em t ∈ [0, T ). Basta mostrar, portanto, que T = ∞. Podemos estimar ‖~uε(t)‖L∞(R3) de forma
análoga à feita no Lema 31, obtendo

‖~uε(t)‖L∞(R3) < C

ˆ t

0

‖ηε ∗ ~uε(s)‖L∞(R3)‖~uε(s)‖L∞(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3)

para t ∈ [0, T ). Podemos estimar o termo ‖ηε ∗ ~uε(s)‖L∞(R3) por

‖ηε ∗ ~uε(s)‖L∞(R3) ≤ Cε−3/2‖~uε(s)‖L2(R3) ≤ Cε−3/2‖~u0‖L2(R3),

onde foi usada a equação de energia e que ‖ηε ∗ ~v‖L∞(R3) ≤ Cε−3/2‖~v‖L2(R3). Temos, portanto,
que

‖~uε(t)‖L∞(R3) < Cε−3/2‖~u0‖L2(R3)

ˆ t

0

‖~uε(s)‖L∞(R3)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3).

Escolhendo φε ∈ C(0,∞) a solução única de

φε = Cε−3/2‖~u0‖L2(R3)

ˆ t

0

φε(s)

(t− s)1/2
ds+ ‖~u0‖L∞(R3).

Concluímos que ‖~uε(t)‖L∞(R3) ≤ φε(t) para todo t ≥ 0 e, portanto, ‖~uε(t)‖L∞(R3) permanece
limitado para todo intervalo limitado, garantindo que T =∞.

Como estamos interessados em tomar o limite ε → 0 das soluções ~uε (explorando o fato
do limite de ηε ∗ ~v → ~v em L2), mostraremos que a energia cinética associada a ~uε fora de uma
esfera pode ser limitada independentemente de ε:

Lema 37 (Separação de Energia). Fixa ε > 0, 0 < R1 < R2 e ~uε solução de (6.2). Então
para t ≥ 0, ˚

|~r|>R2

|~uε(t)|2 dV ≤
˚
|~r|>R1

|~u(0)|2 dV +
C( ~u0, t)

R2 −R1

, (6.5)

onde C( ~u0, t) := ‖~u0‖L2(R3)t
1/2 + C‖~u0‖3

L2(R3)t
1/4.
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Demonstração. Para simpli�car a notação, chamaremos por hora ~uε de ~u. De�ne a função

f(~r) :=


0 se ‖~r| < R1;

|~r| −R1

R2 −R1

se R1 ≤ |~r| ≤ R2;

1 se |~r| > R2.

Fazendo o produto escalar de (6.1) por −2f(~r)~u(~r, t) e integrando no espaço-tempo:

ˆ t

0

˚
R3

−2f(~r)~u(~r, t) · {∂t~u+∇P −∆~u+ [(ηε ∗ ~u) · ∇]~u} dV dt′ = 0

=⇒
˚

R3

|~u|2f dV + 2

ˆ t

0

˚
R3

f |∇~u|2 dV dt

=

˚
R3

|~u0|2f dV +

ˆ t

0

˚
R3

{2P∇f · ~u− 2~u · (∇f · ∇)~u+ |~u|2(ηε ∗ ~u · ∇)f} dV dt′.

Notando que o segundo termo do lado esquerdo da equação é não negativo e que o primeiro
termo pode ser limitado pela integral em |~r| > R2, temos que

˚
|~r|>R2

|~u|2 dV ≤
˚

R3

|~u0|2f dV +

ˆ t

0

˚
R3

{2P∇f ·~u−2~u · (∇f ·∇)~u+ |~u|2(ηε ∗~u ·∇)f} dV dt′

≤
˚
|~r|>R1

|~u0|2 dV

+
1

R2 −R1

ˆ t

0

2‖P‖L2(R3)‖~u‖L2(R3) + 2‖~u‖L2(R3)‖∇~u‖L2(R3) + ‖ηε ∗ ~u‖L2(R3)‖~u‖2
L4(R3) dt

′

≤
˚
|~r|>R1

|~u0|2 dV +
‖~u0‖L2(R3)

R2 −R1

(ˆ t

0

‖P‖L2(R3) dt
′ +

ˆ t

0

‖∇~u‖L2(R3) dt
′ +

ˆ t

0

‖~u‖2
L4(R3) dt

′
)
,

onde foi utilizada repeditamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.4) e o fato de que
∇f · êi = 1/(R2−R1). Chamemos as integrais da última linha da desigualdade acima de I1, I2

e I3, respectivamente. Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a equação de
energia (6.4), temos que I2 ≤ t1/2‖~u0‖L2(R3)/2. Para estimarmos I1 e I3, usaremos que

|~u|2 = −(−∆)−1∆|~u|2 = −∇ΦP ∗ ∇|~u|2

=⇒ ‖~u‖4
L4(R3) =

˚
R3

˚
R3

|~u(~r)|2{−∇ΦP (~r − ~r′)} · ∇|~u|2(~r′) dV dV ′

≤ C

˚
R3

(˚
R3

|~u(~r)|2

|~r − ~r′|2
dV

)
|∇~u(~r′)||~u(~r′)| dV ′ ≤ C‖∇~u‖2

L2(R3)

˚
R3

|∇~u(~r′)||~u(~r′)| dV ′

≤ C‖∇~u‖3
L2(R3)‖~u‖L2(R3),

onde foi usada a (5.8) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Usando (6.3), a desigualdade de
Cauchy-Schwartz e ‖ηε ∗ ~u‖L4(R3) ≤ ‖~u‖L4(R3), temos que

‖P‖L2(R3) ≤ C‖|ηε ∗ ~u||~u|‖L2(R3) ≤ C‖~u‖2
L4(R3).

Conseguimos majorar I1 + I3 usando a equação de energia (6.4) e a desigualdade de Hölder,
obtendo

I1 + I3 ≤ C

ˆ t

0

‖~u(s)‖2
L4(R3) ds ≤ C

ˆ t

0

‖~u(s)‖1/2

L2(R3)‖∇~u(s)‖3/2

L2(R3) ds

≤ C‖~u0‖1/2

L2(R3)

ˆ t

0

‖∇~u(s)‖3/2

L2(R3) ds
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≤ C‖~u0‖1/2

L2(R3)t
1/4

(ˆ t

0

‖∇~u(s)‖2
L2(R3) ds

)3/4

≤ C‖~u0‖2
L2(R3)t

1/4.

Concluímos, portanto, que
˚
|~r|>R2

|~u|2 dV ≤
˚
|~r|>R1

|~u0|2 dV + C
1

R2 −R1

‖~u0‖L2(R3)

[
‖~u0‖2

L2(R3)t
1/4 + t1/2

‖~u0‖L2(R3)

2

]
.

Estudemos agora o limite ε → 0 das soluções regularizadas de (6.2) para obter soluções
fracas de�nidas em t ∈ (0,∞):

De�nição 38. Dizemos que ~u, P são soluções fracas das equações de Navier-Stokes se existe
S ⊂ (0,∞) de medida zero tal que ~u tem divergência fraca nula para t ∈ (0,∞)\S ,

˚
R3

~u(t) · ~φ(t) dV =

˚
R3

~u0 · ~φ(0) dV +

ˆ t

0

˚
R3

~u · (∂t~φ+ ∆~φ)− ~u · (~u · ∇)~φ dV ds (6.6)

para todo t ≥ 0 e para todas funções de divergência nula ~φ tais que ∂mt ∇k~φ ∈ C([0,∞);L2) ∩
C([0,∞);L∞) para todo m, k ≥ 0 e

1

2
‖~u(t)‖2

L2(R3) +

ˆ t

s

‖∇~u(t′)‖2
L2(R3) dt

′ ≤ 1

2
‖~u0‖2

L2(R3) (6.7)

para todo s ∈ [0,∞)\S e todo t ≥ s.
Soluções dessa forma são conhecidas como soluções fracas de Leray-Hopf [15, 13] (Hopf

considerou soluções fracas análogas para domínios limitados), enquanto soluções fracas são de-
�nidas satisfazendo (6.6), mas não necessariamente (6.7) (além de pertencerem a L∞(0, T ;H)∩
L2(0, T ;V ), onde H := {~φ ∈ L2| ~φ tem divergência nula fracamente} e V := {~φ ∈ H1| ∇ · ~φ =
0}). Chamaremos S o conjunto de tempos singulares.

Corolário 39. Soluções fracas de Navier-Stokes satisfazem

(i) ~u ∈ L∞(0,∞;L2) ∩ L2(0,∞;H1);

(ii) ~u é fracamente contínua em L2 temporalmente;

(iii) para s /∈ S, ~u(t)→ ~u(s) em L2 se t→ s+.

Demonstração. Usando o fato de todos os termos de (6.7) serem não negativos, podemos limitar
inferiormente cada um dos termos do lado esquerdo da equação, obtendo a primeira propriedade;
a segunda propriedade segue de (6.6) e do análogo da Proposição 20 aplicada às soluções fracas;
a terceira propriedade segue da propriedade (ii), do Lema de Fatou (3.11) e de (6.7).

Usaremos um resultado auxiliar para demonstrar o teorema principal de Leray:

Lema 40 (Teorema de Helly). Se gn ∈ C([0, 1]) é uma função decrescente para todo n e
gn(t)→ g(t) para todo t ∈ Q ∩ [0, 1], então gn(t)→ g(t) para cada ponto de continuidade de g.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [11].

Teorema C (Existência Global de Solução Fraca). Se ~u0 ∈ H, então existe solução fraca
~u das equações de Navier-Stokes tal que ‖~u(t)− ~u0‖L2(R3) → 0 quando t→ 0+.
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Demonstração. Para ε > 0 �xo, temos que existe solução ~uε única de (6.2) para condição inicial
~u(0) = ηε ∗ ~u0. Além disso, temos que ~uε satisfaz a inequação de energia.

1

2
‖~uε(t)‖2

L2(R3) +

ˆ t

0

‖∇~uε(s)‖2
L2(R3) ds =

1

2
‖ηε ∗ ~u0‖2

L2(R3) ≤
1

2
‖~u0‖2

L2(R3)

Mostraremos o teorema em quatro passos:
Passo 1. Construção de sequência εn.
Multiplicando (6.2) por uma função teste ~φ (com as mesmas propriedades mencionadas

na De�nição 38) e intengrando no espaço-tempo, obtemos

˚
R3

~φ(t) · ~uε(t) dV =

˚
R3

~φ(0) · ηε ∗ ~u0 dV +

ˆ t

0

˚
R3

(~uε · (~φt + ∆~φ) dV ds

−
ˆ t

0

˚
R3

(ηε ∗ ~uε) · (~uε · ∇)~φ dV ds.

(6.8)

Como ‖~uε(t)‖L2(R3) é limitada independentemente de ε, conseguimos, pelo método da diagonal,
extrair subsequência tal que para todo t ∈ Q+, ‖~uεn‖L2(R3) → E(t) se n → ∞, para alguma
função E : Q+ → [0,∞) e estendemos a função por E(t) = lim inf

s→t−
E(s) para t ∈ R+\Q+.

Pelo Teorema 40, temos que ‖~uεn‖L2(R3) → E(t) quando n → ∞ para todo tempo t
em que E(t) é contínua, já que ‖~uεn‖L2(R3) é uma função decrescente em t pela equação de
energia. Além disso, temos que E(t) é uma função decrescente. Usando o fato de que para toda
função descrescente não-negativa tem no máximo um número enumerável de descontinuidades,
usamos novamente o método da diagonal para rede�nirmos E(t) nos pontos de descontinuidade,
obtendo

‖~uεn‖L2(R3) → E(t) ∀ t ≥ 0,

onde a sequência foi reindexada.
Note que

E(0) = lim
n→∞

‖ηεn ∗ ~u0‖L2(R3) = ‖~u0‖2
L2(R3).

Usando que para εn > 0, t ≥ 0,

‖ηεn ∗ ~uεn‖L2(R3) ≤ ‖~u0‖L2(R3),

temos que para t1, t2 ∈ Q+, Ω ⊂ R3 qualquer cubo de vértice racional,

ˆ t2

t1

˚
Ω

~uεn ds dV,

ˆ t2

t1

˚
Ω

~uεn · ηεn ∗ ~uεn ds dV convergem quandon→∞,

reindexando novamente a sequência. Usando o fato de que as integrais acima são uniformemente
convergentes no tempo, podemos estender a convergência para todo t1, t2 ≥ 0.

A�rmação. Com as condições e de�nições anteriores, temos que

ˆ t2

t1

˚
R3

~uεn · (~φt + ∆~φ)ds dV,

ˆ t2

t1

˚
R3

(ηε ∗ ~uεn) · (~uεn · ∇)~φ ds dV convergem quando n→∞.

Demonstração. Assume, sem perda de generalidade, que t1 < t2. Existe N natural tal que
~ai ∈ R3 vetores constantes, Ωi cubos de vértices racionais e (pk, qk) intervalos, com 0 ≤ pk <
qk ≤ ∞, k = 1, · · · , N fazem com que a função

~AN :=
N∑
i=1

~aiIΩiI(pk,qk),
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onde IA é a função característica, satisfaz

‖(~φt + ∆~φ)− ~AN‖L∞(t1,t2)L2(R3) ≤
ε

4(t2 − t1)‖~u0‖L2(R3)

.

Temos, portanto, que ∣∣∣∣ˆ t2

t1

˚
R3

(~uεm − ~uεn) · (~φt + ∆~φ) dV ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ˆ t2

t1

˚
R3

(~uεm − ~uεn) · ~AN dV ds
∣∣∣∣+

ˆ t2

t1

˚
R3

(|~uεm|+ |~uεn|)|~φt + ∆~φ− ~AN | dV ds

≤ ε

2
+

ε

4(t2 − t1)‖~u0‖L2(R3)

ˆ t2

t1

(‖~uεm‖L2(R3) + ‖~uεn‖L2(R3)) ds ≤ ε,

onde foi utilizado no penúltimo e último passo a convergência nos cubos de vértice racional e
inequação de energia, respectivamente. De maneira análoga, podemos escolher uma matriz AN

tal que
‖∇~φ− AN‖L∞(t1,t2)L∞(R3) ≤

ε

2(t2 − t1)‖~u0‖2
L2(R3)

e obter a segunda convergência da a�rmação.

Pela convergência ηεn ∗ ~u0 → ~u0 em L2 e a a�rmação acima, temos que ~uεn é fracamente
convergente em L1 para todo t ≥ 0.

A�rmação. Nas condições anteriores, temos que ~uεn é fracamente convergente em L2 para
todo t ≥ 0.

Demonstração. Por contradição, supõe que existem subsequências ~uεmk → ~v, ~uεnk → ~w, onde
ambos limites pertencem a L2, mas ~w 6= ~v (para simpli�car a notação, indexou-se a subsequência
somente pelo último índice). Pela convergência fraca em L1, temos que, escolhendo a função
teste como ~φ = ηδ ∗ (~w − ~v),

˚
R3

(~w − ~v) · ηδ ∗ (~w − ~v) dV = 0
δ→0+−−−→ ‖~w − ~v‖L2(R3) = 0,

o que é absurdo.

Passo 2. Construção do conjunto de singularidades S.
O campo ~uεn converge fracamente em L2 para uma função ~u ∈ L2, com divergência

fracamente nula e ~u(0) = ~u0. Note que pelo Lema de Fatou (3.11), temos que
ˆ ∞

0

lim inf
εn→∞

‖∇~uεn‖2
L2(R3) ds ≤ lim inf

εn→∞

ˆ ∞
0

‖∇~uεn‖2
L2(R3) ds ≤

1

2
‖~u0‖L2(R3),

o que implica que lim inf
εn→0

‖~uεn‖2
L2(R3) <∞ para quase todo t ≥ 0. De�ne

S := {t > 0 : ‖∇~uεn‖L2(R3) →∞ quandon→∞}.

Passo 3. Convergência forte de ~uεn.
Pelo Lema de Fatou, temos que

‖~u‖L2(R3) ≤ lim inf
εn→0

‖~uεn‖L2(R3) = E(t).

Então basta mostrar que
lim sup
εn→0

‖~uεn‖L2(R3) ≤ ‖~u‖L2(R3)
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para obtermos convergência forte em L2. Fixemos t ∈ [0,∞)\S. Escolhe subsequência tal que

lim
k→∞
‖∇~uεnk‖L2(R3) = lim inf

εn→0
‖∇~uεn‖L2(R3).

Temos que essa subsequência é limitada em L2 e, portanto,

∇~uεnk ⇀ ∇~u em L2,

pela de�nição de derivadas fracas e reindexando os índices, e

‖∇~u‖L2(R3) ≤ lim inf
εn→0

‖∇~uεn‖L2(R3).

Note que as convergências fracas de ∇~uεnk , ~uεn em L2 implicam que ~uεnk ⇀ ~u ∈ H1.
Fixa δ > 0 e escolhe R1(δ) tal que

˚
|~r|>R1

|~u0|2 dV ≤
δ

2

e escolhe

R2(δ, t) := R1 +
4

δ
C(~u0, t).

Usando o Lema 37 (e escolhendo a constante C(~u0, t) sendo igual a do lema), temos que para
ε > 0, ˚

|~r|>R2

|~uε|2 dV ≤ δ.

Como temos que ~uεnk ⇀ ~u em H1, podemos tomar, em particular, o domínio compacto BR2 .
Usando o mergulho H1(BR2) ⊂⊂ L2(BR2), temos que ~uεnk → ~u em L2(BR2) (reindexando os
índices, novamente). Então temos que

lim sup
εnk→0

‖~uεnk‖
2
L2(R3) ≤ lim sup

εnk→0

˚
|~r|>R2

|~uεnk |
2 dV + lim sup

εnk→0

˚
|~r|≤R2

|~uεnk |
2 dV ≤

δ +

˚
|~r|≤R2

|~u|2 dV ≤ δ + ‖~u‖2
L2(R3).

Toma δ → 0 e, portanto,

E(t) = lim sup
εnk→0

‖~uεnk‖L2(R3) ≤ ‖~u(t)‖L2(R3) ⇒ E(t) = ‖~u(t)‖L2(R3).

Passo 4. ~u é solução fraca.
Como já se sabe que ~u tem divergência nula fracamente e que

˚
R3

~uεn · (~φt + ∆~φ)→
˚

R3

~u · (~φt + ∆~φ) dV,

˚
R3

(ηεn ∗ ~uεn) · (~uεn · ∇)~φ dV →
˚

R3

~u · (~u · ∇)~φ dV

para quase todo t > 0. Utilizando a limitação ‖ηε ∗ ~u0‖L2(R3) ≤ ‖~u0‖L2(R3) e o Teorema da
Convergência Dominada para as integrais no tempo, temos que quando εn → 0+,

˚
R3

~φ(t) · ~uεn(t) dV =

˚
R3

~φ(0) · ηεn ∗ ~u0 dV +

ˆ t

0

˚
R3

(~uεn · (~φt + ∆~φ) dV ds

−
ˆ t

0

˚
R3

(ηεn ∗ ~uεn) · (~uεn · ∇)~φ dV ds→
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˚
R3

~φ(t) · ~u(t) dV =

˚
R3

~φ(0) · η ∗ ~u0 dV +

ˆ t

0

˚
R3

(~u · (~φt + ∆~φ) dV ds

−
ˆ t

0

˚
R3

~u · (~u · ∇)~φ dV ds.

Falta veri�car, portanto, a inequação de energia e a convergência para a velocidade inicial:
Para inequação de energia, toma s /∈ S tal que t > s e aplica as limitações ‖∇~u‖L2(R3) ≤

lim inf
εn→0

‖∇~uεn‖L2(R3), lim
εn→0
‖~uεn‖L2(R3) = ‖~u‖L2(R3) (que valem para quase todo ponto), lema de

Fatou (3.11) e a equação de energia para ~uεn para obtermos

1

2
‖~u(t)‖L2(R3) +

ˆ t

s

‖∇~u‖2
L2(R3) dt

′ ≤ lim inf
εn→0

(
1

2
‖~uεn(t)‖L2(R3) +

ˆ t

s

‖∇~uεn‖2
L2(R3) dt

′
)

≤ lim inf
εn→0

1

2
‖~uεn(s)‖L2(R3) =

1

2
‖~u(s)‖L2(R3).

Para o caso particular de s = 0, bastar notar que lim
εn→0
‖ηεn ∗ ~u0‖L2(R3) = ‖~u0‖L2(R3) e aplicar na

última igualdade.
Para a convergência para a velocidade inicial, temos que pela de�nição de solução fraca,

~u ⇀ ~u0 em L2 se t → 0; pelo lema de Fatou e inequação de energia, temos que ‖~u‖L2(R3) →
‖~u0‖L2(R3) e, portanto,

‖~u− ~u0‖L2(R3) = ‖~u‖2
L2(R3) + ‖~u0‖2

L2(R3) − 2‖~u · ~u0‖L1(R3) → 0.

6.2 Regularidade das Soluções Fracas

Apesar do trabalho vanguarda de Leray [15] nas soluções fortes e fracas (chamadas por ele de
soluções regulares e turbulentas, respectivamente), não se sabe se as soluções fracas são únicas
ou suaves. No entanto, temos que se fortalecermos �um pouco� as hipóteses sobre ~u, temos
suavidade espacial nas soluções fracas de Leray-Hopf (na verdade, basta que a solução fraca
apresente a propriedade (i) do Corolário 39).

Lema 41. Se ~ω = ∇ · (ΦH ∗ ∗G), com G ∈ Lq′([0, T );Lq(Ω)), então

‖~ω‖Lr′ ([0,T );Lr(Ω)) ≤ C(T, r′, q′, r, q)‖G‖Lq′ ([0,T );Lq(Ω)), (6.9)

com 1 ≤ q ≤ r, 1 ≤ q′ ≤ r′ e

3

(
1

q
− 1

r

)
+ 2

(
1

q′
− 1

r′

)
< 1.

Demonstração. Notando que |∇ΦH | ≤ C|~r|t−5/2e−|~r|
2/4t, temos que

‖∇ΦH‖p
′

Lp′ ([0,T );Lp(Ω))
≤ C

ˆ T

0

t−5r/2

(˚
Ω

|~r|pe−p|~r|2/4t dV
)p′/p

dt =

C

ˆ T

0

t−5p′/2+p′/2+3p′/2p dt = CT−ap
′+1,

onde a :=
3

2

(
1− 1

p

)
+

1

2
. Escolhendo p′ tal que ap′ < 1 e expoentes q, q′, r, r′ tais que a

desigualdade de Young para convoluções (3.6) seja válida, temos que

3

(
1− 1

p

)
+ 1 <

2

p′
⇒ 3

(
1

q
− 1

r

)
< 2

(
− 1

q′
+

1

r′
+ 1

)
− 1,

concluindo o enunciado do lema.
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De�nição 42. De�ne a função vorticidade como

~ω := ∇× ~u

no sentido fraco, isto é, são funções que satisfazem
˚

Ω

~φ · ~ω dV = −
˚

Ω

∇× ~φ · ~u dV

para todo ~φ ∈ C∞0 (Ω).

Lema 43. Supõe que ~ω, ~u ∈ L1
loc(Ω), Ω conjunto aberto. Então para todo aberto Ω′ com fecho

compacto contido em Ω, temos que

~u(~r, t) =

˚
Ω′
∇ΦP (~r′ − ~r)× ~ω(~r′, t) dV ′ + ~a(~r, t), (6.10)

onde ∆~a = 0 em Ω′.

Demonstração. Caso ~u ∈ C1, temos, pela decomposição de Helmholtz [12], que 6.10 é satisfeita,
onde

~a := −∇(~u ∗ ∇ΦP ).

Para o caso de funções ~ω, ~u ∈ L1
loc(Ω), basta tomarmos ~uε := ηε ∗ ~u, ~ωε := ηε ∗ ~ω e tomarmos o

limite ε→ 0.

De maneira formal, considere que é bem de�nido aplicar o operador rotacional nas equa-
ções de Navier-Stokes (em um domínio Ω). Então temos que

∂t∇× ~u−∆∇× ~u+∇× [(~u · ∇)~u] = 0;
∇ · ~ω = 0;

~ω(~r, 0) = ∇× ~u0.
(6.11)

Usando a identidades
1

2
∇|~u|2 = (~u · ∇)~u+ ~u× ~ω

e
∇× (~a×~b) = (∇ ·~b)~a+ (∇ · ~a)~b+ (~b · ∇)~a− (~a · ∇)~b,

temos que
∂t~ω −∆~ω +∇ · (~u⊗ ~ω − ~ω ⊗ ~u) = 0;

∇ · ~ω = 0;
~ω(~r, 0) = ∇× ~u0.

(6.12)

As equações (6.12) são conhecidas como equações de vorticidade. Podemos representar as
equações pela forma

~ω = (∂t −∆)−1∇ · (~ω ⊗ ~u− ~u⊗ ~ω) + ~H = ∇ · (ΦH ∗ ∗G) + ~H,

onde G := ~ω ⊗ ~u− ~u⊗ ~ω e ~H é a solução da equação do calor em Ω× (0, T ). Ainda que toda
dedução acima seja formal, temos que a representação acima é válida:

Proposição 44 (Representação de ~ω). Se ~u é solução fraca de Navier-Stokes em Ω× (0, T ),
então a função vorticidade ~ω satisfaz

~ω = ∇ · (ΦH ∗ ∗G) + ~H (6.13)

em todo conjunto aberto Ω′ × (0, T ), Ω′ com fecho compacto contido em Ω e ~H,G de�nidos
como anteriormente se ~u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω′)), ~ω ∈ L2(0, T ;L2(Ω′)).
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Demonstração. Note que os passos dos cálculo formal acima são válidos se ~u, ~ω ∈ C2(Ω×(0, T )).
Então fazendo os mesmos passos acima para as moli�cações ~uε := ηε ∗ ~u, Pε = ηε ∗ P , obtemos
que ~ωε := ∇ · ~uε satisfaz

∂t~ωε −∆~ωε +∇ · (~uε ⊗ ~ωε − ~ωε ⊗ ~uε) = 0;
∇ · ~ωε = 0;

~ωε(~r, 0) = ∇× ~u0.

De�ne ~Hε := ~ωε − ∇ · (ΦH ∗ ∗Gε), onde Gε := (~ωε ⊗ ~uε − ~uε ⊗ ~ωε). Note que (∂t − ∇) ~Hε = 0

e ~Hε ∈ L1(Ω × (0, T )) (basta usar a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.4) para ~uε ⊗ ~ωε e
‖~uε ⊗ ~ωε‖L1(V ) ≤ ‖~u ⊗ ~ω‖L1(W ), V ⊂⊂ W [6, Apêndice C.4]). Tomando ε → 0, concluímos a
proposição.

Observação 45. Note que a hipótese ~u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), ~ω ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) é consequência
imediata do item (i) do Corolário 39 para as soluções de Leray-Hopf.

Teorema D (Regularidade espacial de Soluções Fracas). Seja ~u solução fraca de Navier-
Stokes no conjunto aberto Ω× (0, T ) , com

~u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω′)), ~ω ∈ L2(0, T ;L2(Ω′))

para todo Ω′ com fecho compacto contido em Ω. Suponha ainda que

~u ∈ Ls′(0, T ;Ls(Ω′)),

onde os expoentes s, s′ satisfazem
3

s
+

2

s′
< 1.

Então ~u ∈ C∞(Ω) e cada derivada é limitada em subconjuntos limitados de Ω.

Demonstração. A demonstração dar-se-á em 2 passos:
Passo 1. Mostrar que ~ω ∈ L∞(Ω′ × (0, T )).
Suponha momentaneamente que ~ω ∈ Lρ′(0, T ;Lρ(Ω′)), com ρ, ρ′ ≥ 2. Temos, pela desi-

gualdade de Hölder (3.4), que
˚

Ω′
|G|q dV ≤ 2q

˚
Ω′
|~u|q|~ω|q dV ≤ C(q)‖~u‖qLs(Ω′)‖~ω‖

q
Lρ(Ω′),

onde
1

s/q
+

1

ρ/q
= 1⇒ 1

s
+

1

ρ
=

1

q

. Temos, analogamente, que para

1

s′
+

1

ρ′
=

1

q′
e

1

s
+

1

ρ
=

1

q
,

obtemos que G ∈ Lq′((0, T );Lq(Ω)). De�ne δ > 0 tal que

δ :=
1

6

(
1− 3

s
− 2

s′

)
.

e r := ρ(1− δρ)−1, r′ := ρ′(1− δρ′)−1 (caso δρ ≥ 1, de�ne r =∞ e o análogo para r′). Temos,
portanto, que 1 ≤ q ≤ r, 1 ≤ q′ ≤ r′ e que

3

(
1

q
− 1

r

)
+ 2

(
1

q′
− 1

r′

)
= 1− δ < 1.
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Pelo Lema 41 e Proposição 44, temos que ~ω ∈ Lr′(0, T ;Lr(Ω′)), ou seja, podemos aumentar os
expoentes das classes L.

Usando como base indutiva ~ω ∈ L2(0, T ;L2(Ω′)), podemos aplicar um número �nito de
passos anteriores para mostrarmos que ~ω ∈ Lr

′
(0, T ;Lr(Ω′)), com ρ = ρ′ ≥ δ−1. Aplicando

mais uma vez o passo, pela de�nição, temos que ρ = ρ′ =∞, concluindo a a�rmação.
Passo 2. Mostrar que ~ω ∈ C∞(Ω′).
Temos que ~u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω′)) implica que ~ω ∈ L∞(Ω′× (0, T )). Além disso, temos que

~a ∈ L∞(Ω′× (0, T )) (de�nido no Lema 43) já que, pela desigualdade de Hölder (3.4), temos que

|~a(~r, t)| ≤
˚

Ω′
|∇2ΦP (~r′ − ~r)~u(~r′, t)| dV ′ ≤ ‖~u‖L∞(0,T ;L2(Ω′))‖∇2ΦP‖L2(Ω′).

Pelo Lema 43, temos que ~u ∈ L∞(Ω′ × (0, T )) e, portanto, G ∈ L∞(Ω′ × (0, T )). Para a
continuação da demonstração, usaremos um teorema de regularidade de equações parabólicas:

Teorema 46. Seja QR(~r0, t0) := BR(~r0) × (t0 − R2, t0), (~r0, t0) ∈ Ω′ × (0, T ). Seja ~ω ∈
L∞(QR(~r0, t0)) que satisfaz fracamente a equação

(∂t −∆) ~ω = ∇ ·G;
~ω(~r, 0) = ∇× ~u0.

(6.14)

Então

(i) se G ∈ L∞(QR(~r0, t0)), então para todo α ∈ (0, 1), temos que ~ω ∈ C0,αQR/2((~r0, t0));

(ii) se ∇kG ∈ C0,αQR((~r0, t0)) para algum k ≥ 0, então ∇k+1~ω ∈ C0,αQR/2((~r0, t0)).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em Lieberman [16, Capítulo 4].
Pela representação de ~ω (Proposição 44) e usando o Teorema 46, temos que ~ω é Hölder

contínua espacialmente para qualquer expoente α ∈ (0, 1) (basta cobrir Ω′ por cilindros QR).
Usaremos um teorema de regularidade de equações elípticas:

Teorema 47. Se ~u é harmônica em Ω, então ∇k~u é localmente Hölder contínua em Ω para
todo expoente α ∈ (0, 1), k ≥ 0.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em Gilbarg-Trudinger [10, Teorema 8.22].
Temos, portanto, que ~a é Hölder contínua. Pelo Lema 43, temos que ~u ∈ C0,α e, portanto,

G ∈ C0,α. Usando o Teorema 46, temos que ∇~ω é Hölder contínua espacialmente. Repetindo
o mesmo argumento para ∇k~ω, temos que ∇k~u ∈ C0,α para todo k ≥ 0, donde conclui-se que
~ω, ~u ∈ C∞(Ω′).

Observação 48. O trabalho de Kiselev e Ladyshenskaya [14] mostra a existência de solução
fraca com a propriedade

~u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω′)); ~u, ∂xi~u, ∂t~u ∈ L2(0, T ;L∞(Ω′)).

Temos, portanto, que as soluções de Kiselev-Ladyshenskaya são de classe C∞ no espaço. Não
temos, entretanto, regularidade global para essas soluções. Note, contudo, que as soluções de
Leray-Hopf tem a propriedade

~u ∈ L∞(0,∞;L2(Ω′)); ∂xi~u ∈ L2(0,∞;L2(Ω′))

e, portanto, não são su�cientes para a aplicação do teorema. Se for provada a unicidade de
soluções fracas, garantiremos regularidade espacial das soluções de Leray-Hopf.

Observação 49. Os trabalhos de Struwe [22] e Escauriaza-Seregin-Sverak [5] estenderam o
resultado para os casos s =∞, s′ =∞ & s = 3, além de permitir o caso de igualdade

3

s
+

2

s′
= 1.
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7 Dimensão de Hausdor� do Conjunto de Singularidades

Motivado pelo trabalho de James Serrin [21], o trio Ca�arelli-Kohn-Niremberg [2] estudou o
conjunto de singularidades de ~u, isto é, os pontos onde a velocidade não é limitada no espaço-
tempo, que no contexto do Teorema D, signi�ca estudar o caso s = s′ =∞.

De�nição 50. Diremos que ~u, P são soluções fracas adequadas das equações de Navier-Stokes
no conjunto aberto Ω× (0, T ) ∈ R3 × (0,∞) se ~u, P são mensuráveis em Ω× (0, T ), além de

(i) P ∈ L5/4(Ω× (0, T ));

(ii) para constantes E0, E1 limitadas,
˚

Ω

|~u(t)|2 dV ≤ E0 para quase todo t ∈ (0, T ), (7.1)

ˆ T

0

˚
Ω

|∇~u|2 dV dt ≤ E1; (7.2)

(iii) ~u, P satisfaz as equações de Navier-Stokes no sentido distribucional (análogo a De�nição
12, substituindo ~g por ~u e o domínio por Ω);

(iv) Para toda função φ ∈ C∞0 (Ω × (0, T )), com φ ≥ 0, temos a chamada �desigualdade de
energia generalizada":

ˆ T

0

˚
Ω

|∇~u|2φ dV ≤ 1

2

ˆ T

0

˚
Ω

[|~u|2(∂t + ∆)φ+ (|~u|2 + 2P )~u · ∇φ] dV dt. (7.3)

A motivação para a De�nição 50 vem do fato de que é a melhor estimativa conhecida para o
caso de domínio limitado (no caso Ω = R3, temos estimativas melhores). Além disso, (ii) é
natural, visto que desejamos que a energia cinética seja limitada para todo tempo 0 ≤ t ≤ T ,
bem como a energia dissipada. Por �m, a desigualdade de energia generalizada é uma versão
da desigualdade de energia (6.7), fazendo a derivação formal a partir da multiplicação de ~uφ
na equações de Navier-Stokes e integração no espaço-tempo.

Teorema 51. Suponha que Ω, ~u0 satisfazem

Ω = R3;
~u0 ∈ {~u ∈ L2| ~u tem divergência fraca nula} (7.4)

ou

Ω ⊂ R3 limitado, aberto conexo, com ∂Ω ∈ C∞;

~u0 ∈ {~u ∈ L2| ~u tem divergência fraca nula} ∩W 2/5, 5/4.
(7.5)

Então ~u ∈ L∞(0, T ;L2) ∩ L2(0,∞;H1), ~u(t) ⇀ ~u0 em L2 quando t→ 0, além de

P ∈ L5/3(Ω× (0, T )) se Ω = R3;

∇P ∈ L5/4(Ω× (0, T )) se o domínio é limitado;
se φ ∈ C∞0 (Ω̄× [0, T ]), então para 0 < t < T,

1

2

˚
Ω

|~u(t)|2φ(~r, t) dV +

ˆ t

0

˚
Ω

|∇~u|2φ dV ≤ 1

2

˚
Ω

|~u0|2φ(~r, 0) dV+

1

2

ˆ t

0

˚
Ω

[|~u|2(∂t + ∆)φ+ (|~u|2 + 2P )~u · ∇φ] dV dt

(7.6)

Demonstração. A demonstração se encontra em Ca�arelli-Kohn-Niremberg [2, Teorema A.1 em
Apêndice].

Observação 52. Note que a regularidade do caso Ω = R3 é o resultado do Corolário 39.
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7.1 Decomposição da Pressão e Velocidade

De�nição 53. Vamos denotar:

Bk := B
(

1
2
(1 + 2−3k)

)
; Tk := 1

2
(−1− 2−k);

Qk := [Tk, 1]×Bk.

Usaremos repetidamente os seguintes conjuntos:

Bk−1/3 := B1/2(1+2−3k+1); Bk−2/3 := B1/2(1+2−3k+2).

De�nimos a função
vk := [|~u| − (1− 2−k)]+.

Além disso, denotamos

Uk := sup
t∈[Tk,1]

(˚
Bk

|vk(~r, t)|2 dV
)

+

˘
Qk

|dk(~r, t)|2 dV dt,

onde

d2
k :=

(1− 2−k)χ{|~u|≥(1−2−k)}

|~u|
|∇|~u||2 +

vk
|~u|
|∇~u|2.

Observação 54. Note que v2
k pode ser interpretado como níveis de energia cinética, já que

v2
k = 0 para |~u| < 1− 2−k e é da ordem de |~u|2 para |~u| � 1− 2−k.

Observação 55. Note que a partir de agora a notação B(r) denota a bola de raio r, enquanto
anteriormente Br era a notação. A mudança será feita para termos espaço no subíndice para
sequências de conjuntos de bolas.

Lema 56. Existe uma constante C tal que para todo k e todo F ∈ L∞(Tk, 1;L2(Bk)) tal que
∇F ∈ L2(Qk), temos que

‖F‖L10/3(Qk) ≤ C(‖F‖L∞(Tk,1;L2(Bk)) + ‖F‖2/5

L∞(Tk,1;L2(Bk))‖∇F‖
3/5

L2(Qk))). (7.7)

Demonstração. Pelo mergulho H1(Bk) ⊂ L6(Bk) dado pelo Teorema de Rellich-Kondrachov [6,
Teorema 1 de 5.7], temos que

‖F‖L2(Tk,1;L6(Bk))) ≤ C(‖F‖L∞(Tk,1;L2(Bk)) + ‖∇F‖L2(Qk)).

Note que C não depende de k, já que existe k tal que B(1/2) ⊂ Bk ⊂ B(1). Pela desigualdade
de Hölder (3.4), temos que

‖F‖L10/3(Qk) ≤ ‖F‖
2/5

L∞(Tk,1;L2(Bk))‖∇F‖
3/5

L2(Tk,1;L6(Bk)))

≤ C(‖F‖L∞(Tk,1;L2(Bk)) + ‖F‖2/5

L∞(Tk,1;L2(Bk))‖∇F‖
3/5

L2(Qk))).

De�ne φk(~r) ∈ C∞(R3) tal que

φk(~r) = 1 em Bk−2/3; φk(~r) = 0 em Bc
k−1; 0 ≤ φk(~r) ≤ 1;

|∇φk| ≤ C 23k; |∇2φk| ≤ C 26k.
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Lema 57. Para p > 1, seja G ∈ L∞(Tk−1, 1;L1(Bk−1)) e P ∈ Lp(Tk−1, 1;L1(Bk−1)), com

−∆P = ∇ · ∇ ·G.

Então podemos decompor P por

P
∣∣
Bk−2/3

= Pk1

∣∣
Bk−2/3

+ Pk2

∣∣
Bk−2/3

,

onde Pk1 satisfaz
−∆Pk1 = 0 em [Tk−1, 1]×Bk−2/3,

com a estimativa

‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1/3)) + ‖Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))

≤ C212k
(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖G‖L∞(Tk−1,1;L1(Bk−1))

)
e Pk2 satisfaz em [Tk−1, 1]× R3

−∆Pk2 = ∇ · ∇ · (φkG),

notando que é feita a extensão φkG = 0 para Bc
k−1.

Demonstração. Note que pelo suporte de φk, temos que P = φkP em [Tk−1, 1]×Bk−2/3. Além
disso,

−∆(φkP ) = −φk∆P − 2∇ · ((∇φk)P ) + P∆φk,

−φk∆P = φk∇ · ∇ ·G =

∇ · ∇ · (φkG)−∇ · (G∇φk)−∇ · (GT∇φk) +∇2φk : G.

De�ne
−∆Pk2 := ∇ · ∇ · (φkG);

−∆Pk1 := −2∇ · ((∇φk)P ) + P∆φk + D : G = (TrD)P + D : G,

onde o operador diferencial D é de�nido como

Df := (∇2φk)f −∇((∇φk)f)−∇T ((∇Tφk)f).

Note que para cada componente de Df é nula em Bk−2/3, já que ∇φk = 0 nesse conjunto.
Temos, portanto, que

−∆Pk1 = 0 em Bk−2/3.

Além disso, para cada ~r ∈ Bk−1/3, usando a representação

Pk1 = ΦP ∗ ((TrD)P + D : G),

temos que
Pk1(~r, t) = 2∇ΦP ∗ (P∇φk) + ΦP ∗ (P∆φk) +∇ΦP ∗ (G∇φk)

+∇ΦP ∗ (GT∇φk) + ΦP ∗ (∇2φk : G).

Como a distância entre Bk−1/3 e Bc
k−2/3 é maior que 2−3k, e pelas propriedades de φk, temos

que para todo ~r ∈ Bk−1/3:

|Pk1(~r, t)| ≤ C29k

˚
Bk−1

|P |+ |G| dV.

Podemos fazer o mesmo procedimento para

∇Pk1 = ∇ΦP ∗ ((TrD)P + D : G)
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para obtermos que para todo ~r ∈ Bk−1/3:

|∇Pk1(~r, t)| ≤ C212k

˚
Bk−1

|P |+ |G| dV.

Tomando a norma Lp no tempo, obtemos a estimativa enunciada no Lema, notando que como
1− Tk ≤ 2, temos

‖G‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) ≤ 21/p‖G‖L∞(Tk−1,1;L1(Bk−1)).

Do Lema 56, obtemos 2 corolários imediatos:

Corolário 58 (Decomposição da Pressão). Sejam ~u, P soluções fracas encontradas no
Teorema 51 em Qk−1. Então podemos decompor a pressão em Bk−2/3 por:

P
∣∣
Bk−2/3

= Pk1

∣∣
Bk−2/3

+ Pk2

∣∣
Bk−2/3

,

onde Pk1 satisfaz
−∆Pk1 = 0 em [Tk−1, 1]×Bk−2/3,

com a estimativa

‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1/3)) + ‖Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3)) ≤

C212k
(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖~u‖2

L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))

)
e Pk2 satisfaz em [Tk−1, 1]× R3

−∆Pk2 = ∇ · ∇ · (φk ~u⊗ ~u).

Demonstração. Aplicando o divergente nas equações de Navier-Stokes, obtemos

−∆P = ∇ · ∇ · (~u⊗ ~u).

Usando o Lema 56 com G := ~u⊗ ~u, obtemos o resultado.

Corolário 59 (Decomposição da Pressão com sua Média). Sejam ~u, P soluções fracas
encontradas no Teorema 51 em B(1)× [−1, 1]. De�ne as médias

~u(t) =

˚
B(1)

~u(~r, t) dV ;

P (t) =

˚
B(1)

P (~r, t) dV.

Então podemos decompor (P − P )
∣∣
[−1/2,1/2]×B(1/2)

por:

(P − P )
∣∣
[−1/2,1/2]×B(1/2)

= P1

∣∣
[−1/2,1/2]×B(1/2)

+ P2

∣∣
[−1/2,1/2]×B(1/2)

,

onde P1 satisfaz

‖P1‖Lp(−1/2,1/2;L∞(B(1/2))) ≤ C
(
‖P − P‖Lp(−1,1;L1(B(1))) + ‖~u− ~u‖2

L∞(−1,1;L2(B(1)))

)
,

−∆P1 = 0 em [−1/2, 1/2]×B(1/2);

e P2 satisfaz em R3

−∆P2 = ∇ · ∇ ·
(
φ1(~u− ~u)⊗ (~u− ~u)

)
.
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Demonstração. Aplicando o divergente nas equações de Navier-Stokes, obtemos

−∆P = ∇ · ∇ · (~u⊗ ~u) = ∇ · ∇ ·
(
(~u− ~u)⊗ (~u− ~u)

)
,

onde a última igualdade é válida devido a independência espacial das médias. Usando o Lema
9, substituindo P por P − P e tomando G := (~u − ~u) ⊗ (~u − ~u) e notando que B0 ≡ B(1) e
B(1/2) ⊂ B2/3 ⊂ B1/3, obtemos o resultado.

Lema 60 (Decomposição da Velocidade). A velocidade ~u pode ser decomposta por

~u = ~u
vk
|~u|

+ ~u

(
1− vk
|~u|

)
,

onde ∣∣∣∣~u(1− vk
|~u|

)∣∣∣∣ ≤ 1− 2−k.

Além disso, temos as seguintes estimativas:

vk
|~u|
|∇~u| ≤ dk, χ{|~u|≥(1−2−k)}|∇|~u|| ≤ dk, |∇vk| ≤ dk,

∣∣∣∣∇~uvk|~u|
∣∣∣∣ ≤ 3dk.

Demonstração. A função

1− vk
|~u|

=

 1 se |~u| ≤ 1− 2−k;
1− 2−k

|~u|
se |~u| ≥ 1− 2−k

é Lipschitz, e, portanto, ∣∣∣∣~u(1− vk
|~u|

)∣∣∣∣ ≤ 1− 2−k.

Pela de�nição de dk e vk, temos que vk ≤ |~u| e, portanto,

d2
k ≥

vk
|~u|
|∇~u|2 ≥

(
vk
|~u|
|∇~u|

)2

,

o que mostra a primeira desigualdade. Para demonstrar a segunda desigualdade, note que

|∇|~u||2 =

∣∣∣∣∇~u ~u|~u|
∣∣∣∣2 ≤ |∇~u|2.

Usando a de�nição de dk, temos que

d2
k ≥

(1− 2−k)χ{|~u|≥(1−2−k)} + vk

|~u|
|∇|~u||2.

Notando que
(1− 2−k + vk)χ{|~u|≥(1−2−k)} = |~u|χ{|~u|≥(1−2−k)},

concluímos
d2
k ≥ χ{|~u|≥(1−2−k)}|∇|~u||2.

A terceira desigualdade segue diretamente de

|∇vk| = |∇|~u||χ{|~u|≥(1−2−k)}

e da segunda desigualdade. A última desigualdade segue da estimativa dos termos do lado
direito da igualdade

∇~uvk
|~u|

=
~u

|~u|
⊗ ∇vk + vk∇

~u

|~u|
.
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O primeiro termo pode ser limitado por∣∣∣∣ ~u|~u| ⊗ ∇vk
∣∣∣∣ ≤ |∇vk| ≤ dk,

onde foi usada a segunda desigualdade; o segundo termo pode ser limitado por∣∣∣∣vk∇ ~u

|~u|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ vk|~u|∇~u
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ vk|~u|2~u⊗∇|~u|
∣∣∣∣ ≤ dk + χ{|~u|≥(1−2−k)}|∇|~u|| ≤ 2dk,

onde foram usadas a primeira e segunda desigualdades.

Note que pelos Lemas 56 e 60, temos que

‖vk−1‖L10/3(Qk−1) ≤ C
(
‖vk−1‖L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1)) + ‖vk−1‖2/5

L∞(Tk−,1;L2(Bk−1))‖dk‖
3/5

L2(Qk−1))

)
e, portanto, pela desigualdade de Young (3.5) e pela de�nição de Uk,

‖vk−1‖L10/3(Qk−1) ≤ C U
1/2
k−1. (7.8)

7.2 Limitação Universal da Velocidade e Pressão

O objetivo da seção é limitarmos as energias cinética e dissipada e a pressão por uma cons-
tante universal Γ, isto é, uma constante independente do ponto. Para tal, demonstraremos a
proposição abaixo em vários passos, obtendo uma relação direta entre Uk e Uk−1:

Proposição 61. Seja p > 1. Então existem constantes universais Cp, βp > 1 tais que para toda
solução advinda do Teorema 51 em [−1, 1]×B(1), se U0 ≤ 1, então temos que para todo k > 0

Uk ≤ Ck
p (1 + ‖P‖Lp(0,1;L1(B0)))U

βp
k−1. (7.9)

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em 5 passos:
Passo 1. Evolução de v2

k.

Lema 62. Sejam ~u, P soluções advindas do Teorema 51 em (0,∞)× Ω. Então vk satisfaz

∂t
v2
k

2
+∇ ·

(
~u
v2
k

2

)
+ d2

k −∆
v2
k

2
+∇ · (~uP ) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P ≤ 0 (7.10)

no sentido distribucional.

Demonstração. Escreve v2
k como

v2
k

2
=
|~u|2

2
+
v2
k − |~u|2

2
.

Note que pelo Teorema 51, temos que

∂t
|~u|2

2
+∇ ·

(
~u
|~u|2

2

)
+ |∇~u|2 −∆

|~u|2

2
+∇ · (~uP ) ≤ 0

no sentido distribucional (essa desigualdade é conhecida por �desigualdade de energia generali-
zada�). Para o segundo termo, temos que para qualquer derivada ∂a, seja espacial ou temporal,

∂a

(
v2
k − |~u|2

2

)
= vk∂avk − ~u · ∂a~u = ~u

(
vk
|~u|
− 1

)
· ∂a~u,
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onde o termo em parênteses é limitado por 1. Então multiplicando as equações de Navier-Stokes

por ~u

(
vk
|~u|
− 1

)
, obtemos

∂t

(
v2
k − |~u|2

2

)
+∇ ·

(
~u
v2
k − |~u|2

2

)
+

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P −

(
vk
|~u|
− 1

)
~u ·∆~u = 0. (7.11)

O último termo pode ser escrito como

−
(
vk
|~u|
− 1

)
~u ·∆~u = −∇ ·

(
−∇~u

(
vk
|~u|
− 1

)
~u

)
+∇

(
~u
vk
|~u|

)
: ∇~u− |∇~u|2

= −∆
v2
k − |~u|2

2
+

(
vk
|~u|
− 1

)
|∇~u|2 + [∇~u(~u)] · ∇ vk

|~u|
.

Notando que∣∣∣∣( vk|~u| − 1

)
|∇~u|2 + [∇~u(~u)] · ∇ vk

|~u|

∣∣∣∣ ≤ ( vk|~u| − 1

)
|∇~u|2 + |~u|∇|~u| · ∇

(
1− 1− 2−k

|~u|

)

=

(
vk
|~u|
− 1

)
|∇~u|2 +

(1− 2−k)χ{|~u|≥(1−2−k)}

|~u|
|∇|~u||2 = d2

k − |∇~u|2.

Somando a desigualdade de energia generalizada e (7.11), obtemos o resultado do enunciado.

Passo 2. Limitação de Uk.
De�ne funções ηk ∈ C∞(R3) tais que

ηk(~r) = 1 em Bk; ηk(~r) = 0 em Bc
k−1/3; 0 ≤ ηk(~r) ≤ 1;

|∇ηk| ≤ C 23k; |∇2ηk| ≤ C 26k.

Multiplicando (7.10) por ηk e integrando em [σ, t] × R3 para Tk−1 ≤ σ ≤ Tk ≤ t ≤ 1 para
obtermos ˚

R3

ηk
|vk(t)|2

2
dV +

ˆ t

σ

˚
R3

ηkd
2
k(s) dV ds ≤

˚
R3

ηk
|vk(σ)|2

2
dV+

ˆ t

σ

˚
R3

∇ηk · ~u
|vk(s)|2

2
dV ds+

ˆ t

σ

˚
R3

∆ηk
|vk(s)|2

2
dV ds−

ˆ t

σ

˚
R3

ηk

{
∇ · (~uP ) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P

}
dV ds.

Integrando a desigualdade acima com respeito a σ entre Tk−1 e Tk e dividindo por Tk−1− Tk =
2−k−1, temos que

sup
t∈[Tk,1]

(˚
R3

ηk
|vk(t)|2

2
dV +

ˆ t

Tk

˚
R3

ηkd
2
k(s) dV ds

)
≤ 2k+1

ˆ Tk

Tk−1

˚
R3

ηk
|vk(σ)|2

2
dV dσ

+

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

∇ηk · ~u
|vk(s)|2

2
dV

∣∣∣∣ ds+

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

∆ηk
|vk(s)|2

2
dV

∣∣∣∣ ds
+

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

ηk

{
∇ · (~uP ) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P

}
dV

∣∣∣∣ ds.
Pelas limitações das derivadas de ηk, podemos limitar o primeiro e terceiro termos do lado
direito da desigualdade trivialmente; para o segundo termo, basta usar a decomposição

~u
v2
k

2
=

{
~u

(
1− vk
|~u|

)
+ ~u

vk
|~u|

}
v2
k

2
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e usar o Lema 60 para obtermos∣∣∣∣~uv2
k

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣~u(1− vk
|~u|

)
v2
k

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣~u vk|~u| v2
k

2

∣∣∣∣ ≤ v2
k

2
+
v3
k

2
.

Como ηk ≡ 1 em Bk e pela de�nição de Uk, temos que

Uk ≤ 2 sup
t∈[Tk,1]

(˚
R3

ηk
|vk(t)|2

2
dV +

ˆ t

Tk

˚
R3

ηkd
2
k(s) dV ds

)
.

Concluímos, portanto, que Uk pode ser limitado por

Uk ≤ C26k

˘
Qk−1

|vk|2 dV dt+ C23k

˘
Qk−1

|vk|3 dV dt+

2

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

ηk

{
∇ · (~uP ) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P

}
dV

∣∣∣∣ dt (7.12)

Passo 3. Crescimento não linear de Uk.
Queremos estimar os termos do lado direito de (7.12) por potências maiores do que 1 de

Uk−1. Usaremos o método desenvolvido por De Giorgi [4].

Lema 63. Existe uma constante C tal que para todo k > 1 e q > 1, temos

‖χ{vk>0}‖Lq(Qk−1) ≤ C2
10k
3q U

5
3q

k−1,

‖χ{vk>0}‖L∞(Tk−1,1;Lq(Bk−1)) ≤ C2
2k
q U

1
q

k−1.
(7.13)

Demonstração. Se vk > 0, então |~u| − 1 + 2−k > 0 e

vk−1 > 2−k+1 − 2−k = 2−k.

Usando a desigualdade de Tchebichev (3.12) e (7.8), temos que

‖χ{vk>0}‖qLq(Qk−1) =

˘
Qk−1

χ{vk>0} dV dt ≤
˘

Qk−1

χ{vk−1>2−k} dV dt ≤

210k/3

˘
Qk−1

|vk−1|10/3 dV dt ≤ 210k/3U
5/3
k−1.

A segunda desigualdade pode ser demonstrada de forma análoga:

‖χ{vk>0}‖qLq(Qk−1) ≤ 22k

˘
Qk−1

|vk−1|2 dV dt ≤ 22k sup
s∈[Tk−1,1]

˚
Bk−1

|vk−1|2 dV ≤ 22kUk−1.

Note que o Lema 63 permite controlarmos os 2 primeiros termos do lado direito de (7.12),
já que pela desigualdade de Hölder (3.4):

C26k

˘
Qk−1

|vk|2 dV dt+ C23k

˘
Qk−1

|vk|3 dV dt

≤ C26k‖v2
k‖L5/3(Qk−1)‖χ{vk>0}‖L5/2(Qk−1) + C23k‖v3

k‖L10/9(Qk−1)‖χ{vk>0}‖L10(Qk−1).

Pela de�nição de vk, temos que vk ≤ vk−1 e pelo Lema 10, obtemos

‖v2
k‖L5/3(Qk−1) ≤ ‖vk−1‖2

L10/3(Qk−1) ≤ CUk−1.
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Analogamente, temos que

‖v3
k‖L10/9(Qk−1) = ‖vk‖3

L10/3(Qk−1) ≤ U
3/2
k−1.

Concluímos, portanto, que

C26k

˘
Qk−1

|vk|2 dV dt+ C23k

˘
Qk−1

|vk|3 dV dt ≤ C26k+4k/3U
5/3
k .

Note que o expoente de Uk−1 > 3/2. Precisamos, portanto, limitar o último termo de (7.12).
Como o suporte de ηk está contido em Bk−1/3, usando a decomposição da pressão do Corolário
58, temos que ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

ηk

{
∇ · (~uP ) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇P

}
dV

∣∣∣∣ dt
≤
ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣∣
˚

Bk−1/3

ηk
vk
|~u|
~u · ∇Pk1 dV

∣∣∣∣∣ dt+
+

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

ηk

{
∇ · (~uPk2) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇Pk2

}
dV

∣∣∣∣ dt =: Ik1 + Ik2,

onde foi usado que Pk1 é limitado no espaço pelo Corolário 58, e, portanto, temos que ∇ ·
(~uPk1) = ~u · ∇Pk1.

Passo 4. Limitação do termo não-local Pk1.
Usaremos repetidamente a desigualdade de Hölder (3.4) para limitarmos o termo não-local

Pk1. Consideraremos 3 casos de expoentes p > 0.

(i) p > 10. Podemos limitar Ik1 da forma

Ik1 ≤ C‖vk‖L10/3(Qk−1)‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖Lq(Tk−1,1;L10/7(Bk−1))

≤ C‖vk‖L10/3(Qk−1)‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖Lq(Qk−1),

onde 1/q = 7/10− 1/p. Por (7.8) e Lema 63, temos que

Ik1 ≤ C27k/3−10k/3p‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1))U
5/3(1−1/p)
k−1 .

Pelo Corolário 58, temos que

Ik1 ≤ C212k+7k/3−10k/3pU
5/3(1−1/p)
k−1

(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖~u‖2

L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))

)
.

(ii) 2 ≤ p ≤ 10. Podemos limitar Ik1 da forma

Ik1 ≤ C‖vk‖L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖Lq(Tk−1,1;L2(Bk−1))

≤ C‖vk‖L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖L2(Qk−1),

onde 1/q + 1/p = 1. Pelo Lema 63, temos que

Ik1 ≤ C25k/3U
4/3
k−1‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3)).

Basta usar o Corolário 58 para obtermos

Ik1 ≤ C212k+5k/3U
4/3
k−1

(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖~u‖2

L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))

)
.
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(iii) p < 2. Podemos limitar Ik1 da forma

Ik1 ≤ C‖vk‖L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖Lq(Tk−1,1;L2(Bk−1))

≤ C‖vk‖L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))‖∇Pk1‖Lp(Tk−1,1;L∞(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖
L∞(Tk−1,1;L

2p
2−p (Bk−1))

.

Usando o Lema 63 e o Corolário 58, temos que

Ik1 ≤ C212k+7k/3−4k/(3p)U
5/3−2/(3p)
k−1

(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖~u‖2

L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))

)
.

Concluímos, portanto, que para todo p > 1, existe α > 0 e βp > 1 tal que

Ik1 ≤ C2kαpU
βp
k−1

(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + ‖~u‖2

L∞(Tk−1,1;L2(Bk−1))

)
.

Se U0 ≤ 1, temos que

Ik1 ≤ C2kαpU
βp
k−1

(
‖P‖Lp(Tk−1,1;L1(Bk−1)) + 1

)
,

com βp > 3/2 se p > 10.
Passo 5. Limitação do termo local Pk2.
Usaremos novamente a desigualdade de Hölder (3.4) repetidamente. Decomporemos Pk2

em Pk2 := Pk21 + Pk22 + Pk23, onde

−∆Pk21 := ∇ · ∇ ·

{
φk(~u⊗ ~u)

(
1− vk
|~u|

)2
}

;

−∆Pk22 := ∇ · ∇ ·
{

2φk(~u⊗ ~u)
vk
|~u|

(
1− vk
|~u|

)}
;

−∆Pk23 := ∇ · ∇ ·
{

2φk(~u⊗ ~u)
v2
k

|~u|2

}
.

Decompõe Ik2 em Ik2 := Ik21 + Ik22 + Ik23, com

Ik2j :=

ˆ 1

Tk−1

∣∣∣∣˚
R3

ηk

{
∇ · (~uPk2j) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇Pk2j

}
dV

∣∣∣∣ dt.
Pelo Lema 10 e devido à limitação do operador ∇ · ∇ · (−∆)−1 (como visto em (4.27)), temos
que ‖Pk21‖Lq(Qk−1) ≤ q para todo < q <∞. Temos que

∇ · (~uPk21) +

(
vk
|~u|
− 1

)
~u · ∇Pk21 = ∇ ·

(
vk~u

|~u|
Pk21

)
− Pk21∇ ·

(
vk~u

|~u|

)
.

Pelo Lema 60, temos que para q > 2

Ik21 ≤ 23kCq‖vk‖L10/3(Qk−1)‖Pk21‖L10/3(Qk−1)‖χ{vk>0}‖L10q/(7q−10)(Qk−1)

+Cq‖Pk21‖Lq(Qk−1)‖dk‖L2(Qk−1)‖χ{vk>0}‖L2q/(q−2)(Qk−1)

≤ Cq2
kαq(U

5/3(1−1/q)
k−1 + U

4/3−5/(3q))
k−1 ).

Note que o segundo termo não tem expoente maior do que 3/2, o qual tem origem do termo de
pressão estar na forma divergente. Para os termos Pk22, Pk23, devido a limitação do operador
∇ · ∇ · (−∆)−1 (como visto em (4.27)), pelo Lema 60 e por (7.8), temos que

‖Pk22‖L10/3(Qk−1) ≤ C‖~u(1− vk/|~u|)‖L∞(Qk−1)‖~uvk/|~u|‖L10/3(Qk−1)

≤ C‖vk‖L10/3(Qk−1) ≤ CU
1/2
k−1;

‖Pk23‖L10/3(Qk−1) ≤ C‖~uvk/|~u|‖2
L10/3(Qk−1) ≤ C‖vk‖2

L10/3(Qk−1) ≤ CUk−1.

Como temos termos que envolvem os gradientes da pressão em Ik2, precisamos limitá-los:
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Lema 64. Podemos decompor ∇Pk22 e ∇Pk23 em ∇Pk22 := ~P221 + ~P222 + ~P223 e ∇Pk23 :=
~P231 + ~P232, onde

‖~P221‖L10/3(Qk−1/3) ≤ C23k‖vk‖L10/3(Qk−1); ‖~P222‖L2(Qk−1/3) ≤ C‖dk‖L2(Qk−1);

‖~P223‖L5/4(Qk−1/3) ≤ C‖vk‖L10/3(Qk−1)‖dk‖L2(Qk−1);

‖~P231‖L5/3(Qk−1/3) ≤ C23k‖vk‖2
L10/3(Qk−1); ‖~P232‖L5/4(Qk−1/3) ≤ C‖vk‖L10/3(Qk−1)‖dk‖L2(Qk−1).

Demonstração. Temos que

∇

{
φk~u⊗ ~u

(
vk
|~u|

)2
}

= ∇φk ⊗

{
~u⊗ ~u

(
vk
|~u|

)2
}

+φk∇
(
vk
|~u|
~u

)
⊗
(
vk
|~u|
~u

)
+ φk

(
vk
|~u|
~u

)
⊗∇

(
vk
|~u|
~u

)
.

Pela limitação de de ∇φk e pelo Lema 60, temos que∣∣∣∣φk∇( vk|~u|~u
)
⊗
(
vk
|~u|
~u

)
+ φk

(
vk
|~u|
~u

)
⊗∇

(
vk
|~u|
~u

)∣∣∣∣ ≤ Cdkvk;∣∣∣∣∣∇φk ⊗
{
~u⊗ ~u

(
vk
|~u|

)2
}∣∣∣∣∣ ≤ C23k|vk|2.

Escreve ~P231 e ~P232 como soluções de

−∆~P231 = ∇ · ∇ ·

(
∇φk ⊗

{
~u⊗ ~u

(
vk
|~u|

)2
})

;

−∆~P232 = ∇ · ∇ ·
{
φk∇

(
vk
|~u|
~u

)
⊗
(
vk
|~u|
~u

)
+ φk

(
vk
|~u|
~u

)
⊗∇

(
vk
|~u|
~u

)}
.

Note que ∇Pk23 = ~P231 + ~P232 e devido a limitação do operador ∇ · ∇ · (−∆)−1 (como visto
em (4.27)), obtemos as limitações enunciadas no Lema (basta usar a desigualdade de Hölder
(3.4)).

Além disso, temos que

∇
{
φk(~u⊗ ~u)

vk
|~u|

(
1− vk
|~u|

)}
= ∇φk ⊗ (~u⊗ ~u)

vk
|~u|

(
1− vk
|~u|

)
+ φk

(
1− vk
|~u|

)
~u⊗∇

(
vk
|~u|
~u

)
+φk

vk
|~u|
∇~u⊗ ~u

(
1− vk
|~u|

)
− φk~u⊗∇

vk
|~u|
⊗ vk
|~u|
~u.

Note que pelo Lema 60∣∣∣∣~u⊗∇ vk|~u|
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ~u|~u| ⊗ ∇vk

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ vk|~u|2~u⊗∇|~u|
∣∣∣∣ ≤ |∇vk|+ χ{vk>0}|∇|~u|| ≤ 2dk.

Escreve ~P221, ~P222 e ~P223 como soluções de

−∆~P221 = ∇ · ∇ ·
(
∇φk ⊗ (~u⊗ ~u)

vk
|~u|

(
1− vk
|~u|

))
;

−∆~P222 = ∇ · ∇ ·
(
φk

(
1− vk
|~u|

)
~u⊗∇

(
vk
|~u|
~u

)
+ φk

vk
|~u|
∇~u⊗ ~u

(
1− vk
|~u|

))
;

−∆~P223 = ∇ · ∇ ·
(
φk~u⊗∇

vk
|~u|
⊗ vk
|~u|
~u

)
.

Note que ∇Pk22 := ~P221+ ~P222+ ~P223 e devido a limitação do operador∇·∇·(−∆)−1 (como visto
em (4.27)), obtemos as limitações enunciadas no Lema (novamente, basta usar a desigualdade
de Hölder (3.4)).
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Pelo Lema anterior, podemos, portanto, limitar Ik22 + Ik23 por

Ik22 + Ik23 ≤ C23k

ˆ 1

Tk−1

˚
Bk−1/3

(1 + vk)(|Pk22|+ |Pk23|) dV dt+

C

ˆ 1

Tk−1

˚
Bk−1/3

(|∇Pk22|+ |∇Pk23|) dV dt =: A+B,

onde foi usado as limitações de ηk e sua derivada e 1 + vk ≥ |~u|. A primeira integral A pode
ser limitada por

A ≤ C23k(‖Pk22‖L10/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L10/7(Bk−1) + ‖Pk23‖L5/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L5/2(Bk−1))

+C23k‖vk‖L10/3(Bk−1)(‖Pk22‖L10/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L5/2(Bk−1)

+‖Pk23‖L5/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L10(Bk−1)) ≤ C2αkU
5/3
k−1,

onde foi usada a desigualdade de Hölder (3.4) e o Lema 63. Usando estes mesmos resultados,
temos que a integral B pode ser limitada por

B ≤ C(‖~P221‖L10/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L10/7(Bk−1) + ‖~P231‖L5/3(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L5/2(Bk−1))

+C‖~P222‖L2(Bk−1/3)‖χ{vk>0}‖L2(Bk−1)

+(‖~P223‖L5/4(Bk−1/3) + ‖~P232‖L5/4(Bk−1/3))‖χ{vk>0}‖L5(Bk−1)) ≤ C2αkU
5/3
k−1 + CU

4/3
k−1,

onde os 3 últimos três termos são os que contribuem com o expoente 4/3 de Uk−1.
Concluímos, portanto, a demonstração da Proposição 61.

Lema 65. Para todo C > 1 e β > 1, se existe uma constante C0 tal que para toda sequência
0 < W0 < C0 e para todo k:

0 ≤ Wk+1 ≤ CkW β
k ,

temos que Wk → 0 quando k →∞.

Demonstração. De�ne
Rk := Ck/(β−1)C1/(β−1)2Wk,

que, pela hipótese, nos leva a
0 ≤ Rk+1 ≤ Rβ

k .

Então se W0 ≤ C0 = C−1/(β−1)2 , temos que R0 ≤ 1 e, por indução, temos que Rk ≤ 1 para todo
k. Isso nos leva a

Wk ≤ C−k/(β−1)C−1/(β−1)2

e, portanto, Wk → 0 quando k →∞.

Teorema 66 (Limitação da Velocidade e Pressão). Para todo p > 1, existe uma constante
universal Γ tal que para todas soluções fracas encontradas no Teorema 51 em [−1, 1] × B(1)
satisfazendo

‖~u‖2
L∞(−1,1;L2(B(1))) + ‖∇~u‖2

L2(−1,1;L2(B(1))) + ‖P‖2
Lp(−1,1;L1(B(1))) ≤ Γ.

Então
|~u| ≤ 1 em [−1/2, 1]×B(1/2).

50



Demonstração. Temos que se Γ ≤ 1, então U0 ≤ 1. Pela de�nição de Uk, temos que Uk ≤ U0 ≤ 1
para todo k. Além disso, temos que ‖P‖Lp(0,1;L1(B(1))) ≤ 1. Temos pela Proposição 61 que

Uk ≤ (2Cp)
kU

βp
k−1.

Se considerarmos Γ = inf(1, C0), temos pelo Lema 65 que Uk → 0. Notando que para todo k,
−1/2 ≤ t ≤ 1: ˚

B(1/2)

[|~u| − 1]2+ dV ≤ Uk → 0,

temos que |~u| ≤ 1 em quase todo ponto em [−1/2, 1]×B(1/2).

7.3 Dimensão de Hausdor�

De�nição 67. De�nimos a medida de Hausdor� �parabólica� como

Pk(Ω) := lim
δ→0+

inf

{
∞∑
i=1

rki : Ω ⊂
⋃
i

Wri , ri < δ

}
. (7.14)

A construção é feita pelo procedimento de Caratheodory [8] e difere da dimensão de Hausdor�
usual por usar cilindros parabólicos, isto é, o cilindro �parabólico� Wri é de�nido como

Wri(~r, t) := Bri(~r)× (t− r2
i , t+ r2

i ).

Note que Pk(Ω) = 0 se, e somente se para cada δ > 0, temos que Ω pode ser coberto por uma
família de cilindros Wri tal que

∑
rki < δ. Essa ideia será fundamental para termos noção

da distribuição de singularidades das soluções de Navier-Stokes. Note ainda que Hk(S) ≤
C(k)Pk(S), Hk medida de Hausdor� usual [8], já que basta increver os elementos da cobertura
dentro de cilindros para notarmos a desigualdade.

De�nição 68. De�ne S é o conjunto de singularidades das soluções de Navier Stokes advindas
do Teorema 51, isto é,

S := {(~r, t) : ~u(~r, t) /∈ L∞(0, T ;L∞(Ω))}.
Note que caso (~r, t) /∈ S, então, pelo Teorema D, temos que a solução é suave espacialmente
nesse ponto.

Lema 69 (Recobrimento de Vitalli). Seja uma família de cilindros F := {Wri}i, com
ri <∞ para todo i. Então existe subfamília enumerável disjunta G := {W ′

ri
}i que cobre F , com⋃

Wr∈ F

Wr ⊂
⋃

Wr∈ G

W5r.

Demonstração. A demonstração se encontra em Ca�arelli-Kohn-Niremberg [2, Lema 6.1]. A
demonstração do lema para bolas (em vez de cilindros parabólicos) pode ser encontrada em [8,
Capítulo 2], com fácil generalização para cilindros, uma vez que basta increvê-los nas bolas.

Proposição 70. Para 1 < p < 4/3 e constantes λ < 1 e δp ≤ C0/2 pequenas su�cientes tal
que para toda solução de Navier-Stokes em Ω advinda do Teorema 51, (~r0, t0) ∈ Ω × (0,∞) a
propriedade abaixo seja válida:

lim sup
ε→0

ε−1

˘
Wε(~r0,t0)

|∇~u|2 dV dt ≤ δp. (7.15)

Então existe k0 > 0 tal que

Vk+1 ≤
Vk
4

+
C0

4
,

onde Vk := ‖~uk‖L∞(−1,1;L2(B0)) + λ−8‖Pk − P k‖2
Lp(−1,1;L2(B0)) (ver de�nição de ~uk, Pk em Seção

2.2).
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Demonstração. Omitiremos, mas a demonstração pode ser encontrada em [23, Proposição 5].

A Proposição 70 e o Teorema 66 implicam no resultado fundamental para o entendimento
da distribuição de singularidades:

Teorema 71. Para toda solução de Navier-Stokes em Ω advinda do Teorema 51 em (0,∞) e
(~r0, t0) ∈ Ω× (0,∞) tal que

lim sup
ε→0

ε−1

˘
Wε(~r0,t0)

|∇~u|2 dV dt ≤ δp, (7.16)

temos que ~u é limitada numa vizinhança V de (~r0, t0), ou seja, ~u(~r0, t0) ∈ L∞loc(V ).

Demonstração. Pela Proposição 70, temos que para k ≥ k0:

Vk+1 ≤
Vk
4

+
C0

4
,

o que implica que lim sup
k

Vk ≤ C0/3. Note ainda que pela Proposição 70:

‖∇~uk‖2
L2(W1(~r0,t0)) = λ−k

ˆ t0+λ2k

t0−λ2k

˚
B′(λk)

|∇~u|2 dV dt ≤ δp,

onde B′(r) denota a bola de raio r e centro em ~r0; e existe K grande o su�ciente tal que

VK + ‖∇~uK‖2
L2(W1(~r0,t0)) <

C0

3
+
C0

2
+ ε ≤ C0.

Notando que ~uK e PK − PK são soluções das equações de Navier-Stokes em Q0, temos pelo
Teorema 66 que |~uK | ≤ 1 em [−1/2, 1]×B(1/2).

Concluímos com o resultado principal da seção:

Teorema E. Para toda solução de Navier-Stokes em Ω advinda do Teorema 51 em (0, T )×Ω,
0 < T ≤ ∞, temos que P1(S) = 0.

Demonstração. Pelo teorema anterior, se (~r0, t0) ∈ S, então

δp < lim sup
εi→0

ε−1
i

˘
Wεi (~r0,t0)

|∇~u|2 dV dt.

Tome V ⊂ (0, T )× Ω vizinhança de S e η > 0. Para cada (~ri, ti) ∈ S, escolhe εi < η tal que

δp < ε−1
i

˘
Wεi (~ri,ti)

|∇~u|2 dV dt e Wε(~ri, ti) ⊂ V.

Aplicando o Lema 69 para essa família de cilindros contidos em V , obtemos uma subfamília
disjunta tal que

S ⊂
⋃
i

W5εi(~ri, ti)

e ∑
i

εi ≤
∑
i

δ−1
p

˘
Wεi (~ri,ti)

|∇~u|2 dV dt ≤ δ−1
p

˘
V

|∇~u|2 dV dt.

Como η é arbitrário, temos que |S| = 0 e que

P1(S) ≤
∑
i

δ−1
p

˘
W5εi

(~ri,ti)

|∇~u|2 dV dt ≤ 5δ−1
p

˘
V

|∇~u|2 dV dt.

Note que vale para qualquer vizinhança V de S. Pelo Teorema 51, |∇~u|2 é integrável e, portanto,
tomando |V | → 0, temos que P1(S) = 0. Em particular, H1(S) = 0.
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Como H1(S) = 0 e a medida de Hausdor� coincide com a noção de medida usual para
domínios suaves, temos que o conjunto de singularidades não pode assumir estrutura de reta no
espaço-tempo (ou conjuntos com �estrutura maior�, com área ou volume positivos, por exemplo).
Note, entretanto, que H1(Q4) = 0 [20] e H1(C) = 0, C conjunto de Cantor, o que implica que
é possível que o conjunto de singularidades não seja �tão pequeno�.

Corolário 72 (Inexistência de Singularidades em Todo Tempo). O conjunto Υ := {t :
~u(t) /∈ L∞(0, T )}, 0 ≤ T ≤ ∞ é caracterizado por H1/2(Υ) = 0.

Demonstração. Sejam ti ∈ Υ pontos de singularidades temporais indexados por i. Então toma
bola unidimensional, isto é, um itervalo, em torno de ti da forma Iri := (ti − r2

i , ti + r2
i ). Logo

H1/2(Υ) = C lim
δ→0+

inf

{
∞∑
i=1

(
r2
i

)1/2
: Υ ⊂

⋃
i

Iri , r
2
i < δ

}

≤ C lim
ε→0+

inf

{
∞∑
i=1

ri : S ⊂
⋃
i

Wri , ri < ε

}
= CP1(S) = 0,

onde a desigualdade é válida pois Υ ⊂ S e Iri ⊂ Wri .

Como H1/2(Υ) = 0, temos que o conjunto de singularidades temporais não pode assumir
a estrutura de dimensão (de Hausdor�) 1/2. Note que H1/2(Q) = 0 e H1/2(Cδ) = 0 para
δ < 3/4, onde Cδ é conjunto de Cantor generalizado (a cada passo de construção do conjunto
de Cantor, retira-se δ/3 em vez de 1/3 como o usual). Então o conjunto de singularidades Υ
pode ser um conjunto compacto ou um conjunto denso, ilustrando novamente que ele pode não
ser �tão pequeno�.

Além disso, o Corolário acima garante que não há pontos singulares �xos no espaço,
já que se houvessem, formariam uma reta paralela ao eixo temporal. Isto mostra que caso
exista pontos espaciais com velocidade ilimitada para algum tempo, ela deve se tornar limitada
imediatamente depois.

8 Direções Futuras

Apesar das equações de Navier-Stokes serem um bom modelo para �uidos, foram feitas várias
hipóteses em sua derivação (ver Seção 2.4). Uma possível extensão das equações é para �uidos
não-Newtonianos, que utilizando a relação de lei de potências, ou relação de Ostwald - de Waele
[18]: o tensor de cisalhamento segue uma relação

T ∝
(
∂~u

∂xi

)p−1

.

Fazendo o procedimento similar à Seção 2.4, temos que

T = µ((∇~u)T +∇~u)p−1 + λ(∇ · ~u)p−1 I.

Fazendo as mesmas hipóteses 2 e 3 de Stokes e assumindo que o �uido é incompressível, temos
que

~ft = µ(p− 1)((∇~u)T +∇~u)p−2∆~u.

Note que a equação acima é similar a equação

~ft = K|∇~u|p−2∆~u,
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K constante não nula. De�nindo o operador p-laplaciano por ∆pf := ∇ · (|∇f |p−2∇f), temos
que ~ft = ∆p ~u. Note que quando p = 2, temos a modelagem de �uidos newtonianos. Temos,
portanto, que as equações

∇ · ~u = 0;

~ut + (~u · ∇)~u+∇P −K∆p ~u = ~fext;
~u(~r, 0) = ~u0.

(8.1)

são um modelo (rudimentar) para �uidos não-newtonianos.

Observação 73. Uma formulação análoga pode ser encontrada em [1], com a modi�cação do
termo −K∆p ~u para −K∇ ·

{
|(∇~u)T +∇~u|p−2[(∇~u)T +∇~u]

}
.

A expectativa de �vencimento� do termo ∆~u sobre (~u · ∇)~u para garantirmos existência
global temporal de solução única (ver Introduçâo) não existe mais aqui: a equação

∆p ~u = 0 em Ω

pode não possuir sequer duas derivadas no sentido clássico [7]. Como nenhum dos termos fun-
ciona como um �regularizador�, espera-se que as soluções sejam problemáticas, como existência
de tempo maximal �nita ou não unicidade.
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9 Conclusão

Apesar dos resultados pioneiros de Leray [15] para as soluções fortes das equações Navier-Stokes,
como visto no Teorema B em Seção 6.2, além do estudo detalhado das equações de Stokes, nota-
se a de�ciência do método de iteração de Picard para concluirmos a existência global temporal
das soluções, o que se deve ao parâmetro de contração λ depender da velocidade inicial. Apesar
disto, provou-se a unicidade e regularidade das soluções no intervalo de existência da solução e
conseguiu-se obter a existência global temporal das soluções fracas de Leray-Hopf.

A teoria para as soluções fracas das equações Navier-Stokes permanece fundamentalmente
incompleta: ainda que tenhamos unicidade de soluções e, portanto, regularidade espacial das
soluções de Leray Hopf (ver Teorema D e Observação 48), permaneceremos com a questão
de regularidade temporal das soluções. Embora o trio Ca�arelli-Kohn-Niremberg [2] caracte-
rizaram a distruibuição de singularidades do campo de velocidades (ver Seção 8.3, Teorema
E) e consequentemente a inexistência de singularidades em todo tempo, podemos ainda ter
um conjunto �grande"de pontos onde a velocidade torna-se in�nita em instantes de tempo. O
objetivo motivado pelo resultado do trio é mostrar que S = ∅ e, portanto, que existe solução
regular no espaço sem a necessidade da demonstração de unicidade (usando o resultado de
Kiselev e Ladyshenskaya [14], ver Observação 48). Note que ainda sim a teoria permaneceria
fundamentalmente incompleta, já que esta solução não teria garantia de existir globalmente no
tempo.

As técnicas deselvolvidas no trabalho são utilizadas em equações de Navier-Stokes Hi-
perdissipativas [3] e Magnetohidrodinâmicas [24], com resultados análogos aos obtidos para as
equações de Navier-Stokes, além de outras generalizações para a modelagem de dinâmica de
�uidos. Um dos objetivos de pesquisa futura é obter resultados análogos para o p-laplaciano,
que modela �uidos que seguem a lei de potência, ou a relação de Ostwald�de Waele [18] para
pseudoplásticos e dilatantes, isto é, para p < 2 e p > 2, respectivamente.
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