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Resumo

Nesse trabalho serao abordados os principais resultados que cercam as Equacoes de Navier-
Stokes incompressiveis, como a regularidade, existéncia local temporal e unicidade de solugoes
fortes, existéncia global temporal de solucoes fracas de Leray-Hopf e regularidade de solucoes
fracas a partir de hipdteses adicionais as usuais. Além disso, examinar-se-4 o conjunto de
pontos do espaco-tempo o qual as solucoes de velocidade sao localmente essencialmente ilimita-
das, concluindo as possibilidades de distribuicao destes pontos no espago-tempo. Discutir-se-a
também as implicagoes fisicas dos resultados, como tempo maximal de solugoes fortes e nao
unicidade de solu¢oes fracas.



Abstract

In this work we cover the main results concerning the Incompressible Navier-Stokes Equations
such as regularity, local in time existence and uniqueness of strong solutions, global in time
existence of Leray-Hopf’s weak solutions and regularity of weak solutions, the latter with ad-
ditional hypothesis that are stronger than the usual ones. We also study the set of points in
space-time such that the velocity solutions are locally essentially unbounded, and we present
the possible distributions of such points in space-time. We discuss the physical implications of
those results, such as maximal time of strong solutions and non-uniqueness of weak solutions.
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1 Introducao

As equacoes de Navier-Stokes incompressiveis descrevem a evolugao da velocidade e pressao de
um fluido newtoniano com densidade constante. Apesar das idealizacoes feitas para a mode-
lagem, o problema vem se mostrando um grande desafio para a comunidade matematica. De
forma simplista, temos a “competi¢ao” entre a equacao de transporte nao-linear 0,u+(4-V)u = 0
e a equacao de difusao 0, + Au = 0. Enquanto a primeira é uma analoga tridimensional a
equagao de Burger, que tem tempo maximal de solugao (conhecida como onda de choque), a se-
gunda possui solucoes “bem comportadas” em todo o dominio de solugdao. A expectativa fisica é
que a equacao da difusao “venca” e tenhamos solucoes bem comportadas em todo espaco-tempo,
com premiagao para quem conseguir prova-lo [9].

Apesar das equacoes datarem do século XIX, a teoria permanece fundamentalmente in-
completa. A ideia de solucao forte foi introduzida por Leray [15] muito antes de ela estar bem
estabelecida na teoria de equacoes diferenciais parciais. Obteve-se neste trabalho a unicidade
e regularidade de solucoes, com garantia de existéncia para um tempo finito com dependéncia
na condigao inicial (ver Secao 6.2, Teorema B). Além disso, Leray construiu a ideia de solugoes
fracas (chamadas por ele de solugbes turbulentas) e obteve a existéncia global das solucoes (ver
Secao 7.1, Teorema C). Posteriormente, Hopf generalizou a construgao para dominios limitados
[13].

Ainda que o trabalho de Leray tenha sido pioneiro no estudo mateméatico da mecanica
de fluidos, nao se obteve regularidade nem unicidade de solucoes fracas. Esse problema foi
parcialmente resolvido por Serrin |21], que adicionou a hipotese @ € Ls/(O,T; L*(")), com
3/s +2/s < 1 para mostrar que as solugoes fracas tem regularidade espacial em conjuntos
limitados (ver Se¢ao 7.2, Teorema D).

O trio Caffarelli-Kohn-Niremberg [2] inspirou-se no resultado de Serrin e estudou o con-
junto S = {(7,t) : d(7,t) ¢ L=(Q,)}, @, cilindros parabolicos (ver Secao 8.1), isto é, pontos
no espaco-tempo onde a velocidade nao é essencialmente limitada. Mostra-se que S tem di-
mensao de Hausdorff menor ou igual a 1 e, portanto, a solucao u é regular espacialmente em
S¢. Posteriormente, Vasseur [23] demonstrou o mesmo resultado usando o método introduzido
por De Giorgi [4] para equagoes elipticas (ver Secao 8.3, Teorema E).



2 Derivacao das Equacoes de Navier-Stokes

2.1 Equacoes de Continuidade

De maneira genérica, uma equacao de continuidade ¢ aquela que preserva alguma quantidade
(geralmente fisica) ® em um volume de controle §2. Denotemos por S o criadouro e/ou sorve-
douro dessa quantidade fisica, isto é, temos criacao ou destruicao da quantidade fisica dentro
da regiao (ex: um “ralo” dentro da regiao, agindo como sorvedouro de massa), convencionando
que quando S > 0, temos sorvedouro. Temos que

%///QéclV:—%ﬂéﬁ-ﬁdS—//QSdV, (2.1)

ou seja, a taxa de variacao da quantidade ® em €2 é o quanto flui para fora de 2 a velocidade
@ e o quanto é sorvido por S (ou criado, caso S < 0). Usando o Teorema da Divergéncia e o
fato de que a equacao acima é valida para qualquer volume €2, temos que

O+ V- (®d)+S=0. (2.2)

podemos obter a mesma relacao para o caso que a quantidade preservada seja um vetor, isto
é, ® satisfaz
o+ V- (Peu)+S =0, (2.3)

onde o sorvedouro S é vetorial.

2.1.1 Conservagao de Massa

Para a conservacao de massa, usaremos que S = 0, isto é, nao ha massa sendo criada nem
destruida, e tomaremos ® = p, p densidade de massa. Usando (2.2) temos, portanto, que

pr+ V- (pu) = 0. (2.4)
A equagado acima é conhecida como equagao da continuidade. Existem formas analogas para
quantidades como densidade de carga, por exemplo.

2.1.2 Conservagao de Momentum

Para a conserva¢ao de momentum, usaremos ® = pi, pi densidade de momentum. Por (2.3),
temos que

—

Ou(pit) + V- (pii @ i) + S = 0. (2.5)

Usando que . . .
V-(@®b)=(V-a)b+(a-V)b

e a equacao da continuidade (2.4), temos que
(pr +V - (pid)) @ + pliiy + (@ - V)id) = § =
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piy+pl(@-V)i=S5 (2.6)

As equacoes
Op+ V- (pi) =0;

POyl + p (- V)il = § (27

ainda sao muito genéricas devido a nao sabermos a forma de S.
Faremos a hipotese de que S pode ser escrito na forma S = f; + ﬁ + f;m onde findica
densidade de forca e os subindices sao de forca normal, tangencial e externa, respectivamente.
A forca normal pode ser computada a partir da pressao, visto que

- 1
fn = T 1A PﬁdS,
|Q| o0

onde || denota o volume total do volume teste 2, ou seja, a forga normal é a média espacial da
pressao e tem sentido oposto & normal, assumindo P > 0. Usando o Teorema da Divergéncia,

temos que
1

) 1
A PU-ﬁdSzﬁ-(——// vpdv>,
Q| JTo0 Q| S/

onde U é um vetor constante nao nulo. Usando que a equacao acima vale para qualquer volume
teste e para qualquer vetor constante ¥, temos que, no limite de volume tendendo a zero,

fo=-VP. (2.8)

Em fluido ideal, as forcas tangenciais sao nulas, isto é, nao ha cisalhamento entre as linhas de
fluxo do fluido. Assim, temos que as equagoes abaixo modelam a evolugao de fluidos ideais:

pe+ V- (pi) =0;
pﬁf—l—p(ﬁV)ﬁ—f-VP:femh
6(7?,0) :ﬁo;
E(P,p,ﬁ) =0,

(2.9)

onde 1y é a velocidade inicial e = é uma funcao de estado. Estas equacoes sao conhecidas como
equacoes de Euler.

2.2 Fluidos Newtonianos

Caso estejamos tratando de fluidos reais, podemos assumir que a forca tangecial pode ser escrita
na forma

ft =V- T7
onde T é o tensor de estresse. Newton assumiu que o tensor de estresse tem a relacao

ou

T :

(2.10)

Fluidos que obedecem (2.10) sdo conhecidos como fluidos newtonianos. Para construir T, foram
feitas as seguintes hipoteses (originalmente por Stokes):

1. A dependéncia de T por Vi é linear;
2. O fluido ¢ isotropico, isto é, nao ha direcao preferencial de fluxo;

3. Para fluidos em repouso, V - T = 0, concordando com resultados de hidrostatica.



Separamos entao o tensor T na forma T = A, + Ay, onde A, e A, sao matrizes simétricas de
traco nulo e diagonais, respectivamente. A maneira natural de construir o tensor é escrever
Ay = p(Vi)" + Vi) e Ay = A(V - @) T, onde T é a matriz identidade e p e A sdo os primeiro
e segundo coeficientes de viscosidade, respectivamente (em geral, 1 é conhecida somente como
viscosidade). Temos, portanto, as equagoes de Navier-Stokes:

pt+ V- (pi) = 0;
piy+p(@-V)i+VP+ V- [u(VO) + VD) + V- MV - D) = fous; (2.11)

i(F,0) = .

Note que se u = A = 0, ou seja, que o fluido ndo tenha for¢a de arraste (fluido ideal), entdo as
equacoes de Navier-Stokes recaem nas equacoes de Euler.
Note também que se p e u forem constantes nao nulas (fluido homogéneo), entao a equagao
da continuidade torna-se
V-u=0, (2.12)

enquanto a equacao de momentum torna-se
1 1
ﬁt + (l_l: . V)ﬁ—{— —VP — I/Aﬁ = _feact7 (213)
p p

onde v := u/p é definida como viscosidade cinemética. O conjunto das equagoes (2.12), (2.13),
juntamente com condigao inicial @(7,0) = up sdo conhecidas como equagoes de Navier-Stokes
incompressiveis.

Ao longo do trabalho, ndao usaremos a formulagdo acima das equacoes de Navier-Stokes

incompressiveis (a partir de agora somente equacoes de Navier-Stokes), mas definindo f’,,, =

1~ 1
—fewt € P' == =P (abandonaremos o indicador ' posteriormente) e mapeando
p p

(7 1) = (v 17 v )

e, com isso, temos as equacoes de Navier-Stokes:

V-u=0;

Uy + (@ V)i + VP — Al = fo; (2.14)

(7, 0) = .
As equagoes de Navier-Stokes possuem uma escala tipica: Se u, P sao solucoes das equagoes de
Navier-Stokes, entdo iy (7, t) = N@(N*7, A\21), Pu(7,t) = A* P(A\*7, \**t) também sdo solucdes.
Isto sugere que basta resolver o problema em regioes “pequenas'para termos as solugoes na
regiao de real interesse.

Observagao 1. Note que sempre é possivel adicionar uma funcao C(t) a pressdo e ainda sim
satisfazer as equagoes de Navier-Stokes. Em geral assume-se C(t) = 0, pois se C(t) # 0, entao
existiria pressao variando no tempo, ainda que o campo de velocidades seja nulo, o que nao é
fisicamente plausivel. Haveria ainda a possibilidade da pressao ser uma constante nao nula C,
mas bastaria mudar a pressao de referéncia do sistema para assumirmos C' = 0. Da mesma
forma, para a equacao de Stokes, poderiamos sempre somar um vetor constante a velocidade,
mas basta mudar a velocidade de referéncia para torna-la nula. Entao ao longo do trabalho
assumir-se-a por simplicidade que estas funcoes e constantes sao nulas.

3 Definicoes e Desigualdades

3.1 Definigoes Preliminares

Definicao 2. Diremos que uma funcao v é de divergéncia nula fracamente se

///WU-ngV:O (3.1)
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para todo g € C5°. A definicao é motivada pelo Teorema da Divergéncia, pois funcoes diferen-
cidveis com divergéncia nula satisfazem (3.1). Além disso, se temos que ¥ satisfaz (3.1) e é de
classe C!, temos que V - ¥ = 0.

Definicao 3. Define os seguintes espacos de funcoes:

(i) C*(Q): o espago das fungdes k vezes continuamente diferencidveis em Q C R* 0 < k < oo,
com o caso k = 0 sendo o espaco das fungoes continuas e k£ = oo sendo o espago das funcoes
suaves;

(ii) C**(Q): o espaco de fungdes k vezes continuamente diferenciaveis em Q C R? 0 < a < 1,
0 < k < oo e para toda funcio f(7) € C**(), temos que existe constante C' > 0 tal que

IV f(7) = V()] < Cl7 = 77|
para todo 0 < |i| < k.

(iii) LP(2): o espago das fungoes tais que /// IfIPdV < 00,1 <p<ooeQCR? com o caso
Q

= 0o sendo espago de funcoes limitadas em quase todo ponto;

—

(I): o espaco das fungoes CO’%(Rg) N C°(I), I é intervalo e para toda funcio f(7,t) €
(I), temos que || f(t)||co1/2 < C(t), onde || ®]|c0,1/2 € a seminorma Holder, que é definida

£~ 1]

|7 — 1|1/

p
(iv) H
H

ST NI

por

[ fllgoar: =

Definicdo 4. Define o operador molificador J.v := n. * v, onde 7. = £ °n(7/¢), e & definida

como .
C'exp (—) se |7 < 1,
() = G
0 se |7 > 1,

onde C' é uma constante tal que /// ndV = 1. Os molificadores tem como papel fundamental
R3

regularizar as fung¢oes e aproximé-las em espagos L? e pontualmente (para quase todo ponto)|6,
Teorema 6 em Apéndice C.4].

Definicdo 5. Denotaremos por (—A)™', (9, — A)™' os operadores que quando aplicados a
funcoes f € L*(R?), obtemos

SONGEFY N f<_)ﬂ V' = @p e f

1 "
(0 = D) (1) = 5 /// e TR ) AV = By f,
(4mt)z JJ s
onde ®p, g sao os nucleos de Poisson e do calor, respectivamente. A notacao é natural para
usarmos as igualdades exponenciais, isto é, (—A)(—=A)"'f = f (e o anélogo para (0; — A)).
Usaremos constantemente as estimativas ||® (7, 1) 2ms) < Ct=34 | V™ ® g () || p2msy < O™/

[19]. Além disso, utilizaremos frequentemente a transformada de Fourier de V2®p. Calculando,
obtemos

L

7=t (3.2)

—

V2dp = (2mi)(E® E)8p = —n(f 0 §)
Note que
€2 = ///6—2“5"0089@—21572smedg do d¢ = —m |~

10



Concluimos que

3.2 Desigualdades

Listamos abaixo desigualdades e resultados classicos envolvendo Teoria de Integracao, com suas
demonstracoes podendo ser encontradas em [6, Apéndices B.2, E.3 e Secao 5.6.2] .

1. Desigualdade de Holder.

Se @ € LP(Q), v € L) em algum dominio Q € R* com 1/p+1/g=1,1<p,q < oo,
entao

//Q i@ 0] dV < [l oo [0 Loc- (3.4)
O caso especial p = ¢ = 2 é conhecido como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

2. Desigualdade de Young. Se 1 < p,q < oo, com 1/p+1/q = 1, entdo para todo a,b > 0,

temos
a? b

ab < — + —. (3.5)
p q

3. Desigualdade de Young para Convolugoes.

Se it € LP(Q), ¥ € LY Q) e @+ v € L"(Q) em algum dominio Q C R*, com 1/p + 1/q =
1+1/r,1<p,q,r < oo, entao

[0 % 0| (@) < || o) [|V]] Log- (3.6)
4. Desigualdade de Morrey.
Se 3 < p < oo, entao existe uma constante C, > 0 tal que
]| conmsy < Cyplltillwrpms), (3.7)
onde y:=1-3/p

5. Desigualdade de Poincaré.

Se U € Wol’p em algum dominio Q C R? para 1 < p < 0o, entdo existe uma constante
Cp > 0 tal que
@l zri) < Cpll V]| Lo (@) (3.8)

6. Desigualdade de Minkowski.
Se @, ¥ € LP(Q) para algum dominio  C R?, para 1 < p < 0o, entdo

|4+ ]| o) < ||l ze) + [|V]] o (39)

7. Desigualdade de Gronwall.

Se 1 uma fungao nao-negativa, absolutamente continua em [0, 7| que satisfaz

1'(t) < ¢(tn(t) + ¥ (t)
em quase todo t € [0,T], onde ¢,v € L;, ([0, T]), entdo, para todo 0 <t < T,

o)< 5905 o)+ [ uoas). (3.10)

11



8. Lema de Fatou.

Se fi € uma sequéncia de funcoes nao negativa e integraveis, entao

/// liminf f; dV < lim inf// frdV. (3.11)
R3 k—o0 k—oo R3

9. Desigualdade de Tchebichev.
Para todo 0 < p < oo, f € LP(Q), t > 0, temos

[ xinendv < 2151, (31

4 Equacoes de Stokes

Nessa sec¢ao, estudaremos as equacoes linearizadas de Navier-Stokes (conhecidas como equagoes
de Stokes), ou seja, onde nao temos o termo convectivo “(u - V)u”. As equagoes de Stokes sao

Vi =0;
at + VP — Aﬁ: fe:r:t; (41)

i(7,0) = .

Temos que essas equagoes sao um bom modelo para fluxo laminar (ver Observagao 18). Como
(4.1) é linear, estudaremos os casos de forga externa e condi¢ao inicial nula separadamente e
faremos a sobreposicio dos resultados. A condicdo inicial @, € L*(R?), com divergéncia fraca
nula deve ser entendida no sentido do limite em L?, isto é, tlirgl+ [|t(t) — o 2msy = 0

—

Para o caso de forca externa nula, sabemos que a solugdo é it = (9, — A) iy, P =0 |6,
Capitulos 2 e 3]; o caso de condicao inicial nula é ndo-trivial: deve-se usar o niicleo de Oseen T
[17, Capitulo 2|, que & definido por

T(7,t) = (8, — A) " (V> @p (R(t) + 6(F)S(t)) = Pyl + V>F, (4.2)
onde F' é dada por
1 L
F=(-A)"'o :—1/ e/ e, 4.3
( ) H 47T%t5|ﬂ o 5 ( )
lembrando que ®5, ®p sao niicleos das equagoes do calor e de Poisson, respectivamente.

Observacao 6. Nao confundir a matriz Hessiana V? com o operador Laplaciano A.
Usando o niicleo de Oseen, temos que a solugio é @(7,t) = Txx* fops, P(7)1) = —(=A)"'V-
fext, onde denotamos *x a convolucao espago-temporal entre 0 e 7.

Observacao 7. Note que F' é suave no espago e satisfaz para todo |m| > 0 [19, Apéndice A.3|

Cm
(|72 + t)m+D/2°

VR (7 )| < (4.4)

onde m é um multiindice, isto &, m = (my, mg, m3), com |m| = my + my + ms e esté indicando

. ‘ lml
quantas derivadas estdo sendo tomadas por coordenada, ou, seja, V" f = / .
Ox™ Qym20zm3
Temos, portanto, que T é suave, com
. C
[V™T(7, )| < = (4.5)

(|72 + ¢)(m+3)/2

12



para todo |m| > 0, 7 € R®, ¢ > 0. Calculando explicitamente as integrais, temos que || T||p2(rs) <

Ct i e VTl 1 rsy < Ct™2. Além disso, pelo teorema da convergéncia dominada, temos que
T € C((0,00); L?) e VT € C((0,00); L') e que [19, Lema 1.6]

// IVT(F — 7, t)| — VT — 7 8)| dV" < C|F — |23/, (4.6)
R3

Entao temos que as solugoes de (4.1) sao

) = (0, — A) Vg + T # # fogy
t)=—(=A)"'V " feu.

a(r,
P(7, (4.7)

4.1 Densidade de Forca Externa Genérica

Nessa se¢ao, demostraremos que (4.7) de fato sao solugoes das Equagoes de Stokes sob hipotese
de regularidade de f.,;, baseado na demonstragao de [19, Capitulo 2|.

Teorema 8 (Solucdes classicas). Suponha que foy € C(R® x [0,T)) e fizado t € [0,T),
supp fext C Br(0). Entdo (4.7) sio solugdes de (4.1), com i@ € C([0,T); L?).

Demonstracao. Note que pela construgao das solucoes, podemos separar nos casos de condicao

inicial ndo nula e forca externa nao nula. Para o caso de condicao inicial nao nula, temos que

P (£) * Toll 2y < |Tol|r2g@s) € como @ (7 t) 2 §(7), | @(t) * @y — Tol| 123y = 0, basta

provar, portanto, o caso de forca externa nao nula.

Para isto, notando que T € L, ([0, T); L?), temos que @ € C([0,T); L*), com ||@]| r2rs) —
0set — 0. Além disso, usando que T € C([0, 00); L?), temos que Vi, Ai e 0,i, pelo teorema da
convergéncia dominada, sdo continuas e pertencem a C((0,T); L?). Pelo Teorema de Plancherel
e por (3.3), VP também goza das propriedades anteriores, ja que

IVP() = VPE)Fems = | = V(=) 'V - (fear(t) = fewr () |F2(gey <
- - 2
///]RS €|§TQ€ (ﬁxt(t) - -]Fea:t(t/)) dv S ||.ﬁmt(t) - ﬁxt(t,)”%Q(RB).

Note que u, P satisfazem a equacao de Stokes se e somente se

—

(0, + A72|E|?) i + 2mifP = |

=
oo

)
)

onde (o) denota a transformada de Fourier. Como AP = V - f.., temos que —4712|g|21B =

ext?

—

£.1=0,

~—~

4.

©

2mi€ - f.,. €, portanto,

5o . 2mi o ox% o (e
27TZ£P:27TZ——*(£® )fe:ct:ffext'
—4m?[¢[? €2

Aplicando a equagao acima em (4.8), obtemos

(0, + 4m2|E)P) i = (JI _¢ ?f) Fomt- (4.10)
N
Para verificarmos que a solucao satisfaz a equacao de Stokes no espaco de Fourier, note que

747T2t|g\2

—AF = &y e, portanto, utilizando que &\JH =e , temos

_5 ® 56_471—2“5‘2.
€7
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Aplicando o operador (0; + 47r2|€|2) no campo de velocidades no espaco de Fourier, concluimos
que

t 3 A% £2
(8t+47r2|£\2)ﬁ: (8t+47r2\§|2)/ <]I— §|§2£> Foo(€. 8)6747r2(t78)\5| ds =
° Lo (4.12)
(H_ £?2§> ﬁxt'
§
[
Lema 9. Se f.,, € C([0,T); L?), entdo as solugoes (4.7) satisfazem
(i) e C((0,T); L), com
ol <C ez g, 3, 4.13
Lo (R3) —) + Clltio]| L2 ms)t (4.13)
(i) Vi € C((0,T); L?), com
Jeat(s
HVu( )||L2(R3 <O/ %d +CHUO”L2 RS)t / (414)
— S)2
(iii) @ € C([0,T); L?), com
¢
[@(t)[| 22 ) S/O [ feat ()| L2(rs) ds + ([0 ]| 2 (@s), (4.15)
1
HUOHL2 (R3) = H ”L2 R3) ”VU ”L2 R3) ds — HU fe:ctHLl R3) (4.16)

Observacao 10. Por (4.16), temos que a energia cinética inicial é distribuida em energia ci-
nética em um tempo t > 0, dissipacao de energia pela viscosidade e em “ganho” de energia
pela for¢a externa (as aspas devem-se a assumirmos que a for¢a é positiva na interpretacao,
enquanto a equagao mantém-se valida independente do sinal de Jim) Note que caso a vis-
cosidade dinamica p = 0 e fm = 0, temos conservacao de energia; caso a forca seja sempre
perpendicular a velocidade, entao nao ha variacdo de energia por forcas externas, embora haja
inducao de velocidades por ela.

Observagédo 11. Note que se assumirmos V' f.,, € C([0,T); L?) para todo 0 < |i| < m, entio
vt e ¢((0,7T); L?), com

IV e (s )HL2
0 (t — )

Demonstragao. A prova de (i) e (ii) sao aplicagoes da Desigualdade de Young para convolugoes
(3.6) e das estimativas para os nicleos de Oseen e do calor. Para provarmos (ii7), consideraremos
dois casos:

Caso 1. f.,; € C>®(R?* x [0,T)) e fixado ¢t € [0,T), supp ﬁxt(t) C Bgr(0). Entao, pelo
teorema anterior, temos que @ € C([0,T); L?). Escolhendo 1 € Bg(0) e |F] > 2R, temos que
7/2 < |F] — R < |F — | < |F] + R. Usando Cauchy-Schwarz (3.4), temos que

V™G0 (1)]| p2@sy < C L ds + Ol || 2 eyt~ T2, (4.17)

C L C|BRr(0)V2t

(7, t)] < R *| fot] < max || foet (5) || L2gs) < C|F72.

|73 0<s<t
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Similarmente, temos |@(7,t)| < C|F]™° e |[VP(7,t)| < C|]7®, o que implica que em [0, 7],
T' < T, esses modulos convirjam uniformemente a zero quando |7] — oco. Note que pelas
equacgoes de Stokes, temos que |0, (7, t)| < C|7]™. Usando que todas as derivadas do campo
de velocidades pertencem a C((0,T); L?), podemos integrar a equacdo de Stokes multiplicada
pela velocidade em R? x (6,t), 6 > 0, obtendo

1 [td
_/ || ( ||L2 R3 / ///H AudVdS‘l—/ ///H VPdVdS—/ ||u fext||L1(R3) ds
2 F) dt R3 R3

= Oy — SO ey = [ IVT) gy s+ [ Tl

onde foi usado que @ tem divergente nulo (para o termo de pressdo se anular), o Teorema
Fundamental do Calculo (para o termo de energia cinética) e integracdo por partes (para o
termo de energia de dissipagao). Usando o fato de que podemos tomar o limite  — 0% a partir
do Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos (4.16). Além disso, temos por (4.16) e a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.4) que

d . . — 5 —
TNEOF2es) < 201 - fearll ey < 200|263 | fewn (8| 2

d, o
= a“u(t)HH(Rfﬂ) < || fewt () || L2(R3)- (4.18)

Ao integrarmos no tempo a equacao acima, temos (4.15).
Caso 2. f., € C(R*x[0,T); L?). Considera T" < T ¢ usa a densidade das funcoes suaves
para obter uma sequéncia {fR} C C(R* x [0,T); L*) tal que fe C*®(R?® x R) e supp f(t) C
Bgr(0) para todo t, com fR — f;xt quando R — oo. Entao podemos escolher g, , tig, e aplicar
(4.15) para a diferenga dessas fun¢des para termos que @r é uma sequéncia de Cauchy em
C((0,T"]; L?) e, portanto, @z — ' em C([0,T"); L?). Aplicando (4.13) para @z — @, temos
que ||i@g — || p~@sy — 0 quando R — oo. Como temos que convergéncia em L? implica em
convergéncia de subsequéncia em quase todo ponto, temos que u = u'. Como @ € C(R* x
[0, T'); L?), temos (4.15) para i, bastando aplicar R — oo para obtermos (4.15).
Usando (4.14) para @z — i, temos que Viig — V4 em C([6,T"]; L?), § > 0 se R — oo.
Entao podemos integrar a equacao de Stokes com g multiplicada pela velocidade ur em
% x (8,t), tomarmos os limites R — 0o, § — 0T e obtemos (4.16). O

4.2 Densidade de Forca Externa da Forma —(g-V)g

Consideraremos agora forcas externas da forma fo,, = — (g - V)g, com g € C((0,T),L>) com
divergéncia fraca nula, ||g|| s < oo se t — 0F. Consideraremos também a forma fraca das
solucoes de Stokes, isto ¢, procurar solucoes no sentido distribucional, ja que a forma proposta
de f;xt nao estd bem definida pela regularidade de g. O objetivo de tomarmos a forca externa
desta forma é tomarmos ¢ = « para estudarmos as Equacgoes de Navier-Stokes, notando que as
hipoteses a serem feitas para ¢ também serao aplicadas a @ (ver Defini¢do 19 em 5.1).

Definicao 12. Diremos que u, P sao solucoes distribucionais das equacoes de Stokes se 4 tiver
divergéncia fraca nula e

///Wuo (0 dv+/ ///RS (oy+AP)+PV-¢)dV dt = / ///Rd V)odV dt (4.19)

para toda fungio ¢ € Ce°(R? x [0, T); R?).
Também modificaremos as solucoes das equacoes de Stokes para a forma especifica da
forca externa, obtendo

=~

(70) = (O 800~ V- [T (35 )
(1) =V V- (~A) " G® ) (4.20)

e



Lema 13. Para iy € L*(R?), as fungées definidas em (4.20) satisfazem:

(i) Se iy € limitada, entao @ € C((0,T); L>), com

1G(s HLOO(]R3 -
H ( HLoo R5 <C/ 1/2 +HUUHL00(R3). (421)

Além disso, u € C([0,T); L) se g € L™ € uniformemente continua;

(ii) i@ € HY?((0,T)), com a constante Co(t) (ver Definicio 3 em 3.1) satisfazendo

()17

lg(s) G 1o g3y [0 22 (ms)
/ NP ds Cf; (4.22)

(iii) Se g € C([0,T); L?), entdo P, @ € C([0,T); L?), com

1g(s HLOO(R3 lg(s )HL2(R3) R
0l <€ [ O s s (429
- . — — . 2
Além disso, se G, — g em C([0,T']; L?), T' < T, e Omax |Gl oo (m3) < Orgzl)%/ |1l oo (m3) 5

entdo i, — @, P, — P, ambas em C([0,T']; L?);
(iv) Se §e€ HY*((0,T)), com constante Co(t) < oo set — 0T, entdo Vii € C((0,T); L>), com

. “11G($) || Lo m3)Col(s) [|0]] 2 (s
V()| oo sy < C /0 = ;)3}4 ds+0tsT”. (4.24)

Observacado 14. Note que se assumirmos Vig e C(( T)7 L) para todo 0 < |i| < m, com
Vgl Leorsy < oo quando ¢t — 0T, entdo V™i € HY?((0,T)), com a constante C,(t) (ver
Observagio 7 em Secao 4) satisfazendo

IVG(5) || ooy [ VP G(5) | oo ey |4 r2(rs)
)<C Y / (i s ds+C= (4.25)

a+pB=m

Observacgio 15. Note que que se assumirmos V'G € HY?((0,7)) N C((0,T); L*), com 0 <
il < m — 1, com constante Cy(t),||V'§||r~®s) < oo se t — 0%, entdo V™@ € C((0,T); L>),
com

V™) o ) <

VO‘ oo 3 C I 2 3
/ | 5)|| oo (r3)Cs(s >d JrCHUOHL (R3) (4.26)

o7 FeTre
a+5 m—1
Demonstragdo. Para (i), bastar notar que como ||gl|=(rs) < 00, o produto tensorial também
pertence a esse espaco, concluindo a desigualdade a partir da inequagao de Young para convo-
hugaes (3.6) e [[VOsullms) < C que |V - [T+ 4(78 Pl (es) < 171wy IV sl 1s5) <
Ol syt %

Para (i7), usando as inequagoes de Morrey (3.7), Poincaré (3.8) e de Young para convolu-
QGGS (36), temos que ||(I)H * 1_[0”0071/2(]1@3) < CH(I)H * ﬁOHleG(Ri”) < CHVCDHHLs/z(Rs)||1_[0||L2(R3) =
Cllio|| L2(rsyt ™", notando que V@ || s/2sy) < Ct~'. Usando que (4.6), concluimos que

@7 t) — @, )] < [(VT(F,t) — VT(t)  %(G @ §)| + |(®p (7, t) — Dy (17, ) % |

2 —
/ 1G(s)ll QIO [ r2(rs) |7 — |12,
(t — s)3/4 t
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Para (ii7), basta usar as desigualdades de Holder (3.4) e de Young para convolugoes
(3.6) para concluir a desigualdade. Para o limite da velocidade, basta notar que max, | Gn —
Gllremsy < 2022% 1G]l Lo (m3) © OISI%%}F}, Gn — Gll2ms) — 0; para o limite da pressao, note que,
pelo Teorema de Plancherel e por (3.3),

- - 2
ERE ==
HE (§©9)

IV -V (=A) 7@ Pl2@s) = < (7@ DL2es) = 15 ® GII2es)

L2(R3)

(4.27)
e, portanto, ||P — Fyllz=es) < [(§® §) = (Gn ® Gu) [ 72es) = 0;
Para (iv), usando que ||V®p (t)||z2@s) < Ct~>/* (ver Definigio 3 em Segao 3.1), V(9 —
A) Yy € C((0,T); L™) [6, Teorema 2, Se¢do 2.3], § tem divergéncia nula fracamente e que
IV2T| < C(|7 4 t)~%/2, temos que

|| oo (®3)Co (5) a0 L2 es)
T ds + C 45/

t —
V| = | — (V2T % %5 ® §) + Vb % | < 0/ ||g(8)(
0

Para a continuidade de Vi, fixa M majorante de ||g(s)]| o ms), Co(t) parat € [0,T"], T" < T.
Fixa € > 0 e escolhe 1 > 0 tal que para t < 2n

/t L ds < ¢
= 48 < ——.
o (t—s)3%* " = M?

Por hipotese, temos que §® ¢ é uniformemente continua e, portanto, podemos tomar 6 € [0,7/2]
tal que ||g(s) ® G(s) — §(t) @ G(t)|| Loorsy < (en) /T, onde s,t € [0/2,T'] e |t — 5| < 0. Tomando
agora t1,ty € [0, T'] tais que t; < o, |[t; — to] < I, temos que

Vi) — Vit(ts)| < |®p(t) * o — Br(ts) * o] + +

to—11
/ V2T (ty — 5) * G(s) @ gG(s) ds
0

+

/t 2 VT (t2 — 5) % [§(s) @ §(s) — (s — (t2 = 1)) @ (s — (t2 — )] ds

2—t1

O primeiro valor absoluto é devido a continuidade de ®; o segundo pode ser calculado a partir
da divergéncia fraca nula de g, levando a

to—t1
/ V2T(ty — 5) * §(s) @ G(s) ds| <
0

Se ty < 27, concluimos que

to

V2Tt — 5) % [§(s) @ §(s) — Gls — (b2 — 1)) ® §ls — (t2 — t1)] ds| < 2Ce

to—11

to n ta—n t2
Caso ty > 27, usando que “/ = / +/ +/ 7 podemos estimar por partes:
to—t1 ta—t1 n to—n

como a primeira e a terceira integrais tem intervalo de integragao menor que 27, podemos
usar a estimativa anterior e termos que estas integrais sao menores ou iguais a 2C'e; para a
segunda integral, usando as desigualdades de Minkowisky (3.9), Young para convolugoes (3.6),
IVT||ri®sy < Ct™" e notando que s, s — (t5 — t1) € [/2,T"] para todo s no intervalo de
integracao, temos que esta integral é menor ou igual a C'e e, portanto,

|Vii(ty) — Vi(ty)| < 5Ck;

As observacoes seguem das mesmas argumentacoes acima aplicadas as derivadas de g. O]
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O Teorema abaixo nos dara a unicidade das solugoes de Stokes (ver Observagao 17 desta
se¢ao):

Teorema 16. Se i € C([0,T; L*) com divergéncia fraca nula, P € L, (R* x [0,T)) e

/OT///RS(IT'(5t+A$)+PV-$)dth=o (4.28)

para todo gz?E C°(R? x [0,T); R?), entdo @ =0, P = 0.
Demonstracao. Define

t
v(r,t) ::/ Ne * U(T, s) ds
0

Q(T,t) ::/0 ne x P(7,s) ds.

Note que v, @ satisfazem (4.28) ao trocarmos @ por ¥ e P por () se e somente se

ﬂsﬁe7ﬂ3// 7 8) - (S (F 41, t) + AG(F+ 1, £))+

+P(r,s)V - <z5( )dsdthdV’—O
Escolhe

— T’ — —
U(r,t) = — o(r+ ' s)ds,

t

onde T" < T e ¢ se anula para t > T'. Entao temos (4.28) trocando ¢ por U, pois U €
Ce°(R* x [0,T); R*). Usando integracio por partes e o Teorema de Fubini, temos, portanto,

que
///RS / (/ ((bt(?“ + 1)+ A(b(r + 77 1) + P(7,8)V - &(F—I— 777t) ds) dtdV =0,

concluindo que, de fato, ¥, @ satisfazem (4.28).
Escolhe ¢ := V1 e, portanto,

/OT///RBPAgpdth:_/OT//RSV(@JFA@b).ngdt:O’

pela divergéncia fraca nula de @. Analogamente,

/ QAYdV dt =0 +—

M3”67/ ///R/O (7, $)AG(F + 77, t) ds dV dt V' = 0

T/
V(R t) == | Y+ s)ds,

t

Definindo

trocando ¢ por ¥, usando novamente integracao por partes e o Teorema de Fubini, temos que
T t .
/ /// / P(7, s)AY(r+ 1", t)dsdV dt = 0.
0 r3 Jo
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Substituindo « por ¥, P por () e gg por Agg em (4.28), temos que

/OT//RgA@t*A‘g)'ﬁdth: /OT//RB(@JrA&)-Aﬁdth:O.

Usando a unicidade das solucoes fracas da equagao do calor (Lema A.2 de [19]), temos que
A7 = 0 em todo ponto. Pelo Teorema de Liouville [6, Teorema 8 da Segao 2.2| e por ¢ €
C([0,T); L*), temos que ¥ = 0. Diferenciando em ¢, temos que 7. *@ = 0. Pela convergéncia em
quase todo ponto do molificador, temos que @ = 0 em quase todo ponto. Usando argumento
similar, podemos mostrar que P = 0 usando a unicidade das solugoes fracas da equacgao de
Laplace. O

Observacao 17. O fato de termos solugoes nulas caso iy = f;xt = 0 implica unicidade de
solugbes, pois caso tenhamos u, P, U, Q) solu¢oes de (4.1) no sentido distribucional com as
mesmas condigoes iniciais e forcas externas, entao basta considerar W =4 — v, S = P —(Q e
aplicarmos o teorema anterior para descobrirmos que 0 =w =4 — 9,0 =S = P — (. Podemos
concluir o principal teorema envolvendo as equacoes de Stokes:

Teorema A (Existéncia e Unicidade das Solugbes das EquagGes de Stokes). As solu-
¢oes distribuicionais de (4.1), com

forr=—(G- V)G, onde §e C([0,T),L*)NC((0,T),L®)

com divergéncia fraca nula, ||G(t)|| s < 0o set — 07 sio dadas por (4.20) e sdo tnicas nas
classes @ € C([0,T),L*), P € L, (R*x [0,T)).

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, temos unicidade. Pelo Lema 13 (ii7), ||u(t) —uo|| L2 (rs) —
Oset—0.
Toma T" € (0,T) e toma sequéncia g, € C=(R*x[0, T); R?) tal que supp g, C Bg, (0) para

algum R, > 0 tal que [|g, — gllc(o,r);22) — 0sen — oo e omax, G| oo 2y < ohax, 1G]] £oe () -

Considera i, P, satisfazendo (4.20) trocando § por g,. Entao temos que i, tem divergéncia
fraca nula e

///Rguocb dV+/ ///Ru" (G +AQ)+P, V-¢) dV dt = ////Rggn Gn-V)GdV dt (4.29)

para toda fungio ¢ € Cs°(R? x [0,T); R?), com ¢ nula se t > T'. Pelo Lema 13 (1ii), temos
|t =l c(o,77);22) = O, || Pa—P|lc(o,17);:22) — 0se n — oo. Entao basta tomar o limite em n para
obtermos que, de fato, @, P definidas em (4.20) satisfazem (4.1) no sentido distribucional. [

Observacao 18. Usando a defini¢ao de niimero de Reynolds, que mede o “grau de importancia”
entre a nao-linearidade e o termo de viscosidade, isto é,

(@ - V)l 2 es)

Re = —
||I/AUHL2(R3)

temos que (4.20) sao as solugdes exatas para as equacoes de Navier-Stokes para Re = 0, o que
as tornam boas aproximacoes para os casos de fluxo laminar (Re < 1).

5 Solucoes Fortes das Equacoes de Navier-Stokes

5.1 Equacoes de Navier-Stokes sem condicao inicial

Pelo Teorema A, temos a intuicao de substituirmos ¢ por @ para obtermos as Equacoes de
Navier-Stokes e é natural esperarmos que se impusermos as mesmas condicoes que tinhamos
em g, isto &, @ € C([0,T),L*) N C((0,T), L), consigamos garantir as mesmas propriedades
anteriores. Estudaremos primeiro o caso onde nao héa condigao inicial:
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Definicao 19. O par 4, P é dito solucao forte das equagoes de Navier-Stokes em (0,7") se
Pe L (R*x(0,T)),de C(0,T),L*)NC((0,T), L) com divergéncia fraca nula tais que

////Rsa (61 + A) + PV - §)dV dt = ////R - V)gdv dt (5.1)

para toda funcio ¢ € C°(R? x (0,T); R?).

Proposicao 20. Se @i, P sao solugées fortes em (0,T), entao

///RS et et /: ///Rs (@- (¢ + A) + PV - @) dV dt =
- /: ///R i (i V)$dv dt.

para toda fungao ¢ e CO(R® x [0,T);R?) e ty,ty € (0,T), com t; < ts.

(5.2)

Demonstragio. Define ¢, (7, s) = ¢(F, s)0,(s), onde 0),(s) € C®(R) ¢ uma funcio decrescente
normalizada no espago tal que ,,(s) = 1se s <ty e O,(s) = 0se s > ta+h (6, pode ser pensado
como uma “funcao de Heaviside suave”). Usando ¢ (7, s) no lugar de ¢(7,s) em (5.1), temos

que
/t2+h///R3 (o +AP)+ PV - ¢9thdt+/t2+h/// )0, dV dt =
/t2+h///R3 @ (@-V)p)0ydV dt

Como @,¢ € C((0,T): L?), entdo a funcio s — /// @(s) - ¢(s)ds ¢ continua. Note que
R3

0,(s) — —d(t2) se h — 0% no sentido distribucional. Entao tomando h — 07, temos que

///Rs )0, dV dt — — ///RB U(ta) - P(tg)) dV dt.

Refazendo o mesmo processo para t; e tomando o limite A — 0% juntamente com o Teorema
da Convergéncia Dominada, obtemos (5.2). O

(5.3)

Pela proposicao acima e pelos teoremas de unicidade e existéncia de solugao distribucional
das equacoes de Stokes, temos que

5 (5.4)

t
P(F, tg) = V . V ‘ (—A)il ’J(tg)
sao representagoes de solugoes de (5.1) para todo t1,t € (0,7), com t; < ty, onde f * xg =

[2)
/ g(ta —t1 — s) * f(s)ds (note que a diferenca esta nos limites de integragdo temporais, ver
t1

Observagio 6).

Teorema 21. Se i € solugao forte de Navier-Stokes em (0,T), entdo
v™ii € C((0,T); L) N C((0,T); L™) (5.5)

para todo m > 0.
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Demonstra¢ao. Primeiro provemos que, para todo |m| > 0,
V™ e C((0,T); L=) N HY?((0,T)).

Prosseguimos por inducao. A base indutiva segue da defini¢cao de solucao forte e do Lema
13 (i7) com 1y = 0; o passo indutivo segue do Lema 13 (iv) e das observagoes 14 e 15.
Provemos que, para todo |m| > 0,

V™€ C((0,T); L*),V™[(d-V)d] € C((0,T); L?).

A base indutiva segue da definicao de solucao forte e do fato de que

I(Gi(t) - V)a() = (ii(s) - 9)ii(s) ey < 1T z2aoyl| VA(t) = Vai(s) | e
V() oy () — () | 2

onde somou-se (4(t)-V)u(s) — (u(t) - V)i(s) e foi usada a desigualdade de Holder (3.4); o passo
indutivo segue da Observagao 10 e usa-se processo similar a (5.6) para as derivadas de @. [

(5.6)

Como corolarios, temos que as solugoes fortes de Navier-Stokes (sem condigdo inicial)
sao suaves (Corolario 22) e satisfazem a equagao de energia (Corolario 24). A suavidade das
solucoes fortes permitem, em particular, aproximarmos as solucoes por séries de Taylor, o
que é uma ferramenta essencial para problemas perturbativos; a equacao de energia permite
verificarmos matematicamente a conservagao de energia, ja que ela nao foi utilizada como
hipotese na derivagao das Equagoes de Navier-Stokes (ver Segao 2).

Corolario 22 (Suavidade das solugoes fortes). Se i, P sdo solugdes fortes das equagoes
de Navier-Stokes em (0,T), entao elas sao suaves, isto €, para todo m,k >0,

OFV™id, OFV™P € C((0,T); L*) N C((0,T); L*™). (5.7)

Em particular, @, P € C™(R* x (0,T)) e, portanto, sio solugdes cldssicas das equacoes de
Nawier-Stokes em R® x (0,T). Antes de demonstrar o coroldrio, provemos o sequinte fato:

Afirmacao. Se f(7) € H', entdo

2
///‘ WO gy < 41V 1 (5.8)
r3 |77 — 17|

Demonstrag¢io. Note que basta provar para o caso r’ = 0. Supondo momentaneamente que
f e Cg°. Entao

///Rs %dv B ‘///Rs % V@RV = —2///R3 ‘% VIOV <
2|V fll 2w (// fag ) < 2|V fl|72ms) + // 7712 v,

onde no penultimo e tdltimo passos foram utlizadas as inequagdes de Cauchy-Schwarz (3.4)
e Young (3.5), respectivamente. Para f € H', usando a densidade de funcdes f, € C5°
convergentes para f € H' e o lema de Fatou (3.11), temos que

(5.9)

£
//R? 7:1;) dv < lmmf g F]Q dV < 411m ”anHLQ(R3) = 4|V |32 (R3):

Observacao 23. Note que o resultado também é valido para funcoes vetoriais f
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Demonstragio(Coroldrio 22). Usando o fato de que V-V - (—=A)~! é limitado para fungoes L
(como visto em (4.27)), podemos garantir que V™ P € C((0,T); L*) para todo m > 0, ja que

197 (P(t) — P() | oy < IV (@) @ ii(t) — ii(s) @ ()| ey <

m N (5.10)
2|V | 2y [V ((E) — ()| Lo m3)-

Usando a afirmagao acima juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.4), temos que

|P(t) = P(s)| < @p + {|V - (a(t) - V) (ul(t) — als))| + |V - (u(s) - V) (u(t) —uls))|}

) 3
< C|IVii(t) — Vit(s)] s, // Ivae’, o, // Vi I
RS !7’—7”’|2 Ry |7 — )2

< C|IVa(t) — Vi(s)|| ae) (1 V() [ 2202y + [[V?0(5) | 2qee))-

e, portanto, P € C((0,7); L*). Fazendo calculos semelhantes aos de cima, temos que V"P €
C((0,T); L*) para todo m > 0. Entao por (5.1), temos que, para todo m > 0, V™, €
C((0,7); L) A C((0,T); L),

A regularidade das derivadas de ordem mais alta no tempo de pode ser demonstrada por
indugao: as bases indutivas para i, p estdo demonstradas acima (casos particulares de m = 0).
Para o passo indutivo, note que a regularidade de 9Fi é garantida a partir de @, d,i, ..., OF '@
e 0F71P, além de tomarmos a (k — 1)-ésima derivada fraca temporal de (5.1) (sdo necessarias
as derivadas de todas as ordem de 7 devido a nio-linearidade); a regularidade de 9F P ¢ obtida
através de tomarmos a k-ésima derivada de (5.4). O

Corolario 24 (Equagao de energia para solugoes fortes). Se i, p sdo solucoes fortes das
equacoes de Nawer-Stokes, entao

1. ., 1. . b2 .
§HU(t1)Hia(Rs) = §HU(t2)H%Q(R3)+/ IVi(s)| 72 (rs) ds. (5.11)
t1

Demonstragio. Temos, em particular, que (- V)@ € C((0,7); L?). Podemos entdo aplicar
(4.16) e obtermos

1 . 1 . to - to . ~ .
ST By = ) e + [ V(6 e s+ [ () (7(s) - 9)(s) rce .

t1 t1

O resultado é facilmente demonstrado se notarmos que
|2 - (- V)t g1 3y = —|| |i|* V - Ul ray — [ - (6 V)ad]| sy = =@+ (@ V)] L1 (ms)-
m

Lema 25 (Comparagao entre duas solugdes fortes). Suponha os pares {u, P}, {¥,Q}
solugoes fortes das Equacoes de Navier-Stokes em (0,T). Entdao, para t; <ty em (0,T),

- 2 — 2 2 ftQ HU(S Loo(]Ri)
[@(t2) (72 rsy < [[0(E2) 72 ms) : (5.12)

onde W :=1U — U.

Observacao 26. Note que se as solucoes coincidem em ¢, entao elas coincidem nos tempos
posteriores. Além disso, temos que caso as solugoes nao coincidam em £, entao elas estarao
“bem mais afastas” (em norma Ly) em to, jA que o afastamento cresce exponencialmente.
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Demonstracao. Como {u, P}, {¥,Q} satisfazem as equagdes de Navier-Stokes pontualmente,
entao fazendo a diferenca entre as equacoes, temos que

(O — A+ VS = —(ii- V)i + (- V)i = —(&- V)5 — (& - V),

onde S = P — @ e na ultima igualdade foi somado (- V)u — (- V)u. Fazendo o produto
escalar com o e integrando no espago, temos que

—

5 2 IO L) + IVTO)[72@s) = =10 - (T V)i 2 gy = [0+ (- V)T 12 mo),

onde foi usada a condicao de incompressibilidade de w para eliminarmos o termo com S.
Notando que o primeiro termo do lado direito da equacao é nulo, ja que

@ - (T V)@ 11 gsy = = [0 V - 0| prrey — |0+ (T V)B| prgey = =[]0 - (T V)& 11wy

O segundo termo pode ser estimado a partir das Desigualdades de Cauchy-Schwarz (3.4) e de
Young (3.5), obtendo

||U_f (IU . V)UHLl(R?’) = —||u . w(V . U_j)HLl(R?’) — ”l_[ (U_f . V)IUHLl(Rs)

1

<NVl 2@ 1B | 2@ [T 0w sy < NVBO72m8) + 7 NFO 2250 |8 [0 ),

concluindo que
d, I . "
Enw(t)“%?(]l@) < SIFO 2 ) [T ).
O resultado segue da aplicagao da desigualdade de Gronwall (3.10). O

Lema 27 (Convergéncia de familia de solugdes). Suponha {u.}~o uma familia de so-
lugoes fortes de Navier-Stokes tais que ||tc(t)|r2(ms), |Ue(t)||Lemsy < f(t) para t € (0,T),
onde f(t) € uma funcao continua em (0,T). Entao existe sequéncia ¢z — 0% e funcio @
tal que i, — i, Vi, — Vi uniformemente em conjuntos compactos em R* x (0,T) quando
e — 0. Além disso, @ é solugio forte das equagioes de Navier-Stokes em (0,T) e satisfaz
1(8) 2y, 17(E) | ey < F(2) para t € (0,T).

Demonstragao. Define P. substituindo @ por . em (5.4). Fixa Q C R*® dominio limitado e
9 > 0. Pelo Corolério 22, temos que para i e m, onde |i| < 3,

. . DI
0" Vid,|, |0mV P, < Cog em Q5 x <§,T - 5) ,

onde Qs = Q + Bs(0). Em particular, temos que ., P, sdo uniformemente limitadas e equi-
continuas. Entao, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, temos que existe uma sequéncia {e;} tal que
o"V'ii,, ,0"V'P,, convergem uniformemente em 2 x (6,7 — §) para as respectivas derivadas
de fungoes @, P para |i| < 2. Em particular,

Opll, + (Ug, - V)i, + VP, — Atl,, =0; wnif.. Oyi+ (0-V)i+ VP — Ad = 0;
— — —
V-, =0 V-u=0
em  x (6,7 — §), onde o limite acima é termo a termo. Considerando agora 2,, conjuntos
limitados tais que €,  R®, uma sequéncia 6, — 07 para obtermos {€r} (com renomeagoes de

indices) tais que para |i| < 2,

Vi, s o orvip, ML gmvip
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em conjuntos compactos em R? x (0, 7). Em particular, i, P satisfazem as equacdes de Navier-

Stokes pontualmente e, portanto, no sentido distribucional também. Note que para todo t €
(0,T),
()] = | lim e, (8)] = lim 7, ()] < lim 1, (6] ey < £(0).

Entao [|u(t)||L®s)y < f(t). Similarmente, usando o Lema de Fatou (3.11), temos que

Demonstremos, por fim, que @ € C((0,T); L*) N C((0,T); L*): note que pelo Corolario
22, existe M > 0 tal que ||Ostic, (t)||L2(r3), ||Ostie, (t)]| oorsy < M para t € I, onde I C (0,7)
fechado. Entao, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

[tie,, (t) — tie, (5) || L2(rs) s ||, () — e, (5)|| Looqrs) < Mt — s
para todo s,t € I, k > 0. Tomando o limite em k e aplicando novamente o Lema de Fatou
(3.11), temos que para todo n > 0, existe § = n/M tal que |t — s| < § implica
|a(t) —u(s)| r2msy < limkinf e, (t) = tic, (5)||L2(m3y < M|t — s| < n;

J(t) = () | ooy < THennf [, () = e, (5)l| ey < Mt = 5] < .

5.2 Equacoes de Navier Stokes com condicao inicial

A seguir, estendemos a Definicao 19 para o caso de termos condigao inicial:

Definigao 28. O par @, P é dito solugao forte das equagoes de Navier-Stokes em [0,7) se
P e L, (R®x[0,T)), @€ C(0,T), L*) NnC((0,T), L) com divergéncia nula fracamente em
€ (0,7) e [|u(t)|| o (rsy < 00 quando t — 07, tais que

//Rgcz?( dv+/ ///R (Gr+AP)+P V@) dV dt = ////R V)pdV dt (5.13)

para toda funcdo ¢ € C°(R® x [0,7); R?).
Pela Proposicao 20, podemos tomar t; = 0 e t5 = t, obtendo a féormula de representagao

(7 1) = g (t) x @(0) = V- [T+ x(d @ a)];

P(F.f) = V- V- (=A) (a0 ), 10
além de obtermos que (5.13) é equivalente a
3(0) - @0y av — [l &) - @t)dv + (@ (6, + A) + PV - @) dV ds =
ﬂRJ //]R3 /O ///]R3 (515)

/ ///R3 ¢dVds

para todo t € (0,7, qi; € C(R* x [0,7);R?). Como consequéncia imediata, temos que se
temos solucdo forte em [0,7), entdo ela também é forte em [7,7T), 7 € (0,7T).

O Lema abaixo versa sobre a unicidade de solucoes fortes de Navier-Stokes, o que ga-
rante que nao ha duas solucoes diferentes a serem medidas em laboratorio, o que é esperado
fisicamente.
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Lema 29 (Unicidade e Equagao de Energia para solugoes fortes). Se i, P sio solugoes
fortes das equagoes de Navier-Stokes em [0,T), entdo

1
5”“( )HL2 (R3) = || ”L2 R3) / V(s ||L2 R3) (5.16)

Além disso, se U, QQ também sao solugoes fortes das equagoes de Navier-Stokes em [0,T) e
7(0) = @(0), entao © =0, P =Q (ver Observagao 1).

Demonstracdo. A demonstracao segue da aplicacdo do limite ¢; — 07 nos resultados do Coro-
lario 24 e Lema 25 e aplicando o Teorema da Convergéncia Mono6tona. ]

Demonstremos entao o principal resultado para as solugoes fortes das equagoes de Navier-
Stokes:

Teorema B (Existéncia local de solugdes fortes). Se iy € L? N L™, com divergéncia
fraca nula, entdo existe uma solugao tnica forte das equagoes de Navier-Stokes em [0,T), com
u(0) =y, com T > C’/||ﬁo||2Lw(R3).

Demonstracao. Pelo Lema 29, temos que garantida a unicidade das solucoes. Para a existéncia,

definamos o .

Uo)(7, ) = @ (t) * tlp;

Upg1) (7 1) 3= o) — V- [T (1) @ T )] (5.17)
1) (7 1) =V - V- (= 8) 7t (1) @ Uy (1)).

Pelas propriedades de @y, temos que @ € C([0,00); L*) N C((0,00); L), com majorantes
|20y || oo (r3) < [0 || Lo sy € || U0y || L2rsy < ||to| r2(rs)- Além disso, usando os itens (i) e (i74) do
Lema 13, temos que

)
S

Ve O, , -
s Ol < € [ T e

- ") (8) || oo o) |y (5) | 2 -
Hu(n+1)(t)HL2(]R3) < C/O ) (t(—)8)152) ®) ds + HUOHLQ(R3)-

Pelo Teorema A, temos que w(,41), P(n+1) sao solugdes distribucionais de

Oitlns1y + VPry1) — Au (1) = — () - V)U;
ﬁ(n+1) (0) - 1,_[:0.

Define iy
HUO HLOO(RS)

TR+ O)F

Notando que a funcao constante ¢ = (1 + C')||tp || oo (rs) satisfaz

t 2
¢ .
¢ = C/O mds + [0 || oo () (5.19)

para todo ¢ € [0,87"), podemos usar indugao para obtermos ||, (t)|| e ®s) < ¢ parat € [0,87)
e para todo n > 0. Usando os itens (i) e (i) do Lema 13 novamente (modificando a forma
g-Vgpara §-Vh, onde h goza das mesma propriedades de §) duplamente na equacao

Ui(n) @ U(n) — U(n—1) @ U(n—1) = Un) @ (Um) — Un-1)) + Un-1) @ (U(n) — Un-1),

temos que
[(n1) (1) = Uy ()| oo 2y
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"ty (8)]] oo 3y + -1y () | oo 3y |, .
< C/O (t = 5)12 [ty (8) = tn—1)(5)|| oo () ds;

|Unr1) () — Uny ()| L2 (s

t Hﬁ(n)(s>HL°°(R3) + Hﬁ(n_l)(S)HLoo(Rg) N .
= C/O (t — s)1/2 [ty (s) — U(n—1)<S)HL2(R3) ds.

Logo, para t € [0, 7],

t
. . . . . 1
||U(n+1)(t) — U(n) (t)||L2(R3) <20(1+ C)||U0||Loo(R3)||U(n)(3) - u(nfl)(S)HC([O,T];LQ) / —(t — 3)1/2 ds
0

= 4C(1 + O)||ido | oo meyt** ||ty (8) = 1) ()|l corpinz) < M|ty () = @1y (8)||co.r):L2)
= ||tnr1) () — ) Olloqorrzy) < Mltm)(s) = tm-1)(s)lleqor;r2),

onde \ = 4C(1 + C) ||| poo mey TV

Note que A € (0,1) e, portanto, {#,)} é uma sequéncia de Cauchy em C([0,7]; L*) com
limite i,y — @ em C([0, T); L?) para algum @ € C([0, T); L*) tal que @(0) = @ (j& que @) = o
para todo n) e com divergéncia fraca nula para todo ¢t € [0,7] (ja que t(,) tem divergéncia
fraca nula para todo n, t € [0,77).

Analogamente, temos que

—

|t(nr1)(t) — Uy ()]l co.155200) < Alltieny (8) — Un—1)(8)llc(o.15;25)

e, portanto, u(,) — W em C([6,T]; L*°) para todo § > 0 (note que nao temos convergéncia no
intervalo fechado [0, 7] devido a nao regularidade de i, em t = 0). Temos que ambas conver-
gem para a mesma funcdo @ ja que a convergéncia em L garante subsequéncia convergente em
quase todo ponto, garantindo que

i e C(0,T]; L*) N C((0,T]; L*>),

com ||t(t)]| zoersy < (14 O)||to|| oo 3y para todo t € [0,T7].

Definindo P(7,t) == V -V - (=A)~'(i@(t) ® u(t)), temos que P,y — P em C([0,T];L?)
devido a limitagdo do operador V - V - (=A)™! (como visto em (4.27)).

Tomando o limite em n na equagao (5.18), obtemos

Oyt + VP — Ait = —(ii - V)i;
Vi = 0; (5.20)

no sentido distribucional, isto é, @ é solugao forte das equacoes de Navier-Stokes em [0, 7). [

Observagao 30. Note que se iy ¢ uniformemente continua, entdo temos que @ € C ([0, T]; L*)N
C([0,T7; L*), conforme visto no item (i) do Lema 13.

A principal dificuldade para o problema do milénio ser solucionado é a dependéncia de
T por ||to| sy [9]. E natural, portanto, investigarmos os casos em que existe um tempo
maximal 7T de existéncia de solucao tal que ela nao possa ser estendida para t > Tj.

Para nao ser possivel estendé-la, note que

lim | @(t)]| oo rey = 00,
t—T,

visto que se fosse finito, entao poderiamos “emendar” as solucées devido a unicidade.
Intuitivamente, como temos que T' é inversamente proporcional a ||@g||? e w3, ¢ esperado
y 0llL (R3)>
que caso a condicao inicial seja “pequena’”, entao h& garantia de existéncia global no tempo.
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Lema 31. Se i ¢ solucdo forte com condicdo inicial iy € H'NL*™ com divergéncia nula, entio
(i) ()| re) < Clltiollz(es) para t < C/|liio||Loc zs);
(1) (1) ooy < ClI Vo | ooyt~ para t < C/| Vo | e s

(i) ||@(t)| oo sy < Clio||pomsyt > para t < (C(1— 3/p)/||to| Lr@s))* *~, onde p > 3;

(iv) Eziste € > 0 tal que se ||| 72| o|| Lo rs) < €, entdo [[i(t)| oo sy < Cllio| sy para
todo t > 0.

Demonstragdao. Para (i), usando a fungao ¢ = C/||tp || Lo (r3) em (5.19), temos que ela é satisfeita
para t € [0, C’/||ﬁ0||%oc(R3)}. Usando o item (i) do Lema 13, temos que é valida (7).

Para (i7) e (i4i), usaremos o mesmo método anterior, mas agora para as fungoes ¢(t) =
C||Vido|| oo msyt 4, ¢(t) = C||Vido|| orert™**, que satisfazem as desigualdades

t 2
#(s - ;
o) 2 C | S s+ OVl para t € (0.0/IV Tl

t 2
¢°(s , _ .
o(t) > c/ ﬁderCHVUOHLP(RS)t Vo para te (0,001 3/p)/ % I7E")
o (t—
respectivamente. Notando que podemos estender o resultado do item (i) do Lema 13 para

|l ( ||L°0(R3) - [Vt oo msy |Vl o (ws)
|2(t) || oo (res) <C/ 1/2 ds m1n{||u0||Loo(R3),C t1/4( ,C t3/2p( },

onde o segundo e terceiro termos do minimo sao obtidos através da desigualdade de Young para
convolugodes (3.5) para (6/5,6) e (p,(p — 1)/p), respectivamente, ||¢x||rrms) < C/t=3p=1/2p
e a desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev [6, Teorema 1, Secdo 5.6.1] ||l rsms) <
| V|| 2(r3), temos que (i7), (z74) sao validas.

Para (iv), note que ¢ = C||to|| £ (r3) satisfaz a desigualdade

¢ 2
. ¢ [0 | L2(zs)
¢20/0 mln{<t_s)1/2, (=) ds + C||tip]| Lo (r3) <=

o [T0l|7 00 g3y [0l 2
= ||dol =@ > C / mm{ L) EED R s,
0

(2 T &2
e outra extensao do item (i) do Lema 13

—

! 12() 1o ey N0 ]I s
> )
||U( )HL(X:(R?) < CA H{ (t — 8)1/2 y 52 d37

onde o outro termo no minimo foi usado que || V|| oo rsy < Ct~% e que [|T@(t)| r2ws) < ||do||r2(rs)-
Note que a equivaléncia acima é vilida se, e somente se ||t/ 72 (gs)|tollLe@s) < €, e,
portanto, [|@(t)[|re=ms) < ¢ = C||to||r=rs) para todo t > 0. O

-

Corolario 32 (Limitantes Inferiores para o Tempo Maximal de Existéncia). Se T ¢
o tempo maximal de exiténcia de solucao forte das equacoes de Navier-Stokes, entdo

(i) To > C/ |0l ms);
(ZZ) Ty > C/HVJ{)H%oo(RB),
(iii) Ty > (C(1 — 3/p)/||do| rs)) =2, onde p > 3.
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Demonstragio. E uma consequéncia imediata dos itens (i)-(44) do Lema 31. O

Corolario 33 (Taxa de Explosao Temporal). Se @ € solugio forte das equagoes de Navier-
Stokes em (T, Ty), onde Ty < 0o € o tempo mazimal de existéncia, entao

()| o zs) = C(To — £)2,

IVa(t)[| 2@y > C(Ty — )4,
()| sy = CO3/P/2(Ty — 1)~ 1=3/0)/2,

Demonstracao. Toma t € (T,T;). Entao, pelo Teorema B, temos que (7p —t) > C’/||ﬁ0||%oo(R3),
que mostra (7); usando os itens (ii), (#i7) do Corolario 32, temos (i7), (7). O

Corolario 34 (Existéncia Global para Velocidade Inicial Pequena). Eziste ¢ > 0 tal
que se

G0 || Z2 gy | ol 0w sy < €
ou
||60||L2(R3)||v60||L2(]R3) < €
ou
Cliio| i 1ol gy < C(1 = 3/p)e™?
para p > 3, entao Ty = oo, wsto €, garantimos existéncia de solugao para todo tempo.
Demonstragdo. A primeira afirmacdo ¢ vélida pelo item (iv) do Lema 31, ja que ||t(t)]] poo (r3)
é limitado, entao u pode ser estendida para t > Tj; a segunda afirmacao segue de aplicarmos

o item (i7) do Lema 31 para t; = C/HVﬁoHiw(Rg), obtendo ||t(to)|| Lo (rs) < C’HVﬁoH%w(Rs).
Usando a equagao de energia (5.16), temos que

142 (t0) 172 sy 12t ) | e 2y < Cllto | Low sy || Vo[ e sy < C?,

o que completa a prova, usando o resultado da primeira aﬁrmagao a terceira afirmacao segue

de maneira analoga, definindo ¢, := (C(1 — 3/p)|| }Hiﬁ/ﬂgg)g ). O

6 Solucoes Fracas das Eqs. de Navier-Stokes

6.1 Solucoes de Leray-Hopf

Para estudarmos as solucoes fracas, faremos primeiramente um anélise das equacoes regulari-
zadas de Navier-Stokes, isto é, equagdes onde o termo nao-linear (o - V)@ é substituido pela
regularizacao (1. x @ - V)

Oyl + VP — At = —[(ne * @) - V]G;
V- ﬁ 0; (6.1)
Definicao 35. As funcgoes ., P, sao solucgoes fortes das equagoes regularizadas de Navier-Stokes

em [0,7) se @ € C([0,T); L*) N C((0,T); L*®), P. € L},(R® x [0,T)), com ||t|| w3y < oo se
t — 0" e @.(t) com divergeéncia fraca nula para (0,7, satisfazem

//W $(0) - @.(0) var/OT///RB(ﬁE.(@JFA@JFPEV_@ dV di
—/OT///Ra(ne*ﬁe)-(ﬁe-V)gEdth

(6.2)



para toda funcio ¢ € Ce(R? x [0, T); R?).
Sabemos pelos resultados anteriores que as solucoes satisfazem

Ue(7,t) = Pr(t) * te(ty) — V- [T (e * te) © @) ;

P(t) = V-V - (=8) " ((ne  @c(t)) @ iQc(t)), (6.3)

onde a convolucao espaco-temporal é aplicada de t; aT,0<t; <t <T.
Tomemos iy € H'NL™ com divergéncia nula. Mostremos que existe solucio tinica global:

Teorema 36 (Existéncia Global de Solucdo das Equagdes Regularizadas). Fizado
e > 0, existe solucao forte unica das equacoes reqularizadas de Navier-Stokes no intervalo
[0,00) tal que 1. (0) = Uy, U, é suave em (0,00) e a equagdo de energia

1. . 1 . L
STol3agmsy = 5 1Te(0)72(es) + / |V (5)]172(c) s (6.4)

¢ vdlida para todo t > 0.

Demonstragao. Pelo Teorema B e pelas propriedades dos molificadores |6, Teorema 6 de C.4|
[1ne  0() | L2(rsy < [[0(E)]] 2oy

176 % U(8) [ oo sy < NU(E) ] oo ms)
para 7 € L* N L™ (essas propriedades sdo usadas para os termos da sequéncia), temos que
existe solucao forte local . para (6.2) em [0,7) para T > C’||1IO||ZZO(R3). Da mesma forma,
pelo Corolario 22, temos que i, é suave e pelo Lema 29, temos que . é unica e satisfaz (6.4)

em ¢t € [0,T). Basta mostrar, portanto, que 7' = co. Podemos estimar ||t()|| o (rs) de forma
analoga a feita no Lema 31, obtendo

- " llme # Te(s)l] oo @) | Fe ()] oo ) .
[ (t)]] Lo ) < C/ (t — s)1/2 ds + ||t L re)
0

para t € [0,7). Podemos estimar o termo ||ne * tic(s)|| oo (rs) por
e+ () sy < Ce2(3) sy < Ce ol e,

onde foi usada a equacdo de energia e que |[n€ * V]| oo (rs) < 06_3/2||17||L2(R3). Temos, portanto,
que

[[te(8) || Los R3) R
1TZe(t) | oo sy < Ce™*2do | 12 R”/ —)1/(20534r [0 || oo ().

Escolhendo ¢, € C(0,00) a solugdo tnica de

t
— e 2 _els) 2
¢6 = (e HUOHLQ(RR))/O (t—S)l/Q ds + HUQHLOQ(R?,).
Concluimos que |[[tic(t)||zrs) < ¢c(t) para todo t > 0 e, portanto, ||@c(t)||z~ws) permanece
limitado para todo intervalo limitado, garantindo que 7" = oc. O]

Como estamos interessados em tomar o limite € — 0 das solugoes @, (explorando o fato
do limite de 7, * ¥ — ¥ em L?), mostraremos que a energia cinética associada a i, fora de uma
esfera pode ser limitada independentemente de e:

Lema 37 (Separacgao de Energia). Fiza ¢ > 0, 0 < Ry < Ry e i, solugcio de (6.2). Entdo

para t > 0,
i, t
/// \de</// (0))2dV + C(%O) (6.5)
‘1>R2 T>R1 Ry — Ry

onde O(IZE), t) = ||u0HL2(R3)t1/2 + O’|U0”L2(R3)t1/4.
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Demonstracao. Para simplificar a notacao, chamaremos por hora i, de 4. Define a funcao

0 se [|7] < Ry;
S 7l — R
f(r) = |R1—R11 se Ry < |7 < Ry;
1 se |F] > R

Fazendo o produto escalar de (6.1) por —2f(7)u(7, t) e integrando no espago-tempo:

/Ot ///R3 —2f(F)i(7,t) - {0l + VP — At + [(ne @) - V]i@} dV dt' = 0

- //R3 |ﬁl2fdv+2/0t //R3f]Vﬁ|2dth
:///RS |ﬁo|2de+/0t///R3{2PVf-ﬁ—2ﬁ'(Vf'V)ﬁwL|ﬁ|2(ne*ﬁ-V)f}dth’.

Notando que o segundo termo do lado esquerdo da equacao ¢ nao negativo e que o primeiro
termo pode ser limitado pela integral em |r] > Ry, temos que

t
/// |ﬁ]2dV§// ]ﬁo‘Qde—i—/// {2PVf-ﬁ—21I-(Vf-V)Z_H—’6‘2(776*’&'-V)f}d‘/dt/
71> Re R3 0 JIrs
S/// |ido|* dV
|71>Ra

1 t . . N ., .
R R / 21| Pl 2@y V]| L2 rs) + 201 2y |Vl L2 @) + |17 * | 2 sy |1 0]| sy
) —

< I, viorav+ B ( [y e+ [t + [l o).
_1>R1 1

onde foi utilizada repeditamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.4) e o fato de que
Vf-é;=1/(Ry — Ry). Chamemos as integrais da tltima linha da desigualdade acima de Iy, I,
e I3, respectivamente. Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a equacao de
energia (6.4), temos que I < t'/%||t|| 2(rs)/2. Para estimarmos I; e I, usaremos que

1i)? = —(—A)Alid)? = —Vdp * Vi

= Nillbo = [J[ [J] 80P -vent =y viapeava
<c Il (] EEav ) waaiiav < v, [Jf waim)a

< OV o 1] 2 (r2),

onde foi usada a (5.8) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Usando (6.3), a desigualdade de
Cauchy-Schwartz e ||1. * || pagsy < ||| za(rs), temos que

1P z2eay < CllIne * il || L2esy < CllElLaes).

Conseguimos majorar I; + I3 usando a equacao de energia (6.4) e a desigualdade de Holder,
obtendo

11+13<0/ 1) 24 gy ds<C’/ Ia( HWR,)HV <)H%QR3)

1/2 3/2
< C|loI sty / IVi(s) s ds



t 3/4
- 111/2 N
< ot ([ 19069 e 5
0

< Ol 72 syt

Concluimos, portanto, que

1 0o || L2 w3
/// |[@)? dV < /// o> dV + C———|lto|| z2r3) {H%H%%m)tlﬂ L2 [0 22 (m3)
71> R |7]>R1 Ry — Ry 2

]

Estudemos agora o limite ¢ — 0 das solugdes regularizadas de (6.2) para obter solugoes
fracas definidas em ¢ € (0, 00):

Definicao 38. Dizemos que i, P sao solucoes fracas das equacoes de Navier-Stokes se existe
S C (0,00) de medida zero tal que @ tem divergéncia fraca nula para t € (0,00)\ S,

///Rgﬁ(t)ﬁ(t)dvzMggo.g(O)dv+Atﬂ3g.(at5+A§;)_ﬁ_@,v)£dVds (6.6)

para todo ¢ > 0 e para todas funcdes de divergéncia nula ¢ tais que 9"V*¢ € C([0,00); L?) N
C(]0,00); L) para todo m,k >0 e

10172 sy (6.7)

DO | —

1 e
SO ey + [ 170 eyt <

para todo s € [0,00)\ S e todo t > s.

Solugdes dessa forma sao conhecidas como solugoes fracas de Leray-Hopf [15, 13] (Hopf
considerou solugoes fracas analogas para dominios limitados), enquanto solugées fracas sao de-
finidas satisfazendo (6.6), mas nao necessariamente (6.7) (além de pertencerem a L>(0,7; H)N

L*(0,T;V), onde H := {¢ € L?| ¢ tem divergéncia nula fracamente} e V .= {¢ € H'|V - ¢ =
0}). Chamaremos S o conjunto de tempos singulares.

Corolario 39. Solugoes fracas de Navier-Stokes satisfazem
(i) @ € L>(0,00; L*) N L*(0, 00; H');
i) U € fracamente continua em emporalmente;
(i) i é f t i L*t Iment
i) para s & S, w(t) — ii(s) em L* set — sT.
p ,

Demonstrac¢ao. Usando o fato de todos os termos de (6.7) serem nao negativos, podemos limitar
inferiormente cada um dos termos do lado esquerdo da equacao, obtendo a primeira propriedade;
a segunda propriedade segue de (6.6) e do analogo da Proposigao 20 aplicada as solugoes fracas;
a terceira propriedade segue da propriedade (i), do Lema de Fatou (3.11) e de (6.7). O

Usaremos um resultado auxiliar para demonstrar o teorema principal de Leray:

Lema 40 (Teorema de Helly). Se g, € C([0,1]) é uma fun¢do decrescente para todo n e
gn(t) — g(t) para todo t € QN 0, 1], entdo gn(t) — g(t) para cada ponto de continuidade de g.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [11]. O

Teorema C (Existéncia Global de Solugao Fraca). Se uy € H, entao existe solugao fraca
u das equagoes de Navier-Stokes tal que ||u(t) — Uo|| 23y — 0 quando t — 0F.
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Demonstragao. Para e > 0 fixo, temos que existe solugao i, inica de (6.2) para condigao inicial

—

u(0) = ne x Up. Além disso, temos que . satisfaz a inequagao de energia.

MO+ [ 19T sy ds = 5l x @l < e
0

Mostraremos o teorema em quatro passos:

Passo 1. Construcao de sequéncia ¢,,.

Multiplicando (6.2) por uma fungao teste gg (com as mesmas propriedades mencionadas
na Defini¢ao 38) e intengrando no espago-tempo, obtemos

//Rg A //R3 0o /ot ///Rg(ﬁe (G + AG)dV ds
- /ot ///W(”f # @) - (il - V)pdV ds.

Como ||Uc(t)||z2(rs) € limitada independentemente de €, conseguimos, pelo método da diagonal,
extrair subsequéncia tal que para todo t € QF, ||, ||z2rsy = E(t) se n — oo, para alguma
fungio F : QT — [0,00) e estendemos a fungao por E(t) = liminf F(s) para t € R"\Q".

s—t—

(6.8)

Pelo Teorema 40, temos que ||, |/z2®s) — E(t) quando n — oo para todo tempo ¢
em que F(t) é continua, ja que ||, | r2®s) € uma funcdo decrescente em t pela equacao de
energia. Além disso, temos que E(t) é uma funcao decrescente. Usando o fato de que para toda
funcao descrescente nao-negativa tem no méximo um nimero enumeravel de descontinuidades,
usamos novamente o método da diagonal para redefinirmos E(t) nos pontos de descontinuidade,
obtendo

HﬁenHLQ(RS) — E(t) Vt>0,

onde a sequéncia foi reindexada.
Note que

E(0) = T [ne, * ol r2rs) = [ tio]|72 (gs)-

Usando que para €, > 0, t > 0,

17y, * e, || L2(r3) < ||tol| 2R3,

temos que para t;,t, € QF, Q C R® qualquer cubo de vértice racional,

to to
/ /// U, dsdV, / /// Ue, - Ne, * U, dsdV  convergem quandon — oo,
t1 Q t1 Q

reindexando novamente a sequéncia. Usando o fato de que as integrais acima sao uniformemente
convergentes no tempo, podemos estender a convergéncia para todo t1,ts > 0.

Afirmacao. Com as condicoes e definicoes anteriores, temos que

to . . to .
/ /// e, - (¢ + Ag)ds dV,/ /// (e x Ue,) - (U, - V) dsdV convergem quandon — oo.
t1 R3 t1 R3

Demonstracao. Assume, sem perda de generalidade, que t; < t5. Existe N natural tal que
@; € R? vetores constantes, §; cubos de vértices racionais e (py, qz) intervalos, com 0 < pj, <
g <00, k=1,---, N fazem com que a funcao

N
Ay = Z 6iIQi](pk7Qk)’
=1
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onde I4 ¢ a funcao caracteristica, satisfaz

€

b+ AQ) — Ayl < .
I(9: + A¢) Nz 2 < 4(ta — t1) ||t || L2 (rs)

Temos, portanto, que

/Xmm—mgw@+aadv¢
R3

/ ). Ay dVds| + //// (| + |G )G + AG — Ax|dV ds
]R3

€ b2

- 2 4(t2 — t1)|’ﬁo‘|L2(R3) /t1 (Hﬁem“LQ(W) - HﬁenHLQ(RB)) ds < €,
onde foi utilizado no peniltimo e dltimo passo a convergéncia nos cubos de vértice racional e
inequacao de energia, respectivamente. De maneira anéloga, podemos escolher uma matriz Ay
tal que

€

ta — t1)||tol|72 @)

||v¢ - AN“LOO(tl,Q)LOO(RB) < 2(

e obter a segunda convergéncia da afirmacao. O]

Pela convergéncia 0., * iy — iy em L® e a afirmacdo acima, temos que i, é fracamente
convergente em L' para todo ¢t > 0.

Afirmacdo. Nas condicoes anteriores, temos que ., € fracamente convergente em L* para
todo t > 0.

Demonstragao. Por contradi¢ao, supde que existem subsequéncias e, — U, U, — w, onde
ambos limites pertencem a L?, mas @ # ¥ (para simplificar a notacio, indexou-se a subsequéncia
somente pelo dltimo indice). Pela convergéncia fraca em L', temos que, escolhendo a funcio
teste como ¢ = 15 * (0 — 7),

/// W — v) ng*(w—v)dV—O ||w—vHLzR3:O,
R3

o que ¢ absurdo. O

Passo 2. Construcao do conjunto de singularidades S.
O campo i, converge fracamente em L? para uma funcio @ € L?, com divergéncia
fracamente nula e %(0) = @,. Note que pelo Lema de Fatou (3.11), temos que

) e . 1 .
/ lim inf ||V, || 72 sy ds < hm mf/ HVUGnH%Q(Rg) ds < §Hu0||Lz(R3),
0 0

€En—>00

o que implica que lim i%lf HﬁEnH%Q(Rg) < oo para quase todo ¢t > 0. Define
€En—>

S = {t >0 : HVﬁEnHLQ(R3) — ooquandon — OO}

Passo 3. Convergéncia forte de ,,.
Pelo Lema de Fatou, temos que

||ﬁ||L2(]R3) < ligrlilc]lf ||ﬁen||L2(R3) = E(t)

Entao basta mostrar que

lim sup HﬁenHL?(RS) < HﬁHLQ(R?’)
en—0
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para obtermos convergéncia forte em L?. Fixemos ¢ € [0,00)\ S. Escolhe subsequéncia tal que

gggo HVﬁEnk HLQ(RS) = hgl_l}lolf HVﬁen ||L2(R3)-

Temos que essa subsequéncia ¢ limitada em L? e, portanto,
Vi, — Vi em L%
k
pela definicao de derivadas fracas e reindexando os indices, e

||VﬁHL2(R3) < liEI}Ll_i)IOIf HVﬁen ||L2(R3)-

Note que as convergéncias fracas de Vﬁgnk, i, em L? implicam que U, —u€H L
Fixa 0 > 0 e escolhe R;(J) tal que

)
/// |o|*dV < =
|71>Ra 2

4
RQ((S, t) = Rl + 50('[[0, t)

Usando o Lema 37 (e escolhendo a constante C(up,t) sendo igual a do lema), temos que para

e >0,
/// AR A
|71>Ra

Como temos que ., — U em H*, podemos tomar, em particular, o dominio compacto Bg,.
Usando o mergulho H'(Bg,) CC L*(Bg,), temos que e, — U em L*(Bg,) (reindexando os
indices, novamente). Entdo temos que

lim sup ||, HL2 Ry < hm sup/// |, |>dV + hm sup/// | e, 2dV <
Enk‘) |7]>R2 |F1<R2
o+ /// @) dV < 6+ HEH%z(Rg).
[T1<R2

E(t) = limsup ||u,, [|2@s) < Tl 2@s) = E(t) = [[a()] 2@

€nj, —0

e escolhe

Toma 6 — 0 e, portanto,

Passo 4. u é solugao fraca.
Como j4 se sabe que @ tem divergéncia nula fracamente e que

///Rsﬁe"'@+A$)%///Rgﬁ-(&JrA&)dv
///Rgmn*um (i@, -V ¢dV—>///R3 V)dav

para quase todo ¢t > 0. Utilizando a limitacao ||n. * to||r2@s) < ||tlo]|L2r3) e 0 Teorema da
Convergéncia Dominada para as integrais no tempo, temos que quando €, — 07,

//R3 o = // [ 90) e, x T dV + /Ot ///Rs (e, - (& + AG)dV ds
B /ot ///Ra(mn w ) - (i, - V)$dV ds —
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//RB q;(t) A= //]R3 $O) o AV + /ot ///]R3 (- ((gt + AG;) dV ds
_/ot ///Raﬁ (@ V)pdV ds.

Falta verificar, portanto, a inequacao de energia e a convergéncia para a velocidade inicial:
Para inequagao de energia, toma s ¢ S tal que ¢ > s e aplica as limitagoes || V|| f2@s) <

liminf [| Vi, || r2msy, lim ||, || r2@s) = [|4@]|2@s) (que valem para quase todo ponto), lema de
en—0 en—0

Fatou (3.11) e a equacao de energia para ., para obtermos
1 ! 1 !
= =112 / . . — — 2 /
5”'&(2?)”[}(]1@3) —+ / ||VUHL2(R3) dt S hgﬂ_l}l(}f <§Hu€n(t)||Lz(R3) +/ ||VU€RHL2(R3) dt)

R ST 1,
< liminf S|, (s)]| r2ms) = 5llu(s)l]z2e)-

Para o caso particular de s = 0, bastar notar que lim0 17e, * UWo || L2(m3) = ||to]|L2(m3) € aplicar na
€En—>

ultima igualdade.

Para a convergéncia para a velocidade inicial, temos que pela definicao de solucao fraca,
i — iy em L? se t — 0; pelo lema de Fatou e inequacdo de energia, temos que || 2 (m3y —
|0 23y e, portanto,

1@ — ol 2s) = [[@]|72(gs) + [[Gol|72(sy — 2@ - ol pr.rsy — O-

6.2 Regularidade das Solucoes Fracas

Apesar do trabalho vanguarda de Leray [15] nas solucoes fortes e fracas (chamadas por ele de
solugbes regulares e turbulentas, respectivamente), nao se sabe se as solugoes fracas sao tinicas
ou suaves. No entanto, temos que se fortalecermos “um pouco” as hipoteses sobre i, temos
suavidade espacial nas solugoes fracas de Leray-Hopf (na verdade, basta que a solucao fraca
apresente a propriedade (i) do Corolario 39).

Lema 41. Se & =V - (&g xxG), com G € LT ([0,T); LYRQ)), entéo

¢ L (0,T);Lr () = C(T,r'. q)HGHLq’([O,T);L(I(Q))v (6.9)

coml1<qg<r,1<¢<re
1 1 1 1
3l-——)+2{=—-—=] <L
q qg

Demonstragio. Notando que |[V®y| < |7t~ /% temos que

T p'/p
! —5r/2 — 7‘2 4
HV(I)HHZI],P/([QT);LP(Q)) < C/O or/ (//Q |7Pe plT1*/ th) dt =

T
C/ $=50" /240" /2430 /2p gy — CT—ap'-H’
0

3 1 1
onde a = 3 (1 - —) + 5 Escolhendo p’ tal que ap’ < 1 e expoentes q,q¢,r, 7’ tais que a
p
desigualdade de Young para convolugées (3.6) seja valida, temos que

1 2 1 1 1 1
3([1l—-)+1<==3|-—-)<2|—=+=+1) -1,
p P q T qg
concluindo o enunciado do lema. O
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Definicao 42. Define a funcao vorticidade como
W=V xu

no sentido fraco, isto é, sao funcoes que satisfazem
// $-de:—// V x ¢ iddV
Q Q
para todo ¢ € C5°(Q).

Lema 43. Supéde que &, i € L}, (), Q conjunto aberto. Entio para todo aberto Q' com fecho
compacto contido em ), temos que

u(r,t) = // VOp(r —7) x S, t) dV' + (7, t), (6.10)
Q/

onde Ad =0 em V.

Demonstragio. Caso @ € C", temos, pela decomposicao de Helmholtz [12], que 6.10 & satisfeita,
onde
a=—-V(UuxVdp).

Para o caso de funcgoes o, @ € L, .(Q), basta tomarmos i, i= 7, * U, &, = 1 * @ e tomarmos o
limite € — 0. O]

De maneira formal, considere que é bem definido aplicar o operador rotacional nas equa-
¢oes de Navier-Stokes (em um dominio §2). Entao temos que

OV xU— AV xu+V x [(u-V)u] = 0;
V@& =0 (6.11)
W(r,0) = V X .

Usando a identidades

temos que
OB —AG+V- (03 -3 Qi) =0;
V- =0; (6.12)
&(7,0) = V X .

As equacgoes (6.12) sdo conhecidas como equagoes de vorticidade. Podemos representar as
equacoes pela forma

G=(0, AWV (GRT-TR3)+H=V-(dy++G) + H,

onde G =3 QiT—i®@de Héa solucao da equagao do calor em 2 x (0,7). Ainda que toda
deducgao acima seja formal, temos que a representacao acima é valida:

Proposicao 44 (Representacao de o). Se @ € solugdao fraca de Navier-Stokes em 2 x (0,T),
entao a funcao vorticidade & satisfaz

B=V-(Py*xG)+ H (6.13)

em todo conjunto aberto Q' x (0,T), Q' com fecho compacto contido em Q e ﬁ,G definidos
como anteriormente se i € L(0,T; L*(Q)), @ € L*(0,T; L*(2)).
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Demonstragio. Note que os passos dos calculo formal acima sio vélidos se i, € C*(Q2x(0,T)).
Entao fazendo os mesmos passos acima para as molificacoes . == n. * U, P. = n. x P, obtemos
que W, =V - iU, satisfaz

Oyide — Ade + V- (e ® Je — We ® U) = 0;
V-d. =0;
Je(7,0) = V X 1.
Define H, .= . — V - (Py * xG,), onde G, = (J, ® U, — U @ J.). Note que (9, — V)HE =0
e H. € L'(Q x (0,T)) (basta usar a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.4) para @, ® @, e
e ® Gel|Lr(vy < ||U @ d|[prwy, V CC W [6, Apéndice C.4]). Tomando € — 0, concluimos a
proposicao. ]

Observagao 45. Note que a hipotese @ € L>(0,T; L*(Q)), @ € L*(0,T; L*()) é consequéncia
imediata do item (z) do Corolario 39 para as solugdes de Leray-Hopf.

Teorema D (Regularidade espacial de Solugoes Fracas). Seja @ solugao fraca de Navier-
Stokes no conjunto aberto 2 x (0,T) , com

i € L0, T; L*(Y)),d € L*(0,T; L*(Y))
para todo Q' com fecho compacto contido em Q. Suponha ainda que
@€ L¥(0,T; L (),

onde os expoentes s,s’ satisfazem

3 2
—+—/<1.
S S

Entao u € C*(Q) e cada derivada € limitada em subconjuntos limitados de ).

Demonstracao. A demonstracao dar-se-a4 em 2 passos:

Passo 1. Mostrar que & € L>(Q' x (0,7)).

Suponha momentaneamente que & € L (0,T; LP(Q)), com p, p' > 2. Temos, pela desi-
gualdade de Holder (3.4), que

///, G dV <21 ///Q |@|?|@|?dV < C(q)l|@

1 1 1 1 1
b = ]=> 4o ==
s/lq  plq s poq

. Temos, analogamente, que para

%S(Q,)‘|CU‘|qu(Q,),

onde

1 1 1 1 1 1
——|——:— e _+_:_7
s p q s pq

obtemos que G € L7 ((0,T); LU(S2)). Define § > 0 tal que

1

0= = 1—§—z .
6 s &

-1 !

er:=p(1—38p) L v ==p(1—-6p)" (caso 6p > 1, define r = o0 e o analogo para r’). Temos,
portanto, que 1 < ¢ <r,1<¢ <7’ eque

1 1 11
3(-—=)+2(=-=)=1-46<1.
q qg
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Pelo Lema 41 e Proposicao 44, temos que & € L’J(O, T; L"(9)), ou seja, podemos aumentar os
expoentes das classes L.

Usando como base indutiva & € L*(0,T; L*(€))), podemos aplicar um ntimero finito de
passos anteriores para mostrarmos que & € LT/(O,T; L"(Y)), com p = p > §'. Aplicando
mais uma vez o passo, pela definicao, temos que p = p’ = oo, concluindo a afirmacao.

Passo 2. Mostrar que & € C(Q).

Temos que @ € L>®(0,T; L*(€Y)) implica que & € L>(Q' x (0,7)). Além disso, temos que
a€ L>®(Q x(0,T)) (definido no Lema 43) ja que, pela desigualdade de Holder (3.4), temos que

@@ 1) < /// V20 (7 — P, )] V' < [l oz | V2P0 2.

Pelo Lema 43, temos que @ € L>*(Q x (0,T)) e, portanto, G € L*(Q) x (0,7)). Para a
continuagao da demonstracao, usaremos um teorema de regularidade de equagoes parabolicas:

Teorema 46. Seja Qr(7,to) = Bgr(t) x (to — R% o), (fo,t) € Q' x (0,T). Seja & €
L>®(Qr(To,t0)) que satisfaz fracamente a equagao

(6.14)

Entao
(i) se G € L®(Qr(Fo,t0)), entdo para todo o € (0,1), temos que & € C¥*Qpra((7o, t0));
(ii) se VFG € C"Qr((7o,t0)) para algum k > 0, entio V&G € C¥Qpr/a((7o, to))-

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em Lieberman [16, Capitulo 4.

Pela representacao de ¢ (Proposicao 44) e usando o Teorema 46, temos que  é Holder
continua espacialmente para qualquer expoente o € (0,1) (basta cobrir Q' por cilindros Q).
Usaremos um teorema de regularidade de equagoes elipticas:

Teorema 47. Se @ é harmonica em Q, entio V¥4 € localmente Holder continua em Q para
todo expoente o € (0,1), k > 0.

Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada em Gilbarg-Trudinger [10, Teorema 8.22].

Temos, portanto, que @ é Holder continua. Pelo Lema 43, temos que @ € C%* e, portanto,
G € C%*. Usando o Teorema 46, temos que Vi é Holder continua espacialmente. Repetindo
0 mesmo argumento para V@, temos que VF7 € C% para todo k > 0, donde conclui-se que
o, u e C(Q). O

Observagao 48. O trabalho de Kiselev e Ladyshenskaya [14] mostra a existéncia de solugao
fraca com a propriedade

@€ L0, T; LY(Y));  i,0,,@, 0,4 € L*(0,T; L>(Y)).

Temos, portanto, que as solucoes de Kiselev-Ladyshenskaya sao de classe C*° no espago. Nao
temos, entretanto, regularidade global para essas solucoes. Note, contudo, que as solucoes de
Leray-Hopf tem a propriedade

i€ L™(0,00; L*(Q)); 0y € L*(0, 00; L*(Q))
e, portanto, nao sao suficientes para a aplicacao do teorema. Se for provada a unicidade de
solucoes fracas, garantiremos regularidade espacial das solugoes de Leray-Hopf.
Observagao 49. Os trabalhos de Struwe [22] e Escauriaza-Seregin-Sverak [5] estenderam o

resultado para os casos s = 0o, s’ = 0o & s = 3, além de permitir o caso de igualdade

-+ —=1.
s s
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7 Dimensao de Hausdorff do Conjunto de Singularidades

Motivado pelo trabalho de James Serrin [21], o trio Caffarelli-Kohn-Niremberg [2] estudou o
conjunto de singularidades de , isto &, os pontos onde a velocidade nao é limitada no espaco-
tempo, que no contexto do Teorema D, significa estudar o caso s = s’ = oc.

Definicao 50. Diremos que u, P sao solugoes fracas adequadas das equacoes de Navier-Stokes
no conjunto aberto Q x (0,7) € R* x (0, 00) se i, P sdo mensuraveis em 2 x (0,7), além de

(i) P e L4 x (0,7));

(ii) para constantes Ey, F; limitadas,

// li(t)|*dV < Ey  para quase todo t € (0,7), (7.1)
Q

T
/// \Vii]*dV dt < Ey; (7.2)
0 Q

(iii) @, P satisfaz as equagoes de Navier-Stokes no sentido distribucional (analogo a Defini¢ao
12, substituindo ¢ por @ e o dominio por Q);

(iv) Para toda funcdo ¢ € C5°(Q2 x (0,7)), com ¢ > 0, temos a chamada “desigualdade de
energia generalizada':

///'V““bdv< //// (0, + A)g + (@ + 2P)a - Vol dV dt.  (7.3)

A motivacao para a Definicao 50 vem do fato de que é a melhor estimativa conhecida para o
caso de dominio limitado (no caso = R?, temos estimativas melhores). Além disso, (i) é
natural, visto que desejamos que a energia cinética seja limitada para todo tempo 0 <t < T,
bem como a energia dissipada. Por fim, a desigualdade de energia generalizada é uma versao
da desigualdade de energia (6.7), fazendo a derivacao formal a partir da multiplicacdo de ¢
na equacoes de Navier-Stokes e integracao no espago-tempo.

Teorema 51. Suponha que ), Uy satisfazem

2 =R (7.4)
iy € {i € L?| @ tem divergéncia fraca nula} '
ou
Q C R? limitado, aberto conexo, com 02 € C™; (7.5)

iy € {i € L?| @ tem divergéncia fraca nula} N W?/%5/4,
Entio @ € L™(0,T; L*) N L*(0,00; H'), @(t) — iy em L* quando t — 0, além de
P e LP3(Qx(0,T)) se Q=R

VP e LY*(Q x (0,T)) se o dominio € limitado;
se g€ C°(Q x [0,7T)), entaoparaO<t<T

5 [ oo dV+////\vu, sav <L ///IUU|¢rOdV+ 6)
o

3| Ve o+ (ak +2p)i- Volav

Demonstra¢ao. A demonstracao se encontra em Caffarelli-Kohn-Niremberg [2, Teorema A.1 em
Apeéndice].

Observacao 52. Note que a regularidade do caso 2 = R? é o resultado do Corolario 39.
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7.1 Decomposicao da Pressao e Velocidade
Definicao 53. Vamos denotar:

By:=B(1+27%)); Tpy=13(-1-27");

1
2

Qk = [Tk, 1} X Bk

Usaremos repetidamente os seguintes conjuntos:

By—1/3 = Bijaaia-s+1y;  Bro2/3 = Bijaayo-sw+2).

Definimos a func¢ao
ve = (] = (1=279))4.

Além disso, denotamos

= (///B o (7 1 |2dv) ////Q (7 £)[2dV dt,

(1= 27" xgaa-2-4)
|
Observagdo 54. Note que v; pode ser interpretado como niveis de energia cinética, ja que

v =0 para |[i] <1—27" e é da ordem de |i]* para |@] > 1 — 27"

onde

d = V] + = v

|_‘|

Observagao 55. Note que a partir de agora a notacdo B(r) denota a bola de raio r, enquanto
anteriormente B, era a notacdao. A mudanca sera feita para termos espaco no subindice para
sequéncias de conjuntos de bolas.

Lema 56. Eriste uma constante C tal que para todo k e todo F € L>(Ty,1; L*(By)) tal que
VF € L*(Qy), temos que
2/5 3/5
1Fllzoss@e < CUFNzmmnzzmo) + 1122 0 1020 IV F Il gy (7.7)

Demonstragio. Pelo mergulho H'(B},) C L°(By) dado pelo Teorema de Rellich-Kondrachov [6,
Teorema 1 de 5.7|, temos que

I Fl[ 2z < CUIF |2y + IVE L2qn))-

Note que C' nao depende de k, ja que existe k tal que B(1/2) C B, C B(1). Pela desigualdade
de Hélder (3.4), temos que

2/5 3/5
||F||L10/3(Qk) < HF”LOO(Tk L,L2(By,) )HVF”LZ (T}, 1;L8(By)))

2/5 3/5
< CUIF ez + 1FIT2 gy e IV 12 000

Define ¢ (7) € C™(R?) tal que
Or(™) =1 em By _y3; oe(F) =0 em BS ;; 0<¢p(F) <1;

(Vo < C2%F: V2| < C 2%,
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Lema 57. Para p > 1, seja G € L>(Ty_1,1; L*(By_1)) e P € LP(Ty_1,1; L*(By_1)), com
—AP=V-V-G.
Entao podemos decompor P por

P|Bk—2/3 - Pkl‘Bk72 3 + P]Q}kaz/g’

/

onde Py satisfaz
—APy =0 em [Ty1,1] X By_gy3,

com a estimativa
IV Pl pom s 100 (B ) + 1 Pitll Loy 10008,y 5
< C2%% (1Pl poeryy 50t By + |Gl s 101 (B )
e Py satisfaz em [Ty,_1,1] x R?
—APy =V -V - (0:G),
notando que € feita a extensao ¢,G = 0 para B;_,.

Demonstragao. Note que pelo suporte de ¢y, temos que P = ¢, P em [T},_1,1] X Bj_5/3. Além
disso,
—A(¢pP) = = AP — 2V - (Vi) P) + PAgy,

—pprAP = ¢,V -V -G =
V-V (xG) = V- (GV¢) = V- (G"Vey) + V¢ : G.

Define
—APy =V -V. (¢kG);

—APy = =2V -((Vér)P) + PA¢r +D: G = (TrD)P+D : G,
onde o operador diferencial D é definido como
Df = (Vo) f = V((Vor)f) = VI((VI ) f).

Note que para cada componente de Df é nula em Bj_y/3, j4 que V¢, = 0 nesse conjunto.
Temos, portanto, que
—APkl =0 cm Bk_g/g.

Além disso, para cada 7 € Bj_y/3, usando a representagao
Py =2p*((TrD)P+D: G),

temos que

Py (7,t) = 2V®p x (PV¢y) + @p * (PAgy) + VOp x (GV¢y)
+V®p * (GI'V ) + @p * (V3¢ : G).

Como a distancia entre Bj_;/3 e Bg_2/3 ¢ maior que 27% ¢ pelas propriedades de ¢y, temos

que para todo 7 € Bj_y/s:
P (7, 1)] < C2 /// Pl + |G|V,
Br_1

Podemos fazer o mesmo procedimento para

41



para obtermos que para todo 77 € Bj_1/3:

IV Py (7. 1)] < 021%/// 1P| +|G|aV.
Bg-1

Tomando a norma L? no tempo, obtemos a estimativa enunciada no Lema, notando que como
1—-1T, <2, temos
1
||GHLP(Tk71:1§L1(Bk71)) <2 /pHGHLOO(TICAJ;U(B/CA))'

Do Lema 56, obtemos 2 corolarios imediatos:

Corolario 58 (Decomposicao da Pressao). Sejam i, P solugées fracas encontradas no
Teorema 51 em Qy_1. Entao podemos decompor a pressao em Bjy_g3 por:

P|Bk—2/3 - PM‘Bk—2 3 T Pk2}Bk—2/37

/

onde Py satisfaz
—APM =0 em [Tk—h 1] X Bk—2/37

com a estimativa

IV Piallce s 02 iy ) + 1 Prall oy aspoe sy 50 <

C2% (1 Plloca, e vy + 18y o)
e Py satisfaz em [Ty_1,1] x R?
—APyp =V -V ($p U ).
Demonstrac¢ao. Aplicando o divergente nas equacoes de Navier-Stokes, obtemos
—AP =V -V (d®u).
Usando o Lema 56 com G := 4 ® i, obtemos o resultado. O]

Corolario 59 (Decomposicdo da Pressao com sua Média). Sejam @, P solugdes fracas
encontradas no Teorema 51 em B(1) x [—1,1]. Define as médias

a(t) = ///B N a(r,t)dV;
P(t) = ///B | PEn

Entdo podemos decompor (P — P por:

) |[_1/2,1/2] xB(1/2)

(P —P)| =D + P

[—1/2,1/2]x B(1/2 —1/2,1/2]x B(1/2) ‘[—1/2,1/2]><B(1/2)’

onde Py satisfaz
| Pl o (—1/2.1 /2,10 (B /2)) < C (HP — Pllpr-1anisay) + 17— EH%oc(_1,1;L2(B(1)))> ;

—AP =0 em [-1/2,1/2] x B(1/2);

e P, satisfaz em R? _ _
—AP, =V -V ($1(0— )@ (T—a)).
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Demonstracao. Aplicando o divergente nas equacoes de Navier-Stokes, obtemos
—AP=V -V - (i®d)=V -V (-0 (i-1),

onde a tltima igualdade € valida devido a independéncia espacial das médias. Usando o Lema
9, substituindo P por P — P e tomando G = (4 — 4) ® (4 — @) e notando que By = B(1) e
B(1/2) C Bys C B3, obtemos o resultado. O

Lema 60 (Decomposicao da Velocidade). A velocidade i pode ser decomposta por

onde

Além disso, temos as sequintes estimativas:

—

UV

]

Uk
I

Vil <di,  Xqaza—2-spI VUl < di, Vo] < dy, ’V < 3dy,.

Demonstracao. A funcao

1 se |al<1-27%
Vg,

LI S )
[ se |d] >1—27*

|_)|

ﬁ(1—v—ﬁ)'§1—2—k.
|

Pela defini¢ao de di e v, temos que vy < | e, portanto,

é Lipschitz, e, portanto,

2

v v

&> v > (val) |
| |

o que mostra a primeira desigualdade. Para demonstrar a segunda desigualdade, note que

2
< |Vl

|

vl = 'w

=

Usando a definicao de dj, temos que

(1 = 27)xqaza 21 + vk
|

& > |Vl
Notando que
(1—-27%F+ VE)X{lal>(1-2-*)} = |UXqa=0-2-%)}
concluimos
di > Xqjaz-2-+p | VI

A terceira desigualdade segue diretamente de
V| = ‘VWHX{m\z(l—%k)}

e da segunda desigualdade. A tultima desigualdade segue da estimativa dos termos do lado
direito da igualdade

UV U u
ka = — ®Vu, +v,V—.
I |l
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O primeiro termo pode ser limitado por

ﬂﬁ®vvk

< |Vug| < dy,
|

onde foi usada a segunda desigualdade; o segundo termo pode ser limitado por

U Vi — Vg . .
V| < eVl + | =@ @ Vil < d+ Xqasa-2-ry V]l < 2dg,
jal | — [l ]
onde foram usadas a primeira e segunda desigualdades. O

Note que pelos Lemas 56 e 60, temos que

2/5 3/5
k-1l 1030, < C (HUIHHLoo(kal,l;LQ(kal)) + HkalHL/OO(T;C,,l;L?(Bk,l))Hdk‘|L/2(Qk71))>
e, portanto, pela desigualdade de Young (3.5) e pela defini¢ao de Uy,

|ve—1|| pro/3@k 1) < CU,iﬁ. (7.8)

7.2 Limitagao Universal da Velocidade e Pressao

O objetivo da secao é limitarmos as energias cinética e dissipada e a pressao por uma cons-
tante universal I', isto é, uma constante independente do ponto. Para tal, demonstraremos a
proposicao abaixo em varios passos, obtendo uma relagao direta entre Uy e Up_q:

Proposicao 61. Sejap > 1. Entao existem constantes universais Cy, 3, > 1 tais que para toda
solu¢do advinda do Teorema 51 em [—1,1] x B(1), se Uy < 1, entdo temos que para todo k > 0

Ur < CEL+ [|Plloooizr (50)) Ui - (7.9)

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em 5 passos:
Passo 1. Evolucao de ;.

Lema 62. Sejam i, P solucées advindas do Teorema 51 em (0,00) x Q. Entdo vy satisfaz
Vi Ui\, op AUk , Uk ,
U

no sentido distribucional.

Demonstragio. Escreve v como

o _|aP -7
2 2 2
Note que pelo Teorema 51, temos que
-2 -2 -2
at%-i-V' (ﬁ%) +|Vﬁ|2—A%+V~(ﬁP) <0

no sentido distribucional (essa desigualdade é conhecida por “desigualdade de energia generali-
zada”). Para o segundo termo, temos que para qualquer derivada d,, seja espacial ou temporal,

2 1~12
8, (%) — 00,0 —a-aaﬁ:a(“—_’f _ 1) 0,1,
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onde o termo em parénteses é limitado por 1. Entao multiplicando as equacoes de Navier-Stokes
v
por u (| kl — 1), obtemos

2 _ 72 2 1712
315(%)+v.(g%)+(%_1)g.vp_(%_1)Q.Ag:0. (7.11)

O ultimo termo pode ser escrito como

—(U—f—1>ﬁ-Aﬁ:—V-<—Vﬁ<UTk—1> )+v(a ) Vi — |Vii]?
@ || |l

vi — |ul? <vk ) U,
=-At 4 (= —1) |V + [Vi(@)] - V=
5 i |Val” + [Vi(a)] 7

1—27k
< (”—f - 1) \va? + |7|v|al - v (1 e )

1—27% 1 -2
B (_ B 1) v+ EE 029 gy — g e

[l i

Somando a desigualdade de energia generalizada e (7.11), obtemos o resultado do enunciado. [

Notando que

K%" - 1) Vd)? + [Vi(@)] - V&

]

Passo 2. Limitacao de Uj.
Define fungdes 1, € C*°(R?) tais que

m(r) =1 em By () =0 em Bi_ 5 0 <m(r) <1

(V| < C2%% V2| < C20%
Multiplicando (7.10) por 7 e integrando em [o,t] x R® para Tj_; < 0 < T}, < t < 1 para

obtermos
/// nk’“ dV+/ /// ned2(s) dVds</// [0
R3 R3 R3

[ oo v [ u
/;///Rsnk{V-(ﬁ'P)—l— (m_1>ﬁ.vp} IV ds.

Integrando a desigualdade acima com respeito a o entre T, e T}, e dividindo por T, — T} =

27%=1 temos que
v / /// ned2(s) dVds) < gk+1 / /// |“’“ SV do
T, JJJR3 T, JJJ RS

s (L
///R3 _~|Uk s)[? dV'd +/T ///IR3 |Uk s)|? dv‘d

s
+/TH ///Rgnk{v.(ﬁp)Jr (%—1)6-VP} dV’ ds.

Pelas limitacoes das derivadas de 7, podemos limitar o primeiro e terceiro termos do lado
direito da desigualdade trivialmente; para o segundo termo, basta usar a decomposicao

2
2 Iul IU\
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e usar o Lema 60 para obtermos

3
%k
2

2
72k Ok
|i] 2

ﬁvi
U—

5 +

2
Vg,
< =4

- 2

<le(i-5)%

Como n, = 1 em By, e pela defini¢ao de Uy, temos que

U, <2 sup (/// ’Uk dV+/ /// nedi(s) dVds)
tE[Ty,1] R3 T, JJIR3

Concluimos, portanto, que U pode ser limitado por

Uy < C26k//// |vk|2dth+C’23k//// log|® AV dit+
1 Qk-1 Qk-1

2/ /// nk{v~(ﬁP)+(v—_’f—1)ﬁ-vp} dV‘ dt
Te_1 R3 |1

Passo 3. Crescimento nao linear de U,.
Queremos estimar os termos do lado direito de (7.12) por poténcias maiores do que 1 de
Uk—1. Usaremos o método desenvolvido por De Giorgi [4].

(7.12)

Lema 63. Eziste uma constante C' tal que para todo k > 1 e ¢ > 1, temos

Jok 5
||X{Uk>0}||Lq Q1) = 273 Ulsqlv (7.13)
X0y s tizagp_y < €20 UL,
Demonstragio. Se vy > 0, entdo || —1+27">0e
Vpoq > 27 o7k — ok

Usando a desigualdade de Tchebichev (3.12) e (7.8), temos que

X001 a0, 2//// X{v,>0} dVde//// X{vp_y>2-ky dV dt <
Qr—1 Qr—1
910k/3 //// ‘Uk—1|10/3 AV dt < 210’{/3[]1?131-
Qr—1

A segunda desigualdade pode ser demonstrada de forma analoga:

X001 | Ta(0, ) < 2%//// lup_1|*dV dt < 2% sup /// o1 |2 dV < 22U, _,.
Qk-1 s€[T—1,1] Br—1

Note que o Lema 63 permite controlarmos os 2 primeiros termos do lado direito de (7.12),
ja que pela desigualdade de Holder (3.4):

02%//// ]vk|2dth+023k//// [og|® AV dt
Qr—1 Qr—1

1520 + C2%[[0R | 1o @,y X >0} 1 210(Q_y)-

]

< C'ZGkHU,%

L3/3(Qp—1) HX{”’C>O}

Pela definicao de vy, temos que vy < vx_1 e pelo Lema 10, obtemos

HUzHLF’B(Qk,l) < ”Uk—luilo/s(Qk_l) < CUg_1.
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Analogamente, temos que

3/2
03l prorsqy 1y = Iowll3s0s0, ) < U

Concluimos, portanto, que

CW//// \vk|2dth+023k//// o2 dV dt < C25KHRB3Y/3,
Qr—1 Qr—1

Note que o expoente de Uy_; > 3/2. Precisamos, portanto, limitar o ultimo termo de (7.12).
Como o suporte de 7, estd contido em Bj,_;/3, usando a decomposi¢ao da pressao do Corolério

58, temos que
1
/ ///ﬁk{V-(UP)+<U—f—1>ﬁ-VP}dV‘dt
Tp—1 R3 |u’
/ /// nk “_’f iV P dV
T—1 Bi_1/3 |
Tr—1 R3 ‘u|

onde foi usado que P é limitado no espaco pelo Corolario 58, e, portanto, temos que V -
Passo 4. Limitacao do termo nao-local P,;.
Usaremos repetidamente a desigualdade de Holder (3.4) para limitarmos o termo nao-local
Py;. Consideraremos 3 casos de expoentes p > 0.

dt+

(i) p > 10. Podemos limitar I; da forma
I < Cllogll prors @y ) IV Pl oy 15m00 By o)) X r>03 | Loy 150107 (8,1

< CHUkHLw/:*(Qk,l)vaklHLP(Tk—hl;L"O(qu/S))||X{Uk>0}HLq(Qk—1)7
onde 1/q¢ = 7/10 — 1/p. Por (7.8) e Lema 63, temos que

Ly < C2M31OM |G P || oy aizoe (5 U7
Pelo Corolario 58, temos que

[kl S C212k+7k/3710k/3pU]§£31(171/117) <HPHLP(Tk—171§L1(Bk—1)) + HﬁH%oo(Tk_hl;L2(Bk_l))) .

(ii) 2 < p < 10. Podemos limitar I; da forma

Iy < Cllogllpeo (o sr2m ) [V Pit Lo @ smee (o)) X o0y | Loy 1228, 1))

< OHUk||L°°(Tk—1,1;L2(Bk—1))HVP/“||Lp(Tk—1»1;L°°(Bk71/3))||X{Uk>0}||L2(Qk—1)7

onde 1/q+ 1/p = 1. Pelo Lema 63, temos que
Iy < C2*BULV Poall o, 1225, )-

Basta usar o Corolario 58 para obtermos

4/3 —
I < 0212k+5k/3Uk£1 (||P||Lp(Tk—171§Ll(Bk—1)) + ||U||%oo(Tk,1,1;L2(Bk,1))) .
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(iii) p < 2. Podemos limitar I;; da forma
I < Clloel| ooy ez ) IV Prallie @ sz (o) IX o> 03 a1 12208, 1))
< Clloellee e nzz@em IV Pl v wsoll oo o

Usando o Lema 63 e o Corolario 58, temos que

[k;]_ S 0212k+7k/3—4k’/(3p)Usigl*Z/(Sp) <HPHLP(Tk—hliLl(Bk—l)) + HJ‘I%W(kal,I;L2(Bk71))) .

Concluimos, portanto, que para todo p > 1, existe o > 0 e 3, > 1 tal que

o, 778p —
Iy < C2* U7 (HP”LP(kal,l;Ll(Bk—l)) + |‘U‘|iw(Tk_l,1;L2(Bk_l))> :
Se Uy < 1, temos que
I, < Ok (|| P 1
k1 S k—1 (“ ||Lp(Tk—171§L1(Bk—l)) + ) )

com f3, > 3/2 se p > 10.

Passo 5. Limitacao do termo local Py..

Usaremos novamente a desigualdade de Holder (3.4) repetidamente. Decomporemos Py
em Dpo = Pyo1 + Proa + Pios, onde

2

N v
—~APjy =V -V {2¢k(u®u)|—£| (1 - é)},

2

jf®

Decompoe Iy em Io = 01 + Ipoo + Iio3, com

1
Th1 R3 |1l

Pelo Lema 10 e devido & limitacdo do operador V - V - (=A)™! (como visto em (4.27)), temos
que || Pro1||£a(q,_,) < ¢ para todo < ¢ < co. Temos que

. v . VRl (R
V'(upk21)+(_k_1>u'vpk21:v'(LPkm)—szlv‘(L)-

i ]

Pelo Lema 60, temos que para q > 2
Iy < QSqu"Uk"L10/3(Qk_1)HPk?lHLlo/S(Qk—ﬂHX{vk>0}HLlo‘Y/(”*lO)(Qk—ﬂ
+Cqll Pt lze@un 1kl 2(@un) X for> 03 [ 2arta-2 gy

< qukaq<Ul?£31(1*1/Q) + U;:fil*5/(3(1)))

Note que o segundo termo nao tem expoente maior do que 3/2, o qual tem origem do termo de
pressao estar na forma divergente. Para os termos Pyog, Pros, devido a limitagdo do operador
V-V (=A)"! (como visto em (4.27)), pelo Lema 60 e por (7.8), temos que

[ Przl| pros@in < Clla(1 = vi/ || oo (@p [0/ ][] 1073, )
1/2
S CHUICHL10/3(Q;€,1) S CUkil;
| Prasll sy < Cllave /1@l 210s5(,, ) < Cllval o,y < CUs-1-

Como temos termos que envolvem os gradientes da pressao em [;o, precisamos limita-los:
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Lema 64. Podemos decompor V Py € V Pz em V Py = ]3221 + 15222 + ﬁggg e VP93 =
Pa31 + Po3a, onde

[ Po2 [ 103y ) < C2*villporsop 1y; I1Po2llz2@u s ) < ClldillL2uiy);
||P223||L5/4(Qk_1/3) < CHUkHLlO/S(Qk_l)||dk||L2(Qk—1);

1Posill o3,y ) < C2* 0kl Tr0s(g 15 1P2s2ll 15400,y ) < Cllvrllzionsiylldill2@u--

Demonstracao. Temos que

{¢k“®“(| r>} VM{@(W)}
ron () & (i) o () @

Pela limitacao de de V¢, e pelo Lema 60, temos que

A (U—fﬁ> ® (U—fa‘) + (”—fu‘) 2V (”—fﬁ)
il | | |
2
Vo ® {u@u <| ’> }

Escreve Pa31 e Ps3s como solucoes de

ata=v v (v fren(2))
A =5 {oe¥ () @ () o () o9 () |

Note que VP35 = }3231 + ]3232 e devido a limitacdo do operador V -V - (—=A)™! (como visto
m (4.27)), obtemos as limita¢oes enunciadas no Lema (basta usar a desigualdade de Holder

(3.4)).

Além disso, temos que

vi{otisng (1= )} =vae @ong (1- ) o (1- ) 7o v ()

—|—</5k| |Vu®u(1 B |) ¢ku®v|_,|®|v_f|ﬁ
Note que pelo Lema 60
U ® V|u| T ® V| + |=5U @ V]| < [V + X0 V]d]| < 2dy.

Escreve Paop, Pooo € P223 como solucoes de

APy =V.-V- <V¢k®(ﬁ®ﬁ)% <1—”—f)>;

[l

‘Aﬁ”"’zv'v'(%( @ r)“w(l a )”’“r |V“®“(1 ﬂ))

—AP223—V V. (cbku@V’_,‘ ®|U—k’ﬁ)

Note que V Pyoy := Poop 4 Proy + Pos e devido a limitagdo do operador V-V-(—A)~! (como visto
m (4.27)), obtemos as limita¢oes enunciadas no Lema (novamente, basta usar a desigualdade
de Holder (3.4)). O
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Pelo Lema anterior, podemos, portanto, limitar Ij99 + Ix23 por

1

Lo + Loy < C2 /// (14 00)(|Prsal + [ Prss|) dV dit+
Bi_1/3

Tk—1

1
C/ /// (IV Praa| + |V Pros|) dV dt =: A+ B,
Ty v By_1/3

onde foi usado as limitagoes de 7 e sua derivada e 1 4+ vy > |u|. A primeira integral A pode
ser limitada por

A < C2%(||Praall o,y o) IXtusor Lo,y + 1 Prasllzorss, o) IX om0 225, _,))

+C2% vg || prors(s,_y) (1 Praall pross s,y X013

a 5/3
1 Prasll 55,y ) | X503 10 _) < C2TRLS,

onde foi usada a desigualdade de Holder (3.4) e o Lema 63. Usando estes mesmos resultados,
temos que a integral B pode ser limitada por

B < C([|Paarll pross s,y o) Xm0t 107, ) + [ Postl| 538,y o) X050} | 2528, 1)

+C”P222HL2(B,€,1/3) HX{vk>0}HL2(Bk—1)

=4 = a 5/3 4/3
+ (I Po2sll e, _, ) + 1 Pos2ll e, ) X003 [ 3B, 1)) < €2 U + cU,

onde os 3 tltimos trés termos sdo os que contribuem com o expoente 4/3 de Uy_;.
Concluimos, portanto, a demonstracao da Proposi¢ao 61. O

Lema 65. Para todo C' > 1 e > 1, se existe uma constante Cy tal que para toda sequéncia
0 < Wy < Cy e para todo k:
0< Wiy < CFWP,

temos que Wy — 0 quando k — oo.

Demonstracao. Define

Ry = CHB-DoV/B-Dyy,

que, pela hipotese, nos leva a
0< Ry < RY.

Entao se Wy < Cy = C’_I/(B_I)Q, temos que Ry < 1 e, por inducao, temos que Ry < 1 para todo
k. Isso nos leva a
W, < C—+/B-Dc-1/(6-1?

e, portanto, Wy — 0 quando k — oc. O

Teorema 66 (Limitagdo da Velocidade e Pressao). Para todo p > 1, existe uma constante
universal I tal que para todas solugdes fracas encontradas no Teorema 51 em [—1,1] x B(1)
satisfazendo

||’J||%°°(—1,1;L2(B(1))) + ||Vﬁ||%2(71,1;L2(B(1))) + HPH%P(fl,l;Ll(B(l))) <TI.

Entao
i <1 em [-1/2,1] x B(1/2).
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Demonstracao. Temos que se I' < 1, entao Uy < 1. Pela definicao de Uy, temos que U, < Uy < 1
para todo k. Além disso, temos que || P||zr(0,1;01(B(1))) < 1. Temos pela Proposigao 61 que
U < (20,07 .

Se considerarmos I' = inf(1, Cy), temos pelo Lema 65 que U, — 0. Notando que para todo k,

1/2<t<1:
/// i — 1P dV < U, — 0,
B(1/2)

temos que |i] < 1 em quase todo ponto em [—1/2,1] x B(1/2). O

7.3 Dimensao de Hausdorff

Definicao 67. Definimos a medida de Hausdorff “paraboélica” como

PH(Q) = lim inf{er:QCUWm,n<5}. (7.14)
i=1 i

6—0t

A construgdo ¢ feita pelo procedimento de Caratheodory [8] e difere da dimensao de Hausdorff
usual por usar cilindros parabolicos, isto ¢, o cilindro “parabélico” W, é definido como

W, (7, t) = B,(T) x (t — T?,t+ri2).

Note que Pk(Q) = 0 se, e somente se para cada § > 0, temos que €2 pode ser coberto por uma
tamilia de cilindros W,, tal que er < 0. Essa ideia serd fundamental para termos nocao
da distribuicdo de singularidades das solucdes de Navier-Stokes. Note ainda que H*(S) <

C(k)Pk(S), H* medida de Hausdorff usual 18], j& que basta increver os elementos da cobertura
dentro de cilindros para notarmos a desigualdade.

Definicao 68. Define S é o conjunto de singularidades das solucoes de Navier Stokes advindas
do Teorema 51, isto é,
S=A{(r1) u(r,t) ¢ L=(0,T; L=(Q))}.

Note que caso (7,t) ¢ S, entdo, pelo Teorema D, temos que a solu¢do é suave espacialmente
nesse ponto.

Lema 69 (Recobrimento de Vitalli). Seja uma familia de cilindros F = {W,,};, com
r; < 00 para todo i. Entdo existe subfamilia enumerdvel disjunta G = {W] }; que cobre F, com

U w.c | s
Wre F Wre g

Demonstragao. A demonstracao se encontra em Caffarelli-Kohn-Niremberg |2, Lema 6.1]. A
demonstracdo do lema para bolas (em vez de cilindros parabélicos) pode ser encontrada em |8,
Capitulo 2|, com facil generalizacao para cilindros, uma vez que basta increvé-los nas bolas. [

Proposicdo 70. Para 1 < p < 4/3 e constantes A < 1 e 6, < Cy/2 pequenas suficientes tal
que para toda solugao de Navier-Stokes em ) advinda do Teorema 51, (7o,t0) € 2 x (0,00) a
propriedade abairo seja vdlida:

limsup e ! //// Vil dV dt < 6,. (7.15)
e—0 We(o,to0)

Entao existe ko > 0 tal que

Vi | Co
V < — 4+ —
k+1 > 4 4
onde Vi = ||| oo (-1,1:02(30)) + A || Pe — PkH%p(_M;Lg(BO)) (ver defini¢ao de Uy, P, em Secao

2.2).
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Demonstragao. Omitiremos, mas a demonstracao pode ser encontrada em [23, Proposigao 5.
m

A Proposigao 70 e o Teorema 66 implicam no resultado fundamental para o entendimento
da distribuicao de singularidades:

Teorema 71. Para toda solucio de Navier-Stokes em Q advinda do Teorema 51 em (0,00) e
(70, t0) € Q2 x (0,00) tal que

limsupe ! //// \Vii]? dV dt < 6, (7.16)
e—0 We(70,t0)

temos que U € limitada numa vizinhanga V' de (7o, ty), ou seja, (7o, to) € L. (V).

Demonstracao. Pela Proposicao 70, temos que para k > kq:
Vil < — + —
1S + 1
o que implica que limsup Vj, < Cy/3. Note ainda que pela Proposigao 70:
k

t0+)\2k
HVﬁkH%Q(Wl(Fo t0)) - / /// ‘VU‘Z dV dt S 5p,
to )2k /()\k)

onde B'(r) denota a bola de raio r e centro em 7p; e existe K grande o suficiente tal que

S Co C
VK + |’VUKH%2(W1(7—:0¢0)) < ?0 + 70 +e€ S C().
Notando que @i e Px — Py sao solucoes das equacoes de Navier-Stokes em o, temos pelo
Teorema 66 que |Ux| < 1em [—1/2,1] x B(1/2). O

Concluimos com o resultado principal da secao:

Teorema E. Para toda solu¢io de Navier-Stokes em ) advinda do Teorema 51 em (0,T) x Q,
0 < T < oo, temos que P(S) = 0.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, se (7, ty) € S, entao

J, < limsupe; //// |Vii]* dV dt.
€;—0 We (7o,to0)

Tome V' C (0,T) x €2 vizinhanca de S e n > 0. Para cada (77,¢;) € S, escolhe ¢; < n tal que

< EZ_I//// \Vi?dVdt e W, t;) CV.
We, (Fi,ts)

Aplicando o Lema 69 para essa familia de cilindros contidos em V', obtemos uma subfamilia
disjunta tal que

S | JWse, (7, 1)

D ac< Z(spl////wﬁ_t_)\wﬁdvcztg5p1 ///V|Vﬁ|2dth.

Como 7 é arbitrario, temos que |S| =0 e que

1(S) < Zépl//// |Vii?dV dt < 55p1/// |V dV dt.
i Wie, (75,t:) v

Note que vale para qualquer vizinhanca V de S. Pelo Teorema 51, |Vi|* é integrével e, portanto,
tomando |V| — 0, temos que P'(S) = 0. Em particular, H'(S) = 0. O
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Como H'(S) = 0 e a medida de Hausdorff coincide com a nogio de medida usual para
dominios suaves, temos que o conjunto de singularidades nao pode assumir estrutura de reta no
espaco-tempo (ou conjuntos com “estrutura maior”, com area ou volume positivos, por exemplo).
Note, entretanto, que H'(Q*) = 0 [20] e H'(C) = 0, C conjunto de Cantor, o que implica que
é possivel que o conjunto de singularidades nao seja “tao pequeno”.

Corolario 72 (Inexisténcia de Singularidades em Todo Tempo). O conjunto T = {t:
i(t) ¢ L>®(0,T)}, 0 < T < o0 € caracterizado por HY*(T) = 0.

Demonstracao. Sejam t; € T pontos de singularidades temporais indexados por 7. Entao toma
bola unidimensional, isto ¢, um itervalo, em torno de ¢; da forma I, = (t; — r2,t; +r?). Logo

HY2(Y) = C lim inf {Z (rf)l/Q T C LJImri2 < (5}

6—0+ -
=1

e—0F

< C' lim inf {Zn S C Ueri < e} = CPY(S) =0,
i=1 i
onde a desigualdade é valida pois Y C Se I,, CW,,. O

Como H1/2(T) = 0, temos que o conjunto de singularidades temporais nao pode assumir
a estrutura de dimensio (de Hausdorff) 1/2. Note que HY?(Q) = 0 e HY*(Cs5) = 0 para
d < 3/4, onde Cs é conjunto de Cantor generalizado (a cada passo de construcio do conjunto
de Cantor, retira-se §/3 em vez de 1/3 como o usual). Entdo o conjunto de singularidades Y
pode ser um conjunto compacto ou um conjunto denso, ilustrando novamente que ele pode nao
ser “tao pequeno’.

Além disso, o Corolario acima garante que nao ha pontos singulares fixos no espaco,
j& que se houvessem, formariam uma reta paralela ao eixo temporal. Isto mostra que caso
exista pontos espaciais com velocidade ilimitada para algum tempo, ela deve se tornar limitada
imediatamente depois.

8 Direcoes Futuras

Apesar das equagoes de Navier-Stokes serem um bom modelo para fluidos, foram feitas varias
hipoteses em sua derivacao (ver Secao 2.4). Uma possivel extensao das equagoes é para fluidos
nao-Newtonianos, que utilizando a relacao de lei de poténcias, ou relagao de Ostwald - de Waele
[18]: o tensor de cisalhamento segue uma rela¢ao

o\
T .

Fazendo o procedimento similar & Secao 2.4, temos que

T = u(Va)" + V@) + XV - @)P 1L

Fazendo as mesmas hipoteses 2 e 3 de Stokes e assumindo que o fluido é incompressivel, temos
que
fo = ulp = 1)(V)” + V2.

Note que a equacao acima é similar a equacao

fi = K|VaP2Ad,
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K constante nao nula. Definindo o operador p-laplaciano por A, f = V - (|[Vf[P72V f), temos

que ﬁ = A, u. Note que quando p = 2, temos a modelagem de fluidos newtonianos. Temos,
portanto, que as equagoes

(@-V)i+ VP — KA il = fu; (8.1)

sao um modelo (rudimentar) para fluidos nao-newtonianos.

Observagao 73. Uma formulagiao analoga pode ser encontrada em [1], com a modificagdo do
termo —K A, @ para —KV - {|(Va)" + VaP*[(Va)" + Vi]}.

A expectativa de “vencimento” do termo A sobre (i - V)@ para garantirmos existéncia
global temporal de solugdo unica (ver Introdugéo) nao existe mais aqui: a equagao

Ayii=0 em Q

pode nao possuir sequer duas derivadas no sentido classico [7]. Como nenhum dos termos fun-
ciona como um ‘“regularizador”, espera-se que as solucoes sejam problematicas, como existéncia
de tempo maximal finita ou nao unicidade.
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9 Conclusao

Apesar dos resultados pioneiros de Leray [15] para as solucoes fortes das equagoes Navier-Stokes,
como visto no Teorema B em Secao 6.2, além do estudo detalhado das equacoes de Stokes, nota-
se a deficiéncia do método de iteracao de Picard para concluirmos a existéncia global temporal
das solugoes, o que se deve ao parametro de contracao A depender da velocidade inicial. Apesar
disto, provou-se a unicidade e regularidade das solugoes no intervalo de existéncia da solugao e
conseguiu-se obter a existéncia global temporal das solucoes fracas de Leray-Hopf.

A teoria para as solucoes fracas das equagoes Navier-Stokes permanece fundamentalmente
incompleta: ainda que tenhamos unicidade de solu¢oes e, portanto, regularidade espacial das
solugbes de Leray Hopf (ver Teorema D e Observacao 48), permaneceremos com a questdo
de regularidade temporal das solugdes. Embora o trio Caffarelli-Kohn-Niremberg [2] caracte-
rizaram a distruibuicao de singularidades do campo de velocidades (ver Segao 8.3, Teorema
E) e consequentemente a inexisténcia de singularidades em todo tempo, podemos ainda ter
um conjunto “grande'de pontos onde a velocidade torna-se infinita em instantes de tempo. O
objetivo motivado pelo resultado do trio é mostrar que S = () e, portanto, que existe solucao
regular no espago sem a necessidade da demonstragdo de unicidade (usando o resultado de
Kiselev e Ladyshenskaya [14], ver Observacao 48). Note que ainda sim a teoria permaneceria
fundamentalmente incompleta, ja que esta solucao nao teria garantia de existir globalmente no
tempo.

As técnicas deselvolvidas no trabalho sao utilizadas em equacoes de Navier-Stokes Hi-
perdissipativas [3] e Magnetohidrodinamicas [24], com resultados analogos aos obtidos para as
equacoes de Navier-Stokes, além de outras generalizacoes para a modelagem de dinamica de
fluidos. Um dos objetivos de pesquisa futura é obter resultados analogos para o p-laplaciano,
que modela fluidos que seguem a lei de poténcia, ou a relacao de Ostwald—de Waele [18] para
pseudoplésticos e dilatantes, isto é, para p < 2 e p > 2, respectivamente.
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