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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar teorias que estendem o espago-tempo 4-
dimensional da Relatividade Geral a um espac¢o com uma dimensao a mais. Para isso, uma
revisao da Relatividade Especial ¢é feita no Capitulo 2, onde o conceito de espago-tempo é
introduzido. No Capitulo 3, é feita uma revisao da Relatividade Geral, construindo passo
a passo o conceito de gravitacao como curvatura do espago-tempo.

Duas teorias extra-dimensionais sao abordadas. A primeira é a iconica teoria de
Kaluza-Klein, estudada no Capitulo 4, que propoe a unificagao entre a Relatividade Geral
e a Teoria Eletromagnética, dando a dimensao extra uma interpretagao ligada ao eletro-
magnetismo. No Capitulo 5 é realizado um estudo da Teoria da Matéria Induzida, que
interpreta a 5% dimensao como estando associada & energia e ao momento da materia do
universo, ou seja, que atribui uma natureza geométrica a matéria.






Abstract

This work aims to study theories that extend the General Relativity’s 4-dimensional space-
time to a space with an extra dimension. To this goal, a review of Special Relativity is
carried in Chapter 2, in which the concept of space-time is introduced. In Chapter 3, a
review of General Relativity is done, in a step by step form, developing the concept of
gravitation as space-time curvature.

Two extra-dimensional theories are addressed. The first one is the iconic Kaluza-
Klein theory, studied in Chapter 4, which proposes a unification of General Relativity
and Electromagnetic Theory, giving an electromagnetic related interpretation to the extra
dimension. In Chapter 5, a study of the Theory of Induced Matter is done. Such theory
interprets the 5th dimension as linked to energy and momentum of matter in the universe,
assigning a geometric nature to matter.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da Relatividade Especial, concebida por Albert Einstein em 1905, apresentou uma
estrutura unificada do espago e do tempo, o espago-tempo [I]. Da tri-dimensionalidade
do espaco classico de distancias, e da unidimensionalidade do tempo, até entao visto
como apenas um parametro, o espago-tempo surgiu como estrutura 4-dimensional (quadri-
dimensional), que aconchegava a estrutura matemética das ja consolidadas equagoes de
Maxwell.

Em 1915, Einstein deu um passo a mais, ao desenvolver a teoria da Relatividade Geral,
uma extensdo da Relatividade Especial para referenciais acelerados [I}, 2]. Ao considerar
referenciais acelerados, ao espaco-tempo teve de ser associada uma possivel curvatura,
descrita por uma grandeza chamada de tensor métrico. Essa curvatura mostrou-se capaz
de descrever o movimento de corpos sob efeitos gravitacionais, pois previu-se que o espago-
tempo curvo gera uma equacao de movimento que relaciona a velocidade de um corpo a
propria geometria do espago-tempo.

Einstein propos entao uma equacao de campo gravitacional em termos de quantidades
associadas a curvatura do espago-tempo, e propds como fonte da equacao a distribuicao
de energia e momento (e massa) do universo. No limite de um espago-tempo pouco curvo,
sua equagao reduzia-se a equagao de campo da gravitacao Newtoniana.

Em 1921, Theodor Kaluza [3| propos tratar a Relatividade Geral em um espago de
cinco dimensoes, do qual quatro dimensoes equivaleriam as dimensoes usuais de espago-
tempo, e a quinta dimensao seria um parametro livre. Kaluza associou a curvatura de
seu espago H-dimensional (penta-dimensional) & curvatura do espago 4D, a um campo
escalar (necesséario para consisténcia da teoria), e também ao potencial eletromagnético,
conectando dessa forma a geometria de seu espaco extra-dimensional ao eletromagnetismo.
Tomando uma aproximacao para a curvatura do espago chamada de condi¢ao do cilindro,
a equacao de Einstein nesse espaco de cinco dimensoes sem matéria desacoplava-se em trés
equacgoes: a equacao de Einstein em 4 dimensoes com energia e momento da matéria no
universo 4D como fonte; a equagao de Maxwell no vacuo, descrevendo o comportamento
de um campo eletromagnético na auséncia de corrente elétrica; e uma equagao de Klein-
Gordon para o campo escalar. Alem disso, a forca sofrida por um corpo carregado em
um campo eletromagnético (a forga de Lorentz) foi obtida da equagdo de movimento
nesse universo de 5 dimensoes, desde que imposta uma associacao da 5% componente da
velocidade com a carga elétrica do corpo.

Em 1926, Oskar Klein [4] adicionou uma nova ideia na teoria de Kaluza, trazendo
embasamento fisico para a condicao do cilindro que havia sido tomada. Inspirado em
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ideias de Mecanica Quéantica, Klein sugeriu que a 5* dimensao fosse compactificada, i.e.
que a 5 coordenada tivesse uma topologia cilindrica, com um didmetro suficientemente
pequeno para que a curvatura ao longo do diametro pudesse ser desprezada. Além disso,
vislumbrando a existéncia de um tipo de matéria descrita por uma func¢ao de onda no
espaco H-dimensional, Klein obteve uma previsao da quantizacao da carga. Baseado no
valor conhecido da carga fundamental e, estimou um didmetro da ordem do comprimento
de Planck para o 5% dimensao.

Ja em 1992, P. S. Wesson [5], [6] fez a extensao da Relatividade Geral a uma dimensao
extra abdicando da compactificacao e da condigao do cilindro. Em sua Teoria da Matéria
Induzida, ele associou a curvatura em 5D associada a curvatura 4D e a um campo escalar.
Resolvendo a equagao de Einstein em 5 dimensoes no vacuo, recuperou uma equagao de
Einstein em 4 dimensoes na presenga de uma distribuigao de energia e momento induzidas
por quantidades associadas ao campo escalar e a curvatura 4D, antes desconsideradas
devido & condicao do cilindro. Com esse resultado, podemos interpretar o conteudo de
energia e momento no espaco-tempo 4D como uma propriedade geométrica de um espaco
5-dimensional mais geral, induzida ao impdr a dinamica da Relatividade Geral a esse
espaco.

Os conceitos aqui apresentados serao estudados em detalhe ao longo do texto. Uma
revisao de Relatividade Especial sera feita no Capitulo 2, e no Capitulo 3 sera feita uma
construgao da teoria da Relatividade Geral. Com base nesses estudos, a teoria de Kaluza-
Klein é a primeira das teorias extra-dimensionais a ser estudada, no Capitulo 3. A outra,
Teoria da Matéria Induzida, é apresentada e explorada no Capitulo 4. As conclusoes, no
Capitulo 5, fecham as discussoes abertas ao longo do texto.



Capitulo 2

Relatividade Especial:
O paradigma das 4 dimensoes

2.1 O Espaco-Tempo

O conceito de espago-tempo surgiu na teoria da Relatividade Especial (RE) como uma
unificacao dos conceitos de espago e de tempo. Esses conceitos fisicos eram explorados
na fisica classica de formas distintas, mas os principios da RE implicaram em simetrias
que evidenciaram a natureza equivalente das trés dimensoes de espaco e do tempo uni-
dimensional [I]. Assim, de um espago tridimensional e do tempo, surgiu o espago-tempo
4-dimensional.

No entanto, esse espago-tempo 4-dimensional trazia a peculiaridade de possuir uma
métrica nao-Euclidiana. O intervalo invariante entre dois pontos do espaco-tempo é

As® = EA — Ar?, (2.1)

onde As? é o intervalo invariante, At é o intervalo de tempo entre os dois pontos, A7 ¢é a
distancia 3-dimensional e ¢ é a velocidade da luz. Essa é a chamada métrica de Minkowski,
e 0 espaco que possui essa métrica é o espaco de Minkowski, denominado M.

Escolhendo-se uma base vetorial {e,,x = 0,...,3} C M, podemos escrever qualquer
elemento x € M do espago de Minkowski como uma combinacao lineaxﬂ x = xte,. Nessa
base, podemos nos referir ao elemento x apenas por suas componentes z*. Lembrando de
que se trata do espago-tempo, adotamos a convengao de que o indice p = 0 corresponde a
coordenada temporal e os indices u = 1,2, 3 correspondem a coordenada espaciais (sejam
cartesianas, esféricas ou outras). Dessa forma, podemos escreverﬂ

ot = (2%, 2") = (cAt, AF) . (2.2)

Para definir o intervalo invariante nessa notacgao, precisamos definir o produto interno.
Para isso, introduzimos os espago dual M*, tal que um elemento y € M* aplicado sobre
r € M resulta em um ntmero real y(z). Ja fixada a base {e,} € M, vamos agora tomar
uma base {w"} € M* que satisfaca a relagdo w' (e,) = 0¥. Nessa base, um elemento

LA notacdo de Einstein para somatérios é sempre adotada na presenca de indices repetidos. Os indices
do alfabeto grego sempre correm de 0 a 3.
20s indices do alfabeto latino sempre correm de 1 a 3.
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y € M* é descrito como y = y,w", ou simplesmente y,. Em termos de componentes, o
produto interno fica

y(z) = Yuw" (2%e,) = Yur”wh (ey) = Yz’ o), =yt (2.3)

O produto interno se dé entre dois elementos do espaco de Minkowski M, por isso
precisamos fazer uma correspondéncia entre elementos de M e M*. Fazemos isso através
de uma funcao n : M — M*, de forma que o produto interno entre x,y € M é x -y =
z*(y), onde x* = n(z). Pela linearidade do produto interno, n também é linear.

Queremos reproduzir a eq. (2.1) em termos do produto interno. Para isso, dado
um elemento z*, fazemos a associacao z° = cAt e ' = Art,i = 1,2,3. Impondo que

As? = x - x, temos que
3

x, 2t = (x0)2 — Z (:UZ)2 (2.4)

i=1

Isso implica que o correspondente dual de z* = (2%, 2%) é dado por
z, = (z0,2;) = (2%, —2') = (cAt, —AF). (2.5)

Podemos portanto associar a fungao n com a matriz

1 0 0 0
N = 8 _01 _01 8 : (2.6)
0 0 0 -1
com z,, = 1n,x". Assim, dado um vetor x = z*e,,, seu respectivo vetor dual é
" =n(x) =n(z"e,) = z"n(e,) = Nuorw”. (2.7)

Vemos que 7 (e,) = nw”. A matriz inversa 7" tem as mesmas componentes (no espaco
de Minkowski), e realiza a transformagao z# = n*z,. A agao de g sobre a base dual é
portanto n (w") = n*”e,. A grandeza 1), é chamada de tensor métrico, e define a métrica
do espaco-tempo. Nesses termos, obtemos outra forma de escrever o intervalo invariante

ds* = n,,dz"dz”, (2.8)

onde agora escrevemos um intervalo infinitesimal. Se o intervalo for positivo é chamado
de tipo tempo, e se for negativo é chamado de tipo espaco. Dizemos que o tensor métrico
N Possul assinatura (4, —, —, —).

Dados dois eventos — i.e. pontos do espaco-tempo — cujo intervalo entre eles é tipo
tempo, existe um referencial em que a distancia entre eles tem as componentes Az* =
(A7,0,0,0), e o intervalo As? se reduz ao quadrado do intervalo de tempo entre eles.
Nesse caso definimos o intervalo de tempo proprio A7 como

AAT? = As?, (2.9)

e vemos que é uma quantidade invariante, i.e. independente do referencial em que se
expressam as coordenadas. Portanto, em qualquer referencial, podemos expressar o tempo
préoprio como

AT? =1, Azt Ax. (2.10)
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Por outro lado, se o intervalo entre dois eventos é tipo espago, em algum referencial em
que a distancia entre eles ¢ Az# = (0, A7), e o intervalo invariante se reduz a

As? = —Ar?. (2.11)

Para uma particula cuja 4-posiciao ¢ z*, definimos seu tempo proprio por c*r? =
nuwatx’. Nesse caso, T ¢ a componente temporal da 4-posicao no referencial de repouso
da particula.

2.2 Transformacoes de Lorentz

A concepcao do espaco-tempo foi motivada pela mistura entre as quantidades de tempo
e espaco nas transformagoes de Lorentz (TL), que era responsavel por implementar a
troca de um referencial inercial a outro na RE. Uma troca entre referenciais inerciais
movendo-se com velocidade v na direcao x, um em relagao ao outro, implica na seguinte
transformagao [I, p. 45|

C
’ v
T —7(——ct+x),
C
y =y, =2 (2.12)

onde v = 1/4/1 —v2%/c? é o fator de Lorentz. Uma troca de variaveis define a rapidez
¢ = arctanh (v/c), a partir da qual a transformacao pode ser escrita como

ct' = cosh ¢ ct — sinh ¢ z,
7' = —sinh ¢ ct + cosh ¢z,
y =y, 2=z (2.13)

ou, com x* = (ct, z,y, z), podemos escrever x'* = A" ¥ onde

cosh¢ —sinhg 0 O
— sinh cosh 0 0
I R (2.14)
1

0 0 0

é a matriz da TL correspondente a um boost na direcao x —i.e. uma troca de um referencial
inercial a outro conectados através do parametro ¢. Os boosts podem se dar também nas
dire¢oes y e z. O conjunto de todas as TL possiveis sao combinagoes de boosts nas
trés diregdes e as rotagdes no espago tridimensional (que podem ser definidas por trés
parametros angulares).

Sob a perspectiva do espaco de Minkowski como um espago vetorial, as TL corres-
pondem a trocas de coordenadas que preservam angulos e mantém intervalos invariantes.
Portanto podemos escrever, em termos das componentes,

As® = x,at = ), a, (2.15)

onde as componentes com ' indicam componentes apos a transformacgao de Lorentz. Sa-
bemos implementar a TL nas componentes do vetor z# através de uma matriz A*, (como
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a da eq. ([2.14)), mas ndo sabemos como transformar as componentes do vetor dual z,,.
. . ~ v
Se definirmos uma matriz de transformagao (A*),” para esse caso, temos

™ = (A"),” A’Lﬁxaxﬂ = x,z" (2.16)
e dai tiramos que
(A*)ua Ay =05 (2.17)

e, por fim, vemos que

*\ V __ —1\?
(A", = (A1), (2.18)
Ou seja, as componentes dos vetores duais transformam-se como a inversa da TL. Para
simplificar a notagao, chamamos a matriz (A*) Ml’ apenas de A, tomando cuidado com a

ordem dos indices para que nao seja confundida pela matriz A,

Em resumo, as TL sao trocas puntuais de coordenadas do espaco-tempo cujas compo-
nentes sao transformadas de acordo com

at = AP xY
z, — NSz, (2.19)

e que satisfazem

AN =68 (2.20)

As componentes z# de vetores sdo denominadas contravariantes, e as componentes
z, de vetores duais sao denominadas covariantes, devido as suas leis de transformagao.
Quaisquer quantidades cujas componentes v* ou v, que sigam as mesmas leis de trans-
formacao que as coordenadas do espago-tempo sao chamadas de vetores.

Além disso, quaisquer quantidades com componentes T#1# ~  cuja lei de trans-
formacgao para cada indice seja a mesma que a lei de transformacao de componentes de
vetores, sao chamadas de tensores. Por exemplo, se T#,, pn,v =0, ..., 3, sao componentes
de um tensor em um referencial, ao aplicar uma transformacao de Lorentz as componentes

desse tensor ficam
’g = AQMAB”T‘L. (2.21)

Assim, a transformagao de um tensor com n indices envolve a multiplicagao por n matrizes
de Lorentz, dos tipos A¥, ou A, a depender se o indice que a matriz transforma é
covariante ou contravariante. Um tensor de n indices é dito de ordem n.
Dado um tensor T#1#~ podemos definir sua parte simetrizada, impondo simetria de
permutacao dos indices:
Tbpun) Z TPe)-plen) (2.22)
pEPN
onde Py é o grupo de permutacoes de N elementos. A antissimetrizagao do tensor TH1H#~
é definida como
Tlurpn] Z U(p)Tp(u1)'~~p(uN)7 (2.23)
pEPN
onde o(p) é o sinal da permutagao p. As mesmas definigoes podem ser aplicadas para
indices covariantes, e podem ser aplicadas para apenas parte dos indices de um tensor.

Por serem trocas de coordenadas, as TL mantém os vetores invariantes, i.e.

r=a'e, = a"e,. (2.24)
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Dai podemos tirar que a lei de transformacao da base {e,} é a mesma das componentes
covariantes:

en — NJje,. (2.25)

Similarmente, os vetores duais mantém-se invariantes
— B R
y =yt =y,w", (2.26)

portanto a lei de transformagao da base {w”} é igual & das componentes contravariantes,
ou seja,

wh — AF W, (2.27)

Como o intervalo As? é invariante frente a transformacoes de Lorentz, o tempo proprio
AT definido na eq. (2.9) também é um invariante — i.e. uma quantidade escalar.

O movimento de um corpo é descrito como uma curva no espaco-tempo, chamada
linha de mundo. Parametrizando essa trajetoria pelo tempo proprio 7 do corpo, podemos
definir sua 4-velocidade (quadri-velocidade) como

ut (1) = % (7). (2.28)

Para relacionéd-la com a velocidade em 3 dimensoes, notamos que
3

2
cdr? =y, drtds” = Adt* — Z (vi)2 dt?* = %dtQ, (2.29)
i=1

onde v' sao as componentes da velocidade em 3 dimensdes. Portanto dt/dr = 7. Af,
utilizando a regra da cadeia, temos

B dt dz#
Codr dt

m

=7 (c, 7). (2.30)

A norma da velocidade é
u,ut = c?. (2.31)

Podemos definir o momento em 4-dimensoes de um corpo de massa m como [I], p. 109]
pt = mut = (me, m7) . (2.32)

Da Relatividade Especial, definimos o momento relativistico em 3 dimensoes como p =
Mm@ e a energia relativistica como E = ymc?, de forma que o 4-momento fica

o = (BJe,). (2.33)
Por sua definigao na eq. (2.32), sua norma é

pupt = m*c?. (2.34)
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2.3 Eletromagnetismo

A teoria eletromagnética classica tratava-se de explicar as forcas elétricas e magnéticas
sofridas por particulas. A explicacao era feita baseando-se na atribuicao de uma carga
elétrica ¢ para particulas (ou uma densidade de cargas p(7) para uma distribuigéo de
matéria) e na existéncia de um campo elétrico E(7,t) e um campo magnético B(F,t)
responsaveis por mediar as forcas do eletromagnetismo.

Dada a configuracao dos campos, o movimento de uma particula de massa m e carga
q ¢ mediado pelos campos através da for¢a de Lorentz:
d/l) — —
m——q(E—i—’UX B), (2.35)
dt
onde v é a velocidade da particula. E dadas uma distribuicao de carga elétrica p e
uma densidade de corrente elétrica 7 = pv, as equagoes de Maxwell sao responsaveis por
descrever a dinamica dos campos elétrico e magnéticd?}

- p o5 LOE_

VAR DL
\Y 607 V x B C2 at MO.]?

onde eyig = 1/c?. E interessante notar que as equacoes da linha de cima apresentam fontes
e as da linha de baixo sao apenas identidades dos campos. Devido a essas identidades,
podemos defini-los em termos de quantidades chamadas potenciais, como

b d 814’ — — —
E= —ngﬁ ~ B =V x A, (2.37)
onde ¢ é o potencial escalar e Aéo potencial vetorial. Com essas defini¢goes, as equagoes
de Maxwell da linha de baixo sao automaticamente satisfeitas.

A formulagao do eletromagnetismo na Relatividade Especial se da de forma bastante
natural. Para que as equagoes de Maxwell mantenham-se da mesma forma frente a uma
transformacao de Lorentz, é necessario que os campos elétrico e magnético transformem-
se como se fossem componentes de um tensor. Esse tensor é chamado de tensor de campo
eletromagnético e é definido como [2], p. 74|

0 E./c E,/c E,/c

| —E./c O —-B, B,
Fo=| g% B o 8| (2.38)
~E.)Je —B, B, 0

Essa estrutura fica mais evidente com a definicao do 4-potencial elétrico em termos dos
potenciais escalar e vetorial. A definicao

At = (¢/c, A), (2.39)
e a partir do 4-potencial pode-se definir o tensor de campo eletromagnético como

Fm/ = a,u,Au - aI/A/,L7 (240)

3 As equagcbes estdo escritas em unidades do Sistema Internacional.
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onde definimos 9, = 9/0z".

Dada uma distribuicao de matéria carregada eletricamente, podemos descrever seu
movimento através de um campo de 4-velocidades u*(x). Assim, dado um ponto z# =
(ct, ¥) da distribuigao, existe um referencial onde as cargas que compoem a distribui¢ao
estdo em repouso em Z, no instante t, i.e. a 4-velocidade que descreve a distribuicao de
carga nesse ponto do espago-tempo ¢ ut(x) = (c¢,0). Nesse referencial a densidade de
carga elétrica po(z) é chamada de densidade propria, e ¢ uma quantidade escalar (assim
como tempo proprio e massa de repouso). O vetor de densidade de corrente elétrica em 4
dimensoes, ou 4-corrente, é entao definido como j* = pou”. No referencial de repouso, suas
componentes sao j* = (poc, 0), mas para um referencial arbitrario, define-se a densidade
de carga relativistica como p = ypg e a densidade de corrente relativistica como j = YpoU.
Conhecendo as componentes da 4-velocidade pela eq. , as componentes da 4-corrente
ficam -

J* = (pc, J).
Essa quantidade é a nova fonte do campo eletromagnético, agora em uma formulagao em
4 dimensoes.

(2.41)

As equagoes de Maxwell com fontes podem ser reescritas em termos do tensor de campo
e da 4-corrente. As duas equagoes — uma escalar e outra vetorial — se unem em uma so
escalar de 4 componentes vetoriais. [sso mostra como a formulagao do eletromagnetismo
em 4 dimensoes simplifica a teoria. A equagao resultante é

OaF*? = p1o5”. (2.42)

Apesar das equacoes de Maxwell homogéneas ja serem satisfeitas pela definicdo do
tensor de campo em termos do 4-potencial (eq. (2.40))), podemos reescrevé-las em termos
do tensor de campo eletromagnético. A equacao equivalente é

GAFW + @MFW\ + 8VF/\M =0, (243)

ou, levando em conta que 2F,, = F,, — F,, (pois o tensor de campo eletromagnético é
antissimétrico), podemos escrever em termos da antissimetrizagao dos indices

I Fuy = 0. (2.44)

Essa simetria do tensor de campo é chamada de identidade de Bianchi.

A forga de Lorentz (eq. ) também pode ser reescrita em termos de quantidades 4-
dimensionais. No entanto, ao invés de utilizarmos a velocidade em trés dimensoes, vamos
escrever a equacao em termos da 4-velocidade. Além disso, a derivada temporal deve
ser em relagao ao tempo proprio — uma quantidade escalar —, para conservar o carater
vetorial da equagao. Também por isso, admitimos que a equagao tenha uma componente
(a componente temporal) ao fazermos as associagbes U — u*, t — T e escrevermos 0s
campos elétrico e magnético em termos do tensor de campo. A massa e a carga mantém-

se como estao. O resultado é

du
—2 = gF,5u’. 2.45
m—— = qlagu (2.45)

As componentes espaciais dessa equacdo recaem em uma igualdade com a eq. ([2.35)
apenas no limite de baixas velocidades do corpo que sofre a forga, pois d/dr = vd/dt.

Se quisermos escrever a forga de Lorentz sobre uma distribuigao continua de matéria
carregada eletricamente, devemos tratar a 4-velocidade como um campo vetorial, e de-
vemos substituir as quantidades m e ¢ por densidades de massa e de carga. Definindo a
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4-corrente como na eq. (2.41)), podemos fazer a substitui¢do qu* — j* (passando de carga
para densidade de carga), e da mesma forma, podemos transformar mu# — P, onde P
é um vetor de densidade de 4-momento. Assim, a eq. (2.45)) pode ser reescrita como

dP,
dr

= F.z3j°, (2.46)

onde agora a equacgao representa a densidade de forga sobre a distribuigao de matéria.

2.3.1 Tensor de energia e momento

Levando em conta que a 4-corrente serve como fonte de campo eletromagnético, podemos
reescrever a densidade for¢a de Lorentz apenas em termos do tensor de campo eletromag-
nético. O objetivo é ser capaz de descrever a densidade de for¢a como a derivada de uma
quantidade que dependa apenas dos campos — i.e. em termos de um potencial. Assim,

usando a eq. (2.42)), temos

dpa _i 2B
dr _MO aﬁa}\F
:i [0 (FagF™) — 03 Fog Y] (2.47)

onde usamos a regra do produto para obter a segunda linha. O ultimo termo pode ser
reescrito explorando a antissimetria do tensor de campo

1
ONFog =5 (OrFag — 0sFan) P
1
=3 (O\Fag + 03Fa) F. (2.48)

Utilizando a identidade de Bianchi para o tensor de campo (eq. (2.43)), podemos substi-
tuir as duas derivadas por uma so, obtendo

1
ONFogF = _§8QF5AFA5. (2.49)

Agora vemos que podemos trocar as posigoes dos indices (entre covariante e contravari-
ante) na contragao:

OaFpr N =0 P 0 Fy\Fy,
—0, . (2.50)

entdo, se dividirmos a eq. (2.49) na soma de dois termos iguais e trocarmos as posigoes
dos indices, temos

1 1
ONFopFY = — Z—LaaFme - ZIaaFﬁAFw

T %Laa (Epa ™) = i(?a (EpnF™) . (2.51)

Substituindo esse resultado de volta na eq. (2.47)), temos

dp 1 1
C = 9\ |F g FP + 26, PP 2.52
T uoaA sF7 + 10aF 0 : (2.52)
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ou ainda, utilizando a métrica para obter as componentes contravariantes da equacao,

dpe
= —9T°" 2.53
dT ﬁ ’ ( )
onde . )
T = — [ FSFY + -0 F,, F" (2.54)
Ho 4

¢ o tensor de energia e momento do campo eletromagnético.

As componentes do tensor de energia e momento podem ser escritas em termos das
quantidades 3-dimensionais da formulagao classica da eletrodinamica, a partir das quais
pode-se entender o significado fisico desse tensor. A componente puramente temporal é
T% = 4, onde u é a densidade de energia do campo eletromagnética, dada por

€0

1
B i p— 2.55
L (2.55)

com B> =37 F?e B>=Y"  B? Parai=1,2,3, temos também T% = S, /c, onde

— 1 — —
S=—FEXxB (2.56)
Ho
é o vetor de Poynting, que é a densidade de momento carregada pelo campo eletromag-
nético. Por fim, as componentes espaciais do tensor de energia e momento equivalem ao
tensor de stress do campo eletromagnético, 7% = ¢, onde

. 1
oY = EoEiEj + —BZB] - U(SU (257)
Ho

Olhando para a eq. , podemos obter outra informacao sobre 7. Abrindo a
derivada em relagao ao tempo préprio em termos de derivadas no espaco-tempo, utilizando
a regra da cadeia, temos

(6 [
OP" du” + or” =0. (2.58)
oxf dr oxh
Dessa forma, a equagao manifesta um balanco de energia e momento entre a distribuicao
de matéria que sofre a forca eletromagnética, representada pelo primeiro termo, e o proprio
campo eletromagnético, representado pelo segundo termo. Podemos entao fazer uma outra
interpretacao do tensor de energia e momento: a componente 7" do tensor indica o fluxo
da componente P* da densidade de 4-momento na direcao x¥ do espago-tempo.
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Capitulo 3

Relatividade Geral:
A gravitacao geométrica

3.1 Principio da Equivaléncia

A partir do espago-tempo construido na RE, visto de referenciais inerciais, Albert Einstein
visualizou uma forma de descrever referenciais acelerados, com uma generalizacao que
acabou também por descrever naturalmente a gravitagao em termos geométricos.

Einstein notou que um corpo em queda livre em um campo gravitacional nao sente
em si uma forca, apesar de estar em movimento acelerado em relacao a outro referencial
que nao esteja em queda livre. Se no referencial desse corpo em queda livre nao ha forgas,
para todos os efeitos esse referencial é inercial aos olhos da RE. Podemos trata-lo como
viemos tratando até entao. De nosso interesse, temos que a métrica do espago-tempo
nesse referencial é a métrica de Minkowski.

E importante notar, no entanto, que esse referencial é inercial apenas localmente. Por
exemplo, tome dois objetos separados a uma certa distancia, em queda livre devido a
um mesmo campo gravitacional. No referencial de um deles, o outro objeto desloca-se na
diregao do primeiro. Isso evidencia um efeito gravitacional sobre o movimento do segundo
objeto, visto do referencial do primeiro.

Assim, se um corpo esta em queda livre, apenas na sua propria posicao é que podemos
afirmar que a métrica do espago-tempo é a métrica de Minkowski. Quanto a posi¢coes mais
distantes, devemos permitir que possuam métricas distintas. Assim, paramos de tratar o
espago-tempo como algo uniforme, associando a cada elemento z# uma métrica gop (")
diferente. Para garantir que o espaco-tempo tenha métrica de Minkowski localmente,
supondo que o ponto onde associamos a queda livre é y*, tomamos

9as (V") = Nap) (3.1)

e ainda impomos que

Orgas(y") = 0, (3:2)

para que, numa regiao suficientemente pequena, o espaco-tempo parega plano.

Essa generalizacao do espaco-tempo permite que ele possua uma curvatura, marcada
pela variacao da métrica [I]. A permissdo da variagdo da métrica implica que o tensor
métrico seja tratado como um campo tensorial sobre o espago-tempo. A nova definicao
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do produto interno fica

ds*(z) = gy, (z)datda”, (3.3)

a partir da qual podemos tomar a liberdade de impor que g, seja simétrico frente a troca
entre indices.

O tempo proprio 7 pode ser definido no espago-tempo curvo de maneira analoga & sua
definigao no espago-tempo de Minkowski (eq. (2.10])), como

dr? = g, dztdz”. (3.4)

Tomamos como referencial Devido a existéncia de um referencial onde, localmente, g, =
N, dizemos que g, possui assinatura (+, —, —, —).

Um corpo em queda livre, portanto, possui a seguinte equagao de movimento em seu

referencial de repouso:
dut

dr
onde u* = dy*/dr é sua velocidade, 7 é o tempo proprio do corpo e y* é sua posigao
nesse referencial. Podemos a partir dai fazer o exercicio de reescrever essa equacao de
um outro referencial qualquer, como por exemplo aquele do qual o corpo parece estar em
queda livre. Para isso, vamos realizar uma transformacao com as mesmas propriedades
das TL (egs. e ), mas com a peculiaridade de ser funcao da posicao. Ou
seja, para cada posicao x* vamos implementar uma transformacao de Lorentz diferente
paﬁ(x“), variando de forma continua em cada ponto do espago-tempo. As equagoes

e (2.20) ficam, nesse caso,

0, (3.5)

at —ph (x)‘)x”

z, —p,) (2, (3.6)
e
puo‘puﬂ = 03. (3.7)
A transformagao de um tensor de ordem 2 de componentes T*, agora é
T, = T = p°.pg'T", (3.8)

Assim, vamos relacionar a posi¢ao do corpo em seu referencial de repouso com sua posi¢ao
em outro referencial na forma y* = p* (x)z”, ou ainda

oyt
M= x)x”, 3.9
(@) (39
onde reconhecemos que p*, = Jy*/Jx”. Notando que a velocidade u* transforma-se

como as coordenadas y*, também temos que u* = pt v”, onde v” sao as coordenadas da
velocidade no novo referencial. Vamos calcular a forma que a eq. (3.5 assume em termos
de x* e vH:

1 1 1 doV
0= (957) = Gos” o (310
e abrindo a derivada da transformacao em relacao a 7 com uma regra da cadeia, temos
0— Py da? i oy* dv”
Oz 0zv dr Oxv dr
Py, Oyt dv” (3.11)

- ax/\ava v oxv dr -
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Agora que ja reescrevemos a eq. em termos de varidveis de um referencial arbitrario,
ainda vamos transformar essa equacao do referencial de queda livre para o referencial
em questao. A relagao inversa é, lembrando da eq. , ¥ = p,y". Dessa relagao
podemos reconhecer que p,” = 0z /Oy*, e assim podemos aplicar a transformagao sobre
(13.11)):

oz Pyt | dz® Oy* dv”
0= ——"—0v"" 3.12
oy ooz " oyr Oxzv dr’ (3.12)
e finalmente obtemos 5 52 1
e yu Ny v
= —_— 1
oy oo’ U T ar (3.13)

Vemos que um novo termo surge na equacgao de movimento do corpo, proporcional ao
quadrado de sua velocidade e a uma funcao da transformagao realizada. O termo que
depende da transformagao é chamado de conexdo, e é simbolizado por

oz O*y*

Nesses termos, a equacao de movimento fica
— 4+ I, v =0. (3.15)

Essa equacao é chamada de geodésica. Esse resultado esta de acordo com a motivacao
inicial de incorporar a gravitagao através de trocas de coordenadas, pois no novo referencial
vemos surgir uma forca descrita pela conexao I'*,,, definida na eq. (3.14). Resta saber se
sabemos ligar esse termo com a gravitacao conhecida pré-relativisticamente.

3.1.1 A conexao em termos da métrica

A conexao pode ser expressa em termos da métrica do espago-tempo. Para obter essa re-
lagao, vamos analisar como a conexao transforma-se frente a troca de referenciais. Vamos
propor uma transformacao da forma

!

ot — o = pt ot = O’ x (3.16)
H’ oxmt ™’ )
com a inversa
ot =p et = Ou” el (3.17)
w ax“/ ) .

onde passamos a identificar as componentes transformadas com linhas nos indices. Vamos
avaliar o efeito dessa transformacao sobre as componentes da conexao. Pela definicao
(3.14)) da conexao, sua lei de transformagao é

oY o™ 0%y _ 895’\p,f 9] ) lyaya
Yy Qo v Ay gar \ Oav
N 01 9Py~ NI T
=P\ P A m Ay TP D -
oy~ OxroxY oxt Jy> Orv
= P00, T + PP L0, 6, (3.18)
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onde usamos que d,, = d/0z" na tltima linha. E reconhecemos a componente néo trans-
formada da conexao. Podemos reescrever o ultimo termo, que envolve uma derivada de
p,/, em termos de uma derivada segunda de z¥. A componente transformada da conexao
fica

]_—1/\/ N s VF)\ )\/L’x)\ 3.19
w'v! =D )\pu’pz/ % +p Aax“/ax”” ( . )

onde também ja simplificamos a expressao contraindo o indice v da delta 6.

Vamos definir a conexdao com todos os indices covariantes

e obter sua lei de transformacao. Para isso, precisamos saber como a metrica se trans-
forma. Podemos deduzir a lei de transformacao da métrica partir da invariancia do pro-
duto interno:

guate” = gu/,,/p”;p”;a:“ar”, (3.21)
de onde temos que
Gt = pul,‘pyl/gwj. (3.22)
Analogamente, da expressao
9"z, = g p SpS T, (3.23)

obtemos a lei de transformacao para a métrica com indices contravariantes:
Wy g v (3 24)
g =" 9" :

Assim, a transformagao de I'y,, = VI fica

/

F/\/NIVI = ‘g)\/p/Fp

%
a / v ’ anp
= PNy Gra (p”pp,jf Py T + p”pW)
y 0*aP
:pﬁ\p,ﬁpy/ Dy + p)f\g/\pw, (3.25)

onde usamos que p pf] ppla = 0% (eq. ) Como resultado, vemos que a lei de transfor-
macao nao exatamente a de um tensor, devido ao tltimo term(ﬂ

Vamos utilizar essa propriedade para relacionar a conexao com a métrica. Para isso,
vamos obter a lei de transformacao da derivada da métrica:

8)\’9;/1/’ = p)\?\a/\ (p,ﬁpyl’/g,uz/)
= PN D G + DDA ONDS G + DX DY OND G
0w

N u 2 .V , 821;/1
=DPx Dy Dy 8)\g,u1/ + 9w <pw W + D, W) . (326)

Essa transformacao assemelha-se & da conexao, apresentando termos de derivada da trans-
formagcao. De fato, podemos encontrar uma quantidade cuja transformacao é idéntica a

1 A lei de transformacio de um tensor envolve um termo p de transformacao para cada indice do tensor,
como exemplificado na eq. (3.8). Portanto, I'y,,, seria um tensor se sua transformagao envolvesse apenas
o primeiro dos termos obtidos na eq. (3.25).
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da conexao. Essa quantidade, denominada simbolo de Christoffel, é definida como [T,
p. 206]

1
{AMV} = 5 (_akg,uu + 8,ugz/>\ + az/g)\,u) . (327)

Para obter a lei de transformacao do simbolo de Christoffel, podemos somar e subtrair a
lei de transformagao da derivada da métrica (eq. (3.26)) permutando adequadamente os
indices. Temos

2 {)‘,,U'IV,} = — 8)\’9“’1/’ + ap/gul)\/ + al//g)\lul

[oaing oAt
_ A MU w v
- p)\/ p,u/ py’ a)\gy,u - gul/ (puf 8:13')\/837”, + py’ 8I)‘/8I“,
. 0% 0*av
A v 1% A
_|_ p)\/ plj/jlpyl augV)\ + gl/)\ (py 81’“/ axA/ + p)\/ 8$“/8$V/ )
Ot 0%z
A v A
+ p)\’ plj’l‘py’ al/g/\,u‘ + g)\/t (p)\’ 8$V/a$u/ + plf’L a%”/ (9:EX>

0¥ Oz
A v
=Py D 2 {wn} + 0,0 (—QWW + I\ N G

Oz oV’
. 0¥ N Dt
p)\/ gl/)\ axu/axyl g,LL)\ axulgxyl 9

. 9%t 9%
+ Py (_QWW + g/\z/—>
(3.28)

onde juntamos os termos que compoem { ,\W} e agrupamos os termos restantes de forma
a organizar a expressao. Podemos reescrever a expressao dentro dos tltimos parénteses
trocando o indice mudo g do ultimo termo para v, obtendo o seguinte:

o N oxt 0%xP N 0%z
NG o T I Gz g I i g T I G oz
0%zP 9
=20, ———. 3.2
gp)\ amulaxl// ( )

Fazendo isso com as expressoes dentro dos outros parénteses, vemos que essas se anulam,
devido a diferenca de sinal entre o par de termos que compoe cada expressao. Assim,
podemos escrever a lei de transformagcao do simbolo de Christoffel como

, 0%xr
Dvwr} = p2p' ) o} + P390 (3.30)

ot OV
Comparando essa expressao com a eq. , vemos que a conexao e o simbolo de
Christoffel possuem exatamente a mesma lei de transformagao. Para ambas quantidades,
conexao e simbolo de Christoffel, suas leis de transformacao trazem um termo envolvendo
as quantidades nao transformadas, e um segundo termo idéntico para as duas. Nem a
conexao, nem o simbolo de Christoffel, transformam-se como tensores, devido a presenca
desse ultimo termo. No entanto, podemos calcular a lei de transformacao da diferenca
I — {3}, subtraindo uma lei de tranformacao da outra, e obtemos

F)\/M/V/ — {)\/M/V/} = p}\%pﬂlfpyy (FANV — {)\MV}) 5 (331)

onde vemos o ultimo termo das transformagoes originais ser cancelado. Assim, sobra
apenas a parte da transformacao que tem exatamente a forma da transformacao de um



CAPITULO 3. RELATIVIDADE GERAL:
28 A GRAVITACAO GEOMETRICA

tensor. Concluimos, portanto, que a diferenca entre a conexao e o simbolo de Christoffel
¢ de fato um tensor.

Esse resultado traz luz a tentativa de encontrar uma relagao entre as duas quantidades.
No referencial de queda livre, cuja existéncia é garantida pelo Principio da Equivaléncia,
a descricao do movimento de um corpo é dada pela equacgao . Comparando com
a equacao de movimento em um referencial arbitrario, que é a propria geodésica (eq.
(3-15)), concluimos que, no referencial de queda livre, as componentes da conexao sao
nulas. Além disso, como supomos que, localmente, a métrica do referencial de queda livre
¢ a métrica de Minkowski 7),,,, e sua variacao é nula (eq. ), temos que o simbolo
de Christoffel, por sua definicao , é nulo. Assim, no referencial de queda livre, a
diferenca entre a conexao e o simbolo de Christoffel ¢ nula: F%ﬁl —A{ ,\W}QL = 0. Mas,
como sabemos que essa diferenca possui a lei de transformagao de um tensor, dada pela
eq. (3.31)), que envolve apenas um produto da diferenga nao transformada (que no QL
é nula) pelos coeficientes p da transformagcao, temos por garantia que em qualquer outro
referencial a diferenca continua sendo nula. Basta escrever qualquer referencial a partir
de uma transformacao do referencial de queda livre. Assim, sabemos que, em qualquer
referencial, a conexao e o simbolo de Christoffel possuem as mesmas componentes:

P = Oy} (3.32)

Dessa forma, temos uma expressao para a conexao em termos da métrica do espago-tempo:

1
F)\;w = 5 (_a)\g/w + 8,ugy)\ + aug/\u) . (333)

Para obter a conexao com o primeiro indice contravariante, que é forma como obtemos a

5 A A . , .
conexao na eq. {' fazemos I'*,, = g*’T",,. Com isso também obtemos uma expressao
para I’ ’\W em termos da métrica:

1
F/\ = _g)\p <_apg,ul/ + augz/p + (9ugpu) . (334)

D)
Vemos que o Principio da Equivaléncia levou-nos a uma equivaléncia entre uma quantidade
associada a troca de coordenadas (a conexao) e uma quantidade associada & variagao da
métrica (o simbolo de Christoffel). Por esse resultado, ¢ comum referir-se & conexao como
simbolo de Christoffel, e vice-versa.

3.1.2 A métrica como potencial gravitacional

Para que a equacao da geodésica (3.15)) seja de fato uma equagdo de movimento contendo
efeitos gravitacionais, precisamos garantir que ela esteja de acordo com a gravitagao de
Newton.

Para um corpo de massa inercial my, massa gravitacional mg e velocidade ¢ imersa
em um campo gravitacional ¢ (¥), a gravitagdo Newtoniana prevé a seguinte equagao de
movimento .

dv -
mr— =mgVo (7). (3.35)
dt
A primeira coisa que vamos assumir é o Principio da Equivaléncia posto de outra forma: as
massas inercial e gravitacional sao fundamentalmente idénticas. Dessa forma, a equacao
de movimento perde qualquer informacao dindmica intrinseca do corpo em movimento.
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Vamos agora propor uma forma para a métrica do espaco-tempo, buscando expres-
sar sua forma no limite nao-relativistico. Primeiro vamos supor que ela seja um desvio
pequeno h,, em relacao a métrica de Minkowski 7,

Guv = Ny + h,uu- (336)
Para que gﬂ,\g’\l’ = 0,,, € preciso que, em primeira ordem em f,,, tenhamos
g =" — W, (3.37)

Como buscamos um limite nao-relativistico, buscamos uma expressao no regime em que
a velocidade da luz ¢ é um paradmetro muito grande em comparagao com os outros. Como
a variavel temporal 2° = ct relaciona tempo ao espaco através dessa constante, vamos
também supor que a métrica seja estatica, i.e. Jyg,, = 0. Além disso, vamos buscar
obter a equacao de movimento de uma particula em repouso, com 4-velocidade dada por
u* = (¢,0,0,0). Nao esperamos que o resultado seja muito diferente para particulas
em movimento com velocidades nao relativisticas, i.e. muito menores do que ¢. Com a
particula em repouso, seu tempo proprio e a coordenada temporal coincidem: t = 7.

Com essas aproximagoes, as componentes espaciais (indices ¢ = 1,2, 3) da equagao da
geodésica reduzem-se a

dov?

E + Fioocz = 0. (338)

Calculando as componentes da conexao, temos

. 1 .
Moo = §9w (=0,900 + 9090, + Fogpo)

1 ) )
=3 (n"” — h*?) 0, (100 + hoo)
1. 1
- Eélpaphoo - Eaihog. (339)

Inserindo na equagao da geodésica, temos

dvt 1

Comparando com a eq. (3.35)), concluimos que a métrica e o potencial gravitacional estao
relacionados

hoo = 2. (3.41)

Isso mostra que podemos descrever a gravitagao como efeito de curvatura do espago-
tempo se associarmos a métrica do espaco ao potencial gravitacional. Eventualmente
precisamos obter uma equagao que governe a evolu¢ao do campo gravitacional. A equagao
obtida sera a equacao de Einstein, que governa a evolucao da métrica do espago-tempo.

3.2 Derivada Covariante

Agora que permitimos que diferentes pontos do espago-tempo possuam métricas diferen-
tes, podemos descrever a curvatura desse espago. Obtivemos os resultados anteriores
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aplicando, sobre o referencial de queda livre, uma transformacao dependente da posi-
¢ao. Por consequéncia, isso implica em uma base vetorial diferente para cada ponto do
espaco-tempo.

Assim, para cada ponto z € M do espago-tempo, as componentes v# de um campo
vetorial (contravariante) v representam o vetor v(z) na base da coordenada em questao,
le.

v(z) =0 (x)e, (x), (3.42)

onde e,(x) sao os vetores de base no ponto z e v*(x) sao as componentes de v(z) escrito
em termos dessa base.

A variacao de um campo vetorial portanto nao se d4 somente através da variacao de
suas componentes, mas também da variacao da base vetorial. Fazendo uma translacao
infinitesimal * — = + €, temos

v(z+e)=v'(r+e)e,(z+e)
=" (2) e, (x) + €00 (z) €, (z) + €0 () Oney, (2) . (3.43)

A variacao da base {e, (z)}, dada pelos elementos J,e, (x), pode ser escrita como uma
combinacao linear da propria base. Se chamarmos os coeficientes da combinagao de
G*,,. (z) temos

Oty (z) = G’\au () ey (z), (3.44)

entdo a variagao de v(x) pode ser escrita como
v(z+e) = (v () + 00" (x) + G, (2) vY) e, (2) . (3.45)

Assim podemos definir a real variagdo do campo vetorial v(x) através da derivada cova-
riante, dada no ponto = pelas componentes

Vot = Oov* + G* 0. (3.46)

Voltando a analisar o referencial de queda livre, onde localmente a métrica do espago-
tempo é a métrica de Minkowski, temos a eq. que descreve a velocidade da particula.
Podemos definir a velocidade u* como um campo vetorial definido sobre toda a trajetoria
do corpo no espago-tempo. Se a trajetéria é parametrizada pelo tempo proprio 7, entao
podemos também parametrizar a velocidade como

da#

ut (1) = ut (2¥ (1)) = e (7). (3.47)

Para verificar como fica a derivada da velocidade, fazemos uma variacao infinitesimal no
tempo proprio 7 — 7 + €, e temos

u' (T+e) =u (¥ (T +e€) =u" (x” (1) + EC:[;_V (T)> : (3.48)

Agora utilizamos a derivada covariante de u para expressar essa variagao:

dax®
dr

ut (T+¢€) =ut (1) + € (1) Vout (7). (3.49)
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Assim vemos que a variacao da velocidade em relagao ao tempo proprio é

dz® dz®
dr Vau“ = ? (8OCUM + GM )\UA)
du”
=+ Gt (3.50)

Para o corpo em queda livre, du”/dr = 0, portanto nesse caso temos G* , = 0. Mas
nesse caso a conexao I' | também ¢é nula. Vemos que a equagao acima assemelha-se a
eq. , do movimento de um corpo em um referencial arbitrario. Comparando as egs.
(3.5) e (3.15)) (referentes ao referencial de queda livre e a um referencial arbitrario), vemos
que as duas equagoes sao um caso particular da eq. quando a derivada covariante
da velocidade ¢ nula, fazendo a identificacao G*,, = I'" | e mostrando que a derivada
covariante é expressa em termos da conexao ja definida anteriormente:

Vool = 90t + T v, (3.51)
Para um campo vetorial covariante v(z) = v,(x)w”(x), sua variacdo toma a forma

0 (@4 €) = 0 (2) (@) + € (Davu (@) (2) + U (2)00? ()
= v,w" + € (Oavy, + Q/\auv,\) wh, (3.52)

onde definimos dyw (r) = G*,, (#)w" (x). Podemos usar a métrica para relacionar o
campo vetorial covariante com o campo vetorial contravariante, para o qual ja sabemos
calcular a varia¢ao. Aplicando a funcao g tal que g (w*) = g"’e,, temos g (v) = v*, e

v (2 +€) = v'e, + € (g"Daur + ¢ G 0)) €y (3.53)
Mas ja sabemos que

v (z +€) = vle, + e (" + TV ') e,

= vte, + (g“’\ﬁav,\ + Oug™ oy + I‘“a/\v)‘) €. (3.54)
Comparando as egs. (3.53) e (3.54]), obtemos a relacao
9" G on = Oag™ oy + T 00 (3.55)

Contraindo a equagao com g, sobre o indice ji, temos (contando que g,59"" = J})

g)\agvk = guﬂaaglv\v)\ + guﬁl—waygw\vka (356)

onde também introduzimos ¢"* para tornar o indice de v, covariante em todos os termos
e poder reescrever a equagao sem essas componentes. No fim, temos uma relagao entre

A AL
Gup € Log . . .
G s = 9up0ag"” + 107" gup- (3.57)
Utilizando o fato de que g,5g"* = 6} e derivando, temos que g,,30,9"* = —g"*0ag,s. Com
isso e com a eq. (3.34), podemos mostrar que G’ 5 = —I", ;.
Assim, a derivada covariante para campos vetoriais com indice covariante fica

Vo, = 0qv, — Y vy (3.58)

ap
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Com a mesma linha de raciocinio que utilizamos até agora, podemos mostrar que a
derivada covariante de um tensor TH#M fica

Vi..UN Vi..UN vi.WN /4 OQVET  Vl..A.. VvN?

M
VYV, THiM = § ThiM +ZF#J TH A ZF/\ T’“ uM

ou seja, ha um termo com F)‘aﬁ para cada indice do tensor, com formas diferentes para
indices covariantes e contravariantes.

A derivada covariante da métrica é nula, como podemos checar, calculando

Vag;u/ = aaguu - Fpaugpu - Fpaygupv (360)

e entao utilizamos a definicdo da conexao em termos da métrica (eq. (3.34])) para obter

1
:§gp,,gm (_avgau + Oabpy + augva)
1

:§ (_al/gau + aag;w + a,ugua) . (361)

Fpaugpu

Levando em conta a simetria entre os indices da métrica, temos

1
vag,uu = ag,uu - 5 <_81/goz,u + aag,uu + a,uQal/)
1
- 5 <_augo¢u + aaguu + al/gau) . (362)

Somando os termos de indices iguais, eles se cancelam e temos

vaguy = 0. (363)

Com essa propriedade, podemos verificar que
Vay = Vo (9u?”) = Vagu?” + 6w Vat” = guwVar”, (3.64)

ou seja, a métrica pode ser “removida” da derivada covariante.

A derivada covariante possui as propriedades usuais de uma derivada, como a regra
do produto. Podemos verificar o caso do produto de dois vetores A* e B?:

V. (A*BP) =05 (A°B”) + A’B°T*,, + A“BT? |
— appB a B Bra o B
=0,A“B” + A"0,B” + A’B"T"*, + A*B’T” ,
= (0,A% + AT, ) B’ + A* (0,B° + BT’ )
=V,AB’ + A*V,,B". (3.65)
Outras notagoes para derivada parcial e derivada covariante sao

Oy = Uy € VU, =g (3.66)

i.e. virgula para representar derivada parcial e ponto-e-virgula para representar derivada
covariante. Também podemos escrever derivadas de maior ordem assim

000Uy = Uy g = Upag, (3.67)

por exemplo.
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Equacgoes de Maxwell no espago-tempo curvo

As equagoes de Maxwell com fonte (eq. (2.42)) e sem fonte (eq. (2.43])) devem ser
generalizadas na RG, pois devem descrever a variagao do campo eletromamgnético levando

em conta a curvatura do espago-tempo. A generalizacao é feita de forma natural, fazendo
a troca d, — V,. As equagoes ficam

Vo F = 11y5° (3.68)

VaFu + VuFoy + V,Fy, = 0. (3.69)

O tensor de energia e momento eletromagnético (eq. (2.54))) também é generalizado,
expressando-o através da métrica ¢ ao invés da métrica de Minkowski n?. Sua expressiao
fica

(03 1 [e3 1 Q v
T = p (F VAP 19 AF,, F* ) : (3.70)

3.3 Os Tensores de Curvatura

A principal manifestacao da curvatura de um espaco é a nao comutatividade da deri-
vada covariante. Essa propriedade se evidencia no transporte paralelo de um vetor, i.e.
mantendo sempre o mesmo angulo entre o vetor e a trajetéria. Em uma superficie bidi-
mensional curva como uma esfera, por exemplo, o transporte paralelo saindo de um ponto
e voltando ao mesmo, resulta numa mudanga da orientagao original do vetor que depende
do caminho tomado.

3.3.1 O tensor de Riemann

A quantidade que mede a nao comutatividade da derivada covariante é o tensor de Rie-
mann. Para obté-lo, vamos calcular o comutador da derivada covariante aplicado sobre
um campo vetorial:

[Va, V] v =V, Vv — VgV
=Va (90" +T"50") = Vg (Oav" + T, 0%)
=0 00" — T s0,0" + T, 050"
+ 0o (Vg3 07) + T8, TP g0t =T ;T o
— 030, V" + Fpﬁaapv“ — Fuﬂpaavp
— 0 (T 0*) = T¥ TP ot + 17, T o (3.71)

«

Explorando o a simetria dos indices covariantes da conexao e o fato de que as derivadas
parciais comutam, e abrindo a derivada dos produtos, alguns termos cancelam-se (inclusive
todos os que envolvem 9,v”%). Ficamos com

[Va, Vg v = R, gv*, (3.72)
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onde o tensor de Riemann é definido como [I,, p. 217]

Aplicando o comutador da derivada covariante sobre um vetor de indice covariante v,
podemos fazer um calculo analogo ao feito na eq. (3.71)), e identificar o tensor de Riemann
como definido na eq. (3.73)). O resultado é

[Va. Vv, = =R, 505, (3.74)

onde agora hé um sinal negativo para o vetor de indice covariante, manifestando a mesma
caracteristica que a derivada covariante.

Dado qualquer ponto z* do espago-tempo, é possivel encontrar um sistema de coorde-
nadas onde as componentes da conexao anulam-se localmente, mas a variagao da conexao,
caracterizada pelas componentes FAW »» bodem ser nao nulas. Um sistema de coordenadas
desse tipo é chamado de sistema de coordenadas geodésico (SCG) [1, p. 208|. J& haviamos
garantido a existéncia do referencial de queda livre (pelo Principio da Equivaléncia), onde
tanto as componentes da conexao quanto as componentes de sua derivada se anulam.
Portanto um SCG, onde a variagao da conexao nao se anula, esta associado ao referencial
de queda livre por uma transformacao que apenas nao modifique a condigao F’\W =0
no ponto em questao. Assim, podemos escrever o tensor de Riemann em um sistema de
coordenadas geodésico como

n(SCG) _ p L
R s = 0ul"s, — 01", (3.75)
Podemos definir uma versao do tensor de Riemann com todos os indices covariantes,
_ A .
com Rupap = gual¥,,5- Em um SCG, essa forma do tensor de Riemann fica

R(SCG) = gﬂ)\aar)\ﬁu - gﬂ)\aﬁr)\au‘ (376)

pvaf

Expressando a variacao da conexao em termos de sua versao com todos os indices cova-

riantes (eq. (3.33])), temos
aaFABV = ag)‘prpal, + g)\paarpﬁy, (377)

e portanto, num SCG, o primeiro termo se anula. Inserindo essa expressao na eq. (3.76)),
temos

R(iz(js;} = aarliﬁV - aﬁruau- (378)

Abrindo a conexao em termos da métrica (eq. (3.33), temos

1
SCG
waaﬁ) :anc (_augﬁu + aﬁguu + auguﬁ>

1
- Eaﬁ <_8,ugoél/ + aagl/,u + asz,ua) ) (379)

e utilizando a notagdo de virgula para derivada (eq. (3.67)) e cancelando os devidos
termos, obtemos a seguinte expressao para o tensor de Riemann no SCG:

1
SCG
R,I(I,VOC,B) = 5 (g,uﬁ,ya — GvB,ua + Gua,up — g,ua,uﬂ) . (380)
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Com o tensor de Riemann escrito nessa forma, é possivel observar algumas simetrias
que aparecem explicitamente, mas que se mantém validas em todos os referenciais. A
mais 6bvia é a antissimetria dos dois tltimos indices

R,uuaﬁ = _Ruuﬂaa (381>

j& sugerida pela definicao do tensor em termos da derivada covariante. Outra é a antissi-
metria nos dois primeiros indices

Rvap = —Rypas, (3.82)
e também a simetria na troca entre o primeiro par de indices com o segundo par
Ruuoeﬁ = Raﬁuu; (383)

que pode ser verificada utilizando a simetria dos indices da métrica g, = g,,, e a simetria
dos indices de derivada parcial g.,.a8 = gu,sa, Visto que derivadas parciais comutam.

A ultima simetria que pode ser obtida vem da soma sobre permutagoes dos trés ultimos
indices. Efetuando esse célculo, temos

1
Ryuwas + Ruapy + Rupva =5 (Gupva = Guppo T Guaup = Juaws)

1
t3 (Guenpr = 9payw + 9Bvpa — Guw,Ba)
1
+ 5 (Guvas = Gavp + Japw — Jupow) 5 (3.84)

e simplificando os termos, contando com a simetria da métrica e a comutatividade da
derivada parcial, temos
R,uuaﬁ + R,u,a,Bu + Ruﬂya =0. (385)

Levando em conta a antissimetria de troca entre os dois ultimos indices (eq. (3.81)),
temos que
QR,uyoz,B = Ruuaﬂ - Ruuﬁa- (386)

Assim podemos escrever, em termos da notacao de colchetes para antissimetrizacao dos
indices,

Rupap) =Ruvap — Ruvpa + Rupva — Rugav + Ruapy — Ruavs
=2 (Ruuaﬁ + Ruﬁua + R;wcﬁu) y (387)

ou seja, pela eq. (3.85)),
Rojyas = 0. (3.88)

O tensor de Riemann possui n? componentes (256 componentes para o espago-tempo
de 4 dimensoes), mas as simetrias do tensor implicam que apenas n%(n? — 1)/12 sejam
independentes. Isso implica que, em 4 dimensoes, 20 componentes do tensor de Riemann
sejam necessarias para descrever completamente a curvatura do espago-tempo.

Uma tltima simetria associada ao tensor de Riemann ¢é a identidade de Bianchi, que é
uma identidade diferencial. Para obté-la, vamos argumentar o seguinte: num sistema de
coordenadas geodésico, a derivada covariante localmente se reduz a uma derivada parcial,
pois as componentes da conexao se anulam. Dessa forma,

w(SCG) _ w(SCG) _ © " _T*H @
V’YR vaf aVR vaff T 87 (80¢F Bv aﬁr oa/) =T r

Bu’a’y - aV7B’Y‘

(3.89)
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Utilizando novamente o raciocinio da eqgs. (3.86) e (3.87)), temos

}%H

v[aBiy]

=2(R" 5. +R" 5 +R" . 5). (3.90)

vaBiy v By vya;8

Avaliando essa quantidade num SCG, temos

RMOOS — 2 (" G

_ w @
(e8] — oy T L anpy T I - T

+T T o) (3.91)

aVv’YB o 7”7046

onde, utilizando simetrias da métrica e de derivadas parciais, os termos se cancelam e a
quantidade se anula. A simetria valida em SCGs pode ser entao transformada para um
referencial arbitréario, e ficamos com

}%H

que é a identidade de Bianchi.

3.3.2 O tensor de Ricci e o escalar de curvatura

Um tensor com um niimero menor de componentes que também descreve curvatura, mas
com menor informagao, é o tensor de Ricci, definido em termos do tensor de Riemann
como

R, = RY,,,. (3.93)
Esse tensor sera de maior interesse ao buscar conectar gravitacao com a curvatura do
espaco tempo.
Utilizando a simetria de troca entre pares de indices do tensor de Riemann (eq. (3.83)),
podemos verificar a simetria entre troca de indices do tensor de Ricci:

Ry = R/\w\u = gApRpuAV = gApRAV/w =R’ (3.94)

Vo’

portanto

R,y = Ry, (3.95)

O tensor de Ricci possui n? componentes no total (em 4 dimensoes sdo 16 componen-

tes). A sua simetria, no entanto, torna independentes apenas n (n — 1) /2 das componen-
tes (10 componentes independentes em 4 dimensoes).

Uma ultima grandeza relacionada a curvatura do espago-tempo que pode ser definida
é o escalar de curvatura, definido por

R=g"R,, (3.96)

que ¢ apenas um numero relacionado com a curvatura do espago-tempo.

3.4 A Equacgao de Einstein

Vamos buscar a equacao que descreve a dindmica do campo gravitacional. A eq.
serviu como motivagao para associar o campo gravitacional com a métrica do espago-
tempo, tratando-o como iguais. Se utilizarmos unidades em que ¢ = 1, a argumentacao
desenvolvida para chegar na eq. implica em campo gravitacional e métrica serem
a mesma entidade fisica.
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Na gravitacao Newtoniana, o campo gravitacional é gerado pela distribuicao de massa.
A equacao que rege o potencial gravitacional ¢ uma equacao de Poisson da forma

V3¢ = 4rGp, (3.97)

onde p é a densidade de massa e ¢ é o potencial gravitacional. Essa equagao tem como
fonte a informagao dindmica da matéria, e possui derivada de segunda ordem do potencial
gravitacional. Da mesma forma, queremos encontrar uma equagao que tenha como fonte
a informacao dinamica da matéria, e possua derivada de segunda ordem da métrica.

Os tensores de curvatura sao todos definidos em termos do tensor de Riemann (eq.
(3-73))), que por sua vez é definido como derivadas de primeira ordem e produtos da
conexao. A conexao, por sua vez, é dada em termos de derivadas de primeira ordem da
métrica (eq. ) Assim, os tensores de curvatura sao proporcionais a derivadas de
segunda ordem da métrica, bem como produtos de derivadas de primeira ordem. Por serem
quantidades diretamente ligadas & curvatura do espago, sao bons candidatos a entrarem
na equagao que buscamos, i.e. de serem o campo gravitacional da teoria descrita por essa
equacao.

Cada um dos tensores de curvatura possui um numero diferente de indices, portanto
cada um deles exigiria uma fonte de natureza diferente. Caso queiramos construir a
equacao com a massa como fonte, assim como na gravitacao Newtoniana, o escalar de
curvatura seria o candidato ideal. No entanto, essa grandeza diz muito pouco sobre a
curvatura.

No outro extremo, poderiamos tomar o tensor de Riemann como campo gravitacional,
mas nao terfamos uma grandeza relacionada a massa com tantos graus de liberdade para
acoplar-se como fonte na equacao.

O que resta é o tensor de Ricci. A motivacgao de escrever a equagao de campo em termos
desse tensor aumenta ao lembrarmos que o nosso potencial gravitacional é a métrica, que
também ¢é um tensor simétrico de ordem 2. Uma equagao em termos do tensor de Ricci
tem portanto o nimero correto de componentes para determinar cada componente da
métrica.

Para escrever a equacao em termos do tensor de Ricci, precisamos de uma fonte que
seja um tensor de segunda ordem. A fonte precisa estar relacionada com a massa da
matéria, como na gravitacao classica. Sabemos que o modulo quadrado do 4-momento
de uma particula é a massa da mesma, e o 4-momento é um tensor de primeira ordem.
Notamos que, na equacao de campo, a fonte deve descrever uma distribuicao de matéria,
e nao um corpo apenas. Isso nos motiva a tomar como fonte um tensor de energia e
momento 7", analogo & quantidade ja definida para o campo eletromagnético na se¢ao
2.3 (eq. ) A componente T" corresponde ao fluxo da componente p* do 4-momento
na direcao =¥ do espago-tempo.

O protétipo da equagao de Einstein é portanto R, = kT, onde k ¢ uma constante
de proporcionalidade. No entanto, devemos impor uma restrigao fisica. O momento deve
ser conservado, por isso queremos que

VHT,, =0, (3.98)

portanto queremos que V¥R, se anule, mas o tensor de Ricci nao satisfaz essa proprie-
dade.

Podemos verificar isso partindo da identidade de Bianchi (eq. (3.92) e contraindo dois
pares de indices, sendo que para uma das contragoes, utilizamos a métrica para subir um
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indice:

9" R 55 = 0. (3.99)
Abrindo a antissimetrizacao e ja utilizando a eq. (3.86]), temos
vB A A A _
29" (R \ey + R 5 + BYng) = 0. (3.100)
O primeiro termo fica, lembrando que a derivada covariante da métrica é nula,
gVBR/\l//\,BQ’Y = guﬁRVﬁ’;v =Ry =V’ (g9, R). (3.101)

Para o segundo termo, utilizamos a antissimetria nos primeiros indices do tensor de Rie-
mann,

QVBR/\Vm;,\ = QV’BQAPRW,BV;A = —gyﬁg)‘pRVpg,y;,\ = —g)‘pRp,y;,\ =-V’R,, (3.102)
e para o ultimo termo, utilizando a antissimetria dos ultimos indices do tensor de Riemann,
9°R, s =—9"R 5 =—9"Ris=—V"R,,. (3.103)

Por fim, a contracao da identidade de Bianchi nos da
V*(9vR —2R,,) =0, (3.104)

ou seja, a divergéncia do tensor de Ricci é a divergéncia da métrica “pesada” pelo escalar
de curvatura, e é diferente de zero.

Na busca pela equagao de campo da Relatividade Geral, Einstein decidiu escrevé-la
em termos de um novo tensor de curvatura que possui divergéncia nula, chamado em sua
referéncia de tensor de Einstein. Ele é definido como

1
G =R, — §QWR’ (3.105)
e obviamente, pela eq. (3.104]), sua divergéncia é nula. Assim, a equacao de Einstein é

postulada como [2], p. 405]

G/,Ll/ - KT;W; (3106)
ou ainda )
R, — égWR = KT (3.107)

Outra forma de escrever a equagao pode ser obtida tomando-se o seu trago, i.e. con-
traindo a equacao com a métrica:

1
" (Rw - §WR) = Kg" T (3.108)

Definindo T" = ¢""T},, como o trago do tensor de energia e momento, e observando que
9" g = 0l = 4, temos que
R = —kT. (3.109)

Assim, a equagao de Einstein também pode ser escrita como

1
R, =k (Tuu — §gu,,T> . (3.110)
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Em todas as formas apresentadas da equacao de Einstein, o tensor de energia e mo-
mento é dado como proporcional a tensores de curvatura simétricos frente & troca de
indices, portanto devemos impor que 7, também seja simétrico.

Para garantir que essa seja uma equagao de campo gravitacional, devemos garantir
que ela se reduza a equagao (3.97) no caso nao relativistico. Novamente faremos uma
perturbagao infitesimal da métrica: g,, = 7, + hu. Na segao 3.1.2 verificamos que, no
limite nao-relativistico, uma das componentes da métrica se relaciona com o potencial
gravitacional através da relagao hgy = 2¢/c?. Assim, podemos dizer que essa perturbagio
da métrica é uma aproximacao de campo gravitacional fraco.

Com essa aproximacgao, vamos obter uma das componentes do tensor de Ricci. Pri-
meiro vamos lembrar a expressao da conexao nesse regime de campo fraco, que é

1
F)\ - _T/)\p (_huu,p + hup,y + hp/,n,z/) ) (3111)

w0y
ou seja, as suas componentes sao de primeira ordem na perturbacao h,,. Assim, olhando
para a expressao do tensor de Ricci em termos da conexao,

R, = RAW = FAW —-TN o+ rxprﬂw - rgprp

Ao (3.112)

Ap?

vemos que, em primeira ordem, podemos desprezar os dois dltimos termos, referentes ao
produto de componentes da conexao. Assim, a componente Ry fica

Roo = F)\OO,/\ - FA)\o,o = FiOO,i? (3-113)

onde o dltimo termo possui uma soma sobre ¢ = 1,2,3. Os outros termos sao nulos pois
tomamos que a métrica é estatica no limite nao-relativistico. Com I'*,, obtido na eq.

(-39, temos

3
1 2 1 2
Ron = 5 ;_1 O;hon = V0. (3.114)

Para verificar a forma da equagao de Einstein no limite nao-relativistico, vamos propor
a forma do tensor de energia e momento de uma particula parada. O 4-momento de
uma particula parada é p* = (mc,0,0,0). Sendo p° sua tinica componente nao nula, as
componentes nao nulas do tensor de energia e momento representam o fluxo de p” nas 4
direcoes de espaco-tempo. No entanto, as componentes T%, i = 1,2, 3, que representam a
densidade de momento, devem ser nulas, pois a particula esta parada. Pela simetria frente
a troca de indices, concluimos que a tinica componente nao nula é 7%, que representa a
densidade de energia da particula.

Como ela esta parada, sua energia ¢ a energia de repouso £ = mc?. A densidade
de energia ¢ portanto u = mc?d(¥), onde utilizamos a delta de Dirac para expressar
que a particula encontra-se na origem espacial do sistema de coordenadas. Definindo a
densidade de massa como p = md(T), temos T = pc?. Na aproximacao nao relativistica,
assumimos que a massa da particula é suficientemente pequena para que obtenhamos a
componente Tyy e o trago 1" apenas com a métrica de Minkowski, resultando também em

Too =T = pc. (3.115)
Assim, podemos calcular o escalar de curvatura com a eq. (3.109)), obtendo

R = —kpc®. (3.116)



CAPITULO 3. RELATIVIDADE GERAL:
40 A GRAVITACAO GEOMETRICA

Por fim, a componente (0, 0) equacdo de Einstein (3.107)) pode ser calculada, em primeira
ordem na perturbacao, utilizando as eqgs. (3.114)), (3.116)) e (3.115). O resultado é

1 1
gv% + §/fp02 = Kpc?, (3.117)
ou ainda .
V2 = %p. (3.118)

Comparando essa equagao com a equagao de campo da gravitagdo newtoniana, eq. (3.97)),
fazemos a identificacao da constante x como

K= 8:—4G (3.119)

possilitando-nos escrever a equacao de Einstein em sua forma final

1 81G
RMV — EQMVR = 7TMV' (3120)

A equacao de Einstein restringe o espago-tempo a possuir curvaturas especificas para
cada distribuicao de energia e momento diferente. No caso da auséncia de energia e
momento, i.e. no vacuo, a equagao de Einstein reduz-se a

Ry, =0, (3.121)

pois T}, = 0, e portanto, pela eq. , também R = 0.

A equagao de Einstein (bem como a equagao da geodésica) respeita o Principio de
Covariancia Geral, i.e. as equagoes sao validas para quaisquer sistemas de coordenadas.
Como utilizamos o conceito de derivada covariante, incluindo a informacao de curvatura
na variacao das quantidades fisicas, garantimos que as equagoes possuam a mesma forma
para qualquer sistema de coordenadas arbitrario.

O papel do Principio da Equivaléncia como fundamento para a construgao da teoria
da Relatividade Geral entra em garantir a existéncia de um sistema de coordenadas em
que g,, = M., localmente, sistema no qual se recupera a Relatividade Especial.



Capitulo 4

Teoria de Kaluza-Klein:
Unificacao em 5 dimensoes

4.1 A Proposta de Kaluza

Einstein apresentou a teoria de Relatividade Geral em 1915. Seis anos depois, o matema-
tico Theodor Kaluza apresentou uma extensao da teoria de Einstein baseada na adigao
de uma dimensao a mais no espago-tempo [3].

A motivacao de Kaluza foi observar uma grande similaridade entre a Teoria Eletromag-
nética e a Relatividade Geral. Ambas as teorias tém como entes fundamentais potenciais
elétrico A, e gravitacional g, (a propria métrica). Colocando lado a lado as defini¢oes do
tensor de campo eletromagnético e da conexao, vemos uma similaridade nas expressoes:

F

2

= Ay,u - A,u,z/; F)\,ul/ = % <_gw/,/\ + G + g)\,u,l/> . (41)

Também é possivel ver uma semelhanca entre as equagoes de campo de cada teoria. Para
o eletromagnetismo, temos

VuF" = pog”, (4.2)

uma equagao que associa a derivada do tensor de campo a densidade de corrente com uma
constante de proporcionalidade; enquanto que, na Relatividade Geral, temos a equacao
de Einstein,

e

— T (4.3)

G =

onde G, é proporcional a contragdes do tensor de Riemann (eq. (3.105))), que por sua
vez é a parte antissimétrica da soma da derivada da conexao e de um produto de duas
componentes da conexao (eq. ) Ou seja, com exce¢ao do termo envolvendo o
produto de componentes da conexao, a equacao de campo da Relatividade Geral também
associa a derivada do campo gravitacional (a conexdo) com uma fonte, & densidade de

energia e momento T}, através de uma constante de proporcionalidade.

Para buscar uma formulagao unificada das duas teorias, Kaluza procurou uma forma
de unir os potenciais A, e g,, em um tnico potencial. A métrica g,,, por ser um tensor
(simétrico) de ordem 2 em um espago 4-dimensional, possui 16 componentes (10 indepen-
dentes) organizadas em uma matriz 4 x 4. Ja o 4-potencial A, possui apenas 4 compo-
nentes. Para acomoda-los em uma mesma entidade, devemos buscar uma estrutura tal
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que possua, no minimo, 14 componentes independentes. Essa condicao é satisfeita se to-
marmos um tensor simétrico de ordem 2 em um espago de 5 dimensoes. Um tensor desse
tipo possui 5 x 5 = 25 componentes, no entanto apenas 15 sao independentes. Ainda
que essa estrutura nos dé um grau de liberdade a mais do que precisamos, ela é interes-
sante, pois conserva a mesma forma que a métrica g,, — forma de um tensor de ordem
2, apenas com a dimensionalidade aumentada — permitindo que a formulacao unificada
que buscamos seja escrita nos moldes da Relatividade Geral. Ao aplicarmos o formalismo
da Relatividade Geral sobre esse tensor de 5 dimensoes, passamos a enxerga-lo como a
métrica de um espaco-tempo estendido a 5 dimensoes.

Na busca pela unificacao das duas teorias, esse ¢ o ansatz de Kaluza: o potencial
eletromagnético e a métrica do espaco-tempo 4-dimensional sao partes de uma mesma
métrica de um espacgo de 5 dimensoes. Chamamos as componentes dessa métrica 5D
de gap, onde o acento circunflexo é o que as diferem das componentes da métrica do
espago-tempo 4D, g,,,, e onde os indices latinos maitsculos agoram correm de 0 a 4.

Ao generalizar o espaco tridimensional espacial para o espaco-tempo 4-dimensional,
na Relatividade Especial, definimos a 4-posicao z*. Mantivemos as componentes x°,i =
1,2, 3, das coordenadas representando as coordenadas espaciais, e associamos a compo-
nente z° com o tempo. No espaco-tempo 5-dimensional, definimos a 5-posicdo 2. Vamos
reservar as componentes T,y = 0,...,3, a representarem as coordenadas do espago-
tempo 4-dimensional, e a componente £* serd um novo parametro, que vamos chamar de
y. Assim,

= at, =y (4.4)

4.1.1 A métrica em 5 dimensoes

Queremos que a métrica do espaco-tempo 5D contenha a métrica 4D, bem como o po-
tencial eletromagnético. Uma forma simples de fazer essa associagao é tomar g = g"”,
e g% = —kA*, onde k é uma constante de proporcionalidade (que garante que a métrica
seja adimensional), e o sinal negativo é utilizado por convengdao. A componente g* resta
como um parametro adicional. Permitindo que tome qualquer valor, a associamos a um
campo escalar §** = .

Para simplificar a notagao, vamos incorporar a constante k£ na definicao do potencial
eletromagnético. Vamos tomar A* como o potencial eletromagnético, com a dimensiona-
lidade usual, e vamos definir A# = kA",

Matricialmente, podemos expressar a métrica 5D da seguinte forma

an_ (07 @Y _ (9 A
=~ i = ) 4.
g ( g4u g44 AV Y ( 5)
Para determinar as componentes da métrica com indices covariantes g4p, vamos uti-
lizar a condicao

9P gpc = 64, (4.6)

mantendo a mesma condigao ¢g"g,, = 05 para a métrica 4D. Separando a eq. (4.6]) entre
componentes 4D e a quinta componente (A, B = 4) temos

0" Gun + G G =Y, 9" 9aa + §" Gua = 0,
9" Gaxr + 9" Gur =0, 9000 + G goa = 1. (4.7)
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Agora substituimos §*# por g", A* e x, de acordo com a eq. (4.5)), e obtemos

— A Gyx + 9" gur =0%, — A" Gaq + 9" Gua = 0,
Xgax — A Gy =0, XGaa — A" Ggua = 1. (4.8)

Vamos contrair as duas equagoes de cima com a métrica 4D contravariante g,,, e,
interpretando A* como um campo vetorial sobre o espaco-tempo 4-dimensional, vamos
utilizar a métrica 4D para tornar seu indice covariante, i.e. g,,A* = A,. As equacoes de
cima ficam

—Apgax + 0, 9ux = gpx, —Apgas +0,Gua =0, (4.9)
de onde tiramos, usando a segunda equacao, que
Gpa = ApGaa, (4.10)
e, substituindo na primeira,
Gox = Gpx + ApGax = gox + ApArGua. (4.11)

Na tltima equacao em (4.8), podemos substituir a eq. (4.10)) e resolver para g**. O

resultado é )

Juu = ———-

x — A A

Com essa equacao, e com as eqs. (4.10) e (4.11)), definimos completamente a métrica com

indices covariantes g4p. Para simplificar a notagao, vamos usar uma outra definicao para

o campo escalar que resta como parametro livre da métrica. Ao invés de definir gy = ¥,

como haviamos feito, vamos tomar g4 = ¢. Em termos desse campo, a componente gy
fica

(4.12)

Pt=0t+ AN (4.13)

Assim, temos as componentes da métrica 5D com indices covariantes e contravariantes
em termos da métrica 4D, do potencial EM e do campo escalar ¢. Em termos matriciais,

. H — A+ . »+ 0ALA, QA

4.1.2 Condicao do cilindro

Na RG, a métrica 4D era um campo tensorial definido sobre o espaco-tempo, ou seja,
era uma funcao das coordenadas do espaco-tempo 4-dimensional. Para cada 4-posicao 2
havia uma métrica g, (xA) associada. Analogamente, ao estender o espaco-tempo para 5
dimensoes, a métrica 5D passa a ser um campo tensorial definido sobre as coordenadas do
espaco-tempo 5-dimensional. Assim, para cada 5-posicao ¢, ha uma métrica gap (:UC)
associada.

Como queremos incorporar o espaco-tempo 4-dimensional da RG dentro de um espago-
tempo de dimensionalidade maior, precisamos definir como associar coordenadas do es-
paco-tempo 5D a coordenadas 4-dimensionais. Ja decidimos como vamos separar as com-
ponentes da métrica 5D, gap, em termos de quantidades 4-dimensionais g, A, ¢ ¢. No
entanto, sendo 45 funcao de ¢, as quantidades de natureza 4-dimensional também se-
rao funcdes das coordenadas 5-dimensionais. Separando a 5-posicao como z¢ = (27, y)
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(lembrando que % = y), podemos escrever §ap (x)‘, y) para a métrica em fungao das co-
ordenadas, obtendo g, (a:)‘,y), A, (x’\,y) e ¢ (mA,y) para suas componentes. Portanto,
na perspectiva 4-dimensional, essas quantidades nao sao apenas campos definidos sobre o
espago-tempo 4-dimensional, mas também dependem de um parametro adicional y.

Para obter o resultado que esperava, Kaluza fez uma aproximagao, chamada condi¢cao
do cilindro, que corresponde a assumir que a métrica g4 nao dependa do parametro vy,
ie.

gapas = 0. (4.15)
Do ponto de vista da covariancia da teoria, agora na perspectiva de um espaco 5-dimen-
sional, essa condi¢ao nao é fisicamente motivada. No entanto, anos ap6s Kaluza propo-la,
Oskar Klein deu uma interpretagao fisicamente satisfatoria a essa condigao.

Para simplificar o problema, em primeiro contato, vamos também tomar que o campo
escalar ¢ seja constante. Com essas condigoes, podemos calcular as componentes da cone-
xa0, separando-as entre partes 4-dimensionais (1 = 0, ..., 3) e partes da quinta dimensao
(u = 4). Vamos calcular primeiro as componentes da conexao com todos os indices co-
variantes. A definicao da conexao é anéloga a eq. , mas agora com indices que
correm de 0 a 4. Utilizamos a notacao de acento circunflexo para todas as quantidades
5-dimensionais. Portanto a conexao que vamos calcular é

Tupe =2 (=Gpoa+ Gapc + doan) - (4.16)

Devido a simetria entre os dois ultimos indices de I' 4g¢, as componentes que devemos
calcular sao I'yua, I'aar, T'apws Uaaa, Daaw € 'y . Do ponto de vista 4-dimensional, essas 6
componentes sao campos escalares, vetoriais e tensoriais.

A primeira das componentes fica
Ty = % (—Gaa,4 + Gaaa + Jaaa) = 0. (4.17)
Devido a condicao do cilindro, ela se anula. A préoxima componente fica
[yg = 5 (—Java + Gasy + Guaa) = $9aa = 0, (4.18)

onde também utilizamos que ¢ é um campo constante. Outra componente que também
se anula devido a essas propriedades é

INVIE % (—Gaax + Graa + gara) = 0. (4.19)
A componente onde tracos do eletromagnetismo comecam a aparecer é r aps que fica

f‘,\41/ :% (—Ga ) + Grap + Gura)
=16 (=0zA, + 0,4)) = —16F), (4.20)

onde identificamos o tensor de campo eletromagnético, definido como na eq. (2.40)). Outra
componente analoga a essa é

f4uv :% (_guu,ll + Gapp + gy4“u,)
:%QS (8MAV + aVAu) = %QSH,MV) (421)

onde definimos H,, = 0,A, + 0,A,, um parceiro simétrico do tensor de campo eletro-
magnético.
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A dltima componente é a com 3 indices espago-temporais:
fA;w Z% (=Guwr + G + Gurp)
:% (=Guwr + D + Goru)
30 (= (), + (A, + (Ady),,)
=Ty + 30 (—A,.00A, — A,D\A,
+A\0, A, + A0, Ay
+A,0,A\ + A0, A,)
=T + 56 (AH + A Fon + AuFLn) . (4.22)

Devido a escolha g"” = ¢g", a parte “4-dimensional” da conexao do espago 5-dimensional
contém a conexao do espago 4-dimensional. Para entender a que espago 4-dimensional nos
referimos devemos lembrar que todas essas componentes sao funcoes das 5-coordenadas
2?4 do espaco-tempo 5-dimensional, ou seja, sio campos no espaco-tempo 4-dimensional
parametrizados por y. Assim, a quantidade Iy, (¢, y) é a conexao de uma hipersuperficie
4-dimensional dentro do espaco-tempo 5-dimensional, constituida pelos pontos cujo valor
da 5% coordenada & y.

Para obter as componentes da conexao com o primeiro indice contravariante, usamos
50 = ¢*PTppe = §¢MTupc + §"*Tupc. As componentes 'Yy, e I'*,, ficam nulas, pois

A ~

['444 € T'ygq sd0 nulas. A componente I'*,, fica

f‘44y = g44f44y + g4pf‘p4u - %qupruy (423)

e a componente IA“’\Ad, fica
f‘)\41/ = §A4f44u + gApfp4u = _%(/pry‘ (424)
As outras componentes exigem um calculo levemente mais extenso:
f‘4“y :g44f4uy + g4pfpuu
= (925_1 + APAP) %¢Hﬂv - Apruu
o % (ApApHW + APAMFW) + APAVFHP)
:%HW — AL”,, — %gzﬁAp (A F,, +AF,,). (4.25)
A 1ultima componente é

A AT AAPT
=9 4F4IW + 9T o
— 1 A A
=—10AH,, + 17,
+1¢ (AMH,, + AF) + AFD)

=T, + 30 (A F + AF). (4.26)

Em resumo, as componentes da conexao com todos os indices covariantes sao

f444 :07 fA44 = 07
1:‘441/ =0, f‘)\41/ = _%¢F)\I/7

IA‘4,ul/ :%¢H;u/a f‘)\w/ = F)\uu + %¢ (A)\H;,Ll/
+ A Fo+ AJFL), (4.27)
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e as componentes da conexao com o primeiro indice contravariante sao

f‘444 — O, f‘A44 — O,
F44V = %¢APF9V7 FA41/ = _%QSFAIM
M, =%iH,, — AI", M, =1,
—19AP (ALF,,+ AJF,,), +10 (AF N+ ALEDY), (4.28)
onde

F,, =0,A, — 0,A,,
H,, =0,A, + 0,A,. (4.29)

4.2 A equacao de Einstein no universo 5-dimensional

Na Relatividade Geral, um universo de geometria definida por um tensor (campo tensorial)
métrico g, e com a presenca de matéria caracterizada por tensor (campo tensorial) de
energia e momento 7}, satisfaz a equagao de Einstein (eq. (3.120])), que basicamente
expressa um balanco entre energia e curvatura do espago. No caso da auséncia de matéria,
a eq. de Einstein se reduz a R, =0 (eq. (3.121))).

No caso do universo 5-dimensional, vamos supor que nao possua matéria e resolver
uma equagao de Einstein para o vacuo em 5 dimensoes:

Rap = 0. (4.30)

Para explorar a equacao da perspectiva 4-dimensional, vamos calcular as componentes do
tensor de Ricci Rap em termos das quantidades de carater 4-dimensional.

4.2.1 Tensores de curvatura no espacgo 5D
O tensor de Ricci Rap ¢ definido de maneira andloga ao caso 4D, ou seja
Rap = RS 0p, (4.31)
onde o tensor de Riemann ¢é definido como
R'sop = M5p0 = Mpep + Teplap = Tppl5e, (4.32)

que, assim como no caso 4-dimensional, mede a nao comutatividade da derivada covari-
ante, e portanto ¢ uma medida da curvatura do espaco.

Estamos interessados em olhar para os subespagos 4-dimensionais desse universo de 5
dimensoes, parametrizados por w. Para isso, vamos dividir a eq. nas componentes
R44 =0, 1:34V =0e¢ R,w = (0. Para isso, vamos precisar calcular as devidas componentes
do tensor de Ricci. Pela eq. temos

(4.33)
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Calculando R)‘4 \4, temos

= — [, 17 = (0" P F, (4.34)

onde um dos termos é anulado pela condicao do cilindro, e os outros anulam-se pois I'%,,
e I'",, sdo nulos. Assim, temos a primeira componente do tensor de Ricci

Ry = Yo* P\, P, (4.35)

A componente RY,,, fica
R444u :f44u,4 - F444,1/ + f44AFAu4 - IA141/AIA1A44
=1, I¥, = —1¢°A°F,,F", (4.36)
Para completar o calculo de Ry, precisamos de R’\Mw cuja expressao €
}%)Z,\y :fA4V,A - fAZl)\,V + f/\/\AfAM - f/\uAfA)A
= (=30F7) \ = (=30F%),
+ f/\,\4f4y4 - 1Aj)\u4f4,\4 + f)\,\pfp,A - f/\upfp,m
=— L9O\F’, — L$*APF, P\ + 10> APF\ P,
— 0P (T, + 30 (AVF, + A,RY)
+10F" (T + 10 (ALF,) + AF)) (4.37)
Sabendo que F\* = 9yA* — 9*A, = 0, alguns termos se anulam. Ficamos com
RXZL)\V = - %gba)\FAl/ - % FPVFA)\p + %QZ)FP)\FApX
PR MNP, — AR EAFY,
— 19?A F\FP + L9? APE\F (4.38)
Os trés primeiros termos correspondem a uma derivada covariante (eqs. (3.51)) e (3.58]),
ou, no caso geral, eq. (3.59)). Além disso, o primeiro termo da segunda linha cancela-se

com o segundo termo da terceira linha. Por fim, no primeiro termo da terceira linha
reconhecemos a componente Ry, multiplicada por A,. Assim, ficamos com

Ry, = —1oV\F?, — 192 ANF L\ FP — A, Ry, (4.39)
Para obter Ry, somamos as eqs. ‘} e 1) O resultado é
Ry, = —1¢V,F’, — A Rus. (4.40)

A componente R, ¢ a que exige mais célculo. Primeiro, a componente R4N4V é

pd
R, =T

qvd T, + 1A144,41A1AW - f4VAfA4#
- (%‘ﬁApru),,, + 1;44/)1;/)”# - I;41/4{14@ - 1%4;/,01;[)4;1
=— %(b&,ApF"M — 30APO,F,,

+ 50A°Fo (7, + 30 (A, + AuE7))

— L9? AP AMF, B,

+ 30F, (3Hy,, — AT, — 30 A (A F, + A,F,))) . (4.41)

pd,v
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A expressao ¢ uma soma de 10 termos. Primeiro, notamos que 9,4, = %(H,,p +F,,).
Abrindo esses termos, a expressao fica entao com 11 termos totais. Vamos separa-los nos
seguintes tipos:

i) termos com derivada de F' e com o produto de F' com I' (juntos formarao uma
derivada covariante);

ii) produtos de F' com H, e F?;
iii) produtos de A% com F?

onde nos referimos aos tensores apenas pelos simbolos que os representam, e F? indica
termos de ordem quadratica de F, e analogamente para A?. Separando dessa forma,
temos

Ry, = — 30APO,F,, + S0 A°F, 17, — S0AFA, T,
= §OH, I, = 10F, FY, + j0H,, Y,
+ 30" (A°A F,,F,P + A°AF,,F,° (4.42)
—APANF, Fy, — AMAF? Fyy — AMALF? F)
A primeira linha pode ser reorganizada da seguinte forma:
—30A,0,F, + 30 A L7, — LA T, (4.43)
ou seja, escrita em termos de uma derivada covariante, ela vale —%qﬁAgV,,F %, Nasegunda

linha, os termos com H,, cancelam-se. Referente aos termos do terceiro tipo, o primeiro
termo da terceira linha e o segundo termo da quarta linha somados nos dao

207 (AAJF,, FP — AAFP Fy) = 167 (AMALF\F,P — AAAF,PFy,) =0, (4.44)

4

pav

onde usamos a antissimetria na troca de indices de F},” e troca de indices mudos. Usando
as mesmas propriedades, vemos que o primeiro e o tltimo termos da quarta linha também
se cancelam. A componente R*,,, fica, enfim

R',, =— 30A,V,F°, — YoF, F" + 1 A°A,F,,F,". (4.45)

pdv 2
A componente RAM/\V é a que exige a conta mais extensa. Pela definicao, temos

RA,MV :fAW,A - f‘)\u/\,u + f/\,\AfAuu — 17,04
= (M + 30 (AuE, + ALER))
- (F)\;M + %¢ (A#FA)\ + A/\Fu)\))7l,
+ I, = TR, I, + T I, — T8 T, (4.46)
Agora vamos abrir as derivadas e os termos restantes, e novamente utilizar 0,4, =

%(Hl,p + F,,). Em especial, o segundo termo da segunda linha e o primeiro termo da
tltima linha se anulam, devido a FA = 0. Temos

RA,U)\V :F)\/LV,)\ + %QSAMaAFy)\ + %QSAVa/\FMA
+ 10H\F,) + Y0P\ F, N + Yo H\ F A + 1oF\ F,)
- F/\u)\,y - %QSA)\aVFM)\ - }lquV)\FMA - ingl/)\FuA
+ %QSFAV (%HM - AprAu - %QSAP (AAFW + AMF)\P))
+ (FAAP + %Qﬁ (A)‘FP)\ + APFA)\)) (Fpl/u + %925 (AZ,F#” + Aqup))
— (M, + 3¢ (AF N+ AFN) (T7,, + 30 (AWF,  + ALEY)) . (4.47)
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Agora temos 33 termos (3 na primeira linha, 4 na segunda, 4 na terceira, 4 na quarta, 9
na quinta e na sexta). No entanto, o termo com F\* na quarta linha se anula, restando
30 termos. Para proceder com o céalculo em pequenos passos, vamos novamente separar
os termos em tipos diferentes:

i) termos com derivadas de I e I'? (juntos formarao o tensor de Ricci 4-dimensional);

ii) termos com derivadas de F' e produtos de F' com I' (juntos formarao derivadas cova-
riantes de F);

iii) produtos de F' com H, e F?

iv) produtos de A? com F?.

Podemos notar de antemao que os termos contendo H, do tipo (iii), desaparecem, pois o

primeiro termo da segunda linha cancela o primeiro termo da quarta linha, e o terceiro

termo da segunda linha cancela o terceiro termo da terceira linha. Ja expressando o tensor
. . . . o A . . DA

de Ricci 4-dimensional R, = R",,,, que surge dos termos de tipo (i), temos que R o

fica

R\, =Ry + 0P\ F,> + 10F\F, — J6F,F,
+ 30A0\F + J0A,F, T — 1A, F T,
+ 20AOF,) + $0AF T — oA F T,
— 20A\0 F ) + S0 ANF TP, — 10ANF, T,
+ 30AF T — S AT
+ 197 (—APA\FF,, — APA,FF,
+ANA FF + A\ALFF,?
—AAF P — AJAFF
—A,A\FFP — A AF F"). (4.48)

Pela antissimetria de F),, os trés tltimos termos da primeira linha somam-se. Assim, a
primeira linha pode ser reescrita da seguinte forma

R + 30F,\F,. (4.49)

Os termos da segunda, da terceira e da quarta linhas juntam-se em trés termos com
derivadas covariantes de F, e os termos da quinta linha cancelam-se. Assim, podemos
reescrever os termos da segunda & quinta linha como

10ANNE + 10ANNF N — 19AV, F N (4.50)

Quanto aos termos do ultimo tipo, temos os seguintes cancelamentos: o primeiro termo da
sexta linha cancela-se quando somado com o primeiro termo da tdltima linha; o segundo
termo da sexta linha cancela-se com o ultimo termo da tltima linha; e o primeiro termo
da sétima linha cancela-se com o primeiro termo da oitava linha. Com os termos que
sobram, temos, ap6s uma pequena reorganizagao dos indices,

1% (ALA P FY + A A\ FYE,) . (4.51)
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Enfim, a componente R/\mu fica

R* .\, =R + 30FnF,
+ %QbA#V)\FV)\ + %d)Avv)\Fﬂ)\ - %qu)\quluA
+ 10 A AP\ FY + 2P A ANFVE,. (4.52)

Finalmente, somando os resultados da eqs. (4.45) e (4.52) (componentes R4M4V e

RA#/\V), podemos obter a componente R, do tensor de Ricci em 5 dimensoes. A soma
dos termos é

Ru =Ry + 3¢Fn P,
+10A VN + 1A VIF ) — $0AV, F
+ 1P A AP FY + 167 A AVFYE,,
— 30ANV L F, — 10F,  F*, + 10° A A, F,,F,".

Vemos que o segundo termo da primeira linha soma-se com o segundo termo da quarta
linha, resultando no fator de 1/2. Além disso, as derivadas covariantes em relacao ao
indice v desaparecem, devido ao cancelamento do terceiro termo da segunda linha com o
primeiro termo da quarta linha. E o segundo termo da terceira linha é cancelado com o
terceiro termo da tultima linha. Com essas simplificagoes, a componente R,“, fica

R, =R,, + oF,F) + 19? A, A, F\,F>
— LOANVNF, — S0A VA, (4.53)

Utilizando as definigoes de Rus e Ry, (egs. 1) e ), identificamos essas compo-

nentes na expressao acima, e podemos escrever

A

R}U/ :RMV + %QSF/M\F/\V + AMAVR44
A (R + Ayag) + Ay (R + Ay (4.54)

Podemos ainda calcular o escalar de curvatura do espacgo-tempo 5-dimensional. Par-
tindo da mesma definigdo do caso 4-dimensional (eq. (3.96))), temos

R=g*""Rap = §" Rus + 26" Ray + 9" Ry (4.55)
Vamos calcular os trés termos separadamente. O primeiro é

§44PL44 _ (¢—1 + AUAU) iqbQF)\pF)\p
= 10PN\ FY + 16" A, AT Fy FY. (4.56)

O segundo termo fica

2‘@41/]%41/ - — QAV <—%¢V)\F)\V - AZ,R44>
= — @AYV F, — 192 A, AT F\  F. (4.57)

2
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Por fim, para tltimo termo temos
.@#Vp'v,uz/ :g“y (R,uu + %(bF,uAFAV + ApAVE44

+A, (]%411 + AVR44> + A, (Rzm + AHR44>>
=R — 1oF\,FY + 1¢° A, A°F\,F**
— LQAPVL\F, — L0 AVVLF,. (4.58)
Somando as trés expressoes, temos o cancelamento dos termos envolvendo derivadas co-

variantes, e produtos de ordem quadratica de A,. Expresso com os termos que restam, o
escalar de curvatura em 5 dimensoes fica

R=R-1¢F\,F>. (4.59)

Vemos que o escalar de curvatura do espago-tempo 5-dimensional depende do escalar de
curvatura do espaco-tempo 4D, como era esperado. Mas também traz uma dependéncia da
parte eletromagnética na forma de um produto do tensor de campo eletromagnético com
todos os indices contraidos, e a presenca do campo escalar ¢ atuando como “mediador”
da influéncia da parte eletromagnética no escalar de curvatura 5D.

4.2.2 Eletromagnetismo e gravitagao

Ja em posse das componentes “4-dimensionais” do tensor de Ricci do espago-tempo 5-
dimensional, podemos agora calcular as componentes de carater 4-dimensional da equagao
de Einstein Rap = 0, que define a curvatura do espago 5-dimensional na auséncia de um
tensor de energia e momento em 5 dimensoes. A equagao se separa em 3 componentes
distintas: R44 =0, R4V =0e EW =0.

Utilizando a eq. (4.35]), que expressa Ry em termos do campo eletromagnético, vemos
que a primeira das componentes da equagao ¢é

P\, F* =0. (4.60)

Da eq. 1D temos Ry, em termos do campo eletromagnético e de Ry. Como esse
ultimo se anula devido a uma das componentes da equagao, a expressao de Ry, se reduz
a

Ry = =10V F,. (4.61)

Entao temos que a componente Ry, =0 da equagao de Einstein fica

VAFA =0. (4.62)

Essa equagao é uma das equagoes de Maxwell no espago-tempo 4-dimensional curvo (eq.
(3.68), no vacuo (sem densidade de corrente como fonte). Isso mostra que, definindo
a métrica gap em termos do potencial eletromagnético A,, como foi definida, faz com
que a curvatura desse espaco H-dimensional que satisfaz a equacao de Einstein no vécuo,
implique que a equacao de Maxwell seja satisfeita. Ou seja, a equacao de Maxwell é parte
da equacao de Einstein para um universo de dimensionalidade maior, com essas defini¢oes.
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Mas o eletromagnetismo surge de outra forma mais impactante com essas definigoes.
Usando as componentes da eq. de Einstein que ja foram calculadas para eliminar Ryy e
Ry, da expressao de R, (eq. ), podemos escrevé-lo como

R, = R, + 1¢oF,F, (4.63)

Pela componente }A%W = 0 da equacgao de Einstein, temos entao que
R, = —1oF,F),. (4.64)

Essa equacao nao equivale & equacao de Einstein no vacuo em 4 dimensoes, devido ao
termo envolvendo o tensor de campo eletromagnético do lado direito. Entao somos mo-
tivados a procurar uma equagao cujo lado esquerdo nao tenha apenas o tensor de Ricci,
mas também o termo % 9w IR, presente na equagao de Einstein na presenca de um tensor
de energia e momento (eq. (3.120))).

Contraindo os indices da equacao de Einstein no vacuo (eq. ), temos que R=0.
Podemos expressar essa equacao em termos de quantidades 4-dimensionais, utilizando a

eq. (4.59)), que nos da

R = 1¢F\,F™. (4.65)
Multiplicando essa equagao por % g € subtraindo da equacao , temos
Ry = 59wR = —30FnF", — 69, 3, (4.66)
ou ainda
Ry — tguR = —16 (FnF? + 19, F)\ FV) . (4.67)

Vemos que, dentro dos parénteses do lado direito da equagao, surge uma expressao idéntica
a do tensor de energia e momento do campo eletromagnético, definido na eq. , sem
contar constantes de proporcionalidade. Essa equacao portanto descreve a curvatura de
um espago-tempo 4-dimensional (lado esquerdo da equagdo) cujo contetido de energia e
momento presente nesse universo ¢ justamente oriundo do campo eletromagnético.

O sinal negativo no lado direito da equagao nao parece motivar a interpretagao de que
o lado direito seja de fato um tensor de energia e momento, a nao ser que permitamos que o
campo escalar ¢ (que no momento estamos supondo constante) assuma um valor negativo

— no limite em que o efeito de ¢ é negligencidvel podemos tomar ¢ = —1. Isso mostra
que, para que nossa interpretacao de A" como potencial eletromagnético seja consistente,
é preciso que a métrica 5-dimensional tenha uma assinatura da forma (4, —, —, —, —), ou

seja, ¢ preciso que a coordenada 3* seja de carater espacial.

Assim, podemos fazer uma conexao da constante gravitacional GG, presente na equagao
de Einstein original — que estabelece a grandeza da relacao entre curvatura do espaco e
energia —, e a constante k utilizada para acoplar o potencial eletromagnético A" com a
métrica §4Z, tendo sido definido §*% = —A* = —kA*. Identificando o lado direito da eq.

[TT) como
— Lk TEM (4.68)

pv
onde TEVM é o tensor de energia e momento eletromagnético, e impondo que essa expres-
sao seja equivalente ao lado direito da equacao de Einstein na presenca de um campo
eletromagnético:
8rG
— T, (4.69)

ct
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onde interpretamos ¢ como sendo uma “dosagem” da contribuicao de energia e momento
do campo eletromagnético a curvatura do espaco, ou seja,

T,, = —¢TEM (4.70)

U2

noés obtemos uma relagao entres as constantes k, G, g e c:

k‘2
o _ BTG (4.71)

2 ct

ou, ainda, uma expressao para k em termos de constantes conhecidas

4 |G
= —y | —. 4.72
g 2\ po (4.72)

Em unidades do Sistema Internacional, a constante vale aproximadamente

C.
k=5739 x 10710 —> (4.73)
kg - m
ou, em termos da carga fundamental e,
e-s
k = 3.587 . 4.74
— (4.74)

4.3 O campo escalar

Em todo desenvolvimento da teoria 5-dimensional até agora fizemos a suposicao de que
¢ é um campo constante. A motivacao da aproximagao é para que os célculos sejam
simplificados, endossada por estarmos interessados majoritariamente na presenca de A,,.
Agora que ja recuperamos as equagoes de campo do eletromagnetismo da métrica que
definimos, podemos explorar como a variacao do campo escalar ¢ modifica as equagoes
de campo.

O calculo das componentes do tensor de Ricci fica muito mais trabalhoso ao permitir
que ¢ varie. Por isso, vamos tomar como referéncia os resultados obtidos por L. L.
Williams [7] utilizando um software de algebra tensorial.

As componentes da conexao passam a incorporar mais termos, proporcionais a d,¢.
Se denotarmos as componentes da conexao do caso em que ¢ é constante por I'4;., os
resultados de Williams sao

f444 ~ Iy :%Apﬁpgb f‘>\44 —Thy = —%a/\ﬁba

0, — T4, =1A4,A70,6 + 197'9,0¢, 0, — T, = —14,0%,

r, =T, =307 (A.0,0 + A,0,9) M, =T, =14,4,00. (4.75)
—1A,A,AP0,0,

As quantidades que nos interessam no momento, no entanto, sao as componentes do
tensor de Ricci em 5 dimensoes. De acordo com Williams, a componente R4y fica

Riy = Y0? P\, F» + 1971V, 0V*¢ — 100, (4.76)
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onde 00 = V,V* ¢ o operador d’Alembertiano. Temos que V¢ = Ox¢, pois ¢ € um
escalar, mas (¢ = V0 ¢ = 0,0 ¢ — 8”¢F’\/\p. A componente Ry, fica

Ry, = —IVAFA 4+ 3V,6F, + A, Ru. (4.77)

A dltima das componentes do tensor de Ricci fica

A

Ry =Ry + 50F0F’, — 507 VYo + 1072V,0V,0
+ A ARy + A, <R4,, - A,,R44> +A, (mu - A#}?M) . (4.78)

Temos também que o escalar de curvatura do espago 5-dimensional fica
R=R—1¢F\,F» + 172V V!¢ — ¢~ 0o (4.79)

Agora as equagoes de campo passam a conter derivadas de ¢. Pela eq. (4.76]), a
componente Ry = 0 da eq. de Einstein no vacuo fica

O¢ = 2o ' ViV ¢ + 20* F), 7. (4.80)

Da eq. |D e com Ry = 0, obtemos para a componente Ry, =0 da eq. de Einstein a
seguinte equacao

ViFY = 3V, F™, (4.81)

2

a qual obtemos multiplicando Ry =0 pela métrica 4-dimensional e contraindo o indice
livre para torna-lo contravariante. A tltima das componentes, R, = 0, fica

R, = —1¢F,F +1¢7'V, V.6 — 172V 0V, ¢. (4.82)

Fazendo o mesmo procedimento feito na se¢ao anterior, vamos buscar construir a equac¢ao
de Einstein do espago 4-dimensional na presenca de um tensor de energia e momento.
Tomando o trago da equacao de Einstein no vacuo 5-dimensional temos R = 0, que, com

a eq. (4.79), nos da
R=1¢F\,F» — 1¢7°V 9V o+ ¢~ 'V¢. (4.83)
Calculando R, — %gWR com as eqs. 1' e |D temos

Ry — %QWR == %‘25 (FMFAV + igquApFAp)
+ %gb_l (vuvl/¢ - guuqub)
- %1¢72 (vu¢vu¢ - gyyv)\¢v)\¢) . (484)

A equagao pode ser bastante simplificada ao ser escrita em termos de outro campo escalar
1 definido como 9? = —¢. Temos

Voo ==V, % = =20V 1), (4.85)
e, aplicando a derivada covariante mais uma vez,

VVib = =V, (2UV,0) = —2V,40V,0 — 2V,7,. (4.86)
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Escrevendo a eq. (4.84) em termos de 1), os termos com produtos de derivadas de primeira
ordem cancelam-se, ficando apenas derivadas de segunda ordem de ):

Ry — 39w R =3¢ (F#/\F/\u + %gqux\pF/\p)
+ wil (vuvuw - gpyljw) . (487)

Vemos que o campo 1 também contribui com energia e momento para a curvatura do
espaco-tempo 4-dimensional.

A eq. (4.80) também pode ser escrita em termos de 1. Ela também é simplifiada,
ficando apenas

Oy = JU°F, F, (4.88)

que é uma equacao de Klein-Gordon nao homogénea [8] — pois possui como fonte um
termo que acopla o campo ¥ com o tensor de campo eletromagnético —, para um campo
1 de massa nula.

4.4 Analise da geodésica

A equagao de movimento de uma particula em 4 dimensoes era a geodésica (eq. (3.15)).
Em 5 dimensoes, a eq. de movimento é totalmente andloga, dada por
daA
dr

+ T4, 080 =0, 4.89
BC

onde as quantidades denotadas com um acento circunflexo correspondem a quantidades
definidas no espago 5-dimensional. Nos conhecemos a conexao 5, mas precisamos
definir o tempo proéprio 7 e a 5-velocidade 4.

Na se¢ao 1.1, definimos o intervalo de tempo proprio d7 como a distancia (medida em
unidade de tempo) entre dois pontos separados por um intervalo tipo tempo. Explorando
a invariancia de dr frente a troca de coordenadas, o definimos na Relatividade Especial
pela eq. e na Relatividade Geral pela eq. . Aqui, vamos definir o tempo
proprio d7 como um invariante frente a trocas de coordenadas em 5 dimensoes, de forma
analoga ao caso 4D. A definicao é

2d7? = jupditda®. (4.90)

Para relacionar o tempo proprio d7 em 5D com o conhecido d7 definido em 4-dimensoes,
abrimos sua defini¢do em termos da métrica 5D (eq. (4.14)). Lembrando que tomamos
M =zt e 2t = y, temos

Ad7? = (g, + ¢A,A,)) datda” + 20 A, dz"dy + ¢dy?
=g, datdz” + ¢ (A,dat + dy)2 ) (4.91)

Identificamos o primeiro termo como a expressao c2dr?, onde dr o tempo préprio em
4-dimensbes. Lembrando que u* = da*/dr, e definindo

&
Il

Q—|CL
REES

, (4.92)
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temos

Ad#? = Adr? + ¢ (At + w)?dr. (4.93)
Se definirmos § = dr/d7, encontramos a seguinte expressao
é , ~1/2

p= (1 +3 (A ut 4+ w) ) : (4.94)

onde escolhemos o valor positivo da raiz para que d7 e d7 tenham o mesmo sinal.

A 5-velocidade é definida como

dz4
CA
= ) 4.95
P E (4.95)
Para relacionar as componentes p = 0,...,3 da 5-velocidade com as componentes da
4-velocidade, lembramos que z# = z*, dai temos
dz#  dztdr
it = ut 4.96
“ dF  dr 47 b, ( )
onde utilizamos a regra da cadeia. Da mesma forma, como #* = w, temos
dy dr
ot = = wp. 4.97
“ T drdf = wp ( )
Para analisar a eq. (4.89)) em termos de quantidades em 4 dimensoes, precisamos obter
da?/d7. Para as componentes = 0, ..., 3, temos
da* dr d o dut dg .,
— 4.98
o= (W) = P+ pu (199)
De forma anéloga, a componente 4 fica
d d d
- - ~ Bd—ﬁw. (4.99)
-

Assim, a geodésica do espago 5-dimensional (eq. (4.89)) pode ser separada em uma
equacao vetorial em termos de du’/dr (ja dividindo a equagao por 3?):

du*  1d8

Tt DY i’ + 207 wu” + T w? =0, (4.100)
—u

e uma equagao de movimento na 5* dimensao, em termos de dw/dr:
— + ——w+ T w20 wu” + T w? = 0. (4.101)
Vemos que a equagao de movimento 14.100: depende do fator d/dr, que pode ser

calculado pelo quadrado do inverso da eq. (4.94), e fica

1dg  1de )
TFar @ )

+ =5 (A +w) (—u“ + A — + —) : (4.102)
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O fator dw/dT pode ser eliminado da equagao substituindo-o pela eq. , e isolando
novamente o termo dg/dr, que surge também da eq. . As variagoes de ¢ e A, em
relacao ao tempo proprio podem ser expressas como variagoes em relacao as coordenadas
do espago-tempo 4D, através de uma regra da cadeia. Temos

d¢  9¢ dat
dr ~ Ozn dr pu”, (4.103)
e
dAM v v 1 i
? = VVA#U = &,Auu - APF UHU 3 (4104)

onde, nesse ultimo caso, a variagao que aparece na regra da cadeia é necessariamente uma
derivada covariante, pois A, é uma quantidade vetorial. A variagao de A, aparece na
equacao (4.102) contraida com a 4-velocidade u*. O termo envolvendo a derivada parcial
fica
0,A ”“—1814 d,A T Hu” 4.1

,,Muu—Q(,,M+M,,)uU—2 i’ (4.105)
onde foi feita uma troca entre os indices mudos p e ¥ em um dos termos e explorou-se a
simetria do produto das velocidades.

Todas essas expressoes se juntam na eq. (4.100)) para formar a equagao de movimento
de um corpo em um subespaco 4-dimensional imerso no espaco 5-dimensional que engloba
a teoria.

4.4.1 A forga de Lorentz

A equagao de movimento (4.100|) fica bastante complicada, mas podemos fazer algumas
aproximacoes para simplificd-la e obter uma conexao com o eletromagnetismo.

Vamos tomar novamente que ¢ seja constante, e vamos tomar seu valor como simples-
mente ¢ = —1. Também vamos tomar A, = 0, ainda que sua derivada nao seja nula. Essa
escolha pode ser vista como uma escolha de coordenadas onde A, se anule localmente.

Com essas aproximagoes, o valor de 3 é

PR S (4.106)

V1 —w?/c?
Na equagao de movimento na direcdo da 5% coordenada, eq. (4.101)), substituimos as
componentes da conexao, da eq. (4.28)), das quais apenas I',, ¢ nao nula dentro das
aproximagoes. A equagao fica
dw 1dp 1

— 4+ —— —H,, utu” = 0. 4.107
dT+ﬁdTw+2 ot ( )

Pela eq. (4.102), a variagao de f3 fica
1df 2w (dAu N dw)

p2dr 2 dr | dr
2w (1 L, dw
~2 (§H +d_7)
2w (1 Lo 1dp 1 .
:cz (QHWu“u —ng— HWu"u)
2w? dpB

—_ e (4.108)
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onde usamos a eq. (4.104) na segunda linha e a eq. (4.107)) na terceira. Temos que
B # 2w?/c?, e portanto d3/dr = 0.
Agora, a partir da eq. (4.100)), tomando as componentes da conexao da eq. (4.28]),

temos a seguinte equacao de movimento

du)\ A 7% A,V

?—l—FMVuU + Fuw = 0. (4.109)
Os dois primeiros termos equivalem remetem a geodésica da Relatividade Geral (eq.
, onde aparece a aceleracao gravitacional na componente da conexao do espago-
tempo 4D. O tltimo termo remete a forga de Lorentz, presente na equacao de movimento
do eletromagnetismo (eq. ), que pode ser reescrita como

(4.110)

onde ¢ e m sao a carga e a massa da particula, e FW = ?MAV — 8V/~1M ¢ o tensor de campo
eletromagnético com a dimensao usual, tal que F,, = kF),,. Interpretando o tltimo termo
da eq. (4.109) como de fato referente a forca de Lorentz, devemos impor que

w=--L (4.111)

mk’
ou seja, a “velocidade” w na dire¢ao da 5* coordenada é proporcional & razao carga sobre
massa do corpo.

Outra maneira de interpretar é definindo um 5-momento anélogo ao 4-momento defi-
nido na eq. (2.32)), como p#, tal que

Pt =mat = B (mut, mw) = <p“, —%) , (4.112)
onde entao a 5% componente do 5-momento de uma particula seria o fator [ vezes a
propria carga da particula, normalizada & dimensao de momento pela constante k.

4.5 Compactificacao de Klein

Em 1926, Oskar Klein [4] propés um modelo para explicar a necessidade da condigao
do cilindro — 0494 — para a obtengao das equagoes de Maxwell a partir da equagao
de Einstein em 5 dimensoes. Klein sugeriu que a 5* dimensao fosse compactificada, e
tivesse um comprimento suficientemente pequeno para que a métrica dependesse de forma
desprezivel de y. A compactificacao sugerida por ele consistia em pensar que um caminho
em linha reta ao longo da 5% coordenada fosse ciclico. Pictoricamente, podemos fazer
analogia das 4 coordenadas originais do espaco-tempo com a dire¢ao axial da superficie
de um cilindro, enquanto associamos a 5% dimensao com a direcao azimutal da superficie
cilindrica.

Inspirado pelas ideias da Mecanica Quantica que despontavam na época, ele sugeriu
que o didmetro L ao longo da 5 coordenada, por ser pequeno, teria efeitos quanticos
predominantes. Dessa forma, supondo algum tipo de matéria presente no universo 5-
dimensional, ela seria descrita por uma fungao de onda v (z#,y) dependente das 5 dimen-
soes. Devido ao caréter ciclico da 52 direcao, essa funcao de onda pode ser escrita em
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termos da uma série de Fourier da forma

Y (2t w) = iwn (x*) exp (m%) . (4.113)

Na Mecanica Quantica Relativistica, o operador de 4-momento P* = (H/c, P ) atuando
sobre uma fungao de onda v (z#) corresponde a uma derivada da fungao, através da relagao

Prap (27 = 1hd" (zV) . (4.114)

Assim, podemos associar ao 5-momento definido na eq. (4.112) a um operador P4, rela-
cionado com a seguinte operacao diferencial em 5 dimensoes:

PAy (a*,y) = ihBOMY (¢, y) (4.115)

onde 04 = 4By, e Oy = 0/018, e a presenca de 8 na definigao vem de que p* = BpH.
As componentes 4D do 5-momento ficam

Prap = —ihBA* D4 + ihBg" Db, (4.116)
e, para a 5% componente,
PY =B (¢ + A, A7) Ostp — IRBA D). (4.117)
Tomando A* =0 e ¢ = —1 para simplificar, as componentes ficam
Pt = ihBo"y, P = —ihBos). (4.118)

Assim, cada termo do somatorio na eq. (4.113) corresponde a uma autofungao de P4,
Para um n fixo, podemos aplicar a 5% componente do operador 5-momento sobre v (z*, w)
e obter

]54¢ne(iny/L) :ihﬂwn{ie(i”y/’:)
h .
= — L B, elimu/ L), (4.119)
L
Portanto os autovalores de P sdo pt = —hn/L. Da definicao do 5-momento na eq.

(4.112), temos que p* = —pBq/k, de onde podemos obter autovalores de carga, tais que,
para cada n,

q= n% (4.120)

Esse resultado evidencia a quantizacao da carga, que assume valores multiplos de uma
carga fundamental dada por constantes h e k, e pelo diAmetro da 5% dimensao compacti-
ficada. Impondo que a carga fundamental seja o valor conhecido e, temos

el = hk, (4.121)
de onde podemos estimar o diametro L, que resulta em aproximadamente

L =3.784 x 10 m = 23.42 (p, (4.122)
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onde
[hG
lp =/ — =1.616 x 107 m (4.123)
C

Além de explicar a nao dependéncia da métrica com a 5* dimensao, a compactificacao
do espago 5-dimensional introduzida por Oskar Klein acabou também por explicar a
quantizacao da carga elétrica. Com o valor da carga fundamental ja conhecido, a pequena
escala do diAmetro ao longo da 5* dimensao é reafirmada, com um resultado envolvendo
o iconico comprimento de Planck.

¢ o comprimento de Planck.

Podemos ainda fazer uma estimativa da massa de uma particula no universo 5D. Como
estamos tomando o vacuo em 5 dimensdes, esperamos que a particula ndo possua massa
da perspectiva 5-dimensional, o que pode ser definido de maneira anédloga a eq. (2.34)),
como

pap™ = gapp™p” =0, (4.124)
que pode ser escrito separando-se a componente 4 das demais, utilizando a definicao da
métrica (eq. (4.14)) e do 5-momento (eq. (4.112))), como

0= (g + GALA) PP + QAP + A" + dp'p
i . 4N 2
=0 DD’ + ¢ (Aup" +5")

g\ 2

—p 8% + ¢ (A" E) B2, (4.125)

Utilizando a eq. (2.34), que associa o 4-momento a massa m da particula, temos
2 2 w4 2
m-c+ ¢ (A, P" — % =0. (4.126)

Tomando o limite 4, = 0 e ¢ = —1, chegamos em uma relacao entre a massa e a carga
de uma particula no universo 5-dimensional:

_ 41
ck’

m

(4.127)

Pelo resultado da quantizacao da carga, chegamos também em uma quantizacao da massa.
Podemos estimar a massa fundamental tomando ¢ = e. Obtemos

mo = % ~9.29 x 10" kg, (4.128)
C

Podemos comparar o resultado com a massa do elétron, uma particula fundamental
que possui carga —e. Sua massa é m, ~ 9.109 x 1073 kg. A razdo entre a massa estimada
e a massa do elétron é

mo

~ 1.020 x 10**. (4.129)
m(:‘

A massa estimada mg é uma previsao da menor massa de uma particula, quando essa

tem carga de modulo |g| = e. Portanto esperariamos que as particulas que conhecemos

tivessem massas multiplas a my por um fator associado as suas cargas. No entanto, a

massa do elétron é extremamente menor do que a massa fundamental prevista.
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Essa argumentacgao é feita de maneira similar por Wesson [0, p. 22|. Somos levados
a concluir que a compactificacao de Klein, apesar de trazer resultados interessantes, nao
é totalmente consistente com a fisica conhecida. Apesar de haver surgido outras teorias
de compactificagao para corrigir esse problema, a ideia da unificacdo da gravitagao e do
eletromagnetismo nao foi fortalecida. Mas teorias que exploram Relatividade Geral em
dimensoes extras continuaram a surgir, com outras interpretacoes.
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Capitulo 5

Teoria da Matéria Induzida:
Energia e momento como geometria

Em 1992, Paul S. Wesson [0, 5] introduziu uma alternativa nao-compactificada da teoria
de Kaluza-Klein. Em sua teoria, ao invés de tomar a condi¢ao do cilindro, como havia
sido feito anteriormente, Wesson permitiu que derivadas em relacao a 5% coordenada
aparecessem no calculo da equacao de Einstein. Seu objetivo era obter um tensor de
energia e momento efetivo, assim como, na teoria de Kaluza-Klein, um tensor de energia
e momento dependente da métrica em 5 dimensoes foi obtido, apenas como consequéncia
da geometria de um espago-tempo com uma dimensao extra.

A métrica da teoria ¢ a métrica usual de Kaluza-Klein (eq. (4.14)). No entanto, como
nao impomos mais a condi¢ao do cilindro, podemos livremente fazer troca de coordenadas.
No caso anterior, em que 044 = 0, uma troca genérica de coordenadas nao mantinha a
condicao intacta necessariamente. Assim, podemos escolher um sistema de coordenadas
em que A, = 0. Essa escolha ¢ andloga a escolha, no eletromagnetismo, de um referencial
onde um dos campos, elétrico ou magnético, anula-se.

Também, Wesson permitiu que a assinatura da métrica 5D fosse tanto (+, —, —, —, +)
quanto (+,—,—,—,—). Para evidenciar essa arbitrariedade, definimos ¢ = €)?, onde
€ = £1 é o parametro que define a assinatura, e 1 é a nova variavel escalar da métrica.
Assim, a métrica toma a seguinte forma

~ _ guu O ~AB glw O
gAB = < 0 €¢2> ) g - ( 0 6w—2 . (51)

Ao calcular as componentes da conexao, aparecerao derivadas em relagao a 2* de g,
e 1. Para simplificar a notagao, vamos tomar

a49;11/ = g,uua 34¢ = w (52>

A conexao com todos os indices covariantes ¢ definida como na eq. (4.16). A compo-
nente F444 fica

(—04G14 + 04Gaa + 04G44)

O (erp?) = ey (5.3)

1—‘444 =

N =N =
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A componente f44y fica

1Aﬂ44y =— (—04Gav + O1Gva + 0 Gua)

d, (ev?) = €0, (5.4)

N~ Do —

onde usamos que g4, = 0. A outra componente vetorial, I'y44, fica

Taas == (—0xGus + Osdur + Osdna)

_ %& (ev?) = ewd, . (5.5)

N | —

Agora, as componentes de apenas um indice 5-dimensional, que na teoria de Kaluza-Klein
estavam ligados ao potencial eletromagnético, agora ficam

Pup =5 (~Ohds + Outin + 0u5,)
S (5.6)
e, a outra componente,
[ yav :% (=0xGav + Ougur + 0uGra)
=50 = 50 (5.7)

Enfim, a dltima das componentes, I'y,,, fica igual a conexao 4-dimensional, pois g,, = g,
ou seja,

Taw = D (5.8)

Vemos que as componentes da conexao ficam bastante simples, sendo apenas as combina-
¢oes possiveis de derivadas (em relagido ao espago-tempo ou a 5* coordenada) em relagao
as componentes da métrica.

Para obter as componentes da conexao com o primeiro indice contravariante, contrai-
mos as componentes totalmente covariantes com a métrica: FCA B = G“PT'pap. Como a
métrica é diagonal, a relagao fica simplesmente

D = g¥T s, [yp = e Tuas. (5.9)

Notando que €2 = (£1)? = 1, temos que as componentes da conexao com o primeiro
indice contravariante ficam

f‘444 :willé» F)\44 = —ed"Y,
F44y :¢_18V¢7 FA4V - %gApgpm
M, ==t g, T, =T, (5.10)
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5.1 Tensores de Curvatura

Lembrando que o tensor de Ricci é definido como Rap = RC Ach: e o tensor de Riemann
¢ dado por RP,,, = I'P AB.C —IP acp t 2, E, — D, It ac podemos calcular as

componentes do tensor de Ricci. Vamos calcular a componente R44.
Ry = R4444 + ]:2)\4,\4 = R)\4)\4> (5.11)

onde a primeira das componentes do tensor de Riemann se anula devido a sua antissimetria
na troca dos tltimos indices. Para a outra componente, temos

RA4,\4 :f/\44,x - fA4A 4t f‘A)\Af‘AM - 1Aj/\4141%44,\
— (i), - (20,
+ I I+ F)\/\pf = D — 1AW\4p1qp4)\
= — I — PN — LG, — 190,
+ 300 g, — e YT + e DM — 297797 Gopin (5.12)

O primeiro termo da primeira linha cancela-se com o terceiro termo da segunda linha. O
segundo termo da primeira linha pode ser juntado ao segundo termo da segunda linha em
uma derivada covariante. Assim, a componente em questao do tensor de Ricci fica

Ry = — epip — %(9/\’)9/\,; + 9/\’)9/\,;
- @Z)_ld)g/\pg/\p + ;Q/\Ug gopg'w\) (513)

onde 0 = V,V* é o operador d’Alembertiano em termos de derivadas covariantes, e
Gxrp = 010405, Podemos simplificar mais, se notarmos que

(9" 9op) 4 = 04 =0, (5.14)
e, portanto,
gp’yg.op = _gapgp’y~ (515)

Af o ultimo termo da eq. (5.13) fica

g)\ggpﬂyggpgvk - g)\ggcrpgpryg'y)\
o
= 5pgp797A
=— g (5.16)

Assim, o segundo e o ultimo termos dentro do parénteses da eq. - 5.13]) podem unir-se em
um s6 termo, fazendo com que Ry seja expresso como

Rua = =000 = 5 (0 — 07000 + 30V ) (517

Para a componente R4, temos

R4V = R444y + R/\4,\u' (5.18)
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A componente R?*,,, fica

A~

R444u :F441/,4 - IA\444,u + f44AfA4V - 1A141/AIM44
=(@70v), - (v7Y),
+ Iq4441A144V + 1A1414,7IAW41/ - lq4y4f444 - f4upfp44
= — V0N + IO + YT — IO
+ 3071909 g — 3070 Vg, (5.19)
onde usamos de antemao o fato de que o primeiro e o terceiro produto de duas componentes

da conexao cancelam-se. Também usamos que €2 = 1. Simplificando os termos da primeira
linha da equacao que também se cancelam, temos

R64441/ = %7?_18)\%%1/ - %w_lapwgyp- (520)

Trocando indices mudos, somamos os termos e obtemos }?4441, =0.
A componente R, fica
éA&LAU :fA4u,,\ - IAW\4>\,V + 1Aﬂ,\AfAm/ - fAuAfAzu
=(39"9m) , = (3979%),
+ DD, + 1,07, = T, 0, = 17,17,
:% (g)\pg/"’),)\ - % (gApgkp),y
+ 507005 0 + 5077 G0 T, = 50T NG o — 5977 G0A T, (5:21)
Junto com o primeiro termo da primeira linha, o segundo e o quarto termos da segunda
linha formam uma derivada covariante. Como a quantidade dentro do parénteses do se-

gundo termo da primeira linha ¢é escalar, o segundo termo também constitui uma derivada
covariante. Assim, temos

R, =593 (9 900) = 5V (97900)
+ 270,09 g, — 20T NG G (5.22)

Agora podemos notar que V, o' = 9,071 = —1720,. Identificando esse termo na

A

segunda linha da equagao, podemos multiplicar R?,,, por ¢~ e obter
¢_1RA4AV :%w_lvk (gApgpu) - % _lvu (gaﬁgaﬁ)
— 3V 9 Gas + 5V 0 G (5.23)

onde também mudamos alguns dos indices mudos. Vemos que o par de termos com
derivadas no indice A sao o resultado de uma regra do produto de derivadas, assim como
o par de derivadas em v. Assim, podemos escrever

VTR = 3V (071 900) = 5V (07197 Gas) - (5.24)

Por fim, reescrevemos a derivada em v como V, = §)V,. Como &) ¢ independente de
coordenadas, passamos para dentro do parénteses e ficamos com

VIR, = IV (0T 0 0 — 070097 Gas) - (5.25)
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Como R, =0, a componente Ry, do tensor de Ricci fica

Ry, = YV, P, (5.26)
onde definimos o tensor P?, como
1 : of :
P = @ (g’\"gpy — 8¢ ﬁgag) ) (5.27)

Finalmente, para a tltima das componentes do tensor de Ricci, temos

A

R, =Ry, + R\, (5.28)
A componente R*,,, fica
R4,u,4y :f‘4/u/74 - f‘4 + ]_:‘44141:“4”” - f4VAfAu4
—92. -1
= (—gev 9#1'),4 — (v au¢),y
+ F444F4,u1/ + F44prpm/ - F41/4F4,u4 - F4Vprpu4
:€¢_3¢QW - %6¢_2guu + ¢_28V¢au¢ - ¢_1¢3u3u¢
- %6¢_3¢guu + ¢_16p¢rp“y - ¢_26u¢au¢ + leelb_Qgpagupgou- (529)
Vemos que o terceiro termo da primeira linha cancela-se com o terceiro termo da segunda
linha. O segundo termo da segunda linha, junto com o ultimo da primeira linha formam

uma derivada covariante, da forma V,0,7. Como 1 é escalar, o termo pode ser tomado
como duas derivadas covariantes. Reagrupando os termos restantes, temos

pd,v

R4,u4u = _Q/Jilv,uvl/w - %ﬂﬂ% (g;w - ?/71@/“/ - %gpggpuga,u> . (530>
A 1dltima componente do tensor de Riemann que precisamos calcular é RAM \w» que fica
AA A A oA A oA A
R UV =r N I B,V +T )\AP v I I/AF D)
_rA A A A 1o
=I v\ I B,V +T )\pr,u,u -I upF 7
+ I, = TA 0 (5.31)

onde usamos que F’\W = F’\W. Reconhecemos os quatro primeiros termos da expres-

sao como o tensor de Ricci em quatro dimensoes R, = R’\W\V. Substituindo as outras
componentes da conexao, temos

R, = Ry — 20720 0000 + 20720 G0 (5.32)

Tendo em maos as componentes do tensor de Riemann necessarias, nas eqs. ([5.30) e

1’ montamos a componente ]:ZW do tensor de Ricci:
Rp,y :R;w - }L€¢—29Ap (g/\pg;w - gpu.@ku)
— 0TV = e (G = O G — 30 i) - (5.33)

Juntando termos similares, a expressao final fica

~

R, =R, — lp’quV,A/}
- %6¢72 (ﬁ;w - wilzbg;w - g/\pgAugpu + %g)\pg)\pguu) . (534>
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5.2 As equacoes de campo

Vamos considerar, como anteriormente, o universo 5-dimensional vazio, e resolver a equa-
¢ao de Einstein no vacuo

Rap = 0. (5.35)
A componente Ry = 0 nos da, pela eq. 1' a equacao
1 . p - 1
VO = =3¢ (9% + 3500 — 67000y ) (5.36)

que é uma equacao de onda para 1. A componente Ry, =0 da equacao nos dé, pela eq.
(5-26),
VAP, =0, (5.37)

que ¢ uma lei de conservacio para o tensor P?, definido na eq. (5.27).

A dltima componente da equagao de Einstein no vacuo é R, = 0, que nos da, pelo

resultado da eq. (5.34)), a equagao
R,uu = wilvuvuw + %61/72 (.é,uu - wilqbguu - g)\pg)\ugpu + %g)\pg)\pg,w/) . (538)

No entanto, buscamos uma equacao que tenha a forma da equagao de Einstein na presenca
de matéria em 4 dimensoes. Para isso, precisamos do escalar de curvatura em 4 dimensoes
R. Para obté-lo, vamos contrair a equagao acima com a métrica 4D ¢g*”. Como R =
g R, ficamos com

R =700 + 602 (0" G — 009" s — 99 s + 399 Do) - (5.39)

O terceiro termo dentro dos parénteses pode ser reescrito como §*”¢,,, com o procedimento
desenvolvido na eq. (5.16)). A expressao fica entao

R=2""0¢ — et (6" G + 6" G — V""" Gpv + 29" 0™ G0p 00 - (5.40)

Agora, pela equagao de onda para 1 (eq. (5.36))), podemos substituir (¢ e escrever R

sem derivadas de 1 no espago-tempo:
R=—3e02 (i, + 1000 — U700 00,
3602 (" G+ 5 G — V09 G + 397 i) . (5.41)

O primeiro termo da primeira linha e o primeiro termo da segunda linha sao iguais a
menos do sinal, entao se cancelam. O terceiro termo da primeira linha e o terceiro da
segunda linha também se cancelam. O segundo da primeira e o segundo da segunda linha
somam-se em um s6 termo, e no fim obtemos a expressao

R=35 (6" 005 + (97 905)”) - (5.42)
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Com equagoes para I3, e R em maos, podemos obter uma equagao para o tensor de
Einstein G, = R, — %gu,,R. O resultado é

G :l/J_IVuVﬂ,D
€ . 1. . . ..
3 (g,w — O G — 9 Il + 55 Irp G

1 vy b -
_§guu (g ﬂgaﬂ + (9 Bgaﬁ)2>> . (543)

Vemos surgir um tensor de energia e momento efetivo, originado de derivadas em relagao
a 5% coordenada da métrica 4D, ou de derivadas no espago-tempo 4D do campo escalar v
ligada a componentes da métrica 5D. Levando em conta a constante de proporcionalidade
na eq. de Einstein com matéria , o tensor de energia e momento efetivo T}, é
definido como

81G . VWVl € [ Whw e 1o
7T,u1/ = 2/} + 2¢2 < 17172 7 ) pg)\ugpu + 59 pg/\pg,uzz
1 ~af3 - af - 2
— Y (9 Jap + (9 gaﬁ)) : (5.44)

Vemos que o primeiro termo, envolvendo derivadas de ¥ no espaco-tempo 4D, assemelha-
se a um dos termos do tensor de energia e momento obtido na teoria de Kaluza-Klein
(eq. ) Evidentemente, os termos envolvendo o 4-potencial eletromagnético, que
constituiam o tensor de energia e momento eletromagnético, nao aparecem no tensor
obtido pela teoria de Matéria Induzida, devido a escolha de um sistema de coordenadas
onde g4, = 0, possibilitada pela auséncia da condi¢ao do cilindro. No entanto, vemos
surgir diversos novos termos envolvendo derivadas de g, € ¥ em relagao a 5% coordenada.
Na teoria de Kaluza-Klein esses termos haviam sido desprezados, mas, na auséncia de
compactificagdo, o conteiido de energia e momento descrito por esses termos deve ser
considerado.

Frente ao procedimento de tomar superficies 4-dimensionais de um espago de 5 di-
mensoes sem energia e momento, esse é o tensor de energia e momento resultante em 4
dimensoes: a energia e o momento do espaco-tempo 4D é induzido pela forma da mé-
trica em 5 dimensdes. Trocando o sistema de coordenadas para algum tal que g4, # O,
apareciam termos envolvendo um 4-potencial genérico A, (nao necessariamente eletro-
magnético) na expressao do tensor de energia e momento. No entanto, esse tensor de
energia e momento efetivo pode ser usado para descrever diversas distribui¢goes de maté-
ria e radiagao relevantes, escolhendo a métrica 5-dimensional g4p que resulte no tensor
de energia e momento desejado, junto com a métrica 4-dimensional do modelo almejado.

Um modelo explorado por Wesson é a métrica esfericamente simétrica em 5 dimensoes
[6, p. 34] . Calculando o tensor de energia e momento efetivo, Wesson obtém o tensor
que descreve um fluido perfeito com densidade de energia p e pressao p. O resultado é
separado em 4 tipos diferentes de constituintes: radiagao (p = p/3c), poeira (p = 0),
vacuo (p = —p/c) e matéria rigida (p = p/c). Em especial, quando a condi¢ao do cilindro
é tomada novamente, a radiagao é o tinico constituinte remanescente. O resultado vai ao
encontro da teoria de Kaluza-Klein, onde o tensor de energia e momento efetivo é o do
proprio campo eletromagnético, um campo de radiagao.
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5.3 Interpretacao da 52 coordenada e a geodésica

Uma particula no espaco 5D, assim como na teoria de Kaluza-Klein, tem como velocidade
ut aquela que satisfaz a equacao geodésica

dat .
;f + DA 0B =0, (5.45)

Definindo 8 = d7/d7, u* = dz*/d7r e w = d#*/d7, como antes, temos

2d?? = Adr? + ep?w?dr?, (5.46)
de onde tiramos
2, 2\ —1/2
8= (1 +e¢; ) . (5.47)
Invertendo a equacao, elevando-a ao quadrado, e derivando em relacao a 7, temos
1dg8 2 ( , dw dy
S - - ) 4
g2dr ¢ (wwd7+¢d7w (5.48)

Como no caso de Kaluza-Klein, 4* = fu e 4* = Sw, portanto valem as equacoes (4.100)) e
(4.101)). A prescrigao para encontrar a equagao de movimento de uma particula no espago-
tempo 4D em termos apenas das componentes da conexao é substituir a eq. (4.101]) na

eq. (5.48)), isolar o termo df/dr e inseri-lo na eq. (4.100)).

No entanto, Wesson da a 5% coordenada #* = y uma interpretacao que simplifica a
equacao de movimento, e elucida a natureza do espago-tempo 5D sobre o qual a teoria
é construida. Ao observar, entre outras coisas, que os modelos cosmolégicos podem ser
modelados como hipersuperficies de y = constante, ele conclui que uma boa escolha do
sistema de coordenadas é aquele tal que w = dy/dr = 0.

A essa escolha segue-se o questionamento sobre a que, fisicamente, corresponde a coor-
denada y. Sua interpretacao, observando o carater pelo qual a dimensao extra manifesta-se
na equacao de Einstein — como um tensor de energia e momento —, e tendo em vista que
a massa de repouso de uma particula é constante, é que a coordenada y corresponda
a massa de uma particula localizada em (z#,y). Como outro argumento, Wesson toma
como motivacao o fato de uma métrica que nao dependa de y resulte em um tensor de
energia e momento de radiagao [0, p. 48|.

Tomando y como a massa m de uma particula, normalizando através das constantes
fundamentais G e c:

y= 2 (5.49)

podemos assumir que w = 0, pois tomamos sua massa como constante. Assim, pela eq.
(5.48), temos df3/dr. Portanto, na eq. de movimento (4.100)), restam apenas a derivada
da 4-velocidade, e o termo com um produto de duas componentes da 4-velocidade. A
equacao fica

du?

? + FAW,UJ”UV = O, (550)
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ou seja, se reduz a equacao de movimento usual em 4 dimensoes.

Generalizando, podemos considerar uma massa nao constante, o que nos leva a obter,
a partir da 5% componente da geodésica (eq. (5.45])), uma equagao que rege a variagao da
massa. Com w = (G/c*)dm/dr, a equagdo fica

d d .
ﬁ + ﬁ—fw + 1, gata? = 0. (5.51)

52
A equagao envolve as componentes da conexao (derivadas da métrica 4D e do campo
escalar), componentes da 4-velocidade u*, e a propria 5 componente w da 5-velocidade.
Ou seja, a métrica do espaco-tempo 5D pode também prever uma variacao de massa,
dentro dessa interpretacao da 5% coordenada.

O espaco 5-dimensional da Teoria de Matéria Induzida pode portanto ser chamado de
“espago-tempo-matéria”’, como sugerido por Wesson. A generalidade da teoria passa a per-
mitir que coordenadas de espago-tempo 4-dimensional e quantidades de massa misturem-
se em sistemas de coordenadas arbitrarios. Portanto, para cada métrica 4-dimensional
em conjunto com um tensor de energia e momento que se queira modelar através de uma
métrica b-dimensional, ha um limite de possiveis sistemas de coordenadas sobre os quais
é possivel descrever o modelo.

O ponto levantado por Wesson, de que matéria pode ser descrita em termos geomé-
tricos, ¢ de fato sustentado por sua teoria, ainda que aspectos de covariancia, i.e. troca
geral de coordenadas e suas consequéncia fisicas, ainda merecam ser explorados com de-
talhe. Em suma, a Teoria da Matéria Induzida demonstra que é possivel reformular
a Relatividade Geral de forma a ter como objeto da teoria apenas a métrica de um es-
paco extra-dimensional — contendo toda informacao necesséria —, e nao mais um tensor de
energia e momento separado da métrica do espaco-tempo 4D. Devido a essa possibilidade,
podemos satisfatoriamente interpretar as variaveis dinamicas da fisica, i.e. massa, energia

e momento, como efeitos geométricos de um espago-tempo-matéria mais fundamental.
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Capitulo 6

Conclusoes

A beleza da teoria da Relatividade Geral esta em descrever a gravitacdao, uma forga que
sempre foi um dos pilares do conhecimento fisico, através da geometria, uma das bases do
pensamento analitico. Einstein nao via a geometria simplesmente como mateméatica. Em
sua aula Geometria e Experiéncia na Academia de Ciéncias da Prussia, em 1921, afirmou:

“Geometry thus completed is evidently a natural science; we may in fact regard
it as the most ancient branch of physics. Its affirmations rest essentially on
induction from experience, but not on logical inferences only.”

O objeto sobre o qual Einstein tratou de explorar a geometria é o espago-tempo. Essa
estrutura que surgiu primeiramente da natureza matematica das leis de transformacao
das equagoes de Maxwell, implicou em uma profunda modificagdo na maneira como os
fisicos enxergam o universo — pois teve sua existéncia como uma entidade realmente fisica
continuamente confirmada por experimentos.

A motivacao teorica de estudar um objeto analogo ao espaco-tempo, porém com di-
mensionalidade diferente, surgiu da possibilidade de investigar a fisica que é sugerida no
formalismo da Relatividade Geral. Einstein introduziu um modus operandi para conectar
a fisica e a geometria.

A extensao da Relatividade Geral proposta por Kaluza e revisada por Klein seguiu
os passos de Einstein e propés uma nova unificagao, com o eletromagnetismo. Porém,
a unificacao que a Relatividade Especial havia proporcionado, entre espaco e tempo,
trouxera uma simplificacao as leis da fisica. A teoria de Kaluza-Klein fez pouco mais do
que reproduzir, em um tnico formalismo, resultados ja conhecidos, sem resolver problemas
fisicos em aberto.

A Teoria da Matéria Induzida, no entanto, trouxe mais otimismo aos entusiastas de
uma unificagdo geométrica. O tensor de energia e momento efetivo obtido na teoria
levou-nos a concluir que toda matéria pode ser vista, sim, como propriedade geométrica
do espago: um espaco mais geral do que o espago-tempo da Relatividade Geral.

Em dltima anéalise, somos motivados a pensar que toda a fisica pode ser explicada com
a descricao geométrica de um tinico espaco, do qual apenas parte manifesta-se para nos
como o espago-tempo. Mesmo o tempo e o espago, cujas naturezas sao completamente
distintas nas escalas naturais do ser humano, provaram-se constituintes de uma tnica
estrutura. Se ha a possibilidade matematica da unificacao de outras entidades fisicas com
0 espago-tempo, e observagoes nao virem a descartar essa formulacao tnica, ela pode
ser considerada — e deve, se a unificagao trouxer simplificagao de modelos e praticidade
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matemaética. Teorias desenvolvidas com a visao puramente geométrica das quantidades
fisicas podem trazer nova luz & compreensao da natureza do espago-tempo.
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