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participar dos eventos de geometria e das diversas atividades.
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Resumo

Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana N. Denote
por N (M) o fibrado vetorial (sobre M) das seções do fibrado normal de M e
por E (M) o fibrado vetorial das seções do fibrado vetorial de endomorfismos
de TM munido com a métrica de Hilbert-Schimdt. Seja B : N (M) →
E (M) o homomorfismo entre fibrados B(η) = Sη, onde Sη é a segunda forma
fundamental de M determinada por η ∈ N (M). Seja B∗ : E (M) → N (M)
o homomorfismo entre fibrados definido pontualmente como a adjunta de
B. Além disso, consideremos o homomorfismo de fibrados normal de Ricci,
Ric⊥M : N (M)→ N (M) definido, em cada fibra, como o seguinte traço: Para
η1, η2 ∈ T⊥p M,

〈Ric⊥M(η1)(p), η2〉 := tr ((X, Y ) ∈ TpM × TpM 7→ 〈R(η1, X)η2, Y 〉 ∈ R) .

Como resultados principais da tese apresentamos classes de variedades Rie-
mannianas N e M (como espaços simétricos N e subvariedades M com
vetor curvatura média paralelo) às quais associamos a cada seção normal
η paralela de M uma aplicação de Gauss γη : M → Sm e mostramos
que η é um autovetor paralelo do homomorfismo autoadjunto entre fibra-
dos B∗B+ Ric⊥M : N (M)→ N (M) se e somente se γη é harmônica, onde Sm
é a esfera Euclidiana da dimensão apropriada.

Palavras-chave: Laplaciano, aplicações de Gauss, autoaplicações do Lapla-
ciano, subvariedades isoparamétricas, subvariedades mı́nimas, subvariedades
com vetor curvatura média, ações polares.
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Abstract

LetM be a submanifold of a Riemannian manifoldN.Denote byN (M)
the vector bundle (over M) of sections of the normal bundle of M and by
E (M) the vector bundle of sections of the vector bundle of endomorphisms of
TM equipped with the Hilbert-Schimdt metric. Let B : N (M)→ E(M) be
the bundle homomorphism B(η) = Sη, where Sη is the second fundamental
form of M determined by η ∈ N (M). Let B∗ : E (M) → N (M) be the
bundle homomorphism defined as the fiber-wise adjoint map of B. Also,
consider the normal Ricci bundle homomorphism Ric⊥M : N (M) → N (M)
defined, at each fiber, as the following trace: For η1, η2 ∈ T⊥p M〈

Ric⊥M(η1)(p), η2

〉
= tr ((X, Y ) ∈ TpM × TpM 7→ 〈R(η1, X)η2, Y 〉 ∈ R) .

As main results of this thesis we present classes of Riemannian manifolds
N and M (as symmetric spaces N and submanifolds M with parallel mean
curvature vector) in which one associates to each unit parallel normal section
η of M a Gauss map γη : M → Sm and it holds that η is an eigenvector of
the self-adjoint bundle homomorphism B∗B+Ric⊥M : N (M)→ N (M) if and
only if γη is harmonic, Sm being a unit Euclidean sphere of some appropriate
dimension m.

Keywords: Laplacian, Gauss maps, eigenmaps of the Laplacian, isopara-
metric submanifolds, minimal submanifolds, submanifolds with parallel mean
curvature vector, polar actions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A aplicação de Gauss de hipersuperf́ıcies e subvariedades de variedades

Riemannianas é um tópico fundamental de estudo em geometria diferen-

cial. Existe uma ampla variedade de literatura estendendo e estudando, por

diferentes pontos de vista, a aplicação de Gauss de superf́ıcies do espaço Eu-

clidiano a subvariedades de dimensão e codimensão arbitraria e em espaços

ambientes muito mais gerais. Citamos aqui uma pequena fração do universo

de estudos envolvendo este tópico: [5], [6], [7], [8], [10], [12], [15], [19], [23],

[24], [25], [31], [32], [35], [36], [41], [43].

Outro campo de estudo muito fértil que tem um papel fundamental na

atualidade é o das aplicações harmônicas. Recordemos que a energia de uma

aplicação φ : M → N entre as variedades Riemannianas M e N em um

domı́nio Ω de M está determinada por

EΩ(φ) =
1

2

∫
Ω

‖dφ‖2dM.

Assim sendo, a aplicação φ é dita harmônica se e somente se é um ponto

cŕıtico da energia. Para teoria básica e um panorama atual referente a este

assunto ver o “survey” de F. Hélein e J. Wood [29] e alguns artigos e livros

representativos [20], [21], [22], [27], [28], [46].

Historicamente, as propriedades das aplicações harmônicas têm fornecido

notáveis ferramentas e conexões entre análise e geometria diferencial. Sem

dúvida, um ponto fundamental na historia destas relações é devida a E. Ruh

e J. Vilms. Eles provam em [43] que o campo de tensões da aplicação de
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Gauss generalizada (clássica)

G : M → G(n,m),

de uma subvariedade imersa M, de dimensão n, no espaço Euclidiano Rm

pode ser identificada com a derivada covariante do vetor curvatura média
−→
H

de M no Rm. Em vista disto eles obtêm que a aplicação de Gauss G de M é

harmônica se e somente se o vetor curvatura média
−→
H é paralelo.

A harmonicidade da aplicação de Gauss também está naturalmente re-

lacionada com resultados sobre a imagem da aplicação de Gauss. Tal é o

caso do celebrado Teorema 1.1, enunciado abaixo, devido a D. Hoffman, R.

Osserman e R. Schoen [33]. No mesmo artigo, eles estendem (HOS) para su-

perf́ıcies em R4 usando a harmonicidade das projeções da aplicação de Gauss

em S2
1 × S2

2.

Teorema 1.1. (HOS) Seja S uma superf́ıcie orientada e completa de cur-

vatura média constante em R3. Se a imagem da aplicação de Gauss de S

está contida em algum hemisfério aberto, então S é o plano. Se a imagem

da aplicação de Gauss de S está contida em algum hemisfério, então S é o

plano ou o cilindro circular reto.

Diversos autores têm obtido versões do Teorema de Ruh-Vilms e resulta-

dos sobre a imagem de aplicações de Gauss por translação para hipersuper-

ficies em certos espaços ambiente [36], [19], [6], [23], [41] e [8]. A finalidade

deste trabalho é generalizar a codimensão de alguns resultados desses tra-

balhos e desta forma mostrar v́ınculos essenciais entre subvariedades com

vetor curvatura média paralelo e harmonicidade de aplicações de Gauss em

codimensão arbitraria, em certos espaços ambiente.

Para este propósito é essencial definir o endomorfismo autoadjunto B∗B,

do fibrado das seções do fibrado normal T⊥M, determinado pela segunda

forma fundamental de uma variedade M isometricamente imersa em uma

variedade Riemanniana N. Nesse sentido, consideremos o fibrado dos endo-

morfismos lineares

End(M) := {(p, T ) | T é um endomorfismo linear de TpM},
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com a métrica de Hilbert-Schmidt.

Deste modo, denotando por E(M) o conjunto das seções de End(M) e

por N (M) o conjunto das seções de T⊥M, definimos o homomorfismo de

fibrados B : N (M) → E(M) que associa a cada seção normal η do fibrado

normal a segunda forma fundamental de M na direção de η, isto é, se η é uma

seção do T⊥M então B(η) = Sη. Ademais podemos definir o homomorfismo

entre fibrados

B∗ : E(M)→ N (M)

adjunto a B pela relação

〈B(η), T 〉 = 〈η,B∗(T )〉.

Diremos que uma seção η do fibrado normal T⊥M de M é um autovetor

do endomorfismo autoadjunto B∗B se B∗B(η) = λη, para alguma função

λ : M → R.

Os autovetores paralelos de B∗B são de vital importância neste trabalho

pois em diversos ambientes as aplicações de Gauss por translação associadas

a estes autovetores são harmônicas. Além disso, se os autovalores associados

são constantes então estes autovetores são pontos cŕıticos do funcional

F : N (M)→ R

definido em um domı́nio Ω de M por

F (ν) =

∫
Ω
‖∇ν‖2dM∫

Ω
‖ν‖2dM

, (1.1)

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de N . Mais geralmente, se o autovalor

associado a um autovetor paralelo é não constante então este é um ponto

cŕıtico de F entre as seções em N (M) com norma 1.

Neste trabalho mostramos é possivel diagonalizar B∗B por vetores pa-

ralelos com autovalores constantes em órbitas principais de ações polares.

Antes de enunciar esse resultado recordamos a definição de ação polar. Para

referências de ações polares, ver [3].

Definição 1.2. Uma ação isométrica de um grupo de Lie compacto G sobre

10



uma variedade Riemanniana completa M é dita uma ação polar se existe uma

subvariedade imersa, completa e conexa Σ, chamada seção, que intersecta

todas as órbitas da ação e a interseção de Σ com as órbitas é ortogonal.

Teorema 1.3. Seja µ : G × N → N uma ação polar sobre uma variedade

Riemanniana N. Então o endomorfismo autoadjunto B∗B das órbitas prin-

cipais G(x) é diagonalizável por campos de vetores paralelos com autovalores

constantes.

Tendo definido o operador B∗B e seguindo o recentre trabalho [8], asso-

ciamos a cada campo de vetores unitário η normal a uma subvariedade M

de S7 uma aplicação de Gauss octoniana,

γη(x) = x−1 · η(x).

Desta forma, caracterizamos as aplicações de Gauss octonianas harmônicas

associadas a campos de vetores normais paralelos e que são múltiplos do vetor

curvatura média (ver Teorema 1.1 de [7] para o caso subvariedades mı́nimas)

como autovetores do endomorfismo B∗B. Precisamente,

Teorema 1.4. Seja M uma subvariedade com vetor curvatura média nor-

malizado paralelo de codimensão 1 ≤ k ≤ 5 de S7 e seja η ∈ N (M) uma

seção normal unitária paralela de M tal que
−→
H = hη. Então, as seguintes

afirmações são equivalentes:

i) γη : M → S6 ⊂ T1S7 satisfaz

∆γη = −
(
7− k + ‖Sη‖2) γη;

ii) η é um autovetor do endomorfismo autoadjunto B∗B com autovalor

‖Sη‖2 ;

iii) γη : M → S6 é uma aplicação harmônica;

iv) η é um ponto cŕıtico de F : N (M) → R restrito ao subfibrado das

seções unitárias do fibrado normal, onde F é definido por (1.1).

Como consequência do teorema anterior, obtemos uma versão do Teo-

rema Ruh-Vilms para hipersuperficies orientáveis das esferas Sk, com k =

11



3, 4, 5, 6, 7, estendendo desta forma os trabalhos [36] e [8] onde k = 3 e

k = 7, respectivamente.

Outra aplicação relevante que obtemos do Teorema 1.4 é a construção

de autoaplicações do Laplaciano em subvariedades isoparamétricas mı́nimas

de S7, Teorema 1.5 enunciado abaixo. Recordamos que uma subvariedade

dos espaços simplesmente conexos com curvatura seccional constante é dita

isoparamétrica se tem fibrado normal flat e as curvaturas principais ao longo

de campos normais paralelos são constantes.

Na atualidade as subvariedades isoparamétricas são um campo de pes-

quisa muito ativo, com estudos, problemas e muitas conjeturas ainda por ser

resolvidas. Para um panorama global com que é tratado este assunto ver

[14].

Um caso especial de aplicações harmônicas acontece quando o contra-

domı́nio é a esfera Euclidiana Sn, isto é, φ : M → Sn é harmônica se e

somente se ∆(φ) = λφ, onde ∆ é o Laplaciano de Rn+1 e λ uma função

definida sobre M. Quando λ é uma função constante então φ é dita uma

autoaplicação do Laplaciano, ver por exemplo [20], [21], [22].

Teorema 1.5. Seja M uma subvariedade isoparamétrica compacta e mı́nima

da esfera S7 com codimensão 1 ≤ k ≤ 5. Então o endomorfismo autoadjunto

B∗B tem autovalores σ1 ≤ · · · ≤ σk constantes não negativos e os autoveto-

res η1, · · · , ηk formam uma base ortonormal paralela de N (M), tais que γηj
é uma autoaplicação do Laplaciano de M com autovalores 7− k+ σj, isto é,

∆γηj = − (7− k + σj) γηj . Mais ainda, σj = ‖Sηj‖2, 1 ≤ j ≤ k. Particular-

mente, para qualquer e ∈ T1S7 dado, as funções
〈
γηj , e

〉
são autofunções do

Laplaciano de M com autovalor 7− k + σj, 1 ≤ j ≤ k.

Uma consequência em relação a imagem das aplicações de Gauss obtidas

neste trabalho é o Corolário 4.12, onde se mostra que se M é uma hipersu-

perficie compacta e orientável com curvatura média constante de uma esfera

totalmente geodésica Sk de S7, com k = 3, 4, 5, 6, 7, então a imagem da

aplicação de Gauss não está contida em hemisfério aberto de S6.

Em contraste as consequências obtidas considerando a imagem das apli-

cações de Gauss de subvariedades em hemisférios fechados são diferentes

das de hemisférios abertos. Dada a extensão das definições e terminologia

12



do resultado referimos o leitor diretamente ao Capitulo 4, Teorema 4.13.

Constando que este resultado estende o Teorema 10 de [8], no caso mı́nimo.

Por outro lado, em espaços homogêneos e espaços simétricos seguindo

as construções de [6] e [41], escrevemos os espaços simétricos na forma G/K,
onde G é um grupo de Lie com uma métrica pseudo Riemanniana bi-invariante

e K um subgrupo de Lie fechado de G de modo que a métrica é tal que a

projeção π : G → G/K é uma submersão pseudo Riemanniana, e associa-

mos a cada uma seção normal unitária η de uma subvariedade M de G/K a

aplicação de Gauss

γη : M → Sn+k+r−1 ⊂ g

p 7→ Γp(η(p)),

onde g é a álgebra de Lie de G com dimensão n+ k + r e Γp(η(p)) denota a

translação à origem do levantamento de η(p) na fibra π−1(p).

Neste contexto é necessario definir o endomorfismo autoadjunto de Ricci

normal em uma subvariedade M de uma variedade N como segue:

Sejam v1, v2 ∈ TpN, escrevemos RicM(v1, v2)(p) para denotar o traço da

forma bilinear simétrica

(x, y) ∈ TpM × TpM 7→ 〈R(v1, x)v2, y〉 ∈ R,

sobre o espaço tangente TpM, onde R o tensor de curvatura de N. Assim o

endomorfismo autoadjunto de Ricci normal do fibrado T⊥M,

Ric⊥M : N (M)→ N (M)

está determinado pela relação

RicM(η1, η2) = 〈Ric⊥M(η1), η2〉,

para η1 e η2 seções de T⊥M.

Tendo definido RicM é posśıvel fazer o cálculo do Laplaciano de uma

aplicação de Gauss γη e obter como consequência o Corolário 1.6 que carac-

teriza as subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo dos
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espaços simétricos.

Recordemos que uma subvariedade immersa isometricamente em uma

variedade Riemanniana tem vetor curvatura média normalizado paralelo se

localmente existe um vetor unitário e paralelo, na conexão normal de M ,

η tal que
−→
H = hη, onde h é alguma função definida localmente sobre a

subvariedade. Pelo que sabemos este conceito foi primeiramente definido

por chen [11] e claramente é uma extensão do conceito de variedades com

vetor curvatura média paralelo. Note por exemplo, que toda hipersuperf́ıcie

orientável tem vetor curvatura média normalizado paralelo. Adicionalmente,

se uma subvariedade tem vetor curvatura média paralelo não nulo então a

subvariedade tem vetor curvatura média normalizado paralelo.

Corolário 1.6. Seja M uma subvariedade imersa de dimensão n de um

espaço simétrico G/K de dimensão n + r. Se M tem vetor curvatura média

normalizado e
−→
H = hη com η definido globalmente então a aplicação de

Gauss γη satisfaz

∆(γη) = −Γ
(
ngradM‖

−→
H‖+B∗B(η) + Ric⊥M(η)

)
.

Em particular, se
−→
H 6= 0, M é uma subvariedade com vetor curvatura média

paralelo não nulo se e somente se o Laplaciano da aplicação de Gauss dada

pela translação de η =
−→
H

‖
−→
H‖

satisfaz

∆(γη) = −Γ
(
B∗B(η) + Ric⊥M(η)

)
.

Um resultado análogo do Teorema 1.4 é obtido em espaços simétricos, Co-

rolário 4.19, do qual decorre, como caso especial, que o fenómeno encontrado

no Teorema 1.5 também acontece em qualquer esfera Sn.

Teorema 1.7. Se M é uma subvariedade isoparamétrica compacta e mı́nima

da esfera Sn = O(n + 1)/O(n), de dimensão k < n. Então, existe uma base

ortonormal {η1, · · · , ηn−k} paralela do fibrado normal de M tal que as res-

pectivas aplicações de Gauss por translação γη1 , · · · , γηn−k
: M → Sq ⊂ o(n)

são autoaplicações do Laplaciano, onde o(n) é a álgebra de Lie do grupo

ortogonal de isometrias de Rn+1 e q = dim(o(n))− 1.

Antes de descrever a organização do trabalho queremos dar a relevância
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ao Lema 1.8, pois este é a base fundamental para o desenvolvimento de toda

a teoria e resultados apresentados no trabalho.

Lema 1.8. Sejam M uma subvariedade de dimensão n isometricamente

imersa em uma variedade Riemannianan N de dimensão m, V um campo

de Killing de M e η um campo normal unitário de M. Seja

f : M → R

a função definida por

f(q) = 〈η, V 〉(q), q ∈M.

Então f satisfaz a seguinte identidade

∆(f) = 〈(div(∇η))⊥ , V 〉 − 〈Ric⊥M(η), V 〉 − n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉

+n〈
−→
H, [V, η]〉+ 2〈∇η,∇V 〉 − 2〈∇⊥η,∇V >〉

,

onde 〈∇η,∇V 〉 e 〈∇⊥η,∇V >〉 denotam denotam respectivamente os traços

das formas bilineares, para cada p ∈M,

X, Y ∈ TpM × TpM 7→ 〈∇Xη,∇Y V 〉,

e

X, Y ∈ TpM × TpM 7→ 〈∇⊥Xη,∇Y V
>〉.

O lema 1.8 estende para codimensão qualquer a formula do Laplaciano,

descoberta por S. Fornari e J. Ripoll [26], da função f = 〈η, V 〉 definida sobre

uma hipersuperf́ıcie orientada M de uma variedade Riemanniana N , onde η

é um vetor unitário normal a M e V é um campo de Killing de N, isto é,

∆(f) = −n〈gradH, V 〉 − (Ric(η) + ‖B‖2)f.

Por sua vez, os resultados de [26] são baseados nesta formula. Vale a pena

mencionar que muitos dos resultados referentes à aplicação de Gauss (por

translação) dos artigos acima mencionados podem ser mais facilmente obtidos

usando esta fórmula.

Para finalizar esta introdução descreveremos brevemente a organização
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do trabalho.

Usamos o caṕıtulo 2 de preliminares para fixar notações e algumas de-

finições que serão usadas ao longo texto.

No caṕıtulo 3 nos centramos fundamentalmente no rough Laplaciano

div(∇η) de uma seção normal η qualquer de uma subvariedade M. O re-

sultado primário deste caṕıtulo é o Lema 1.8.

O caṕıtulo 4 tem como eixo central as aplicações definidas por campos

normais, as quais chamaremos em geral de aplicações de Gauss. Mostramos

boas propriedades das aplicações de Gauss em subvariedades isoparamétricas,

subvariedades mı́nimas, com vetor curvatura média paralelo, vetor curvatura

média normalizado paralelo e órbitas de ações polares em espaços simétricos.

Esse caṕıtulo está separado nas três seções 4.1, 4.2 e 4.3, referentes ao espaço

euclidiano, a esfera S7 com a estrutura dos octônios e aos espaços simétricos,

respectivamente.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

A finalidade deste caṕıtulo é fixar algumas notações e definições básicas que

serão usadas ao longo do texto.

Todas as variedades no texto são consideradas conexas. Seja N uma varie-

dade Riemanniana com métrica 〈·, ·〉. O fibrado tangente de N será denotado

por TN, além disso, os conjuntos dos campos de vetores C∞ tangentes a N

e das funções C∞ são indicados por X(N) e C∞(N), respectivamente.

Seja M uma subvariedade imersa isometricamente em uma variedade Rie-

manniana N . A menos que declaremos o contrário, ao longo do trabalho

denotaremos a conexão Riemanniana de N por ∇.

Usaremos N (M) para indicar o conjunto das seções do fibrado normal

de M em N. Seja um campo de vetores normal η ∈ N (M). O operador de

forma Sη : TpM → TpM em direção de η está definido por

〈B(X, Y ), η〉 = 〈Sη(X), Y 〉,

onde B é a segunda forma fundamental da imersão e X, Y ∈ TpM.

Consideremos o fibrado dos endomorfismos lineares

End(M) := {(p, T ) | T é um endomorfismo linear de TpM},

com a métrica natural de Hilbert-Schmidt, ou seja, se T1, T2 ∈ End(M)p
então

〈T1, T2〉 =
∑
i

〈T1(Ei), T2(Ei)〉,
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onde {E1, · · · , En} é uma base ortonormal do TpM. Denotando por E(M) o

conjunto das seções de End(M), temos o homomorfismo de fibrados

B : N (M)→ E(M)

que associa a cada seção normal η do fibrado normal a segunda forma fun-

damental de M na direção de η, isto é, se η é uma seção do T⊥M então

B(η) = Sη. Ademais podemos definir o homomorfismo entre fibrados

B∗ : E(M)→ N (M)

adjunto a B pela relação

〈B(η), T 〉 = 〈η,B∗(T )〉.

Segue pela definição que o endomorfismo de fibrados B∗B : N (M)→ N (M)

é autoadjunto. Diremos que uma seção η do fibrado normal T⊥M de M é um

autovetor do endomorfismo autoadjunto B∗B se B∗B(η) = λη, para alguma

função λ : M → R.

Inclúımos aqui também a definição da norma da segunda forma funda-

mental B dada por

‖B‖2 =
∑
i,j

‖B(Ei, Ej)‖2,

onde {E1, · · · , En} é um referencial ortonormal de uma vizinhança de M .

Complementarmente, recordamos que os tensores de curvatura R e R⊥

estão definidos por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

R⊥(X, Y )η = ∇⊥Y∇⊥Xη −∇⊥X∇⊥Y η +∇⊥[X,Y ]η,

para X, Y, Z campos de vetores de M, η campo normal de M e ∇⊥ a conexão

normal de M em N.

Sejam v1, v2 ∈ TpN, escrevemos RicM(v1, v2)(p) para denotar o traço da

forma bilinear simétrica

(x, y) ∈ TpM × TpM 7→ 〈R(v1, x)v2, y〉 ∈ R,
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sobre o espaço tangente TpM. Assim o endomorfismo autoadjunto de Ricci

normal do fibrado T⊥M,

Ric⊥M : N (M)→ N (M)

está determinado pela relação

RicM(η1, η2) = 〈Ric⊥M(η1), η2〉,

para η1 e η2 seções de T⊥M. Diremos que o endomorfismo de Ricci normal é

ortogonal se v1, v2 ∈ T⊥p M são vetores ortogonais então RicM(v1, v2) = 0.

Apresentamos para finalizar esta primeira parte de terminologia básica

definimos o rough Laplaciano e a Proposição 2.1 que será usada em vários

momentos nos caṕıtulos posteriores.

Consideremos o fibrado F : TN → M, dado pela imersão de M em N.

Denotaremos o conjunto das seções deste fibrado por Γ(F ) e definimos o

operador rough Laplaciano div(∇(·)) : Γ(TN) → Γ(TN) do fibrado F no

aberto U ⊆M por

div(∇(ζ)) =
n∑
i=1

(∇Ei
∇Ei

ζ −∇∇>Ei
Ei
ζ),

onde {E1, · · · , En} é um referencial ortonormal em U .

Proposição 2.1. Sejam M ⊂ T ⊂ N onde T é uma subvariedade totalmente

umb́ılica da variedade Riemanniana N e M uma hipersuperf́ıcie de T.

i) Seja η um campo de vetores unitário normal a M em T. Então, o campo

η é paralelo no fibrado normal de M em N.

ii) Seja ζ um campo normal a T em N que é paralelo na conexão normal

de T . então a restrição de ζ a M é um campo normal a M em N que

é paralelo na conexão normal de M em N .

Demonstração. Primeiramente, demonstramos o item i).

i) Denotemos por ∇,∇ e ∇ as conexões de N, T e M respectivamente.
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Trivialmente, para todo campo de vetores tangente X de M

〈∇
⊥
Xη, η〉 = 0,

onde ∇
⊥

é a conexão normal de M em N, para qualquer campo normal

paralelo ζ de T, assim

〈∇
⊥
Xη, ζ〉 = −〈η,∇

⊥
Xζ〉 = 〈η, Sζ(X)〉

= 〈B(X, η), ζ〉
= 0,

onde B é a segunda forma fundamental de T em N e B(ζ) = Sζ . Ou

seja, η é paralelo em N.

A demonstração de item ii) segue diretamente.

Trataremos agora a terminologia básica de aplicações harmônicas. Sejam

(Mn, 〈·, ·〉M) e (Nm, 〈·, ·〉N) variedades Riemannianas. Definimos a energia

da aplicação φ : M → N em um domı́nio diferenciável Ω de M como

E(φ) =
1

2

∫
Ω

‖dφ‖2dM,

onde ‖dφ‖ denota a norma Hilbert-Schmidt da diferencial dφ. Dizemos que

φ é uma aplicação harmônica se é um ponto cŕıtico do funcional definido

pela energia, ou equivalententemente, se o campo de tensões τ(φ) de φ é

identicamente nulo. A seguir definimos o campo de tensões de φ.

Denotamos o fibrado vetorial de M induzido pela aplicação φ por

φ−1TN = {(p, v) | p ∈M, v ∈ Tφ(p)N}

e lembramos que a conexão Riemanniana ∇̃ (com a métrica usual) de φ−1TN

é dada por

(∇̃Xv)(p) =
Dv

dt

∣∣∣∣
t=0

,
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onde X ∈ X(M), v seção de φ−1TN , γ é curva integral de X passando por p

em t = 0 e D
dt

é a derivada covariante de N ao longo de φ ◦ γ.

Dado Y ∈ X(M) denotamos por φ∗Y a seção definida por (φ∗Y )(p) =

dφpY (p) de φ−1TN . Assim, o campo de tensões τ(φ) de φ em um aberto U

de M é

τ(φ) =
n∑
i=1

(
∇̃eiφ∗ei − φ∗ (∇eiei)

)
,

onde {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal de U e ∇ é a conexão de M.

Para finalizar este caṕıtulo de preliminares na proposição a seguir enun-

ciamos o cálculo do campo de tensões da composição de aplicações.

Proposição 2.2 (Exemplos 2.2.7, 2.2.8 e 2.2.9 de [29]). Sejam M , N e P

variedades Riemanniananas e ϕ : M → N , φ : N → P aplicações tais que φ

é imersão isométrica. Então,

τ(φ ◦ ϕ)(p) =
n∑
i=1

Bϕ(p)(ϕ∗ei, ϕ∗ei) + dφϕ(p)τ(ϕ),

onde Bϕ(p) é a segunda forma fundamental da imersão φ e {e1, · · · , en} é

um referencial ortonormal de uma vizinhança de p ∈M.

Note que como consequência imediata desta proposição temos que o

campo de tensões de uma aplicação φ : M → Sn é dado por

τ(φ) = ∆(φ)− 〈∆(φ), φ〉φ.

21



Caṕıtulo 3

Laplaciano e campos de Killing

O objetivo principal desta seção é estudar o rough Laplaciano div(∇η), defi-

nido no caṕıtulo anterior, para qualquer seção normal η de M. Em virtude da

importância na teoria desenvolvida ao longo do texto, consideramos que o re-

sultado central deste caṕıtulo é o cálculo do Laplaciano da função f = 〈η, V 〉,
onde V é um campo de Killing.

3.1 Rough Laplaciano

Por razões que ficarão claras nesta seção, ao longo da tese centraremos

nossa atenção nas seções normais paralelas à subvariedade M. No resultado

a seguir calculamos a parte tangente do rough Laplaciano div(∇η).

Proposição 3.1. Seja M uma variedade isometricamente imersa em uma

variedade N e η ∈ N (M), então todo campo X ∈ X(M) satisfaz:

〈div(∇η), X〉 = RicM(η,X)−n〈grad〈
−→
H, η〉, X〉+n〈

−→
H,∇Xη〉+2〈∇X,∇⊥η〉,

onde 〈∇X,∇⊥η〉 = tr((X1, X2) ∈ TM × TM 7→ 〈∇X1X,∇⊥X2
η〉).

Demonstração. Dado p ∈ M, tome {E1, · · · , En} um referencial geodésico

de M em p. Então, sabemos que,

div(∇η) =
n∑
i=1

∇Ei
∇Ei

η.
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Observamos agora que em p temos as seguintes igualdades [Ei, Ej](p) = 0

〈∇Ei
[Ei, Ej], η〉 = 〈[Ei, [Ei, Ej]], η〉 = 0, e ao longo de M, 〈Ej, η〉 = 0. Assim,

para cada j ∈ {1, · · · , n} temos em p que

〈div(∇η), Ej〉 = −
n∑
i=1

(〈∇Ei
∇Ei

Ej, η〉+ 2〈∇Ei
Ej,∇Ei

η〉)

= −
n∑
i=1

(
〈∇Ei

[Ei, Ej], η〉+ 〈∇Ei
∇Ej

Ei, η〉+ 2〈∇Ei
Ej,∇⊥Ei

η〉
)

= −
n∑
i=1

(
〈∇Ei

∇Ej
Ei, η〉

)
− 2〈∇Ej,∇⊥η〉

=
n∑
i=1

(
〈R(Ei, Ej)Ei, η〉 − 〈∇Ej

∇Ei
Ei, η〉

)
− 2〈∇Ej,∇⊥η〉

=
n∑
i=1

(
〈R(Ei, Ej)Ei, η〉 − Ej〈∇Ei

Ei, η〉+ 〈∇Ei
Ei,∇Ej

η〉
)

−2〈∇Ej,∇⊥η〉
= RicM(η, Ej)− n〈gradM〈

−→
H, η〉, Ej〉+ n〈

−→
H,∇Ej

η〉
−2〈∇Ej,∇⊥η〉.

portanto, escrevendo X = x1E1 + · · ·+ xnEn e observando que p é qualquer,

podemos concluir

〈div(∇η), X〉 = RicM(η,X)−n〈gradM〈
−→
H, η〉, X〉+n〈

−→
H,∇Xη〉+2〈∇X,∇⊥η〉.

Corolário 3.2. Seja M uma subvariedade totalmente geodésica de dimensão

n de uma variedade Riemanniana N. Então a parte tangente do rough La-

placiano de um campo normal η está dada por

(div∇η)>(p) = RicM(η,X1)(p)X1(p) + · · ·+ RicM(η,Xn)(p)Xn(p),

onde X1, · · · , Xn é uma base ortonormal do espaço tangente TpM.

Claramente, do Corolário 3.2, segue que se M é uma subvariedade total-

mente geodésica de um espaço simplesmente conexo com curvatura seccional
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constante, a saber, a esfera Sn, o hiperbólico real Hn ou o espaço Euclidiano

Rn e η é um campo normal de M então div(∇η) = (div(∇η))⊥.

Corolário 3.3. Seja M uma variedade de dimensão n isometricamente imer-

sa em uma variedade Riemanniana N e η uma seção normal paralela de M.

Então, a seguinte identidade é satisfeita:

〈div(∇η), X〉 = RicM(η,X)− n〈gradM〈
−→
H, η〉, X〉,

para todo X ∈ X(M). Particularmente, se M é uma hipersuperf́ıcie orientá-

vel de N e η uma seção normal unitária então

〈div(∇η), X〉 = Ric(η,X)− n〈gradM(H), X〉,

onde H é a curvatura média de M e Ric(·, ·) denota o tensor de Ricci usual

de N.

Caso M seja uma hipersuperf́ıcie orientável de uma variedade Riemannia-

na N então trivialmente temos que a parte normal de div(∇η) é um múltiplo

do campo η. Contudo este fato, para subvariedades de codimensão qualquer,

é uma condição forte.

Notemos que 〈div(∇η), η〉 = −‖∇η‖2, assim, procuramos soluções da

equação diferencial parcial

(div(∇η))⊥ = −‖∇η‖2η,

ou equivalentemente,

(div(∇η))⊥ = −(‖B∗B(η)‖2 + ‖∇⊥η‖2)η.

Tendo calculado a parte tangente de div(∇η), motivados pelo fato que no

espaço Euclidiano

div(∇η) = ∆(η)

onde ∆ é o Laplaciano das coordenadas de η e sabendo que, Proposição 2.2, η

é harmônica se ∆(η) = λη, gostaŕıamos de dissertar brevemente sobre o fato

que (div(∇η))⊥ seja um múltiplo de η. Pontualmente, mostraremos que os

pontos cŕıticos da energia por variações de norma 1, equação (3.1), no espaço
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de Sobolev H1(N (M)), são solução fraca da equação diferencial parcial

(div(∇η))⊥ = −‖∇η‖2η.

Precisamente, se M for uma subvariedade orientável compacta de uma va-

riedade Riemanniana N. Uma função f ∈ L1(M) é fracamente diferenciável

com respeito a X ∈ X(M) se existe g ∈ L1(M) tal que∫
M

gφdM = −
∫
M

f{X(φ) + φdiv(X)}dM,

para todo φ ∈ C∞(M), e usamos a notação X(f) = g. Dizemos que f é

fracamente diferenciável se X(f) existe para todo X ∈ X(M). O espaço de

Sobolev W 1,2(M) de M é o espaço de funções fracamente diferenciaveis f

tais que f 2, X(f)2 ∈ L1(M), para todo X ∈ X(M). O espaço de Sobolev

W 1,2(N (M)) de N (M) é o espaço dos campos normais η de M tais que a

função 〈η, Z〉 ∈ W 1,2(M), para todo Z ∈ X(M).

Podemos estender a conexão Riemanniana ∇ de N atuando em N (M) a

uma conexão Riemanniana fraca ∇ atuando em W 1,2(N (M)), isto é,

〈∇Y η, Z〉 = Y 〈η, Z〉 − 〈η,∇YZ〉,

para todo Z ∈ X(N) e todo Y ∈ X(M). O espaço de Sobolev W 1,2(N (M))

tem uma estrutura de espaço de Hilbert com o produto interno a seguir: Para

η, ν ∈ W 1,2(N (M)),

〈η, ν〉 =

∫
M

〈η, ν〉+

∫
M

〈∇η,∇ν〉.

Seja ν ∈ W 1,2(N (M)) e consideremos o seguinte funcional em um dominio

Ω de M definido por

F (ν) =

∫
Ω
‖∇ν‖2dM∫
Ω
‖ν‖dM

. (3.1)

Definamos o espaço

H1(N (M)) = {ν ∈ N (M) | ‖ν‖ = 1 q.t.p}
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e seja η um ponto cŕıtico de F |H1(N (M)). Para qualquer N ∈ N (M) conside-

ramos a variação ηN(t) = η+tN
‖η+tN‖ de η. Assim podemos considerar F como

F (t) := F (ηN(t)) =

∫
Ω

‖ηN(t)‖2.

Ou seja,

F (t)=

∫
M

(
‖∇ η

‖η + tN‖
‖2 + 2t〈∇ η

‖η + tN‖
,∇ N

‖η + tN‖
〉+ t2‖∇ N

‖η + tN‖
‖2

)
dM.

Derivando e avaliando em t = 0, segue que η satisfaz que F ′(0) = 0 se e

somente se ∫
M

〈∇η,∇N〉dM =

∫
M

‖∇η‖2〈η,N〉dM.

Esta equação quer dizer que η é uma solução fraca do problema inicial. Even-

tualmente, se η ∈ N (M), segue do teorema do divergente que∫
M

〈div(∇η), N〉 = −
∫
M

〈∇η,∇N〉

e consequentemente, a seção η satisfaz a equação

(div(∇η))⊥ = −‖∇η‖2η.

A existência de um minimizante η do funcional F só pode ser garantida

em espaços de Sobolev. Foge do propósito deste trabalho uma abordagem de

teoria da regularidade.

A discussão acima revela outra motivação para encontrar autovetores

paralelos do endomorfismo autoadjunto B∗B, em virtude que estes são pontos

cŕıticos do funcional F por variações de norma 1. É importante destacar que

se as variações não são restritas às de norma 1, então os pontos cŕıticos do

funcional que campos são paralelos são autovetores de B∗B com autovalores

constantes. Referenciamos [44] e as referências contidas neste artigo. Nas

seções e caṕıtulos posteriores estudaremos em geral problemas quando η é

uma seção paralela.

Por outro lado, J. Eschenburg mostrou em [18] que se V é um campo de
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Killing de uma variedade Riemanniana N então∇2
A,BV +R(V,A)B = 0, onde

A,B são vetores de N e ∇2
A,BV é a segunda derivada covariante do fibrado

TN → N, isto é, ∇2
A,BV := ∇A∇BV −∇∇ABV. No Lema a seguir mostramos

que o rough Laplaciano do fibrado TN → M sastisfaz uma propriedade

semelhante à provada por Eschenburg.

Lema 3.4. Seja M uma variedade isometricamente imersa em uma varie-

dade Riemanniana N e V um campo de Killing de N. Então, a seguinte

identidade é satisfeita para todo campo normal η

−〈div(∇V ), η〉 = RicM(η, V ) + n〈
−→
H,∇ηV 〉. (3.2)

Demonstração. Seja {E1, · · · , En} um referencial geodésico de uma vizi-

nhança em M de p e estendamos estes campos a uma vizinhança de p em N

de modo que a extensão seja paralela ao longo da geodésica definida por η.

Lembrando que V é um campo de Killing temos:

〈div(∇V ), η〉(p) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇Ei

V, η〉(p)

=
n∑
i=1

(Ei〈∇Ei
V, η〉 − 〈∇Ei

V,∇Ei
η〉) (p)

= −
n∑
i=1

(〈∇ηV,∇Ei
Ei〉+ 〈∇Ei

∇ηV,Ei〉+ 〈∇Ei
η,∇Ei

V 〉) .

Reorganizando os termos, ficamos com

n∑
i=1

〈Ei,∇Ei
∇ηV 〉 = −n〈

−→
H,∇ηV 〉 − 〈div(∇V ), η〉 −

n∑
i=1

〈∇Ei
η,∇Ei

V 〉. (3.3)

Por outro lado, lembrando que ∇ηEi(p) = 0 segue

0 = 〈∇Ei
V,Ei〉 = 〈∇η∇Ei

V,Ei〉+ 〈∇Ei
V,∇ηEi〉 = 〈∇η∇Ei

V,Ei〉(p).
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e,

〈R(η,Ei)V,Ei〉(p) = 〈∇Ei
∇ηV,Ei〉 − 〈∇η∇Ei

V,Ei〉+ 〈∇[η,Ei]V,Ei〉
= 〈∇Ei

∇ηV,Ei〉 − 〈∇Ei
V, [η, Ei]〉

= 〈∇Ei
∇ηV,Ei〉+ 〈∇Ei

V,∇Ei
η〉,

i.e.,

〈Ei,∇Ei
∇ηV 〉 = 〈R(η,Ei)V,Ei〉 − 〈∇Ei

V,∇Ei
η〉. (3.4)

Portanto, das equações (3.3) e (3.4) conclúımos que

〈div(∇V ), η〉 = −RicM(η, V )− n〈
−→
H,∇ηV 〉.

Corolário 3.5. Seja M uma imersão isométrica mı́nima de uma variedade

Riemanniana N e V um campo de Killing de N. Então, a seguinte identidade

é satisfeita para todo campo normal η

〈div(∇V ), η〉 = −RicM(η, V ). (3.5)

No que segue calcularemos o Laplaciano da função f = 〈η, V 〉 definida

sobre uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N, do modo mais

geral encontrada neste trabalho.

Lema 3.6. Sejam M uma subvariedade de dimensão n isometricamente

imersa em uma variedade Riemannianan N de dimensão m, V um campo

de Killing de M e η um campo normal unitário de M. Seja

f : M → R

a função definida por

f(q) = 〈η, V 〉(q), q ∈M.
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Então f satisfaz a seguinte identidade

∆(f) = 〈(div(∇η))⊥ , V 〉 − 〈Ric⊥M(η), V 〉 − n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉

+n〈
−→
H, [V, η]〉+ 2〈∇η,∇V 〉 − 2〈∇⊥η,∇V >〉

,

onde 〈∇η,∇V 〉 e 〈∇⊥η,∇V >〉 denotam denotam respectivamente os traços

das formas bilineares, para cada p ∈M,

X, Y ∈ TpM × TpM 7→ 〈∇Xη,∇Y V 〉,

e

X, Y ∈ TpM × TpM 7→ 〈∇⊥Xη,∇Y V
>〉.

Demonstração. Dado p ∈M, seja {E1, · · · , En} um referencial geodésico em

p, então

∆(f)(p) =
n∑
i=1

EiEi(f), onde f = 〈η, V 〉.

Note que

∆(f) = 〈div(∇η), V 〉+ 2〈∇η,∇V 〉+ 〈η, div(∇V )〉.

Desta equação e do Lema 3.4, temos

∆(f) = 〈div(∇η), V 〉+ 2〈∇η,∇V 〉 − RicM(η, V )− n〈
−→
H,∇ηV 〉. (3.6)

Escrevendo V = V ⊥ + V > temos

〈div(∇η), V 〉 = 〈div(∇η), V >〉+ 〈(div(∇η))⊥, V 〉 (3.7)

e

RicM(η, V >) = RicM(η, V )− 〈Ric⊥M(η), V 〉. (3.8)

Lembrando que

〈div(∇η), V >〉 = RicM(η, V >)− n〈grad〈
−→
H, η〉, V >〉+ n〈

−→
H,∇V η〉

−2〈∇⊥η,∇V >〉,
(3.9)
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então das equações (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9)

∆(f)(p) = 〈(div(∇η))⊥ , V 〉 − 〈Ric⊥M(η), V 〉 − n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉

+n〈
−→
H, [V, η]〉+ 2〈∇η,∇V 〉 − 2〈∇⊥η,∇V >〉

.

É claro que quando M é uma hipersuperf́ıcie orientável de uma varie-

dade Riemannianan N então o vetor normal é paralelo no fibrado normal de

M. Em vista disso, o seguinte corolário também estende a codimensão na

Proposição 3.6 da formula descoberta por S. Fornari e J. Ripoll em [26].

Corolário 3.7. Seja M uma variedade de dimensão n isométricamente imer-

sa em uma variedade Riemanniana N de dimensão m, V um campo de Kil-

ling de N e η um campo de vetores paralelo no fibrado normal de M. Então,

se f : M → R é dada por

f(q) = 〈η(q), V (q)〉, q ∈M

vale que

−∆(f) = n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉+ n〈

−→
H,∇ηV 〉+ 〈B∗B(η), V 〉+ 〈Ric⊥M(η), V 〉,

onde
−→
H é o vetor curvatura média de M em N.

Demonstração. Seja p ∈ M e {E1(p), · · · , En(p)} uma base do espaço

tangente TpM que diagonaliza a segunda forma fundamental de M na direção

de η, então, como η é paralelo e V um campo de Killing de N, segue

〈∇η,∇V 〉 =
n∑
i=1

〈Sη(Ei),∇Ei
V 〉 = 0.

Assim, do Lema 3.6

∆(f) = 〈(div(∇η))⊥ , V 〉 − 〈Ric⊥M(η), V 〉 − n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉

−n〈
−→
H,∇ηV 〉

(3.10)

Seja ν um campo de vetores normal a M, dado que η é uma seção normal pa-

ralela do fibrado normal de M então 〈∇Ei
η, ν〉 = 0, i = 1, · · · , n. Derivando
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novamente com respeito a Ei e somando em i, temos

〈div(∇η), ν〉+ 〈Sη, Sν〉 = 0,

deste modo, 〈div(∇η), ν〉 = −〈B∗B(η), ν〉. Conclúımos então que

−∆(f) = n〈grad〈
−→
H, η〉, V 〉+ n〈

−→
H,∇ηV 〉+ 〈B∗B(η), V 〉+ 〈Ric⊥M(η), V 〉,

Quando M é uma hipersuperf́ıcie de N então RicM(η, η) é o Ricci usual

de N na direção de η e o endomorfismo autoadjunto dado pela segunda

forma fundamental satisfaz B∗B(η) = −‖Sη‖2η. De sorte que reobtemos a

Proposição 1 de [26].

Corolário 3.8. Seja M uma hipersuperf́ıcie orientada de uma variedade N

de dimensão n+ 1. Sejam η um vetor normal unitário de M e V um campo

de Killing de N. Definindo f = 〈V, η〉, então a seguinte identidade é satisfeita

∆(f) = −n〈V, grad(H)〉 − (Ric(η) + ‖B‖2)f,

onde H é a curvatura média de M .
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Caṕıtulo 4

Aplicações de Gauss por

translações

Este caṕıtulo tem como eixo central as aplicações definidas por campos nor-

mais, as quais chamaremos em geral de aplicações de Gauss. Mostramos

boas propriedades das aplicações de Gauss em subvariedades isoparamétricas,

subvariedades mı́nimas, com vetor curvatura média paralelo, vetor curvatura

média normalizado paralelo e órbitas principais de ações polares.

Outros objetos clássicos de estudo desde as origens da geometria diferen-

cial são as superf́ıcies mı́nimas e com curvatura média constante ou, mais

geralmente, subvariedades com vetor curvatura média paralelo de variedades

Riemannianas, as quais tem a propriedade de ser pontos cŕıticos de certos

funcionais. Uma classificação completa de subvariedades no espaço eulidiano

com vetor curvatura média paralelo é um problema ainda aberto. Clasi-

ficações, no caso superf́ıcies em espaços forma simplesmente conexos foram

feitas por B. Chen em [10] e S. Yau em [48].

Dizemos que uma subvariedade imersa isometricamente em uma varie-

dade Riemanniana tem vetor curvatura média normalizado paralelo se local-

mente existe um vetor unitário e paralelo η tal que
−→
H = hη, onde h é alguma

função definida localmente sobre a subvariedade. Pelo que sabemos este con-

ceito foi primeiramente definido por Chen [11] e claramente é uma extensão

do conceito de variedades com vetor curvatura média paralelo. Trivialmente,

se uma subvariedade tem vetor curvatura média paralelo não nulo então a

subvariedade tem vetor curvatura média normalizado paralelo. Note também

por exemplo, que toda hipersuperf́ıcie orientável tem vetor curvatura média
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normalizado paralelo.

A seguir descrevermos brevemente as seções 4.1, 4.2 e 4.3 que compõem

este caṕıtulo.

Na seção 4.1, caracterizamos as subvariedades com vetor curvatura média

paralelo que tem fibrado normal flat do espaço Euclidiano em termos do en-

domorfismo autoadjunto dado pela segunda forma fundamental e o Laplacia-

no, construimos autoaplicações em subvariedades isoparamétricas e mostra-

mos a harmonicidade da aplicação de Gauss produto exterior em superf́ıcies

mı́nimas com fibrado normal flat do espaço Euclidiano e da esfera Euclidiana.

Na seção 4.2, seguindo [7] e [8], usamos a multiplicação octoniana · de S7

para associar a cada campo de vetores unitário η normal a uma subvariedade

M de S7 uma aplicação de Gauss octoniana γη : M → S6, γη(x) = x−1 · η(x).

Damos extensões dos resultados desses trabalhos sobre a imagem da aplicação

de Gauss, harmonicidade, codimensão e topologia das subvariedades.

Na seção 4.3, seguindo [6] e [41], construimos aplicações de Gauss por

“levantamento e translação” em espaços simétricos. Uma vez que o La-

placiano das aplicações de Gauss depende dos endomorfismos autoadjuntos

B∗B e Ric⊥M , apresentamos uma condição suficiente e necessária para que

uma subvariedade com vetor curvatura média normalizado paralelo tenha

vetor curvatura média paralelo. Igualmente, caracterizamos as aplicações de

Gauss por translação harmônicas definidas em subvariedades mı́nimas por

campos de vetores paralelos em termos algébricos, isto é, como autovalores

do endomorfismo autoadjunto B∗B + Ric⊥M .

Por fim, ainda na seção 4.3, mostramos que o endomorfismo autoadjunto

B∗B é diagonalizável por vetores normais paralelos em órbitas principais de

ações polares.

4.1 Espaço Euclidiano

Iniciaremos dando, no Teorema a seguir, uma extensão na codimensão da

fórmula

∆(η) = −ngradM(H)− ‖B‖2η, (4.1)
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de hipersuperf́ıcies orientáveis do Rn+1, onde η é um campo de vetores

unitário normal da hipersuperf́ıcie, em termos do endomorfismo autoadjunto

da segunda forma fundamental. Precisamente, provamos o seguinte

Teorema 4.1. Seja Mn uma variedade isometricamente imersa em Rn+r e

η um campo normal de vetores paralelo. Então,

∆(η) = −ngrad〈
−→
H, η〉 −B∗B(η).

Demonstração. Como o tensor de curvatura de Rn+r é identicamente zero

então Ric⊥M ≡ 0. Denotemos por {e1, · · · , en+r} a base canônica de Rn+r.

Assim, do Corolário 3.7 segue

∆(η) = div(∇η) = 〈div(∇η), e1〉e1 + · · ·+ 〈div(∇η), en+r〉en+r

= −ngradM〈
−→
H, η〉 −B∗B(η)

Do Teorema 4.1 segue que se a subvariedade M tem vetor curvatura média

paralelo então o endomorfismo autoadjunto B∗B coincide com o operador

Laplaciano −∆ no subfibrado vetorial de seções paralelas do fibrado normal.

Em vista disto, se o fibrado normal é flat podemos mostrar a rećıproca. Note

ainda que se a codimensão de M em Rn+2 é 2 e M tem vetor curvatura média

paralelo não nulo então o fibrado normal de M é flat.

Teorema 4.2. Seja M uma subvariedade do espaço Euclidiano Rn+r com

fibrado normal flat. Então, M tem vetor curvatura média paralelo se e so-

mente se os operadores −∆ e B∗B coincidem no conjunto das seções paralelas

definidas localmente em M .

Demonstração. Suponha primeiro que −∆ = B∗B no conjunto das seções

paralelas de M definidas localmente. Seja {v1, · · · , vr} uma base ortonormal

do espaço T⊥p M e estendamos esta base paralelamente a uma base η1, · · · ηr do

fibrado normal definida localmente. Definamos agora as funções ai = 〈
−→
H, ηi〉

em uma vizinhança de M, i = 1, · · · , r, então pelo Teorema 4.1 segue que

−∆(ηi) = gradM(ai) +B∗B(ηi),

34



diante disso, a1, · · · , ar são constantes. Por conseguinte,
−→
H = a1η1 + · · · arηr

é um campo paralelo.

A rećıproca segue diretamente do Teorema 4.1.

Caso M seja uma hipersuperf́ıcie orientável, então B∗B(η) = ‖B‖2η,

donde segue a harmonicidade da aplicação de Gauss sempre que B∗B(η) =

∆(η), isto é, a aplicação de Gauss é harmônica se e somente se M tem cur-

vatura média constante (ver [43]). Esta abordagem permite caracterizar as

seções normais paralelas que são harmônicas como autovetores do endomor-

fismo autoadjunto da segunda forma fundamental.

Corolário 4.3. Seja Mn uma subvariedade de Rn+r com vetor curvatura

média paralelo e η um campo de vetores paralelo do fibrado normal de M. As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. η : M → Sn+r−1 é uma aplicação harmônica.

2. ∆(η) = −‖Sη‖2η.

3. η é um autovetor de B∗B com autovalor ‖Sη‖2.

Um caso muito cativante de subvariedades com vetor curvatura média

paralelo é dado pelas subvariedades isoparamétricas, definidas como subva-

riedades com fibrado normal flat e com curvaturas principais constantes ao

longo de campos de vetores normais paralelos. No seguinte corolário mos-

tramos que se M é uma subvariedade isoparamétrica de Rn+r então existem

seções harmônicas que geram o espaço normal. Mais ainda, estas seções

harmônicas tem autovalores constantes, ou seja, são autoaplicações do La-

placiano.

Corolário 4.4. Seja Mn uma subvariedade isoparamétrica de Rn+r. Então

o endomorfismo autoadjunto B∗B tem autovalores constantes não negativos

0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σr e existe uma base ortonormal paralela η1, · · · , ηr de

N (M) de autovetores. Mais ainda, as aplicações ηi : M → Sn+r−1 são

autoaplicações do Laplaciano e

∆(ηi) = −σiηi,

onde o autovalor constante σi é igual a ‖Sηi‖2.
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Demonstração. Fixemos um ponto p ∈ M e seja {v1, · · · , vr} uma base

ortonormal de autovetores do endomorfismo autoadjunto B∗B : T⊥p M →
Tp ⊥ M. Como o fibrado normal de uma subvariedade isoparamétrica é

globalmente flat, ver [45], podemos estender esta base a uma base ortonor-

mal globalmente definida de vetores paralelos η1, · · · , ηr do fibrado normal

N (M). Mais ainda, como M é isoparamétrica, os autovalores dos operadores

Sηi , i = 1, · · · , r, são constantes, então as funções 〈Sηi , Sηj〉 são constantes.

Assim,

〈B∗B(ηi), ηj〉 = 〈B∗B(ηi), ηj〉p = δij.

Por conseguinte, η1, · · · , ηr são autovalores de B∗B. A prova conclui pelo

Corolário 4.3.

Para finalizar esta seção apontamos que o estudo dos autovalores do ope-

rador autoadjunto B∗B mostra quando a codimensão de M pode ser reduzida

em subvariedades com vetor curvatura média paralelo. Isto é, M está contida

em um hiperplano do espaço Euclidiano se e somente se existe um autovetor

do endomorfismo autoadjunto da segunda forma fundamental que é paralelo

e cuja imagem está contida em um hemisfério aberto da esfera.

Precisamente, seja M uma subvariedade compacta com vetor curvatura

média paralelo de Rn+r. Se um autovalor η de B∗B for paralelo e a imagem

de η : M → Sn+r−1 está contida em um hemisfério aberto então o vetor η

é constante e a codimensão de M é reduzida a r − 1. De fato, note que η

satisfaz a identidade ∆(η) = −‖Sη‖2η e que existe um vetor v ∈ Rn+r tal que

〈η, v〉 > 0, de sorte que a função 〈η, v〉 é superharmônica e portanto constante

não nula. Diante disso, a segunda forma fundamental Sη na direção de η é

identicamente nula. Adicionalmente, como η é paralelo na conexão normal

então conclúımos que η é constante. Fixando p0 ∈ M, consideremos uma

curva α : I → M que passa por p0. Então a função 〈α(t) − f(p0), η(t)〉 é

constante e igual a 0. Como consequência disto temos que M está contida no

subespaço ortogonal (Rη)⊥ a η no ponto p0, isto é, Tp0Rn+r = Rη ⊕ (Rη)⊥.
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4.1.1 Aplicação de Gauss produto exterior

Como consequência do caṕıtulo anterior podemos dar uma demonstração

acesśıvel e em termos atuais da harmonicidade da aplicação de Gauss dada

pelo produto exterior de formas diferenciais de uma subvariedade orientável

com vetor curvatura média paralelo e fibrado normal flat. Este resultado foi

mostrado inicialmente por K. Chen em [13].

Seja u um vetor do espaço Euclidiano Rn, denotaremos por u∗ a 1−forma

definida por u. O conjunto das r−formas de Rn o denotamos por Λr(Rn) e o

munimos com o produto interno usual, isto é,

〈u∗1 ∧ · · ·u∗r, v∗1 ∧ · · · v∗r〉 = det(〈ui, vj〉).

Seja M uma variedade orientada imersa isometricamente no espaço Eu-

clidiano Rn+r. A aplicação de Gauss produto exterior de M é definida por

Γ : M → Sdn,r ⊂ Λr(Rn)

p 7→ γ∗1 ∧ · · · ∧ γ∗r ,

onde {γ1, · · · , γr} é uma base ortonormal positiva do T⊥p M e dn,r =
(
n+r
r

)
−1.

A boa definição segue do produto interno, isto é, se {η1, · · · , ηr} é outra

base positiva do T⊥p M então 〈γ∗1 ∧ · · · ∧ γ∗r , η∗1 ∧ · · · ∧ η∗r〉 = 1.

No teorema a seguir mostramos que a aplicação produto exterior satisfaz

uma fórmula análoga a equação (4.1).

Teorema 4.5. Seja M uma variedade orientada de dimensão n isometrica-

mente imersa no espaço Euclidiano Rn+r com fibrado normal flat. Se M tem

vetor curvatura média paralelo então a aplicação de Gauss produto exterior

satisfaz

Γ(p) = −‖B‖2Γ.

Demonstração. Sejam p ∈ M e {η1, · · · , ηr} uma base ortonormal paralela

positiva de uma vizinhança em torno de p no fibrado normal de M. Vamos

calcular o Laplaciano de Γ : M → Sdn,r ⊂ Λr(Rn), isto é, o Laplaciano de

cada coordenada. Sejam X e Y vetores tangentes a M em p então é fácil ver
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que

X(Γ) = ((∇Xη1)∗ ∧ η∗2 ∧ · · · ∧ η∗r) + · · ·+ (η∗1 ∧ η∗2 ∧ · · · ∧ (∇Xηr)
∗) .

Por economia escreveremos ∇X(η1 ∧ · · · ∧ ηr)i e ∇X∇Y (η1 ∧ · · · ∧ ηr)ij para

denotar η∗1∧· · ·∧(∇Xηi)
∗∧· · ·∧η∗r e η∗1∧· · ·∧(∇Xηi)

∗∧· · ·∧(∇Y ηj)
∗∧· · ·∧η∗r .

Seja E1, · · · , En um referencial geodésico de M em p. Então,

∆(Γ)(p) =
n∑
i=1

EiEi(Γ)

=
n∑
i=1

EiEi(η1 ∧ · · · ∧ ηr)

=
n∑
i=1

r∑
j=1

r∑
k=1

∇Ei
∇Ei

(η1 ∧ · · · ∧ ηr)jk

Como o fibrado normal de M é flat então podemos escolher o referencial

geodésico de modo que diagonalize simultaneamente as segundas formas fun-

damentais Sη1 , · · · , Sηr . Consequentemente, se j 6= k temos

∇Ei
∇Ei

(η1 ∧ · · · ∧ ηr)jk = 0

pois ηj e ηk são paralelos, Sηj(Ei) = λjiEi e Sηk(Ei) = λkiEi, onde λ denota o

autovalor correspondente. Logo,

∆(Γ)(p) =
n∑
i=1

r∑
j=1

∇Ei
∇Ei

(η1 ∧ · · · ∧ ηr)jj

= (∆(η1)∗ ∧ · · · ∧ η∗r) + · · ·+ (η∗1 ∧ · · · ∧∆(ηr)
∗) .

Daqui e do fato que ∆(ηi) = −B∗B(ηi) (Teorema 4.2) segue que

∆(Γ)(p) = (∆(η1)∗ ∧ · · · ∧ η∗r) + · · ·+ (η∗1 ∧ · · · ∧∆(ηr)
∗)

= − (B∗B(η1)∗ ∧ · · · ∧ η∗r)− · · · − (η∗1 ∧ · · · ∧B∗B(ηr)
∗)

= −
(
‖Sη1‖2η∗1 ∧ · · · ∧ η∗r

)
− · · · −

(
η∗1 ∧ · · · ∧ ‖Sηr‖2η∗r

)
= −‖B‖2Γ.
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Corolário 4.6. Seja M uma subvariedade orientada imersa no espaço Eu-

clidiano Rn+r com fibrado normal flat. Se o vetor curvatura média de M é

paralelo então a aplicação de Gauss produto exterior é harmônica.

A hipótese de orientabilidade no corolário acima pode ser omitida. Em

vista que podemos considerar a aplicação de Gauss produto exterior na pro-

jetivização do espaço das formas Λr(Rn+r), usaremos a mesma notação para

esta aplicação, isto é, Γ : M → RPdn,r , onde dn,r =
(
n+r
r

)
− 1.

Mostramos agora a relação da aplicação de Gauss generalizada (“clássica”)

com a aplicação de Gauss produto exterior. Para isto definimos o mergulho

de Plücker

℘ : G(n,Rn+r) → RPdn,r

P 7→ [v∗1 ∧ · · · ∧ v∗r ],

onde {v1, · · · , vr} é qualquer base ortonormal do r−plano P . Recordamos

que o mergulho de Plücker é uma imersão isométrica mı́nima.

Diante disso, é claro que se M é uma subvariedade de Rn+r e G : M →
G(n, n + r) a aplicação de Gauss generalizada então a aplicação de Gauss

produto exterior não é nada mais que Γ = ℘ ◦ G, ou seja, a composta entre

a aplicação de Gauss generalizada e o mergulho de Plücker. Estudos sobre

a imagem da aplicação de Gauss generalizada clássica na esfera de Λr(Rn+r)

podem ser encontrados em [5] e [47].

Provamos agora a rećıproca do Corolário 4.6. Isto é, seja M uma varie-

dade de dimensão n isometricamente imersa no espaço Euclidiano Rn+r com

o fibrado normal flat. Então, se a aplicação de Gauss produto exterior Γ for

harmônica, o vetor curvatura média de M é paralelo.

De fato, seja {e1, · · · , en} um referencial ortonormal de uma vizinhança

de M. Então, pelo Lema 2.2, temos

0 = τ(Γ)(p) = τ(℘ ◦G) =
m∑
i=1

BG(p)(G∗ei, G∗ei) + d℘τ(G).

Particularmente, 0 = (τ(Γ)(p))> = d℘τ(G). Isto é, a aplicação de Gauss
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G é harmônica. Em vista disso e do Teorema de Ruh-Vilms conclúımos o

afirmado.

Entretanto, note que se M é uma subvariedade com vetor curvatura média

paralelo e fibrado normal flat da uma esfera unitária Sn+r ⊂ Rn+r, então M

é uma subvariedade de Rn+r+1 com vetor curvatura média paralelo e fibrado

normal flat. Consequentemente, a aplicação de Gauss produto exterior é

harmônica.

Do mesmo modo como é posśıvel dar uma definição de aplicação de Gauss

generalizada de maneira intŕınseca para subvariedades da esfera, veja [24],

podemos dar uma definição de aplicação de Gauss produto exterior para

subvariedades da esfera considerando só o espaço normal à subvariedade na

esfera. Precisamente, seja M uma subvariedade de dimensão n imersa na

esfera Sn+r. Definimos a aplicação de Gauss produto exterior da esfera por

ΓSn+r : M → RPdn,r+1

p 7→ [η∗1 ∧ · · · ∧ η∗r ],

onde {η1, · · · , ηr} é qualquer base ortonormal do T⊥p M ⊂ TpSn+r. É fácil ver

que esta aplicação está bem definida.

Teorema 4.7. Seja M uma subvariedade mı́nima de Sn+r com fibrado nor-

mal flat então a aplicação de Gauss produto exterior da esfera é harmônica.

Demonstração. De maneira análoga à demonstração do Teorema 4.6 pode-

mos escolher um referencial ortonormal paralelo {η1, · · · , ηr} de uma vizi-

nhança do fibrado normal deM em p e um referencial geodésico {E1, · · · , En}
de p e mostrar que

∆(φ)(p) = (∆(η1)∗ ∧ · · · ∧ η∗r) + · · ·+ (η∗1 ∧ · · · ∧∆(ηr)
∗) ,

onde φ = η∗1 ∧ · · · ∧ η∗r é uma aplicação definida em uma vizinhança de p.

É fácil ver que η1, · · · , ηr são campos paralelos a M em Rn+r+1 e o vetor

curvatura média de M em Rn+r+1 é um múltiplo do vetor posição ξ(p) = p.
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Logo, pelo Teorema 4.1 e o fato que M é mı́nima em Sn+r temos

∆(φ)(p) = −‖Sη1‖2φ− · · · − ‖Sηr‖2φ

= −‖B‖2φ.

Notando que localmente ΓSn+r = π ◦ ϕ, onde a projeção π : Sdn,r → RPdn,r é

uma submersão Riemanniana e que da Proposição 2.2, temos τ(ΓSn+r)(p) =

dπϕ(p)τ(φ). Então, podemos concluir que a aplicação de Gauss ΓSn+r é har-

mônica.

4.2 A estrutura octoniana de S7 e aplicações

de Gauss octonianas

Nesta seção usamos a multiplicação octoniana · de S7 para associar a cada

campo de vetores unitário η normal a uma subvariedade M de S7, uma

aplicação de Gauss octoniana γη : M → S6, γη(x) = x−1 · η(x). Seguiremos

as notações e definições dadas em [7] e [8] e obtemos extensões na codimensão

dos resultados desses trabalhos sobre harmonicidade de aplicações de Gauss

octonianias e topologia das subvariedades.

4.2.1 Construções e definições

Os octônios são definidos como a álgebra de Cayley-Dickson C8, como re-

ferência ver [4]. Dado um numero n ∈ {0, 1, 2, . . . }, a álgebra de Cayley-

Dickson Cn é uma estrutura de álgebra de divisão sobre R2n definida indu-

tivamente por C0 = R e pelas seguintes formulação por recursividade: Se

x = (x1, x2), y = (y1, y2) estão em R2n = R2n−1 × R2n−1
, n ≥ 1, então

x · y = (x1y1 − y2x2, y2x1 + x2y1) , (4.2)

onde

x = (x1,−x2) ,

com x = x se x ∈ R. Equivalentemente, a multiplicação dos octônios é

descrita na base canônica {1, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7} na tabela 4.1
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· e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

Tabela 4.1: Tabela de Multiplicação octoniana

Como referência da álgebra dos octônios ver [4].

Aqui usamos a notação O = C8 para os octônios e denotamos por 1

o elemento neutro de O. Os octônios O é uma álgebra normada, isto é,

‖x · y‖ = ‖x‖‖y‖, para quaisquer x, y ∈ O, onde ‖ ‖ é a norma usual de R8,

e ‖x‖ =
√
x · x. Definindo Re(x) = (x+ x) /2 temos

T1S7 = {x ∈ R8 | Re(x) = 0}.

As translações à direita e à esquerda são denotadas por Rx, Lx : O→ O,
e definidas por Rx(v) = v · x, Lx(v) = x · v, v ∈ O. Rx e Lx são aplicações

ortogonais se ‖x‖ = 1, e são anti-simétricas se Re(x) = 0. Em particular,

a esfera unitária S7 é preservada por translações à esquerda e à direita de

vetores unitários, mais ainda, qualquer v ∈ T1S7 determina um campo de

Killing Vv de S7 dado pela translação à esquerda, V (x) = x · v, x ∈ S7.

Definimos a aplicação de translação

Γ : TS7 → T1S7

(x, v) 7→ Lx−1(v).

Usaremos a notação Γx(v) = Γ(x, v). Se M é uma subvariedade de S7, uma

seção global unitária η de M determina uma aplicação de Gauss octoniana

γη : M → S6 ⊂ T1S7
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e está dada por

γη(x) = Γx(η(x)) = x−1 · η(x), x ∈ S7,

onde S6 é a esfera unitária de T1S7.

4.2.2 Aplicações de Gauss octonianas

No teorema a seguir note que se a subvariedade é mı́nima então trivialmente

toda seção unitária paralela no fibrado normal é um múltiplo do vetor cur-

vatura média. Assim, neste teorema estamos incluido as mı́nimas como no

Teorema 1.1 de [7] e o vetor paralelo η =
−→
H

‖
−→
H‖

.

Teorema 4.8. Seja M uma subvariedade com vetor curvatura média nor-

malizado paralelo de codimensão 1 ≤ k ≤ 5 de S7 e seja η ∈ N (M) uma

seção normal unitária paralela de M tal que
−→
H = hη. Então, as seguintes

afirmações são equivalentes:

i) γη : M → S6 ⊂ T1S7 satisfaz

∆γη = −
(
7− k + ‖Sη‖2) γη;

ii) η é um autovetor do endomorfismo autoadjunto B∗B com autovalor

‖Sη‖2 ;

iii) γη : M → S6 é uma aplicação harmônica;

iv) η é um ponto cŕıtico de F : N (M) → R, equação (3.1), restrito ao

subfibrado das seções unitárias do fibrado normal.

Demonstração. Seja {v1, · · · , v7} uma base ortonormal do espaço tangente

T1S7. Assim, os campos Vv1 , · · · , Vvn definidos por translação dos elementos

desta base são campos de Killing. Fixemos x em M, seja η como no enunciado

43



do teorema e note que RicM(η) = (7− k)η. Então, do Corolário 3.7 temos

∆γη(x) =
7∑
i=1

(∆〈γη, vi〉)vi

=
7∑
i=1

(∆〈η, Vvi〉)vi

= −
7∑
i=1

(〈B∗B(η), Vvi〉 − (7− k)〈η, Vvi〉)vi

= −Γx(B
∗B(η)(x))− (7− k)γη(x).

Em virtude que γη é harmônica se e somente se ∆γη é um múltiplo de γη,

decorre que i) e iii) são equivalentes e portanto i), iii) e iv) são equivalentes.

Para ver que ii) também é equivalente às anteriores, observe que B∗B(η) =

‖Sη‖2η equivale a Γ(B∗B(η)) = ‖Sη‖2γη então γη é harmonica se e somente

se η é um autovetor de B∗B(η), ou equivalentemente

∆γη(x) = −
(
‖Sη‖2 + (7− k)

)
γη(x).

Uma consequência imediata do Teorema 4.8 é uma versão do Teorema

do tipo Ruh-Vilms. No Corolário 8 de [8] se establece que se M é uma

hipersuperf́ıcie orientável da esfera S7 então a aplicação de Gauss octoniana

é harmônica se e somente se M tem vetor curvatura média constante. No

Corolário 1.2 de [7] os autores estenderam este resultado, isto é, mostraram

que a aplicação de Gauss octoniana de hipersuperf́ıcies mı́nimas das esferas

Sk, k = 3, · · · , 7 é harmônica. No resultado a seguir unificamos estes

fatos e mostramos que a harmonicidade é satisfeita exatamente quando as

hipersuperf́ıcies tem curvatura média constante.

Corolário 4.9. Para k ∈ {3, 4, . . . , 7}, seja Sk uma esfera totalmente geo-

désica de S7 com dimensão k e M uma hipersuperf́ıcie orientável de Sk. Seja

η campo de vetores unitário de M em Sk, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

i) M tem vetor curvatura média constante;
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ii) A aplicação de Gauss octoniana γη é harmônica;

iii) A aplicação de Gauss octoniana γη satisfaz

∆γη = −
(
k − 1 + ‖B‖2

)
γη.

Demonstração. Da Proposição 2.1 segue que M tem vetor curvatura média
−→
H = Hη normalizado paralelo em S7. As equivalências seguem do Teo-

rema 4.8 em vista que η é um autovetor do endomorfismo autoadjunto

B∗B.

Caso M seja uma hipersuperf́ıcie não orientável na esfera totalmente

geodésica Sk, k = 3, 4, 5, 6, 7 de S7 então podemos considerar a aplicação

de Gauss octoniana natural definida como segue

γ[η] : M → RP6

x 7→ [x−1 · η]

onde η é campo normal unitário de M em Sk definido localmente em torno

de x e RP6 é o espaço projetivo real de T1S7. Da Proposição 2.2, segue que

M é uma hipersuperf́ıcie de Sk com vetor curvatura média constante se e

somente se a aplicação octoniana γ[η] é harmônica.

No resultado a seguir construimos aplicações de Gauss octonianas que

são autoaplicações do Laplaciano definidas em subvariedades isoparamétricas

minimas de S7. Para a existência de subvariedades isoparamétricas mı́nimas

veja por exemplo [39].

Teorema 4.10. Seja M uma subvariedade isoparamétrica compacta e mı́nima

da esfera S7 com codimensão 1 ≤ k ≤ 5. Então o endomorfismo autoadjunto

B∗B tem autovalores σ1 ≤ · · · ≤ σk constantes não negativos e os autoveto-

res η1, · · · , ηk formam uma base ortonormal paralela de N (M), tais que γηj
é uma autoaplicação do Laplaciano de M com autovalores 7− k+ σj, isto é,

∆γηj = − (7− k + σj) γηj . Mais ainda, σj = ‖Sηj‖2, 1 ≤ j ≤ k. Particular-

mente, para qualquer e ∈ T1S7 dado, as funções
〈
γηj , e

〉
são autofunções do

Laplaciano de M com autovalor 7− k + σj, 1 ≤ j ≤ k.

Demonstração. SejaM como no enunciado do teorema. Fixemos x ∈M e de-

notemos o endomorfismo linear B∗B em x por B∗B(x). Em vista que B∗B(x)
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é não negativo e autoadjunto existe uma base ortonormal {ν1, · · · , νk} de

T⊥x M de autovetores de B∗B(x) com autovalores 0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σk.

Por outro lado, é bem sabido que uma subvariedade da esfera Sn é isopa-

ramétrica em Sn se e somente se é isoparamétrica em Rn+1. De [45] sabemos

que existe uma base ortonormal paralela de vetores unitários {τ1, · · · , τk+1}
de M em Rn+1 e definimos, para 1 ≤ j ≤ k,

ηj(y) =
k+1∑
i=1

ajiτi(y), y ∈M,

se

νj =
k+1∑
i=1

ajiτi(x).

Os campos de vetores ηj são ortogonais a M em Sn pois da Proposição 2.1 o

campo de vetores V (y) = y, y ∈ M, é paralelo na conexão normal de M em

Rn+1 e

〈ηj(x), V (x)〉 = 〈νj, V (x)〉 = 0.

Mais ainda, ηj é paralelo pois é uma combinação linear, com coeficientes

constantes, de vetores paralelos, 1 ≤ j ≤ k. Assim, M tem fibrado normal

globalmente flat. Fazendo uma prova análoga à feita na demonstração do

Corolário 4.4 garantimos a existencia de uma base ortonormal {η1, · · · , ηk}
de autovetores paralelos do endomorfismo autoadjunto B∗B com autovalores

constantes σj = ‖Sηj‖2, 1 ≤ j ≤ k. Assim sendo, as aplicações de Gauss

octonianas γη1 , · · · , γηk são autoaplicações do Laplaciano com autovalores

dados por 7− k + σ1, · · · , 7− k + σk, respectivamente.

A imagem da aplicação de Gauss de superf́ıcies mı́nimas e com curvatura

média constante no espaço Euclidiano é um tópico clássico de estudo em

geometria diferencial. É bem sabido que se a imagem da aplicação de Gauss

de uma superf́ıcie mı́nima completa de R3 está contida em um hemisfério de

S2 então a superf́ıcie é um plano. É posśıvel definir, a aplicação de Gauss

de uma hipersuperfice mı́nima orientável M da esfera Sn+1 com campo de

vetores normal unitário η como a aplicação de Gauss usual γ : M → Sn+1,

γ(x) = η(x), x ∈M .

E. De Giorgi [17] e, independentemente J. Simons [42] provaram que se
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M é compacta e γ(M) pertence a um hemisfério aberto de Sn+1 então M

é uma hiperesfera totalmente geodésica de Sn+1. Como consequencia dos

Teoremas 4.8 e 4.9, obtemos aqui um resultado similar para subvariedades

com vetor curvatura média normalizado paralelo de codimensão arbitraria

(em particular as mı́nimas) de S7: (Ver Teorema 1.4 de [7]).

Teorema 4.11. Seja M uma subvariedade compacta com vetor curvatura

média normalizado paralelo
−→
H = hη de codimensão 1 ≤ k ≤ 5 da esfera S7

tal que η é um autovetor de B∗B. Então, a imagem da aplicação de Gauss

octoniana γη não está contida em um hemisfério aberto de S6.

Demonstração. Seja η seção normal unitária de M como no enunciado do

Teorema. Assumamos que a imagem da aplicação γη está contida em um

hemisfério aberto de S6 centrado no vetor v. Então, 〈γη(x), v〉 > 0 para todo

x ∈ M. Como M é compacta então existe uma vizinhança U de v em S6

tal que 〈γη(x), w〉 > 0 para todo x ∈ M e para todo w ∈ U. Claramente,

em U podemos escolher 7 vetores linearmente independentes w1, . . . , w7. Da

igualdade (i) do Teorema 4.8 segue que cada função fi = 〈γη, wi〉 é su-

perharmônica, 1 ≤ i ≤ 7. Assim, como M é uma subvariedade compacta,

portanto fi é constante e, ∆fi = 0. Além disso, o coeficiente de γη em

(i) é não nulo, temos novamente de (i) que fi é identicamente zero. Con-

cluimos que em cada ponto x ∈ M o vetor não nulo γη(x) é ortogonal a

7 vetores linearmente independentes em um espaço vetorial de dimensão 7,

contradição.

Corolário 4.12. Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta e orientável de Sk,

para k = 3, 4, 5, 6, 7 com curvatura média constante e η campo de veto-

res normal unitário de M em Sk. Então, a imagem da aplicação de Gauss

octoniana γη não está contida em um hemisfério aberto de S6.

No Teorema 4.13 estudamos as imagens das aplicações de Gauss de su-

perf́ıcies mı́nimas compactas e orientáveis das esferas Sk, k = 3, 4, 5, 6, 7. Este

resultado estende o Teorema 10 de [8], no caso mı́nimo.

Uma esfera totalmente geodésica T de dimensão 5 da esfera S6 ⊂ T1S7 é

determinada por um hiperplano PT passando pela origem de T1S7. Dizemos

que as esferas totalmente geodésicas T1, T2, · · · , Tj de dimensão 5 de S6 são
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linearmente independentes, 1 ≤ j ≤ 7, se os vetores normais que correspon-

dem aos hiperplanos PT1 , · · · , PTj são linearmente independentes em S7. O

conjunto T1∪· · ·∪Tj divide a esfera S6 em 2j componentes conexas chamadas

2j-ortantes. Em particular, se j = 1, os 2j-ortantes são hemisférios.

No Teorema a seguir Sk, k = 3, 4, 5, 6, 7, é uma subvariedade total-

mente geodésica de S7, {ζ1, · · · , ζ7−k} um referencial ortonormal paralelo do

fibrado normal Sk em S7 e suas respetivas aplicações de Gauss octonianas

são denotadas por ζ̃i, i = 1, · · · 7− k.

Teorema 4.13. Seja M uma superf́ıcie mı́nima compacta e orientável da

esfera Sk, k = 3, 4, 5, 6, 7 e η seção normal unitária de M em Sk. Consi-

derando as aplicações de Gauss octonionicas γη : M → S6 e ζ̃i : M → S6, i =

1, · · · 7− k. temos que as seguintes afirmações são equivalentes:

i) Para i = 1, · · · , 7−k, as imagens de γ(M) e ζ̃i(M) estão contidas em

um 2j-ortante de S6, definido por certas esferas totalmente geodésicas

linearmente independentes T1, · · · , Tj de S6.

ii)

γ(M) ⊂
j⋂
l=1

Tl e ζ̃i(M) ⊂
j⋂
l=1

Tl, para todo 1 ≤ i ≤ 7− k.

iii) Seja {v1, · · · , vj} uma base de(
j⋂
l=1

PTl

)⊥

e seja H a álgebra de Lie gerada pelos campos de Killing Vv1 , · · · , Vvj .
Então, H é uma subálgebra de Lie da álgebra de Lie do grupo de iso-

metrias de M. Particularmente, dim(Iso(M)) ≥ j.

Demonstração. Assumamos que as imagens γη(M) e ζ̃i(M) i = 1, · · · , 7−k
estão contidas em um 2j−ortante de S6, então, existem vetores linearmente

independentes {v1, · · · , vj} de T1S7 tais que

〈γη, vl〉 ≥ 0, e 〈ζ̃i, vl〉 ≥ 0
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para todo 0 ≤ l ≤ j e 1 ≤ i ≤ r. Então, pelo Teorema 4.8

∆〈γη, vl〉 = 〈∆(γη), vl〉 = −(k − 1 + ‖Sη‖2)〈γη, vl〉 ≤ 0,

e

∆〈ζ̃i, vl〉 = 〈∆(ζ̃i), vl〉 = −(k − 1)〈ζ̃i, vl〉 ≤ 0.

Deste modo, as funções 〈γη, vl〉 e 〈ζ̃i, vl〉 são superharmônicas em M , conse-

quentemente 〈γη, vl〉 = 0 = 〈ζ̃i, vl〉. Isto é,

γηi(M) ⊂
j⋂
l=1

Tl e ζ̃i(M) ⊂
j⋂
l=1

Tl

Isto prova que i) é equivalente a ii). A equivalência entre ii) e iii), segue das

igualdades 〈γη, vl〉 = 〈η, Vvl〉 e 〈ζ̃i, vl〉 = 〈ζi, Vvl〉. Note ainda que os campos

Vvl1 e Vvl2 são de Killing em S7 e [Vvl1 , Vvl2 ] também é um campo de Killing

de S7.

Uma consequência imediata do Teorema anterior é que se um dos itens (e

portanto todos) é satisfeito então a caracteŕıstica de Euler da hipersuperf́ıcie

M de Sk é zero.

Depois de estudar hipersuperf́ıcies com curvatura média constante na es-

fera S7 em [8] os autores estudam as hipersuperf́ıcies com curvatura média

constante no espaço projetivo complexo CP3, isto é, definem uma aplicação

de Gauss de hipersuperf́ıcies de CP3 \ CP2. No Teorema 17 de [8] eles en-

contram o Laplaciano e mostram a relação entre o Laplaciano da aplicação

de Gauss e as hipersuperf́ıcies de CP3 \CP2 com curvatura média constante.

No Teorema 4.14 estendemos este resultado para hipersuperf́ıcies do espaço

projetivo complexo CP2.

Consideremos o espaço projetivo complexo CP3 como o quociente da es-

fera unitária S7 pela ação de Hopf de S1, com a métrica “Fubiny-Study”, de

modo que a projeção π : S7 → S7/S1 = CP3 é uma submersão Riemanniana.

Pela Proposição 16 de [8] sabemos que se CP2 é o cut locus de π(1) ∈ CP3

então existem campos de Killing Z1, · · · , Z6 de CP3 que são linearmente
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independentes em todo ponto de N := CP3 \ CP2. Consideremos o espaço

projetivo complexo CP2 como uma subvariedade totalmente geodésica de

CP3 de codimensão real 2 que está contida em N = CP3 \ CP2, neste caso

diremos que CP2 está fora do cut locus de π(1).

Definimos a translação

Γ : T (CP3 \ CP2) → R6

(x, v) 7→ (〈Z1(x), v〉, · · · , 〈Z6(x), v〉),

e usamos a notação Γx(v) para denotar Γ(x, v). É fácil ver que para cada

x ∈ CP3 \ CP2 fixado, Γx é um isomorfismo linear.

Seja M uma hipersuperf́ıcie orientável de um espaço projetivo CP2 fora

do cut locus de CP3 \CP2, e seja η um campo normal unitário de M em CP2

então definimos a aplicação de Gauss de M por

γ : M → R6

x 7→ Γx(η(x)).

Teorema 4.14. Seja M uma hipersuperf́ıcie orientável de um espaço proje-

tivo complexo CP2 fora do cut locus de π(1) em CP3. Então, a aplicação de

Gauss de M satisfaz

∆(γ) = −3Γp(grad(H))− (6 + ‖B‖2)γ,

onde H é a curvatura média de M. Em particular, uma hipersuperf́ıcie ori-

entável M do espaço projetivo complexo CP2 fora do cut locus de π(1) tem

curvatura média constante se e somente se a aplicação de Gauss de M sa-

tisfaz

∆(γ) = −(6 + ‖Sη‖2)γ.

Demonstração. Seja η campo normal unitário de M em CP2. Fixemos um

ponto x ∈ M e consideremos uma base ortonormal {η(x), ζ1(x), ζ2(x)} do

espaço ortogonal a M em CP3 no ponto x, isto é, ζ1(x), ζ2(x) são normais a

CP2 em CP3. Inicialmente mostraremos que η é um autovetor do endomor-
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fismo autoadjunto Ric⊥M e que Ric⊥M(η(x)) = 6η(x). Definamos a isometŕıa

J : TxCP3 → TxCP3

v 7→ dπx̃iṽ,

onde a projeção π : S7 → CP3 é uma submersão Riemanniana, x̃ está na

fibra de x e ṽ é o levantamento horizontal de v em x̃. É fácil ver que J é

uma isometria linear bem definida de TxCP3. Pelo tensor de curvatura de

CP3 temos, para todo campo tangente X de M, que

R(η,X)ζi(x) = 2〈η, J(X)〉J(ζi)(x),

i = 1, 2. Logo, 〈R(η,X)ζi, X〉 = 0. Portanto,

RicM(η(x)) = RicM(η, η)η

= (Ric(η)− 〈R(η, ζ1)η, ζ1〉 − 〈R(η, ζ2)η, ζ2〉)η
= 6η,

Por outro lado, note que o endomorfismo autoadjunto da segunda forma

funtamental satisfaz B∗B(η) = ‖B‖2η e que a seção normal unitária η é

paralela em CP3, Proposição 2.1. A demonstração segue do Corolário 3.6.

4.3 Aplicações de Gauss por translação em

espaços simétricos

O propósito principal desta seção é aplicar os resultados do Caṕıtulo 3 em

outros espaços ambiente ao espaço Euclideano. A aplicação de Gauss de

hipersuperf́ıcies definida por translação tem sido estudada por diferentes au-

tores em diferentes tipos de variedades Riemannianas. Por exemplo, em

grupos de Lie com métrica bi-invariante [19], em certos espaços homogêneos

[6], em espaços simétricos [41], em variedades Killing paralelizaveis [26], na

esfera S7 com a multiplicação octoniana [7] e [8]. Claramente, é posśıvel

estender muitos dos resultados desses trabalhos, contudo nos focaremos so-

mente em espaços simétricos notando que os resultados podem ser abordados
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de maneira natural nos outros espaços ambiente.

4.3.1 Construções e definições

Nesta seção seguimos as construções e notações em espaços homogêneos e

espaços simétricos de [6] e [41].

Seja N um espaço simétrico, então N pode ser visto isometricamente

como um quociente

G/K = {xK | x ∈ G},

onde G é um grupo de Lie munido com uma métrica pseudo bi-invariante

e K é um subgrupo de fechado de G. Precisamente, o grupo de Lie G é a

componente conexa da identidade do grupo de Lie ISO(N) de isometrias

de N e K é o grupo de isotropia para algum p ∈ N, fixado. A métrica

Riemanniana sobre G/K = {xK | x ∈M} é definida de modo que a projeção

π : G → G/K é uma submersão pseudo-Riemanniana e a pseudo-métrica

bi-invariante de G é um múltiplo de forma de Killing de G, ver [30] e [41].

O conjunto de vetores verticais de cada x ∈ G da submersão π : G →
G/K, é o subespaço Tx(xK) de TxG, e o conjunto de vetores horizontais em

x é (Tx(xK))⊥. Denotaremos por lx a isometria linear definida sobre vetores

horizontais em x, isto é,

lx := dπx|(Tx(xK))⊥ : Tx(xK)⊥ → Tπ(x)G/K.

A multiplicação à esquerda define uma ação natural µ : G×G/K→ G/K
do grupo de Lie G sobre a variedade G/K. Isto é, para cada g ∈ G,

µ(g, xK) = π(Lg(x)),

onde Lg denota a translação à esquerda de g em G (a translação à direita

é denotada por Rg.) Em vista que a projeção é uma submersão pseudo Rie-

manniana e que a pseudo métrica sobre G é bi-invariante segue que esta ação

é isométrica.

O campo de ação de G/K determinado por cada V ∈ g é denotado por
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ζ(V ) e definido como segue

ζ(V )(p) :=
d

dt
µ(exp(tV ), p)|t=0.

Então, para cada p = xK temos que

ζ(V )(p) =
d

dt
π(exp(tV )x)|t=0

=
d

dt
π(Rx(exp(tV )))|t=0

= (dπ)x(dRx)eV.

É fácil ver que o fluxo ϕt de ζ(V ) é ϕt(·) = µ(exp(tV ), ·). Em particular, isto

mostra que o campo de ação ζ(V ) é um campo de Killing sobre G/K.

Definimos a aplicação de translação Γ : T (G/K)→ g, em p ∈ G por

Γp : Tp(G/K) → g

v 7→ (dRx−1)xl
−1
x (v),

onde g é a álgebra de Lie de G.

Proposição 4.15. Para cada p ∈ G/K, a transformação linear

Γp : Tp(G/K)→ g

está bem definida e preserva produto interno.

Demonstração. Se x, y ∈ π−1(p) então y = Rk(x) para algum k ∈ K.
Então, para qualquer vetor horizontal v ∈ TxG observamos que lx(v) =

(dπ)y(dRk)x(u) = ly((dRk)x(v)), pois Rk preserva horizontalidade. Note que

[(dRk)x]
−1 = (dRk−1)y = (dRy−1x)y, então,

(dRx−1)xl
−1
x (v) = (dRx−1)x[(dRk)x]

−1l−1
y (v)

= (dRx−1)x(dRy−1x)yl
−1
y (v)

= (dRy−1)yl
−1
y (v)

Portanto, Γp está bem definida. Pela definição da métrica em G/K é claro

que Γp preserva produto interno.
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4.3.2 Aplicações de Gauss por translação

Nesta seção assumiremos que as dimensões dos grupos de Lie G e K, são

respectivamente n+ r + k e k, com r ≥ 1.

Definição 4.16. Seja M uma variedade imersa isometricamente em um

espaço simétrico G/K. Cada campo de vetores normal e unitário η sobre M

define uma aplicação de Gauss por translação dada por

γη : M → Sn+r+k−1

p 7→ Γp(η(p)).

No teorema a seguir, calculamos o Laplaciano das aplicações de Gauss

dadas por translações de vetores normais paralelos sobre subvariedades de

espaços simétricos.

Teorema 4.17. Seja M uma variedade de dimensão n isometricamente

imersa em um espaço simétrico G/K de dimensão n+ r e seja η um campo

de vetores paralelo de M. Então, a aplicação de Gauss γη satisfaz

−∆(γη) = Γp

(
ngradM〈

−→
H, η〉+B∗B(η) + Ric⊥M(η)

)
+n

n+r+k∑
i=1

〈
−→
H,∇ηζ(Vi)〉(p)Vi,

onde {V1, · · · , Vn+r+k} é uma base ortonormal da álgebra de Lie g de G e

ζ(V1), · · · , ζ(Vn+r+k) são seus campos de ação.

Demonstração. Seja η um campo de vetores normal de M que é paralelo e

unitário e V1, · · · , Vn+r+r uma base ortonormal de g. O Laplaciano de γη
satisfaz

−∆(γη) = −
n+r+k∑
i=1

∆〈γη, Vi〉Vi = −
n+r+k∑
i=1

∆〈η, ζ(Vi)〉Vi
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Assim, pelo Lema 3.6 temos que, em um ponto p ∈M,

−∆(γη)(p)=
n+r+k∑
i=1

(
n〈gradM〈

−→
H, η〉, ζ(Vi)〉+ 〈Ric⊥M(η), ζ(Vi)〉Vi + 〈B∗B(η), ζ(Vi)〉

+n〈
−→
H,∇ηζ(Vi)〉

)
Vi

=Γp

(
ngradM〈

−→
H, η〉+ Ric⊥M(η) +B∗B(η)

)
+ n

n+r+k∑
i=1

〈
−→
H,∇ηζ(Vi)〉Vi.

Lembremos que uma subvariedade M imersa isometricamente em uma

variedade Riemanniana N tem vetor curvatura média normalizado paralelo

se localmente existe um vetor unitário e paralelo η tal que
−→
H = αη. Uma

condição natural a ser estudada é quando esta condição equivale a subvarie-

dade ter vetor curvatura média paralelo. No resultado a seguir mostramos

justamente que isto acontece se o Laplaciano da aplicação de Gauss dada

pela translação de
−→
H

‖
−→
H‖

depende somente dos endomorfismos autoadjuntos da

segunda forma fundamental e de Ricci normal sobre M.

Corolário 4.18. Seja M uma subvariedade imersa de dimensão n de um

espaço simétrico G/K de dimensão n + r. Se M tem vetor curvatura média

normalizado e
−→
H = hη com η definido globalmente então a aplicação de

Gauss γη satisfaz

∆(γη) = −Γ
(
ngradM‖

−→
H‖+B∗B(η) + Ric⊥M(η)

)
.

Em particular, se
−→
H 6= 0, M é uma subvariedade com vetor curvatura média

paralelo não nulo se e somente se o Laplaciano da aplicação de Gauss dada

pela translação de η =
−→
H

‖
−→
H‖

satisfaz

∆(γη) = −Γ
(
B∗B(η) + Ric⊥M(η)

)
.

Particularmente, uma subvariedade M do espaço Euclidiano com vetor

curvatura média normalizado paralelo não nulo tem vetor curvatura média
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paralelo se e somente se

−∆(η) = B∗B(η),

onde η =
−→
H

‖
−→
H‖

.

Corolário 4.19. Seja M uma variedade de dimensão n imersa isométrica-

mente em um espaço simétrico G/K de dimensão n + r. Se M tem vetor

curvatura média normalizado
−→
H = hη, as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

i) γη : M → Sn+r+k−1 ⊂ g é uma aplicação harmônica;

ii) η é um autovetor do endomorfismo

B∗B + Ric⊥M : N (M)→ N (M);

iii) O Laplaciano da aplicação γη satisfaz

∆(γη)(p) = −(‖Sη(p)‖2 + RicM(η(p)))γη(p),

onde RicM(η(p)) = RicM(η(p), η(p)).

O corolário anterior mostra a equivalência entre o problema de harmoni-

cidade das aplicações de Gauss com um problema algébrico dos autovetores

do endomorfismo autoadjunto B∗B + Ric⊥M .

No teorema a seguir mostramos que as órbitas principais de ações polares

provêm exemplos onde o operador autoadjunto B∗B é diagonalizável por

vetores normais paralelos com autovalores constantes.

O Teorema do toro maximal (ver Teorema 4.1 de [3]) garante que a in-

terseção dos toros maximais de um grupo de Lie compacto G com as órbitas

da ação por conjugação

G×G → G
(g, x) 7→ gxg−1,

é ortogonal. Diante disso, a ação por conjugação é um exemplo de ação polar.

Relembramos a definição de ação polar a seguir:
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Definição 4.20. Uma ação isométrica de um grupo de Lie compacto G sobre

uma variedade Riemanniana completa M é dita uma ação polar se existe uma

subvariedade imersa, completa e conexa Σ, chamada seção, que intersecta

todas as órbitas da ação e a interseção de Σ com as órbitas é ortogonal.

A representação adjunta de um grupo de Lie compacto Ad : G× g→ g,

definida pela derivada na origem da ação por conjugação ag é um exemplo

básico de uma ação polar. É bem sabido que as órbitas principais da ação

por conjugação são variedades isoparamétricas do espaço Euclidiano corres-

pondente g.

Uma ação natural sobre o espaço simétrico G/K é a ação isotrópica pelo

subgrupo K, isto é, µ(k, gK) = kgK. Os “flat maximal” do espaço simétrico

G/K são justamente as seções desta ação.

As órbitas G(x) de uma ação µ de um grupo de Lie G em uma variedade

Riemanniana N são subvariedades imersas de N. Ora, se a ação µ é polar

então o fibrado normal das órbitas principais é globalmente flat.

Seja µ : G×N → N uma ação polar sobre uma variedade Riemanniana

N. Fixando g ∈ G, denotemos por µg : N → N a aplicação determinada por

µg(·) = µ(g, ·). Para cada η ∈ T⊥x G(x) definimos o campo normal equivarian-

te η̂ por

η̂(µ(g, x)) = d(µg)xη.

É fácil ver que η̂ é um campo normal bem definido. Para aspectos básicos

de ações isométricas veja [3].

Teorema 4.21. Seja µ : G ×N → N uma ação polar sobre uma variedade

Riemanniana N. Então o endomorfismo autoadjunto B∗B das órbitas prin-

cipais G(x) é diagonalizável por campos de vetores paralelos com autovalores

constantes.

Demonstração. Fixemos x ∈ N, seja {η1(x), · · · , ηr(x)} uma base de autove-

tores do operador autoadjunto B∗B definido no espaço normal T⊥x M. Como µ

é uma ação polar segue que os campos normais equivariantes correspondentes

η̂i(µ(g, x)) = d(µg)xηi(x),
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com i = 1, · · · , r, são paralelos. Mostraremos que de fato estes campos dia-

gonalizam B∗B em todo ponto. Fixemos ηl e ηk na base escolhida. Sejam

{v1, · · · , vr} e {w1, · · · , wr} bases ortonormais de TxG(x) que diagonali-

zam as segundas formas fundamental Sηl(x) e Sηk(x), respectivamente, isto é,

Sηl(x)(vi) = λivi e Sηk(x)(wi) = σiwi. Escrevemos agora uma base em termos

da outra:

vi = ai1w1 + · · · airwr, i = 1, · · · , r.

Por outro lado, é fácil ver que Sη̂i(µ(g,x)) = dµgSηi(x)dµ
g−1

(Proposição 3.78 de

[3]) e que para todo i = 1, · · · , n, os campos definidos por Vi(µ(g, x)) = dµgvi
e Wi(µ(g, x)) = dµgwi são autovetores de Sη̂l e Sη̂l com autovalores constantes

iguais a λi e σi. Consequentemente,

〈Sη̂l , Sη̂k〉 =
n∑
i=1

〈Sη̂l(Vi), Sη̂k(Vi)〉

=
n∑
i=1

r∑
j=1

〈Sη̂l(Vi), Sη̂k(ajiWj)〉

=
n∑
i=1

r∑
j=1

aji 〈Sη̂l(Vi), Sη̂k(Wj)〉

=
n∑
i=1

r∑
j=1

aji 〈λiVi, σjWj)〉

=
n∑
i=1

r∑
j=1

ajiλiσj〈vi, wj〉,

como todos os termos aij, λi, σj e 〈vi, wj〉 são constantes temos que 〈Sη̂l , Sη̂k〉
é constante ao longo de G(x), para todo ηl(x) e ηk(x). Ou seja,

〈B∗B(η̂l), η̂k〉 = 〈Sηl(x), Sηk(x)〉 = δlk〈Sηl(x), Sηk(x)〉.

Isto é,

B∗B(η̂i) = ‖Sη̂i‖2η̂i,

para todo i = 1, · · · , r.

Corolário 4.22. Se o endomorfismo de Ricci de uma órbita principal de

uma ação polar µ : G×G/K sobre um espaço simétrico G/K é ortogonal e a
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órbita é uma subvariedade mı́nima então existe uma base paralela do fibrado

normal tal que suas aplicações de Gauss por translação são harmônicas.

Para finalizar mencionaremos alguns exemplos onde o endomorfismo de

Ricci normal de uma subvariedade é ortogonal.

Lembremos que se N é uma variedade Riemanniana com curvatura sec-

cional constante k então o tensor de curvatura é determinado por

〈R(X, Y )Z,W 〉 = k (〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉〈Y, Z〉) .

Por conseguinte o endomorfismo de Ricci normal de uma subvariedade M é

ortogonal e satisfaz

RicM(η(p)) = (nk)η(p),

para todo η(p) ∈ T⊥p M.

Em grupos de Lie compactos semisimples com métrica bi-invariante, nos

espaços projetivos complexos CPn ou mais geralmente em variedades de Eins-

tein as subvariedades de codimensão 2 tem endomorfismo de Ricci normal

ortogonal e para qualquer campo normal unitário η de M é satisfeito que

RicM(η(p)) = (Ric(η)− kp(η, η⊥))η(p),

onde η⊥ é um vetor normal unitario normal a M e ortogonal a η(p), kp(η, η
⊥)

é a curvatura seccional do plano gerado por η(p) e η⊥(p). Note ainda que se

N é um espaço simétrico simplesmente conexo indecompońıvel então N é

uma variedade de Einstein (ver [18]).

Na seção anterior construirmos autoaplicações octonianas do Laplaciano

sobre subvariedades isoparamétricas mı́nimas de S7. A continuação ilustra-

mos que, de maneira análoga, existem aplicações de Gauss por translação,

como espaço simétrico, que são autoaplicações em subvariedades isoparamé-

tricas mı́nimas das Sn.

Teorema 4.23. Se M é uma subvariedade isoparamétrica compacta e mı́nima

da esfera Sn = O(n + 1)/O(n), de dimensão k < n. Então, existe uma base

ortonormal {η1, · · · , ηn−k} paralela do fibrado normal de M tal que as res-

pectivas aplicações de Gauss por translação γη1 , · · · , γηn−k
: M → Sq ⊂ o(n)
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são autoaplicações do Laplaciano, onde o(n) é a álgebra de Lie do grupo

ortogonal de isometrias de Rn+1 e q = dim(o(n))− 1.

Por fim, observamos que um resultado análogo ao Teorema 4.13 aqui é

igualmente válido supondo a hipótese natural sobre as normas das segundas

formas fundamentais e o endomorfismo de Ricci normal (veja por exemplo

[26]), isto é, RicM(ηi) ≥ −‖Sηi‖2.
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Ann. 251, 57–71 (1980).

[38] Münzner H.-F: “Isoparametrische Hyperflächen in Sphären II ”, Math.
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