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El emento es trutur a l superf1 c 1al definido atravé s d e 4 ou 6 
eixos auxi l i ares. 
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Elemento estru tu ral li ne ar definido por 3 e ixos aux i lia­
res , se ndo que o eixo l onQi t ud ina l do e leme nt o devera se r 

sempre um e1xo primári o . 

V i 90'\ SE" C l lll dr\ t· i ~ 

Elemento est rutur a l linear definido po r 3 e1xoa auxilia ­
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E i X o d e de f i n i ç: a o dE' 1.1 ma v i g a 
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C o m p r i me n t o do T r · amo r í g i d o 
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Dist ~n cia em vig a 

~stância do eixo l ongitud inal de urna vig a ao s eu e 1xo de 
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Distância do eixo longitudinal d e uma viga ao plano do p l­
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V iga i so l ada 
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Seç:âo tr ansver s a] 
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Seç o es de cá l culo 

Posição das seções transversa1s em que se q ue r determinar 

os esforços e obte r as armaduras em uma v1oa. 

Limites d o s i stema 

Consistem e m núme r os máximos de elementos , como vioas , la ­

jes e pilares , etc, que o s1stema ace i ta em um problema. 
Se estes não f o r em especificados , se r ão u t ilizados os l i ­
mite s padrâo oe rados a u tomaticamente qua ndo da lni clal l ­
zucuo do v t ol> lemu. 

Con stant e s d o S i s t e ma 

Consistem em constantes de 3 t ipos : de materiais, geomé ­
tricas e de caroa e cálculo . Se não fo rem especificadas 
pelo usuário, se rão utili zadas as cons tantes padrão gera­
das a utomaticamente quand o da i n i c l alizaç~o do sistemu. 

Car r e: ga me nt o 

Carga vertical obriga t ória agindo em v1gas e lajes . 

Estados d e sobr ecarga 

Indi ca a fo rma como é levad a em consideração a carga aci­

dental em laJes. 

Cargas e:xtr as 

São ca rgas adicionais , agindo verticalmente em laJes e 

vi gas . 

Es tado s d e ca r gas e;~tr-as 

É um conJun to de ca rgas extras atuantes , para o qual se­

r á ob tido um con j un to de solicitações Independentes. 

Estad os de: ca ,~ga 

É um conjunto de ca r gas do mesmo tipo , para o qual será 
obtido um conjunto de solicitações Independentes . 
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O Sistema Projeto Automático de Edifícios 
(Sistema PROADE), vem tendo , desde o seu início , um desenvol­

mento modular. No presente trabalho apresenta-se ma1s uma eta­

pa, a Anál1se Secundár1a no S1stema PROADE, Que vem completar a 
primeira fase de Implantação, na qual Já estão em funcionamento 
a Análi se Primária e a Linguagem Orientada. 

Com a implantação da Análise Secundár1a dota­
se o PROADE da faculdade de projeto, anál1se e dimensionamento 
de um pav1menlo de concreto armado de um ed i [!clo. A soluç~o 6 

obt1da de fo rma automática e como resultados são Qerados todos 
os esforços e armaduras nas lajes e v1oas que o compõe. 

O sistema computacional foi desenvol v1do em 
linguage m Fortran. Na metodologia utilizada , as lajes podem ser 

analisadas através de três métodos : Mét odo de Marcus e Méto­
do de El ementos Fin1tos para a a nálise elást1ca e, Método das 

Linhas de Ruptura para a análise ríQldo-plást i ca. As v1gas são 

abordadas através da Teor1a da Estab1l1dade e do Método da 
Flexibil1dade. 

Ao longo da dissertação são abordados de forma 
sistemática como se apresenta um problema PROADE, a descrição 
dos elementos estru t urais do pavimento, os carregamentos 1nc1-
dentes , os métodos d e solução e os resultados obt1dos. 
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Th1s work integrates the PROADE System 
Automa tic Build1n~ DeslQn System. It has devel oped the 
secondar y analys1s wh1ch t ogether w1th the pr1mary a nalysis and 

o r1 e nted language al r eady on operat1o n completes t he f1rst 
phase of t hat system. 

W1th·the secondary ana lysis the PROADE becames 
apt to design all the elements of a concrete bu1ld1ng flour. 

The computer pro~ram that has been developed 
determines al l t he 1nternal forces and calcu lates the amount of 

steel r e 1nforcement of the beams and sl abs . 

ForLra n was the l a nguag e used 1n writl ng the 

The slabs can be analysed by means of anyone 

of ti'le methods l isted be low : Marcus ' Method a nd the Fin1te 

Eleme nt Method , bot h related to an elast 1c analylis and Yleld ­

Llne analys1s for a rlgld - plas tlc a nalys1s of the s laos. 
The beams a re analysed us1ng the Flex1bll1ty 

Method . 
It 1s descr1bed throughout the text how a 

problem sho ul d be proposed to solut1on by the PROADE System. 
The descr1pt 1on o( the st ructural propet t1es 

of the element s, the load lnQ system as we l l a the c ho1ce of Lhe 
me t h o d o ( s o 1 u t 1 o n a n d p t" e se n L a t 1 o n o f t h e L H I d 1 r e 8 u 1 I s u L e 

exempl1f1 e d. 

XV 



I 

~: LP 11 .. 

1 - INTR OOUÇ~O 

1 - 1 S i s temas Co mputac i onais para a Eng e nh ar i a C i vi l 

o desenvolv1mento de s1stemas computaciona1s 
na ~rea da engenharia civi l co nfunde-se , nas ~ lt imas décadas , 
com a própria ocorrência e evolução dos computadores, desde os 

de pr1meira geração, nas décadas de 40 e 50 , aos at uais, tanto 

os chamados de grande e médi o porte como os microcomputadores . 

Na engenharia civ1l, uma c 1ência não tão 
nova , ~s maiores mudanças ocorrem pr1ncipalmente (Uando as 
ferramentas d e trabalho, diga-se computadores, evoluem at1ng1n ­

do est~g i os mais avançados ao invés de alterações na forma de 

an~lise do problema. Desta forma, um mesmo problema de engenha ­

rla oas8a a ser r eabordado através do uso desta nova tccno­
loala. Isto de fato , ve1o de encontro aos atua1s 1nteresses 
do homem, po1s um dos obJetlvos pr1nc1pals na resolução de um 
probl ema é ot imi zar sua solução, d1m1nuindo seus custos e 
aumentando s ua precisão e rapidez. 

Sob este enfoque , v~rios sistemas 
computacionais na área da e ngenharia civil Já foram 
desenvol v idos e ho je são lar aamente utilizados. Dentre os mais 
conhecidos pode-se ci tar os traba lhos de Humar ~ Khandoker[l3], 
para estruturas tridimens ionais , o sistema CONFAP [18), 

ut ili zand o a análise tridimensional, o sistema GTSRUDL/RC 
[27] , i ntegrado para análise e projeto , e o t r abalho de 
Antunes [l] pa ra a análise tridimensional de edifíciOS 
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altos. Aind a dentro deste mesmo 

sistemas computacionais LOHANE [10] 

quadro pod e - se citar os 

e LEBRE [11], baseados em 

l inouage ns o r1 entadas voltadas para a anál1se estrutural 
utilizando o Método de Elementos Flltl tos e a nd lise malr1c1al 
de estru tu ras. 

1 - 2 O SistEma PROADE 

ProJEto Autom~t i co para Edi~icio s 

A idéia básica que Qerou o desenvol v imento do 
s istema PHOADE fo1 o de elaborar um programa integrado para 

aná l1 se e projeto de ed 1fícios d e conc t e t o armado. Isto ocor teu 
através de uma ação conjunta entre o Curso de Pós-Graduação em 
Enoenharia Civil , CPGEC-UFRGS,e o Departamento de Obras Civiles 
da Un i ver s idade do Chile. 

A proposta foi idealizada sob a coordenação 
oet-al do Pt-of. Ma urício Sar-raz1n da Un1vers1dade do Ch1le a 

partir do desenvolvimento e impl a ntação modular de todo o s is -

tema, o que de fato vem ocorrendo , tornando desta forma v1ável 
a e labo ração de um s1stema computacional de tal porte . Dentre 

os módulos já 1rnplantados constam a LlnQuagem 01 ientada 

PROADE, desenvolvida por Brodbeck [5) no CPG EC-UFRGS , voltada 
para realizar urna perfeita interação e organizaçâo das estrutu­

ras de armazenamento de dados relat1vos a um probl ema PROADE. 

O módul o correspondente à cli l cH 1sc 
Primár1a , desenvolvtd o por El lwange r [9], també m no CPGEC ­

UFRGS, compr eende a andl1se de um ed1fíc 1o tt1mens1onal a part1r 
de um pórtico espac1al. Sendo este d1vidido em subestruturas 
verticais do t1po pórt1co plano , su]elto a carreQamentos es­

táticos e dinâmicos . 

Desenvolvido pela Universidade d o Ch1le, temos 
o módu lo Gráfico , cuja finalidade é produzir a saída em 
»plotter» de todos os desenhos relativos a um projeto estrutu -

ral, ta1s corno plantas de formas, de armaduras, e de detalhes 
construtivos de todos os elementos estruturais. 
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O pr esent e ttabalho cons i s t e na elabotaçdo , 

desenvolviment o e 1mplantação do módulo dP /\nc1lll.H:! 5e CUJI<.lc1r lil. 

Este mód ul o corresponde à s olução de cada pavimento de um 
edifício incluindo o projeto e análise das lajes e vioas que o 
compõem , exceto aquelas vigas pertenc entes aos pórticos planos e 
que são abordadas pela Análise Pr imária . Juntame nte com a ela­
ração deste módulo, expandiu - se o módulo de dimensionamento, Jj 

inici a do quando da implantação d a Análi s e Primária, de modo a 
incluir todos os elementos estruturais do edifício. 

Na figura 1.1 mostra - se, através de um organo ­
orama , a uJ- ,Ju t t. etur~ do s i stema PHO/\DE, reusa 1 tdndo - Be <JUe ou 

programas EXECUTIVO, controlador de toda a so luçâo do problema , 
o Analisador Sintático , e os módulo s de Geometr1a, Caroas e Im­

pressão foram elaborados quando do desenvolvimento d a Linguagem 
Orientada PROADE e que o módulo de Otimização está planejado 
para um desenvo lv imento futur o . 



I 

"' " .. o a:
 

C>
 

) 

o ~
 

1
- ::::>

 
u h

J 
X

 w
 

_
._

_
_

 

~ 
I)

 
!! 

.. , 
(
)
 

c 
fi 

~
 --,v
 

c 
" 

" 
n 
~ 

~v
~:

 

,__
_ __

 

r-
--

--
, 

I 
I 

I 
• 

,!:
; 

I 
I 

" 
v 

'.
-

-
o 

..
 
~-

, 
-

" 
, 

. 
I 

:! 
~
 

1 
I 

• 
t, 

I 
L

-
-
-
·
-

J 

P-
o 

5 
v 

~
<
-
-
. 

S
I 

~ 
k
-

'~ 
" 

·~
 

... ;I
 

o 

·--m
~-~-f

-
i!

 
"' 

. ' 
'-'

 

' 

F
ig

u
ra

 
l

.l
 

-
A

rq
u

i
t
e
t
u

r
a 

d
o

 
S

is
te

m
a
 

PR
O

A
D

E
 

4 



. u· 

2 . ANÁLISE SECUNDÁRIA 

2 -1 Int t~ od uç:ão 

li' 11 11 n .. ~::tt ' ' I• .. ... 

A Análise Secundária do Sistema PROADE, obJeto 
des te trabalho de dissertação, f o i el abor ada e desenvolvida 
com o objetivo bási co de solucionar um edifício de 'n ' pavimen­

tos em t ermos de projeto , análise e d i mensionament o dos 

dive r sos elementos estru tura i s que o compõem . Num quadro mais 

ge né r ico, se ria a s o lução dos diversos pavimentos-t iPO que 
compõem um e d ifício , suJeitos a vários tipos de carregamentos. 

Assim , para o gerenciamento e execuç ão de todo 

este processo de a nál1se , fo i desenvolvida uma rot ina principal 

de nome ANASEC - ANAlise SECundária, à qual cabe conttolar de 

forma correta e orde nada a anál1se de cada pavimento. Em uma 

primeira etapa, calcu la-se o efeito de todas an laJes que com -
põem o pavimen t o e , numa segund a etapa, o efeito de todas as 

v igas que formam o mesmo pavimento, excetuando- se aquelas d se­
r em eve n t ualme nte analisadas pela Análise Primaria , obJeto de 
ou tro t r a ba lho de dissertação que será em poucas palavras des -
crito mai s a d iante , ver Ellwanger [9]. Antes porém da anjl i se 
das l ajes e v1gas de cada pavimento tipo ,a rotina ANAS EC execu­
ta duas r otinas do tipo utilitár ias que servirão pa r a melho r 
orientar e otimizar os processos de soluçJo . Uma delas define 
para todos os bordos das la jes quais as vigas que se rvirão 
de apoi o aos mesmos e q ue, consequentemente,receberão suas rea­
ções , a serem consideradas como cargas quando da anctlise des -
tas v i gas . Esta rotina que define então o encadeamento das la-

5 
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Jes com as vigas , tem o nome de LAJVIG. A outra rot1na, de no­
me ARVORE, define qual é a sequência e ordenaç~o lógica de an~­

lise das vigas que compõem o pavimento , l evando- se em cons1de -
raç~o o sistema de apoio definido (outras vigas e pi l ares), co­
meçando-se por vigas que nâo servem de apoio à nenhuma outra 

(vigas terciári as) as vigas que servem de sustentação às de­
mais (v 1gas secundár1as e pr1márias). 

Neste capítulo ser~ feita uma abordagem sob um 
e nfoQue ma1 s oeral most rando de Que mar1eira poderá ser pr oposto 
um problema e a forma como o mesmo será abordado e resolvido 
pel o Sistema PROADE. Este enfoq ue ser~ dddo a part1r do 

conhec 1rnento da l1nguagem or 1entada já 1mplantada para o 
s i stema, descr 1La por Brodbeck [ 5 ). 

Um p roblema a ser resolv1do pelo PROADE 
consiste na análise e dimensionament o de uma estrutura de 
concreto armado de um ed ifíc i o , aporticado ou n~o , sob a ação 

de diversos estados de carga , ta1s como: carga permanente , 
caroa ac1dent a l , carQa de vento , carQa de s1smo e carQas e xtras . 

A análise é feita em duas etapas : a primeira, 

Análise Secundár i a, dete rmina os esforços nas laJes, vigas e 
pilares iso l ados localizados em e1xos secundár ios, rt~o per­

tencentes aos pórt1cos , para todos os estddos de catga . Nd se­

gunda eldpa , Anál1se Prlmárld, o ed1Licio é dOdllsado como 
um pórtico espac1al , formado por Inúme ras subestrutura s do tipo 

pórtico plano , compostas por pilares c vigas local1zadds nos 
e1xos pr1m~r1os , obtendo-se os esforços nas v1ga s pr1rnár1as e 
pilares , para todos os estados de carga . Maiores detalhes sobre 

a Anál ise Primá r 1a e seus métodos de soluç~o estâo amplamente 
abordados no trabalho desenvol vi do po r Ellwanger [9]. 

Pode-se se prescindir da Análise Primária 
sempre que não se fize r necessário abordar a e s t r utura através 
de pórticos planos , caso corrente quando temos edifícios n~o 

estruturados sujeitos somente à açâo de cargas verticai s , onde 

n~o se leva em consideraç~o o efeito do vento nem de sismo. 
Estas estruturas , entâo , seriam formadas simplesmente por 
pa v imentos ríQidos (lajes e viQas secundárias ), ou a1nda , 
acrescentando a este caso , também por pilares 1solados, tornan-
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do o ed ifício estruturado por ém sem a necessidade de soluçJo 

at r avés de pórticos p l anos, não encarece ndo os c ustos através 

d e urna Aná l ise Primária , eventualmente de~necess6r1a. 

Apó s a obt e nção dos esforços para cada estado 
de cat·aa, através de inúme ra s combinações entre estes , 
dete r mina-se qual a composição ma1s desfavorável d e sollclta­
ções para cada Pl lar, VIGa ou la je . O número de combi naç ões a 
se r em fe1tas está diretamente relaci onado ao número d e estados 
de carga atuantes sobre a es trutur a . Executada esta e t apa , o 
dime ns i oname nt o é feito para c ada elemento est rutural , 
obte ndo - se , po r fi m, a s armaduras necessárias para os es f orços 
a tuantes . 

Na descr i ção a segu1r, se r á enfocado basica­
me nte o que diz respe ito à Aná 1 i se Sec und êH"l a , r essa 1 vaudo 

no v ame n L e que , p d r a ma 1 o r e s esc l a r e c une n L os sob t e a !\ n c1l 1 se 

Primári a e a L1nguaoem Orientada , Já implan tadas no S1stema 
PROADE , ver os trabalhos d e Ellwa nger[9] e Br odbeck[S). 

2.2 Dados d e Geomet ~ e a 

2.2.1 S i stema d e Eixos de Re~ e~ ênc i a 

Todo o lançament o de uma estrutura, para a de­

finição d e s ua aeometr1a , deverá ser referido a um sis t ema de 

eixos cart es 1anos coordenados XYZ. formando um triedro 
direto . O posicioname nto d e um edifício, relat1vo ao sistema de 
eixos, deverá ser t al que o plano de me nor co t a de edifício 
co1nc1da com o plano fo r mado pelos e1 xos XY e os pilares 

c o1nc1 dam com o e1xo Z , conforme mostra a f1gura 2 . 1 -

1\té a presente e tapa de desenvo lv i mento , todos 
os elementos estruturais do edifício devem o bedecer uma 
ge ometria ortogona l, 
lelas aos eixos do 

isto é, ter todas as suas dimensões para ­
sis tema de refe r éncia. Por c onseau1nt e , 

todos os encontros entre os elementos estruturais, ass1m c omo 
os vér t ices das lajes , serão caracterizados pe la formação de 

um ângu lo ret o . 
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Figur t 2 . 1 -Sistema de eixo~ de referê ncia 

2 - 2- 2 Eixos ta Estr u tura 

Na definição da geometria dos e l ementos estru­

turais que com~õem um edifício, ou mesmo da geometria global da 

estru t ura , são utilizados eixos auxiliares cha mados de ei xos 
primár i os e secund á r ios nas direções X e Y, quando paralel os 
aos eixos de referência X e Y, respectivamente. Com o Intuito 
de man ter a mesma terminologia já adotada nos trabalhos a nt e ­
riormente citados, os e 1xos do triedro direto ser ão denominados 

de ei xos de re fe r ê ncia e os auxiliares s1 mp l esrnente de ei xos . 
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No lançame n to da estrutura, caberá aos 

eixos X e Y a localização correta de todos os e l ementos estru­

t urais. Para tanto , estes e1xos deverão ser numerados de 
manei r a sequenc1al e 1ndependentemente um do outro, 1sto é, 
uma sequência para X e out ra para Y. Para a corre ta local1zaç~o 

de um determinado e1xo é necessário o fo tnec1rnenlo da sud 
dist ânci a ao eixo de referência paralelo , e a sua ident1f1caçâo 
será 
ção 

feita s empre através de seu nürnero scquenci a l e a indlca ­
X ou Y. 

Nesta fase é necessár1o fazer a d1fercnc1ação 
e nt re eixos primários e secundár1os. Eixos primários 
se r ão todos os e1xos que definem d localizaçdo dos p6rt1cos 
planos, que conterão , conseque nt e rne r1t e , os p1lares e v1gas 

primárias. Já os eixos secundár1os serão todos os e1xos 
restantes, 1sto é , os e1 xos que def1nem os elementos estrutu­
rais localizados fo r a dos pórticos p l anos, e que serão aqu1 
denomi nados de pilares e vioas secundárias. Cabe aqui um 
esclarecimento sobre os pi l ares secundár1os: estes serão , 

conforme já hav ia sido citado anteriormente , os pilares isola­

dos da estrutur a, não pertencentes a nenhum pórtico plano e 

serão calculados e d i mensi onados corno e l ementos estrutura1s 

isolados. 

A localização dos elementos estruturais do 
edif í c i o a tr avés dos eixos deverá ser feita da segu1nte forma : 

os pi l ares são l ocalizados no cruzamento de dois eixos, as 

vioas são local t zadas por um e1xo co1 nc1dente com seu e1xo 

long1tud1na l e por do 1s e1 xos transversais que def1n1rão o seu 
i n ício e fi m (se ndo estes semDre co1nc1dentes com os apoios) e , 
por f1m , as la Jes são localizadas através dos e1xos 
coi ncidentes com suas bordas . 

A f1g ur a 2 . 2 mostra um caso corrente de 

localização dos ei xo s em uma estrutura de um edifício rela t i­

v ament e aos eixos de referência. 
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Figura 2.2 - Eixos que definem a geometria bás1ca 

da planta de um ed1fíc1o 

2. 2.3 Pisos 

1 o 

Normalmente, p1sos 

c hamar de pa v1m entos de um ed1fíc1o , 

parale los c om o plano XY do tr1edro 

sâo o que convenc1onamos 

e e m seus pldnos, sempre 

d 1reto , loca llzam-se as 

laJe s e as v1gas prirnár1as e s e cundárias. 

Conforme mostra a fi gura 2 . 3 , a defin1ção da 

loca lização dos pisos do edifício é fe i ta numerando-os sequen­
cialmente de cima para baixo. A distância entre a face superior 

de um piso e a face superior do piso consecutivo é def1n1da 

corno altura do pi s o. 

Com a defin1ção da altura do piso fi ca , tam­

bém, 1ntrinsecamente definida a alt u ra dos pilares no PlSO. 
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altura 

-+--------L---------------~~------------------------------~ X ouY 

F1gur a 2 .3 - Identificação dos PISOs 

2 n2 . 4 Classes de Pisos 

Nor malmen te , e m edifícios correntes, temos que 

vários pisos podem ter 1dênt1ca Qeometrla (pav1mento - t1p0). 

Ass1m sen do , estes d e v e r ão ser aorupados em c lclsse~ de 

p1sos , simPl ificando sobremaneira a descrição das laJes e 

viQ as e a e x ecução da Anál1se Secundária , que passará a ser 

feita por " classe de piso" e não por "piso". 

Em um edi fício deve-se ter no mínimo a defini -

ção de urna classe de p iso, 

geometria id ê nti ca (somente 

caso em que tod os os p1sos tenham 

um pavimento-tipo) e no rnáx1rno a 

defi n ição de tantas classes de piso quantos forem os p1sos do 

edifício , caso de todos terem plantas diferentes . 
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Na f1~ura 2.4 é most t ado o empre~o de c lasse 

de pisos em um edifício. 

I 
CP6 

2 
CP5 

CP 4 
3 

4 

----
!! 

6 

7 
n2 do pisos = 16 

e - CP3 n2 de classes do pisos: 6 

9 

lO 

11 

12 

13 

14 

15 

=J- CP2 

16 
- -- CP 1 

-i- -l.o 

Figura 2 .4 - Classe de PISOS (CP) 

2 . d..5 L a j e-s 

A abordagem das laJes no Sistema PROADE , exe­

cutada attavés da Análise Secundária , é feita considerando - se 

cada laJe como um e l emento estrutural 1solado , do tiPO placa , e 
para ta l são obtidos os esfo r ços so li citantes e as armaduras 
necessárias para o seu dimens i onamento. 

As laJeS , que têm s eus dados for necidos por 

classe de piso , pod em ter forma retangular (f1gu ra 2 . 5) ou em 
»ELE» (fi gura 2 . 6) , t e nd o , consequentemente, 4 ou 6 e1xos de 

definição, respectivame nt e . Es tes eixos devem ser fornecidos no 
s entido anti-horário a partir do eixo X de menor co t a , alter ­
na nd o os eixos X e Y, conforme mostram as fig uras ac 1ma 
mencionadas . A partir destes dados ,as dimensõe s das l ajes f1cam 
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automJt1camente dc(lnlddu dtrav~s d~ lucallZcJçJo duu ClXOU uuc 

a comDõem. 

I 

I 

I 
I 
I 

-t·- ·-

I X i 

Xj 
o'--'-·-

I 
Ym 

FiQura 2.5 - Laje retanoular 
definida por 
Xi Ym Xj Yk 

-t­
I 
I 
I 
I 

I 
Ym 

l ltk 
·--·--·--·--·-

1 

-+·-·-1·~ 
I YL 

! Xj -·r 
Yn 

FlQura 2.6 - LaJe em "ele" 
definida por 

Xi Yn Xj Yl Xk Ym 

qualquer, 

Cada bordo da laJe poderá ter vi nculação 

ressalvadas as ca racterísticas estáticas da estrutu-

ra , podendo ser especificados os seouintes casos : 

- bordo sem qualquer apo1o ~=- LIVRE 
b. APOIO - bordo simplesmente apoioado, sem cont1nuida -

de momentos 

c . ENGASTE - bord o com continu1dade de momentos nas lajes 

adJacentes 

Não sendo informada a vinculação , automática ­

camente é assum1do pelo s1stema como sendo cada bordo da laJe 
apoiado. A convenção ado tada para cada um dos t1pos de Vlncu -
culação especificadas ac1mas está mostrada na f1 gura 2.7. 

(//(({/(((/(((/(((/(/(/( 

(o) bordo livre (b) bordo o poi od o (c) bordo engastado 

FiQura 2 .7 - Vinculação das laJeS convenções 
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Estas lajes , já def inidas at r a vés de informa­

ções fornecidas pelo usuário relativas a s ua s dimensões e 
co ndi ções de contorno, podem ser analisadas sob d1st1ntas 
alternativas, quai s sejam: 

- retangular apoiada em todo o seu contorno 
- retangular com um bordo l1vr e 
- retangular com dois bordos l1vres 
- retangul ar em balanço 
- em forma d e "ELE" apoiada em t odo o conto rno ou com bor-

dos livres , indistintamente ao longo do mesmo 

Relativo à a nálise da l aJe , o usu á r1 o do 
siste ma deverá 1nformdr qua l o mét odo de cálculo que deverá se r 
util i zad o para a sua res oluçâo , a ser escolh1do entre os 
seguintes: 

- Método 
- Método 

- Método 

de 

das 

de 

Mat·cus 
Linhas de Ruptura 

El e mentos Finitos 

ComDletand o a geometria da laJe , faz-se nece ­
ssário também o fornecimento da espessura da mesma. Caso esta 

nâo ~eja especificada, será empregada a e spessura padrão (HS) 

ou a espessura padrão do sistema, caso IIS não tenllêi s1do 

fornecida. 

2 . 2 . 6 Vigas 

Ass1m como as laJes, as VlQas tê m seus dados 
informados por classe de PlSO. No Sistema PROADE, convencionou­
se que c ada viga da estrutura será co incidente com o seu 
respectivo vâo e portanto sua numeraçâo será feita vâo por v ão . 

A localização de uma viga é feita indlcando­
se prime1ramente o seu eixo longitudinal e a pós os eixos 
transversais qu e definem , re s pectivamente, o I nício e fim da 
viga. Devido a o rtogonalidade da planta est rutural, caso o e1xo 
longitudinal seja um eixo X, os transversais serão eixo Y, e 
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vice-versa. As vigas que tenham seus eixos longitudinais 

definidos como eixos primários serão v1gas primárias e as 
restantes vigas ~ecundárias ou terciárias. 

Dentro do Sistema PROADE admite-se a exis­

tência de v igas contínuas sempr e que houver conti nuidade entre 
as v igas Isoladas, definida conforme o Item 2.2 . 7 . 

Para perfeita definição de cada VIQa e neces ­
sário a Infor mação da sua seção transversal, escolhendo- se uma 
den tre as seç ões transversais def i nidas (ver 1tem 2.2.9 - Clas­
se de Seções), e das seguinte s inf ormações: comprimento dos 
tramos rígidos (EXl e EX2 se for viga X ou EYl e EY2 se for 

v i<Ja Y); disUl ncia do eixo lonQitudinal da VI<Ja ao eixo de 
definiçã o , caso não seJam coincidentes , considerand o - a positi ­

va no sentido positivo dos eixos X ou Y e a altura do eixo 

lo ng1tud1nal da v1ga em relação ao pldno <.lo PISO , cout.11rera<.la 
positiva quando for ac1ma deste. Na figura 2.8 mostra-se a 

de fin ição d e uma viga X, indicando- se se us eixos e 

ca r acterizando os Ddrâmetros tramos rí<Jidos e distânc ia. Na 

f1gurd 2 . 9 I ndl ca- se o parâmetro altura. 

PILAR 

EIXO LONGITUDINAL 
DA VI GA 

EIXO DE DEFINI ÇÃO 

DISTÂNCIA( -) 

Figura 2.8 - Descrição de uma viga X : planta baixa 

PILAR 

Relativo à vincul ação , existem três tipos de 
vínculos em extremo de viga que podem ser especificados, quais 

sejam : 
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V PILAR PIL 
/ 

/ ;LANO DO Pl SO / 

AR 

ALTURA(-) 

I . 

k_ 

~ 
"' '\L., EIXO LONGITUDINAL 

DA VIGA 

fiQura 2.9 - Descrição de uma v1ua v1sta L·Jtcral 

a. LIVRE - não impõe restrição alguma em nenhuma d1reção 

b . APOIO - tem-se restr1çã o aos deslocamentos na direção 

longitudinal e transversal vertical 
c . ENGASTE - tem-se r es tr ição aos deslocamentos e ao g1ro 

( a ) ~ 

( b) -LS 
# ~ enooste 'I 

( c ) - ' 
I 

" 6. 
apoio 

J livre 
1 

( d ) LS: :6.. 

(e) L 

Figura 2.10 - Tipos de vincu lação em v1gas 
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A inexi s t ê nc 1a de 1ndi c ação q uanto ~ vlnc u­

lação leva o s istemd a a ssum1r que t odos os ví nc ul os s ct ão do 
tipo apoio. A figur a 2 . 10 mostra, d e f o rma esquemática , os 

tipos d e v inc ulação poss íve i s e m v i oas , sali entanuo -~e Que o 
tipo especif icad o na f igura 2. 10e sómente pode ser cons1derado 

no c a s o de e xtr emo de v iga contí nu a . 

2 - 2 - 7 Vi ga s Con t en a1as 

Confor me já fo1 di t o no item a n t e ri o r . sempre 
que houver con tinuidad e e ntre s uc ess 1vos vãos de f1 n1dos ao 
longo de um dete rm i nado eixo , o S1 s t ema PHOADE adm1t e a 
r eso lução des t a estru t ur a h1perestát1ca como uma J tg a 

contí nua . Es t e e ixo em q ue s erá def i nida a v1g a contínua deverá 
se r sempre um e 1xo s e cundá r1 o , po1s , Cd SO seJa p r1márt o , d v1 ga 

c ontínua pe rtencerá à estrutur a de um pórtico pl a no , e como 
tal se r á reso l v ida , não pode ndo , nest e c aso , ne m s e r de f1n 1da 

como vig a c ont í nua. 

Pa r a defi n i t· uma v 1oa c ontí nud e m u111 a 
det e rminad a c las s e d e p i so , bas t a i n forma r o número da s v1gas 

que a-compõem, c om o que , através da def i niçã o anteriormente 

feita par a cad a v ão , a vioa cont í n ua fica perfeitamente 

c aracter i zada. 

A v 1nc u l aç ão de uma VlQa con tí nua é fo rmada a 

pa r tir da vi nculaç âo de c ada uma da s vi oas que a compõem , de sde 
que e s t at i c ame n t e c ompatíve i s . 

Na figura 2.1 1 mostr a - se , em v1 sta lateral , 
uma v 1ga c ontínua c omposta d e 5 viga s i so l adas sucessivas onde 
a d m i t e-se o e f e 1 to da c o n t i nu i d a de e rt a [ 1 Q u 1· a 2 . l 2 e s L á 

repre s entado um e s quema estrutura l da mesma viga contínua . 
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EIXO SECUN 

Vj 

PILAR INTERMEDIARIO PILAR EXTREMO 

VIGA CONTINUA 

V IGAS TRASVERSAIS 
DE APOIO 

Fi Qura 2 .11 - V1sta lateral de uma v1g a contínua de 5 vãos 

l 8 

----------~~--~J ______ 7' __ --~k~----~--~VL~----~-----V~m~------Vj v· v -
2S 2S 2S :zs 

Figura 2 .1 2 - Esquema estrutural da vtga conlínud da 
f1gura 2.11 definida pelas vigas ViVJVkVlVm 

2 .2.8 Classe d e Seçôes 

Classe de seções no S1stemd PROADE é o 
agrupamento de todas as seções transversa 1s para o problema. 

Estas devem ser assoc1adas às v1gas ou p1lares da estrutura , 
definindo , assi m, a seção transversal de cada um destes 
elementos est ru t urais. 

Para definir uma classe de seção deve- se 

informar qual o tipo de seção, os parâmetros relativos ~s suas 
dimensões e, também, os valores do módulo de el asti c1dade (E) e 
do módulo de corte (G) do conc r eto . Caso estes últ1mos não 
sejam informados , serão adotados os valores fornec1dos como 

constantes 
também n~o 

Qerai s para o Droblema , ES e GS, ou , caso estes 
tenham sido informados,serão adotados os módulos 
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r el a t i v os a os val ores-padrão para o sistema. 

As seçõe s que podem ser definidas são as 
seouintes (conforme mos t ra a f ioura 2.13) 

a . retanou lar 

b . "L " 

c . "T" 

d . "H" 
e . c ruz 
f . c ircular c he1 a 
Q . c 1rc ul a r va za da 

Pa r a o ca s o mai s ge nér i co , o sis t ema admi te a 
util iza ção de uma s e ção do t ipo ~ Ge r a l '', se ndo nece ssá~1 o pa r a 
t an t o , a de f l niçcio d o!:S !:Je Quln tes Pd t- d llH:~Lron rel at1vos a e!:Jta 
seção : 

á rea da s eção transve r sal (A) 
- momento pri ncipal de Inércia na d1reção do eixo X da 

s e ção (I X ) 

mome n to p r incipal de i nércia na direção do eixo Y da 
s e ção (I Y) 

~ -moment o e s tát ico d a s eção em r elação a o e ixo X {S ) 

2 . 2 . 9 SE<;: .oes de Cá l c u lo 

Para se calcular os esforços solicitantes nas 
VlQas da e s tru t ur a é necessá r io 1nformar em qua1s seções eles 
devem s er deter minados . Ass1 m, após a execução do módulo de 
dimensi o namento , o s istema fo r nece a armadura principal em cada 
uma d a s seçã e s i nd icadas . 

Ex istem duas for mas d i st i ntas de se fornecer 

estas s eções. Uma consiste em for necer , para uma determinada 
v ioa , qual o ndme r o de seções em aue se quer o dimensionamento . 
Desta f o rma , o s1stema assume 4ue estds est~o local1zaddS 
equidis t antemen t e uma s das ou t r as e o posicionamento exato de 
cada uma é feito a u tomat i c a me nte . A ou tra maneira consiste em 
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a IY 
IY 

y c 

* 
d 

~ ~ ~ 

bi X 11 }_ 

c ~ 
k 

f 
~ 

Seção 'r etangul ar' Seç~o 'L, Seç&o ' T' 

y 

~ 
c * d 1 y 

f l}2 
] x a ·- · - · X 

e ]e 
~ 

Seção ' cr u z ' Seção 'li' 

Seçã o ' c irc ul a r c hei a' Seção ' c1 r c ul a r v a z ada' 

Figura 2.13 - Classe de seções t r ansver sai s para vigas 
e p i lare s e s e u s parâmetros de d e finição 
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se fornecer, para Cdda uma das scç~cs, sua diuta rtclü dU dPUJU 

e equord u dd V1Qd , lOL ilc.JII <..IU DCU L)UUl <' lUildllll'ltlU lllc.JLU f leXÍVel. 

Par a cada um d os dois casos , mesmo que nâo sejam infor madas, as 

seções extremas sempre serâo cons ideradas. 

Quando, de nenhuma maneira forem especificadas 

as seções em uma viga , quer informando - se o seu número quer o 

posicionamento ao apoi o esquerdo,o s1stema adota a u tomaticamen-

te o uso de cinco seções de cálculo . Estas, por s u a 

distribuidas de forma e qui distante ao longo da viga , 

as seções extremas (seções dos apoios) . 

vez, sâo 

inclu1nd o 

O núme r o máx imo de seções que poderá ser 

definida e m uma viga será de vinte,incluindo as dos apoios. Nas 

figuras 2.14 e 2.15 mostra -se cada um dos do1s casos ac ima des ­

c r itos. 

L 
I 
1 

1_s 2 

-- .} s 

3 4 

t-- s 
-.f -

~ 

I 
5 ----- -- n-1 n 

s --- t-

~ 
-- -

L 

~i gura 2 . 14 - Seções de cálculo distribu1das de forma 

equidistante em uma viga ("n" seções) 

A' a 

_ b _c_l __ j 
d _ _j_ 

~ 

I 

~----------------------~e _______________________ ~ 
j_ __ __________ L ________ - -- --- -+ 

Figura 2. 1 5 - Seções de cálculo posi cionadas e m relaçâo 

a o apoio esquerdo de uma viga 

2.2.10 Constan tes do S i s t ema 

A Informaçâo dest a s constantes é opcional e 

n a sua a usê ncia serâo u ti li zadas as constantes-pddrâo do 
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sistema, automati c amen te ger adas qua ndo da in i c i a l ização do 

problema. 

Es t a s c onstant es es l do de f 111idas 1w <JUuthu 

2.1, pod endo se r ut tll Zdda s pdr a d r e s o lução de um pr ol>l ema 
através da Anál1 se Sec undária . El a s s e apr e s e ntam clas sifi c adas 

em três grupos, qua is s ejam: co nstantes dos mat e r1ais , que 
descrevem as propri edade s das ma t e r1a is ut 1l 1zados no pr obl ema ; 
constantes geomé tri c a s , nes te caso tem- s e s ome nte a espessura­
padrão das lajes , e cons t a n t e s de c arga e de c á l c ulo , que s ã o 
valores diretamente r e lac ionados com a espec1fi c ação da s ca rQa s 
e aos valores de cál c ulo do probl ema , conforme mos t r ad o em [5] . 

CONSTANTE 

Ess 
Es 

Gs 

fck 

f cd 
f yk 
f y<1 ~ 

Aç o 

Po 1sson 

HS 

Espe c i f i cação 

CONSTANTES DOS MATERIAIS 

mod.de el ast.l oug.padrcio do a ç o 
mod.de el ast . long . padrão do concr e t o 

mod .de e l ast . t r a n .padr ão do concre t o 

r e si s t ê ncia ca r ac . padr ã o do conc r e t o 

r es i s t. de c á l c ul o padr cio do concre to 

re s i s t ê nc i a car ac . padrã o do aç o 

res i st.de cál c u lo pad rcio do a ço 

t1po pad rão do aço 
coef . de Po iss on pad rão do concr e to 

CONSTANTES GEOMETRICAS 

espessura padrão da s l ajes 
---------- ------
CONSTANTES DE CARGA E CÁLCULO 

--- - - - . -- -· - - ---- - --- -- - -

CPS 
CAS 
PS 

GAMA 
GFP 
GFQ 

carga permanente pad r ã o e m laje s 
carga acidental padrão em l a jes 
carga distribuida padrão em viga s 

peso espec í fi co padrão do conc r eto 
coef . de ma j oração padrão das Cp 

coe f .de ma J oraç ão pad rão das Ca 

Quadro 2 .1 - Co ns t a nt e s do S1stema 

valot - pad rão 

--

210000 MP a 

28617 MP a 

0 . 4 ES 

15 . 3 MPd I 

Fck/1 . 4 

509 , 68 MP a 

Fyk/l . 1 ~) 

o 
0, 2 
- -~-

-I 

0,10 m 

---- 1 
2 , 5 KN/ m2 I 

2 ,0 I<N/m2 I 
5 , 0 KN / m2 I 

24, 5 KN / m2 

1 , 4 
1,4 
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Ainda relativo ao módulo de elastic1dade lon ­

gitudinal do concreto , c ujo val or-padrão está descrito no quadro 

2 .1, o sistema admite mais duas possibilidades para a definição 
de Es , de acordo com as presc r ições da NBR 6118/82 [1], v1sto 
Que pod e ser o btido através da re s istência carac terí stica 
padrão do c oncre t o (fck). 

~ primeira seria relativa ao valor fornecido 
para fck , caso este não seJa CO incidente com o valor padrão , 
ficando Es automaticame nt e de f1n1d o pela segu 1n te expressão: 

Es = 6600 ~ 
onde 

fcJ = fck + 3,5 para fc k em MPa 

A segunda possibilidade ser1a relal1va à 

utilização do módu lo secante do conc r eto , tomado 1gual a 0. 9 do 

módulo de deformação definido. I sto é passível de ser levado 

em consideração sempre qua a defo rmação da peça possa ser con­

siderada nula ou desprezível , no caso das ações serem de curta 

duração. 

2 . 2 . 11 L i mit es do S i stema 

Dentro do Sistema PROADE,para alguns e lemen­

t os , tai s como pilares , v1oas e la jes , ex 1ste a f1 xaç~o de 

limites-padrão do s1stema , que podem ser alterados de acordo 
c om as necess 1dades d e c ada problema. No quadro 2 . 2 estcio 
indica dos es tes limites para diversos itens do sistema. 

Esta possibilidade , de alteração dos limltes­
padrão, d e ve s e r sempre considerada pelo usu á riO do Sistema , 
ha ja visto que , quanto maiores os limites especificados, tanto 
maior será a quantidade de memória a ser ocupada, o que , em 
certos casos , poderá vir de e ncontro à capacidade de memór1a 
do própri o equipamento que se es tá utilizando. Ass1m, estes 
limites d evem s e r fixados de maneira a se aproxi marem o máximo 
possível dos valores rea i s do probl ema . 
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LIMITES DO SISTEMA 

Tipos d e El ementos Limites - Padrão 

Eixo X 
ElXO y 

Pl S OS 

Cl asse de Pisos 
P1la r e s 
V1o as 
Lajes 

Vigas Contí nuas 

Classes de Seções 
Estados de Ca rga 

t -

60 

JO 
15 

1 0 

1 0 

1 5 

3 

60 1) / J,>l!.J (J 

p/ c l a s s e de 
p/ clas se de 
p/ c lasse de 

10 

5 

Quadro 2_2 - Li mi t e s do S1s t ema 

2 . 3 Dados d a s Cargas Ex ter n a s 

P l 80 

piso 

piso 
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No S1s t ema PROADE, as ca r gas ex t e r nas passí­

ve l s de s e rem a nal 1sada s através da a ná l 1s e secundár1a , obJe -
to deste t raba l ho , s ã o ún ica e exc lus ivame nte a s c a r gas 
ver ti cais , tan to as de peso própr1o como a s que a oem dire t amen­

t e sobre as l ajes, viga s e p1lare s em c ada Pl so d a estrutu r a . 

Para um mel ho r e n tend imento poster 1o r no que 
se re fere à def in1ção dos t1 pos das c ar ga s que a t uam nos 
diverso s elementos e s t r u t urai s , cabe aqui a defini çã o da 
terminologi a u t ilizad a dentro do siste ma de c a rgas do PROADE, 
co nfo rme exp l a nad o po r Br o dbe c k [5 ] : 

a . c a r r egame nto - c a r ga vertical obri ga t ór ia , at ua ndo e m v1gas , 
corres pondendo à carga permanen t e e de pa re­

des , e em l a jes , c ot· r e s ponden tes d catqa p<.:r nld lle ll lt: e 
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acidental. 

b . estados de sobrecarga - o estado de sobrecarga indica de que 

forma ocorre êl cl t uação da s cdrgus 
acidentais nas l ajes de uma eBtrutura. No S1stema PnOADE 
t em- se dois modos de atuação destas cargas , de acordo com o 

estado de sobrecarga (SO). No SO O, tem se que as curgas 

acidentais atuam somente em determi nadas laJes - definidas 
dentro deste SO , e no SO 1 tem-se as caruas ac1dent a 1s 
atuando sobre as laJes restantes, 1sto é, não l evadas em 
co nsideração no outro estado . Es te tipo de consideração é 

de cap1tal importância na busca da situaçâo de ca rreudmento 
mai s deofavo r ávcl , leva ndo ~ obtcnç;Jo d cw I,J I Orco ~olicltu­
ções, principalmente quant o aos momentos fletores no topo 
dos p i lat·es . 

c. carga e xtras - são ca rga s adicionais atuando verticalmente 

em la j es , vigas e pildres ao níve l dos pisos 
da estrutura . Este s tipos de cargas podem ser causadas, por 
exemplo, por c argas de paredes agindo sobre lajes e vigas , 

não especificadas em ~carregamento" ou por cargas concen­

t radas , t a i s como pe la a at uação de umd máquiltd ou mcBmo de 

um Pilar no i nterior de uma laje. Esta~ ca roa s devem estar 

semp r e agrupadas em " estados de cargas e xtras~. 

d. estados de ca rgas e xtras - cada estado de ca rgas extraB é 

formad o por um conJunto de cargas 

extras, para o qual s e r á obtido um conJunto de solicitações 

independentes. 

e . estados de carga - no Sist ema PROADE, estado de carga s1gn1-

fica um conj un to de caruds de me smo LIPO , 

determinando um conJunto de so l 1c1tações independente . 
Portanto , para cada estado de carua é uerado um conJunto de 
so l icitações 1ndependente, tornando Dossível deternnnar 
através de inúmeras confiuurações, qual a mais desfavo r ável , 
ou melhor , aque la o nde s ão produzidas as mai ores soli cita­
ções. Na Análise Secundár ia os estados de cargas possíve1s 

podem atingir no máx1mo o número de cinco, quais sejam : 

1. carga permanente 
2. ca rga acidental , estado de sobrecarga o 
3. carga acidental , estado de sobrecarga 1 

4 . e s tado de cargas extras 1 

5. estado de c argas extras 2 
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Nes te trabalho, como as ca rgas cons1deradas 

se r âo vertica 1!J, par a todoo oo eleme n loo eslruluruu.J {ldJC!J, 

vigas e pilares ) a ori e nt ação positiva de apl icação das cargas 
será scmpt· e co nsideruda como sendo c.J de o t H:ll l<.lçâo centrar ld ..1 0 

ei xo z. 
Na realidade, o Sistema PROAOE , a Ttali sado so b 

o aspecto global, admit e um número de nove estados de cargas , 

send o acrescen tados aos anteriores as cargas de vent o e s1smo , 
atuand o nas direções X e Y. Como, porém, estas cargas somente 
são ana l i sadas a través da análise primária, optou-se po r não 
abordá- las aqui nes te trabalho, lndicando - se , para mai o res de ­
talhes a respe ito , o trabalho desenvolvido por Ellwange r [ 9). 

2 . 3 .2 Ca rg as e m Lajes 

2 . 3 . 2 . 1 Ca rg as Perma n e nt es 

Na s laJes as c argas per ma ne ntes representam 

a penas o peso dos revestimentos atuante s , Já que o peso pr ó ~ 

prio é comput ado automá ti came n t e a part1r da espessura da laJe 
e d o peso específico do concreto, e somado à ca rga pe rma nente 

duran~e a a ná lise. Caso não se ja in formado o valor da carga 
permanente , a constante CPS (carga permanente padrão em laJes) 

é assumida em se u lugar. 

2 . 3.2 . 2 Ca r gas Ac id e ntai s 

Nas laJes as can;~as acidentaiS são 
representadas por todos os t1pos de cargas possíveis de ter sua 
atuação c essada abruptamente, ou seja , ca rgas com uma atuação 
transitória e temporária sobre a laje. 

Ao se fornecer as cargas aciden ta is para uma 
dete rminad a l aje per tencente a uma d ada classe de PlSO é 

necessário informar a que e stado de sobrecarga esta laje per­
t ence , O ou l. Nas f1guras 2.16 e 2.17 mostra - se uma mesma 
estrutura, pavimento- tipo, onde tem- se as lajes achureadas 
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s u jei t as a carQas ac1dentais no es t ado de oobrecarya O (f1yura 

2 . 16 ) e no estado de sobrec arga 1 (flCJUl a 2 .17), sendo este 

último fo rmado pel a s laJes nã o cons1deradas nu caso anterior 

(i sto é , as la Jes n.:io achureada s da fi rur a 7..16). 

Se nada for espec1f1cadu r elat ivo à ca r ga 
ac i de nt a l de uma laJ e , a c onstante CAS (carga ac ide ntal padr~o 

em la JeS) é tomada para o estado de sobrecarga O. 

2 . 3 . 2 . 3 Ca r ga s Extras 

Como já fo1 d ito , as carQas extras perm1tem 
informar aquelas c argas adicionais vert1ca1s que não per t e ncem 

ao conJunto das cargas permanentes ou ac1 denta1 s atuantes . 

Até o pr e sente , e stá implantado na Auálise Secund ár1a a a nál1se 

de l ajes ouJel ta u ~ car ya s uupc tf iclalu, uu ueJ~. L ~tu~u 

unifor memente d1 str1bu1das sobre toda a s ud s uperf!c 1e , com ta ­

xa de carga constante. Já estão previstas, J;.>orém a1nda não e m 

fase de funcionamente , a análise devido à cargas concenlradas 
e l 1neares. 

2.3 . 3 Carga s e m V igas 

2 . 3 . 3 . 1 Cargas P e rmanente s 

Nas VIQas , as carQas permanentes represent am 

apenas o peso das paredes e dos revest1mentos atuantes sobre 
as me s mas . Da mesma for ma que na s lajes , o peso pr óprio é 
computado a utomá ti camen te a partir da def ini ção da seção trans­
ve r sal das v igas e peso específi c o do concreto , se ndo acreHc1do 
às anter i o r es d urante o p rocesso de análise. Caso não seJa 
f ornec ido o valor da s c ar ga s pe r manen t es, será tomada a cons­

t ante PS (carga distribu ída padrão em vigas) . Aqu1 , uma 
obse rva ção t o rna-se i mprescind í vel. Não existindo carQa perma­
ne nt e sobre uma determinad a viga , me smo assim é necessár1o 
fornecer o va l or da mesma, neste caso tomada lCJU al ~ zero , 
senâo, será tomada a constante PS , e , num aspecto mais gl obal , 
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não sofrendo nenhuma viga a ação de c a rgas permanentes , pode-se 

fazer diretamente PS igual à zero, quando do fornecimento das 

constantes do sistema . 

Nas vigas as caroas ex tras sâo t od a s aquelas 
que não pertencem ao conJunto da s ca1 oas vermane nl es . uu. como 
tai s n ~o possam ser definidas. Ao caroao cxtra9 podem ~er de 
quatro tipos: 

a. caroa concentrada - caroa apli c ad a e m um ponlo q ualquer 
da viga. 

b. ca roa uniforme - caroa uni f o rmente d1str1buida em um 
trecho ou em toda a v1ga. 

c . carga linear - caroa distribuída com variação linear em 
um trecho ou em toda a viga. 

d. carga de momento - carga aplicada em um ponto qualquer 

da v1ga. 

Na s figuras 2 .18 a 2.21 estão indicados,de uma 
forma esquemática, os quatros tipos de cargas em vioas, acima 

descritos, e seus parâmetros de definição (a orientação das 

cargas está de acordo com o sentido positivo das mesmas). 

LS 
r 

"""""1L.__ __ -=-b ---~ 

Figur a 2.18 - Carga concentrada em vigas,parâme tros : 
a = valor da f o r ç a 
b Q distânc 1a a o a po 1o e s querd o 
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não sofrendo nenhuma viQa a ação de carQas permanentes, pode-se 

fazer d ire tamente PS iQual à zero, quando do fornecimento das 

constantes do sistema. 

2 .3. 3 . 2 Cargas Extras 

Na viQa s as carQas extras são todas aquelas 
que não pertencem ao conjunto das carQas permanentes , ou, como 
tais não possam ser definidas. As carQas extras podem ser de 
quatro tipos: 

a. carga concentrada - carga aplicada em um ponto qualquer 

da viga. 

b. carQa uniforme - carga uniformente distr1buida em um 

trecho ou em toda a vigd. 

c. carga linear - carQa distribuída com variação linear e m 
um trecho ou em toda a viga. 

d. carga de momento - carga aplicada em um ponto qualquer 

da viga. 

Nas figuras 2.18 a 2.21 estão indicados,de uma 

forrna~-esquemática, os quatros tipos de cargas em vigas , acima 
descritos, e seus parâmetros de definição (a orientação das 

carQas está de acordo com o sentido positivo das mesmas). 

Figura 2.18 - Carga concentrada em vigas ,parâmetros: 
a = valor da força 
b ~ distânc ia ao apoio esquerdo 
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Figura 2.19 - Carga unif orme e m v1gas , parametros: 
a = taxa de carQa por unidade de 

comprimento 

LS 

L 
1 

b = distancia ao apoio esquerdo 

c = comprimento do trecho carregado 

., l d 
'1 
l c 

Figura 2.20 - Carga linear em vi gas ,parâmetros: 
a = valor da carga no início do 

trecho 
b = valor da carga no fim do tr e cho 
c ~ d1stânc i a da c a r ga ao apo1 o e s que r do 

d = comprimento d o tre cho ca rregado 

31 
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LS 
Ao 

6 
l b l 
1 1 

FiQura 2 .2 1 - CarQa d e mome n to em VlQas , parâmetros: 

a ~ va l o r do mome n to 

b = d1stânc i a ao apoio esque rdo 

Den t r o da Anál ise Secundá r 1a do Sistema 
PROADE , e ao lonQo de todas a s fases do processo , as reações 
obtida s em uma fa s e pa ssam a s e r cons i derad a s como cargas na 

etapa seguinte e s omad as à s de ma1s cargas do mesmo e stado de 

carQ a , par a a qua l e s tá s e ndo feita a a nál 1s e . 

Se não , vejamos : as re a ç õe s obt1dds a t ravés d a 
f ase d e cál cul o das l a]es são ap l i cadas , automaticament e , c omo 
carQas na s vioas que se rvem de apoio a c ada bo rdo da laj e , Já 

as reações d a s vi ga s sec undá r i as i r ão a tuar como c a r gas em 
outras vigas (secudárias ou pr i má r ias) e p il a r e s que s1 rvam de 
apoio (ver i t em 2.6); e, por f im , as r ea ç ões dos pil a r es se r ão 
fornecidas ao usuá r i o para que , a par t i r del a s , possa ser 

executado o pr ojeto das fundaçõe s . 
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2 .4 Re s ult a do s da An~ l ise 

2 .4. 1 Estados de Carga 

Todos os elementos estrutura1 s a !:lerem 

co nsiderados pela Anál1 se Sccundciriu , laJes ou VlY <.lS , !:IC tdO 

submetidos aos seouinteD estados d e carga : 

a. car ga permanente 
b. ca r ga acidental - estado de sobrecarga o 
c. ca rga acidental - estado de sobr e caryd l 

d. caroas extras - máximo de doi s 

Fe1t o 1sto , as reações destes elementos estru ­
turais aqu1 obtidos serão considera das como cargas quando da 

execução da Análise Secundária , e , Quando for o caso, da 

Análise Primária , conforme está explanado no item 2.6. 

2 . 4 . 2 Es-forç::os na s Lajes 

Os esforços nas lajes s ão obtidos na Análise 

Secundária por lu Je , por classe de p1so e vor estado de c arga . 

Dentre estes esforços tem- se: momentos f letotes , reações, for ­

ças de cant o c flexa máx1ma, conforme a rclaçâo a segu 11 : 

a . momento fletor máximo na d1reção X (Mxmax) 

b. moment o fletor máximo na direçao y (Mymax) 
c. moment o fletor nas bordas 1 a 6 (Ml a M6) 
d. fo r ça de canto nos vért1ces (Fl d F6) 
e. flecha máxima 
f. reações distribuídas nas bordas (Rl a R6) 

Na f igura 2.22 tem-se a indi cação dos esforços 

nas l ajes e suas respectivas convenções de sinais. 
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F1gurd 2.22 - Esforços em laJes, co nve nçoes 

- momentos pos1t1vos 

tração nas fibr as 1nferiores 

- for ças positivas 

sent1do posit1vo do eixo Z 

2 . 4 . 3 E s rorç:o <.:> n as Viy as 

34 

X 

z 

IL.. 

Os esforços nas VlQas secundárias são obtidos 

por viQa , por p1so e por es t ado de carQa. Nes t e ponto , deve- se 

notar qu e , apesar de todos os dados das viga s ,inclusive as car ­

gas serem fornecidos por classe de piso, tod o s os esforços são 

calculados por piso. Este procedimento é feito desta forma 

para que exi sta , posteriormente, compatibilida de q uando da 

análise dos pórticos (através da Aná li se Pri má ri a) , pois os 

deslocamentos nos pórticos variam de piso para piso. No caso da 

viga ser contínua , seus e s forços serão obtidos para cada um dos 

vãos que a compõem. 
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As s 1m, para cada v iga , os e ~forços sâo obt1dos 

para todas as seções d e fi n1das pe l o usuár1 o ou a ssumidas pelo 

sistema. 

Estes es f or ços , 1nd1 c ad os na f 1gur a 2 . 23 J un­

tame n te com s ua c onvenção de s1 nd1s, são os ~egu 1 nte u 

a . moment o fle t or na seç ão (M) 
b. f o rça cor t a n te à esquerda da seçao (Qe) 
c . f orça corta n te à d 1rei t a da seção (Qd) 

z 
/t' 

seção i 
I 

I 

~--~--------------~:----------+-~) Xouy 
I 

z 

I 
VISíA L ATERAL CORTE TRANSVERSAL 

seção 

CONVENCÃO DE SINAIS 

Mi 

(i l l) 
Mi 

Oei Odl 

F1 gura 2.23 - Es fo r ços em V1 gas 

2 • 5 R e s 1.1 1 t a d o s d o u i me n s i o n C\ me n t o 

2 . 5 . 1 S o 1 i c i t a çoes d e Cá l c ul o 

)( ou y 
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Após a obte nção dos esforços nos elementos 
estruturais, lajes por c lasse de piso e v igas por p1so , para 

todos os estados de carga (ver item 2.3.l.e), faz-se necessário 

pesquisar qual a combinação mais desfavorável de esforços 

devido à atuação simult â ne a ou isolada dos diversos estados de 

carga sobre cada el emento estrutural. 

O número e o con Junto das combinaçõe s possí­
vei s é o bt1do pelo pr6pr1o s 1stema a part1r do númer o de 
es t ados de c arQa existentes. Sendo es t e número V<Jtlcivel em fun 
ção da existê ncia ou não dos estados de carQa acidental (so­
brecarga O e 1) e dos estados de cargas extra s . 

Como a a tuação do estado d e carga permanente 

es tá intima mente ligada à própria existênci a do elemento es­

trutural, es te estado será composto com toda e qualquer combl ­
nação e ntre os demais estados de carga . Assim , o con junto 

máximo de estados de c arQa é o segui n te : 

A = CP , CAl , CA2 , CEl CE2 

I 

I __ C:!!:)tados de C<JlQdtl 

exttds 1 e 2 

estado de carga ac i dental 

sobrecan1a 1 

estado de carga acidental 
sobrecarga O 

estado de carga permanente 

Como "CP" fará parte de qualquer combinação , 
temos a formação de dois subconjun tos de A 

B = CP ) 

C ( CAl , CA2 , CE l , CE2 ] 
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Desta mane 1ra , o número total de combl nd ções 

possíveis será obtido a par t ir da soma da combinaç ão entre 
B e C e dos subconjuntos destes derivados , com o núm ero 

de elementos variando de 3 até 1 para cada s ubco n j unt o . Generi ­

camente, em função das possíveis oscilações quanto ao númer o de 
estados de carQa que formam o con Junto C , pode-se expr1mir 
este valor a partir do formulári o da Análi se Combina tóri a , qual 
seja: 

onde 

(NAC+NEC ) ! «:: (l+NAC+NEC- 1) 

(NAC+NEC) (I - 1)! (l+N/\C+NEC-I) ! 

NAC = númer o de es tados de car Qas ac1denta1s 

NEC = número de es tados de cargas ex tras 
I = variando de 1 até (NAC+NEC) 

( 2- 1) 

Para o caso específico de NAC = 2 e NEC = 2 , 

na ocorrê nci a de t od os os e stados de c arga possíveis , tem-se 

que 

4! 

= (2 . 2) 

(I-1)! (5-I)! 

Substitui nd o I e m (2.2) obtem- se , para este 

caso, o número máximo de combi nações JQual a 1~. que , acresci ­
da ao número unitári o de comb i naç ões do conJunto B , cheg a -se 

ao número final d e 16 comb1nações possíveis . 

Assim , para cada uma destas comb inações deve­
rão ser obtidos os esforços totai s atuantes em cada elemento 
estrutural e no passo seguinte , já vi sando o dimensionament o de 
cada um destes elementos, deve-se pesquisar qua is as solicita­
ções mais desfavoráveis dentre as obtidas para as diversas 

c ombinaçõe s. 

Com relação aos fator es d e ma joração , for ne -
cidos para cada estado de carga através das constantes do s1s-
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ma , e s tes sâo l evados e m consideração sempre qua ndo da compo­

sição dos e s forços de cada uma das combinações possíveis . 

2 . 5 . 2 Es~or ~ os F in a i s e Arma duras na s Lajes 

No dimensionament o das lajes, ob tem-se os 

seguintes resultados finais , por laje e por c l asse de pi so : 

a. Mxmax momento principal máximo na direção X 
b . Mymax - momen to principal máximo na direção Y 

c . M1max a M6max - mome nto máxi mo nas bordas de 1 a 6 

d. Flmax a F6max - força de canto máxima nos vértices de 

1 a 6 
e . Asx 

f . Asx' 

~ - Asy 

h. Asy ' 

- área de armadu ra principal trac i onada na di ­
reção X 

- área de ar madu ra principal compr i mida na di­

reção X 

- área de armad ura principal t r aciondda na di ­

reção Y 
- á r ea de a rmadura principal compr i mida na di­

r eção Y 
~- Asl a As6 - área de a r madura tracionada nas bord a s 

de 1 a 6 

áreas 

J . Asl ' a As6 ' - área de a r madu r a compri mida nas ~o rda~ 

de 1 a 6 

No caso específico das lajes , os momentos e 
de armadura são obtidas para uma faixa un1tár1a de um 

metro de laroura e as forças de canto sâo consideradas con­
centradas nos vértices. 

Na f igura 2.24 indica-se a l oca lização dos di ­
versos tipos de armaduras existe ntes nas laJes. 
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F1gura 2.24 - Armadura em lajes 
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No dimens i o namento das vigas , obtêm-se os se ­

Qui n tes resultados finais para cada seção, por viQa e po r p1so : 

a. Mmax - máx1mo momento positivo 
b . M'max - má x1mo momen to negativo 

c . Qemax - máx1 ma força co r tante à esquerda 

d . Qdmax - máx1ma força cortante à d1re1ta 
e. À S - áre a de a r madu r a lo nQi tud ina l tracionada 
f. As ' - área de armadura long i tudinal comprim1da 
g . As we - área de a rmadura transversal por metro , à 

esque rda da seç ão 

h. Aswd - áre a de a r madur a transversa l por metro , à 

direita da s eção 

Confor me está indicado nos itens ' g' e 'h', as 

a rmadur a s tr ans vers ais (e s t ribos) Aswe e Aswd, respectivamente, 
dev em s er semp r e tomadas em va l or absoluto, o sinal ind1cará o 
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ângulo de 1ncl1naçâo da armadura em relação ao e1xo longltudl ­

nal da peça , conforme especlflca- se nd flUUld 2 . 25. 

Asw Asw 

45~ -l-
eixo longi t udinal do VIQO 

FiQura 2.25 -Estri bos em Vigas ( ~noulos de Inclinação ) 

Na figura 2 . 26 indica-se a localização dos 

dive r s o s tiDos de armaduras existentes nas vioas. 

seção i se<;oo k 
As / " / 

A's 

.... - I I 
Asw8 I Aswd I 

ll I l 
_.......v ' / ' 

A's As 

Figu ra 2.26- Armaduras em VIQas 

2.6 Compati bilid a d e e n tre a 

Análise Secundária E Pr im á ria 

Conforme já havia sido referido no Item 

2. 4 .1, a compatibilidade entre as Análises Primária e Secundá-

r ia é feita ao nível das ca rgas atuantes sobre os elementos 

estruturais pertencentes aos pórticos planos . vigas primárias e 
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pilares. Estas caroas podem se r classificadas em dois tipos , as 

definidas como atuantes diretamente sobre estes elementos e as 
provenien t es das reações das l ajes e vi gas secundár ias sobre os 
e lementos dos pórticos. 

Nest e segund o caso , porém, estas reações não 
são utilizadas como catoas de uma maneira explícita , mas sim , 

at r avés da consideração das forças de enoastamento perfeito e 
das solicitações produzidas em cada uma das seções de cálculo 
das VlG as primd r1as por estas r eaçGes (cons1derad ds aoord como 
cargas) , o que é perfeitame nte compatível com o sistema estru­
tu r al de um pórti co . Desta forma , evita - se a rma zenar uma grande 
quantidade de dados relat1vos às r eaçõe s da estrutura sec undá ­

ria sobre a primária , tornando a compatibilidade e ntr e o~ do1s 
ci sternas bem ma i s otimizada . 

No caso dos p1l ares dos p6rt1cos , as própr1as 

reações são impostas como caroas e como tais são armazenadas. 

Todos estes p rocedimentos são sempre executa­

dos por estado de carga , para que, quando da Aná li se Primdria , 

os acessos sejam compatíveis. 

Nas figuras 2.27 a 2.28 mostra - se os t1pos de 

reações que pod em ser transmitidas pelas laJes e vigas secun ­

dárias às primári as , lndicando-se , em cada caso , as f o rças de 

engas tament o perfe1to que , compostas com as cargas , poss1b1 -

l1tam o obte nção das so l 1c1tações e m cada seção d e cJ l c ul o dds 
v1gas pr1 már 1as . 
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Figura 2.27 - Esforços de Enga s tament o Perfeito 

Car r eQame nto concentrado 
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Figura 2 .28 - Esforços de Engastamento Perfe1to 

Ca rregame nt o un1 f ormemente d1str1bu1do 

(reações da s laJes ) 
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3 _ ANÁL ISE DO S ELEMENTOS LAMI NARES <LAJES> 

3-1 DEscriç ã o 

Neste capítulo será abordado o cálculo de 

todos os elementos laminares ( l ajes) que compõem o pavimen to. O 

processo de análise é executado por laje , por estado de carQa 

e por c lasse de piso. Des t a forma, os resultados fina1s são 

obtidos e a r mazenados para cada »pavimento-t ipo » da estrutura , 

ocupa ndo menos espaço da memória. 

Dentro do si s tema , a análise de lajes é con­

trolada por uma rotina pri ncipal chamada ANALAJ. Esta rot1na 

tem a incumbência de ordenar d e uma maneira lógica e adequada 

todos os procedimentos necessários para a solução de uma laJe. 

Pa r a que possa ser inicializada esta análise , 

como qualquer outra da Análise Secundária , é necessário que 

todos os dados relativos à geometria e às carQas externas da 

estrut uru já tenham sido f o rnec1dos pelo usuário e seJa 

defini do o carregamento atuante na laJe que será calculada em 

função de seu estado de carga. Ca so o e stado de carga seja 

d evido à carga permanente ou ac idental , obriQatóriamente este 

carregamento se r á composto por uma carga uniformemente distri­

buida e para tal serão obtidos os resultados. Caso contrár1o, 

sendo o estado de carga devido às cargas extras , este carre­

gamento poderá s er f ormado por ca rQas superficiais (un i forme­

mente distribuídas) , ver it em 2 . 3 . 2 . 3 , e já es t ão prev1stos 

43 
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para implementação futura carreQamentos lineares e concentra­
dos. Para a obtenção do s esforços,o cálculo será executado para 

cada carreQamento em separado , sendo que os re s ultados finais 
serão obtidos por sobreposição de efeitos. 

Feito isto, a análise da laje poderá ser e f e ­

t i vamente iniciada . Como parâmetros de entrada para a rotina 
ANALAJ, além doa já citados , classe de piao, estado de carQa , 
número da laje e dados relativos ao carreQamento , tem-se tam­
bém: a s dimensões da laje através da indicação dos ei xos que 
limitam seus bordos , a vi nculação, o método de cálculo a ser 
utilizado e, por fim, a espessura da laje. 

Internamen t e a rotina ANALAJ seQue uma orien­
tação lógica e compatível com a solução do problema. Em primei­
r a instância é de f inido para que tipo de carregamento (super ­

ficial , l inea r ou concentrado) será efetuado o cálculo; o tipo 

de l aje em questão (retanQul ar ou em "ELE") e a sua vinculação . 
Relativa à geometria da la j e, e s ta fi c a pe rfeitamente defini ­

da a partir do número de bordos existe ntes , 4 no caso retanQu­

lar e 6 no caso em "ELE". Nes te ponto a r o tina ANALAJ tem doi s 
rumos a seQuir, cada qual compatível com a Qeometria da laje a 
ser ca l c ulada. 

No caso de laje retangular , deve-se fazer duas 

distinções : lajes armadas em uma ou duas direções . No 
armada em uma direção (ver 1tem 3.2. 1 ) , a laje ser á 

através do processo elástico , independentemente do 

soluçâo solicitado pel o usuário. Seus esforços se rã o 

prime 1ro , 

abordada 

mé t odo de 

obtldOS 
como se a laje trabalhasse como uma viQa, admitlndo-se deforma­

ções em soment e uma direção. 

No caso contrário, armada em duas direções, é 
permitida a utilização de qualquer método de cálculo , de acordo 
como o tipo de análise requer i da pelo usuário , rígido-plástica 
ou elástica , conforme recomenda a NBR 6118/82 [1). Sendo a aná­
l ise rígido-plástica, tem-se a disposição o Método das L1nhas 
de Ruptura , baseado na teoria de Johansen, onde são obtidos to­
dos esforços característicos , mome ntos fletores e reações , com­
patíveis com o método em questão (ver item 3.3) . Sendo reque­
rida a análise elástica, a solução poderá ser a l c ançadd por 
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dois métodos : o Método de Marcus (ver 1tem 3 .2.2) ou o Méto­

do de Elementos Finitos (ver item 3.2.3). Neste último, as 
reações são calculadas através do próprio método, sendo Que, no 

caso da laje ser armada em duas direções através do Método de 
Marcus , as reações são obtidas segundo proced 1mento recomendado 
pela NBR 6118/82 [1] (ver item 3.2.4). 

No caso da la je em "ELE", atualmente a an~lise 
só está sendo feita pelo processo el~atico utilizando- se o Mé­
todo de Elementos Finitos, onde são calculados todos os esfor­
ço s solicitantes , momentos fletorea e reações. Apesar disto, o 
si s tema j~ foi desenvo l vido para, mais adiante , também resolver 
lajes com esta geometria pelo Métdo das Linhas de Ruptura . 

Assim , para cada estado de carga são obtidos 
todos os esforços solicitantes na laje. Estes são armazenados 

na memóri a para , ao final, serem combinados com os es f orços re­

lativos aos demais estados de carQa atuantes . Fruto desta com­

binação, obtêm-se todos os esforços rn~ximos para os qua1s a l a­
je será dimensionada. 

A figura 3.1 mostra o fluxograma básico da 
etapa de análise dos elementos laminares (l ajes) com suas di­
versas-fases. No Apêndice B este fluxogr ama é abordado em 
mai o r profundidade, desc revendo todas as rotinas que o compõem. 

3 .2 An ál ise Elástica 

3.2 . 1 Lajes Armadas em Uma Dire~~o 

o si stema define que urna laje deve ser armada 
em urna direção sempre que, a part i r de seus dados de geometria 

e vinculação , a laje se enquadre em um dos c asos a seguir des­
critos , válidos para c arregamento superficial, a t ualment e im­

plantado: 
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INICIO 

Tipo de carregamento 

Laje em 'ELE' 

Tipo de laJe 

LaJe em 

duas direções 

TIPO de solução 

LaJe em 
umd direç~o 

Solução 
como viga 

Rí<Jido - plástica 

Mét odo dos 

Elementos Finitos 

Método ele 

Mar cus 

Armazenamento 
dos esforços 

f'1ét odo das 

Linhas de Ruptura 

Figura 3 . 1 - Fluxograma da análise de laJes 
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a . a relação e ntre os vãos seja maior do q ue 2 ou meno r do 

que 0.5 

b. que existam dois bordos livres pa ral elos 

c. que existam três bordos livres (laj e em balanço) 

Na fioura 3 . 2 estão representados, c om maior 

clareza, cada um d estes casos. 

I 
I I 

I I 
I I 
I I 
I I 

b 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

o 

I 

f- - --

, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I __ _ _ _ _ j 

(o) o/b > 2.0 ou 
a/b < 0.5 

(b) 2 bordos livres paralelos (c) 3 bordos livres 

Fioura 3.2 - Casos de la jes armadas em uma direçã o 

Quando isto ocorrer, os momentos fletores e as 

reações são calculados somente segundo uma direção , para a sua 

caroa total. Portanto, sendo a armadura calculada para a penas o 

vão paralelo a esta direção . Na outra direçã o é d isposta s o­

mente uma armadura mínima de distribu1ção . 

Desta forma, as lajes armadas em uma direção 

terão seus es forço s ob t idos a partir da sua v i nculação e dlmen­

são de um de seus vãos, podend o ser simplesmente apoioada s , 

enoastada - apoiadas , bi-enoastadas ou simplesmente engastadas , 

conforme mostra a figu r a 3.3 . 

forma, 

Ass im , seus esforços serão obtidos da segu inte 

todos eles relativos a uma faixa unitária de um metro 

(onde M = momentos positivos; M' = momentos negativos ; Ra e Rb = 
reação nos apoios 'a' e 'b' , respect ivamente ; L =vão na dire -

ção cons1derada e q = ca rga uniformemente distribuída): 
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(o) 

a. 

b . 

f ~ , L ~ 
1 

L 
1 

L ~ 
1 

~ 
1 

( b) ( c) 

Figura 3 . 3 - Lajes armadas em uma direção 
Tipos de vinculação 

Laje simplesment e apoiada 

q_ L2 

M = -----
8 

q L Q.L 

R a = ----- Rb = --- --
2 2 

Laje engastada-apoiada 

2 2 
q.L q ,L 

M = ------ - M' = --- --
(128/9) 8 

S . q , L 3 . q . L 

R a = ------- Rb = ------ -
8 8 

L ~ 
1 

( d) 
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c. Laje bi - enQastad a 

2 
Q.L 

M ~ --- -- M' 

24 

Q.L 

R a ~ ---- - Rb 

2 

d. Laje simplesmente engast a da 

2 
Q.L 

M' = --- --
2 

R a Q.L 

3 . 2 . 2 MÉtodo de Marcu s 

3.2 .~.1 I n t r odu~ão 

49 

Q . 
2 

L 

= - - ---
12 

Q.L 
a --- - -

2 

Para laJes armad a s em duas direções, o proées­

so de soluç~u de Mar cus se e nquadra perfeitamen te nas prescri­

ções do Item 3 .3. 2.1 da NBR 6118/82 , onde as lajes poder~ o ser 

calculadas n o r e Qime e l ás tico, " permitindo-se processos Simpli­

ficado s devidamente justi ficados ". 

O Método de Marcus es t á baseado na Teoria da 

Elast i cid ade e na Teoria das Grelhas, sendo desenvolvido a par­

tir de ambas . A primeira pe rmite resolver o problema de placas 

de fo rma precisa , desde que sejam aceitas as leis de Hooke e de 

Navier, tomadas corno hipóteses. A segunda , como n~o poderia 

deixar d e ser , é derivada da anterior, sendo a primeira apro­

ximaç~o a um processo mais simpl ificado e expedito voltado para 

a resolução de lajes armadas em duas di reçõ e s. 
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Coube ~ Teoria de Ma r cus , também um processo 

simplificado, desenvolver e aprofundar a Teoria das Grel has , de 

forma Que pudesse ser levada em consideração a exi s tência dos 

momentos torsores que ocor rem nas faixas adjacentes aos momen­

tos máximo s . Em face disto , a c u r vatu ra elástica sofre uma ate­

nuação nas faixas centra is e , conseque ntemente , os mo men t os má­

ximos centrais ficam reduzidos . Este trabalho d e senvolvido por 

Marcus conduziu a resultados mais p róximos da Teoria da 

Elasti cidade. 

3.2 . 2-2 Processo de Marc us 

Para que se 

Mar c us, pressupõe-se Que 

satisfeitas p ela laje : 

a. espessura constante 

b. geometri a retangular 

possa u t ilizar 

as seQuintes 

o processo de 

hipóteses seJam 

c. suportada co nt1nuamente ao l o nQ o de seus quatro bordos 

d. submetida por carQa uniformemente distribuída por uni -

dade de área. 

Considerando - se todas a s combinações possíveis 

de bordas apoiadas e engastadas, as lajes podem se apresentar 

segundo os seis casos apresentados na figura 3 .4 . 

O processo de Marcus, pa r a o cálculo destas 

la jes, consiste essencialmente no que s egue : 

Considerand o que a carga q , uniformemente 

distribuída, se divid e em duas componentes segundo as duas di­

reções , uma qx e outra qy, imaginam-se f ai xas ortogonais isola­

das entrecruzando-se no centro d a la j e, sujeitas ~s cargas qx e 

qy respectivament e e iQualam-se as flexa s no centro. Des t a 

igualdade resulta o valor de qx ou de qy. 

No passo seguinte , consi de rando-se as faixas 

sempre independentes, levando-se em conta o tipo de vincul ação 

existente em cada bordo , ca l c ulam- se os momentos centrais Mx' e 
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5 1 

My ' em cada faixa nas duas direç õe s , e , c aso existam , os momen­

tos nos bordos Xx e Xy. 

1 1 
/ ' /, • / , 

1 ~ 

1 ly> lx 2 ly 3 ly > lx 

J J J 
~ 1 lx ~ .. lx ~ l ., lx l 

" 

1 
/ 

1 
4 ly 5 ly 6 IY> lx 

~ 

:j j J ' 
~ 

l .. lx ~ 
'J ~ 

'1 lx ~ '1 ~ '1 lx - -----,1--

Figura 3.4 - La jes abordadas pel o Método d e Marcus 

Ti pos d e vincul ação 

Ao final, levando-se e m consi deração a ação 

favorável dos momentos torsores, deve -se multiplicar estes mo­

mentos por certos c oeficientes c hamad os de torsão (menores do 

que 1) , r e sultando os momen tos centra i s f inais Mx e My (menores 

que os anteriores , Mx' e My ' ). 

Re l ati vame nt e ao formulário des e nvolvi do pela 

Teori a de Mar c us , e que s e encontra implantado no sistema da 

Análise Secundária, a terminologia é a descrita a seguir. 

Sejam qx e q~ as cargas repartidas de q 

lx e ly as dimensões da laje; D x D y as f lec has nos centros das 
' 

fa i xas e a , B e Y os coeficientes utilizados para o cá lcul o 

dos momentos positivos e negat ivos em uma viqa isolada , em 

função das condições de contorno. Todos estes parâmetros estão 

convenientemente ind icados e definidos nas figuras 3.5 e 3.6. 
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Assim, temos 

pela repartição das carQas 

q = qx + QY 

as flechas Dx e Oy, nos centros dos respectivos vãos são 

Dx 

4 
n x.Qx. Lx 

384.E . Jx 

>-
0 

e Oy • 

~ ~· 1,0 

lx 

4 
' 4 Y .QY.LY 

384.E.Jy 

Figura 3.5 - Faixas centrais 

52 



TIPO DE VIGA COEFI CI ENTE S EQUAÇõES 

('( () y 

gnn;r;;ál 5 o --
L 

1 

!t . q L4 

D "' -------
384 .E.J 

-

~nnruil 128 

2 --- 8 
~ L 9 '1 

<J L 2 

M' D + -----
B 

~ nunriq~ 1 24 12 
L 

<:! L 

X ..: .. -----
y 

Figura 3.6 - Coeficientes a , B e y para o cálculo da 

flec h a máxima( D) , momen t os máximo pos1tivo 

(M') e mínimo negativo( X) de viga de se ç ã o 

constante. 
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sendo ~u e ' E ' r e presenta o módul o de elasticidade l ongitudinal 

do concreto e 'J' o momento de inércia na d1reçã o ind1cada. 

Como as duas fa 1xa s têm largura unitária , temos 

Jx Jy 

12 

e, por compatibilidade oeornétri ca de deformaçõ e s 

Dx = Dy 

4 4 
d X.qX.LX = a Y.QY.LY 

substituindo qy por (q - qx) e tomando-se e = Ly/Lx, temos 

que 
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QX 

ou, simplificando, 

QX = kx.q 

onde kx de pende da relação entre os l ados e das cond1ções de 
contorno, assim o momento fletor má ximo na d i r eção X se rá dado 
por 

2 
QX.LX 

Mx' = -------
Bx 

e o moment o de engastamento , na mesma direção, caso exista,ser á 

qx,Lx 2 kx.q.Lx 2 q,Lx 2 

Xx = - - ----- - = - --------- = - - --- --
Yx Yx nx 

onde nx Y x/kx . 

Analo gamente , para a direção Y, t e mos 

ou 

qy ky.q 

ass i m, o momento má x i mo na direção Y s e rá , 

2 
qy.Ly 

My ' = - - ---- -
By 

e o momento de engastamento, c aso ex ista, será , 
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2 
q_Lx 

Xy = - -------

onde ny 

nx 

2 f y/(ky.e ) 
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Finalmente , levando - se em conta a ocorrência 
de momentos t orsor es que s ur Qem nas faixas latera i s , perpendi ­
culares à faixa central , tem-se que os momentos centrais fi­

nais tendem à um valor M < M' em ambas as direções , assim , 
pode - se dizer que : 

Mx Gx.Mx' e My Gy. My' 

sendo ex e ey denominados de coeficientes de torçâo e menores 

que a unidade , definidos da seQuinte forma 

20 kx 
ex = 1 - ------

3 ~ x . e 2 

20 ky . e 
2 

ey 1 - -------

3 (\ y 

portanto , a o final , os momentos máximos positivos serão dados 
por 

2 
Q.Lx Rx 

Mx -- - -- - - onde mx :;: --- ----

mx Ox . kx 
e 

2 
q_Ly B (3 y 

My = ------- onde my = ---------
2 

my e y . ky.e 
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3.2 . 3 Método dos Elementos F initos 

3 . 2 . 3.1 Int~oduçio 

dotado 
Método 

Também na análise elást1ca o sistema está 
de um outro método de solução, bem mais poderoso que o 
de Marcus, que é o de Elementos Fin1tos . Este método 

foi implan tado na Análise Secundár1a com o obJetlvo fundamental 
de dar ao sistema uma maior flexibilidade , visando- se futuros 
desenvol v imentos. 

Atualmente , com o nível de implementação já ob­
tido, o Método de Elementos Finitos pode conferir soluções 

pa r a l ajes retangulares ou e m "ELE", suJeitas a carga uniforme­

mente distribuidas,com qualquer tipo de vinculação em seus bor­

dos (apoio,enoaste ou livre). Além disso , devido a esta implan­

t a ção ter sido proposta de forma inteiramente modular e aberta , 

já estão previstos outros tipos de soluções com este método. 

Por exemplo, para lajes com furo e lajes suje1tas a outros ti ­

pos de carreoamento (pontua l, linear e superfi c ial parcial). 

O tipo de elemento finito utilizado na lmplan­

tação do método é compatível com a anál1se de placas em fle­

xão. O elemento é retangular , não conforme , sendo conhec1do na 
literatura por "Rl2". Seu plano de defin1ção é XY e suas ln­
cognitas nodais são "W", "RU" e " RV " , sendo q ue s ua sol ução fo1 

obtida a partir do modelo de deslocamentos. Tem como caracte­

rísticas principais, além de ser retangular, quatr o nós colo­

cados em seus vértices,sendo que sua implementação es t á baseada 
em urna variação do tipo polinômio incompleto de quarta ordem 
para deslocamento transversal "W", não existindo compatibilida­
de inter-elemento para as pendentes normais aos lados do ele­
mento resu l tando ser do tipo não confo rme (figura 3.7) 

Qualquer laje a ser abordada pelo Método de 

Elementos Finitos , quer ela seja retanoular ou em "ELE", pres­
supõe que esteja associada a urna malha de elementos finitos 
formada por 'n' elementos. A definição do tipo de malha a ser 

utilizada não cabe ao usuário, mas sim ao sistema , que já a tem 



z 

20 

w 

plano xy 

My,RV 

Fioura 3.7 - El e me n to r e tan oul ar n ão conforme , t ipo " Rl 2" , 

ut i l izado par a análise de placas em flexão 
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pr e v iament e def i nida. Den tr e as ' infinitas' malhas q ue poder i am 

r eso l v e r o prob l ema , na Análise Secundária o objetivo era esco­

lher uma que c on j u g a sse p rec i são e t empo de processamento den­

t ro d &-limite s a dequ ados ao probl ema . Dest a f o rma , a parti r de 

estudos comparat ivos fe itos c o m vários tipos d e ma lhas optou-se 

por u ma malha de 8x8 e lementos (Qerando um máximo d e 64 elemen­

tos no caso se uma laje retanQu l ar) . Os parâme t ros adotados pa­

ra est a comparação foram o o rau de prec1sâo e o tempo de Droce­

ssamen t o. Os resultados obt i d os com e s ta ma lha nunca e xc ederam 

a 2.7% e m r el ação à Teor i a d a El ast i cidade , se ndo sempre a fa­

v o r da segurança. 

Na fig ura 3. 8 mostra-se um quadro compara ti vo 

da so lução d e duas l ajes r e tanQul ares, s i mp le smen te apoiadas em 

t odo o seu c ontorno , utili zando- s e ma lhas de elementos finitos 

d e vá r ias d e nsi d ades. As sim , por esta a ná l ise , ded u z - se que , 

com o acrésc imo do número de e lemen t os , aumenta o grau de 

pr e cisã o da solução , por ém , também crescem o tempo de process a ­

men to e os custos fi nai s. 
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MALHA 

exato 

2>~2 

4x4 

6x6 

8>~8 

16x16 

exato 

2x2 

3>~3 

4 >: 4 

5x5 

8>~8 

16x16 

My seg 

LAJE 4 >~ 3 

190 ,60 

~.) y ~Jl 

194,98 -4,34 292,86 -4,48 U. r 41 

211 , 26 ·~6 r37 337r56 +10r0 

1 <"/6 r 1 :''i .... ; .. ~ r ::l :J :J 0 ::1 , 0 :=:; ... l r .I ~5 

204r5~ +2,99 320, 45 +4,S0 :.1~.'i r 94 

201r94 +1r68 314,69 ~2r60 105,6~ 

199,45 +0,43 309,26 +0 , 87 772 ,1 7 

--- -- --------- - -----! 

LAJ E. 7 ,., 5 I 

l -- ----
~.'i47 r 6(() 

I 

560r10 +2r28 Y45,59 +4,00 60,3L 

553,40 +1,06 928,26 +2 r10 100,61 

546r8Y - 0rt3 911 , 90 +0,~0 703r74 
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OAOOS : 

Laje L>: ,, Ly 

(simpl . aparada) 

E = 257000 kg/c12 

q = 500 kg/m2 

poisson ~ .2 

RESULTADOS 

Ho111 . fJE:'torrs 

EXprESSOS E'~ kg .M 

Figura 3 . 8 - Solução através do Mét odo de Elementos Fi n1tos 

utilizando- se malhas de várias densidades 
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3 . 2 . 3 . 2 GEraçio Autom~tica dos Dados d a Mal h a 

3 . 2.3 . 2. 1. Dados In i ciais 

Toda a análise de uma laJe através do Mét odo 
de Elementos Finitos é controlada por uma rotina de nome MEF. 
Para que seja inicializado o p roc esso, os dados iniciai s r eque ­
ridos pe la rotina são : 

a. di me nsões da laje 
b. tipo de laJe (retangular ou em »ELE») 

c. v i nculação dos bordos 
d. carregamento atuante , e 

e . característica dos materiais. 

Como resultado são fornecidos os momentos fle­
tores máximos positivos e, caso e x istam , os negativos, e as 

r eações nos bo r dos. Caso o usuár1o necessite , existe a posslbl ­

lidade de for necer também a matriz de rig1dez de cada elemento, 

os desloca mentos, e sforços e tensões nodais. 

~- O fluxo grama básico deste encaminhamento está 
mostrado na f1gur a 3.9 (no Apê ndice B 1sto é vi sto em ma1or 
p rofundid a de) . 

A abo r dagem das ro tinas desenvolvidas e que 

compõem o processo de solução através do Método de Elementos 
Finitos , relativamente ao su a modo de funcionamento , será feit a 
nos itens seguintes . Porém, o obJetivo de cada uma destas roti­
nas e s tá descr1to aba1 xo : 

GECOR 

GECON 

RESNOD 

ASSEM 
RI CAR 

geração automática das coo r denadas dos nós da 

malha 
geração automática das cone tivi dades dos ele ­

me ntos da malha 
definição das r es tr ições nodais impostas 

montagem dos arranjos globais 
geração da matriz de rigidez e do vetor de car ­
gas nodais para cada el ement o 
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INICIO 

DEFINIÇÂO INTERNA 

DA MALHA 

GECOR 

GECON 

RESNOD 

ASSEM 

BOUND 

SLBSI 

FORCE 

ARMAZENAMENTO 

DOS ESFORÇOS 

F I M 

60 

RICAR 

ELASS 

Figura 3 . 9 - Fluxograma: Mét odo de Elementos Finitos( MEF ) 

-. .. f\ 
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ELASS 

BOUND 
SLBSI 
FORCE 

oeraçâo da matr1z de r1oidez e do ve tor de 

caroas nodais olobais da malha 

int rodução das condições de contorno 
solução do s istema de equações 

cálculo dos esforços nodais. 
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No início deste proc esso , apesar da malha bá­
sica já ter sido definida (8x8 elementos), faz-se necessário 
definir o valor dos intervalos em ambas as di r eções . Como a so­
lução foi proposta para duas formas de lajes , retangul ar ou em 
"ELE", temos na realidade ci nco confiourações dis t1 ntas da geo­
me t r ia da laje que deverão ser abordadas (ve r figura 3.10) . Uma 

relativa à l aj e retangular e as demais à la je em "ELE", em 
função do posicionamento de seu vértice ree ntr a nte. 

No caso da l aje retangular (fi<;J. 3.10a) , os in­
tervalos da malha estão fixados em l/8 da cada vão , em amba s as 

direções. Nos demais c asos, laje em " ELE" (fig . 3 .10b, c ,d ,e) , 

isto sómente irá co r rer quando os dois bordos reentrantes forem 

co inci dentes com a linha méd i a da laje nas d uas direções, o que 

não é o c aso oeral. Po rtanto, para cada direção é util1zado o 

seouinte processo : 

~~ d e fine-se a dimensâo do 1n t ervalo , como se todos fos­

sem iouais (1/8 do vâo) 
b. define - se qual o número de 1ntervalos que caberá entre 

um dos bordos extremos e o bordo reentrante (perpendi­

cular à direção cons iderada) 
c . caso este número s e ja 1nte1ro , o número de 1ntervalos do 

outro bo rdo ext remo ao bord o reentrante se rá o que fal­

ta para completar os oito in t ervalos r- equer 1dos . 
d. caso este número seja fracionári o , ele deve rá ser ar re­

dondado ao inteiro mais próximo e seguir igua l procedi­
mento de 'c'. 

A figura 3.11 ilustra estes procedimen tos para 

ambos os tipos de lajes. 

A definição destas configuraç õe s (mostradas na 
fioura 3.10) é de muita util idad e interna ao sistema , princl ­

palmente na gerd~~u automática da s coordenadas , c onetiv1dades e 
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restrições nodais , diminuindo consideravelmente o tempo de pro­

cessamento. 

--
( c ) 

(a ) ( b ) 

( d ) 

Figura 3 . 10 - Laje re tangular e em "ELE" 

Configurações 

( e ) 
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(a)LAJE RETANGULAR 

Lxt 
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\ 
~ " --~1 

---~I 

Lx2 
5 

\ 
\ 
~ 
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Lx. 

(b) LAJE EM 1ELE' 

l 
1 

N 
>. 
_J 

Figura 3.11 - Interv alos da mal ha d e elemen to s fi n itos 
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3 . 2 . 3.2.2 Geraçio da s Coordenadas 

Estando definida a malha de elementos finitos, 

pode-se partir para a obtenção de todas as coordenadas nodais X 

e Y. O alQoritmo desenvolvido está baseado no seoui nte esquema: 
admite - se que no caso mais oera l, laje em »ELE " , a co rtfiuuracJo 
da laje possa ser representada por quatro quadrantes , separados 

em duas faixas horizontais . Definidas estas faixas, elas r etra ­
tarão fi elmente a configuração da s lajes mostradas na figur a 
3 . 10 . A fiQura 3.12 define estas fa1xas horizontais par a cada 
c aso. 

a. lllllllllllllllllllllllllilllllllllllllllilllllllll 

b. 111111111111111111111111 ! 

c. 

11111111111111111111111111 

d. 

totalmente preenchida 

(dois Quadrantes ativos) 

preenchida à esquerda 

(Quadrante eoQuerdo ativo, 

direito inativo) 

preenchida à direita 

(Quadrante esquerdo 1nativo 
direito ativo) 

vazia 
(dois quadrantes inativos) 

Fioura 3.12 - Faixas horizontais 
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A fi~ura segu1nte , 3 . 1 3 , exemplifica como uma 
conf i ~ur açâo da laje em "ELE " pode ser r epresentada por es t as 

f a ixas. 

- - - - - - - - -.----- ---' 

I 
I 
I 
I 
I 

.__ _ _ ___ __._ -- - - -- - _J 

--~) FAIXA SUPERIOR: t ipo (a) .. 
--~) FAI XA INFERIOR : tipo ( b) • ---: 

_ _ _ J 

Fi gu r a 3 . 13 - Represent a ç ão da conf iguração da l a je 
em " ELE" por fa i xas horizontai s 

Para as demai s conf i gur a çõ e s poss í v e is da l aJ e 

e m "ELE", o procedi me nto é aná l ogo . 

No caso particular da l aJ e re t a ngul ar , esta é 
assoc rada també m a duas fai xa s horizontai s , conf orme 1nd icado 
na f ioura 3. 14 . 

,-- ----- -~- - - - - - - -, 

I I I 
I I I 
I I 1 

I I I 
I I 
I I 

....------....; - - - - - - - - 1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1-..-----......J--- - --- - J 

--~) FAI XA SUPER IOR: t ipo (d) 

r---r-- ~ 
I I 

I 1 I 
I 1 I ._ __ J __ _I 

--~)FAIXA INFERIOR : tipo (b) •---: 
_ __ J 

Fi gura 3 .14 - Re prese ntação da configuração da laje 
ret angu l a r por fa ixa s horizontais 
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Feito isto, as coordenadas nodais são obtidas 

a partir da configuração destas faixas , que compõem a laJe. 

Assim, as coordenadas são geradas começando-se pe lo nó inferior 

mais à esquerda da malha, da esquerda para d direitd e de bdi ­
xo para cima, visando -se diminuir, com isto , a semi -largura de 

banda da matriz de rigidez gl obal malha . A figura 3 .16 ilus tra 
como fica gerada internamente a numeração dos nós para uma l aje 
retangular e uma das configurações da laje em ~ELEn. 

A geração automát1ca das coordenadas , como o 
nome já diz, é feita pela rotina GECOR, que , além de fornecer 
o número de nós da malha (NN) , calcula também o número total de 

graus de l iberdade da malha (NGL). 

3.2 . 3 . 2 . 3 Geraçao das Con etiv id ades 

Definida a malha de elementos fi nitos , a gera ­

ção das conetiv1dad e s consiste e m def1nir, para cada elemento 

que a compõe , quais os nós que concorrem e m seus vértices , to­

mados segundo a or 1entação anti-horária , confor me mostra a fi­
gura 3.15. A numeração interna dos elementos ocorre da esquer da 

para ~-direita e de baixo para cima. 

l 

n 
k 

orientação : i j k l 

sent ido anti -horário 

Figura 3.15 - Conetividade do elemento de palca 

Este processo é executado pela rotina GECON , 
que fornece também, internamente ao sistema, o número total de 
elementos da malha (NE) . 
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(a ) l aje r e tangular 

68 69 70 71 72 

. . . ... @ 6l~ § (~ 59 61 62 63 
~· 

17 
~--

18 

@·, ... . .. 
14 15 16 13 

9 0 100 II G) 12 

5 0 6 0 7 0 8 

8 G) G) 
2 3 4 

(b) l a j e e m "ELE" 

Figura 3 . 16 - Numeração dos nós e e leme ntos da malha 
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3.2 . 3. 2 . 4 Ger a ç a o da s Re s tri ç o es No d ais 

Nesta etapa o obje ti vo é for ma r um a r r an j o 

que cont e nha as res tr ições noda i s de todos os nós de con t or no a 
pa r tir dos dados r el a t i vos à vinc ul ação dos bordos da laj e , 
forne c idos pe l o us uári o . Isto porque até o mome nto nã o estão 

implantadas soluçõe s que admitam i mpor r estr i çõ e s aos nós 
internos da malha. 

Na análise de la jes em f l exão , e m fu nção do 
tipo de elemento implantado (nes te c aso o Rl2 ), cada nó apre­
senta três Qraus de liberdade. Ass im, o ve t or de de s l ocamentos 
nodais s e apresent a conforme está indi cado na f igur a 3.1 7 . 

z 

y 

X 

Figura 3 .1 7 - Des l ocamentos nodais 

As s i m, at r avé s da r oti na RESNOD , ficam defini­

das as restrições noda i s dos nós de fronteira da placa e o nú ­
mero total de st es nós (NBN) . 

3 . 2.3.3 Otimi zaç ~o do Pr·o cesso d e So l uç~o 

Pode-se or ienta r me lhor o pr oce s s o de solução 
atravé s de uma rac i onalização de seu e ncaminhamento , 
principalmente no que se re f e r e a o cá l cul o da ma t riz de ri gidez 

e veto r de cargas nodais de c ada elemen t o da ma lha . 

• 
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Com a malha de elementos Já defin1da, a partir 

das possíveis confiQurações que a laje pode assumi r , nota- se 

que temos dois casos a abordar: 

a. laje retanQular (sómente uma configuração poss ível ) 
- todos os elementos t em igual geometria; 

b. laje em »ELE» (quatro confi gurações possíveis) 
- pode-se ter, no máximo, três tipos de elementos com 

geometria distintas; 

isto pode ser constatado confrontando-se a fiQura 3.11 com a 
fiQura 3.18 . 

\ I 

-- i! 
i' 1 conjunto 3 conjuntos 

(a ) Laje retangu lar ( b) Laje em 'ELE' 

Figura 3.18 - Geometria dos El eme ntos F1 n1 tos 

Ass1m, 
em, para cada d1st1nta 

a rac 1o nal1zação 
co nf1gura ção , for mar 

proposta cons1ste 
conJuntos de ele -

mento s com id ên tica geome tria , se ndo que cada co nJunto destes 
teri a um e l e ment o característico para o qual seriam calculados 
e a rma z enados t a nt o a matriz de rigi dez como o vetor de car gas 
nodai s . Desta maneira evita - se que se proceda a um cálculo re ­
petitivo , oneroso e improdutivo. 

Exemplificando , para o caso da laJe retangular, 
temos um conjunto de 64 elementos representado s por um único 
elemento e , no caso da laje em »ELE» , temos três conjuntos com 

um número variável de elementos cada um , repren tados por três 
distintos elementos característicos, respectivamente. 
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Estes con j unt os de elementos estão representa­

dos pelo arran jo 'Bloco' , definido no Apênd1ce C . 

3 . 2 . 3 . 4 Processo d e Soluç~o 

3.2.3.4.1 Cálculo da Ma tri z de Rigide z e do 

Ve tor de Cargas p a r a c-3 da Elemento 

A r o tina ASSEM cont r o l a o cálcu l o da matriz de 
riQidez e do vetor de carQas nodais para um elemento, realizado 

pela rot ina RICAR, e a montagem da matriz de rigidez e vetor de 
cargas nodais globais , executada pel a rotina ELASS. Ainda na 

rotina ASSEM é feit o o cálculo da s emi-largura de banda , que 

definirá o número de colunas da matriz de rigidez global (MS). 

Em função do que foi visto no i tem ante r1o r, a 

rotina RICAR será chamad a para cada elemento carac teríst1co de 

cada conjunto de elementos , sendo que a matriz de rigidez e o 

vetor de cargas serão devi da ment e armazenados para se r virem aos 

demais el ementos do mesmo conjunto. 

~- A matriz de rigidez de um e lemento tem dimen-

sões .l2x12 , pois, tendo cada elemento 4 nós e cada nó 3 graus 

de liberdade, o el emento terá 12 graus de liberdade no total. 

O vetor de ca rgas a ser calculado para cada 

elemento característ1co, está descr1to na figura 3 . 19 a part1r 
da convenção positiva de eixos, já defi nida , e d1mensões do 

elemento mostradas na figu r a 3 .7. O sent1do admit 1do para a 
conetividade está indicado figura 3 .1 3. 

Caso, nesta altura do programa , o usuár1o 
queira imprimir a matriz de rigidez e o veto r de cargas noda1s 
de cad a elemento característico da ma lha, basta que informe ao 
sistema esta opção ao escrever o programa de entrada de dados 
na linguagem orientada (ver [ 5 )). 



I 

1/4 

Fi b/1 2 

-a/1 2 
l/4 

Fj b/1 2 
4.q.a.b a/12 

l/4 
- b/12 r Fwi a/1 2 ond e Fi = F e x i 

1!4 Foyi 
-b/12 

. Fk 

Fl 

- a/12 

Figura 3.19 - Vetor de cargas nodais do e lemento 

(q = carga uniformement e distribuída) 

3 . 2 . 3.4 . 2 Obt e nç ão d a Mat ri z d e R i g id ez e do 

Vetor d e Cargas Glob a i s p a r a a Ma lh a 
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-

Estas matrizes globa1s , re l a t i va s a toda ma lha 
de elementos finitos, sâo obtidos pela rotina ELASS, a t ravés de 

cham~da interna da ro t ina ASSEM. 

Conforme v1 s t o no i t e m a n terior, a par t i r do 

momento que se tem a matriz de r1gi de z e o vetor de c argas no­

dais, para cada eleme nto carac t e rísti co de c ad a c onJun to de 

element os, pode-se chama r a r o ti na ELASS e arma zena r as ma tr i ­

zes indiv i duai s do eleme nto nas s uas c orr e sponden te s pos i ções 

nas matr1zes globa1 s , em funç ão do núme ro dos nós que fo r mam 
cada elemento. 

A matriz de rigidez global é formad a s ob a 
forma banda simé trica, o que facilita sobremaneira o proces s o 
de solução. Suas dimensões sâo [ NGL x MS ), onde NGL é o Número 

de Graus de Libe rdade total da malha e MS é a semi-l a rgura de 
banda. 

A matriz de cargas nodais global, como já f oi 

dito antes , é um vetor , com NGL posições. 
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3 . 2 . 3 . 4 . 3 Apli ca~ io d as Condi~~es de Contorno 

çães , 
Ante s d e iniciar a solução do sistema de eq ua­

que será visto no item seQuinte, resta 1mpor às matr1 -
zes Qlobais todas as condições de con torno da laJe. Em prime1ro 

lugar , estas condições foram informadas pe lo usuário através da 
vinculação de cada bordo da laje. Mais adiante , já com a defi­
ni ção da malha d e elementos f i nitos, o próprio sistema impõe 
estas mesmas condições de contorno aos nós coi nci dentes com ca­
da bordo . Assim, cada um dest es nós terá seus deslocamentos 
restringidos compativelmente com a vinculação do bord o . Os des­
locamentos nodais possíveis estão representados na fioura 3.17. 

Este procedimen to é execu tado pela r oti na 
BOUND. 

3.2.3 . 4.4 Solu~io do Sistema 

A solução do sistema de equaç ões , que r e pre­

s e nta toda a mal ha de elemento s finit os , Já considerando as 
suas condições de conto rno, é obt ida at ravés do método de eli ­
minação de Gauss , para uma matriz d e forma banda simétr1 c a. Es ­

ta sofução é obtida pela rotina SLBSI. 

3 . 2 . 3.4. 5 Cálculo d o s E s f' o,~ ç: o s 

Os esforços f 1nais obt1d os nos nó s de c ada 
elemento são calculados pela rotina FORCE. Por "default" o sls ­
tema fornecerá , automáticamente ao usuário, os momentos fleto ­
re s máximo s na placa e as reações d ist r ibuídas ao longo de c ada 

bordo. 

Caso o usuár i o necessite , existe ainda a pos­
sibilidad e de serem fo rnecidos os seguintes resultados, além 
dos anteriores , e que s ã o gerado s internamente ao longo do 
processo de solução: 
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a. deslocamento s nodais 

"W", " Gx" , "Gy" (obtidos em SLBSI) 

b. reações e cargas nodais 

"Rw", "Rex" , "Rey " (obtidos em FORCE) 

c. esforços e tensões nos elementos 

" Mx" , "My", "Mxy", "Qx" , "Qy" (obt1dos em FORCE) 

além da indicação do(s) nó(s) onde ocorrem os momentos máximos 

"Mx" e "My ". 

Ao final deste item , pode-se observar que em 

toda esta explanação relativa à sol ução de uma laje pelo Mé ­

todo d e Elementos Finitos , primou-se por enume rar os passos 

seguidos e a forma do proced 1mento adotado em detriment o de um 

aprofundamento maior relati v o à parte teórica do processo. Ex­

plica-se este fato por ser o Método de Elementos Finitos hoje 

largamente utiliza do e a mplamente difundido na literatura, ci­

tando-se como re ferências básicas util1zadas neste trabalho , 

sobre este assunto , Brebbia [3) e Zienk1ewicz [30). 

3~2.4 Cálc ul o da s Reaç:oe s 

Para o caso das lajes ret a ngulares, abordadas 

pelo processo elástico utilizando-se o Método de Mar c us, as 

reações serão ca l culadas segund o a or1entação indica da pela 

NBR 6118/82 para laJes sujeitas à c argas un 1f o rmemente di s trl ­

buldas. 

O processo de obtenção de s tas reações é aná ­

logo ao desenvolvido por [9) quando da implantação da primei r a 

etapa do PROADE, onde está descrito em maior profundidade . Este 

processo baseia-se em que toda a laje carregada , com carga unl ­

formente distribuida , dev e rá descarregar suas reações nos apoi o s 

de seu contorno. De modo que estas reações sejam 

às áreas de influência obtidas a partir de 

proporcionais 

triângulos ou 

trapézios formados de retas inclinadas traçadas sobre a plan­

ta da laje a partir de seu s vértices. Os ângul os formado s 

entre estas r etas e os bordos da l a j e d e pend em d a vi nculação 

dos mesmos , como mostra a figura 3.20 . No c a so geral de uma 
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laje apoiada em seus quatro bordos, as reações se d1str1buem 

sobre os apoios conforme i ndi cado na f1gura 3.21. 

a. 

b. 

c . 

452 

602 

902 

para apoios do mesmo tipo 

a partir do apoio e ngastado quando 
ou tro for s implesmente apo1ado 

a partir do apoio quando a borda 
coincidente for livre 

~-Fi gura 3.20 - Angulos para definição das Areas 
de inf luência (reações em laJes) 

3 

a 4 2 

l 

b 

Figura 3.21 - Reações em lajes retangulares 



I 

75 

A defi n ição da taxa de reação sobr e cada apoio 

(unidade de carga por unidad e de comprimento) é obt1da pelo 
quociente entre a carga total ensejada por cada área de in­
fluência, triangular ou trapezoida l, e o comprimento do bordo 
correspondente. Desta forma , admite -se que esta di stribu1ção o­

corre de mane1r a un1f orme , confor me comumente é feito velo 
projetista . Dentro do sistema da Análise Secundária , todo este 
proced ime nto é feito pela rotina REACAO. 

3 . 3 An ál i se R í g i do - P l ástica 

3 . 3 . 1 Método d as L inhas de Ruptur a 

3 . 3 . 1.1 Introd u ção 

A Teorict das Linhas de Ruptura , ou também como 
é conhecida , a Te ori a das "Charneiras Plást 1cas", desenvolv1da 

por ~ . W. Johansen [15], é atualmen te um processo de análi s e 

de pfacas de concreto armado altame nt e difundido na l1teratura 

e de muita utilização pelos projetistas. 

Na Aná l 1se Secundária do PROADE, este métod o 
é executado pela rot 1na ROTURA. Nesta primeira etapa implarl­
t ou- se a solução para o caso de l ajes retangulares, a po1adas 

continuamente ao longo de seus quatro bordos e s u jeitas a um 
carreQamento uniformemente di s tribuído ao longo de toda a sua 
superfície. Para outros tipos de so luções , casos de l ajes em 
" ELE " ou com outros 
est~o previs t as , na 

tipos de carregamentos e vinculações, Já 

própria rotina, suas implementações numa 
próxima etapa de desenvolvimento do sistema. 
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3.3.1 . 2 Hip6teses 

As hipóteses em que se baseia a Teoria das Li ­

nhao de Ruptura podem ser expre~sas , de form a resumtdd, do ue ­

guinte modo: 

a. sob a carga de r up tu r a a laje apresenta uma configuração de 
linhas de ruptura ao lonoo das qua1s a armadura atinoe a 

tensão de escoamento (caso de lajes sub-armadas) ; 
b. desprezam-se as deformações elásticas em presença das dev1 -

das às rotações de caráter plástico, o que implica admiti­
rem-se linhas de ruptura formadas po r seomentos retilíneos 
dividindo a laje em reQiões planas limitadas por contornos 
poligonais (ver figura 3.20) ; 

c. adm ite-se que as seções da laje ao longo das linhas de rup -

tura, além de desenvolverem os corresponde nt es momentos fle­
tores de ruptura , são capazes de absorver as forças co rtan -

tes e os momentos volventes exig idos pe las condições de 
equilíbrio; 

d. no estado de ruptura, a l aje transforma - se em cadeia ci nemá­

ti c a compatível com as condições de contor no, com um grau de 
liberdade, constituída pelos c l e me n tou poligonais , vincula ­
dos e ntre si por " c ha rneiras plást1cas'' ao longo da n l1nhas 

de-ruptura; 
e. de. todas as configurações de linhas de ruptura capazes de a ­

tender ~s condições anteriores , a que def111e a carga de rup­

tura é aquela que, d e acordo com as condições d e equilí ­

brio, c orresponde à menor ca rga ou , então , para a mesma 
car ga, exige maior momento de ruptu ra (t eo r ema do limite) ; 

f. a ca rga admiss ível obtem-se dividindo a carga de r·uptura pe ­

lo coeficiente de segurança , previ sto contra a fiss ur ação 

exagerada e contra a ruptura . 

3.3.1.3 Processo de So1 u~ ão 

Definidas as h ipóteses básicas para o desen­
v imento do processo , o problema consiste em, dada uma conf1gu -
ração de ruptura, por exemplo, como a indi cada na figura 3 . 20, 
achar a geometria exata nesta configuração que produza o máx1mo 



I 

valor do momento de ruptura . 

h3 

ht 

Figura 3.22 - Configuração de ruptura de uma placa 
(c harneiras plásticas ) 
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Assim, para c ad a c onfigu r a ção de ruptura defi ­
nida, os momentos nas c harneir a s podem se r de termina dos po r 

processos tradici onai s da análi s e es trutu ra l, t ai s como: o 

Método dos Trabalhos Virtuai s e o Método de Equil íbr io . 

A partir des ta s considerações é que Joha nsen 

de s envo lve u tod a a sua teoria , podendo-se c hega r à s o luções 

tanto para l ajes isót r opas (c om moment os de rup tur a i guais nas 
duas direções ortogona is) , como para laJe s ort ó tropas (c om mo­

mentos-diferentes e m a mbas a s di reções ortogonais ). Na prática, 

o pro~lema que nos é apr e sentado é r ela tivo à so luç ão de la ­

je ortótropa. A so luçã o proposta por Joha nse n é obtida através 

d e uma laje isótropa '' af 1m" à or t otropa , CUJO momento de r up­

tura em uma dir eção é ob t1d o a través d a so lução d a l aJe ! só ­
tropa e, na out ra , a t r avés do produt o deste pel o coe f 1c 1en le de 
ortotropia. Est e coef iciente, gerado pe lo próprio método , deve 
aprox imar - se o máximo possível d a relação exi s ten te e n t r e os 
momentos obtidos pe l o proce s so e l á st1co pa r a a mesma l aJe . 

Desta forma, a linha c ent ral d e resolução do 
problema consiste em transformar uma la Je or t ó t ropa engastada, 
caso mais geral , em uma laje isótropa eng astada e esta, por 

fim, numa laje i só tropa simplesmente apo i ada , onde todos os 

momentos finais são relacionad os c om o momento de r up t ur a , 

assim como as reações sobre os apoi os. 

Utilizando-se as no tações def inidas na f i gur a 
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3 . 23 pode-se t r a ns c r eve r as s eQuintcs expressões ob t td as por 

Joha nsen para a solução do problema : 

3 

4 2 

a 

1 

b 

Fi gura 3. 2 3 - Laje or t ótropa , notações 

( i : índi ces de engastarnento) 

o momento segundo a direção b é dad o por 

~b = 

2 q.ar 

8 [ l + (- ~~ -) 
2 

+ (-:~ -) ] 

onde ar e br , chamados de vãos reduz1dos , são dados por 

2 . a 

ar 

e 

2.b 

br = ---- --- - - - - ---- ---- ---
) 1 + i1

1 
+ J 1 + i3

1 
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note-se que, para o caso de il = i2 = i3 = i4 = O, temos que 

ar = a e br = b , e o momento segundo a direção a 

por 

Ma = ll .Mb 

é dado 

onde ll é o coef iciente de ortotropia , expresso por 

br ) 2 

= (- - --

ar 

e as rea ções sobre cada bordo são 

onde 

q.ar 

Rl 
2 

q.h 

R 2 = ----- . /1 + 1 2 

2 

= 

q.h 

R4 = -----. )l +i4 

2 

Caso a relação 

ar 

o , S <= <= 2 , 0 

br 

I 
+ i3 
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n5o se j a s atisfeit a , a l a j e e m que s t â o deve rá s er ca l c u lada co­

mo armada em uma s ó dire ç&o, de acordo com o que Já fo 1 descrl ­

to no item 3 . 2 . 1 

Sobre os bordos e nQa s t ados , caso ex i stam, os 

momento s de e nQas tame nto s ão expressos por : 

Ml = - il.Ma 
M2 = - i2 . Mb 
MJ = - iJ . Ma 

M4 = i4 . Mb 

onde 'i' é o índice de eng astamento daque l e bor do . Segundo 
Johansen , convém utilizarmos 0 , 7 <= i <= 2 , 0 , sendo ge r al­
mente tomado i = 1 , como o defin i t o neste desenvo lvi mento . 
Isto ocorre para que , não s e adotando va l ores me nores do que 
0,7, se obtenha su f i c iente seguran ça qua nto à f i ssur açã o . 
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4~ ANÁLISE DOS ELEMENTOS LINEAR ES <VIGAS) 

4 . 1 DE."sc riç ão 

A análise dos elementos lineares é feita de 

maneira um pouco diversa da que foi encaminhada para a solução 

dos elementos laminares. Enquanto no caso da s la jes a análi se 

era feita sempre para um elemento 1solado, aqu 1 podemos ter o 

caso de um elemento isolado , viga isolada, ou o caso de um con­

junto de elementos formando urna viga contínua. Este segundo ca ­

so pode-se dizer que é o mai s geral , pois , após os cálculos 

dos ~forços hiperestáti cos de uma viga contínud , passa - se a 

anal~sar individudamente cada uma das v1ga s que a compõem. 

Desta feita, a orientaçâo lógica para a análi ­
se de vigas é executada pela própria rotina principal do sls­

tema, ANASEC . E~ta orientação , conforme já foi visto no item 
2.1, é forJad a pela rotina ut11itária ARVORE que , para cada 
pavimento-tipo , define a ordenação para o cálculo das v1g as , 
terciárias c secundárias , em função do sistema de apoio de cada 
urna. Relativamen te às vigas pr i márias, estas não entram neste 
processo pois pertencem aos pórticos planos, sendo anal isadas 
pela Análi se Pri111.jria , desenvolvida por Ellwanger [9). 

Assim são cal cul adas primeiramente todas as 
vigas terciárias e depois todas as secundárias , sendo que, em 
cada caso são analisadas , também, as vigas c ont ínuas que deles 
façam parte. Um d3Pec to 1mportante a salientar é quanto à 

formação do carregamento de cada viga. Além do que já foi refe -

81 
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rido no item 2.3 . 3 , relativ..tmt:utc ;)a carQ clS permanenten e c x­

trd!.l, tumb!~ Ht u::io levadas em consHicraç~o. Pdrd c:rHl i J f!fl l.r~du de 

carga , as cargas oriundas das reações das lajes já analisadas. 
Estas reações são incorporadas ao carregamento de cada viga a 
partir de dados forne c idos por outra rotina utilitária, de nome 

LAJVIG, qu e , confor me já mcuci onado autcriormcnte no item 2 .1 , 

fornece quais as viga s em que a s reações de cada laje são des -
carregadas. 

A partir desta descrição , pode-se avaliar, 
quanto ao a specto global, de que forma está implementada a aná­
lise de vigas na Análise Secundária do Sistema PROADE. 

Na figura 4.1 mostra-se, através de um fluxo ­
grama, e de forma simplificada, o que foi desc rito até aqui . 

Pelo fluxograma vê - se claramente que este pro ­

cesso se desenvolve em duas etapas diutinta s . Na primeira fase 
são ana l isadas todas as vigas terciári as e todas as v igas c on­

tínuas formadas exclusivamente por v1gas terciárias. Isto é , 

resolvem-se as vigas que não servem de apoio a nenhuma outra. 

Na fas e seguiute, são resolvidas as vigas secundárias e a s vl ­
gas contínuas por elas formadas. Em todos es tes casos , após o 
cálcu}o dos esforços hiperestát icos , cada viga é analisada e 

tem seus esforços estáticos obtidos. 

4.2 Vi gas I s oladas 

4.2.1 Con s id er a~oes 

Vigas isoladas, como o próprio nome j á define , 
são aquelas vigas constituídas 
vigas terciárias ou secundárias, 
lo 2 . 

por um úni co vão , podendo ser 
conforme já visto no Capítu -

As vigas isoladas são analisadas , principal ­
mente, em função da sua vinculação, podendo ser classificadas 
em quatro tipos distintos, quais sejam: 
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FiQura 4.1 FluxoQrama da análise de viga s 
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a. v i ÇJa em balanço 

b. vioa simplesmente enoast ada 

c. viga dupl amente engastada 
d. v ioa simplesmente apoiad a 

Cada caso é analisado separadamente e de a­
cordo com as suas particu l aridades. No caso 'a ' ac1ma , vioas em 
balanço , em primeira inst~ncia é calculado o moment o no enoas­
te pela r oti na VI CBAL e s ome nte depois são calculados os esfor­
ços estáticos nas seções indicadas pelo usuário ou assumidas 
pe lo sistema. Nos c asos 'b ' e ' c ', com um ou dois oraus de hi­
perestat i cidade , respectivame nt e, primeiramente são calculados 
os esforços hiperestát i cos e somente após os esforços estáti ­
cos. No último c aso , 'd', os esforços estáticos são obtidos 
diretamente nas seções reque ridas. 

As rotinas que geram , para cada viga isolada , 

os esforços h iperestáticos e estáticos, têm o nome de HIPER e 

STATIC, r espectivamen t e e serão abordadas em mais detalhes nos 

itens seguintes. 

Relativamrente aos t1pos de car regament os In­

ciden1!-es sobre estas vigas , em cada uma das rotinas de análise 

e obtenção dos esforços são considerados os tipos de carrega­

mentos já definidos no item 2.3 . 3 . 2 , podendo ser compostos de 

caroas conce ntradas , uniformes , lineares e de momentos. 

4.2.2 EsTorços Hiperestáti cos 

Todos os esforços hiperestáticos são obtidos 
por uma r otina denominada HIPER, conf orme já referido. Estas 
vigas hiperestática s podem se a pr ese ntar como mostrado na fi­

oura 4. 2 , para um carreoamento qualquer, onde também estão in­

dicadas as or ientações das incógn i tas hi perestáticas . 

A orientação positiva adotada é no sentido 
an ti - horá rio , co incidente com a convenção de 'Gr inter' ,e o 

formulário util i z ado e desenvolvido está mostrado na figura 4.3 
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vioa simplesmente enoastada 

v1oa simp l esme nt e engastada LS ~) 

viga duplamente engastada 

Fi gura 4.2 - Viga s hiperestáticas, vinculação e momentos 

4 . 2 . 3 EsTorços Estát i cos 

Os esforços estáti cos 

obtidos pela rotina STATIC em t odas as 

em vigas i soladas são 

seções de cálculo já 

definidas (ver item 2.2.9). Estes esforços, para cada seção , 

são (ver item 2.4.3) 

- momento f letor 

- força cortante 

- força cortante 

à esquerda e 

à direita 
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t a t Q 

hmV 
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.j. • 
s ~ b 

1 

S L b 

1 

b 

1 r 

r\ r\, 

Hi ~}------{~ 112 

2 'l 
IH = + Pab /1 c. 

H2 = - Pa~/1 2 

2 2 2 M1 = + qs/121 [12ab +s (J -3b)J 
2 2 2 M2 = - qs/121 [12a b+s !1-3a)J 

2 2 Hi = + qs/601 [10b !3a+s>+ 
2 +s !15a+10b+3s)+40absJ 

2 2 M2 = - qs/601 [10a !3b+2s)+ 
2 

+s !10a+5b+2sl +20absJ 

Mi =- Hb/1!2-Jb/1) 

M2 =- Ha/1(2-Ja/1) 

0 
Hi ~1-----ó 

Hi = + Pab/212!b+1> 

2 2 2 Mi = t qbs/81 (4a +8ab-s } 

2 2 Hi = + qs/1201 [10a (3b+2s)+ 

+20a2!Jb2+2s )+5bs(4b+5s)+ 
2 +4s!25ab+2s )) 

H1 = + ql /12012[10a2!3b+sl+ 
'l 'l 

+20a(3bc.+sc.)+Sbs(8b +7s)+ 

+s(80ab+7s2
>J 

'l 'l 

Mi = - H/2(1-JbL/Ic.) 

F i gur a 4.3 - Esforço s hiperestáticos em uma viga 

isolada (onde 1 = dimensão do vão) 
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A convenção pos1tiva de eDforços 6 iQual à 

uti l izada pela res i stência dos mat e rai s, onde os mome ntos fle ­

t o re s positi vos são aq ueles q ue tracionam as fibras inferiores. 

O parâme tro principal de e ntr a da de s ta r ot 1na 

é um arranjo unid i mensiona l que contém, além do núme ro da vl­

Qa , ti po de vinculação e dimensão do vão , pr1ncipalmente, os 
blocos de caroas que servem de carreoamento para a vioa em 
questão. Estes blocos são tantos quantos forem os diferentes 
t ipos de carga s que incidam sobre o vão da vioa. Caso esta seja 
hiperes tát i ca ou pertence nte a uma vi oa contínua(ver item 4.3), 
o s istema, na f o rmação de s te a rr anjo , acr escenta au tomática­
me nt e mai s um ou do i s blocos de c a rga s com a finalidade de in­
cor porar, como ca r regame nt os sobre a viga iso l ada , os momentos 

de e nga stamento sobr e os apoios e x i ste ntes neste dois casos . 

Dest a f orma, em cada seção de cá lculo são ob t i da s as 

cont ri buições de esforços relativos à cada bloco de cargas. 

Como fun çã o f i na l , a pós ca l cu lar todos os es­

f orços , à roti na STATIC cabe a imcumbênc1a de armazená-los em 

um arranjo global, que mais adiante servirá para o dimensiona­

me n to das ar madurao para cada seção. 

4 . 3 Vi gas Cont1 nuas 

4.3.1 Co n s i d e raço e s e Hipót eses 

As v1oas contínuas no S1stema PROADE, ou espe­

ci fl c amen te na Anál1 se Secundária , são definidas pelo us uá r1o a 
partir de uma sequê ncia de v ioas iso l adas através da linguagem 
or i e n tada . A aná l ise destas estruturas é feita a par t 1r do pro­
ces so de flex ibilidade. 

A resolução de estruturas hiperestát1cas por 
este processo , ou processo das forças , como também é de nomina­
do , consiste em determinar um sistema de e quações no qual as 
inc ógn i tas são os esforços hi perestáticos , correspondentes aos 
v í nculos em excesso que a estrutura contém. 
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Resolvido este sistema de equações obtemos as 

incógnitas hiperestá ti caa da est rutur a c , a part ir deste valo ­

res, determinamos os esforços soli c itdntes atrdvés da utiliza ­
ção das equações da es t á ti ca . 

O sis t ema de equações é obtido a través do 
cálculo dos deslocamentos ou rotações correspond e nt es aos es­
forço s hiperestáticos . em funçã o destes esforços hiperestáti ­
cos e do carreoa me nt o externo apli c ado à es t r utura. 

Ca l culados os deslocamen t os , impomos a estes 
uma condição de compatibilidade, condi ção esta em que os des­
locamen to s ou r otaçõe s calculadas devem obedecer para estar de 

acordo com a estrutura real (estrutura hiperestática) . 

Na convenção utilizada para o dese nvo lviment o 
do método admitiu- s e que os trames são numerad os de 1 até n , e 

os apoios de 1 até n+l , ambos a partir da e squerda para a d i­

reita, conforme é mostrado na figura 4 . 4 . 

F1gura 4.4 - Viga cont í nua com n vãos 

Além disso temos 

X - momentos negativos nos apoios engastados 
J - momentos de iné r cia de tod~s as seções de um tramo 
e, c,d índices utiliza dos nas e quações s ignificando 

r espec t ivame nt e , esquerda, ce ntro e direita. 
P - car<;Ja conceutre1da 
q 

M 

L 

k 

- carga d is tribuída 
c <tr ga de momer1to f le tor 

- dime nsão do vão de cada tramo 
- coef1 c iente de rigidez de um tramo k L/J 
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nclativamcnte às un1dades utilizada s , clao 

devem ser cornpatíve1s. Os momentos positivos traci onarn as fi ­

bras i nferiores e os negativos as superiores. As reações 

positiv as estão dir i gidds para cima . 

As hipóteses admitidas para a resol ução de uma 
estrutura hiperestática, tipo viga contínua, pelo proces so das 
f orças são : 

a. os apoios da viga contínua são livres à rot ação e fixos na 
direção vertical (sem apoio elástico) 

b. na d ireção horizontal é fixado um apoio enquanto os outros 
são móveis, tornando a viga contínua isostática para esfor ­

ç os apli cados na direção de seu eixo longitudinal 

c. o momento de i nércia é constante em cada vão , podendo ser 

ser diferente de um vão para outro. 

4 • 3 • 2 E g u a ç.: ã o d o s T r Ê s t-1 u m e n t o s 

A r esolução de uma estrutura h iperestáti ca pe­

lo processo das forças se baseia na transformação desta em uma 

e s t r u r ü r a i s os t á t i c d ( i u o :J t á t i c a fundam c n ta 1 ) , sub u t i t uir HJ o c.> !.i 

víncu~os em excesso pelos esforços que introduzem. I mpondo as 

condições de compatibilidade dos desl ocamentos , obtemos um 

sistema de equações que nos permite resolver o problema. 

A resol ução das vigas contínuas tor na - se mAiR 
simples pelo fa t o de pooP.rmos cheQur d processos particulares , 
como , no nosso caso , a Equação do s Trêc Momentos . Por este pro­
cesso a s incógnitas hiperestáti cas são os momentos de apoio. 

Assim, para reso lve r um~ viga contínua tcmou 
que tram'lf:ormá - la em vãos isostáti cos (igosl.rHica [uml.Jmc nt a l) , 
colocando os momentos fletores nos apoios como incógllitas hi ­
perestáticas . Na fi gura 4.5 estão indi cados t r ês vão s gP.n~ricos 

da viga contínua da figu r a 4.4, na s ua forma isostáti ca. 

Desta forma , analisand o um vão de urna viga 

contínua em sua forma isostática, este estará SUJeito a um car -
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Xi-1 X i Xi •1 Xi+2 

(LS 
véioi-1 6) (~ vão i 6) CLS vão i+\ ?à) 

i -1 i + 1 ( . 1 l. 2 

Fiqu~a 4.5 - Vâos da viQa contínua na forma isost~tica 

~egamento QUitlqucr e ~ mom~nto~ flctoreu sobre seus apoios 

(incógnitas hiperestáticas). Para este vâo, most~ado na figura 

4 .6 , os giros e m ambos os apoios são dados pelaR seguintes ex­

pressões : 

e a = 

eb 

(X'grnhnn±n1J1l X)" 
l L t 1 . 

Figura 4.6 - Giros de um vão isolado 

(isostát1ca fundamental) 

L 

- ------- (/.X' + X" + [)) 

6 .E. J 

L 

-f - --- - -- (2X" + X' + E) 

6.E.J 

( 4. 1) 

( 4. . 2) 
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onde os coeficientes E e D representam os si stemds de ca rgas 
incidentes sobre o v âo (c aroa s exte r nao). Na f1oura 4 . 7 eut~o 
rel acionados e s tes coeficientes para os tipos de Cârregamentos 
admitidos pe l o s i s tema , definidos no Capítul o 2 . 

p 

a . 
LS 

J/ 
:6. 

t 
a l b 

t 1 
L 

L 2 m L q 

ÍtltltY b. 06 LS I~ 

f 

a ~ b 

t 
'I 

L 

c. 
~q 

* LS 6 

t -
a ~ b ' c 

~ 
, '1 

L 

~~ 
LS :6. ** t a ~~ b L. c 

~ L 
'I" 

M 

E= Pab(Ltb) /L2 

O = Pa b { L+ a) I L 2 

E= kb{L2-b~m2 )/L2 

O= ka ( L2-a2-m2 )/L 2 

E=~ [x( l+Z)- ( 15z + 2 y ) y 2 J 
2 lOZ 

0 : q b m r ( 1+ X ) - ( 15 X + 2 y ) y 2 J 
2 lOx 

~ 
d. LS~------~1~-----------~~ 

E= M ( L2- 3b2 )/L 2 

O = M ( 3 a2
- L2 

) I L 2 -+--t _a_ . --=-1~.. L-~ =+ 
Fi gura 4 . 7 - Coefi cientes E e D 

(*) onde: m=a+2b/3 ; n=c+b/3 ; x =m/ L;y=d/L;z =n/ L 
[ ** ]onde: m-a+b/3;n-c+2b/3;x-n/L ; y- d / L;z-n/ L 
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Em urna viQa contínua a cond ição de compa t ibi ­

lidade dos deslocamentos é est a b e lec ida de modo a que a rot a ­

ção rel.:1tiva nos apoio!3 entre do i s v ilos con!Jecutivos seJu 

igual à zero. A fiQura 4.8 most r a c omo ocorre esta rotaçâo em 

um apoio Qenérico da e strutura . 

Jtrt ± 11 r r r l rruhrr r f.1fiJl 
1- 1 i i+l 

Ld L e 

________ __ J __ _ ~-
-- &e 

&d 

Figura 4 . 8 - Rotação de um apoio i n ter no 

de uma viga contínua 

Ass i m, par a cada a poi o in ter n o d e uma viga 

contínua , pode - se escreve r a seQuint e expressão : 

e e Gd ::; O ( 4 . 3) 

onde da e xpresnão 1 .2 , fa ze ndo - se Ob Oe I L n Lc I X' ~ Xc , 

X " =- X c , J ; J e c 11 =- n c· I t em os 

e e 

L e 
+ - ----·--- . (Xe + 2Xc + De ) 

6.E. J e 

e , da expressão 4.1, faze nd o-se 0a = ed , L 

X» = Xd , J = Jd e L = Ld , ternos 

Ld 
ed = - - --- --- - (2Xc + Xd + Ed) 

6.E. J d 

('1. '1) 

Ld , X' Xc , e 

( 4. 5) 
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assim , atra vés da equação 4.3 cheQa - se ~equação dos trê s mo ­

me n tos , q ua l seja 

L e 

o = 
Je 

Ld 
(Xe + 2Xc + De) + ---- . (2Xc + Xd + Ed) 

Jd 

(4 o 6) 

vá l i da para v iQas contínuas com apoios 1ne lásti cos (sem defor­
maçõ e s v ert i cais) e quando t odas as seções têm forma e dimen­

sões i nvari áveis . 

Pa r ticul a ri zando e ~1 mplificando a expressão 

4 . 6 para o caso definido nas hipóteses anter1ores, de uma v1ga 

contínua com dimensões e momentos de inércia arbritá r i os , para 
todos os vãos temos : 

o Xd .kd + 2Xc (ke + kd ) + Xd . kd + De.ke + Ed.kd ( 4 o 7) 

onde os coeficientes de rigidez ' k ' são dados por 

Ll 
. kl = 

onde i 1. n 

Desta for ma , para cada par de tramos cont íQuos 

deve-se apl1c~r d equ ação dos trêo momento s (cxpre s sdo 1.7); 

assim , para uma vig a contínua de n vãos teremos um 

com (n + 1 ) equações que deve ser reso 1 v 1 do par a 

os (n + 1 momento s negativos nos apo1 os . 

sistema 

obter-se 

4. 3 . 3 Mo nt agEm E S oluç:ao d o SistEma d E Eq u açõEs 

Para que uma v iQa contínua possa ser analisada 
e resolv ida é rtecessário que , como primeiro passo , seJa confl­

gu r ado o seu carregamento total , par a cada vão, a partir does­

tado de carga para o q ual esteja s e ndo f eito o cálculo, acres ­
cidas das reações das lajes obtidas para o mesmo estado . Este 
arranjo contém o nome de cada viga isolada que compõe a v1ga 
contínua, a di me nsão do seu vão, a s ua vinculação e os blocos 
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de carreoamentos para cada vão . Sua montagem é feita pela ro­

t ina FORAUX. 

Feito isto , antcD de inic1ar a r esolução , o 

sistema v eri f ica , a u tomaticamen t e , se um ou os dois vãos ext re­

mos estão em balanço. Caso afirmativo , estes moment os sobre os 
apo i os são calculados pe l a rotina VICBAL e, para efeito de re­
so lução de vioa contínua , seu número de vãos passa a ser 
n (núruc:ro de balanços) , ueudo que eetc:s momento o D<.tasar ão 
a a tua r como ca r reoa me ntos sobre os apo1os extremos. 

Dest a forma, mon tad o o carregamento final 
a tuant e sobre cada vão da v iga contí nua , temos três etapas su­

cessivas a se rem c ump r i das , com o ún ico objetivo de obter , ao 
fi na l , os momen t os fletores sobr e cada um dos apoios , 4uais se­
j am : 

1ª - cál cu l o dos coe ficient e s de carga E e D para cada um dos 
v ãos d a vioa contínua , conform e já mostrado na f 1oura 4.7. 

Este procedi men to é feito pela rotina VICPAR. 

2ª montagem do sistema de equações baseado na equação dos 
Tr ês Mome ntos . Esta mon tagem está propo s ta a partir da 

frGr mação de uma matriz [A) , banda simétrica, com banda 2, 
~m ve tor de i ncó gnitas [X) e um vetor de termos lndepen­
tes [B] , resu ltando em 

[A] . [ X] [8] 

ou , expl icitame n te , representado pelo sistema linear de e ­

quações mostrado na figura 4. 9 , baseado nas convenções das 
f iguras 4 . 4 e 4. 5 . 

Es ta e tapa se completa aplicando-se as condi ções de con­
t orno dos 2 a po ios ext r e mos às matrizes [A] e [B ) , em 
f unção daqueles se r em vínculos do ti po simplesmente apoia ­
do o u engas t ados. Todo este procedimento é executado pe la 
roti na VICMOM. 

3ª - solução do sistema de (n + i ) equações através do mé­
todo de eliminação de Gauss , ut i l i zando-sc uma ma. t r i. z ban·· 
d a simétr i ca , d a mesma forma como é feito para o ca so de 
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uma malha de elementos f1nitos (item 3 .2.3.4.4), através 

da rotina SLBSI. 

2 

3 

rd 

n 

n+l 

--

2kl 
2 (kl +k2) 
2 (k2+k3) 

2(ki-l + ki) 

kl 
k2 
k3 

ki 

Xl 
X2 
X3 

X i 

El.kl 
Dl.kl + E2 .k2 
D2.k2 + EJ.k3 

Di - l.kl - 1 + E1.k1 

2 (kn- 2 + kn-1) kn-1 Xn- 1 Dn-2 .kn- 2 + En-l.kn- 1 1 

2(kn-l + kn) kn Xn Dn- l.kn-1 + En.kn 

2kn o Xn+l Dn.kn 

F1gura 4.9 - Soluçâo de uma viQa contí nua 

Sistema linear de equações 

J 

Assim , obtemos os momentos fletores em t odos 

os apoios da viga contínua, sendo que nos apoios extremos, caso 

não sejam do tipo enQaste ou nâo tenham momentos extremos apli ­

cados , os momentos fletores serâo nulos. Estes mome ntos são re ­
duzidos a 85% de seu valor, conforme prescrição da NBR 6118/82 , 

desde que estes novos valores nâo sejam inferiores aos momentos 

obtidos para o mesmo apoio, s upoudo - se as vi gas isoladas corno 

perfeitamente engastadas. Feito isto , passamos a ter a configu­

ração real e final dos carregamentos e esforços hipere s táticos 

i ncidentes sobre cada um dos vâos da vigas isoladas, tornando-
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se Dossível, então , a obtenç ão das solic1tações estát1cuo fi 

nais . 

4. 3 . 4 C~l c ul o do s EsTorç os Estát i cos 

Obtidos os esforços hiperestáticos para cada 

vi~a con t ínua, pode-se formar o carreQamento final sobre cada 

uma das viQas isoladas que a compõe. E , para cada uma destas 

viQas , procede-se no cálcu l o dos esfor ços sol icitantes e m cada 

uma das seções indicadas , através da r otina STATIC , da mesma 

forma como é feito par a o caso das vi~as isolada s , já aborda­

do no item 4.2.3 . 

--
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5. DIMENSIONAMENTO 

5.1 Descriç:ão 

Para o dimensionamento de qualquer s eção d e um 

elemento estrutura l , laje ou vi~a . são necessár ios o s s eguintes 

dados: 

a. geometria de s eção; 

b. resistência dos materiais e 

c. esforços solicitantes na seção. 

Os ~tens 'a' e 'b ' são fornecidos pelo us uári o atr a vé s d a e n ­

trada de dados, send o , portanto , passíve is d e a lteração sempre 

que necessário. O item 'c' é gerado automaticament e pelo s is­

tema. 

Estão implantadas na Análi s e Secundár i a d uas 

rotinas de dimensionamento, uma para peças su j eitas à 

de nome ARFLEX , e outra para peças s ujeitas a es forços 

te, chamada ARTRAN. Ambas serão abordadas nos seguintes 

5.2 Ar madura Longit u d inal 

5.2 . 1 En ~oque Ge r al 

flexão , 

d e c o r ­

i tens. 

Para a obtenção da armadura longitudinal de 

97 
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seções que , devido às so li citações impo s tas , e s tão sujeitas à 

flexão (caso de lajes e vioas)foi impleme r1tada a rotina ARFLEX. 

Esta rotina fo1 desenvolvida baseada nao oeou 1nleo hipó tes e o e 
orientações básicas : 

a. manutenção da seção plana at é a ruptur a (ver1ficação da 
hipótese de Bernoulli); 

b. admite-se solidariedade perfeita entre os mateira1s; 
c é desprezada, à favor da s e our a nç a, a peque na res i o­

tência do concreto à tração; 
d. o alonoamento máximo para a armadura tracionada 

10% , visando a prevenir deformações plásticas 
~ de 

exces si-
vas ; 

e. os limites de deformações adotados para peças fletid a s 

seguem orien tação da NBR 6118/82 em seu item 4.1.1.1 ; 
f. as tensões do concreto são anali s ad a s atravé~ de um 

diagrama retanoular de tensões que substitui, conforme 

permite a NBR 6118/82, ao diagrama parábola-re tângul o , 

válido para qualquer tipo de seção e para qualquer po­

sição da linha neutra. O fato de utilizar esta aprox l ­

mação na a nál ise das tensões do conc reto , gerando um 

erro contra a segurança i nferior à 1,5%, port a nto de s ­

prezível, é compensado pelas grandes simplificações 
obtidas no processo; 

~ - as tensões na armadura são determinadas de acordo com 

os diagramas simplificados de tensão-deformações ind l­

cados no item 7.2 da NBR 6118/82. 

Além disso , a rotina ARFLEX foi elaborada para 
a utilização de qualquer tipo de aço, quer em fun ção de s ua 

classe ou do val or de s ua tensão, como mostrado na fioura 5.1. 

As áreas mínimas de aço admitidos são as s e­
guintes, conforme recomendações da NBR 6118/82 e CEB/ 72 

vigas 

lajes 

aço com fyk <= 320 MPa 

aço com fck > 320 MPa 

qualquer tipo de aço 

Asmin = 0.25% bh 
Asmin = 0.15 % bh 

Asmin = 0.10% bh 
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aço CA 25 CA 32 CA 40 CA 50 CA 60 
- ---- - - -- -- ---- -

fck 250 32 0 400 500 600 
-

Figura 5 . 1 - Tipos de aço c lasse e t ensão (em MPa) 

A rot i na também adm1 te o d1 me ns1onamento da 

seção com. utilização de armadura s impl e s ou dupla. Qua ndo , mes ­
mo utilizando o recurso da armadur a dup la, os par~met ros r e­
lativos à deformação forem ultrapas sados , a própr ia r ot ina ge ­
ra um erro indicando ao usuário que a armadura está com defor­
mação excessiva naquela seção . 

Todo este proce s so é u t ili zado para ca lcular 

as armaduras de flexão para todos os momentos fl e t ores carac­

terísti c os das la j es, máx i mos pos it ivos e mínimos negati vos nas 

vigas e ,da mesma for ma , e m todas as s e çõ e s 1ndicadas das v1 gas , 

s empre que o mome nto fl eto r s ej a d i fe r en te de ze r o . 

5.2 .~ Proced i me ntos de c~l c ulo 

O prob l ema do d1mens1 oname n to d e um e l eme n to 

es trutura l s u je1 t o à flexão s1mp l es está, d e uma f ormd esqu emá­
tica, completame nte i lu s tr ad o na fig ura 5 . 2 

Nes t a f igura t emos a seção de uma v1ga suje 1t a 
à ação de um mome nto f l e tor de cá l c ul o (Md ) que será r esis t ido 
pela s eção trans versal de conc r eto e aço. Está mostra do também 
o diagragrama das defo rmações, sob a h i pótese da permanênc 1a 

plana da seção, onde t emos a 
ereto ( é c), a deformação do 

do aço tracionado ( ê 2 ) e a 

deformação de c ompr e s são do con­
a ç o comprim ido ( ~ ) , a defor ma ç ão 

d istâ ncia d o bordo compr i mido d 

linha neutra (x). E, compl eme n tando a f 1gur a , o di ag r ama da s 
tensõe s nesta seção , ond e as t e nsões do concreto estão repr e­
sentadas por um di agrama retangu lar , con fo rme a s o ri e ntações da 

NBR 6118/82. 
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Figura 5.2 - Seção transver sa l de uma viga 

Diagramas de deformações/tensões 
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No proc esso de so lução , são as seguintes as 

solicitações que teremos de obter. para a definição correta da 

faixa de utilização da peça e seu compatível d1mens1onamento 

Flk. 
Md 

Mdmin 

Mdl im 

momento de serviço 

momento de cálculo : Md = f r Mk 
momento mínimo de cálculo que a peça deverá 

suportar 
momento limite de cá l c ulo para que a peça se -

ja considereada subarmad a. 

A part ir disto , o processo de s o lução da arma­

dura longitud i nal recair á sobr e um dos 3 casos seguintes : 

Md <= Mdmim 
Md <= Mdlim 
Md > Md 1 im 

.. 
armadura mínima 
armadura si mples - peça s ubarmada 
armadura dupla - peça s upe rarmada 

A situação limite entre a peça subarmada/su­

perarmada fica perfeitamente definida pelo di a grama das defor­

mações e pela posição limite da linha neutra ( LN ) , assim : 

X 
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d 

deformações 
Figura 5 . 3 

l 
corno 

te S-t 
= -----

X d - x 
temos 

f c 

X = -----
E.1+Ec 

no limite 
E t = c. yd ; E.. v 

entâo 

x ---> xlirn 

lo l 

(5-1) 

d ( 5 - 2) 

= 0 , 0035 

te 
-------- . d (5 . 3) 

Eyd + é.. c 

Corno , porém, a expressão (5 . 3) está em função 

da tensão de escoamento do aço, xlim varia com a classe de aço 
adotado , desta forma temos 

fyd - -

e 

f. 
10 °/oo x 1 irn 

aço tipo A 

Figura 5.4 

V' 

fyd t i 
0,7 fyd I I 

I I 
I I 

I I e 
I I 

I I I 

f.yd 10%~ xlim 

aço tipo B 

Figura 5.5 

= 

= 

fyd 
E yd = ----­

E 

d 

-----------------
-3 

1 + 1 , 36.10 .fyd 

fyd 

€. yd = 0,00 2 + -----
E 

d 

--------------------
-~ 

1, 57 + 1,36.10 .fyd 

(5.4) 

(5. 5) 

( 5. 6) 

(5-7) 

sendo E o módulo de elasticidade longitudinal do aço , então 
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xlim == Tli.m . d ( 5 . 8) 

onde 

1 

r lim = para o aço A (5. 9) 
-.3 

1 + 1,36.10 .fyd 

1 

~ 1 im = para o aço B (~.10) 
-j 

1, 57 + 1 , 36 . 10 . f yd 

E, para esta situação l i mite , o di a gr ama de 
tensões no concreto fica definido por 

yl im = 0 ,8. { lim. d (5.11) 

pois 

Y = 0,8 . X (5.12) 

Pa r a esta mesma situação , o momento limite de 

cál culo (Mdlim) que urna peça s uba rrnada pode rá resistir,pode ser 

obtido a partir das eq uações de equilíbrio à rotação da seção 

para este caso (ver f i gura 5.2) , ass i m : 

Md = 0,85.b.y.fcd . (d- y/ 2) (5 . 13) 

na situação l i mit e , temos 

X ---) Xl lm ===) y = ylim ===) Md Mdl1m 

e, a equação (5.13) f1ca 

Mdlim = 0 , 85.b . ylim.fcd. (d-ylim/2) (5 .14 ) 

introduzindo a expressão (5.11) ternos 

Mdlim = 0 ,68. 1 lim. (1-0,4. 1 lirn) .b.d ~ .fcd (5.15) 

Posto isto , ficamo s perfeitamente habllitados 
a analisar cada um dos 3 casos anteriorment e des critos . 
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1Q CASO ARMADURA MIN I Mn < Md <= Mdmin > 

Da fiQura 5.2 podemos obter as e quações de equilíbri o à 

translação (T) e à rotação (R) para o c a so de uma peça s uba r ­
mada, 

T 0 , 85.b.y.fcd - As.fyd = O (5 .16) 

R Md = 0 , 85.b.y.fcd. (d - y/2) (5 . 17) 

assim 

Md = As.fyd. ( d - --~~~~~~-) (5 .18) 
1,7.b.fcd 

No caso de armadura mínima temos que As ---) Asm1n • ~ min.b.h , 

sendo min a taxa d e armadura lonoitudJnal mín1ma da seçâo . 

Desta forma Md - - -> Mdmin, ass 1m 

Mdm im"" f min.b.h'2. . fyd. 
f m1n. fyd ) 
---------
l,7.fcd 

(5. 19) 

...,.._ 

e, caso 

Md <= Mdmin 

temos, portanto, que 

As .. Asmin - f min . b.h (5.20) 
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2Q CASO ARMADURA SI MPLES C Md <= Mdlim > 

Das equações de e quilíbri o do 1Q caso obtemos y de (5 01 7) 
pela seguinte expressão 

y = do 
Md ) 

0,0425obod 2. ofcd 
(5 021) 

e , de (5016) obtemos a armadura necessária 

0,85oboyofcd 

As = ------- --- -- (5 022) 
fyd 

3Q CASO ARMADURA DUPLA< Md > Mdlim) 

Da figura 502 podemos obter as equações de equilíbr1 o à 

translação (T) e à r o tação (R} para o caso de uma peç a s uperar­
mada ,., _ 

T : O, 85 o b o y o f cd + As' o CiZ - Aso f yd = O (5 023) 

R : Md = 0,85oboyofcdo (d - y/2) +As ' o <f2. o (d - d') (5 021) 

como y ---> ylim , s ubstituindo a equação (5011) em (5 024) e , 
l evando em conside ração a equação (5015), temos que a equação 

de equilíbrio à r o taç ão (5024) pode se r expressa por 

R : Md = Md1im + As' o (j2_ o (d - d') (5025) 

assim, de (5025) obtemos As' 

Md - Mdlim 
As' (5026} 

62.. (d - d') 
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e, de (5 . 23) obtemos As 

0 , 68.1' lim.b .d . f cd Md - Mdllm 

As c - - ----- - ---------- + ---------- (5.27) 

fyd f yd.(d -d ' ) 

A tensão fíi depende d a deformação C1. e do ti po de aço. 
Do diagrama de de f orma ç ões da seção , f l Qura 5.3 , t e mos que : 

- - ---- = -----
X - d' X 

no limite temos x - --> xlim , E- e 0 , 0035 , e 

x llm - d ' 

(5 .28 ) 

xl im 

E dos diagramas G"" X G de cada tlPO de a ço , f1g uras 5 . 4 e 5. 5, 

obtemos a tensão Úz da s e gui n te mane1ra 

aço tip o A 

para o < Ez. <= E. yd - ---- > CJz. = E . Ez. 

t yd < éz. <= 0 ,010 -----> Úz = fyd 

a c;o t ip o B 

para O < ê.2. <= E. yd -----> Gi. = E. E2. 
0 , 7.fyd/E < Ez. ~ E.- y d ---- -> 

fyd 

[ 1,4 -
45 . f yd 

- - - --> (Jz = ----- - + 

2 E 

+ c=~=~~ - l, 4)' - 4. (0, 49-45 . t.2. ) J 
E. y d < E.z. < = o , o lo -----> fJz = fyd 

I 
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A aplicação deste desenvo lvimento e stá mostra ­

do , de fo rma esquemática, no fluxogr ama a pre s enta do na fi gura 

5 . 6 

5 . 3 Armad ur a Tr a n s v E r s al 

5 . 3 . 1 En ~oqu E Ger a l 

As armadur as t ran s ve r s ai s s ão obtidas para os 
es f o rços cort a ntes de cada s eç ão de uma vi Qa atr aves da r o t1na 
ARTRAN, conforme Ja ref e rid o . 

Esta roti na foi desenvolv i da ba s eada na teo r i a 
c láss i ca de Mo r sch e de a cordo c om as presc riçõe s da NBR 6118/ 

82 em seus itens 4 . 1.4 . 2 e 5 . 3 . 1 . 2b . Vi sando - s e futuras imple ­

menta ç ões es t a roti na f oi i mpl an t ada c om possi b i l idade de abor ­
dar t r ês casos d ist in tos , quais se j am: 

- f l exo- c ompressão 

- f lexo - t r a ção 
~- fl exão s imples. 

Os dois pr ime i r os c asos ser i am abo rd ado s qua ndo do cá l c ul o de 

a rmad ur a de Cisalhame nto para Pilares e o ú l ti mo para o c a so 

de v igas SU Jeitas à flexã o . 

Ass im, como Já come ntad o no 1tem a nterior , para 
que se pro c eda a o d1me ns 1onamento da a r madur a tranvcrsdl de uma 
determinada s eção , são necessários os s eguinte s dad os : 

geome tria da seção , inclui ndo a sua altura útil 
- r esis t ê ncia dos mate riais 

a rmadur a longi t udinal t racionada na seção 

- esfo r ço cor t ant e 
- fo r ç a norma l, caso de pi l ar e s 
- caso de abo rd agem, indicado acima. 
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os itens ' a ' e 'b' são fornecidos pelo usuári o e os demais são 

gerados pelo próprio sistema da Anál1se Secundar1a. 

Está prevista a ut1 lização de qualquer tipo de 
aço (ver f igura 5.1) e a possibilidade de dimens ionament o desta 

armadur a c om estribos dispostos em a ngu lo r eto (90Q) ou lncll ­
nados (45Q) As taxas de a rmadura mínima ao cisa lhamento estão 
fixadas em 

- para fyk <= 320 MPa 

- para fyk > 320 MPa 
Aswmin = 0 . 25% bh 
Aswmin = 0 . 14% bh 

Como segurança ao us uário , caso a seção em 
questão não seja suficiente para absorver o esforço cortante , 

automaticamente é gerad o um e rro comuni c ando a necessidade de 
alterar as dimensões da s eção geométrica. 

5.3.2 Procedimento d e c álcul o 

Quando do d1mens1 oname nto de elemen tos estru­

turais ao esforço cortante, é necessár1o que seja fe1ta a ve­

rifi~ãÇão da tensão convenc 1ona l de c 1sa lhamento do concreto 

( 0 wd'). Esta tensão não deverá ultrapassar o limite último pre­
crito pela norma NBR 61 18 /82 , de f 1n1do como a tensão úl t ima ao 
cisalhamento ( h WU). A t e nsão r. wd é dada por 

Vd 
6 wd (5 . 29) 

bw.d 

onde 

Vd = força cortante de cálculo 

bw = base da s eção 
d = altur a útil da seção 

h = altura da seção 
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A tensão ~wd nâo pode ultrapassar o valor úl ­

timo ~ wu def1n1do por 

a) Para peças lineares com bw <= 5h 

a.1) Com armadura transversal inclinada a 452 sobre o eixo 
da peça 

~wu = 0 , 30.fcd <= 5,5 MPa ( 5. 30) 

a.2) Nos demais casos 

Gwu = 0,25.fcd <= 4,5 MPa (5 . 31) 

b) Para lajes e peças l i neares com bw > 5h, os coef1cientes 

0,30 e 0 , 25 devem ser multiplicados por um dos seguintes fato ­
res , mantidos os valores absolutos ( h em metros ) 

0 , 5 se h <= 0,15 

l h 
+ se 0,15 < h < 0 , 60 

' 3 o' 9 

1 se h >= 0 , 60 

Todo e qualque r esforço produzido por uma força 
cortante será r es istido só por estribos . A armadura transversal 
necessária para resistir estes esforços está c a lcul ada segundo 
os princípios da teoria c lássica de Morsch , com base na seguin­
te tensão : 

b d = 1,15. ~ wd - ~ c >= O 
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onde , seQundo a NBR 61 18/82 , temos 

"b c = tv, Vtck
1 

flexão s impl es (5.32) 

"Gc = ~~, V fck 
1

• (1 + Vcmd/ fck) flexo-compressão (5.33) 

G c = ~I Vfck 1 • (1 - 9 . (ftmd/fck) f l exo-tração (5 . 34 ) 

sendo que 

Nc d 
<Jcmd = ---> tensão média de compr essão , de cá l cu l o 

ÀC 

Ntd 

\1 tmd = ---> tensão média de tração , de cá lculo 

ÀC 

O valor de ~ é obtido em função da taxa de 

armadura longi. tud i nal tracionada ( f1 = As/b.d) da seguinte f or­
ma : 

~I = 0 , 24 para f~ <= O, 001 --
. 'l', ·- 15 . ·r 1 + o . 2 2 5 pa r a 0 , 001 < f , < 0,015 

para 'p1 >= o , o15 

Obtida a tensão 0 d podemos determinar a taxa 

geométrica de armadura transversal f w : 

f w = (5.35) 

(Js d 

onde 

\Jsd min(f yd ,435 M Pa) (5 .36) 

Assim, obtemos a área da seção transversa l dos 

estribos Asw por metro de viga o u pi l ar : 



I 

As == 100. --f w.bw/ ~ 

ou 

As = 1 O O . f w . bw 

para os casos de vi~as com 

estribos inclinados a 45Q 

nos demais casos 

11 o 

(5.37) 

( 5. 38) 

No caso de vi~aa deve- se , ainda, verificar se 

a armadura calculada supera a armadura mínima necessária já in­

dicada no item 5 .3.1 em função da tensão do aço utilizado. 

A aplicação deste formulário acima descrito 

está mostrado, de forma esquemática , no fluxograma apresentado 

na figu ra 5.7 . 

..,._ 

• 



INÍCIO 

DADOS DE ENTRADA • 

Aço- fyk(MPo) o closae (AouB) 

Cone r o to - fck ( M Po) 

Taxo mfnlmo de armadura - t:J 
1 ~ mln. 

Di mensões do viga - b, h , d, d', (em) 

So licitações - Mk ( k Nm) 

Cd leu I o de M d : 

Md = t r .Mk xl OO< kNcm.l 

Cd lcul o de Md mln 
I 

Md1 mln =f mln.bd2fyd ( 1- f?mln. fyd ) (kNcm.) 
1, 7 fcd 

NÃO SIM 

Cdlcu I o de As, mln 

Ae,mln=p min b h ( cm2) 

1 1 1 

Figur a 5 . 6 - F l uxograma f l e x ã o r e t a simpl es (la. parte) 

.. 
• 
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NÃO 

Cdlculo de X IIm poro aço classe 8 

t ll"'e: ( 1,~7 + 1,36 X 10"3 fyd )"1 

11 2 

SIM 

Cólculo de l11m poro aço classe A 

Cdlculo do Xllm 

Xllm = S lfm·d (em l 

Md, um= 0,68 'g IIm ( 1- 0,4 '!, 11nJ bd 2 tcd ( kNcm ) 

Gdlculo do E.2 Cdlculo do y 

t X!jm- d' 
2 = 0,0035 ( X(lm y = d ( 1 - Vl- Md ) (em) 

O, O 425 b d 2 fcd 

Cdlculo do A8 

As = 0,85 b y f cd (cm2) 
fyd 

FiQura 5 .6 - Fluxograma flexâo reta simples (2a. parte) 
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NÃO 

Cdlculo de (j 
2 

(j2 = f yd [1.4- 45fyd + 
2 E 

SIM 

( 45;Yd - 1.4r4(0.49 -45 &2~ 
(MPo) 

NÃO SIM 

Cdlculo de e yd 

fyd 

E 

Cálculo do <í2 Cálculo de <íll 

<r;: fyd ! MPo) 

.--

Determinação dos armaduras 

A = Q68 bx11mfcd IO(Md- M(j IIm) 
5 + 

f yd fyd (d- d') 

, IO(Md-Md,llm) (cm2) 
Ao=------

() 2( d- d') 

F IM 

1 1 3 

Figur a 5.6 - Fl uxograma flexão re ta simp les (3a. parte) 
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DADOS DE ENTRADA ) 
bw . d h, bw, d , . vd , As, Nd, f ck, fYd 

lwd = 

K =-1--t h 
3 0,9 

K :: 0 , 5 K :: 1 

'"w u = MIN (0, 25K f cd, 4,5) 

O I ME NSÕES 

< = M I N(O, 3Kf cd· 5,5) wu 

n = A /b d r 1 S W 

Figura 5 . 7 - Fluxograma c i s alharnent o ( l a . pa r te) 

• 



FLEXÃO SIMPLES 

::r c : 't' 1 \ffck 

115 

'V1=0,24 

~1= 15p1 + 0, 2 25 

FLEXO-TRAC ÃO 

'J c= \f 1 \.[f;k ( l - 9Nd I bhfck) 

FLEXO COMPRESSÃO 

~c = 'f 1Vtek<lt3Nd/bhfck) 

hJ - MIN ( f yd , 435) 
\,1 s t -

Fi gura 5.7 - Fl uxog rama ci s al hame nto (2a . parte) 

• 
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<?w =';'f dI <r &t 

CA-25 

CA-32 

P = 0,0025 mln 

b' = M IN ( bw, h- d
1 

) 

. b' senot 
mtn 

FIM 

CA-40 
CA-50 
CA-60 

P mln = 0,0014 

F i gura 5. 7- Fluxograma cisal hamento (3a. parte) 
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6. CONCLUSÕES 

Com a implantação desta etapa , o sistema 
PROADE passa a ter uma abranoência bem maior relati vament e à 

análise e pro je t o de edifícios de concreto armado . 

Mesmo contendo ainda algumas restrições , am­

pliou- se em muit o o espect ro de sol uç ão do sistema através do 

dese nvolvimento da Análise Secundá ri a , ha ja visto que aoora 

pode-se abordar a aná li se e di mensionamento das la jes que com­
põem o pavimento e das v iga s que não fazem parte dos pórticos 
plano~; ditas secundárias e terciárias. 

Relativamente às l ajes , agora pode - se 

resolver uma estrutura na qual e m um bordo de uma l aje i nci dam 

várias outras l ajes e VlQ as , ter condições de co ntor no 

quaisque r , inclusive la j e em balanço (tipo ma rqu1se) , e vári as 
forma s de ~ná l ise. Já as vigas, não pe r tencentes aos pórticos 
planos, poderâo ser analisadas independentemente destes , poden­
do ser isoladas ou contínuas e su jei tas a qua lquer tipo de car ­
reoamento e vinc ulação. 

Com i sto , o sis t ema PROADE apresenta a possi ­

bilidade de ser utilizado para a re solução automática de um pa­
vime nto isolado, formado por lajes e vigas . Este fato desobriga 
que, para a resolução da estrutura de um edi fíci o , tenhamos que 
abordá-la através de pórticos p lanos e espac i ais . Assim , o 
sistema da Análise Secund á ria pas s a a ser uma ferrame nta 
imprescindível do sistema PROADE , tornando-o ma is flexível e 

1 1 7 
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completo. 

Na elabora ção deste t r abalho , não 

fizessem parte da proposta Ln1 c1al, fo ram parcia lmente 

abordados a lguns assuntos de especial i mport§ncia para a com­

pleticidade futura do sistema. Em especial pode-se destacar o 

problema dos pilares isolados , não pertencentes aos pórticos 
plano s , e das cargas ext r as atuantes nas l ajes. A característica 
de ambos os assuntos foi a de terem toda a s ua estrutu r a de 
dad os e s pecífica (arranjos e variáveis) totalmente elaborada. 
Relativo aos pil ares isolados, fora m desenvolvidas rotinas de 
integração vigas - pilares, análise e d imensionamento , porém no 

seu c onjunto , não foram totalmente implantadaR. Quanto às 
cargas e xtras , pretende-se dot a r o s i stema da possibil idade de 

reDo lver lajes sujeitas à carregamentos pontuais e lineares. 

Neste c a so ainda faltam o desenvolvimento das rotinas de 
a náli se , podendo estas serem elaboradas a partir dos mé t odos Já 

i mp lant ados , Elementos Finitos e Linhas de Ruptura. 

Dentre as restr ições que o sistema a inda 

possui e que ficam como proposta pa ra futuros desenvolv i me ntos 

podemos ci t ar: possibilidade de abordar e l ementos estruturais 

nio ortogonais ou mesmo de oeometira curva; análi se de elemen­

tos com outras formas de seção transversal, que não somente a 
retan·9ular , já definidas porém ainda não implementadas; capa­
c i tar a a ná l ise de lajes de soluções para outras formas de 
carregamentos, t ambém já defin i dos (pontual , linear , etc.), 

inc luindo l ajes com furo; e , ainda, dotar a Análise Secundária 
de proce dimentos compatíveis com a análise de grelhas, neces ­

s árias e importa n tes em mu itos c asos práticos . 

Por fim , c abe acrescentar que , apesar destas 

restri ções , a abr angênci a atual não é limitada , pod endo 
resolver muitos problemas que normal mente ocor r em nos escritó­

rios de enge nharia. O acréscimo de soluções específicas, só vi ­
riam a enr i quecer o s i stema computacional da Análise Se ­
cundária em particular e , consequentemente, o Sistema PROADE 

corno um t odo. 



A p E N D r 

EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Este exemplo de apli c ação tem como ob j etivo 

principal demonstrar de que forma é o b t ida a so luç ão de um o u 

vários pavimentos de um edifício de concreto armado. Como es te 

trabalho de d i ssertação faz parte do Pr o jeto PROADE, s e ndo e s ­

ta a 3~ etapa a ser c o nc luída, optou-se por dar c on t 1nuida d e ao 

exe mplo geral d esc r ito po r Brodbec k [ 5 ), a presen t ando para es­

te, com pe que na s modi f i c a ções qua n to à concepção es t rut ura l ,as 

soluções propostas pela Análi s e Sec undária. 

-- Na descr i ção d o s dados e d o progr ama PROADE 

resuftante foram util1zadas todas as po tenc i al id a des já e x is­

tentes n a Linguagem Ori e ntada, s e ndo que, rel ati va mente à aná­

lise e dimensiona me nt o d os diversos e leme nt o s e s tru t u ra i s são 

apresentados os re s ultados o b t ido s pela Aná li se Secundári a, de 

acordo com a atual fase de implantação. 

O préd1 o a s e r anali s ado po r e ste e xe mpl o é 

um edifício de qua t orze pavimentos, suj e ito a c argas v e rti c ai s 

d e peso própr io, carga acidental, carga extra e carga d e v e nt o 

ag i ndo nas direções X e Y. No ei xo de sime tr i a c onside rou -se 

uma junta de di l at a ção . Os pavimentos- tipo do edifíci o e s t ão 

indicados nas f i guras A.l e A.2. 

Os dados a ser e m descr i to s pe l o programa 

PROADE são os seguintes : 

1 1 9 
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Fi<;~ura A. 2 - Cl asses de pisos 2 e 3 

Sistema es t rutural 

--
~ 

a. limites do sistema 

eixos X = 12 
e ixos y = 8 

pisos = 14 
c l a s ses de pisos = 3 

pilares - 35 por piso 

vigas = 79 por classe de piso 

lajes c: 42 por classe de piso 

vigas contínuas "' 11 por classe de piso 

classes de seções = 10 
estados de car<;~as extras 1 

b. u nidades 

-
_,/ P7 

<D 
N 
> 

P9 
r--
N 
> 

Pl6 

\0 
N 
> 

co 

Sáo utilizadas as unidades-padrões do sistema : 

1 2 1 

metro (m) , newton (N) , megapascal (MPa) , segund o (seg) 

• 
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c. constan tes dos materi a is , ~eométricas , de carQa e de cálcu l o 

São empre~adas as constantes-padrões , exceto as 

se~uintes : 

Fck = 18 , 3 MPa 

Poisson ... 0,25 

d. classes de seções 

Definem-se as classes de seções abaixo, para serem em­

pre~adas na descrição das propriedades dos pilares e 

vi~as : 

--
e . ei~os 

classe 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

tipo 

retangular 

retangular 

retangul a r 

retangular 

retangular 

retangular 

retangul ar 

retanQular 

L 

retanÇJular 

parâmetros 

0,20 X 0,20 

0,30 X 0 , 30 

0,30 X 0 , 4.0 

0,30 X 0, 50 

0 , 15 X 0 , 30 

0,15 X 0,4.0 

0,20 X 0,50 

0 , 30 X 0 , 60 

0,20 X 0,30 X 0, 35 X 0, 35 

0,20 X 0 , 60 

São definidos conforme a fiQura A.1, sendo primários 

os eixos X l, 2, 12 e Y l , 2 , 8 e secundários os demais. 

f. propriedades dos pisos 

Os pisos são n umerados de cima para baixo. A única pro­

priedade fornecida é ALTURA . As demais permanecem iguais a ze­

ro. 

g. 

pisos 1 a 11 - ALTURA = 3,20 m 

pisos 1 2 , 13 e 14 -ALTURA= 3,50 m 

classe de pi sos 

São definidas 3 c l asses de pisos 

classe 1 - pisos 12,13 a 14: Lojas dos pavimentos 1 ' 
c l asse 2 - pisos 2 a 11: Esc r itó r ios dos pavimentos 

classe 3 - piso 1 : Cobertura 

\.. 

2 e 3 

4 a 13 



h. localização e vi nculação dos elementos estrutura i s 

Conforme indicação nas figuras A.l e A.2 

i. método de cálculo das l ajes 

123 

Exceptuando-se a laj e 6 da c l asse d e piso 1, que será 

calculada pelo Método de Elementos Finitos , para todas 

as demais será empregado o Método das Linhas d e Ruptura 

j . vigas c ontínu as 

Sfio definidas por c l asse d e pisos , indi c ando-se o n ú -

mero dos v ã os que as compõem: 

classe de piso l 

vioa contínua 1 : 9 , 10 

viga contínua 

vioa contínua 

viga contínua 

viga contínua 

viga contínua 

2: 12, 13, 14 , 15, 16 , 17 

3 : 19, 20 , 21, 22, 23 , 24 

4: 26 , 27, 28 

5: 30, 31, 32 

6: 34, 35, 36 

viga contínua 7 : 38, 39, 40 

viga contínua 8: 42 , 43, 44 

v iga con t í nua 9: 58, 59, 60 , 6 1 , 62 

viga cont ínua 10 : 63, 64 

viga contínua 11: 66 , 67, 68, 69, 70 

classe de piso 2 e 3 

vioa cont í nua 1: 6 , 7 , 8 

vioa contínua 2: 9 , 10 . 11, 12 

v1ga cont í nua 3 : 13 , 14 , 15, 16 

viga contínua 4: 17 , 18 

vioa contínua 5 : 19 , 20 

viga contínua 6 : 21 , 22 
vioa contínua 7: 23, 24 , 25 

k. pro pri e d a des dos pi l ares 

As propriedades dos pilares são fornecidas por piso . E 

dada apenas a classe de SEÇÃO , permanecendo as demais 

igua i s a zero . 

pisos 1 a 5 

SEÇÃO 3 , para pilares 3 , 4, 5 , 6, 7, 12, 13 , 14 , 

15 , 16, 19, 20 , 21 , 22 , 23 
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SEÇJS.O = 1' para pilares 8 e 9 
pisos 6 a 11 
SEÇJS.O = 3 ' para pilares 3' 4, 5, 6, 7, 12 , 13, 14 , 

15 , 16, 19, 20, 21, 22 , 23 
SEÇ/>.0 ::: 2' para pilares 8 e 9 

pisos 12 a 14 
SEÇJS.O "" 3 ' para pilares 3 ' 4 , 5 ' 6, 7, 12, 13, 14, 

15 , 16, 19 , 20, 21, 22 , 23 
SEÇJS.O "" 4 , para pi l ares 1 ' 2, 8, 9, 10 , 11, 17' 18 , 

24, 25, 26, 27, 28, 29 , 30, 

31, 33, 34, 35 
SEÇJS.O = 9 , POSIÇJS.O = 3, para pilar 32 

Em todos os p i sos , POSIÇJS.O = 2 para os pil a res 1,10 , 
17 , 24 e 28 

1. ~ropriedades de vigas 

São fornecidas as propriedades c l asse de SEÇJS.O e 

ALTURA, por classe de pisos. 

classe de pisos 1 

SEÇJS.O ~ 6 , ALTURA = - 0,20 m 

para vigas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 , 8 , 9, lO , 11, 12 , 

13 , 14 , 15 , 16, 17, 18, 19 , 20 , 21. 22, 

23 , 24 , 25, 29, 33, 37, 41 , 45 , 49 , 5 7 , 

65 , 72 ' 7 3 
SEÇJS.O = 7 , ALRURA = - 0 , 25 m 

para vigas 55, 56 , 63, 64 

SEÇJS.O = 8, ALTURA = -0,30 m 
para vigas 50, 51 , 52, 53, 54, 58 , 59, 60, 61, 62, 

66, 67, 68, 69, 70 
SEÇJS.O =10, ALTURA= -0,30 m 

para vigas 26, 27, 28 , 30, 31, 32 , 34, 35, 36, 38 , 
39 , 40, 42, 43 , 44 , 74 , 75, 76 , 77 , 78 , 
79 

classe de pisos 2 e 3 
SEÇÃO = 6 , ALTURA= -0,20 rn 

para vigas 1, 2 , 3, 4 , 5, 6, 7 , 8 , 9, 10 , 11 , 12 , 
13, 14, 15 , 16 

SEÇÃO = 7, ALTURA= - 0,25 rn 

para vigas 17, 18 , 19, 20, 21, 22 , 23 , 24, 25 , 26 , 
27 , 28 



I 

m. propri e dades d as lajes 

Para todas as lajes de todas as classes de pisos, 

considerou -se : 

ESPESSURA = 0 , 12 m 

n. fator ' s ' para pisos (rugosidade) 

Pa r a qua ndo for considerada a ação do 

piso fator s piso 

1 0 , 9 4 3 8 

2 0 , 9 29 9 

3 0 , 314 10 

4 0 , 900 11 

5 0,880 1 2 

6 0 , 850 13 

7 0 , 821 14 

o. cargas permanentes e acidentais em lajes 

classe de pi so 1 

"l 

estado de sobrecarga o 
carga permanente = 0, 70 k 

c arga acidental = 5,00 k 

para lajes 1' 3' 4 , 

21 , 23, 24, 

estado de sobrecarga 1 

carga parma n e n te == 0, 70 k 

car ga a c ident al = 5 , 00 k 

para lajes 2' 5 , 7 ' 
25, 27 , 28 , 

classe de pisos 2 

estado de sobrecarga O 

carga permanente = 0 , 50 

carga acidental = 4,00 

para l ajes 1 ' 3 ' 5 ' 
estad o de sobrecar ga 1 

car ga pe rmanente = 0,50 

carga acident a l = 4,00 

para lajes 2 ' 4 , 6 , 

k 

k 

7 ' 

k 

k 

9 , 

N/m2 

N/m2 

6 , 8 , 10, 

29 , 31, 34 , 

N/ m2 

N/m2 

11. 13, 15 , 

30 , 33, 35, 

N/m2 

N/m2 
8 , 1 0 

N/m2 

N/m2 

11 

vento 

fator s 

0,792 

0 , 765 

0 , 739 

0 , 712 

0,681 

0 , 646 

0,610 

121 14 , 16, 

37 , 39 , 40 , 

17 , 19 , 20, 

36, 38, 41, 

125 

18 , 

42 

22, 

43 



classe de pisos 3 

estado de sobrecarga O 
carga permanente = 1,00 k N/rn 2 

carga acidental = 4,00 k N/m2 

para lajes 1, 3, 5 , 7 , 8, 10 

estado de sobrecarga 1 

carga permanente a 1,00 k N/rn2 

carga acidental = 4,00 k N/m2 

para lajes 2, 4, 6, 9, 11 

p. cargas permanentes em vigas 

classe de pisos 1 

126 

carga a 10,0 k N/rn , para vigas l , 2, 3, 4, 5 , 6 , 7 

carga = 1,2 k N/rn, para todas as vigas exceto as acima 

classe de pisos 2 

carga = 2,0 k N/ rn, para vigas 1 , 2, 3, 13, 14, 15, 16 

carga= 6,3 k N/rn , para vigas 5 , 6, 7, 8, 9, 10 , 11, 

12, 19, 20, 21, 22 , 23, 

24, 25 , 26 , 27 , 28 

carga= 1 1 , 0 k N/rn , para vigas 4 , 1 7 , 18 

q . cargas extras e m vigas 

-- _classe de pisos 2 

, estado de cargas ext r as 1 

carga CONCENTRADA 10,0 k N a 2 , 0 rn do apoio esquerdo 

para vigas 25, 28 

classe de pisos 3 

estado de cargas extras 1 

carga UNIFORME 30,0 k N/m, para vigas 4, 5, 25 , 28 

r. seções de cálculo 

Em todas as vigas, de todas as c lasses de pisos, são 

empregadas 5 seções de cálculo , incluindo os apoios 

extremos. 

A figura A.3 mostr a o programa PROADE para o 

exemplo acima e os resultados obtidos pel a aná li se secundária 

para cada classe de piso,na forma corno foi processada pel o sis­

tema. 
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IL 11..1: 

ORGANOGRAMA DA ANÁLISE SEC UNDÁRI A 

O Sistema da Análise Secundária foi totalmente 

desenvolvido em l i nguage m FORTRAN- IV e es t á implantada em um 
computador Burroughs , sér i e 6700 , exi s tente no Ce ntro de Proces ­

samento de Dados da Universidade Feder al do Rio Grande do Sul 

(CPD-UFRGS). O sis t ema completo está formado por 4250 linhas 

distri buídos em 30 rotinas (»subroutinas ») e uma funçâo 

( " function"). 

O organograma de s c rito na figura B-1 ind1 ca o 

fluxo~ntre t odas as r o t1nas existentes na Análise Secundária 
de um~ forma clara e sucinta. Urna breve descrição dos objeti­

vos de c ada uma destas r o t1nas está indicado a seQuir : 

ANASEC 

ASECAO 

LAJVIG 

ARVORE 

• 

rot ina principal de t odo o s1stema , con trola a execu -
ç ão de toda a Análise Secundár ia , a nálise do s e s fo r -
ços e d imensionamento 

determina a área da s e ção transversal de tod a s as 
c l asses de seções existe ntes no problema 

relaciona quais as viQas definidas ao l ongo de cada 

bordo de cada l aje 

determina a o rdenação lóg1ca para o c álcu lo das v 1gas 
em função do s i stema de apolo 

1 52 
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ANALAJ 

REACAO 

TAXA 

MAR CUS 

ROTURA 

153 

execut a o cál c ul o das s oli c i tações e m uma laJe de a · 

cordo com as condições de c on t or no, c a r r eQamento e mé­

todo de análi s e def in ido 

cálculo das reações em uma la Je retangular segundo 

orientação da NBR - 6118/8 2 

a 

calcul a qual a taxa de reação uni fo rme de uma laJe I n ­
cident e em um bo rdo a partir de diaQr a ma t r lanQul a r ou 
trape zoida l, def1 nido pe la rot i na REACAO 

de termina os esforços soli c itantes em uma laje, de a­

cordo com a Teori a de Marc us, p r oc esso elásti co 

determina os es f o r ços s o li c i ta nt es em uma l a j e , de a ­
cordo com d Teoria das Linhas de Rupt u t a, proces so 
rígido- plásti c o 

MEF de termin a os esfo r ços so li c i tante s em uma l aJe , de a ­

cordo com a Teo r1a dos Elementos Fini to s , p rocesso 

el ás ti co . 

GECOR 

~-

GECON 

RESNOD 

ASSEM 

RICAR 

ELASS 

• 

gera ç âo automá ti c a das c oordenadas dos nós de uma 

lha de e leme nt os fini tos 

ma -

geraçâ o auto má ti c a da s cone tiv idad es de uma mal l1 a de 

el emen tos f i n i t os 

define a s r estrições nodais nos bordos de uma laJ e a 
pa r tir da sua malha de e l ementos f in itos e da vincu l a ­

çâo f o rne cida 

controla a mont a gem da matri z de r i g1de z e do vetor de 
cargas total da malha de el emen tos f1n 1tos 

calcula , para c ad a eleme nto da mal ha , a mat riz de ri ­

gidez e o ve tor de cargas 

execut a a montagem da ma t riz de rigidez e vet or de 

cargas total 
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BOUND 

FORCE 

R LAJE 

FORAUX 

AVICON 

VICBAL 

VI CP AR 

VICMOM 

154 

i ntroduz as condições de contorno da l aje na matriz de 
rigidez e no vetor de cargas 

calcula os esforços so li ci tantes nos nós da malha 
elementos finitos 

de 

armazena as reações das lajes para serem utilizadas 
como cargas quando do cálcu l o das vigas 

executa a montagem do vetor de ca rga s para c ada viga 

calcula os esforços hiperestát icos em uma v 1ga contí­
nua 

calcula o momento fletor das vigas em balanço 

executa a montagem do vetor de termos independentes 
(parâmetros ' E ' e 'D') relativo ao processo de cálcu­
lo de uma v1ga contínua 

executa a montagem da matriz de rigidez geométrica 
do vetor de cargas de uma vi ga contínua 

e 

ANAVICY~ controla o processo de cálculo dos esforços solicitan-

H I PER 

STATIC 

R VIGA 

ARFLEX 

• 

te~ em cada uma das seções de uma viga 

calcul a os esforços hiperes tát1 cos em uma v1ga iso lada 

calcula os esforços sol1 c itantes em cadd seção de uma 
viga isolada 

armazena a s reações das vigas para serem u t 1l1zadas 
como cargas quando do cálculo de outras v1gas ou pila­
res 

calcula a armadura de flexão, simples ou dupla, para 
solicitações de momento em seção transversal retangu­

lar 
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ARTRAN 
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ca lcul a a a rmudu ra trans versal para soli citações de 

momento, esforço cortante e e sforço normal em seçâo 

transversal retangular, pa r a análise do tipo f lexo­
compressão , flexo - t ração ou flexão - simpl es 

Há ainda uma o utra roti na , que pod e se r aces­
sada por qua l quer outro módul o do Si stema PROADE , de nome ERRO . 
Esta r o tina acessa um arquivo das mensagens de erro que podem 

ocorrer ao long o da execução da Análise Secundária, tanto por 
insuficiência de dad os f ornecidos pelo usuário como por r esul ­
tados incompatíveis gerados pela aná l ise . 

• 
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Figura B. l Organograma da Análise Secundária 
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ESTRUTURA DE DADOS DA ANÁLISE SECUNDÁRIA 

Na elaboração da Análise Secundár1a foram de -
senvolvidos e criados uma série de arranjos (~arrays~) e variá­
veis utilizados como parâmetros pelas diversas rotinas dest e 
módulo. Alguns destes parâmetros, principalmente os que servem 
de ~ elon de ligação e compatibilização com o Sistema PROADE Já 

foram amplament e descritos por Orodbcck [5], e aqu1 nJo scrJo 
abordados . 

A seguir estã o indicados , re lativamente aos 

princi-pais arrays e variáveis, as i nformações sobre suas for ­

mas d~ armazenamento, o dimens ionamento cons i derado e a rotlnd 
princ1pal onde ocorrem. 

a ~ A ,~ r a n j os 

A c onvenção utilizada para a descrição destes 
arranJos , no se u aspecto ma1s ampl o , será representada da se ­
gulnte forma : 

item nome do array(dim) tipo ro t ina] 

1 57 
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onde : 

[ a.l 

158 

- item 
será seQu id a uma numeração de acordo com a ordenação 
a lfabétic a dos "arrays" listados 

- nome do an-ay 

- dim 

nome do a rr anJo 

defi ne a capac i dade de armazenament o de dados , colo­
cada entre parêntes es (dimensão do "array") 

- t1p0 

" a rray" def1nido co rn o real ou inteiro 

- rotina 

principal rot ina onde aparece o citado " a rray" 

ASEC (MXS) ---l- array r eal 
- ------- -

_I ~SECAO - ~ 

Arma zena os dad os rela ti vos às c l asses de seções. 

Cada bloco é formad o por 1 palavra 

Ii]_ 
c lasse de s e ção i 

palavra informação 

1 área da classe de s e ção transversal i 
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___ a_. _2 __ [ AUX -~~~----] array r eal ___ -, FORA~ 

Contem todos os dados relativos aos carregamentos i n­

c identes nas vigas contínuas , armazenados em blocos de t amanho 
variável para cada viga isolada que à compõe. 

1 2 3 4 

[ Nv [_v I L 

IVIC(i) 

palavra 

... -

1 

2 

3 

4 

5 

T 

- T ~ 

NSB I sub-blocol I · · · l s ub- blocon I NV I 
viga contínua , vão i 

IVIC(i+l) 

informação 

nQ da viQa coincidente com o vão 1 

vinculação da viga, expressa por 2 d1gitos 
i ---> vínculo esquerdo 

j --- > vínculo dire ito 

onde i e J podem ' valores assum1r os 

o apoio 

1 e noaste 

2 livre 

comprimento do vão 1 
nQ de palavras de todo o bloco 

nQ de sub-blocos de cargas atuantes s obre 

a vig a 

Cada sub-b loco de caroas se apresenta no seguinte 
formato 

2 3 

c A w 

concentrada 

• 
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uniforme 

1 2 3 ·1 f, 

[ c L A j_ sJ w1 ] w2 I 
lineat· 

momento 

palavra 

1 

1nformação 

códi go 

4 concentrada 

5 uniforme 

6 linear 

7 momento 

carga concentrada 

2 distancia ao apoio esquerd o 

160 

3 valor da carga distríbuida por unid~de de 

comprimento 

carga uniforme 
2 d1stancia ao apolo esquerdo 

3 comprimento do trecho de carga 
4 taxa de ca r ga dlstríbu1da por un1dad e de 

comprimento 

car ga l inear 

2 distância ao apoio esquerdo 
3 comprimento do trecho de carga 

4 

5 

va l or inici al da taxa de carga po r unidade 

de comprimento 
valor final da taxa de carga por un1dade 

de comprimento 



carga de momento 

2 distância ao apoio esquerdo 
3 valor do momento, positivo no sent1do 

anti - horário 

AU XV (40) arr.:ty real 

1 6 1 

Contem todos os dados relat1vos aos carregamentos 
i ncide n t es em cada viga iso l ada . Caso esta viga seJa terc1ár1 a 
ou secundár i a o a r mazename nto é feito tal como foi descrito 
para cada bloco em AUX , re l ativo a um vão. No caso desta viga 

pert ence r a urna viga contí nua , é acrescentado ao bloco de da ­

dos 1 ou 2 sub-blocos indicando a e xi stênc1 a dos momentos de 

e ngastarnento nos apoios . Assirn , o formato de AUXV é o segu1nte: 

T 

1 2 3 4 5 

[NV-1 ~L J T I NSB I s ub-blocol j_ ... [_s-ub-blocon I 
~ - viga isolada 

1 2 3 4 r 

"' INv- --v--.-1 L j_ T Í Nssj.__s_u_b_- _b_l _ocol - ~ su~~ bloco-;r 

l_su~-~l_o_co n+l I .sub- bl oco ~+2 _I 

vão de viga contínua 

onde os sub-b locos de carga re l ativos aos momentos de engasta -
mento são armazenados da mesma forma que os dados de carga de 
momento descritos no array AXV. 

• COLt\ ur:. Ei~GE1 HA;-'lA 
c.s H\BU ~·TECI, 
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array r ea l SL BS~-~ 
·--'-- - --

Contém os deslocamentos noda is da malha de elementos 
finit os . Os valo res são armaz e nados por nó, em blocos de 3 pa -
lavras. 

1 2 3 

I vJ I ox 

--- nó i (i 1 , NN) 

B(3* (i -l) +l) 

palavra informação 

l deslocame nto vertical na direção z 
2 deslocame n to angular em torno de X 

3 deslocament o angular em torno de y 

[ã .-5--.--B- L_O_C _ __ (l 0- )- - =:J array inteiro MEF __ I 
Armazena em conjuntos os elementos da malha de ele­

me ntos finitos de mesma geomet r1a . Na sua forma ma1s ger d l , no 

ca so da laje em 'E LE' , es t e a r ray s e a pr esenta na seguinte f or ­

ma 

bloco! bloco2 bl ocoJ 
1 2 3 4 K ":J< '.,:' ~ 

I NB I BLl BL2 I BL3 I I I I I I 

l j 
T J 
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pa l avr a 

1 

2 

3 

4 

163 

informação 

nQ de blocos de elementos de iQual geome­

tr ia 

1 ---> l aje retangular 

3 --- > laJe em 'ELE' 
posicâo da pr 1me1ra palavra do lQ bloco 
posiçâo da primeira palavra do 2Q bloco 
posiçâo da primeira palavra do 3Q bloco 

onde cada bloco tem o aeQ uln te for ma t o 

palavra 

1 

2-(n+l ) 

info rmação 

nQ de elementos do bloco 

lista dos n elementos do bloco 

arr a y reul MEF 

~- Cont ém dados relativos ao vetor de cargas de cada 
eleme~to finito da malha . Os dados são armazenados por n~ , em 
blocoa de 3 palavras. 

1 2 3 . r f~ l_~~X ~OY l 

palavra 

1 

2 

3 

nó i (í l, 4) 

informação 

força vertical na direção 2 
força angular em torno de X 

força a noul ar em torno de Y 

obs: i nternament e este array também é c hamad o de ELC 

• 
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CARL ( 6) array real 

Cont ém para cada l aje, o carregamento 1nc1dente. Os 
dados são a r mazenados em blocos de 6 palavras , sendo que o for ­
mato varia com o tipo de carregamento . 

--

• 

1 2 

I c I w I 
s uperfic1al 

\ 2 3 4 

I c J i\X _I AY I w _[ 

concentrada 

1 2 3 4 

-[-z-j Ax- J AY I sx j BY hl 
linear 

pal av r a 

1 

i nfor mação 

cód i go 

1 superfic1a l 

2 concentrada 

3 linear 

carga superficial 
2 taxa de carga por un1dade de comprimento 

c a rga conce ntrada 

2 

3 

4. 

dis t â nc i a ao eixo Y mais próxi mo à origem 
d i s tânc i a ao ei xo X ma1s próximo à or1gem 
va lor da carga concentrada , pos i t i va quan­

do na direção -z 



I 

carga l1near 

2 distancia do ponto i ni cia l da carga ao 

eixo Y mais próximo à origem 

3 dist â nc i a do pont o i ni cia l da car oa ao 
e1 xo X mai s próximo à origem 
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4 distancia do ponto final da caroa ao eixo 
Y mais próximo à o r igem 

5 distância do ponto final da ca rga ao e1xo 
X mais próximo à origem 

6 taxa de carg a por unidad e de compr 1men to 

l_ a _. 8 ~~l__cc _(_2) ______ - } array inteiro 

Contém i nformações sobre a geometr 1a de co ntorno da 
la Je a part1r do segu1nte a naçrama , que d1v1d e a laJe em seto­
res. 

-- --

I ]---seto r l 
......., 

j- setor 2 
..,._ 

onde cada setor pode s e apresentar na for ma 

código O totalmente vazio 

l llll l ll lllllll lllllllllli l lllll illlllllli l l lllll ~ código 1 totalmente ocupado 

llllllllllllllllllll lll\1 i código 2 ocupado à esqu erda 
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! 11111111111 111111111111 1 
códiQo 3 ocupado à d 1r ei ta 

s endo q ue • representa a ár ea 1nterna à laJe 

r -- - I 
I I repr esent a ár ea exte t·na b laJe I I a 
I 

·-- _J 

Cada b l oco , compos t o por 2 pa l avras , se apresen ta da 
s e gu i n te fo rma 

1 2 

J Sl S2 

pa l avra 

1 

2 

1nformação 

c ódiQo do seto r 1 

cód1go do s eto r 2 

obs~: 1) a utilização de s te array é funda me ntal quando se 

trata de um la~e em 'ELE ' 

2) no caso da laje ret a ngu lar é 1nd1cado como s e a laJe 

fosse formada po r somente um quadrant e , sendo as In­
fo r mações fornecidas da seQuinte ma ne 1ra: 

palavra 

1 

2 

1nforma ção 
c ódigo do setor 1 2 
cód i go do setro 2 = O 
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a . 9 COMB (6) 

Cont ém o compr i mento dos bordos de cada laje armaze­
nados em bl ocos de 6 palavras. 

1 2 3 4 5 6 

I Cl 1 C2 l C3 I C4 I cs I C6 ' 

palavra i nformação 

i compr imento do bordo i da laje 

r=a-; 1o CON (256) GECON J 
Arma zena os dados relativos às conet ividade s dos 

element os que compõem a malha de elementos fi nitos , toma Jos em 
sentido anti-horário. 

1 2 3 4 

Ll- j l kl l 

L elemento 

CON (4 * (n- l) +l) 

n 

pa l avra 1nformação 

1 nQ do nó i do elemento n 
2 nQ do n ó j do elemento n 
3 nQ do nó k do elemento n 
4 nQ do nó 1 do elemento n 

• 
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a .11 L EXC ( (NEX+l) *3 0) .I arruy real Li\Jv!G"j 

Contém todas as vigas defin1das na direção X do pavi­

mento tipo classificadas po r eixo X. i\ estrutura de armazena -
mento é feita em blocos de tamanho variável, definidos por ei ­
xo X, com o seGulnte formato : 

r - r t s - - ~ 

I ~bloco ei~ ~1 -L 

L IEX (i+l) 

Cada bloco é formado por sub-blocos de 3 palavras na 

forma 

1 2 3 

·1 vx_l Eiy L EF Y_[_ 

viga x 

onde 

palavra informação 

1 nQ da viga X 
2 nQ do eixo y 1n1cial 
3 nQ do eixo y final 

• 



I 
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~~~ EXLA (NL*46 ) 

Contém dados r e l a tivos às vi Q~s coi nciden tes com ca ­
da bordo de cada laje que compõ e um pavimen to t i po, em b loc os 
de tamanhos variáveis, na seguin te forma : 

I NBi - G ub- blocol I sub - bloco2 - , . . . I sub- bl ocon I NBJ r 
- IREL (i) I IREL (J) 

onde a palavra ini c i a l , NBi, de fin e o nQ de bordos da l a je 
(4 ou 6) e cada s ub- bloco , r elat1vo a cad a bo rdo da l aJe t em o 
seguinte for ma to 

sendo 

• 

palavra i nf ormação 

1 nQ de vigas co inci de nte s no bordo 
2 uQ da pr1meira viga 
3 d istânc ia do trecho coincidente ao eixo 

1ni c ial da viga 
4 

5 

comprimento do trecho coincidente 
nQ da segunda viga 
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LAJVIG_ J 

Contém todas as vioas def1nida s na direção Y do pav1 ·· 
mento ti po c lassificadas por eixo X. A estru t ura de ar mazena­

mento é f e ita em blocos de tamanhos variávci9 , def 1nido8 por 
eixo X, com o seguinte formato : 

r r t- - s ~ 

I r [ bloco eixo Yi I s I bloco eixo Yi+l 

L IEY(i) L IEY(i+l ) 

Cada bloco é formado por sub- blocos de 3 palavras na 

forma 

I 'l c. 3 

J VY I Eix I EFx __ L 
viga y 

... -

-onde 

palavra informação 

1 n2 da viga y 

2 n2 do eixo X i nicial 

3 n2 do eixo X final 

• 
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a.l4 FG (12) 

Contém as reações nodais do s elementos da malha. Os 

valores são a rmazenados por nó, em blocos d e 3 palavras 

1 2 3 

~~w]R~jRoy L nó 1 

FG(J*(i -1 )+1) (ir:1 , 4) 

palavra informação 

1 reação vert i cal na direçã o z 
2 reação anQular em torno de X 

3 reação a ngu lar em torno de y 

a . 15 FL ( 2 O) array real MEF 

Cont é m os esforços noda i s do s elementos da malha. Os 
\ 

val ores são armazenados por nó em blocos de 5 palavras 

i 2 3 4 5 

I Mx __ [ M-;-j ~xu __g_x [jY I-

L nó 1 

FL (5*(i-1)+1) {i=1, 4) 

palavra informação 

1 momento fletor na direção X 

2 momento fletor na direção y 

3 momento torsor XY 

4 esforço cortante na dire ç ão X 

5 esforço cortante na direção y 

• 



1 7 2 

[ã.l6 IBOL (7) 

Contém os dados relativos aos bordos livres de cada 

laje . O armazenamento é feit o em blocos de 7 pa l avras . 

a.l7 

X em EXC. 

--

a. l 8 

Y em EYC . 

• 

palavra 

1 

2-7 

IEX (MXEX) 

informação 

nQ de bordos livres 

n9 do(s) bordo(s) livre(s) 

array inteiro LAJVIG J 
Contém os í ndice s para os blocos de vigas dos eixos 

!EX (i) 

IEY (MXEY ) 

armazena o n9 da palavra de EXC em que ini­

cia o b l oco de vigas X do eixo Xi 

--.---- - -----
array inteiro LAJVIG 

- -- ·----.1.-------- -

Contém os índices para os blocos de vigas dos eixos 

IEY (i) armazena o n9 da palavra em EYC em que Ini­
cia o bl oco de vigas Y do eixo Yi 
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a.l9 IORD (MXV) [ar"ray inteiro ARVORE 

Contem os índices para os blocos de dados das vigas 
no array ORDEM. 

obs 

[ a.20 

em EXLA. 

..,._ 

a.21 

em AUX. 

IORD ( i ) armazena o nQ da pa lavra em ORDEM em que 
inicia o bl oco de dad os da laje i 

Caso IORD(i) = O viga i é terciária 

IORD(i) =-1 
(não recebe cargas concentradas) 
viga i é primária 

(pertence aos pórticos planos) 

IREL (MXL) array inteir_o __ j _ LAJviiJ 

Con tem os índices para os blocos de dado s daR laJ CD 

IREL (i) 

IVIC (1 5 ) 

armazena o nQ da palavra em EXLA e m que 

inicia o bloco de dados da laje 1 

array inteiro FORAUX 

Contem os índices para os blocos de dado s das v i gas 

IVIC(i) armazena o nQ da palavra em AUX em que 
ini c ia o b l oco de dados do vão i da viga contínua . 

• 
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a.22 IVINC (6) array inteiro ~EAC~ 

Contem os dados relativos às vincul aç ões dos bordos 
de cada laje. O arma zenamen to é feito em bloco de 6 palavra s . 

1 2 3 4 s 6 

I Vl I V2 V4 I V5 I V6 

palavra informação 

i vinc ul ação da borda i da la je 

código o apoio 

1 e ngaste 

2 livre 

a . 23 LAJES (9, MXL,MXCPI) array rea l . _ _ [ ANALÃJI 

Contem os dados da s lajes em blocos de 9 palavras por 

pa lavra informação 

1 nQ do eixo X da borda 1 

2 nQ do eixo y da borda 2 

3 nQ do eixo X da borda 3 

4 nQ do eixo y da borda 4 

5 nQ do eixo X da borda 5 

6 nQ do eixo y da borda 6 

7 vinculação das bordas 

8 método de cál c ulo 
cód i go 1 Mar cus 

2 Linhas de Ruptur a 

J Elementos Finitos 

9 espessura 

• 
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obs 1) eote arr ay faz parte da eotrutura de dadou da lin ­
guagem orientada [5). 

1 7 5 

2) sempre que a rotina ANALAJ é executada os dados de 
cada l aje são armazenados no array real PLAJES(9) 
que conterá exatamente o bl oco de dados acima des ­
crito. 

~~ .2 4 ~R ( 30 ) array real 

Armaze na os coeficientes E e D necessários para a 
f ormação do vetor de cargas de urna viga contínua. O a r mazena -
rnento é feito para cada vão da v1ga contínua , em blocos de 2 

palavras . 

l vão i 

LR(2*(I - l) (I = 1, nQ de vãos) 

palavra 

1 

2 

Informação 

coeficiente E para o vão 1 

coeficiente D para o vão I 
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1_~:._25 r M (8) - , array real I ANA[.AJ I 

Contem os val o r es dos mome ntos fletores para cad~ la ­
je armazenados em blocos de 8 palavras. 

2 3 4 5 6 7 8 

My I Ml l M~L MJ I M4 L Ms_· .__I _M_6 ..__ 

palavt' d 

1 

2 

3-8 

1nfor ma çãu 

máximo momento fletor positivo na dir . X 
máx imo mome nt o fletor negativo na dir. Y 
mome ntos fletores negativos nas bordas de 

1 a 6 

ORDEM (MXV* 7) ar ray r eal I ARVORE] 

Contem os dados relativos às c argas conce ntradas que 

at uam sobre uma determinada viga. O armazena mento é feito em 
blocos de tama nho v ar 1 áve 1 na segui r1 te forma. 

.- -

• 

4 5 

vzl 02 

IORD ( 1) 

2n+il 
2n .-.. -r vn I on I 

Vlga 1 

palavra 1nf ormação 

1 

2 

3 

4 

nQ de cargas conce ntradas sobre a viga i 

nQ da primei ra viga 
dist~ncia a o ei xo da viga i 
n2 da segunda v1ga 
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[i.27 RBLOC (3 , 144) I array -real MEF -~ 

Armazena a matriz de rigidez que identifica cada blo ­

co de elementos do array BLOC. Este armazenamento é fe1to de 
forma co nsecutiva, linha à linha, da matr1z de rigidez RIG 
[12xl2). 

_L 1 inha 1 I linha 2 I ... _l_llnha 12 I _ 

a . 28 I REA (6) 

Contem 

armazenamento é 

'l c.. 3 

L Rl R2 RJ 

palavra 

i 

bloco de eleme ntos i i = l , 3) 

_l ___ -
arr_ay_ real . REACAO I 

os dados r ela t ivos às reações ele cada l aje. o 
feito em bloco de 6 palavras . 

R4 

r: 
..) 6 . 

I I RS R6 I 

informaçõe!3 

taxa de reação por unid ade de comprimento 

na borda i 

a.29 RIG _(1_2 __ . _1_2_) _______ ~j~a_r_~_r_a_y __ r_e_a_l _______ - \ MEF 

Armazena os valores da matriz de rigidez [l2xl2) de 
cada eleme nto da malha , obtida, genericamente, para cada con­
junto de elementos definido pelo array BLOC. 

obs este array é também chamado de ELM 

• 



178 

~- JO -~ E1LAD (6, 10) ürray iutc tuo RESNOD I 

Con tem os números dos nós de fronteira da malha de 
elementos finitos coincidentes com os bordos da laje. Os dados 

relativos a cada bordo são armazenados em um bloco de tamanho 
variável, com no máx1mo lO palavras, da segu1nte forma 

1 2 3 10 

-, NN _I Nl J _!l2 '-~- ._, N9 I_ 

palavra 

1 

2- 10 

bordo i 

informações 

núme ros de nós Incidentes no bordo 1 

llDtd de nó:CJ 

~ - a.Jl ·- ~ RNOD (128) ___ _Larray ..:_nt_:_~o -~SNOD 

Contem aa restrições nodais dos nós de contor no da 

laJe. Os dados sâo armazenados por nó em blocos de 4 palavras. 

onde 

• 

1 2 3 4 

l NO w I _?x I oU_ 

L nó de contorno i 

RNOD ( 4 * (i - 1) + 1) (i = 1 , NBN) 

palavra 

l 

2 

3 

4 

informaçâo 

nQ do nó de contorno 
código : deslocamento 
código : deslocamento 
código : deslocamento 

vertical 
angular 
angular 

código --- > O 

= 1 

deslocamento restringido 
deslocamento liberado 

e m torno de 

em torno de 
X 

y 
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-- I array real ARVORE I 
Ar mazena para cada viga as sua~ vigas de apolo que 

receberão as reações. Cada bloco é formado po r 4 palavr~s. 

! 2 3 4 

_l_y l l Dl I V2 I 02 -1_ 

palavra 

1 

2 

3 

4 

L a.J2_L SEC (21) 

viga i 

info r mação 

nQ da VlQil que serve de dVUlO eoqucrdo 
d viga i 

distância da v1ga i ao eixo inic1al de Vl 

nQ da VlQa que se rve de a po 1o d1reilo 

à viga i 

distância da viga i ao eixo 1nic1al de V2 

d rray t eal STATIC .1 

Contem i nformações relativas ao posicionamento das 

sé~ões de cálcul o em uma viga . 

i 2 

I N I Ll i 

palavra 

l 

2-(n+l) 

3 

L2 

4 n+ l 

LJ I Ln I 

1nformaçâo 

nQ de seções de cá lculo (máximo = 20) 
distância da seção ao apo l o esque rdo 
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1 uo 

~34 MEF 

Armazena os dados rela t ivos ao vetor de cargas global 
da malha de e lementos finitos, obt1do a part ir do veto r CAn. o 
armazename nto é feit o por nó em blocos de 3 palavr as 

(i 1, NN) 

As informaçõ es de cada palavt a são as mesmas JJ tn<h ­

cadas na descr1 çâo do a r ra y CAn. 

[_A. 3~[ TM (24 3 , 33) ~- _j array redl MEF -, 

Armazend a matriz de rigidez global da malha de e l e -
mentes finitos a partir da matriz de r i gidez ind ividual de ca­
da elemento , armaz enad a em RIG. O array TM é utilizado na for ­
ma ba~da · ~imétrica. 

NGL 

X X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X / 
/ 

/ 
X X X X / 

/ 

l
X X X// 

X X / 
/ 

X // 
/ 

~ MS -i 

onde 

MS "' 
NGL= 

sem t- banda da ma tr 1z de rlQidez 
n2 de graus de liberdade da malha 

obs quando da solução do s1stema , a través da rot1na SLBSI , 
este a rray é c hamado de A 

• 



1 81 

.__a_._3_6_ ......__u_c __ < 1_2_) __ ___ _j a r r a y r e a 1 ] _ ME F _~ 

Contem os des l ocament os noda i s dos e l ementos da ma ­

lha. Os v alo r es s ão armaze nados po r nó em bl ocos de 3 palavras . 

1 2 3 

1 w r Ox I Oy I . 

l nó 1 

- UG ( 3 * ( 1 - 1 ) + 1) (i = 1 , 4) 

palavra 

1 

2 

3 

VI P (M XV) 

i nfor ma ç ã o 

des l ocamento ve r tica l na direção Z 
deslocamen t o a ngula r em to r no de X 

des l ocame n t o a nQ ular em t o rno de Y 

~ - I nd i c a pa r a cada v iQa a vi Qa c on tí nu a a que pe rtence. 

Cad a 9 1oco é f ormado por 1 pa l avra. 

v iga i. 

pa lavra 

1 

obs caso VIP( i ) 

4 

1nformaç ã o 

nQ da vi ga contínua a que pe rt e nc e 

a viQa i 

O ---> viga i é uma v i ga iso lada 

ESCOLA OE ENGENH 
B\BLl . r- ' 
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a . J8 I X (81) arrdY rea l CECOn--1 

Contem as ordenadas X dos nós da malha de elementos 
finitos relativas a um dos vért1 cea da l aje , tomado como 
oriQem. 

nó i 

palavra informação 

1 ordenada X do nó 1 

a . J 9 I XL ( 6 ) I array redl I .1\NALAJ 

Armazena as ordenadas l oca1s X do s vért1 ces de Cilda 

laje em blocos de 6 palavras. 

1 --2 3 4 5 6 

A xs 1 X6 r 
pala v r· a ln for mdção 

1 o rd e nada local do vért1ce 1 da la je 

• 



I 

1 83 

~o I Y <ou arrdY redl GECOH J 

Co ntem as ordenadas Y dos nó s da malha de eleme ntos 
finitos re lat ivas a um dos vérti ces da laje , tomados como 
origem . 

nó 1 

palavra informação 

l ordanada Y do nó 1 

a. 41 [ YL __ (~) ~ arr ay real 
---- ----- ' - 1 ANALAJ l 

Armazena as ordenadas l ocais Y dos vérti ces de c ada 

laje em blocos de 6 palavras. 

palavr a lnf ormd çào 

1 ordenad a local do vé rtice i da laJe 

• 
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an-ay real 

Contem as ordenadas Y dos nós da malha de elementos 
finitos relativas a um dos vértices da laje , tomados como 
origem. 

1 - --
!!i l -

nó i 

palavra informação 

i ordenada Y do nó L 

~~ .-4l- l YL ( 6) I array real 

Armaz ena as ordenadas loca1s Y dos vért1ces de Cdda 

laJe em blocos de 6 pa lavras. 

palavra informação 

1 ordenada local do vért1ce i da laje 

• 
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b. COMMON/BLOC04/ 

Al gumas variáveis foram alocadas com a ut ilização de 
COMMON, v1 sando , principalmente , d1minuir o número de parâme ­
tros em v árias roti nas que as utilizam. Todas estas variáveis 
são criadas quando da solução através do Método de Elementos 
Fini t os . O armazenamento é feito como segue . 

POS I ÇAO ESTRUTURA TIPO 

1 NDF inte1ro 
2 NNE inteiro 
3 NLMX inteiro 
4 NCMX inteiro 
5 NE inteiro 

6 NN in teiro 

7 NBN inte1ro 

8 NGL inteir·o 

9 MS 1nteiro 

..-- Assim , mantendo-se a mesma convenção ut1lizada 

em r;> L ·a identificação destas var1áveis é feita da seguinte 
forma , onde 'rot1na ' indica a rotina na qual a variável é de ­

finida. 

[ item 

b .l 

nome da variável tipo 

i nteiro I /BLOC04/ ~MEF 

número de graus de liberdade por nó 
valor padrão = 3 



I 

número de nós do elemento 
valor padrão = 4 

NLMX - - ~ --in t e i r ~ ,- fs L OC01/ J MEF 

número de linhas da ma triz de rio ide z olobal 
val o r padrão = 243 

..__b_._4. _ _, __ N_C_M_x __ j in t e_i_r_o_._ I 8 LOC04 ~- ~- ME F ~ 

[__b_· ~ 

--

número de colunas da mat riz de r1gid e z g l obal 
valor padrão = 33 

NE inteiro /8LOC04 GECON 

número de e l ementos da malha 

valor padrão = 64. (laje retangular) 

GECORJ 

número de nós da malha 

val or padrão = 8 1 ( l aje retangular) 

,___b_._7 _ __.__N_8_N_=-_-_- , -i n t ~ 1 r~ '- ! 8 LOC04 I 

• 

número de nós de con torno 
valor padrão = 32 

GECOH J 

número de graus de liberdade total da malha 
valor padrão = NN*NDF 

186 
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\_ b_:__9 [ Ms \ inteiro \ /BLOC04/ SLBSI J 

semi - largura de banda da matriz d e r lQi de z 

c. Var i ~vei s Simples 

Todas as principais variáve is s imples utill za ­
das pelo módulo da Análise Secundár i a estâo descritas a se ouir , 
dando-se ênfase aquelas que servem de pa r âme tros a vá rias ro -
nas do s istema. Outras que nâo forem aqui abordadas estão des -

critas em [5] . 

I ~ ~-l I C _ ___ _ I _1 n te I r o J 

c.4 

núme r o do estado de carga atua l 

-· cód igo do t ipo de la je 

\ 

O ---> l aje retangular 

l ---> la je em 'ELE' 

númer o d a classe de p iso atual 

IE inteiro 

número do eixo 

IL 

número da laje 
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IPI 

número do piso 

..___c_._7_ -'l IPOVC -_ 1nteir~ 

apontador para cada vão de uma viQa co ntínua 

número da vi ga 

c.9 [ JJJ __ [ ~teir~ 

número do bloco de e l emen t os de mesma geometria da ma­

lha de elementos finitos 

~~~ I LXl l real J 

- -- ---

c.J.l 

dimensão X dos eleme ntos da ma lha situado~ c nt rt o 

vértice inicia l e o vértice 1nterno 

LX2 r e a l ~ 
L--------4----------~---

c.l2 

• 

d imensão X dos elementos da malha si tuados entre o 
vértice interno e vérti ce final 

LYl 

dimensão Y dos elementos da malha situados entre o 
vértice inicial e o vértice inter no 



I 

_L real __=] 

dimensão Y dos elementos da malha situados entre o 
vérti ce interno e o vértice final 

NCPI inte1 ro J 
número de classes de pisos (val o r máximo 3) 

c .15 I NEL ----, inteiro 

númer o do elemento finito da malha 

NI 1nteiro 

número do vértice Interno da malha 

[ _c. 1_7 _ l_NL I inteiro I 
maior número de lajes por classe de piso 

-- definido no problema 

11 -

c .19 

I inteiro _I 

maior número de vigas por classe de piso 
definido no problema 

NVAO inteiroj 

número de vãos da viga contínua 

_ _ c_._2_o_. -<--NX ~--=c-~::~-e_i ~ 
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número de intervalos da malha de elementos na dir eção 
X entre os vértices inicial e interno 

• 
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c.21 r NX 2 inteiro ] 

n~mero de intervalos da malha de elementos na direção 
X e.n t r e os v é r t 1 c e s 1 n t e n 1 o e C 1 na 1 

I in_tei~ 
n~mero de inte rval os da malha de elementos na direçâo 
Y entre os vértices inicial e interno 

n~me ro de 1nt e rvalos da malha de elementos da d1reçâo 
Y entre os vért1ces 1nterno e f1 na l 

real ~ 

moment o hiperestático no apoio esquerdo de uma v1ga 

isolada 

momento hiperestático no apoio direito de uma viga 

isolada 

código do apoio esquerdo d e uma viga isolada 

[ c .2 7 [_ R4 inte iro! 

código do apoio direito d e uma viga 1solada 

• 



I 

1_: .28 

c.29 

1 9 1 

RXl 

compr i mento da l a Je na direção X du vért1 c e 1r1iC1dl 
até o vértice interno 

RX2 - I rea l 

compr1mento da laje na d1reção X du vét-tlce 1nter no 
até o vér ti ce final 

c.JO l RYl I real I 
----- _j 

comprimento da laJe na d1reção Y do vért1ce in1cial 
a t é o vértice 1nterno 

[L...-_c_._3_l_...__R_Y_2 __ __.1_ r e a 1 ~ 

c.33 

c ompr i mento da laje na direção Y do vérti ce interno 

até o vértice final 

momento em uma v1ga em balanço com apoio à dire1ta 

X2 I real 
.! 

momento em uma viga em balanço com apo1o à esquerda 
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