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RESUMO

Nesta dissertacao e desenvolvido um modelo hidrodinamico
bidimensional para simulacao de escoamentos em rios, lagos °~ e
mares onde as dimensoes horizontais predominam sobre a ver&i-
cal. Sao apresentadas as etapas de elaboracao do modelo mat%mé
tico desde a deducao das equacoes diferenciais basicas do es-
coamento ate a estruturacao de um programa computacional opérg
cional com o esquema numerico em diferencas finitas de Leen-
dertse (i1967). 0 modelo esta apto a representar escoamentos em
corpos d'agua com qualguer configuracao em planta e quaisquer
condigoes de contorno de nivel ou velocidade. Uma aplicagao,
precedida por testes numericos, foi feita no rio (lago) Gual-

ba.



SUMARTIO

Pagina
INDICE DAS FIGURAS ottt ettt ot o e e e
INDICE DAS TABELAS ittt iee e e iite e eee e e et oo aee e
INDICE DBOS QUADRDS ottt et e e et e e e e e e e e e e
I = INTRODUGED .ttt e et e e e e et e e e e e . 1
I1 — FQUAGCOFS BASICAS DO ESCOAMENTO v ineneeaennns - o)
IT.T = INTRODUGAD vttt it et e it e ettt e e ieseaneaenenns h
I1.2 — EQUACDES DINAMICAS \ii ittt et rmanniernennns 7
I1.2.1 — Forca de dnercia .uueeee s veeeoenaennnn 8
11.2.2 — Forcas aplicadas ........... e aa e 10
[1.2.2.1 — Forcas de campo ............ 11
I1.2.2.2 — Forcas de contato .......... 16
11.2.3 — Expressao das equacoes dinamicas ....... 19
I1.3 — EQUACAD DA CONTINUIDADE ... i ienen. 21
I1.4 — EQUACAOD DE ENERGIA .+ttt ittt ittt ieie e ieneernns 27
[1.5 — MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUAGOES DIFERENCIAIS DO ES
COAMENT O s eiee i et esrnrsrsmrasnsreasnnnnnnsnns 24
[1.5.1 — Variaveis e equacoes fundamentais ...... 24
I1.5.2 — Equacoes constitutivas .........evuunenn. 26
I1.5.3 — Sistema de equacoes para um fluido visce
SO COMPressiVel tutiverineiinennennnanns 34

I1.5.4 — Sistema de equacoes para um fluido visco

SO INCOMPressivel ...vivniiiiernnneiannns 37



Vod -

V.6 —
V.l —
V.8 —

SISTEMAS DE EQUACOES DAS LINHAS E COLUNAS .........
EFEITOS DA DISCRETIZACAD NUMERICA .................
DADDS DE ENTRADA E SATDA DO MODELO COMPUTACIONAL .,
PARAMETROS DE AJUSTE DO MODELO COMPUTACIONAL ......
MODELC BIDIMENSIONAL HORIZONTAL COM ESQUEMA DE LEEN
DERTSE: CONCLUSDES ... ... ..... S

VI ~— APLICACAQ DD MODELO BIDIMENSIONAL AD RIO GUATBA ..........

———"

Vi.1
vI.Z
V1.3 =
vi.4

VI,

1
3

INTRODUGAD ottt viiiis it tiisiieaansaiaaennns
ASPECTOS GERAIS DO LSCOAMENTO NO RID GUATBA ......
BADOS FIX0S DO MODELO BIDIMENSIONAL DO RIO GUATBA.
SIMULACAC COM EVENTOS TEDRICOS B REAIS ...........

VI.4.1 — Defaormacdo de onda teorica .............
Vi.4.7 — Simulacac com eventos reais . ...uvenere.

VI1.4.3 — Simulacac de uma seiche com vento ......

APLICACAO DO MOBELO BIDIMENSTONAL AQ RID GUATBA:
CONCLUSOES oo ettt nee e

YII - CONCLUSDES E RECOMENDACOES .ttt cnnnneann

VIIT — BIBLIOGRAFIA L i i e i i i a i s e

Paging

109
127
140
145

151

153

153
154
165
173
173
198
214

223

231



IT] —

vV —

I1.6 - EQUAGCDES BASICAS DO ESCOAMENTO: CONCLUSOES .......

MODELCS HIDRODINAMICOS oLttt ercmeenianeie e iinnnes
ITI,1 — INTRODUCAD vt i eiieeen e cnaeens

]
I11.2 - INTEGRACAO NO TEMPO DAS EQUACDES BASICAS ........
IT1.3 — A TURBULENCIA E O ESCG&MEN?G MEDIO TEMPORAL .....
111.4 — MODELIZACAC DA TURBULENCIA ..ovviviiiivinnans,
ITI.5 — DIMENSOES ESPACIAIS CONSIDERADAS NOS MODELOS HI-

DRODINAMICOS oottt e i et e csncnriaraennnas
[11.6 — METODOS NUMERICOS PARA SOLUCOES DOS SISTEMAS DE E

QUACDES DOS MODELOS HIDRODINAMICOS: GENERALIDADES
[I11,7 — MODELDS HIDRODINAMICOS: CONCLUSDES .....veiiinnns

EQUACCES DIFERENCIAIS BASICAS DOS MODELCS HIDRODINAMICOS
BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS ... iivion.. et

IV.1 e INTRODUCAD oo et ciceeea e e
[V.2 — INTEGRACAO DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO MEDIO TEMPO-
RAL NA VERTICAL vt i i it e

IV.2.1 — Equacoes dinamicas integradas na verti -
57 I
IV.2.2 — [quacao da continuidade integrada na ver
10 T U

IV.2.3 — Sistema de equacoes integradas na verti-
2F O

V.3 — EQUACDES DIFERENCIAIS BASICAS DOS MODELOS HIDRODI-
NAMICOS BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS: CONCLUSOES ...

MODELO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL COM ESQUEMA DE LEENDERTSE,

VoI e INTRODUCAD ot i i s e e cnern e
V.2 — MALHA DE CAICULD iutiienreiieimeanenaannanionn es
V.3 — EQUACDES EM DIFERENCAS FINITAS ....vivvinninn.tn

42
42

45

51

52

57

6O

62

65

65

67

£8

71

12

77

80

80
81
83



Figura
Figura
Figura
Fiqura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura

IR

IIr.z

.1

Iv.z2

INDICE DAS FIGURAS

Pagina
Tensoes em um elemento de fluido ............. 17
Distribuicoes das medias de velocidade ....... 47
Flutuagoes turbulentas de velocidade ......... 48
Perfil vertical de integracio ................ 67
Perfis das componentes de velocidade ..... e 60
Guadricuia da malha de calculo vuoeimnrrnnrnnan 82
Contornos das quadriculas voverenreeneeeenen 82
Representacac de um corpo d'agua ............. 83
Malha defasada ds Platzman [1959) ............ 85
Posicao das variaveis de uma }inha ........... 111
Posicao das variaveis de uma linha ........... 119

Deformacae de onda no esqguema centrado imp??ql
£0 {Leanderise, 1967) turirreriee i 134



Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

‘Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

V.8

V.9

V.10

V.11

VI.?Z

VI.3

V1.4

VI.5

VI.6

VI.7

VILS

Defasamento de onda no esguema progressivo im-
plicito (Leendertse, 1967) ...................

Achatamento de onda no esquema progressivo im-
plicito (Leendertse, 1967) ...vvrirnnnn...

Defasamento no esquema centrado implicito com

rugosidade linear (lLeendertse, 1967) .........

Amplificacao de onda no esquema centrado imp]j

cito com rugosidade linear (ieendertse, 1967).
Bacia do sudeste .....vuiiii i
Sistema costeiro lagunar/RS ..................

Contribuigoes medias mensais a Lagoa dos Patos
em m*/¢ (Bordas et alii, 1984) ...............

RI0 GUATDE vovn et e et ire et

Fregliencia dos ventos no sistema Guaiba-Lagoa
dos Patos (Bordas et alii, 1984) ............

Malha do rio Guaiba e codigos de contorno {em

branco, codigo = 1) ..o iierannnn.

Rio Guaiba, profundidades abaixo do plano de

e BrBNCTA vt v e ee et teseenesenecassnsnooenasnsss

Seiche no canal retanqular, K = 0,6, niveis ..

Pagina

135

136

138

138
155

156

157

159

164

167



Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI.

VI

VI.

VI.

VI.

VI.

10

11

12

13

i4

15

16

17

18

19

.20

21

22

23

24

Seiche

Seiche

Seiche

Seiche

Seiche

Sediche

Seiche

Seiche

Seiche

no

no

no

no

no

no

no

no

no

canal retangular,

canal retangular,

canal retangular,

canal retangular,

canal retangular,

canal retangular,

Guaiba,

Guaiba,

Guaiba,

Guaiba,

tH

0,2,

0,4,

0,6,

0,8,

K-0,7,
K=0,8,
K -0,9,
K = 1,0,
K=1,1,
K= 0,6,
K = 0,7,
K =10,8,
K =10,9,
K=1,0,
K = 1,1,

niveis ..

niveis ..
niveis ..
niveis ..

niveis .
niveis .
niveis .
niveis .
niveis .

ve1ocid§

.........

---------

.........

.........

Pagina

181

182

183

184

185

186

187

168

189

190

194

195

196

197



Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

VI

VI.

vI.

VI.

VI.

VI.

VI

VI

VI

VI.

VI.

VI.

vI.

.25

26

27

28

29

30

.31

.32

.33

34

35

36

37

Figura VI.38

Condicoes de contorno (niveis) em 12/12/82 ...

Condicoes de contorno {niveis) em 30/30/83 ...

Sensibilidade ao vento em 12/12/82

Sensibilidade ao vento em 30/03/83

-----------

Vazoes em Ilha da Pintada em 30/03/83 ........

Vazoes em Ilha da Pintada em 12/12/82 ........

B

n ~
K:U’:jbo A A I I

Rio Guaiba, velocidades as 18 h de
K=0,35 tiiiiiiiiiinenen Cee e

Rio Guaiba, velocidades as 06 h de
S | 1

Rio Guaiba, velocidades as 18 h de
K= 0,35 e iiii i i ettt e

Seiche com vento tipico ..........

Rio Guaiba, velocidades as 30 h de
de seiche com vento sul, K = 0,35

Rio Guaiba, velocidades as 36 h de
de seiche com vento sul, K = 0,3b

Rio Guaiba, velocidades as 42 h de

de seiche com vento sul, K = 0,35

------------

------------

............

------------

.............

............

...........

Pagina

200

201

204

205

206

207

21U

211

212

215

217

218

219



Pagina

Figura VI.39 — Rio Guaiba, velocidades as 48 h de simulacao
de seiche com vento sul, K= 0,35 ......c.... 220



Tabela VI.1

Tabela VI.?

INDICE DAS TABELAS

— Variacoes de nivel por vento e seiche ........

— Amplitudes mais fregllentes das seiches (1976/
L & T

162



Quadro VI.1

Quadro VI.Z2

Quadro VI.3

Quadro VI.4

INDICE DOS QUADROS

Rio Guaiba — Sub-linhas de calculo ....vvun..

Rio Guaiba — Sub-colunas de caliculo .........

Campanha de 12/12/82

Campanha de 30/03/83

-------------------------

.........................

Pagina

169

171

1499

20?2



I — INTRODUCAQ

A modelacao matematica e um dos procedimentos que
o homem procura utilizar na reproducao e estudo de fenomenos
das mais diversas areas do conhecimento, que lhe interessam,
Nas areas de Fisica e Engenharia, onde esta atividade mais se
difundiu, os modelos matematicos ja se tornaram, em muitos ca-~
sos, em instrumentos imprescindiveis ao processamento de infor

macoes que subsidiam as tomadas de decisao.

Nas especialidades de Hidraulica e Hidrologia, 0
progressivo desenvolvimento dos computadores, nas duas ultimas
decadas, tornou possivel o desenvolvimento de modelos matemati
cos numericos complexos para simulacao de eventos eminentemen-
te nao permanentes, como transformacoes de chuvas em descargas
em bacias hidrograficas e propagacao de ondas de cheia em rios

e canais.

Acompanhando a capacidade e disponibilidade dos com-
putadores, os modelos computacionais se diversificaram, passan
do a atender aos mais diversos problemas de recursos hidricos.
Relativamente aos escoamentos em rios, lagos e mares, tiveram
preliminarmente maior desenvolvimento, e mais largo emprego, 0S
modelos unidimensionais em funcaoc de os dados disponiveis e os

problemas a resolver vincularem-se mais a rios e canais. Entre



tanto, os estudos de escoamentos de lagos e mares, tao fimpor-
tantes quanto os de rios e canais, tornaram necessirios o de-

senvolvimento de modelos mais complexos, bi ou tridimensionais.

Modelos hidrodinamicos bidimensionais horizontais, pa
ra simulacao de escoamentos em lagos, mares e bajas, tiveram
desenvolvimente efetive a partivr da decada de sessenta. onde o
trabalho de Leendertse (1967) e referencia basica, por se cons
tituir em uma obra pigneira na apresentacaoc de uma ampia e com
pleta analise numeérica e pratica, demonstrando a eficiéncia da

esquematizacao utilizada.

Muitos outros autores tambem trataram com competén-
cia da modelacao bidimensional. Hinwood e Wallis (1975} anali-
saram dezenas de modelos cujas diferencas principais consistiam
na consideracao ou nio de termos nao lineares, na linearizacio
destes termps e no metodo numerico empregado. Como exemplo dos
trabalhos que desprezaram as aceleracoes nao lineares, Abbott
et alii (1973) aplicaram um metodo de diferencas finitas impli
cito as equacoes com o termo de friccao linearizado, Masch
(1971} utiltizou uma formulacdo explicita e Daubert e Gra??e
{1967) resolveram as equacoes diferenciais, com rugosidade 1i-
near, pelo metodo das caracteristicas. Dos autores que utiliza
ram as equacoes diferenciais completas do movimento, podem ser
destacados os exemplos de Hansen {19%6), tido como autor do
orimeiro modelo bidimensional compieto, do ja referido Leen-

dertse {1967) e de Fischer {1970), que aplicou o metodo numéri

co dos elementeos finitos,



Dentre todos os trabalhos desta area,o de Leendertse
que apresentou um esquema numerico ADI (Alternating Direct Im-
p15cit) muTltioperacional original, e, ainda hoje, a fonte pre-
dominante das formulacoes dos modelos bidimensionais, em geral.
Nao significa, entretanto, que as tecnicas de resolucdo das e-
quacoes diferenciais bidimensionais nao estejam em constante
aperfeicoamento. E possivel, por exemplo, que o trabalho de
Benque et a111_(1982), que introduz uma complexa, mas eficien-
te, formulacao envolvendo metodos implicitos e das caracteris-

ticas, venha a ser considerado um padrao para o futuro.

0 modelo bidimensional horizontal apresentado nesta
dissertacao tem a formulacao basica estabelecida por Leendertse
(1967). A apresentacao inicia com a definicao das equacoes di-
ferenciais basicas do escoamento bidimensional, no capitulo II,
seque com uma introducao aos modelos hidrodinamicos, no cathg
lo IIl, com a definicao das equacoes diferenciais 1integradas,
no capitulo IV, passando, apos, a tratar da esquematizacao nu-
merica e desenvolvimento do modelo computacional, no capitulo
V, com aplicacao pratica ao rio Guaiba, no capitulo VI, finali

zando com o capitulo VII, de conclusoes e recomendagoes.

Desta forma, pretende-se atingir o objetivo princi-
pal deste trabalho que e o de desenvolver um modelo para simu-
lacdo de escoamentos bidimensionais nao permanentes, segundo
a estrutura de Leendertse (1967), demonstrando dominio da tec-
nica de modelacao tematica, desde o estabelecimento das equa-
¢oes diferenciais basicas ate a elaboracao e aplicacao de um

modelo computacional operacional.



Paralelamente, e objetivo realcar o potencial desta
tecnica no gerenciamento dos recursos hidricos de corpos d'a-
gua bidimensionais, principalmente em um pais como 0 Brasil on
de inumeros sao os lagos, bajas e estuarios e enormes sao as
dimensoes da costa maritima. Dentre os diversos aspectos do ge
renciamento destaca-se o estudo de dispersao de poluentes ao

qual e fundamental o estudo previo de correntologia. 0 modelo

descrito nesta dissertacao e um modelo do correntologia.



II — EQUACOES BASICAS DO ESCOAMENTO

11.1 — INTRODUCAO

0 movimento de um fluido e basicamente regido pelos
principios fisicos fundamentais de conservacao da massa, quanti

dade de movimento e energia.

A conservacao da massa estabelece que nao ha ganho
nem perda de massa por parte do fluido, durante o escoamento,
enquanto que as conservacoes da quantidade de movimento e ener-
gia sao conseqliencias diretas, respectivamente, da segunda lei

de Newton e da primeira lei da Termodinamica.

Baseando-se nos principios acima e possivel a deducao
de equacoes teoricas capazes de descrever, em conjunto, 0 es-

coamento de um fluido.

A equacdao que representa a conservagao da massa, uma
grandeza escalar, e conhecida por equacao da continuidade; as
equacoes que traduzem a conservacao da quantidade de movimento,
uma grandeza vetorial, sao chamadas de equacoes dinamicas, e a
conservacdo da energia, grandeza escalar como a massa, e descri

ta por uma equacao denominada de equacao de energia.



Existem dois metodos para a deducao destas equacoes:
o método de Euler e o metodo de Lagrange. Este Ultimo conside-
ra, individualmente, cada particula de fluido, como no estudo do
movimento de corpos solidos feito na Mecanica. 0 outro método, o
de Euler, se preocupa em descrever o escoamento em coordenadas
fixas do espaco. Comparando-se os dois metodos, o metodo de Eu-
ler e 0 mais aconselhavel de se utilizar na descricao da maio-
ria dos escoaméntos fluidos, porgque interessa mais conhecer 0
estado do movimento em diferentes pontos fixos do espacgo, no de
correr do tempo, do que o comportamento de particulas indivi-
duais. Alem disso, a otica euleriana e beneficiada pela utiliza
cao do conceito de "volume de controle" que possibilita uma de-
ducao menos complexa e mais direta das equacoes basicas do es-
coamento. No presente trabalho, as equacoes apresentadas serao

sempre advindas do metodo de Euler.

Em uma formulacao geral, num espaco de coordenadas
cartesianas, 0 sistema das equacoes basicas do escoamento des-
creve 0 movimento tridimensional, nao permanente, de um fluido.
Desta forma, alem das equacbes de grandezas escalares (massa e
energia), havera tres equacoes dinamicas, uma para cada direcao

ortogonal do espaco.

A orientacao relativa dos tres eixos cartesianos orto
gonais e de escolha livre, e o empregado da deducao das egua-
coes apresentadas posteriormente neste texto, tera os eixos OX
e 0Y, horizontais em relacdo a superficie terrestre, orientados
no sentido horario, com o eixo 0Z, vertical, apontando para 0

alto.



0 detalhamento das equacoes diferenciais do escoamen-
to serz feito a seguir, nos itens subsegllentes, apresentando-se

primeiro as equacoes dinamicas.

11.2 — FQUACOES DINAMICAS

As equacoes dinamicas saoc estabelecidas a partir da
segunda lei do movimento de Newton aplicada ao fiuido. Tal lei
determina, para um volume de controle fixe no espaco, que a sai
da 1iquida de guantidade de movimento mais a variacao desta
grandeza no seu interior deve ser igual, em cada intervalo de
tempo, ao somatorio das forcas aplicadas. Em outras palavras, a
forca de inercia sera, em cada ponto, igual a resultante das for

¢as aplicadas no fluido, no decorrer do tempo.

As forgas aplicadas em um escoamento de um fluido na-
tural tem origem, principalmente, na gravidade, na rotacao ter-
restre, na pressaoc e na viscosidade do fluido. Geralmente . sdo
despreziveis as forg¢as com origem em gradientes termicos e de
concentracao de solutos, assim como em manifestacoes de campos

eletromagnetices e de radiacao.

Em termos compactes e gerais, as equagoes dinamicas

podem ser apresentadas da seguinte forma:
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X X X X X
I = G + C + P + A
Yy Yy y Yy Y
1 = G + C + P + A
z z 7 z
onde
I, 1 , 1., sao as tres componentes da forca de inercia;

G, G, G_, da forca de gravidade;
C., C , C., da forcadeCoriolis(rotacao terrestre);
P, P , P_, da forca de pressao; e

A, A, A, da forca de atrito (viscosidade).

As forgas acima, como ja foi mencionado, podem ser di
vididas em for¢a de inercia e forcas aplicadas. A definicao das
expressoes dos termos das equagoes dinamicas, a partir desta
distincao, sera feita a seguir, comecando-se pela caracteriza-
cao da forca de inercia e abordando-se posteriormente as forcas

aplicadas.

I1.2.1 — Forca de inercia

A forca de inercia & a forca que traduz a tendencia

natural de um corpo material de resistir a mudan¢as no seu esta



do de movimento.

9

Expressao da forca de inércia — € obtida pela repre-

sentacao matematica da saida 1iquida de quantidade de movimento

somada a variacao desta grandeza, em relacao a parcela de flui-

do interna ao volume de controle. A expressao final, em

suas

tres componentes, em termos de forca por unidade de volume, ftem

a seguinte forma:

I plou) | alpuu) | aleuv) | s(puw)
X ot 3x 3y Bz

y - alev) alevu) | alovv) | 3levw)
y 5t Bx ay ¥

[ . olew) alpwu) 3{pwy) N d{pww)
z 3t 3% By a2

ponde

u,v,w = sao as componentes de velocidade segundo s

eix0os, respectivamente, 00X, 0Y e 0Z; e

e
H

massa especifica do fluido,

A correspondente expressao vetorial e

i
T
oy
S R
R
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sendo

;.

I = I(ix, Iy, IZ}
[1.2.2 — Forcas aplicadas

As forcas aplicadas, considerando-se uma particula e-
lementar de fluido, dividenm~-se em forc¢as internas e forgas ex-

ternas,.

As forcas dinternas se originam no interior da particu
la devido a interacao de seus pontos internos. Estas interacoes
sap causadas pela pressaoc e atrito. As resuliantes das forgas
internas e de seus momentos sao nulas. Entretanto, o trabalho
resultante nao e zero, fato importante no estudo dos mecanismos

de dissipacdo de energia em forma de calor.

As forcas externas, por sua vez, $ao aquelas que agem
sobre as particulas de fluido individualizadas, modificando seu
estado de movimento. Conseglientemente, as resultantes das for-
¢as externas, quando estas existirem, e dos seus momentos, nao

serao, em geral, nulas.

Verifica-se, entao, pela diferenca conceitual, que o

estudo do movimento do fluido como um todo depende unicamente



da acao das forcas externas, uma vez que Sao¢ as unicas capazes
de alterar o estado de movimento das particulas. Por outro la-
do, se aspectos quantitativos ligados a energia forem importan-
tes, o trabalho das for¢as internas deve ser considerado, cons

tituindo-se em um termo da equacao de energia.

Como as equacoes dinamicas pretendem descrever ¢ movi
mento de um fluido no decorrer do tempo somente as forcas exter
nas devem ser consideradas, de acordo com as razoes apontadas a

cima.

Na superficie terrestre, o escoamento de um fluido
real esta sujeito a forgas externas com origens diferentes, des
tacando-se o campo gravitacional e rotacao do planeta, a atra-
cao de outros corpoes celestes e os esforg¢oes superficiais decor-

rentes da pressao e da viscosidade,

As forc¢as externas podem ser classificadas, de acordo
com a natureza de acao, em forcas de campo e forgas de contato,

cujas caracteristicas sao explicadas a seguir.

[1.2.2.1 — Forcas de campo

Define-se forca de campo como aquela exercida a dis-
tancia sobre cada particula elementar de fluido, em uma certa

direcao, com origem em um campo de forgas externo ac fluido.
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Os campos gravitacionais da Terra e de outros corpos
celestes sao exemplos de campos de forga que agem no escoamento
de fluidos naturais na superficie terrestre. A forca resultante

destes campos sera aqui denowminada de forca de gravidade,

Existe outra forca, considerada de campo, que resulta
da rotacao terrestre: a forga de Corioclis. Nao obstante seu ca-
rater intrinsecamente inercial, a forca de Coriolis, resultante
da aceleracao geostrofica da Terra, pode ser considerada, sob o
ponto de vista do fluido, como uma forga de campo, sem prejuizo

de seu efeito fisico nem de sua expressac matematica.

Uma vez identificadas as forgas de campo como as for-
cas de gravidade e de Coriolis, suas expressges matematicas se-

rgo agora definidas para inclui-las nas equacoes dinamicas.

Expressao da for¢ca de gravidade -- a origem mais im-
portante da forc¢a de gravidade, o campo gravitacional terrestre,
e caracterizado, em cada ponto da superficie, pela aceleracac
constante a que submete qualquer corpo, em movimentp ou nao, com
sentido apontando para o centro do planeta. Ao se dispor os tres
eixos cartesianos ortogonais de referencia para estudo de um es
coamento, coloca-se, normaimente, um eixo na verticai, eixo 0Z,
com as outros dois, eixos 0X e OY, formando o plano horizontal.
Verifica-se, com rigor de precisao, que a direcao do 0Z wmuitas
vezes nao coincide com a direcao da aceleracao da gravidade. As
sim haveria pequenas componentes horizontais da aceleracao da

gravidade. Na pratica, estas componentes sao desprezadas. A ou-
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tra origem que contribui para a forc¢a de gravidade e a atracao
gravitacional de outros corpos celestes. Dentre estes corpos, a
queles cujos efeitos sao perceptiveis, mesmo que somente em al-
guns casos, sao a Lua e o Sol. 0 efeito principal da atracao da
Lua e do Sol sao as mares oceanicas. Devido as suas caracteris-
ticas regulares e ondulatorias, o tratamento cientifico das ma-
res pode ser realizado a parte, entrando, posteriormente, como
condigoes de contorno no escoamento das massas oceanicas (Ram -
ming & Kovalik, 1981). Para corpos Iligquidos menores e gases 0
efeito de mare e desprezivel. De acordo com o exposto, as compo
nentes da forca de gravidade podem ser escritas, simplificada -

mente, como abaixo:

G = 0
X

G = 0
y

G2 = -Pg

1] i

onde "g" e a aceleracao da gravidade terrestre.

Expressao da forca de Coriolis — a forca de Coriolis
e conseqgliencia da rotacao terrestre. 0 fato da Terra girar em
torno de seu eixo Norte-Sul no sentido Oeste-Este condiciona o
escoamento de grandes massas fluidas em sua superficie de manei
ra importante. Se um corpo qgualquer se desloca horizontalmente
na superficie terrestre estara sujeito a uma componente da for-

ca de Coriolis perpendicular a sua trajetoria. No hemisferio
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norte a defleccao ocorre para a direita e no hemisfério sul 0
desvio acontece para a esquerda. [ o chamade efeita de Coriolis.
No caso geral de um fluido escoando na superficie da Terra, on-
de as particulas possuem uma componente horizontal "¥" de velo-

cidade, com direcdao e sentido gquaisquer no plano X0Y, e outra

1Y i

w', vertical, na direcao do eixo 0Z, a forca geostrofica ou de
Coriolis possui as sequintes componentes, em termos de forca

por unidade de volume,

7
componente horizontal perpendicular
a "V" com sentido, no hemisfério nor
te, apontando para a esguerda desta.
A latitude "4¢" e, por convencdo, po
— 2 pw ¥ sen ¢ (sitiva neste hemisfério. No hemisfe
rio sul esta componente tem sentido
para a direita de “V". Por isso, a
Tatitude "¢" deve ser tomada com va
Tor negativo neste hemisferio; -

componente horizontal de sentido fi

J— 05 W y
¢ Ppuwwcos ¢ xo oeste-leste;

fcempanente vertical com sentido po-

2 oW Y cos & sitivo do eixo 0Z se a componente

"M e Y Yleste "Ve",da componente horizontal
"W" e positiva.

onde "w" & a velocidade angular de rotacao da Terra, 0 sinal ne
gativo nestas componentes decorre do fato de a forca de Corio -
lis, sob o ponto de vista do fluido, ser considerada uma forca
de campo, para facilitar o entendimento de sua acac., quando na
realidade e uma force inercial da Terra. Voltando as componen-
tes, verifica-se que a primeira, sem duvida, e a mais importan-
te porque e a responsave}l direta pelo efeito de Coriolis. A se-

gunda componente horizontal so tera alguma importancia se a re-
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lacao entre a componente vertical e a resultante horizontal for
significativa., Isto e, "w/V" tiver um valor razoavel, 0 que nao
pcorre em escoamentos aproximadamente horizontais. Por ultimo,
a terceira componente, a componente vertical da forc¢a de Corio-
1is, & muito peguena se comparada com a acao do campo qravitacic
nal terrestre. Na pratica, este pequeno valor da aceleracaoc ge-
ostrofica vertical e implicitamente considerade nas medicoes da
aceleracao da gravidade "g"., Deste modo, as expressdes das tres
componentes da forca de Coriolis, ajustadas ao sistema tricoor-

denado de referencia XYZ, serao, por unidade de volume, as se-

guintes:

¢ = (v

%

C = =iy

v

C = 0

Z
onde

@ = 2 sen ¢ [parametro de Coriolis) e;

w = velocidade angular de rotacdo da Terra;

Vetorialmente, a forga de Coriolis pode ser represen.
tada por:

E = -2 0 ﬁ X ?
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5
sendo W = W {o,0,u)

il

Vo= ¥ {u,v,w)
11.2.2.2 - Forcas de contato

Denomina-se forga de contato aguela cuja acaoc se veri
fica em uma superficie de contorno. Considerando-se um elemento
de fluido, as forcas exercidas em sua superficie externa pelos
elementos circunvizinhos, atraves de contato direto, sao melhor
estudadas se for utilizado o conceito de tensdao, que & vincula-

do a forc¢as de natureza superficial.

As tensoges originadas no interior de um fiuido real
em movimento se devem, principalmente, as ac¢oes da pressao e da
viscosidade, A pressdoc e responsavel apenas por tensges normais
de compressao enquanto que a viscosidade provoca o aparecimento

de tensoes ncormais e tangenciais.

Em termos gerais, sem a preocupacac de conceituar a
pressdaoc e a viscosidade em um fluido, todas as tensoes normais
e tangenciais possiveis, em torno de um elemento paralepipedico
de fluido com faces paralelas ao triedro de referencia, podem
ser vistas na figura 11.1. 0 simbolo "o" representa tensoes nor-
mais e "t", tenspes tangenciais. O primeiro sub-indice indica a
direcac normal ao plano de acao da tensac e o segundo, a dire-

cao do eixo coordenado paralelo a direcao da mesma. As tensoes
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representadas na figura I1.1 sao, por convencao, tensges positi-

vas,

Za

xv

Figura I1.1 — Tensoes em um elemento de fluido.

As nove componentes de tensaoc representadas na figura

Hot— a1

XX t

-~ Caracteri

a
xy® Txz® Pyyr Tyxe Tyzo Crps Toyo Ty

zam ¢ estado de tensac em um ponto em uma referencia ortoganal
XYZ. Isto e, as tensoes presentes em um ponto "p", sequndo um
plano de orientacdo qualguer, saoc perfeitamente definidas em
funcac destas nove componentes, supostas conhecidas. Logo, so-
mente se conhece ¢ estado de tensao em um pento se estiverem de
finidas as nove tensoes fundamentais, no caso de se estar traba

Thando com um sistema tricoordenado ortogonal cartesiano.

Genericamente, sem definir o tipo de sistema de refe-

rencia, o estado de tensioc em um ponto esta definido se o ten-
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sor das tensoes for conhecido neste ponto. Em um sistema de re-
ferencia ortogonal XYZ, o tensor das tenscdes e um tensor carte-
siano de segunda ordem cujas nove componentes sao as tensoes a-
cima apresentadas. Este tensor pode ser representado matricial-

mente da seguinte forma:

.
X X Xy Xz

S = yX yy yz
T7x sz 7z
Neste tensor "S" verifica-se um estado de simetria

porque e possivel provar que as seguintes igualdades sao verda-

deiras:

Xy ¥ X
T = T
XZ ZX
T = 1
Yz Zy

Relativamente as tensoes normais, demonstra-se que a
soma de quaisquer tres tensoes ortogonais deste tipo e um inva-
riante escalar. Em conseqliencia torna-se possivel definir uma
tensao media normal, sem propriedades direcionais, para cada
ponto. Considerando-se o tensor cartesiano apresentado, a ten-

sao normal media sera dada pela media da diagonal principal:

(o + C + o__)

v = X X vy 72

1
3
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onde "o" & a tensao normal média.

Estas duas importantes propriedades do tensor das ten
soes —— a simetria e a invariancia escalar da tensdo média  —
terdao influencia fundamental nas hipOteses para definicao em de

talhe das forcas de contato.

As forgas de contato sao usualmente representadas, ge
nericamente, atraves de uma forma condensada, obtida pela mani-
pulacao das nove tensoes da figura II.7T, sendo apresentadas na

forma de forcas por unidade de volume.

Expressao conjunta das forcas de pressap e atrito —
as componentes da forca de contato, constituidas pela agao con-

junta da pressao e viscosidade, tem a seguinte forma geral:

ag

4t 3T
Px . Ax _ XX, yx o, 7%
d X 3y 3z
47 3o g1
P+ A = ab AN vy + £y
Y ¥ 89X ay vz
3T 4T e}
~ XZ yz 72
Pz * Az - ax T Tay T Taz
11.2.3 — Expressao das equacoes dinamicas

De acordo com as expressges apresentadas para as di-

versas forcas envolvidas no movimento, as equacdes dinamicas pos
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suem a seguinte representa¢ao, ainda nao detalhada no que se re

fere as forcas de contato:

aleu) | alouu) | alpuv) | 3(puw)

+ +

at ax 3y 3z

- PV -

ot 9% 3y 3z

alpw) | alpwu)  alpwv)  a{pww) _
ot X ay 5z

L
alov) alovu)  alewv) . a(pvw) AT, @0 o1,
* * + +PRU - Yy oW, 2

Estas tres equacoes possuem como incognitas dez varia
veis, nao formando, por isso, um sistema determinado. As dez va

0 s O 1 (=1 ), T (=1_)

. - - S~ : -
riavels sao: P, U, V, W, Oyx? vy 2z’ Xy y X Xz ZX

e Tyz {=sz).

Neste rol de variaveis as unicas independentes entre

si e das outras sao as componentes de velocidade "u, v e w". As
outras relacionam-se entre si e possuem algum grau de dependen-
cia do campo de velocidades. Novas relagoes devem, entao, ser
colocadas para construir um sistema de equa¢oes determinado. Na

turalmente, as primeiras relacoes serao dadas pelas equag¢oes da

continuidade e de energia.



21

I11.3 — EQUACAO DA CONTINUIDADE

A aplicacao do principio de conservacac da massa a um
volume de controle estabelece que a variacdo da massa no seu in
terior deve ser igual a diferenca das massas de entrada e sai-

da, em cada intervale de tempo.
0 resultado deste balanco de massas & a equacao da
continuidade, escrita abaixo:

ap, alou) . aev) , alpw) _ 4

ot ax ay az

com as variaveis ja definidas anteriormente.

Em notacdo vetorial, a equacao da continuidade toma a

seguinte forma:

3p + ¥.(p¥) = 0
at

0 acoplamento da equacdc da continuidade as tres equa
coes dinamicas ndoc consegue ainda formar um sistema determinado,
mas introduz uma forte condicdo entre a variavel "p" (massa es-
pecifica) e o campo de velgcidades. A massa especifica, entre -
tanto, & uma variavel de estado mecanico {(depende das proprieda
des do fluide) e isto pressupoe a existéncia de uma equagdo pa-
ra descrever o estado mecénico do fluido. Assim, apos a apresen

tagdo da equacdo de energia, a proxima relac¢ao fundamental a
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descricao do escoamento fluido, a ser considerada, sera a equa-

cao de estado para a variavel "p",

IT.4 — EQUACAO DE ENERGIA

A conservacao da energia & estabelecida pela primeira
lei da Termodinamica. Geralmente, a energia admitida como total
nesta equacao e constituida pela composicao da energia mecanica
com a energia termica ou interna, desprezando-se outras formas

de energia.

0 balanco de energia para um volume de controle fixo
no espaco, segundo a primeira lei da Termodinamica, determina
que a variacao de energia total no interior do volume e igual a
soma das entradas liquidas de energia total por conveccao e de
calor por conducao, menos o trabalho feito pelo elemento de

fluido contra os outros ao seu redor.

Para um fluido em escoamento na superficie terrestre,
a equacao de conservacao da energia pode ser escrita da seguin-

te forma:
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ov) , Lew) | (pvo) | (pwy) _ _
ot 34X ay 8z ax 8y az

‘ Au av o BU . By
+[ Ty x é-,{jyy T + Txy [w é—) +

ax 3y bz Bz ax
‘o [ﬁi@i‘} *w[“@“ﬁ’] ] - eRg
828X Y2l sz ay
onde v = energia interna por unidade de massa;
9, qy, 9, = componentes do fluxo de calor por con-
ducao;
Rq = termo de perdas e ganhos de calor devido a rea

coes internas.

A equacac de energia @ a quinta equac3dc fundamental do
sistema gque pretende descrever o escoamento. As anteriores sao
as tres dinamicas e a da continuidade. Conforme & expressdao a-
presentada a equacao de energia tem como incognitas as seguin-
y* 92> Rgo yy* Yzz°
Portanto, a adicao da equacdac de energia ao sis

o) o)

a - * : §
tes variaveis: D, U, v, W, U, qx, q xx *

T T »
?xy’ xz' “yz
tema, na forma como foi apresentada, nao contribuiu para torna-

-lo determinado. Na verdade, a equacao acima introduz como no-

vas variaveis {vu, 9,+ 4 q. . Rq}, contribuinde para gue 0 sis-

y' Tz
tema das cinco equacoes referidas contenha 15 incognitas. Em
realidade, tal indeterminac@o do sistema €& de esperar, uma vez
que as cinco equacoes foram apresentadas nas suas formas mais

conceituais do que descritivas. Para torna-las descritivas e,
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conseqlientemente, encaminbhar o sistema no sentido da determina-
c¢ao se faz necessario o uso de relacoes acerca de caracteristi-
cas individuais do fluido e sobre suas reac¢oes quando submetido
a situacoes fisicas conhecidas. Tais relacgoes sdo conhecidas por
equacoes constitutivas. A energia interna, por ser uma variavel
de estado calorico, tera para si uma equac¢ido constitutiva de es

tado calorico.

I1.5 — MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS DO ESCOA-
MENTO

1I.5.1 — Variaveis e equacoes fundamentais

Um sistema geral, para um fluido escoando na superfi-
cie terrestre, seria formado pelas trés equacoes dinamicas, pe-

1a equacao da continuidade e pela eguacao de energia.

Entretanto, para estas cinco equacoes fundamentais,
conforme apresentadas anteriormente, existe um total de 15 in-

cognitas, o que torna o sistema matematicamente indeterminado.

As 15 incognitas sdo:

o

U, v, W

o : ¢ -
xx? gyy’ Tz20 Txy? 'xz° Tyz



Destas incognitas, as unicas que funcionam fisicamen-
te como variaveis independentes sao as componentes de velocida-

de "u, v, w'. Nas restantes, estao presentes duas variaveis de
estado: "p" (estado mecanico, cinetico, inercial) e "u" (estado
termo-energetico ou calorico). As variaveis de estado sao depen
dentes porque sao funcoes de propriedades do fluido, que por
sua vez, sao respostas do fluido a condicoes expressas por va-
riaveis independentes como pressao, temperatura e outras. Da
lista anterior, tirando-se as componéntes de velocidade, ¢ as

variaveis de estado, sobram as variaveis dependentes do campo

de velocidades e do estado do fluido.

Como, na situagcao apresentada, ha cinco equacoes dife
renciais e apenas tres variaveis confirmadamente independentes,
parte-se agora para a definicao das duas variaveis que faltam.
Paralelamente deve-se ainda conceber relacoes entre as demais
variaveis e estas cinco fundamentais para definir um sistema de

equacoes determinado.

As relacoes entre variaveis fisicamente dependentes e
independentes, assim como a definicao destas, vao surgir da ca-
racterizacao do estado do fluido e de hipoteses relativas as
tensoes no escoamento e a conducao de calor. Tais relacoes sao

chamadas de equacoes constitutivas.
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11.5.2 — Equacoes constitutivas

As equacoes constitutivas podem ser divididas em equa
coes de estado e leis de fluxo. As primeiras sao equacoes para
as variaveis de estado "p" e "u", e as outras sac equagoes para

os fluxos de quantidade de movimento devido as deformacoes no

fluido e fluxos de calor por conducao.

As equagoes de estado sao equacoes que traduzem o com
portamento do fluido, relativo a uma propriedade em fungao de
uma condicao imposta ao fluido. Para a observacao do comporta -
mento de um fluido, a condicao imposta e geralmente traduzida
por duas variaveis principais: a pressao e a tewperatura absolu
ta "T". Destas duas variaveis somente a pressao necessita uma

definicao mais precisa face as suas caracteristicas.

Pressao & um termo geral aplicado a tensoes medias
normais de compressao em um fluido. E, portanto, um escatar. 0
conceito de pressao historicamente se vincula a ideia de equili
brio hidrostatice, hipotese basica dos primeiros estudos em me-
canica dos fluidos. Entretanto, em hidrodinamica, surge, origi-
nario do tensor das tensoes, um invariante escalar com caracte-

o", fvidente -

risticas de pressao que e a tensao media normal
mente, esta tensao media nao se alinha ao conceito de equili-
brio hidrostatice, pois provem das equagbes gerais do movimento.
A partir desta situacao e possivel distinguir tres tipos de pres
sao: a estatica, a termodinamica e a viscodinamica. A pressao
estatica e a pressao relacionada ao estado de equilibrio termo-

dinamica, isto e, e a tensao média normal em um fluido em equi-
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1ibrio térmico e mecanico. E nesta situacdo que as equagoes de
estado sao definidas. Quando o Fluido esta em movimento, & fei-
ta a hipotese de que continua a existir uma pressao que obedeca
as mesmas relacoes funcionais dadas pelas equacoes de estado. £
costume chamar tal pressac de pressao termodinamica e nota-ta

i

pela letra "p". Por wltimo, se o filuido em movimento € viscoso
existe a pressao viscodinamica "c¢” (diferente da termodinamica

"n") que considera os efeitos da viscosidade.

H it

A pressao ter@odinamica n" &, devido a sua natureza,
independente da viscosidade e do movimento. Portanto seria a 0l
tima variavel independente, ao Tado de u, v, w e T, a ser consi
derada no sistema., Sua introducao explicita, entretanto, somen~
te se dara quando for definida uma relacido entre o e p que, na
turalmente, existe, pois o = -p em repouso. Ume relacao sera

proposta posteriormente como parte das eguacoes constitutivas re

sultantes da lei de Stokes.

Feitas estas consideracoes sobre a pressac, as equa-
coes de estado podem ser representadas, em termos gerais, como

a seguir:

Fquacae de estado mecanico — e a funcac que relacio-
na a massa especifica de um fluido {(em repouso) com a temperatu

ra e a pressao, Poderia ser escrita como:

po=plp, T)



™
ja e

Equacao de estado termico — € a eguacao nue coloca a
energia interna do fluido {em repousoc) como funcao da pressaoc

e temperatura. Seria uma fungao indicada por

Indicadas de modo geral as duas mais importantes equa-
toes de estado de um fluido passa-se agora a tratar das outras

equacoes constitutivas.

As mais importantes destas outras equacoes constituti
vas para um fluido real em movimento se referem acs fluxos de

quantidade de movimento provocadas pela viscosidade.

A viscosidade de um fluido real, tem origem na agita-
cao termica de suas moleculas [caso de um gas) ou na coesao en-
tre elas {caso de um liquide), podende ser definida como amé me
dida da resistencia exercida pelas particulas entre si em seus
movimentos relativos. E um fenomeno gue ocorre a nivel molecu-
lar, sendo, portanto, caracteristicoe de cada fluido. A viscosi-
dade para um mesmo fluide varia com a temperatura & a pressaoc,
isto e, depende de sua energia interna. 0 efeito macroscopico da
viscosidade em um fluido em movimento, ou que se queira movimen
tar, e analogo ao atrito entre corpos solidos, pois se resume
no aparecimento de tensoes. Lntretanto em um fluido as intera-
coes sao internas. As trocas de posicao entre moleculas com
quantidades de movimento diferentes provocam transferencias es-

paciais destas grandezas que, pela segunda Jei de Newton, impli

cam no aparecimento de esforcos superficials no meio fluido.
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Tais esforcos dissipam parte da energia de movimento.

A caracterizacao da viscosidade atraves de tensoes a-
fins foi o caminho historico natural percorrido por Newton para:
apresentar a primeira equacao de viscosidade. [ uma equacao 1i-
near Util ate hoje (os fluidos a que ela se adaptam saoc chama-

dos newtonianos}:

du
T = | —
dy
onde T = tensao tangencial entre duas camadas de fluidos
duy = gradiente de velocidade entre as camadas: e
dy
u = coeficiente de viscosidade

17 n

Este coeficiente "u" e gue caracteriza a viscosidade
do fluido. Costuma-se chama-lo de coeficiente de viscosidade 4di
namico para diferencia-lo do coeficiente de viscosidade cinema-

i 1]

tico "v" (=u/n).

A equacao de Newton tem seu maior valor na definicao
de "u" (em func¢ao da temperatura, com a press@o igual a atmosfe
rica) para a maioria dos fluidos reais. Entretanto, conforme ja
visto, as tensoes em um fluido viscoso em movimento tridimensio
nal possuem carater matematico tensorial. Fisicamente isto sig-
nifica aue as tensoes quando relaciconadas com os gradientes de
velocidade (ou deformacoOes) nao serao dadas por relagoes sim-

ples ¢omo a de Newton.
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As tensoes analisadas constituem-se de dois  tipos:

tensoes tangenciais e tensoes normais.

Em um fiuido real em escoamento., as tensoes podem ser
avaliadas, analogamente ao que ocorre com os solides, e adntan-
do-se a hipotese do "continue", atraves dos delormagoees ocorri=-
das nos elementos de fluido. A diferenca e que um Tluide nao a-
presenta deformacoes eTasticas e as tensoes devem ser relaciona

das com as velocidades angulares de deformacao.

A consideracao de relacoes lineares entre as tensoes
e as velocidades de deformacao (extensao da ideia de Newton) e
conhecida como hipotese de Stokes {1845), embora 5t. Venant

{1843) ja as tivesse utilizado antes.

Equacoes constitutivas das tensoes no fluido — segun
do a hipotese linear de Stokes, valida para a maioria dos flui-
dos naturais, as seis tensoes {tres tangenciais e tres normais}

do tensor das tensoes possuem as seguintes expressoes:
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A tensao média normal "¢" {meédia das tres tensces nor
mais acima)} pode, como ja foi mencionado, ser expressa por uma

relacao que contenha "p", a pressdo termodinamica,

Para um fluido imovel, mesmo sendo viscoso, tem-se a
igualdade o = -p. Quando em movimento, entretanto, um fluido
viscoso compressivel apresenta dilatacoes e compressoes volume-

tricas ditadas pelas condicoes de escoamente, que s3ao restringi

n 1]

das pela acao da viscosidade. Lembrando que a pressaoc ”p age
sempre no sentido de comprimir, uma expressac valida para a pres

H

3o viscodinamica "¢" em um fluido newtoniano e dada por:

Br —p‘}')\%{«g}_i..*. 3V +§m%1
Lax oy a9z )
onde 1Y = coeficiente de viscosidade volumetrica.

A expressao entre paréntesis & o divergente da veloci
dade e seu significado fisico e a expansao (se positiva) ou com
pressao (se negativa) de volume. Substituindo-se a expressao a-
cima para "o"nas expressoes das tensdes normais, obtem-se as re

lacoes:
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ande Ao= AT . : p e um segundo coeficiente de viscosidade.

3

Excluindo-se a pressao das relacoes acima, 0s termos
restantes se constituem na parcela de contribuicac da viscosida

de as tensoes normais.

Agora, definfdas as expressoes das seis tensoes inde-
pendentes do tensor das tensoes, ¢ possivel expressar separada-
mente as farcas de pressao e atrito das equacoes dinamicas, a-

presentadas conjuntamente no item 11.2.2.2.

Expressao da forga de pressao -— nada mais € gque o
gradiente da pressao termodinamica. Portanto, as componentes

520
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Expressao da forca do atrito — a forca de atrito re-
sultante das tensoes tangenciais e normais com origem na visco-
sidade possui, conforme as relacoes anteriores, as seguintes com

ponentes:

¢ . \z 5 o2 o2
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Viu-se que uma lei de fiuxo de quantidade de movimen-
to viscosa {lei de Stokes) permitiu a definicao das  equacoes
constitutivas das tensoes. Analogamente, uma Tei para os Tluxos
de calor por conducao em funcao da temperatura "T" (uma das va-
riaveis independentes), resultara em equacoes constitutivas que

tornarac a equacao de energia mais descritiva.

Equagoes constitutivas dos fluxos de caler — 0 senso
comum e as experiencias da calorimetria indicam gue a transfe-
réncia de calor por conducao de um corpo para outro e fungao da
diferenca de temperatura. Matematicamente significa que os flu-
x0s de calor seriam funcdes de gradientes de temperatura. Base-
ando-se nesta ideia, a mais simples e usada relacao entre flu-
x0s de calor e gradientes de temperatura e a eguacao linear co-

nhecida por lei de Fourier. 0s fluxos de calor {para um fluido
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isotropico ao calor), dados por esta Tei, tem a forma:

aT
q, - -k
X d X
g K A
y 94y
aT
q, = -k, —
z 9 3z
onde Kq = coeficiente de condutividade termica
11.5.3 — Sistema de equacoes para um fluido viscoso compres-
sivel

A inclusao das equacoes constitutivas no sistema de
equacoes que descreve o escoamento de um fluido com soluto re-

duz, conforme esperado, o numero de variaveis, aproximando-o de

um sistema determinado.

Com as relagoes anteriores indicadas pelas equagoes
constitutivas, o sistema de equagoes valido para um fluido vis-
coso compressivel toma, apos manipulacoes algebricas simples,

a seguinte forma:

Equacoes dinamicas

3( ou) . alpuu) .\ alpuv) .\ 3(puw) o0V L 9P (A+u)_gg A

at ax oy o7 3X X
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As demais grandezas presentes nas equacoes ja foram apresenta -

das anteriormente.

As variaveis independentes deste sistema de cinco e-

quagtes sao as tres componentes de velocidade "u, v, w', a pres
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580

p" e a temperatura "T". A determinacao wmatematica do siste
ma ccorre somente guando as equacoes de estado mecanico "{p,T)"
e calorico "u{p,T}™ forem definidas (considerando-se Rq ja de-

terminado).

Para alguns gases mais simpies existem algumas equa-
¢coes de estado empiricas com boa aplicabilidade. Para outros ti
pos de gases e conforme o estudo a ser realizado, a definigao
de equactes de estado e uma tarefa bastante complexa. Felizmen-
te guando se irata de lieuidos algumas simplificacoes importan-
tes {que seriam grosseiras para gases, na maioria dos casos) po

dem ser feijtas,.

No que tange a simplificacoes & comum se considerar
primeiro as de aspecto formal. E o que ocorre guando se utiliza
a relacao dada pela egquagac da continuidade para reduzir os qua
tro primeiros termos de cada uma das tres equacoes dinamicas e
da equagao de energia. As relacoes obtidas com este procedimen-

to sao0:

o oy sl o Siouyd n - o - n
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Ubserve-se que "o permanece variavel nas relacoes acima.

As simplificacgoes posteriores as formais se preocupa-
rao com a natureza do fluido, isto & atingirac as eqguacoes  de
estado, A mais importante destas simplificacoes & a hipotese de

incompressibilidade que e aceita principalmente para liquidos.

I1.5.4 — Sistema de equacdes para um fluido viscoso  incom-

pressivel

A dincompressibilidade e expressa matematicamente pela

constancia da massa especifica no tempo e no espago:
¢ = constante

A relacao acima se constitui na equacao de estado me-
canico. Sua forma simples admite implicitamenie que variacoes de
pressac e temperatura naoc sao capazes de alterar a massa especi

fica.

A principal consegliencia que advem da hipotese de in-
compressibilidade e a quase desvinculacao dos processos mecani-
cos dos termicos no escoamento. Deixariam de existir os efeitos

termicos com origem em expansoes internas do fluida, assim como
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mudancas de temperatura nao seriam mais capazes de mudar a mas-
sa especifica que e importante na mecanica do escoamento. Quan-
to a pressao termodinamica "p" a incompressibilidade corta aual
quer dependencia desta variavel com o estado termico, tornando-

-a efetivamente em uma fungao meramenie posicional.

Assim, o escoamento mecanico de um flutdo viscoso in-
compressivel pode ser simulado somente com as tres equagoes di-
namicas e a equagac da contiryidade, onde as variaveis "mecani-

£

cas" seriam as componentes de velocidade e a pressao.

Entretanto, mesmo com a incompressibilidade permanece
um elo de ligacao entre a parte dinamica e térmica do escoamen-

to, representado peia viscosidade. 0 coeficiente de viscosidade

u" & fungao do estado termico {suposto homogeneo) do fluido,
dependendo portante da temperatura do fluido. Para a agua e ou-
tros 1iguidos a variacao de alguns graus centigrados nao e sufi
ciente para “u" variar significativamente e na maioria dos ca-
505 praticos iste dificilmente acontecera. Por isso e comum ad-
mitir-se "u" constante. Tal procedimento, associado a hipotese
de incompressibilidade, desvincula totalmente a parte dinamica

do estado termico do escoamento.

Mesmo com essa desvinculacao de fenomenos a equacan
de energia pode ser usada para simular as trocas termicas, mas
os resultados nac terao o poder de influenciar a parte dinamica
do escoamento que estaria sendo descrita pelas tres equagdes di

namicas e pela equacao da continuidade.

As simplificacoes decorrentes da admissaoo de p = cons
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tante comecam pela eguacao da continuidade que se reduz a:

Gu Ay au
+ o e e

= 0

jes

3K dy a2

ou, conforme notagao ja utilizada, ¢ = @

Fisicamente o divergente nule da velocidade (o = Q)
significa que nac ha nem compressoes nem expansoes da massa
fluida. Isto e, reafirma-se a hipotese adotada de que o fluido

e incomoressivel.

Com ¢ = 0 {resultante da equacac de estado p= constan
tejo sistema geral de equagoes que descrevem o escoamento de um

fluido incompressivel fica sendo:

Equacoes dinamicas ou de Navier-Stokes

o 4 su & . 3
R K L L VL U LN TR |
At g% ay AV X
av v av avo i3
CARUTICLANNVE:A AL LA LA OV |
at ax ay az o oAy

3 s A
éﬁ-&agﬂv%vcw +w§ﬁ + g +J~3g - uiw = {
ot 3% ay az 3z

Equacao da continuidade



40

onde v= —; e as guatro incognitas sao u, v, w e i,

I1.6 — EQUACOES BASICAS DO ESCOAMENTO: CONCLUSOGES

Procurcu-se apresentar neste capitulo uma visao glo-
bal e sucinta de como foram obtidas as equacoes diferenciais que
representam o escoamento de fluidos viscosos tanto compressi-

veis como incompressiveis.

Foi intencio mostrar que os fenomenos de transporte,
tais como frocas de quantidade de movimento, energia e massa,
sao fenomenos intrinsecamente relacionados e que uma completa
representacaoc do escoamento deve considerar, simultanea ¢ aco-
pladamente, os principios de conservacao da massa. da quantida-

de de movimento & da energia.

Entretanto as equacgoes obiidas dos principios funda-
mentais apresentam termos com profunda dependeéncia da natureza
do fluido. Para resolve-los torna-se necessario o estabelecimen
to de equagbes constitutivas adicionais com estreita relacao com

a natureza do fluido.

As equacoes constitutivas foram divididas em equacgoes
de estado e leis de fluxc. Estas se preoccupam em definir expres
soges para os fluxos de quantidade de movimento por atrito e de

calor por conducao. Para fluidos naturais, as leis de fluxo
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mais utilizadas por serem mais simples e apresentarem bons re-
sultados, sao a Tei de Stokes/Newton para a viscosidade e a lei
de Fourier para o calor. Estas leis sao lineares e os coeficien

tes que surgem sao em qgeral admitidos constantes.

Definidas as leis de fluxo, a obtencao das equacoes
de estado (para a massa especifica e energia interna} se torna
fundamental para que o sistema de equac¢oes fique deterhinadu.En
tretanto, devido a inter-relacao dos processos dinamicos e ter-
micos as equacoes de estado sao complexas de se obter. Mas isto

se torna simples se o fluido for incompressivel.

Com a incompressibilidade ha uma simplificacao signi-
ficativa das equacoes do sistema geral, mas desvincula totalmen
te (ou quase) a parte dinamica (mecanica) da termica. Assim, bas
tam somente as equacoes mecanicas (as tres dinamicas e a da con
tinuidade) para descrever o escoamento, tendo <como incognitas
as componentes de velocidade e a pressao, que deixa de ser uma
variavel termodinamica, passando a funcionar como uma variavel

posicional mecanica.



[[I — MODELOS HIDRODINAMICOS

III.1 — INTRODUCAO

Costumam ser chamados de modelos hidrodinamicos aque
les modelos matematicos que utilizam as equacoes da continuida-
de e dinamicas (ou de Navier-Stokes). Sao modelos bastante em-
pregados no estudo de escoamentos de cursos d'agua naturais,
principalmente guando ha regimes turbulentos e nao permanentes.
Estudos mais precisos dos escoamentos de rios, lagos e mares

sao feitos atraves de modelos hidrodinamicos.

A elaboracao de um modelo matematico a partir das e-
quacoes diferenciais basicas do escoamento, apresentadas no ca-
pitulo anterior, deve sempre iniciar pela analise do sistema a
ser simulado. Possibilidades de utilizacao de outras metodolo-
gias alternativas de estudo, como modelos fisicos e analogicos,
devem ser avaliadas. Inclusive nao deve ser descartada uma acac

conjunta ou complementar do modelo matematico com estes outros.

Um modelo matematico que simula um sistema hidrodiné
mico de maneira eficiente considera na sua elaboracao as peculi
aridades do escoamento e o comportamento conjunto do binomio e-

conomia-precisao das metodologias disponiveis. Geralmente, mode



tos complexos sao capazes de apresentar resultados mais preci -
sos, mas em contrapartida os custos de elaboracao e execucao em
computador sao maijores. Um modelo complexe apresenta ainda fre
glientes dificuldades operacionais de execucao e dados de entra-
da numerosos‘e nem sempre ohtidos com a precisac oferecida pelo
modele. Um modelo simplificado, ao contrario de um complexo, a-
presenta a vantagem de um menor custo de elaboracao, mas pode

comprometer na precisao dos resultados.

A formulacao de modelos matematicos  hidrodinamicos
eficientes respeita, por outro lado, a individualidade de cada
sistema de escoamento. Nao e de surpreender, portante, o fato
de existir um grande nimero de modelos hidrodinamicos com as mais

diversas caracteristicas.

A ricor, cada escoamento exigiria um tipo proprio
de modelo, adaptado as suas condigoes hidraulicas. Na pratica,
este enfoque e impensavel para escoamentos naturais e 05 mode-
Tos existentes, mesmo sendo em grande numero, enquadram-se em

certos padroes que possibilitam classifica-los.

Uma das classificacoes usuais separa os modelos hi-
drodinamicos em modelos de regime permanente e modelos de regi-

me nap permanente.

0s regimes de escoamente naturais sao geralmente nao
permanentes e os modeles hidrodinamicos utiltizados para repre-
senta-los podem ser divididos em modelos de tempo real e mode-

los integrados no tempo {(ref. 46).
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Modelos hidrodinamicos de tempo real utilizam as e~
quacoes instantaneas do escoamento enguanto que os modelos inte
grados empregam estas mesmas equacoes integradas nc tempo. A
integracaoc no tempo e necessaria quando e desejada a representa
cao do escoamento sem as variabilidades ocasionadas pelas per-
turbacoes com escalas de tempo inferiores a da integracao. E o
caso dos escoamentos turbulentos gue sao predominantes na natu-
reza. Na verdade, as equacoes instantaneas apresentadas no ca-
pitulo Il sao capazes de descrever tanto escoamentos laminares
como turbulentos, pdis fornecem resultados a cada instante de
tempo e um fenomeno como a turbulencia, que possui escalas de
tempo pequenas mas finitas, poderta, teoricamente, ser reprodu-

zido por elas,

A turbulencia, segundo Hinze (1959), caracteriza a-
queles escoamentos irreqgulares onde as diversas grandezas fisi-
cas comportam flutuacoes aleatorias, em relacdo ao tempo e ao
espaco, em torno de valores medios estatisticos.Essas irregula-
ridades sdo caracteristicas essenciais da turbulencia e sac con
seqlisncias das flutuacoes aleatorias temporais em cada ponto do
espaco. Tais flutuacoes em um esceoamento turbulento nac se res-
tringem somente as componentes de velocidade, afetando tambem

as outras varijaveis do sistema,

Em simulagces de escoamentos naturais turbulentos por
modelos matematicos geralmente nao ha interesse em conhecer 0$
valores das variaveis afetadas por flutuacoes turbulentas. 0
que geralmente interessa ¢ a influéncia das flutuacoes aleato -

rias turbulentas do ponto de vista de um escoamento medio esta-
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tistico. As equacoes diferenciais do escoamento medio estatisti
co sao obtidas pela integracao no tempo das equacoes diferen-
ciais basicas do escoamento, onde a turbulencia & interpretada

como uma perturbacao.

IT1.2 — INTEGRACAO NO TEMPO DAS EQUACOES BASICAS

A integracao no tempo das equacoes instantaneas do
escoamento apresentadas no capitulo anterior conduz, como ja re

ferido, as eqguacoes do escoamento meédio estatistico. Dependendo

da escala de tempo utilizada na integracao, os escoamentos me-
dios tem naturczas diferentes, havendo um Lipo de escoamento me
dio para cada escala de tempo. Escoamentos turbulentos podem

ser representados por escoamentos medios estatisticos se as es-
calas de tempo de integracao forem suficientemente reduzidas.Pa
ra se proceder a integracao e necessario caracterizar antes 0

escoamento turbulento.

De acordo com a natureza aleatoria da turbulencia, o
escoamento turbulento instantaneo pode ser caracterizado como
um escoamento onde, em cada ponto do espaco e cada instante de
tempo, existem distribuicoes de probabilidades correspondentes
as variaveis dependentes do sistema. Por exemplo, para a compo--
nente de velocidade u(x, y, z, t) corresponderia uma distribui-

cao de probabilidades f(u(xo, Yoo Zgo to)) ne ponto "x , ¥, z,
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e instante "t ". A media de ulx » y,» 2., t ) segunde esta dis-

n* "o’

tribuigao, entretanto, nac representa a media desta componente
de velocidade correspondente ao escoamento medio estatistico no
instante ”to“. A media de u{x,. ¥y 2,5 tg} correspondente a0
escoamento medio estatistico seria aquela obtida na forma de uma
média conjunta, com base em infinitos “experimentos”. Isto e,
as condigoes impostas ae escoamento teriam gue ser yeproduzidas
identicamente inumeras vezes, com a mesma memoria, para que, com

as medias das distribuigoes, relativas aos "experimentos", no

Lt

X z ., t ", fosse obtida uma distribuicaoc das va-

ponto o® Zg o

o® ¥

rias meédias de u(x_, v , z,, t ). A meédia desta distribuicdo se

o® 5 "o

ria, entao, a media conjunta u(xo, Yor Zg to) do escoamento me

dio estatistico (Pritchard, 1973).

Nas bases colocadas acima, o escoamento medio tempo-
ral estatistico nac passa de uma abstracao teorica mnascida da
natureza aleatOoria da turbuléncia. Quanto a escoamentos turbu -
lentos naturais, entao, torna-se realmente impraticavel a obten
cao de tal media estatistica, pela impossibilidade de estabele-
cimento das distribuicoes de probabilidade "experimentais", re-

feridas anteriarmente,

0 procedimento comum no sentido de contornar o pro-

blema e admitir a hipotese de gue rno ponto ”xg, Yoo z," a dis-

tribuicao das medias de uma variavel em “to” {ou das medias das

distribuicoes dos inumeros "experimentos" enm ”toﬁ) e igual - em

forma {ver figura III.1)as distribuicoes {supostas ijguais entre

si) dos instantes de tempo vizinhos a “tG“. f esta hipotese que

permite escrever uma variavel instantanea como a soma de sua mé



47

dia temporal (media conjunta) e uma flutuacao turbulenta, proce

dimento comumente utilizado na bibliografia espacializada.

Por exemplo, as componentes de velocidade afetadas

por flutuacoes turbulentas sao representadas por:

-
H
<t
+
"

onde a barra identifica a media temporal e o apostrofo, a flu-

tuacao turbulenta.

ult4

1 b2 t

Figura 111.1 — Distribuicdes das medias de velocidade

As equacoes do escoamento éédio estatistico sao obti
das, segundo a hipotese apresentada, pela integracao, em cada
instante "t ", das equacoes basicas do escoamento entre os limi

tes {tO - At) & (to + At). Variando-se a escala de tempo At

obter~se-iam diferentes escoamentos medios.,
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A integracao no tempo pode ser visualizada, observan
do-se um grafico tipico de uma variavel com perturbacoes turbu-

lentas, como mostra a figura IIT.2.

a1
U(H.U(V!T "
| at
ufit)
e _
()
Lt t,t'

Figura 111.2 — Flutuacoes turbulentas de velocidade

Na figura acima "u(t)" € a variavel sujeita a pertur

bag¢oes turbulentas e "u{t')" representa a media conjunta (media
estatistica). Segundo a hipotese adotada a media conjunta e de-

finida por

Nesta expressao ambas as variaveis "t" e "t'" repre-
sentam o tempo, apesar de possuirem interpretacoes diferentes. A

variavel "t'" identifica o ponto medio do intervalo "At" onde
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se da a integracdo de “u{t)", com "t" variando de {t' - At/2) a
(t' + at/2). Portanto, “t* e “t'" variam independentemente no
processc de integracao. Isto @ importante no momento da integra

¢ao gquando e utilizada a regra de Leibniz.

A regra de Leibniz se refere a integragao de uma de-
rivada af{r,s) /59, em "r", cujos limites de integracac "a" e "b"

sao dependentes de "s", A expressaoc matematica desta regra e:
P g

b(S) s b(S)
| aflrs) 4o 8 fFlr,s) dr + fla,s) P2 _ f(b,s) 2P
J g% 3% } a% 3%
a{s) als)

Procedendo-se a integracac no tempo das eguacoes ba-
sicas do escoamento definidas no capitule anterior chega-sef{ver
abaixo) &as equacoes do escoamento médio de um fluido mmconpres

stvel na superficie da Terra, Sao elas:

Equacoes dinamicas

AU =8u  -au o =3u .= 13 PR TR e o
+ y— + HY 4 )

— + Vs b W - Y 4 = VAU 4+ e U e Y o
3t X ay ar po3x X 3y az
GV =BV =3V =3V - op - 4 D
AT A A L Ay UL N AP M v A
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Equacao da continuidade

onde u', v', w

sao as flutuacoes turbulentas das variaveis u,

v, w, as componentes da velocidade.

0 sistema de equagoes do escoamento medio temporal es
tatistico difere formalmente do sistema de equacdo do escoamen-
to instantaneo pelo aparecimento de termos com flutuacoes turbu

lentas advindos da integracao no tempo dos termos nao lineares.

Deste modo, a turbulencia faz aparecer nas equacoes
do escoamento medio tensoes de natureza aparente gue devem ser
resolvidas para que o sistema de equacgao medias fique matemati-
camente determinado. Este sistema de equagoes, generalizado pa-
ra qualquer "At" de integracao, constitui-se no ponto de par
tida para elaboracao de modelos eulerianos de simulacao de es-
coamentos hidricos incompressiveis, naturais ou'artificiais,tur
bulentos ou laminares. Deve-se ressaltar, entretanto, que 0 1in-
tervalo de discretizacao numerica do tempo dos modelos matemati
cos, devido a natureza ainda diferencial das equa¢oes integra-
das, nao guarda nenhuma relacao com o intervalo (ou escala)- de
tempo de integracdo. A escala de integracao influira somente na
formulacao das tensoes aparentes, de acordo com a escala de tem

po do fenomeno (turbulencia, mares, etc.) considerado.



IIT.3 — A TURBULENCIA E O ESCOAMENTO MEDIO TEﬁPORéLA

A turbulencia sob o ponto de vista do escoamento mé-
dioc € uma perturbacdao aleataria, votacional, tridimensional, di
fusiva, dissipativa, nac linear e com diversas escalas de tempo
e espaco. Todos estes aspectos da turbulencia estao implicitos
nas equacoes integradas no tempo atravis das tensdes aparentes

com flutuacgdes turbulentas,

0 aspecto mais importante da turbuléncia na sua in-
fluencia sobre o escoamento medio e, sem duvida, a dissipacao
de energia, cujo processo influi diretamente nas outras caracte
risticas. Neste processo de dissipacio parte da energia do es-
coaments médio e transferida pela furbu1§ncia das maiores opara
as menores escalas espaciais, onde ha transformacao em calor pe
la acao das tensoes viscosas. £ a chamada cascata de energia. Co
mo somente as maiores escalas espaciais interagem com ¢ escoa-
mento medio e a dissipacdo de energia ccorre nas menores esca-
las {as da viscosidade), a taxa de dissipacao de energia e co-
mandada pelo movimento de grande escala e nao pela viscosidade

que tem apenas um papel terminal.

Esta caracteristicada”cascata de energia” e importan-
te porque os principais efeitos da turbulencia no escoamento mg
dio {transporte de massa e de gquantidade de movimento) podem
ser avaliados nas grandes escalas espaciais. Isto & as tensoes
aparentes podem ser avaliadas partindo-se de hipoteses que se

utilizam de caracteristicas do escoamento medio.
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IT1.4 — MODELACAO DA TURBULENCIA

As tensoes aparentes que surgem nas eguacoes dinami-
cas integradas no tempo sdo conhecidas por tensces de Reynolds.
A modelacao das tensoes turbulentas de Reynolds e realizada ge
ralmente com base no uso do conceito de "viscosidade turbulen -
ta", na definicac de escalas de espaco e tempo turbulentas e na

consideracao de transporte de grandezas da turbulencia.

1

0 conceito de "viscosidade turbulenta”™ foi introduzi
do por Boussinesg no final do seculo passado e se constituiu na
primeira tentativa conhecida de tratar a turbulencia. Esta hipo
tese parte de uma analogia entre os fenomenos da viscosidade e
turbulencia. Ambos os fenomenos proporcionam trecas de particu-
las de fluide com quantidades de movimento diferentes cujo efei
to no escoamento toma a forma de tensoes. A diferenca fundamen-
tal reside no fato de que a viscosidade, por ser um fenomenc que
ocorre a nivel molecular @ uma propriedade do fluido, enguanto

que a turbulencia, por envolver particulas macroscopicas, & um

fenomeno dependente tambem do escoamento.

A diferenca, por analegia, de relacoes lineares como

as de Newton e Stokes para a viscosidade, para as tensoes de

s 1

Reynolds, resuylta no estabelecimento de um coeficiente "n de

viscosidade turbulenta, variavel no tempo e no espaco & COM ha-
tyreza tensorial. Este tensor "n" sera o coeficiente 1inear, a-
nalogo ao “u" da viscosidade, gue relacionara o tensor das ten-
soes de Reynolds com o tensor das deformagoes do escoamento me-

il H

dio temporal. 0 tensor "n" para evitar desenvolvimentos mais
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complexos costuma ser reduzido a um escalar, o que nao interfe-

re no fato de continuar a ser variavel no tempo e no espago.

Considerando-se estes aspectos as tensoes de Rey-

nolds, segundo a analogia de Boussinesq, sao dadas por:

Tensoes normais

pm'ngk‘*zﬂﬂ“gn -a_u+@"_+§ﬁ
3 ox 3 (ex gy 9z
Qm'=pg|(+2n—a-y~_gn i}_u+§!+i¥!
3 3y 3 lex 3y sz
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onde 2K = u'u' + v'v' + w'w'

e a energia cinetica por unidade
de massa das flutuacoes turbulentas. "ZK" e um invariante esca-

lar. A quantidade "p)g K" e um escalar e funciona como se fosse
3



uma pressac. Para que a analogia entre as Lensoes viscosas &
turbulentos seja total e formal, geraimente considera-se gesta
pressac aparente como parte integrante da pressao termodinamica

L]

p", que & uma incognita do sistema.

Com a utilizacao do conceito de "viscosidade turbu -
Tenta" o problema transfere-se para a definicac, por algum meto

" H

do deos valores de "n".

A modelacao da turbulencia com respeito as escalas
de espaco e tempo geralmente considera, no maximo, uma escala
de velocidade (representando o tempo) e uma escala espacial. A.
escala de velocidade invariavelmente e dada pela raiz quadrada
da metade da energia cinetica das flutuagoes turbulentas, ou se

ja, "YK". A escala espacial "L e funcio do escoamento.

0 transporte de grandezas turbulentas, considerado em
alguns modelos, tenta reproduzir o carater difusivo da turbulen
cia. As grandezas preferidas estao vinculadas as escalas de ve-
locidade (tempo) e espa¢o. A drandeza correspondente a escala
de velocidade geralmente € a semi-energia cinetica "K" das flu-
tuacoes turbulentas. No que se refere a escala espacial existem
varias grandezas que poderiam ser transportadas como a freqlien-
cia, a vorticidade e a dissipacao das flutuacoes turbulentas.
Quando ndo e utilizado o conceito de viscosidade turbulenta po-

dem ser transportadas as proprias tensces de Reynolds.

A classificacac de modelos de turbulencia realizada
sor Rodi (1973) tem por base o numero de eguacoes de transporte

de grandezas turbulentas. Assim ha modelos com nenhuma equacaoc,
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com uma equagac e com duas equacoes de transporte,

0s modelos com nenhuma equacao utilizam predominente

mente o conceite de "viscosidade turbulenta” e se resumem em a-

13

valiar apenas o coeficiente "n", diretamente, sem a utilizacao
de eguacoes de transporte de grandezas turbulentas. Quando “n"
e admitido constante, como na simulacao de alguns escoamentos
de grandes corpos d'agua, deixa de haver na realidade a mode -

113 3

tacao da turbulencia e a utilizacao de "n" se justificaria ape-
nas em razao de estabilidade numerica. Para considerar "n" va-
riavel o procedimento comum & a adaptacao da teoria do "compri-

mente de mistura" de Prandtl ao escoamento.

il 1]

Pela teoria de Frandtl o coeficiente "n" de veiocida
de turbulenta assume a seguinte expressaoc:
au

no=ope? S8
oz

onde o = massa especificas
£ = comprimento de mistura; e
24 & gradiente vertical de velocidade
az

0s modelos com uma equacao de transporte consideram
geralmente a equacao de transporte da energia cinetica turbulen
ta, No casc dos modelos que se valem do conceito de viscosidade
turbulenta, ¢ coeficiente "»" @ avaliado com base no valer  de

“K", fornecido pela equacao de transporte da escata de velocida

de "/K", e de umz escala espacial. No case de modelos que naon
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utilizam "»", as tensoes de Reynolds sao avaliadas diretamente

em func¢ao dos valores transportados de "/K".

Os modelos de turbulencia com duas equagoes de trans
porte avaliam, alem do transporte da escala de velocidade de
"WKY, o transporte de uma escala espacial. &s grandezas que in-
corporam uma escala espacial e que sao geralmente empregadas
para transporte sao a vorticidade, a freglicncia ¢ a dissipacao
correspondentes as flutuacoes turbulentas, Quande ha isotropia
Tocal na turbulencia a grandeza de dissipagdo "n" & mais facil
de ser definida. A isotropia local geralmente acontece em um es
tado pleno de turbulencia com numeros de Reynolds altos. Os mo-
delos que se utilizam de uma equacaoc de transporte para a semi-
-energia cinetica “K" e outra para a dissipacao "e" costumam ser

denominados de modelos K-e de turbulencia.

0s modelos classificados por Rodi (1978) estao volta
dos principalimente para a simulacao de escoamentes tipo camada
limite e de escoamento em dutos livres e forcados com atrito on
de o calculo em detalhe da turbulencia muitas vezes se faz ne-
cessario. Na simulagao de escoamentos naturais a utilizacao  de
modelos de turbulencia nao e freqliente. Geralmente a modela-
¢ao da turbulenciz em modeles hidrodinamices © realizada  mais
detalhadamente somente quando € desejado um calculo mais preci-
so da dispersao de poluentes, de perfis salinos e de temperatu-

ra‘

Para modelos exclusivamente hidrodinamicos {sem trans
porte de solutos) a turbulencia nao precisa ser caracterizada em

detalhe porgue geralmente interessa apenas a sua influencia na
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dissipacao de energia. Por isso uma formulacao com nenhuma equa
¢ao de transporte de grandezas turbulentas e suficiente para a
maioria dos modelos hidrodinamicos. Por outro lado, em modelos
hidrodinamicos cowm transporte de massa seria interessante a coen
sidera¢ao, alem do carater dissipativo, o carater difusivo da
turbulencia. A formulacao do tipe dos modelos K-z de turbulen-
cia seria capaz de avaliar a difusividade turbulenta, ainda cue
incipientemente, nos modelons com transporte de massa. Na prati-
ca tal procedimento se torna dificil porque, alem da dificulda-
de de formular as equacoes de K e ¢, estas devem ser resolvidas
em conjunto as equacoes hidrodinamicas e a equacao de transﬁgrw
te de massa o que aumentaria consideravelmentie ¢ custo € tempo

dos calculos.

III.5 — DIMENSOES ESPACIAIS CONSIDERADAS NOS MODELOS HIDRODINA
MICOS

Quanto as diwmensoes espaciais os modelos hidrodinami
cos podem ser classificados em modelos adimensionais, unidimen -
sionais, bidimensionais e tridimensionais. 0s modelos adimensio
nais simulam apenas balancos de massa e sao aplicades principal
mente em reservatcrios. Ja os modelos uni, bi e tridimensionais
podem representar, alem do balanco de massas, o balanco dasﬁuag
tidades de movimento. Os unidimensionais sac capazes de avaliar

estes balancos somente por sobre um eixo, reproduzindo velocida
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des medias perﬁendicu]ares de sec¢oes transversais. Os modélos
bidimensionais reproduzem velocidades com duas componentes em
um plano de espaco. Por fim, os modelos tridimensionais tem re-
presentados as trés componentes de velocidade nas tres dimen-

soes do espaco.

As equacoes do item II[.2 representam o escoamento
na superficie terrestre segundo as tres dimensﬁés do espaco. Se
rao aqui, por isso, denominadas de equacoes completas. 0s mode
los verdadeiramente tridimensionais utilizariam estas equac¢oes
completas, enquanto que os modelos uni e bidimensionais necessi
tam de integracao no espa¢o. Para se chegar as equacoes basicas
dos modelos uni e bidimensionais sao realizadas integracao de
todas as equacoes segundo os eixos coordenados menos importan-

tes e feitos algumas simplificacoes fisicas nestes eixos.,

Para um modelo unidimensional de aplicacao em rios
as equacoes sao integradas horizontalmente e verticalmente em
eixos perpendiculares ao eixo do canal. As simplificacoes fisi-
cas geralmente sao a desconsideracao de efeitos dinamicos late

rais e verticais, com exce¢ao da gravidade e pressao.

0s modelos bidimensionais se utilizam das equaéﬁes
basicas intearadas em um dos tres eixos coordenados, aquele on-
de fenomenos dinamicos sao desprezados. Na simulacao de cursos
d'agua na superficie terrestre os modelos bidimensionais podem
ser horizontais ou verticais. Nos bidimensionais horizontais a
integracao e feita na vertical segundo o eixo da aceleracao da

gravidade, desprezando os termos de inércia e atrito neste eixo.



A aplicacao de modelos bidimensionais horizoﬁtais na superficie
terrestre e realizada para simulacdo de oceanos, estuarios de
rios, lagos, etc. que sao corpos d'agua onde as dimenscdes hori-
zontais predominam sobre a vertical. Nos modelos bidimensionais
verticais a integracao e feita lateralmente de maneira a se ob-
ter a simulacao de perfil de um curso d'agua. Geralmente tais
modelos sao utilizados na simulacao da intrusao salina em estua

rios marinhos.

0s modelos realmente tridimensionais nae inte-
gram no espaco as equacoes completas. Mas, podem, entretanto,
desprezar efeito dinamicos verticais na simulacao de um escoa -
mento na superficie terrestre. A utilizacao de modelos numeri-
cos tridimensionais verdadeiros e rara devido a grande capacida
de computacional requerida e problemas numericos da discretiza-
¢cao espacial. Geralmente quando sao necessarios simulacoes de
escoamentos hidricos em tres dimensoes sao utilizados modelos
ditos tridimensionais mas que se valem de artificios para nao
discretizarem as equacoes completas. Um exemplo e o modelo de
diferencas finitas de Leendestre (1971) onde o corpo d'agua e
dividido em varias camadas horizontais, sendo a camada superior
a unica com espessura variavel no tempo devido as alteragoes da
superficie livre. Em cada camada sao utilizadas as equacoes do
escoamento integradas na espessura segundo a vertical. A intera
cdo entre as camadas e realizada pela equacac da continuidade,
envolvendo a componente vertical de velocidade que nao e nula.

Sdao desprezados neste modelo efeitos inerciais e de atrito ver-

ticais.

U - Lo e
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IIT.6 -— METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DOS SISTEMAS DE EQUA-
COES DOS MODELOS HIDRODINAMICOS: GENERALIDADES

0s metodos mais utilizados no tratamento numérico das
equacoes diferenciais que representam escoamentos fluidos sao
0os metodos das diferencas finitas, dos elementos finitos e das

caracteristicas.

0 método das diferencas finitas aproxima as derivadas
parciais das equacoes diferenciais por quocientes de diferencas
de valores das variaveis tomados em pontos discretos do espaco-
-tempo de calculo. Dependendo da forma como foram obtidas as e-
quacoes de diferencas, 0 esquema numerico pode ser explicito ou
implicito. No esquema explicito as variaveis incognitas temseus
valores definidos, em cada ponto do espaco, em funcao dos valo-
res conhecidos dos intervalos de tempo anteriores. Quando 1isto
nao acontece o esquema e implicito e resultam, entao, sistemas
de equacoes algebricas onde as variaveis incognitas sao resolvi
das simultaneamente a cada intervalo de tempo, geralmente em
uma linha do espaco com condigoes de contorno definidas. Os sis
temas de equacgoes algebricas dos esquemas implicitos sdao geral-
mente integrados por metodos correntes de solucao de sistemas

de equacoes lineares ou nao lineares, conforme 0 caso.

0 metodo dos elementos finitos considera valores no-
dais das variaveis e fun¢oes basicas continuas para resolver as
equacoes diferenciais em regioes definidas (elementos finitos)
do espaco, sendo a integracao no tempo realizada a intervalos

discretos por wetodos numericos convencionais.



61

0 metodo das caracteristicas enfoca o espaco de cal-
culo das equacoes diferenciais por planos ou linhas caracter?g
ticas, que sao caminhos por onde as perturbacoes se propagam no

espaco e no tempo.

Destes tres metodos aquele mais extensamente utiliza
do e o metodo das diferencas finitas que oferece uma facilida-
de de manuseio superior as dos demais metodos. A representacdo
de escoamentos uni, bi ou tridimensionais e alcancada sem difi
culdades atraves de equacoes de diferencas de um esguema nume-
rico em diferencas finitas. Com os metodos dos elementos fini-
tos e das caracteristicas a representacao matematica do escoa-
mento e feita com maior dificuldade. 0 metodo das caracteristi
cas fol aplicado com sucesso a escoamentos unidimensionais mas
a sua extensao a dominios bi e tridimensionais e, quando pdssi
vel, bastante complexa. 0 metodo dos elementos finitos, entre-
tanto, ja e de aplicacao comum no estudo de escoamentos bidi-
mensionais onde a possibilidade de utilizacao de elementos cam
tamanhos diversos, para representacao mais fiel de contornos

fisicos irregulares ou complexos, & um dos pontos a favor.

0 metodo das diferencas finitas, por estar sendo uti
lizado ha mais tempo, possui o aspecto positivo de ter metodo-
logias de analise numerica (avaliacao de estabijlidade e preci-
sao de esquemas) pesquisadas em profundidade, ainda que somen-
te para equacoes diferenciais lineares ou linearizadas. No que
se refere a0s esquemas explicitos ou implicitos, a analise de
estabilidade indica serem mais estaveis estes ultimos, aceitan

do intervalos de tempo de calculo maiores, motivo pelo qual de
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tem a preferencia dos pesquisadores, mesmo dispendendo maior
tempo de maquina para serem resolvidos, comparados com os méto
dos explicitos. Para a modelacao bidimensional Weare (1976), in
clusive, salientou que a solucao do sistema de tres eguacoes
de diferencas implicitas tem tempo de solu¢ao equivalente a
formulacao analoga por elementos finitos, metodo normaimente
acusado de dispender tempo significativo na representacao de
escoamento. Na pratica, entretanto, a formulacao por diferen -
cas finitas do escoamento bidimensional e realizada com a divi
sao do intervalo de tempo em duas partes iguais, sendo resolvi
do em cada uma delas um sistema composto pela equacao da conti
nuidade e por uma equa¢ao dinamica. Desta forma ha uma redu-

cao significativa no tempo de calculo.

I1I1.7 — MODELOS HIDRODINAMICOS: CONCLUSOES

Neste capitulo foi visto que, na elaboracao de um mo
delo hidrodinamico, e importante a integracao no tempo das equa
coes diferenciais do escoamento, quando pretende-se considerar

a influencia de fenomenos com escalas de tempo inferiores asdo
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escoamento simulado. Estes fenomenos sao geralmente considera-
dos como perturbacoes a um escoamento medio temporal. No caso
da turbulencia, o efeito das perturbacOes tomam a forma de ten-
soes de atrito de natureza aparente, conhecidas por tensoes de

Reynolds.

As equacoes diferenciais que descrevem o escoamento in
compressivel, quando integradas no tempo, transformam-se formal
mente nas mesmas equacoes diferenciais, apenas com a adicao de
termos de atrito, contendo tensoes aparentes. Se as tensoes apa
rentes representam o efeito da turbulencia, elas podem ser defi
nidas com base na cascata de energia, envolvendo equacoes de
transporte de escalas de tempo e espaco (Rodi, 1978). Entretan-
to, por razoes de simplicidade, e geralmente feita a analogia
direta entre os fenomenos da turbulencia e viscosidade (ambas
provocam trocas de quantidade de movimento), surgindo o concei-

to de viscosidade turbulenta.

As dimensoes espaciais de um modelo hidrodinamico, e-
laborado a partir das equacoes temporais, sao fixadas principal
mente em funcao da conformacao geometrica do corpo d'agua, cujo
escoamento e intencao reproduzir. As dimensoes espaciais nao
significativas, com respeito ao escoamento, sao eliminadas atra
ves de integracao espacial das equacoes do movimento, em conjun
to com algumas simplificacoes de ordem fisica. Nos modelos bidi
mensionais horizontais, empregados na simulacao de lagos e ocea
nos, a eliminacao da direcao vertical advem da integracao verti

cal, do fundo a superficie, de todas as equacoes diferenciais e

da desconsideracao de efeitos dinamicos verticais, permanecendo
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a influencia da pressao e gravidade.

Apos definido o sistema de egquacoes diferenciais do
modelo, tem lugar a esquematizacao numerica. 0 metodo de discre
tizacao das equacoes geralmente esta entre os metodos de dife-
rencas finitas, dos elementos finitos e das caracteristicas. A
preferéncia, freqllentemente, recai sobre o metodo das diferencas
finitas que, ainda hoje, oferece maiores facilidades na defini-
¢ao de esquemas numericos, alem de ser o mais amplamente estuda
do. Dentre os esquemas de diferencas finitas, os esquemas impli
citos sao preferiveis aos explicitos, gquando opta-se por maior
estabilidade numerica sem a preocupacao com a maior complexida-
de computacional. Para modelos bidimensionais geralmente sao u-
tilizados esquemas implicitos simplificados, como o ADI adapta-
do por Leendertse (1967), que dispendem menos tempo no computa-

dor.



IV — EQUACOES DIFERENCIAIS BASICAS DOS MODELOS HIDRODINAMICOS
BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS

IV.1 — INTRODUCAO

As equacoes diferenciais basicas do movimento nas
quais se baseiam os modelos matematicos de simulacao de escoa-
mentos bidimensionais tem origem em simplificacoes nas equé¢6es
gerais do escoamento, integradas no tempo, apresentadas no capi
tulo anterior. 0 procedimento para obtencao das equacoes basi-
cas, a partir das equacoes gerais do escoamento medio temporal,

envolve consideracoes de ordem fisica e matematica.

Matematicamente, para que o0 escoamento seja represen-
tado somente no plano horizontal, ha necessidade de integracao
do sistema de equacoes gerais {equacao da continuidade e equa-
¢G6es dinamicas integradas no tempo) na direcdo vertical do espa
co fisico tridimensional. Desta forma, todas as variaveis do
sistema serao bidimensionais com dominio restrito ao plano hori

zontal "XOvY".

Da integracao vertical das quatro equacoes do sistema
surgem as seguintes variaveis bidimensionais: as componentes de

velocidade medias na vertical, "U(x,y), V{x,y) e W(x,y)": as
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pressoes medias na vertical, "P(x,y)", da superficie d'agqua,
1

p (xsy)", e do fundo, "p.(x,y)"; a profundidade "H(x,y)"; os

termos de correcao da inercia devidos a perfis verticais de ve-

locidades n3ao constantes, "U'UYD, U'vYy, §'v, U'wD e
(V'W" “; e as tensoes tangenciais no fundo e na superficie d'a-
gua, "T : : T s "

T . r [ T e
fox> f,yr F,z7 Ysux? s,y © Ts,z

Entre todas estas variaveis, identifica-se como as in

cognitas do sistema as componentes de velocidade "U, V e W" e a

i n

profundidade "H". A pressao na superficie P, e uma condicao

externa ao escoamento e "P" e "pf" sao pressoes dependentes da

profundidade e do campo de velocidades. As tensoes T 40 Te y

e T
S.2Z

na superficie d'agua sao tambem imposicces externas,mas

Tf,x, Tf,y e Tf,z , dependem do escoamento

as tensoes no fundo
e do fluido (no caso, da agua). Ja os termos de correcao da iner
cia CU'u"y , Wy, vy, (U'WD e (V'W'Y dependem dos per-

fis verticais de velocidades.

As consideracoes de ordem fisica para a determinacao
matematica do sistema, portanto, direcionam-se no sentido de es
tabelecer relagoes para as variaveis gue dependem das quatro in

cognitas.

A seguir sera mostrado o resultado da integragao ver-
tical das equagoes diferenciais do escoamento medio temporal,
com as consideracoes de ordem fﬁsjca que produzem um sistema de
equag¢oes diferenciais determinado para representar o escoamen-

to bidimensional,
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IV.2 — [INTEGRACAO DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO MEDIO TEMPORAL
NA VERTICAL

A integracao vertical e realizada no sentido positivo
do eixo "0Z" que aponta para cima na superficie terrestre. 0s
limites de integracaoc sao a superficie do leito (o fundo) e a

" superficie livre do corpo d'agua.

Na realizacao da integracac e admitido um plano de re
ferencia arbitrario, abaixo do qual estao colocadas profundida-
des fixas (representando a superficie irregular do fundo) e aci
ma, 0s niveis d'agua variaveis de acordo com o escoamento (figu

ra IV.1).

Figura IV.1 — Perfil vertical de integracao

Representando as profundidades fixas por “h" e o0s ni-
veis d'agua por "¢", a integrac¢ao vertical sera efetivada pela

aplicacdo as equacoes temporais do seguinte operador integral:



6Y

onde "f" e uma variavel qualquer.

0 resultado da integracao vertical

das equacoes da
pagina 49 e anresentado, termo a termo, nos itens subseqlientes,

com algumas cbservacoes onde se fizeram necessarias.

IV.2.1 — Equacoes dinamicas integradas na vertical

Integracao dos termos de inercia
Equacao dinamica OX

TR - [V

pudl 80, a0 Y a(HY) | B(HUD) | a(HUY) |8 (B gy
st oax sy sz / 3t 3 3y 3% By
Fquacao dinamica OY
ﬂ +Gﬂ +{;_BX +-§\_"\ _ B(HV) " B(HUV) T B(HVV) + i <U|V|> +i<vlvl>
. ot X 8y 9z / at 3x ay 93X 3y

Fquacao dinamica 07

/éﬂ+aﬁh’+vﬂ+ﬁw> -
\ at ax

ay 32

5{HW)  3(HUW)  B{HVW) KIRTTEIT 2y
at 3x oy % :

3y



69

Na integracao vertical, acima indicada, os perfis ver
ticais das tres componentes de velocidade nao sao constantes. De
acordo com 0 esquema dos tres perfis verticais (figura 1V.2) as

componentes de velocidade em um ponto qualquer sao dadas por:

u = U + Y
TI:V+V'
Wwo= W + W'

onde "U, V e W' sao as medias verticais das componentes de velo
1

cidade temporais "u, v e w", e "U', V' e W'" sao as flutuacoes

em torno das medias.

> N

cl
<|
|

N.a Figura IV.2 — Perfis das
7—-_%_-— componentes de velocida-

de

Integracao dos termos de gravidade e de Coriolis

Equacao dinamica 0X
<--QG> = -QHY

Equacao dinamica 0Y
(+ Quy = +0HU

Fquagao dinamica 0Z

(gy = gH
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Integracao dos termos de pressac

Equacao dinamica 0X

1 ap 1 1 a(Hp a{-h 0L
P X PL 3x X 3x

Equacao dinamica 0Y

1@@>:1 (a.(Hp) Lo, alh) gg]
o vy Py ay Ty > oy

Equagao dinamica 02

1D 1 ( }
- — == P. - D
<iﬁ);ﬂ >> A > f

onde "P" & a media vertical da pressao termodinamica temporal

1 1]

e a pressaoc no fundo e P € a pressao da superficie

"nZoa 1

p . I1pfl

Tivre {pressao atmosferica).

Integracao dos termos de atrito e turbulencia

Equacao dinamica OX

R T P ) Nﬂy] L {N UM
p | 9X 3% ay 3y az J2
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Equac¢ao dinamica 0Y

<_1 ) m] LB {N_] o [NL)
poloBx JX oy Oy 3z 4z
o2 Nz
<,1 . LLJV]+% .
0 Lox2  ay2 »Y ,y"

Equacao dinamica 07

<_l 3 (Na_w] b 2 [Nﬂ:’] N [NQ"!H>=
P X BX a3y ay 3z JZ

2 2
. cH W, v + T + Te
o ax®  oy? 52 2

)-

1" I

onde "¢" & a media vertical do coeficiente de viscosidade turbu-

1

n "N, "t T sao tensoes tangenciais na super-
lenta N N S,X’ TS,Y’ 5,2 g p

fici ivre e T sao tenso tangenciais no fun
ie livre Te,xo Tfsy, £,z oes g s n

do. Nas integracoes verticais, acima indicadas, foram despreza-

dos termos com produtos de derivadas e derivadas sequndas. 0 coe

L1} n

ficiente "N" e o coeficiente "n" do item ITI.3, somado do <coe-

ficiente n" da viscosidade,

IV.2.2 - Equacao da continuidade integrada na vertical

y_+av+;aﬂ\! 3z, oY)  3(HV)

N\ 9x 8y ez /ot X oy

]

onde “r" e o nivel d'agua acima do plano de referencia,



IV.2.3 — Sistema de equacoes integradas na vertical

0 sistema de equacoes diferenciais gerais do escoamen.
to integradas na vertical, seqgundo os resultades mostrados nos

itens anteriores, apresenta-se da sequinte forma:

Fquacao da continuidade

B, a(HUY)  a(HY)

ot ax ay

Equacoes dinamicas

olHU) | o(HUU) | A(HV) | 3 gy o B (uvry - anv +
at X oy ax ay

“"]' {B(HP) +Pf—8(—h)’- Psﬁg} . {EH [ 82U+ BEU} Tt T x}:ﬂ
¢ X ax 3x o ax2 ay? ’ ?

B(HV) | a(HUv) | 3(HVY) 9

P T TITT D S S I ITE D S, (TR
ot IX ay dX dy

3{HP 3(-h ) 1 agy o2V
gt ]l ]
ay ay oy P 3x dy®
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o(HW) | a(HuW)  o(vW) = o Wy

VW'Y« gH o+
at aX oy aX 3y .

As quatro incognitas deste sistema de quatro equacoes
diferenciais sao “z" (ou "H"), "u", "V" e "W", mas a presenca de
variaveis ainda nao definidas em funcao destas quatro torna 0
sistema matematicamente indeterminado. Para se atingir a deter-
minagao sao realizadas consideracoes de ordem fisica que buscam
estabelecer relacoes para as diversas variaveis em funcao da
profundidade e das componentes de velocidade "H", "U", "V" e
"W". Assim, geralmente, como distribuicao vertical das pressoes,
considera-se a equacgao da hidrostatica. Para as tensoes tangen-
ciais no fundo, a formulacao baseada na formula de Chezy, do mo
vimento permanente uniforme, e a mais utilizada. F os coeficien
tes de atrito e perfis de velocidade, por sua vez, podem ser de

finidos por uma teoria de turbulencia como a de Prandtl.

Retacao hidrostatica para as pressoes na vertical

A simplificagao fisica que conduz a Thidrostaticidade
das pressoes na vertical e que permite, portanto, obter uma re-
lacao simples entre pressces e profundidades, e a desconsidera-
¢ao dos efeitos dinamicos verticais da inercia e atrito. Com es

ta simplificacao a equa¢ao dinamica vertical reduz-se para:



/4

gH+* (ps'pf) =0

Isolando-se Pe fica:

Pe = P, + pgHs  {H =17 + h)

A equacao acima e uma equac¢ao hidrostatica. Relaciona

1] (k3

a pressao no fundo pe" com a pressao na superficie

It "

e d
pS

profundidade "H", sem envolver as componentes de velocidade.

A introducao da equacao hidrostatica nos termos de

pressao das equacoes dinamicas horizontais modifica-os para:

Termo de pressao simplificado da equacao dinamica 0X

op
1 {B(HP) .\ pf,a(-h) ) pfag} _1 [H¢+ ogH @g}

D aX ax ax ax OX

Termo de pressao simplificado da equacao dinamica 0Y

{B(HP) \ pp 2L _ps_ﬂ 1 [H?_‘f;”gHﬁ}

1
P By 3y Dy 3y oy



Expressoes para as tensoes de atrito no fundo

A relacao entre as tensoes tangenciais de atrito no
fundo e o escoamento costuma ser definida com base na relacao
quadratica obtida com a formula das velocidades de Chezy e a ex
pressao geral das tensoes superficiais, ambas relativas ao movi

mento permanente uniforme.

A expressao vetorial para a relac¢do quadratica, acima

referida, das tensoes no fundo, ¢ dada por:

L

o ALTL

L1} u

5

onde "1" representa as tensoes tangenciais no fundo, "V" e 0 ve

tor velocidade media na vertical, "C" e o coeficiente de atrito
n n L1] 1

de Cheézy, e "p" e "g" sao a massa especifica e a aceleracao da

gravidade, respectivamente.

Decompondo a expressao vetorial nas duas diregoes or-

togonais horizontais, surgem duas expressoes escalares:

- I IRARTERTE
g x = P8 —
b C2
e
T - g V v Uz + Ve

.f:y ce
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] 1] n "

onde ‘rf € ey sao as tensoes no fundo segundo os eixos
> 3
0X e 0Y, respectivamente, e "U" e "V" sao as componentes de ve

locidade horizontais, ja definidas anterjormente.

As relac¢oes escalares apresentadas, integradas as e-
quacoes dinamicas horizontais, constituem-se nos termos que re
presentam o atrito no fundo, sendo o coeficiente de Chezy o pa

rametro de ajuste destes termos.

Apresentacao do sistema de equacoes matematicamente
determinado

Introduzindo-se a equacao da continuidade nas equa -
coes dinamicas, dividindo-se todos os membros pela profundida-
de "H", e desprezando-se os termos de correcao de inercia (nao
significativos em escoamentos turbuTentos)we a varia¢ao espa-
cial da pressao atmosferica, o sistema de equacoes matematica-
mente determinado, com a inclusio das relacoes hidrostatica e

das tensoes no fundo, apresenta-se da seguinte forma:

Equacao da continuidade

oc , B(HU) |, 3(HY)
at OX oy

=0
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Equagoes dinamicas

d d 2,y2 "
MR gy g3, g WYV T sy
ot X 3y DX C?H 0 pH

N . z vz ‘
v +U—UE + ¥ E-\'i-+5?,U +g;33—+g !KILIE"‘lEfN SERLES A
ot X ay oy C2H ¥ pH

onde as tres incognitas sao as componentes horizontais de velo-

cidade, "U"™ e "V", e o nivel d'agua acima do plano de referen -

cia, "z". As demais variaveis e coeficientes, ja definidos ante

riormente como as tres incognitas, representam o sequinte: "H"

(=h +z) e a profundidade, "g" e a aceleracao da gravidade, D

e a massa especifica do fluido, "C" e o coeficiente de atrito

n 1"

com o fundo, de Chezy, "¢" e o coeficiente de atrito Tateral, "Q"

e o parametro de Coriolis e "t _ " e a tensao tangencial na su-
*

s,y
"A" e o operador de Laplace no plano horizontal XOY.

perficie livre do 1iquido na direcao 0X e , na direcao OV.

IV.3 — EQUACOES DIFERENCIAIS BASICAS DOS MODELOS HIDRODINAMI -
COS BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS: CONCLUSOES

Neste capitulo foi exposto que as equagoes diferen-
ciais dos modelos bidimensionais horizontais sao geralmente ob-
tidas da integracdao vertical, do fundo a superficie, das quatro
equacoes (continuidade e tres dinamicas) do escoamento medio tem

poral definido no Capitulo III. Do processo de integracao verti
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cal resultam novamente quatro equacoes, mas a definicao da rela
cao hidrostatica para descrever as pressoes elimina efeitos di-
namicos verticais, restando entao a equacao da continuidade e
as duas equacoes dinamicas horizontais. As incognitas deste sis
tema de tres equacoes sao as componentes horizontais de veloci-

dade e o nivel d'aqgua.

As equacoes dinamicas integradas na vertical, com a
desconsideracao de termos de correcao de inercia e da variacao
espacial da pressao atmosferica, possui termos representativos
da inercia, do escoamento por gravidade, da influencia da rota-
cSo terrestre (Coriolis), do atrito do fluide com o fundo, do
atrito lateral e da acao dos ventos (tensoes na superficie 17-
vre). 0Os tres primeiros termos desta lista tem definicao teori-
ca precisa e o ultimo e uma imposicao externa ao corpo d'agua
0s termos restantes, de atrito com o fundo e lateral, relacio-
nam-se intimamente com o escoamento, mas dependem significativa
mente dos contornos do sistema, o gue dificulta a deducao de ex
pressoes teoricas gerais. Para o termo de atrito lateral, a sim
plificacao principal e a consideracao de um coeficiente de atri
to para cada ponto do plano horizontal com seu valor definido
em func$0 apenas das caracteristicas do escoamento no ponto. A
expressao geral para o termo de atrito com o fundo e, por sua
vez, determinada a partir de uma generalizacao da expressao qua
dratica, valida para o movimento permanente uniforme, obtida com

a utilizacao da formula de Chezy para as velocidades.

0 coeficiente de Chezy, de atrito com o fundo, e o co

eficiente de atrito Tateral, presentes nos termos que represen-



79

tam estes fenomenos, sao parametros de ajuste dos modelos bidi-
mensionais horizontais. Sob certas circunstancias estes parame-
tros podem ser tomados como constantes, mas o fato de possuirem
natureza vinculada a turbulencia indica ser mais correto consi-
dera-los variaveis, em funcao do escoamento. Ambos os coeficien
tes podem ter uma formulagao, dependente do escoamento, baseada

no perfil de velocidades turbulento de Prandtl.



V — MODELO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL COM ESQUEMA DE LEENDERTSE

V.1 — [INTRODUCAQO

0 modelo matematico elaborado por Leendertse (1967)
para simulacao de escoamentos bidimensionais, sem estratifica-
¢ao vertical, foi pioneiro em apresentar um esquema numérico.cg
paz de resolver as equagoes horizontais completas {(pags. 76 e

77}, obedecendo condicoes de estabilidade e precisao nac muito rigorosas.

0 esquema numerico concebido por Leendertse & um es-
quema em diferencas finitas que se vale da malha de calculo de-
fasada de Platzman (1959) e de uma adaptacao ao plano horizon -
tal da filosofia do metodo implicito de integracao por caminhos
alternados (ADI em ingles). 0 resultado e um esquema onde as
questoes de diferencas encontram-se, em grande parte, centradas
no espaco e no tempo, o que contribui para apresentar maior es-
tabilidade e precisao numericas. Computacionalmente, o esque
ma de Leendertse e tambem eficaz porque resolve apenas matrizes

tridiagonais.
"

Na avaliacao do esqguema numerico Leendertse realizou

uma analise de estabilidade baseada no metodo de Von Neumann e
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apresentou uma original analise de dissipacao e deformacgao de
ondas. Com estas analises foram balisados criterios de estabili
dade e precisao em funcao da discretizacao numerica e de ca-

racteristicas do escoamento.

V.2 — MALHA DE CALCULO

A definicao da malha de calculo horizontal € o passo
inicial para a obtencéo das equacoes bidimensionais em diferen-
cas finitas, pois ficam definidos os locais das variaveis incog
nitas -—- as componentes horizontais de veTocidade, "U" e MW", e

r

0 nivel d'aqua acima do plano de referencia, "t" —, e das pro-

fundidades conhecidas, abaixo do plano de referencia, "h".

Para esguemas numericos em diferencas finitas a malha
de calculo e geralmente composta por celulas iguais e retangula
res. No modelo apresentado neste capitulo identifica-se cada ce
Tula ou quadricula da malha horizontal de PTatzman (ver Figura
V.1) pelos seus Tados superior e direito, considerando-se o ei-
x0 0X como das abscissas e o eixo 0Y como das ordenadas. Ao Ta-
do direito da quadricula esta associada a componente de veloci-
dade "U", com sentido positivo sequndo eixo 0X, e ao Tado supe-
rior esta associada a componente "V", com sentido positivo se-

W

gundo o eixo 0Y. 0 nivel d'agua "#" esta alocado no centro da

guadricula e a profundidade "h" no canto superior direito.
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Figura V.1 — Quadricula da malha de calculo

0 contorno fisico que cada um dos lados de uma quadri
cula pode representar tem tres possibilidades: contorno fechado,
contorno aberto interno ao corpo d'agua e contorno aberto limi-
trofe do corpo d'agua. Pelo contorno fechado nao ha transferen-
cia de massa ao contrario do gue acontece nos contornos abertos.
0 arranjo dos trés tipos de contorno produz nove especies de qua

driculas, mostradas na figura abaixo.

1 2 3
4 5 6
- 1 - 1 T
|
7

[+2]
L{e]

Figura V.2 — Contornos das guadriculas
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0s codiqos de contorno (1 a 9) sao importantes na de-
limitacao do corpo d'agua na malha de caiculo, havendo possibi-
lidade, inclusive, de representagao de ilhas, istmos e outras
conformacoes irrequlares. A malha de calculo, que e retangular
para efeito computacional, engloba todo o recorte irregular do

corpo d'agua, como pode ser visto no exemplo da Figura V.3.

Figura V.3 — Representacao de um corpo d'agua

V.3 — EQUACOES EM DIFERENCAS FINITAS

0 esquema numerico de Leendertse, como ja mencionado,
de propagacao de ondas de pequena amplitude relativa no plano
horizontal, @ uma adaptacao do metodo implicito de integracao
ADI com a discretizacao espacial dada pela malha numerica de

Platzman.

No esquema ADI de leendertse cada intervalo de tempo



e sub-dividido em dois semi-intervalos, Sendo resolyvido um sis-
tema de equac¢oes formado pela equacac da continuidade e pela e-
guag¢ao dinamica respectiva, para cada uma das linhas, no primei
ro semi-intervalo, e para cada uma das colunas, no segundo semi
-intervalo. Deste modo, ha uma “"varredura" do espaco de calculo,
resplvendo-se primeiro todas as Tinhas e depois todas as colu-

nas, a cada intervalo de tempo.

Da formulacao do esquema numérico as matrizes gque sur
gem, associadas a cada linha e a cada coluna, saoc do tipo tri-

diagonal o que permite uma solucao mais rapida em computador.

A seguir serao apresentadas as equacoes de diferencas
finitas segundo o metode de Leendertse, correspondentes as equa

¢oes bidimensionais definidas no capitulo anterior,

Equacoes em diferencas finitas pelo esguema de Leen-
dertse

Tendo em vista a matha de calculo generica da figura
abaixo, as equacoes em diferencas finitas., termo a termo, cor-
respondentes acs dois semi-intervalos, sao as apresentadas a se

guir.
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Figura V.4 — Malha defasada de Platzman {1967)
Primeiro semi-intervalo de tempo (n, n+1/2)

Equacao da continuidade

II%_E,;_H -
4t
do ponto (j,k), do inicio e fim do semi-intervalo de tempo, di-

a} Termo avaliado peia diferenca de niveis ()

vidida pelo valor do semi-intervale { t/2).

‘ n+1/¢ 1
M
IR ik

Lo
™

I

a2
fad
g
fu s
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“_‘_(H.U“} i )
. 3 X
mo e aproximado pela diferenca dos valores da soma (hu + zU),

b} 0 termo sabendo-se que H = h + <, este ter

nos pontos  {(j+1/2,k} e {(j-1/72,k) dividida pelo comprimen

to (aX).

a{nu) o alhl + W) L]

hi)

5o 5000 0

ax X X

=
i

1 - r
ek (“U}jm1/2,ki
A definicao das expressoes dos produtos acima indica-

dos € feita da sequinte forma:

i) 0 produto (hu)j+§/2,k e obtido pela media das pro
fundidades (h}), dos pontos (j+1/2, k-1/2) e (j+1/2, k+1/2), mul
tiplicada pela componente de velocidade (U) do ponto {(j-1/2,k]).
Esta componente (U} se referira ao fim do semi-intervalo, nivel

{n+1/2) de tempo.

n+t /2

(hU) = 3 JU
. j+i/2.k

i1y, etz ¥ Ma1s2, ke12

5
AT

ii) 0 produto (hﬁ}j-1j2 " e obtido de forma analoga

ao anterior

1 N IH-’;’E
(h) [

. = — | h, + b, U
i-1/2.k 5 J-1/2, k=172 i-1/2, k+1/2j i-1/2,k

iii} 0 produto (5U)3+z;z,k e avaliado pela media dos

niveis {z), dos pontos (j,k)} e {j+1,k), multiplicada pelo valor
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da componente (U) do ponto {j+1/2,k). Esta componente de veloci
dade (U) se referira ao fim do semi-intervalo, nivel {n+1/2) de
tempo, e o0s niveis d'agua (z) correspondera ao inicio do semi-

-intervalo, nivel (n) de tempo.

1 n n n+1/2

(zU) . ~ |z e V
j+1/2,k n .k itk J+1/2,k

iv) E o produto (CU)j-1/2,k e avaliado de forma ana-

loga a anterior.

( | n n n+1/2
oy . ¥ o= Z +Z U
j-1/2.,k 2 i-1/2,k i,k J-1/2,k

Definidas as expressoes destes produtos, a expressao

final da derivada 8(HU) se apresenta da seguinte forma

3 X

9 (KUY _ 1 ( n
SALLLS A | Y v h. v+
- . {L F2K-172 T T 2k g2 0

n n+1/2
+ L U
J+1,k J+1/2 .,k

n n n+l1/?
+ L LG U
J=1.k" gk J-1/2.k

¢) Termo 3{Hv) : a expressao aproximada para este

_ ay - lla(Hu)ll

termo e obtida de forma semelhante a do termo ——=% . Sabendo-
g X

-se que H = h + ¢, a derivada em questao e aproximada pela dife

'{ hj-T/Z,k—1/2 + hj—1/2,k+1/2 *

renca dos valores de soma (hV + zV), nos pontos (j,k-1/2) e
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(j,k+1/2), dividida pelo comprimento [Ay).

a(HV} (Y + ¥} _ 1 [(
- = 1| (), W)y g, s
gy ;}}; {»\‘y E_ A,k+§/2 35;(”1??

+ (V) ¥

§oketrz | j,ka3/2}
A definicao das expressoes dos produtos acima indica-

dos e feita da seguinte forma:

i) 0 produto (hy)j,k+1/2 e avaliado pela media das pro
fundidades (h), dos pontos {j-1/2, k+1/2) e (k+1/2, ke1/2), mul
tiplicada pela componente de velocidade (¥} do pento {j,k+1/2}.
Esta componente (V) corresponde ao inicio do semi-intervalo de
tempo, nivel (n).

n

! v

(hy). R [5’?. + h. ]
k172 P J-172,k+1/2 J+172, k172 i.ke1/2

ii) 0 produto (h?)é k12 e obtido de forma analoga

ao de cima

n
(hv}. {:hj~1f2, k-1/2 + hj+1f2, k~1f2} Vj k-1/2

jak-1/2

my [

7 111} 0 produto (cv}j’k+122 e aproximado pela media dos
niveis (), dos pontos (j,k} e (j,k+1), multiplicada pela compo
nente (V) de velocidade, do ponto {(j,k+1/2). Esta componente(V)
e os niveis {¢) correspondem ao inicio do semiintervalo de tem-

po, nivel {n}.
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o~
I
-
et
—————"
=
+
=
<

j n
r Y
oLk .kt 1.k+1/7

- 3 5 - - 4
ivy E o produto (LV}j,k+1/2 e avaliado de forma seme

Thante ao de cima

1 { n fl 1 n

2 U ket k) g.k-1/2

Com as expressées destes produtos definidas & possi-

vel apresentar a forma {inal da expressao que aproxima e

- -

Y
B(H) . 1 { ( | " f f
B ML h. + b, - + i ¥
ay géy _3-?/25 g@1/2 J+1j25 k?%fﬁ j,k j,k?t/ j3k+1/2

N “t
n n n i

4 v J
ik-1 T oak) ik-ty2

( )
Lﬁjui/z, k-172 * Bieagz, ketze t

Expressos todos os termos da equacao da contingidads
em diferencas finitas., a equacaoc completa, valida para o semi-

-intervalo de tempo (n, n+1/2), e dada por

n+1/2

n+1/2 n [ n n
2k -z PRI I 'Y 12172 * h. 172, kets2 Z + T U
At j,k i.k ) aax | | I ek Jrife, ke i.k o jet,k) F+t/2,k

n n ] nel/2 ]

{
h, . h, + te J L
{ 3-1/2, k=1/2 7 T3-172, ke1/2 7 R j,&J j-1/2.k

k
P
1 | h + h A " l

21 L 32, ket/2 T N/, et/ e 5w L -
AY | i,k Joket” J.k+1/2

[ro——

o e h. o+ + v |
{ =172, k127 T2, ke1/e j,kJ j,k~§f2J
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Isolando-se as variaveis incognitas, ou seja aquelas

correspondentes ao nivel

ser reescrita como

-r. U
=112 75 472 .k

onde:
Y3172
Tie1/2 =
n n
A :C _A;t__

.k J.k 2ny

) [(hj—1/2, k+t/2 * hj+1/2, ke1/2 T 5

{[hj—1/2, k-172 * hj+§/2, k=1/2 + >

ntl/2 n+1/2

At

4hx

At

4Ax

+ £
J,k

h

Equacao dinamica 0X

a) Termo

aUll

+

hj+‘|/2, k-1/2

Y. U =
U ek

+ h.

n+1/2

j+1/2

n

J

]

,K

k172 ©C.

+

n
A

n
J.k+1
n

Z
Jak+1

.k

n

§-1/2, k172 T g1z, kg2 T A

Jsk

-

|

(n+1/2) de tempo, a equacao acima pode

n n
> v
' J.k-1/2

J.K

n 1

j,k+1/2J

2= : avaliado pela diferencga dos valores da

at

componente (U), do ponto (j+1/2,k) nos niveis de tempo (n+1/2}

e (n-1/2), dividida pelo intervalo de tempo (At).

U

at

1

At

([ nel)2

L U
j+1/2.k

U

n-1/2

j+1/2,k
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b) Termo Una-H : neste termo, a derivada au e aproxi

aX 8 X
mada pela diferenca dos valores da componente de velocidade (U},

dos pontos (j-1/2,k) e {(j+3/2,k), dividida pela distancia que e
(2AX). Esta derivada e feita para o nivel {n-1/2). Estda no ni-
vel de tempo (n+1/2) o valor da componente (U), do ponto
(j+1/2,k), que multiplica a derivada.

n+1/2 1 n-1/2 . n-1/2

TLLY NN AV B
3x 3172,k 28x L §e3/2,k 3172,k

a derivada 3y deste termo e avalia-

3y 3y
da pela diferenca dos valores da componente (U), dos pontos

c) Termo ‘u’~ag :

(k+1/2, k+1) e (j+1/2, k-1), dividida pela distancia (2ay). O
nivel de tempo para calculo desta derivada e (n-1/2)}. E a compo
nente de velocidade (V) que multiplica a derivada e obtida pela
media (ﬁ) dos valores correspondentes aos quatro pontos(j,k-1/2),

(j.k+1/2), (d+1, k+1/2) e (j+1, k-1/2) no nivel de tempo (n).

I3

_ n-1/2 n-1/2
TECRU [u - }
5y 2ny U j#1/2, kel j+1/2, k-1

onde

=11
1
o

n n n n
V + V +V + V
J.k=1/2 j.k+1/2 J+t, ks1/2 J+1, k-1/2

d) Termo "QV": a componente (V) de velocidade, que e
multiplicada pela constante (9) de Coriolis, e aproximada pela

media de quatro pontos ja referida anteriormente.
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Qp = oy

e) Termo gSC : a derivada Kle , correspondente ao

ax ax
ponto (j+1/2,k), e avaliada pela media dos seus valores nos ni-

veis de tempo {n+1/2) e (n-1/2). Cada um destes dois valores e
obtido pela diferenca de niveis (2}, dos pontos {(j+1.k) e(j,k),

dividida pelo comprimento (4x).

: n+1/2 ( n-1/2
R o
ax 21 Loax) . Ix J
8172,k L §+1/2,k kel/2,k
onde
(. mi/e net /2 nel/?
et 1
L— = — iz -
X j+1/2.k AX j+1.k J,k
- n-1/2 \ n-1/2 n-1/2
o ; o C’. [)-
OX $41/2.K Ax J.1,k J,k

Em conseqliencia a forma final do termo g¢g== sera:

a X
3¢ n+1/2 n+t/2 n-1/2 n-1/2
g2 = L | ¢ -t T -G
ax 20% J+1.k J.k J+t,k J.k
f) Termo ”g M UEr UR U : o modulo da velocidade ho-
Cz2H

rizontal no ponto (j+1/2,k) dada pela raiz guadrada tera a com-
ponente (U), do ponto (j+1/2,k}, tomada no nivel de tempo (n-1/2)

e tera a componente (V) avaliada pela media de quatro pontos ja
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referida anteriormente.

/172 2
VU2+V2;/E + Ve
LJ+1/2,k

0 tirante d'agua H = h + ¢ sera calculado com base
nas aproximacoes da profundidade (h) e do nivel (z) no ponto
(j+1/2,k). 0 nivel d'agua {(z) corresponde ao estagio de tempo
(n).

n

H = (h). +{z)
J+1/2,k 3+1/2 .k

A profundidade (h) no ponto (j+1/2,k) sera calculada
pela media dos valores nos pontos (j+1/2, k+1/2) e (j+1/2, k-1/2),

notada por (Hy).

o1
Wi M= Mgz, e * Nz, ke

E o nivel ()" no ponto (j+1/2,k) sera obtido da mé-

dia dos valores nos pontos (j,k) e (j+1,k), cuja notagao e

(7"

n LU n W
(z) c ==z +
i+1/2,k 20 j+,k g.k)

0 coeficiente (C) de Chezy cujos valores na malha es
tio situados nos mesmos nos que os niveis () e definido para o

ponto (j+1/2,k) de forma semelhante. 0 nivel de tempo e (n)
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n -xn 1 n n
{C) “C | =i= C + C
k+1/2.k 2 Jj+1,k J.kK

Por fim, a componente de velocidade (U), que multipii
ca o modulo da velocidade horizontal, sera avaliada pela media
dos valores no ponto (j+1/2,k} correspondentes aos niveis de

tempo (n+1/2) e (n-1/2).

Com tudo isso a expressao final do termo de fricc¢do

sera

N (G A DI

W

1} "

g} Termo X+ a Unica variavel presente neste termo
pH _

e o tirante {H)}) que sera calculado conforme o termo anterior.

+ U

{( n-1/2 Jz =2} 1/2
U + ¥V
. n+1/2 n-1/2
VU2+V2U’19 J+1/2 .,k 1(U
j+1/2.k J+1/2,k

wo o M
= RVEamT
e (L)
" u 2
h) Termo ¢ [BEU + Ei!] : a derivada segunda 'y
axe Ay’ oxe
do ponto (j+1/2,k) e avaliada por
n-1/2 n-1/2 n-1/2
U -2U + U
3fU J+3/2,k J+1/2,k Jj-1/2,k
2
9 X (AX)Z
- ||32U:1 B
E a derivada segunda Z— no mesmo ponto e, analoga-
ay*®

mente dada por:



n-1/2 n-1/2 n-1/2

U - 22U + U
VU /2, ke AR S
8 2
y (Ay)2

Definidos todos os termos em diferencas finitas da e-

quacao dinamica 0X, valida para o semi-intervalo de . tempo

(n, nt1/2), a sua expressac final e & seguinte:

, [ ne1/2 n-1/2 nel/? _i n-1/? n-1
| - U + U L. U - U
At L 3+1/2,k 3172,k 172,k 2Ax 3+3/2 .k 3-1
. n-1/2 n-1/2 _ nl/?
+V—— |U - U IV - T
28y J+1/2, k+i j+1/2, k=1 2hx j+1,k
2
T 1Y
U + ¥
n-1/2 n-1/2 [ L J L | one1/2 n-1/2
" B J+1/72 % 1y U
j+1,k ik [[%]ﬂz (y [_ﬂ,ﬂ 2 L j+1/2,k i
n-1/2 n-1/7 n-1/2
W U -2 U + U
) X L. j+3/7,k =172,k i-1/2 .,k
-y x| n Y
D[h +[CJJ - L)
n-1/2 n-1/2 n-1/2
U -2 U + U
j+1/2, k+t j-1/2.k 31172, k-1 ) 0
()’

Expressando a equacao acima em fun¢ao das
incognitas, aguelas no estagio de tempo {n+1/2), ela

seguinte forma

/ZJ
/7,k
n+1/2

Jsk

+1/2,k .

variaveis

assume d
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nel/? n+l/2 n+1/7? n
-r.r + r' N +r r = B
Ik JH1/2 §H2,k Gt gelLk §41/2 .k

onde r., = r = gat

I 5 2AX

n-1/7 n-1/2
r' =1 + [\—t {U - U }jt
j+1/2 2h% j+3/2 j-1/2.k

n-1/2 32 112
U + V2
, gt §+1/2,k

S (L

n n-1/2 _ At n-1/2 n-1/2
B = U +V oAt - —- [ U - U

J+1/2,k J+1/2 .,k 2hy J+1/72, k+1 J+1/72, k-1
{ { n-1/2 }2 _1e
) + Ve \
ek i1k Lo,
2. 3+1/2,k =x|nj2 -y -x D[ﬁy N ;x]
€ W+ B
n-1/2 n-1/2 n-1/2
U -2 U + U
+ At J+3/2,k J+1/2,k J-1/2.,k
(Ax)z
n-1/2 n-1/2 n-1/2
U -2 U + U
N j+1/2, ke J+1/2,k j+i/2, k-1

(hy)°
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Segundo semi-intervalo de tempo (n+1/2, n)

Equacao da continuidade

a} Termo 9L avaliado pela diferenca de niveis (¢)

at
do ponto (J,k), no inicic e fim do semi-intervalc de tempo, di-

vidida pelo valor do semi-intervalo (At/2)

n+1 n+l/2
s o

At oAt L gLk i,k
s(HU) ) e
b) Termo St . como no primeirc semi-intervalo, es
a X

te termo sera avaliado por

A(HU)  a(hU) + cU)

w ax oax [ (hU) s qyp e = 005 gy it

R P (Cu)j~1/2,k}

Mas as expressoes dos produtos acima indicados sao da

das como a seguir:

i) 0 produto (hU}j~1/2,k e obtido pela media das pro-
fundidades (h), dos pontos (j+1/2, k-1/2) e (j+1/2, k+1(2), mu
tiplicada pela componente (U) de velocidade do ponto (j+1/2, k)

e reterida ao nivel de tempo (n+1/2), inicio do segundo semi-in

tervalo.
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n+1/¢
U

312, k-i/2 J+1/2, k+i/? 3172,k

ii) 0 produto (hU) e calculado de maneira ana

j-1/2.,k%
loga

n+1/2

[
(hu} . x — {h. + h. ] U
J=1/2,k 2 J=1/2, k-1/2 i-1/2, k+1/2 i-1/2 .k

i11) 0 produto (¢ V) e aproximado pela media

J+1/2,k
dos niveis (z), dos pontos (j,k) e (j+1,k), multipiicada pela
componente (U) do ponto (j+1/2,k). Esta componente (U) e os ni-

Veis (g} correspondem ao inicio do segundo semi-intervalo de

tempo, nivel (n+1/2).

: n+1/2 n+1/2 h+1/2
(cU). == |z + y
e ieluk ) 34172,k
iv) E por fim o produto (zU) e calcutado da

J=1/2,k

mesma forma

gl

-1,k K

1 n+1/2 n+1/2 n+1/2
(Cu)j_1/2 k = E 4 _ U

+ 1
j-1/2.k

Com os produtos definidos a expressao final da deriva

da BU” possui a seguinte forma
5 X
Aty 1 { {h_ . ) Cn+1/2 ) rn+1/2} Un+1/2
ax 2 Ax j+1/2, k=1/2 j+i/2, k+1/2 5k 41,k i1/2,k

n+l/? n+1/2} n+1/2 }
U

) (hj—?/E, 2 FNiege, ke e T

J_?Dk -j:k j_1/2)k
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":](HV)“. ) ) - - . . A
c) Termo S22 ¢ da mesma forma que no primeiro semi

oy
-intervalo de tempo, este termo sera avaliado, partindo-se da

expressao dada por

alHV) _ a(hv + zv)

= -— 1 (hv). - (hv}. +
3y 3y Ay { J.k+1/2 J,k-1/2

+ V)5 e - (Cv)j,k-?/Z}
onde

i} 0 produto (hv)j,k+1/2 e calculado pela media das
profundidades (h), dos pontos (j-1/2, k+1/2) e (j+1/2, k+1/2) ,
multiplicada pela componente de velocidade (V) do ponto
(j,k+1/2). Esta componente (V) ao fim do segundo semi-intervalo,

nivel de tempo {n+1).

n+1

V

(hv}. . ]
/2, k12T

- h + h
Jsk+l/2 7 [ j-1/2, k+1/2

ii) 0 produto (hv) e obtido de forma semelhan

Jsk"1/2
te

n+1

v

e )
J+1/2, k-1/7 k12

1
L

(hv)j,k-1/2 i-1/2, k=172 7

ii1) O produto (Cv)j,k+1/2 e estimado pela media dos
niveis (z), dos pontos (j.k) e (J,k+1), multiplicada pela compo

nente (V) do ponto (j,k+1/2). Com os niveis d'agua (z) referi-
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dos ao nivel de tempo (n+1/2) e a componente (V) correspondendo

ao fim do intervalo de tempo, {(n+1).
{ n+1/2 n+l/2 n+1
(V) . =— | + v
Ikel/2 5 7y 3k i ke1/2
iv) E o produto (;V)j’k+1/2 e obtido de maneira analo
ga
N n+1/2 n+1/2 n+1
e keryz = [5 4 0 ] v
2 J.k Jsk-1 J.k-1/2

Definidos os quatro produtos a expressao final do ter
“a(HV)U

3y
lo de tempo, fica sendo

da equacao da continuidade, no segundo semi-interva-

altv) _ 1
ay 2ay L

n+1/2 n+1/2] n+1
v

(hj—1/2, k-1/2 5y172, katy2 T O, * L

i,k 3L k+1 i,k+1/2

n+i/2 n+t/2 n+1
+ v

- h. + h. +Z g
[ j-1/2, k-1/2 J+1/2, k=172 i,k 3. k-1 J.k-1/2

Com todos os termos da equacao da continuidade na for
ma de diferencas finitas, e possivel apresentar agora a equacao
completa, valida para o segundo semi-intervalo de tempo {n+1/2,

n+1), dada pela expressao a sequir.
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n+1 n+t/2
i z -z +-—l— h + h +
ik ik 9 « j+1/2, k-1/2 J+1/2, k+1/2

ne1/2  nel/2 J el /2
1

+r +
J.k J+1,k J+1/2,k
( ne1/2 n+1/2J nel/? }
-1 h. + h. + + 7 U +
[ Jer/2, k1,2 T e etz TR 12k

n+1/2 n+l/2

n+1
L {[h' 1o, kets2 F o0, ka2t o *z J v
20y 3-1/72, k+ Jrlie, ik ik 3, k+1/2

n+1/2 n+l/2 n+1
y = 0

-l h. + h, + L t G
[ j-1/2, k-1/2 J+1/2, k-1/2 F Kk 3, k+1 J.k-1/2

Js

Isolando-se as variaveis incognitas, ou seja aquelas
correspondentes ao nivel {(n+1) de tempo, e possivel apresentar

a equagao acima da seguinte forma compacta:

n+1 n+1 n+1 n+t/2

-r Y + +r v = A
k172 75 etze o ik VE ke ik

onde

n+1/2 n+l/2

t
. + 1 B
3172, k-1/2 3k J k-1

"e1/2 = [hj—1/2, k-172% M

dhy
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{ nel/2 nel/?2
Pret/2 = &t lh'-1/2 ke1/2 T 0 172, ks1/2 Y tL
N A JriAe, K i.k Jo k1
n+t/2 n+1/?
A — ( + _i\L h. P + h- +
p ik i g-172, k=727 il12, ka2

+r +

nel/? n+1/2} n+1,2
: : U
J-1,k J,k

i-1/2 .,k

ne1/2 n+1/2} n+1/2 }
U

- {hj+1/2, k12t g2, ka2 T T rr

JsK J+l,ks o 3-1/2,k

Equacao dinamica QY

Ilr\ n
a) Termo Qv : avaliado pela diferenca dos valores da
at

componente (V), do ponto (J,k+1/2), nos niveis de tempo {(n+1) e

(n), dividida pelo intervalo de tempo (at).

. n+1 n
&_V;i ) -V
ot At J.k+1/2 J.k+1/2

b) Termo UEE : neste termo a derivada Ay e calcula

g X ax
da pela diferenca dos valores da componente {V), dos pontos
(j+1, k+1/2} e (j-1, k+1/2), dividida pela distancia (2ax). 0

nivel de tempo para calculo desta derivada e (n). Ja a componen
te (U) que multiplica a derivada e obtida pela media (U) dos va
Tores correspondentes aos quatro pontos (j-1/2,k}, (3-1/2, k+1),

(j+1/2, k+1) e (j+1/2,k) no nivel de tempc (n+1/2).
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. n n
TELAR R {v v }
X 2AX J+1, k+1/2 J-1, k+1/2

onde
_ 1 n+1/2 n+t/2 n+1/2 n+l/2
== 1U + U + U + U
4 J-1/2,k J-1/2, k1 J+1/2, k+ J+1/2,k
c) 0 termo EEI: a derivada LAl deste termo e apro
3y ay

ximada pela diferenca dos valores da componente (V) de velocida
de, dos pontos (j, k+3/2) e {j, k-1/2), dividida pela distancia
que & (2Ay). 0 nijvel de tempo para calculo desta derivada e (n).

Por outro lado a componente {V) que multiplica a derivada e to-

mada no nivel de tempo {(n+1}, e esta Jlocalizada no ponto
(3, k+1/2)
W n+1 1 n n
V— z V _ V -V
oy j.k+1/2 72y j.k+3/2 Jj.k-1/2
d) Termo "QU": neste termo a componente U que multi-

plica a constante de Corolis (Q) e calculada pela media de qua-

tro pontos ja definidos anteriormente

U = QL:J
1 racil . . UaCII
e) Termo ¢g“= : a derivada Ty corresponde ao ponto
_ oY _ ‘ .
(i,k+1/2) e e avaliada pela media dos seus valores nos nivets

de tempo (n+1) e (n). Cada um destes dois valores e obtido pela

diferenca de niveis (g), dos pontos {(j,k+1) e {(j.k), dividida
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pelo comprimento (Ay).

n+1 n

3L 11( 3¢ Lle

= x — | = +

W75 ka2 Wi ke1/?

=

onde

N
IQJ
i
—
12
D>]_é
L

n+1 n+1
T -
J skt Jsk

E assim o termo giﬁ tem a sequinte forma
ay
n+1 n+1 n n

3 1
gE v g [c‘ A ]

dy 20y U Jak+! J.k Jak+1 I,k

1 Flle 1 B .

f) Termo g VT ¢ VE T 5 wddulo da velocidade hori

CeH
zontal no ponto (j,k+1/2) dada pela raiz quadrada tem a compo -

nente (V) do ponto (j,k+1/2) tomada no nivel de tempo {n) e a

componente (U) avaliada pela media de quatro pontos (u).

2
STN'E V//u s (" 2
J,k+1/2

D tirante d'agua H = h + ¢ sera calculado com base nos

valores aproximados da profundidade (h) e do nivel (z) para 0
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ponto (j,k+1/2). 0 nivel d'agua (g) corresponde ao nivel de tem

po {n+1/2).

n+1/2

H= (h), +((;)
3:krl/2 3. k1/2

A profundidade {h) no ponto (j,k+1/2) sera calculada
pela media dos valores nos pontos (j-1/2, k+1/2) e (j+1/2,

- X
k+1/2), notada por (h ).

o
M3 ketsz e ™ =5 0512, k2 * Ntz k2]

E o nivel (z;)m’ll/2 no ponto (j,k+1/2) sera obtido da
media dos valores nos pontos (j,k) e (j.,k+1), notada por
(gy)n+1/2

n+1/2 _% n+1/2 n+1/2 n+1/2)
O 2
() =[ | == |z + g J
Jske1/2 g 2 L7,k 3,k+1

0 coeficiente (C) de Chezy cujos valores na malha es-
tao situados nos mesmos nos que os niveis (z) e definido para o

ponto (j,k+1/2) de forma semelhante. 0 nivel de tempo e (n+1/2)

n+t/2 n+1/?
C + C
J,k J.k+1

Por fim, a componente de velocidade (V), que multipli

n+1/2 [_*]n+1/2
(€) = {C
J.k+1/2

~N | —
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ca o nodulo da velocidade horizontal, sera avaliada pela media
dos valores no ponto (j,k+1/2) correspondentes aos niveis de

tempo {(n+1) e {n).

Assim a expressao final do termo de funcao sera

1 n+1 n 1
.V + Y
fa

joke1/2  5.ket/2)

n n

g) Termo Wy : neste termo o tirante d'agua e avalia-
oH
do como no termo anterior.

My Wy
PH (_x [_y}n+1/2}
plh + ¢
" 2 2 " -t
h) Termo ¢ [a .2 V] : a derivada segunda i
axe 3y* X2
e aproximada por
n n n
) -2V + V
52V J+1, k+1/2 J.k+1/2 j-1, k+1/2
2
3 x (Ax)2

E a outra derivada segunda e dada, analoaamente, por:

N n n
V -2V + Y
32V J.k+1/2 J.k+1/2 J, k=172

2
3y )2

(Ay
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Definidos todos os termos da equacao dinamica da dire
cao [0Y] em diferentes finitas, a equacao completa, valida para
o segundo semi-intervalo de tempo (n+1/2, n+1}, se apresenta co

mo abaixo

jamy ||

1 n+1 n 1 n n
— ¥ -V + U — 1V -V
At J.k+1/2 J.k+1/2 2 X J+1, k+1/2 J-1, k+1/2

n+1 1 n n _ q n+1 n+1
+ V — 1V -V + 80U + = 7, -z +
J.k+1/2 Zhy j.k+3/2 J.k-1/2 20y J.k+1 Jsk

2 n
/ U+ (Vv )2
n n .
J.k+1
+ g - T ] + g [

ikel Gk {Ey]nm/z]z (Hx+[£an+1/2]

n+1 n
. 1 [V +V } - Wy -
2 U dake1/2 0 .ke1/2 p(_x (5’} n+‘|/2]
+

h 4
n n n
v 2y o+ v
) -1, k+1/2 j,k+1/2 -1, k+1/2
2
{Ax)
n n n
Y -2V + ¥
i, k+3/2 i, k+1/2 3,k-1/2 -
2
(Ay)

Expressando esta equacao acima em funcao das varia-

yveis incognitas, aguelas no nivel de tempo (n+1), ela assume a
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sequinte forma compacta:

n+1 n+1 n+1 n+l/?2
L +r' Vv S+ z =B
J,k k+1/2  J,k+1/2 k+1 J.k+1 J.k+1/2
onde
gat
r, o= r, g o= 2
k k+1 21y o
/:2 {ﬂ JZ
U +]V
r =1+ JQE[Vn - Vn é}+ 9t _ 1,k+1/2
k+1/2 20y U 3,ke3/2 jLk-1/ 2 [[_y n+1/2}2 [_X [_an+1/2J
k h g

n+1/2 n _ At n n
B =V - U aat +—== |V - ¥
J.k+1/2 J.k+1/2 ZhX J+1, k+1/2 j-1, k+1/2

=2 n \2
. U + |V J
At i k+1/2 N Aty

2 'j’k+1/2 [{Ey n+1/?}2 [ﬂx ) [gg}n+1/?} D[HX . [ggJ n+1/?}

j+1, k+1/2 iLke1/2 -1, k+1/2
2
)

+ eAt

(AX

n n n
v -2V + V
J.k+3/2 J.k+1/2 J.k=1/2

)2

(Ay
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V.4 — SISTEMAS DE EQUACOES DAS LINHAS E COLUNAS

As equac¢oes em diferencas finitas apresentadas no i-
tem anterior referem-se a pontos genericos da malha de calculo.
As equacoes do primeiro semi-intervalo de tempo estao defini -
das em uma linha generica "k" nos pontos sucessivos (j,k) e
(j+1/2,k), correspondendo o primeiro ponto.a equagao da conti-
nuidade e o segundo a equacao dinamica 0X. Analogamente, as e-
quacoes do segundo semi-intervalo de tempo, definidas em uma
coluna generica "j", referem-se aos pontos (j,k} e (j,k+1/2) ,
sendo o primeiro ponto correspondente a equacao da continqida—

de e o subsegliente referente a equacao dinamica 0Y.

A extensao da definicao, sucessiva e alternada, de
equacoes da continuidade e dinamicas a todos os pontos das 1i-
nhas e colunas da malha de calculo e que gera sistemas de equa
coes lineares, cada qual correspondendo a uma linha ou coluna

de calculo.

A seguir sao apresentados os sistemas de egquacoes 1i

neares, gerais, associados a linhas e colunas.

Sistema de equacoes para uma limha generica "k*

0 sistema geral de egua¢oes lineares gerado pela de-

fini¢ao sucessiva e alternada das equa¢oes da continuidade g

dinamica OX em todos os nos da linha generica "k" e dado por:
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PONTO EQUAGRD == m o~ o o oo e e e e

o n+t/2 n+1/2 n+1/?2 n
J NT. -r U + C +r U = A
J-1/2 75 40 J W2 5
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n
J+1/2 DIN, -rd + r' (VI +r r =B
J B2 75000 e T J+1/2
n+1/2 n+1/2 n+l/2 n
J+1 CONT. -r U + T + T U = A
/275 40 14172 312 Tg50 0
n+1/2 n+1/2 n+l/2 n
I-1/2 DIN. -r C + r' u + or. oz =B
S Y 172 7 2 I =y I-1/2
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n
1 CONT. -r U + r + U = A
=172 7140 I /2 12

n+1/2, w_ N+1/2 - .= .
/2 e "¢ /2 sao incognitas, "r" representa coefi-

onde "U
. . n . .

cientes lineares, e npMe o vgMe copstituem os elementos inde-

pendentes. 0s indices contendo "J" e "I" identificam pontos no

1] "

injcio e no fim da linha "k". 0s indices superiores n e
"n+1/2" identificam os Timites inferior e superior do primeiro

semi-intervalo do intervalo de tempo.

Em termos matriciais o sistema de equacoes acima po-

de ser escrito como:



onde A

i

D conteddo

matriz tridiagonal dos coeficientes “pr";

]

matriz coluna dos elementos independentes U

“Bf}“;
matriz linha transposta (ou matriz coluna) das

Cégﬁitas ;;Un-}-'l{/zn e uCIH"?;’Z,,

*

destas matrizes consta da pagina sequinte.

1)

iR~

Na malha de calculo a disposicao das variaveis envol

vidas no sistema de equacoes de uma Tinha esta representada a-

baixo:
x b x b b ox 4 x
¢—F—o—P—o— - P o4
K X 4 X > x b b x s X X
ot T oo D
x - x b b x b ox s
Y
J- 1 Jd Jr i - I~-1 I I+1

Figura V.5 — Posicao das variaveis de uma linha

Com a especificacao de condicoes de contorno nos ex-

tremos da linha. 0 sistema geral e particularizado e

torna-se

possivel resolve-lo. Como as condig¢oes de contorno nos dois ex

tremos da Tinha podem ser de dois tipos, velocidades "U" ou nj

veis "¢", existem quatro tipos de linha de calculo, a que cor-

respondem guatre sistemas de equacoes diferentes.



SISTEMA GERAL DE EQUACDELS PARA UMA LINHA GENERICA *x¢

MATRIZ A ‘ MATRIZ B
e
ol 1
. 0 r{i r J+1/2 F‘J+E 0 0 ¢ o e} n 0 o HJM
¥ “ n
. . 0 o -r%”g 1 30372 o 0 o o ¢ o Q ":‘*;H*;
i 7 n
SR o © © T Tgesze Tae2 0 o0 ° ¢ S Ba43/2
. 0 0 4] 0 ”%-:-3/2 1 rd«rﬁ, 2 C 0 0 G o . AJ+2
2
. 0 0 a 0 o] Q 0 “r1.3y 1 rI-UZ“ 0 3 . e AI-'
i T
- 5} o 0 ¥ 0 o 8 0 “ryap 1-1/? . e BI.—'IK..?
("‘ e r ﬂ
. 0 0 o} 0 0 Q 0 a 0 FIJL‘Z 1 T.1/? f%z
MATRIZ X
— 7 . , ; n+1/2
it ii 7
Yasizz B0 Yaetzz Soet Yasazz Cae2 Yaasse oo Urlage Siop Yilgge Sp Yo - ]




Os guatro tipos de condicoes de contorno para uma 1i

nhka sao:

Condicao de contorno

Tipo inicio fim
1 U U
pd I r
3 z U
4 g 5

As condicoes de contorno, por definigao, sao conheci
das em todos os instantes de tempo. Por isso passam a integrar
a matriz coluna "B", dos elementos independentes, como parte
dos termos extremos {(topo e base). As matrizes dos quatro sis-
temas determinados gerais, correspondentes aos quatroc tipos de
contorno das linhas, estdo nas paginas seguintes, onde ja es-
tao incorporadas as mudangas promovidas pela introducgao das

condicoes de contorno.

Sistema de equacgoes para uma coluna generica "j"
Com a aplicacao alternada e sucessiva das equacoes
da continuidade e dinamica 0Y a todos os nos de uma coluna ge-
nan

nerica "j", o sistema gque surge para ser resolvido no segundo

semi-intervalo de tempo, tem a seguinte forma geral:
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PONTO EQUAGAD oo e o e et e e e

. n+1 n+] n+1 n+l/2
K ONT, -r i + r + T ¥ = A
k=172 T ¢ 12 e Tk
n+1 n+i ‘ N1 n+i/e
K+1/2 DIN. S + v Y Fr 4 = B
“Tx GV2 e R Ty w172
N1 n+d n+1 ntl/?2
K+1 CONT. “P an ¥ + z y y = A
k172 " 12 " ke3/2 ihar2 T Tk
f+] n+1 N+ n+1/2
L-1/2 DIN. -r Z +r' Y I P = B
L1 7 L1725y 40 L L-1/2
4] f+1 n+ n+l/é
L CONT.  -r Y + r + 7 .Y = A
L1725 L L2 e L

e s Ak R L e W Al mo ek W L e G M L s LG M e e A W o e e e b W e e e e b o e b b e e Ao e o i e oy Sk

n+1, o A L I
bl

ik

sao incognitas, “r" representa coeficien-
n+t/2,

onde "V

8A”%?/2“ "B constituem o5 elementos 1in

tes linezres, e
dependentes. 0s Tndices contendo "K' e "L" identificam pontos
no inicic & no fim da coluna "3j". 0s indices superiores "nei/2"
g "n+1" ddentificam os limites inferior e superior do sequndo

semi-intervalo de tempo,

A expressao matricial do sistema de equacoes acima

apresentado para uma coluna & analoga a da linha:
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. MATRIZ A MATRIZ B
n n+1/2
1 Y‘J+1/2 0 0 ) 0 e . o 2] 0 0 AJ + Y‘J”/E UJ-UE
[l ]
"ré r J41/2 ryp 0 0 O e . o} o 0 o BJ+§£2
A . n
0 ~PJ+1/2 1 YJ+3/2 Q o R 0 0 O ] A$*1
L4 ]
¢ O ryg Tz Tgee ° SRR © ° c o Biia/2
1 s Is] n
0 a3 0 ARICYOR f1.5/2 O o 0 0 AJ+2
a 0 0 Q 0 0 s "Prlgye 1 rio12 O %:&4
0 0 o 0 0 0 C e 0 -1 SAIPIIPIUPR g nN
e °1-1/2
o o) 0 0 0 o . e s o 0 -r 1 . . 172
1-172 A Pz Vi
- — S— wo—
MATRIZ X
B ™ n+l/2
5 s * T -
5 Uiz Soer o Yswasz Cuse Mawssz oo Yraze fior Yz
s )2
CONDICDES DE CONTORNG | sl
Lo - 077

G914
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[: 200 Yoz fum o Ve
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r g
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0 - 1 r
J+3/2 J+5/2 o
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8] 0 8] O 0
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3
o
o
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MATRIZ B
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n
Bv1/2
n
AJ+1
n
3+3/2
n
AJ*E
Aﬁ
n n+1/2
Broie - v Yy

sy

AN
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otz
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12372
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1
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DIR I
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et
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B

n

J+1

n
Bje3/2

n
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n+t/2

n
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onde A = matriz tridiagonal dos coeficientes "r";
B = matriz coluna dos elementos independentes ”An+1/2"
o “Bn+1/2“; o
Xt = matriz Tinha transporta {(ou matriz coluna) das in-

cagnitas g g et

As matrizes "A", "B" e "X" sao apresentadas na pagina seguinte.

As variaveis que sao utilizadas no sistema de equa-

coes de uma coluna tem situacaoc, na malha de calculo, mostrada

abaixo:
X + x b 4+ X 4 X
J X 2 X > X 4 X P X b x
A U _ A D
T 91 T T
X 1 x P P x P ox
X
K-1 K K+1 L-1 L L+l
Y
Figura V.6 —- Posicao das variaveis de uma coluna

A semelhanca do que acontece com as linhas, as con-
dicoes de contorno nos extremos das colunas podem ser velocida
des "V" ou niveis "&", havendo entao quatro tipos de colunas
de calculo. A cada uma das colunas de calculo corresponde um

sistema de equacoes diferente.



MATRIZ A

" MATRIZ X

“Txotye

v

K-1/2

SISTEMA GERAL DE EQUACDES PARA UMA COLUNA GENERICA "j®

i PK+‘I/2 0 0 0 o Q 0 o
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Os quatro tipos de condicoes de contorno para uma <o

lTuna sao:
Condicao de contorno
Tipo inicio fim
1 v V
2 v Z
3 4 v
4 g g
As matrizes dos quatro sistemas de equacoes, particu
larizados para os quatro tipos de condicoes de contorno que

uma coluna pode ter, sao mostradas nas paginas seguintes.

Definida a forma das matrizes tridiagonais para cada
tipo de contorno de Tinha ou de coluna, a mecanica de solugao
do escoamento em um intervato de tempo resolve as matrizes, co
mo ja foi indicado no inicio deste capitulo, de modo a propor-
cionar uma "varredura" no plano de calculo. No primeiro semi-
intervalo de tempo, as matrizes tridiagonais correspondentes
as linhas sao resolvidas sucessivamente, uma a uma. No segundo
semi-intervalo e a vez das matrizes tridiagonais das colunas
serem resolvidas, tambem uma a uma. Ao final de cada intervalo
de tempo resulta entao um campo de velocidades "U" e "V" e ou-

tro de niveis "i".

A resolucao individual de uma matriz tridiagonal, is
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to e, de um sistema de equacoes lineares tridiagonal e comumen
te resolvida pelo metodo de eliminacao de Gauss. No programa
computacional do modelo bidimensional objeto desta dissertacac

utilizou-se ¢ algoritmc de Thomas.
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V.5 — EFEITOS DA DISCRETIZACAO NUMERICA

A avaliacao de um esquema numerico de um modelo mate
matico e realizada com a analise comparativa entre as equacoes
diferenciais originais e as correspondentes equacoes do esque-
ma numerico, envolvendo aspectos de consisteéncia,convergencia,
estabilidade e acuracidade. Nos esquemas em diferencas finitas
as equacoes numericas sao equacoes algebricas de diferencas de

correntes da discretizacao espacial e temporal.

A diferenca entre equacoes diferenciais e equacgoes
de diferencas, com intervalos de tempo e espaco tendendo a ze-
ro, traduz um problema de consisténcia. Uma equacao de diferen
cas e consistente com uma equacao diferencial se o erro de
truncamento (diferenca entre a equacao diferencial e a equacao
de diferencas) tende a zero quando os intervalos de tempo e es

paco tambem seguem esta mesma tendencia.

0 erro de truncamento presente nas equagoes de dife-
rencas e responsavel pelas discrepancias encontradas entre as
solucoes exatas das equacoes diferenciais e as solucoes exatas
das respectivas equacoes de diferencas. Estas discrepancias,
tambem chamadas de erros de truncamento {(ou de discretizacao)

das solucoes, constituem um problema de convergencia. Mesmo pa
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ra equacoes consistentes o problema de convergéncia das solu-
¢oes existe, em maior ou menor grau, porque o erro de trunca -
mento faz parte das equacoes de diferencas. F considerada con-
vergente a equacao de diferencas que tiver solucao tendendo pa
ra a solucao da equacao diferencial respectiva, quando os in-

tervalos de tempo e espaco da discretizacao tendem a zero.

A solucao de equacoes de diferencas de um esquema nu
merico envolve sempre algum processo numerico de calculo. A di
ferenca encontrada entre a solucao numeérica e a solucao exata
de uma equacao de diferencas, o erro numerico, geralmente ocor
re por falhas de arredondamento introduzidas pelos calculos di
gitais em computador. 0s erros numericos constituem-se em uma

fonte de perturbacoes que podem, assim Como outras causas, pro

vocar instabilidades no desenvolvimento dos calculos.

A analise de estabilidade numerica preocupa-se em es
tabelecer condicoes sob as quais as perturba¢oes de gqualquer
natureza, introduzidas nos calculos, nao se amplificam. Quando
os erros se amplificam no decorrer do tempo as solucgoes tornam
-se precarias e o0s calculos podem ser interrompidos devido as
grandes oscilacoes. As condicoes de estabilidade variam de es-
quema para esquema, mas, em geral, 0s esquemas de diferencas
finitas implicitos estao sujeitos a condigcoes menos rigorosas
gue os explicitos. Estas condigoes envolvem relacoes entre 0S
intervalos de tempo e espaco e caracteristicas de ondas propa-

gadas.

Para um esquema numerico, se as eqguacoes de diferen-
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cas sao consistentes e as solucoes numericas $3o estaveis, ge-
ralmente estas sac também convergentes {Lax & Richimeyer,1956,ref, 40

Com isso a analise de convergencia torna-se dispensavel.

0 efeito global dos aspectos relativos a um esquema
numerico, de consistencia, convergencia e estabilidade, pode
ser avaliado atraves de um exame da »nrecisao Go esquema, A

precisag e medida pela diferenca entre a solugac exata da
equacao diferencial e a solucao numerica da eguacaoc de diferen
cas, abrangendo, por issoc, o problema da convergencia. Entre-
tanto, os indicadores numericos de avaliacao de esguemas nume-
ricos geralmente tem origem na analise de estabilidade. Estes
indicadores resumem aspectos da discretizacao espacial e tempo
ral e das caracteristicas do escoamento e servem para orientar
3 aplicacao pratica dos modelos matematicos numericos. No caso
de modelos matematicos com esquemas implicitos esta orientacan,
muitas vezes, diz respeito somente a busca de melhor precisae
para as solugoes porque as condigoes exigidas para uma pre-
cisao razoavel geralmente sdo mais rigorosas do gue as re-
queridas pela estabilidade numerica. 0s esquemas implicitos po

dem ser estaveis e, ao mesmo tempo, impreciscs.

A invastigacge da estabilidade e oprecisao de es-
quemas numericos pode ser realizada pela analise teorica ou
por testes praticos. Na verdade, ambos sac complementares. A
analise teorica de estabilidade e nrecisao numericas so @
vossivel guando as equacoes diferenciais do modelo sao linea-
res. Quando ha termos nao lineares nas eguacoes o modelo deve,

com mais razac, ser testado na pratica, seguindo, entretanto,
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orientacao baseada em resultados obtidos teoricamente com es-
quemas analogos de equacoes lineares. Leendertse (1967) reali-
zou 0s dois tipos de investigacao e fim de avaliar os efeitos
da discretizacao numerica do esquema ADI por ele adaptado ao

escoamento bidimensional com superficie livre.

Ro adotar um esquema numerico do tipo ADI, Leen-
dertse {1967) procurou uma representacao em diferencas finitas
mais precisa e estavel possivel gque tivesse maior economia no
tempo de calculo. A economia de tempo foi obtida com a adapta
cao da filosofia do metodo ADI a malha de Platzman (1959) e
com a formulacao de equacoes de diferencgas que resultassem em
sistemas lineares de equacoes com matrizes tridiagonais asso-
ciadas individualmente é tinhas ou colunas da malha. Sistemas
lTineares com matrizes tridiagonais tem rapida solugao computa-
cional. A maior precisao, por sua vez, foi prevenida com a ado
¢cao de formas, o maximo possivel, centradas no tempo e no espa
co, tendo em vista, entretanto, as restricoes impostas pelo ob
Jetivo de chegar a sistemas tridiagonais lineares. Como resul-
tado, todos os termos das equacoes de diferencas estao centra-
dos no espag¢o mas nao estao perfeitamente centrados no tempo
0s termos convectivos (termos de inércia nao lineares) e 0s
termos de rugosidade {gue tambem sao nao Tineares} das equa-

coes dinamicas.

0s termos convectivos sao bastante importantes na re
producao do campo de velocidades, mas se nao forem conveniente

mente discretizados constituem-se em fonte de instabilidades
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nos esquemas numericos. 0s termos convectivos transferem ener-
gia das maiores para as menores escalas espaciais, na chamada
"cascata de energia" {cap. IIl), e a malha numerica discreta,
nao permitindo reproduzir este fenomeno em escalas da ordem de
grandeza das celulas, provoca instabilidades na solu¢ao por a-
cumulo de energia. Segundo Phillips {1959) a transferencia de
energia e bruscamente interrompida na escala equivalente a
duas celulas da malha o que equivale a distancia "AX" {ou Ay)
da malha empregada por lLeendertse (1967). Mais especificamente,
as instabilidades sao geradas pelo acumulo de energia das on-
das com comprimento de onda iguais ou menores que esta escala
de "corte" dada por Philiips (1959). Ondas com tais caracteris-
ticas nao podem ser propagadas pela malha, perturbando o escoa
mento das maiores escalas espaciais. Téis perturbacoes podem
entretanto, ser amenizadas e controladas por processos de dis-
sipacao de enefgia nas escalas espaciais menores. Leendertse
(1967) abordou este problema embutindo na discretizacao numeri
ca dos termos convectivos um "filtro numerico", um dos meios
possiveis, segundo Ramming e Kowalik (1981), de dissipacao de
energia de fontes instabilizadoras. Desta forma o filtro nume-
rico empregado por Leendertse e capaz de amenizar tambem insta
bilidades com origem ate no contorno irregular do fundo. T in-
teressante ressaltar, ainda, que a dissipacao de energia com
origem na discretizacao espacial e temporal e uma caracteristi
ca freqtiente dos esquemas numericos. Como a identificacao pre-
cisa da origem de tal dissipacao e dificil, ou mesmo 1mprST~
vel, genericamente a causa e referida como "viscosidade numéri
"

ca A viscosidade numerica pode ser entendida como o resulta-
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do da atuacaoe de inumeros filtros numericos embutides nio  in-
tencionalmente nas equacgoes. Por isso e um assunto complexo,

conforme poede ser visto em Roache (1972},

Guanto-a representacdo do termo de rugosidade {atri-

;

to com o fundo} que e nao linear a analise de Leendertse{1967)
foi inconclusiva porgue sua atuacac ¢ bastante peculiar, poden
do ser fonte de instabilidades e, ac mesmo tempo, ser um termo

estabilizador. Desta forma nao & possivel estabelecer com cer-

teza uma discretizacao que seja melhor que as outras.

Estas considerac¢des sobre as representagdes numéri-
cas dos termos nac Tineares sao importantes porque as analises
teoricas fornecem resultados somente para equacoes sem termos
nao lineares. 0s possiveis efeitos, mesmo sendo gualitativos e
individuais, dos termos nao lTineares e que vao balisar a impor
tancia dos resultados obtidos de analises teoricas com  equa-

coes lineares.

A analise teorica dos efeitos da discretizacao nume-
rica realizada por Leendertse {1567) baseou-se inicialmente em
esquemas numericos de diferencas finitas explicitas e impltici-
tas de sistemas lineares unidimensionais. A avaliacao da esta-
bilidade numérica seguiu a metodologia de Von Neumann e a acu-
racidade foi analisada segundo avaliacao de deformacao de onda.
A analise de deformacao de onda, idealizada  por  Leendertse
{1967), introduz o conceito de fator de propagacao como a ra-
zao complexa da amplitude e fase da onda propagada numericamen

te em relacac a onda fisica, no tempo necessario para que a on



133

da fisica percorra um comprimento de onda. 0 modulo desta ra-
zao mede a relacao entre as amplitudes enquanth que 0 argumen-
to mede o defasamento entre as ondas. 0 defasamento tem estrei
ta relacao com a razao das celeridades das ondas calculada e

fisica.

A analise de esquemas implicitos incondicionalmente
estaveis para um sistema de equacaes lineares unidimensionais,
sem termo de rugosidade, com respeito a deformacio de onda, for
nece como resultado que, para o esquema centrado, a amplitude
da onda calculada e conservada e, para o esquema progressivo,
ha um decaimento com o passar do tempo. Com respeito as ce]ef
ridades, ambos os esquemas atrasam a onda, isto &, as ondas
calculadas sao propagadas com celeridades inferiores a real. A
magnitude dos achatamentos (caso so do esquema progressivo) e
dos atrasos das ondas (nos dois esquemas) podem ser visualiza-
dos nas figuras V.7 e V.9 que foram apresentadas por Leendert-
se {(1967). Estas figuras mostram o grau de deformacao de uma
onda calculada em funcao de relagao "A/aAX" (comprimento da on-
da fisica simulada pelo tamanho da celula) e do nimero de Cou-
rant (At/Ax) /gh, que expressa o numero de celulas da malha de
calculo percorridas em um intervalo de tempo na propagacao da
onda. Quanto maiores os valores de "A/4X" e menores 0s
de "(at/ax) /gR" melhor & a representacao da propagacdo de
onda por modelos numericos. A orientacao principal destes
graficos de deformacao de ondas e que para valores de
"\/6X"  menores que 10, a onda sera pobremente repre-

sentada mesmo para numeros de Courant menores que a unidade.
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Por outro lado, quando a representacao espacial da onda e mais
precisa (A/AX maior que 50) nao ha atraso significativo da on-
da calculada, mesmo para numeros de Courant altos da ordem de
cinco. Entretanto, nao ha garantias com relacao a conservacao
da amplitude (caso do esguema progressivo). £ interessante
constatar nas figuras que a celeridade das ondas calculadas €

Zero para i = Z2AX.

Com a introducao de um termo linear de rugosidade
na equacao dinamica, a analise de deformacao de ondas, com os
mesmos esquemas numericos, fornece resultados significativamen
te diferentes dos anteriores. 0 esquema centrado que nao provo
cava alteracoes na amplitude da onda, por exemplo, passa a au-
mentar a amplitude {figuras V.10 e V.11). Esta amplificacao e
bastante significativa para numeros de Courant maiores que cin
co e ")/AX" menores gue 100. Leendertse (1967) constatou tam-
bem que o ajuste do coeficiente de rugosidade linear para que
a onda calculada nao tenha a amplitude alterada e nem se atra-
se, € impossivel. Assim, uma onda calculada, com celeridade a-

justada iqual a da onda fisica que quer representar, tera for-

¢cosamente sua amplitude aumentada.

A extensao da analise de deformacao de onda ao caso
bidimensional e bastante complexa pela infinidade de direcoes
que os vetores de velocidade podem assumir no plano horizontal.
Afim de contornar este problema matematico admite-se como indi

cativos validos para o caso bidimensional, os resultados obti-
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V.6 — DADOS DE ENTRADA E SAIDA DO MODELO COMPUTACIONAL

Para a utilizacao pratica do modelo bidimensional
descrito neste capitulo foi desenvolvido um programa computa-
ctonal na linguagem FORTRAN, adaptado ao computador Burroughs
B6700 da UFRGS. 0 programa encontra-se gravado em fita magneti

ca.

0s dados de entrada que o modelo bidimensional neces
sita sao divididos em duas categorias: dados fixos e dados de
evento 0s dados fixos sao aqueles referentes a geometria
tridimensional do leito do corpo d'agua em estudo, isto e, a
sua forma e localizacao em planta e as profundidades retati-
vas a um plano de referencia. O0s dados de evento, como o:pro-
prio nome deixa implicito, constituem-se nas condicoes de con-
torno de um determinado evento, que sao niveis e/ou velocida -

des, em pontos definidos, e ventos agindo na superficie livre,

Na forma como foi concebido o modelo o primeiro pas-
S0 para promover a simulacio de escoamentos de um corpo d'agua
bidimensional & a adaptacao de uma malha com celulas retangutla
res (item V.2) que o abranja na sua totalidade em planta. 0s
lTados "AX" e "Ay* das celulas quanto menores melhor represen -

tam os contornos (bordas), mas a definicao dos tamanhos e rea-
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ltizada, geralmente, mais em funcao da memoria disponivel dos
computadores do que em func¢ao de consideracoes relativas a acu
racidade e precisao dos resultados. De uma maneira geral, .en—
tretanto, deve-se procurar um tamanho de quadricula que, alem
de bem representar o contorno fisico, seja capaz de proporcio-
nar correntes compativeis com os dados de campo disponiveis e
com a utilizacdo posterior em planejamento. Como precaucao as

distorgoes numericas as celulas devem ter lados com menos de

20% (item V.5) dos comprimentos de ondas paralelas tipicas.

A malha de calculo que abrange o corpo d'agua tem sem
pre a forma retangular, por razoes computacionais. Por isso, na
representacao de corpos d'agua com contorno irregular, varias
quadriculas nao terao qualquer calculo desenvolvido sobre elas.
No "desenhoh do contorno geral a malha de calculo deve ser a-
justada compatibilizando o fato de que as quadriculas sao defi
nidas por apenas dois dos quatro Tados (item V.2). A conjuncao
dos contornos individuais de todas as quadriculas e que forma
o contorno geral do corpo d'agua. No modelo, um vetor unidimen

sional com o0s codigos das quadriculas define este contorno.

Para direcionamento do calculo em uma malha retangu-
Tar com um contorno irregular definido em seu interior o mode-
To computacional faz uso de sub-linhas e sub-colunas. Uma sub-
-Tinha/sub-coluna de calculo e um trecho de linha/coluna em
cujos extremos ha quadriculas com condicoes de contorno pre-es
tabelecidas. Desta forma uma linha/coluna geral da malha pode
conter varias sub-linhas/sub-colunas de calculo. £ a cada sub-

-Tinha e sub-coluna, portanto, que vai corresponder um sistema
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de equacoes e respectiva matriz tridiagonal para solucionar,
em cada intervalo de tempo (item V.4). Por isso, as sub-Tinhas
e sub-colunas sao individualmente identificadas conforme a lo-
calizacao na malha geral. 0Os vetores de identificag¢ao das sub-
-1inhas e sub-colunas em conjunto com o vetor dos codigos de
contorno de todas as quadriculas da malha esgotam a representa

cao horizontal do corpo d'agua.

Apos adaptada a malha horizontal de calculo devem ser
definidos os dados verticais: as profundidades. Na cartografia
a forma em planta de um corpo d'aqua e ditada por um espelho
d'agua cuja cota geralmente e a referencia zero para definicao
das profundidades. A cota do espelho d'agua e unica se ele for
horizontal, isto e, se as perpendiculares em todos os pontos
saoc paralelos ao eixo da aceleracao da gravidade nestes mesmos
pontos. Para o modelo bidimensional, o plano de referencia e,
por facilidade, freqttentemente coincidente com o plano horfzog
tal de referencia zero {(para as profundidades) na <cartogqrafia

disponivel.

Na malha de calculo os valores das profundidades sao
lTocados nos cantos superiores direitos das quadriculas (item
V.2). Estes valores devem ser obtidos por interpolacao, conside
rando a area de influencia de cada valor que e uma guadricula.
A entrada dos dados de profundidade obtidos e feita, para o mo

nvolvido, atraves de um v r arra unidimensional}
delo dese Tvid t d etor (" y" d al)

Com respeito a orientacao da malha de calculo  como

um todo os dados necessarios sao a latitude media e a orienta-
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¢ao (angulto sentido horario) relativa ao norte geografico. Sao
estes dados que permitem o calculo do coeficiente de Cariolis
(cap. II) e a decomposicao do vetor velocidade do vento segun-

do o0s eixos horizontais "X0Y" da malha.

0s pontos onde as condigoes de contorno de niveis e/
ou velocidades (dados eventuais) se fazem presentes sao defini
dos em conjunto com a adaptacao da malha de calculo. A identi-
ficacao das sub-linhas e sub-colunas condicoes de contorno e
realizada da mesma forma gue as sub-Tinhas e sub-colunas nor-
mais. A diferenca e que as guadriculas das sub-linhas e sub-co
lunas condicoes de contorno sao alocados, em cada intervalo de
tempo de calculo, valores conhecidos de velocidade, ou nivel,

conforme for a opcao e o evento.

E interessante ressaltar que, respeitados os limites
de memoria disponivel em computador, tempo de processamento e
condicoes fisicas do problema, a forma de representacao do lei
to do corpo d'agua no modelo computacional permite reproduzir
qualquer recorte em planta e qualguer comunicacao com sistemas
externos (condic¢oes de contorno). E possivel a representacao
de ilhas, estiroes e outras conformacoes compativeis com a es-
cala espacial da malha. A limitacao gue persiste e a imutabili
dade do recorte, nao havendo reproducao de possiveis alagamen-

tos das margens.

Alem das variaveis velocidade e nivel condicoes de
contorno, a outra variavel do tipo eventual e o vetor velocida

de do vento gque e considerada no modelo como variavel concen -



trada. Desta forma, a cada intervalo de tempo, ha apenas um ve
tor velocidade do vento agindo em todo o plano de calculo. No
modelo computacional desenvolvido os dados de vento sao repre-

sentados por velocidades e respectivos sentidos de destino (an

gulos em relacao ao norte geografico, sentido horario). Um ven

to na direcao ceste-leste tem angulo de 90Y por este critério.

0s dados basicos de saida previstos no programa com-
putacional e que permitem avaliar o ajuste e desempenho do mo-
delo bidimensional sao os valores de nivel e das componentes
de velocidade em todas as quadriculas de calculo do corpo d'a-
gua, em cada intervaio de tempo. 0Os vetores velocidade em cada
quadricula podem ser visualizados com a opcao de impressao, via
impressora comum, de um mapa de correntes onde aparece tambem

0o contorno do corpo d'agua.

0 modelo tambem tem opcoes de calculo de trajetorias
de particulas de fluido situadas inicialmente em qualquer qua-
dricula e intervalo de tempo. Da mesma forma estao previstas
opcoes de calculo de vazoes em gqualquer secao previamente iden

tificada.
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V.7 — PARAMETROS DE AJUSTE DO MODELO COMPUTACIONAL

Os parametros de ajuste do modelo computacional sao
definidos em funcao da formulagao empregada para os termos de
atrito das equacoes bidimensionais (cap. IV). Nas equacoes a-
presentadas os termos de atrito compreendem os fenomenos de ar
raste da superficie livre pela acao dos ventos e de resisten-
cia ao escoamento oferecida pela superficie do leito e pelo

proprio fluido.

A formulacao da forca de arrasto devido ao vento tem
origem em formula geral da Mecanica dos Fluidos. Por unidade

de area, e dada por:

o= ey Cig b Vg | Vg
onde °, = massa especifica do ar (= 1,205 Kg/m?)
V1D = vetor velocidade do vento 10 m acima da superficie
Tivre
610 = coeficiente de arrasto (adimensional)

As componentes "wx" ] "wy“ segundo os eixos da malha
de calculo estdo presentes nas equacoes do item V.3. Na solu-
cao por linhas e colunas do esquema multioperacional {item

1l

V.4) a componente “wx deve ser definida no primeiro semi-in-
tervalo de tempo e a componente “Ny“, no sequndo semi-interva-

lo. As expressao destas componentes sao:
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e 2
Wo=r, Gy | L | sent e
Hy =0y Gy P Vg Iocoso
oo =
com 9 = Ow OM

ande © = angulo do vetor velocidade do vento em relacao ao
gixe 0Y da malha de calculg, sentido horario
¥§w = analogo ao antericr mas em relacao ao norte geogra-

fico
EUM = angulo do eixo 0Y da malha de cdiculo em relacao ao
norte geografico, sentido horario.

-
fHif 1]

A velocidade Y10 do vento e padronizada, sendo me-
dida a 10 m de ajtura acima da superficie livre para eyitar
perturbacoes de camada limite. Sendo conhecido o vents @ a mas

sa especifica do ar a forca de arrasto calculada e dependente

n 1

do aoeficien%e_de arrasto HCEO admitido. 0 coeficiente “ﬁ?ﬂ
e, portanto, um parametro de ajuste para o atritoc do vento com
a superficie livre. Entretanto nac e usual a variacao deste
coeficiente para calibracdo do modelo a determinado evento por

que sua sensibilidade & bem menor que a de coeficientes de a-

trito com o fundo.

A expressao para o coeficiente de arrasto "¢ no

10
modelo bidimensional apresentado neste capitulo foi apresenta-
da por Ramming e Xowalik (1981} e e devida a Garrat. Foi esco-

thida por ser proveniente de ampla pesquisa em oceancs e apre-
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sentar uma relacao de dependencia com a velocidade do vento.
E dada por:

Coq = (0,75 + 0,067 | V¥, |)/1000; V., em m/s.

10 10 10

As tensoes de atrito lateral e de atrito com o fundo
nas equacoes de item V.3 contem respectivamente os coeficien-
tes "e" e "C". Para uso no modelo as expressoes destes coefici
entes foram definidas com base no "perfil turbulento" de velo-
cidades de Prandtl. Com o perfil de Prandtl admitido tais ex-
pressoes envolvem relacoes com profundidades e velocidades (ca
so especifico do coeficiente de atrito lateral). Desta forma
consegue-se coeficientes variaveis no tempo e no espaco, que e
um comportamento mais proxima da realidade. Deve-se alertar,
entretanto, que expressoes baseadas no perfil de Prandtl estao
sujeitas as mesmas restricoes de generalizacao da teoria desen
volvida por tal autor. Na verdade, a variabilidade espacial e
temporal obtida para os coeficientes de atrito lateral e com o
fundo e uma decorrencia matematica da aplicacao da teoria  de
Prandtl a escoamentos nac permanentes nos diversos pontos do
plano de calculo. Isto e, os coeficientes sao calculados ponto

a ponto, independentemente, em fungao apenas de grandezas Tlo-

cais, variaveis no tempo.

As expressoes, acima referidas, para os coeficientes
de atrito Tateral e de atrito com o fundo (coeficiente de Che-

zZy) sao as seguintes(ref.16):



148

e bK VFE_ VU2 1 vz H (coef. de atrito lateral)
310

c Y9 (pn B 1} (coef. de Cheézy)

K L Z,

onde as grandezas ainda nao definidas neste capitulo sao:

-~
I

parametro de Von Karman

z = parametro de Prandt]

Para inclusao nas equacoes em diferengas finitas {i-

tem V.3) foram utilizadas as seguintes expressoes:

Primeiro semi-intervalo de tempo (n, n + 1/2)

e-K g {[un_1/2 4-32]}1/2 [ﬁx ¥ sz]

= 1
onde h = 5 {hj-1/2,k * hj+1/2,k * hk+3/23k N

+ h.

*+h; J+3/2,k—1}

s 172,k-1 % P5a1/2, k-1
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Segundo semi-intervalo de tempo {(n+1/2, n+1)

] { n ) ZTQJZ . -
vy o F [V é ! {'ﬁy + ﬁy]'
60 i 9, ke1/2 |

}
Tk
ey
R
-l

| I/ h ’
‘a i E -¥
e [an [[F ey 1|
K | ;

onde h + h,

[hi“TfEsk~1 -tz Noss,ker

T |

N §1j+1;2,k-1 *higxt hj+1;3§k+? 1

]
~

As demais variaveis estdo definidas no item V.3,

"z " e, no perfil turbulento de veloci-

0 parametro o

dades de Prandtl, uma medida da ordem de grandeza da espessura
da camada timite, isto &, uma medida muito pequena que ¢ afeta

da pela natureza do fundo.

0 parametro "K' de VYon Karman na teoria de Prandt]l e
um coeficiente linear adimensional que estipula a dimensdap do
"comprimento de mistura® em funcao da proximidade de uma pare-
de rigida {cap. III}. {0 “"comprimento de mistura" & um conceito
basico na teoria de turbulencia de Prandtl e da uma ideia  do
grau de turbulencia que pode se estabelecer em um determinado
ponto do fluido. Para aqua sem impurezas o valor de "K" & 0,4,

Com sedimentos em suspensao este valor diminui.
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Estes aspectos relativos a natureza dos coeficientes
na teoria original de Prandtl sao uteis para o balisamento de
suas ordens de grandeza. A utilizacao destes coeficientes na
formulacao bidimensional e a posterior discretizacao numerica
podem fazer divergir os valores empiricamente definidos em ca-
libracao dos valores medidos, ou definidos teoricamente, sob
a otica da teoria de Prandtl. Convem, portanto, utilizar estes
ultimos apenas como referencia basica para o processo de cali-

bracao.

Devido a natureza empirica inerente dos parametros
"K' e “zo“ do modelo bidimensional e aceitavel o procedimento
de fixar um valor para um dos parametros, deixando apenas .o ou
tro como variavel de ajuste. Com um unico parametro conseguem
-se ajustes mais rapidos. Naturalmente que, tornar um ou outro
parametro constante, significa escolher entre duas opc¢oes dife
rentes para formulacao dos coeficientes de atrito lateral e a-
trito com o fundo. O fato destes coeficientes serem mais sensi
veis as variacoes do parametro "K" de Von Karman pode ser  um

indicativo de qual opcao escolther.
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¥.8 — MODELO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL COM ESQUEMA DE LEEN-
DERTSE: CONCLUSOES

Neste capitulo procurou-se descrever em detalhe 0
processo de construcao de um modelo matematico hidrodinamico
bidimensional com o esquema de diferengas finitas de Leen-
dertse (1967), apresentando diversos aspectos conceituais e nu

mericos que orientam a sua utilizacao pratica.

0 esquema multioperacional concebido por Leendertse
compatibiliza a malha numerica defasada de Platzman (1959) com
um esquema tipo ADI para intencionalmente produzir apenas sis-
temas tridiagonais 1lineares para resolver. Desta forma, estan-
do as equacoes em diferengas finitas centradas no espago e . no
tempo (com excecgao emrelacao ao tempo dos termos convectivos e
de ‘atrito com o fundo), o esquema numerico resultante e signifi
cativamente economico e estavel, sendo, por i1sso, um cdos mais

apropriados para representacao de escoamentos bidimensionais.

O0s aspectos numericos que merecem destaque no modelo
dizem respeito a analise de deformag¢ac de ondas idealizada por
Leendertse {1967) para sistemas de equacoes lineares, mas que
fornece indicacoes valiosas para obtencao de respostas mais a-
curadas, com base em relacgoes entre intervalos de tempo, espa-
¢o e comprimento de onda. A presenca de termos nao lineares
(termos convectivos e de atrito com o fundo) nas equacoes dife
renciais e a bidimensionalidade certamente tornam mais comple-
xas as analises de deformacao. Entretanto, o carater implicito

e centrado no espaco das equacoes bidimensionais em diferencas
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finitas permitem inferir um comportamento aproximado ao de e-
qua¢oes lineares, donde provem indicacoes gquanto a estabilida-

de e acuracidade.

0 programa computacional elaborado na linguagem FOR-
TRAN para o modelo bidimensional tem como caracteristicas prin
cipais a flexibilidade de representacao de um "recorte" qual-
quer do corpo d'agua (a forma em planta) e a utilizacao do per
fil turbulento de velocidades de Prandtl para a definicgao de
coeficientes de atrito lateral e com o fundo (coeficiente  de
Chezy) variaveis no tempo e no espaco. Como parametros de ajus
te resultam, entao, os conhecidos "K" de Von Karman e ”zo“ de
Prandtl (cap. III), cujos significados fisicos, ordem de gran-

deza e faixas de variacao estao bem definidos para muitas si-

tuacoes praticas.



VI — APLICACAO DO MODELO BIDIMENSIOMAL AO RIO GUAIBA

¥YI.1 — INTRODUCAO

0 rio Guaiba e um dos mananciais de agua doce mais
importantes do sistema costeiro lagunar do Rio Grande do Sul,
principalmente devido a localizacgao da capital, Porto Alegre,

em suas margens.

Na verdade, o "rio" Guaiba € um lago que se situa en
tre o chamado delta do Jacuil e a lagoa dos Patos, o mais exten
so corpo d'agua do sistema lagunar. 0 complexo hidrico do del-
ta do Jacui, situado logo a montante do rio Guaiba, e uma rede
de canais naturais formada pela contribuicao dos rios Jacuil,

Cal, Sinos e Gravatail.

Por ter caracteristicas eminentemente bidimensionais,
o rio Guaiba constitui-se em um corpo d'agua onde a aplicacao
de um modelo bidimensional pode ajudar no conhecimento do. seu
regime hidrodinamico. Portanto, a aplicacao ao rio Guaiba do
modelo bidimensional desenvolvido nos capitulos anteriores, a-
lem de servir de exemplo, procura mostrar que esta tecnica po-

de se tornar importante no gerenciamento futuro de suas aguas.
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VI.2 — ASPECTOS GERAIS DO ESCOAMENTO NO RIO GUAIBA

0 sistema costeiro lagunar a que pertence o rio Guai
ba € parte integrante da bacia hidrografica de Sudeste. A ba-
cia de Sudeste (fig. VI.1) e responsavel pela drenagem de cer-
ca de 147.000 Km? do Rio Grande do Sul e 30.000 Km? do Uruguai,
estando situada entre os paralelos 500 e 550 peste e Tatitudes
280 e 350 sul. O rio Guaiba nesta bacia hidrografica recebe con
tribui¢ao dos rios Jacui, Cai, Sinos e Gravatal que drenam uma
area total de 82.000 Km2. Aproximadamente 90% desta contribui-

¢ao provem somente do rio Jacul.

0 rio Guaiba, a lagoa dos Patos e a lTagoa Mirim sao
os corpos d'agua bidimensionais que, interligados, formam = o
sistema costeiro lagunar da bacia de Sudeste (fig. VI.2). a
rio Guaiba tem superficie de aproximadamente 468 Km? e profun-
didade media de 4 m. As lagoas dos Patos e Mirim possuem areas
em torno de 10.000 e 4.200 Km? e profundidades medias da ordem
de 7 m. A lagoa dos Patos tem localizag¢ao intermediaria neste
sistema, estando ligada ao norte, pelo estreito de Itapoa, ao

rio Guaiba, e ao sul esta unida, pelo canal de Sao Gongalo, a

lagoa Mirim.

0 regime hidrodinamico deste sistema lagunar, no
qual o Guaiba esta inserido, e bastante complexo tanto na epo-

ca de estiagem como na epoca de cheias.

No periodo das cheias, majo a outubro, a Tlagoa dos

Patos recebe em media 3.000 m?*/s (ver fig. VI.3) do rio Guaiba,
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ric Camaqua e canal de Sao Gon¢alo {lagoa Mirim), tendo como
unica saida para o Atlantico, o canal do Norte. Em certos even
tos de cheia o escoamento na parte sul da lTagoa dos Patos pode
se tornar c¢ritico pelo acumulo de aguas, por represamento, de

cheias da lagoa Mirim.

No periodo de estiagem, novembro a abril, a contri-
buicao media de 800 m®/s a lagoa dos Patos naoc deixa transpare
cer os problemas que podem ocorrer em decorrencia do regime hi
drodinamico do sistema lagunar, principalmente no que se refe-
re a possibilidade de salinizaciao de aguas das ltagoas dos Pa-
tos e Mirim e a perturbacao da circu]acao das aguas do rio
Guaiba (fig. VI.4). Esta perturbacac se manifesta, em seu efei
to, mais significativamente nos fenomenos localizados de inver
sao de correntes, onde escoamentos se processam em sentidos di
ferentes do proporcionado pela gravidade, podendo inclusive a-
tingir o delta do Jacul e o baixo curso de seus quatro formado

res.

Em que pese a ausencia de estudos consolidados das
relacoes de causa e efeito dos diversos fatores que intervem
no escoamento do rio Guaiba, as informacoes disponiveis indi-
cam ser de grande importancia a influencia exercida pela acao
dos ventos. Entretanto, a falta de uma rede suficientemente.dqg
sa de aparelhos registradores de velocidades e direcoes dos ven
tos, ao longo das margens do rio Guaiba e lagoa dos Patos, im-
pede que sejam estabelecidas correlagoes efetivas entre ventos

e niveis d'agua observados nas estacoes linigraficas existentes.
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No relTatorio n0 6 DMAE/IPH (1978), o vento & apresen
tado como um "fator aleatorio” de elevacao ou abaixamento dos
niveis d'agua na secao Ilha da Pintada (Ponta da Cadeia), em
contraposicao a outro fenomeno que teria caracteristicas requ-
lares: a "seiche" do Guaiba. Seiche, entendida aqui como osci-
lacao propria, reqular, do nivel d'agua em lagos e baias tem

origem, principalmente, meteorologica e sismica.

No rio Gualba, a oscilacao aproximadamente regular
dos niveis com periodo em torno de 24 horas foi detectada pela
primeira vez por Azevedo (1945) em linigramas de um posto Timi
grafico localizado em Porto Alegre. A existencia deste fenome-
no, sem duvida, e um fator signifitativo na genese das corren-
tes de escoamento do rio Guaiba. Entretanto, as causas desta

"seiche" do Guaiba ainda nao foram satisfatoriamente estudadas.

Azevedo (1945) avehtou a hipotese de que a causa das
oscilacoes requlares de nivel no Guaiba, com 24 horas de perio
do, seria a seiche binodal da Tagoa dos Patos {com 7,5mde pro
fundidade media e 185 Km de extensao) propagada de jusante pe-
lo estreito de Itapoa. Entretanto esta hipotese fica prejudica
da porque Azevedo, como observou Rosauro {1982), incorreu  em
erro ao calcular o periodo da referida seiche, duplicando o pe
riodo da seiche uninodal (12 h}), quando deveria reduzi-lo a me
tade. Teﬁtando.resgatar a hipotese de Azevedo (1945), Rosauro
(1982), com a ajuda de formulario para bacias de geometria sim
ples, deduzido ©por Chrystal (1905) e reunido por Wilson
(1964), sugere gue uma seiche de 24 h de periodo na Tagoa dos

Patos poderia ser gerada pela seiche uninodal teorica (periodo
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entre 16 e 19 h, segundo o referido formulario) "corrigida" pe
Ta acao da conformacao irregular do leito. Mesmo com a plausi-
bilidade desta hipotese, a caracterizacao de oscilacoes de ni-
vel no Guaiba como decorrencia de seiche da lagoa dos Patos so
podera ser encaminhada com a comprovacao efetiva da existencia
deste fenomeno e de sua regularidade, o que ainda nenhum estu-

do realizou.

Desta forma, o diagnostico de causas como a ac¢ao di-
reta dos ventos e oscilacoes do tipo seiche, e a avaliag¢ao quan
titativa da contribuicao isolada, no efeito combinado de um
mesmo fenomeno de variacao de niveis, devem ser encarados com
algum cuidado. No rel. n® 6 DMAE/IPH (1978) este tipo de proce
dimento foi utilizado para explicar qual parcela da elevacao
ou abaixamento de niveis d'agua na secao Ponta da Cadeia (Ilha
da Pintada), em diversos eventos, tem origem na acao dos ven-
tos (estacao Ifha Maua, DEPRC, extinta) ou na “seiche". Na ta--
bela a seguir sao apresentados resultados contidos no referido

relatorio:

Tab. V1.1 — Variacoes de nivel por vento e seiche
H o (em) VENTO TLHA MAUA AMPLITUDE H PTA CADEIA
EVENTO  DATA ‘ DUR. SEICHE POR ACAC DO
PTA CADEIA  DIR. VY(Km/h) (h) (cm) VENTO (cm)

1 04/01/77 + 26 SE 30-50 5 12 14
2 2470777 + 24 SO 20 & 12 12
3 02/02/77 + 43 S0 >20 5 16 27
4 27/03/77 + 34 SE 30-50 2 15 19
5 07/04/77 - 6b NE/NO <20 48 -14 -52
6 15/06/77 + 40 SE 10-25 3 & 34
7 15/07/77 + 44 SO 20-30 12 5 39
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A sobreposicao de variacoes de nivel por acae do ven
to e seiche somente sera acejtavel quando for comprovada‘a in-
capacidade do vento produzir oscilacees proprias e que as osci
lacces regulares de nivel no Guaiba siao efetivamente decorren-
tes de uma oscilacao propria da lagoa dos Patos {oscilacoes
proprias com a massa d'agua do rio Guaiba teriam, para perio-

dos de 24 h, amplitudes despreziveis).

0s diversos estudos que se depararam com as varia-
coes regulares de nivel no rio Guaiba mencionam a hipotese da
seiche da lagoa dos Patos se propagando pelo Guaiba, justifi -
cando sua provavel existeéncia com base nas variacoes nermais
diarias da pressac atmosferica. Estas variacdes excitariam a
seiche uninodal da lagoa dos Patos, com periode de 24 h, que,
atingindo o Guaiba, provecaria a oscilacao dos niveis d'agua ,
a conhecida "seiche” do Guaiba. A amplitude da "seiche” do Guai
ba (ver tab. ¥1.2) seria major no verao {aguas baixas) porque
nao ha significativas perturbacoes de montante {grandes cheias)
e porcue as amplitudes de variacao diaria de pressao atmosferi
ca sao maiores nesta epoca {(correlacao com a temperatura media

diaria).

Tab, V1.2 — Amplitudes mais freqlientes das seiches (1976/77)

: MES‘ JAN  FEV  MAR  ABR MAT JUN JuUL  AGE SET OUT NOV  DEZ

AMPL. “ " :
Cem) e e 15 14 43 £ 5 5 b 12 16 18

Fonte: Relatorio n 6, DMAE/IPH {1978}
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Contudo, os mesmos fenomenos meteorclogicos dados Co
mo causas do aparecimento de seiches podem ser correlacionados
com a genese de ventas., 0 potencial da acao dos ventos fica pa
tente pela grande superficie exposta do Guaiba, 468 Km?, Th
"fetchs" atingindo até 40 Kmn. lste, aliado ao fato de ter uma
profundidade media de apenas 4 m, forna ¢ rio Guaiba particu-

tarmente sensivel a acao do vento.

0 propalado carater aleatorio dos ventos pode nao
ser exato. E sabido gue os ventos {fig. ¥I.5) que ocorrem  na
regiao do rio Guaiba saoc predominantesente do quadrante sul
{sentido oposto ao do escoamento por gravidade) e possuem regi
me diarioc aproximadamente vegular, soprando com mais intensida
de nos periodos da tarde e da noite em relacaoc & manha, compor
tamento que pode ser correlacionade com as oscilacoes aproxima

damente regulares dos niveis do Guaiba, principaimente no ve-

" H

rao, Neste caso, o vento poderia ser causa da "seiche" sem dei
¥ar de ser, ap mesmo tempo, um importante fator no represanen-
to e inversao de escoamentos {um fenomeno diferente da foei-

che).

Pelos aspectos abordados, verifica-se que o escoamen
to no rio Guaiba @ condicionado, entre outras causas, por fato
res meteorologicos ainda nao bem definidas. Mesmo que se consi
dere a acao conjunta do vento e da pressaoc atmosferica como os
principais agentes dos fenomenos meteorologicns, a anatise nao
se simplifica, pelo contrario, ha maior dificuldade, porque,

muito mais que a hidraulica, a meteorologia convive com pertur
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bacaes aleatorias. Em outras palavras, sem uma rede de anemo-
grafds, barografos e termografos atuando em conjunto com uma
rede‘de lenigrafos, ambas suficientemente densas, fornecendo
dados, nao sera possivel estabelecer, com a devida exatidao, a

correntologia do rio Guaiba e lagoa dos Patos.

Considerando todos estes aspectos, a aplicacao do mo
delo matematico bidimensional ao rio Guajba, se restringe em
demonstrar a adequabilidade e capacidade de tal modelo de re-

produzir escoamentos com base nos dados disponiveis.

V1.3 — DADOS FIX0S DO MODELO BIDIMENSIONAL DO RIO GUAIBA

0 desenvolvimento de modelos bidimensionais com es-
quemas em diferencas finitas para estudo da hidrodinamica do
rio Guaiba e lagoa dos Patos teve inicio no comeco desta deca-
da no Instituto de Pesquisas Hidraulicas da UFRGS, IPH, sob as
formas de pesquisa aplicada (Grupo de Pesquisa da Hidrodinami-
- ca da Poluicdo) e pesquisa academica a nivel de mestrado {caso

desta dissertacao).

0 objetivo principal, nesta ultima, e demonstrar 0
dominio da tecnica de simu]acao matematica de escoamentos bidi
mensionais, desde a deducao do sistema de equacoes diferen-
ciais ate a elaboracao e aplicagao, ao caso especifico do rio

Guaiba, de um programa computacional de aplicacao geral.
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0s dados fixos utilizados para a representacao do
rio Guaiba no modelo bidimensional foram os mesmos definidos
pelo grupo de pesquisa do IPH, {Casalas, 1984). A malha
retangular de calculo estabelecida por este grupo possui 1170
celulas quadradas de 1 Km?, reunidas em 26 linhas e 45 colunas,
onde apenas 468 das celulas representam o rio Guaiba. Na figu-
ra V1.6 e apresentada a malha de calculo com os codigos de con

torno {ver cap. V) de cada quadricula que dao forma ao Guaiba.

As profundidades medias correspondentes a cada qua-
dricula foram estabelecidas com base no levantamento realizado
peta Diretoria de Hidrografia e Navegacao do Ministerio da Mari
nha em 1964. As profundidades, tomadas abaixo do eSpe]ho d'a-
gua (plano de referéncia) do citado levantamento, estao na fi-
gura VI.7, onde os valores referem-se aos cantos superiores di

reitos de cada quadricula.

Para definir a localizacao e a orientacao da malha
de calculo na superficie terrestre foi fixada a latitude media
de 300 sul e o angulo de 242¢ {sentido horario) entre o eixo

0Y da malha e o norte geografico.

Na malha de calculo do Guaiba sao condicoes de con-
torno a secao Itapoa, representada pela sub-coluna que vai da
| Tinha 8 a 1inha 11 da coluna 1, e a secao da Ilha da Pintada
{ou Ponta da Cadeia), representada pela sub-coluna unitaria da

coluna 40 na linha 10 (ver fig. VI.6).

As sub-T1inhas e sub-colunas de calculo decorrentes

da adaptacao da malha bidimensional e da definicao dos Tlocais



L

—_ e e bl e e e e YN RN NP
W Qo = ™M W b ;oM N m W O = P W & ;g

T - MW sy

2[3/3]4
3 I 3|3 |4
2 4
2313 3|33 4
2 3(313] 4
4 4
2133313 3|3 4 2 2
2 3|42 3 34
2 4
2 o 3134
2 2{4 a
2 2|32 2{4 iz 4
2 2 314 i34 3.3 4
2 2 4 2ifalz2]3 3/3)3 te a
2 4 313 a4 2{2fa 233
8 2 3 ! [ 4 2|3 303
7R 4 : - a 8|2 ;
7 ™ < 4 ; 331314 ‘
7 i ES | ‘ S
4 2|3 f ! ]
2 4 |
2 2 2 5
4 2{34 313 i : i
4 IE ? i ; § —
4 2 i i : ; -
ol el | P N
1 2 5 4 5 6 7 B 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 36 36 37 38 39 40 41 42 43 4445

Figura VI.6 — Malha do rio Guaiba e codiges de contorno (em branco, codigo = 1)

LI



R P N I )

2,5 7,5

-z, 8 %% 2,0 1,3 05 ~0y2 0,9 0,8 2,5
' e 3,2 L LE 5,0 4,2 1.3 L9 65 3% 0,8
-3 9,1 L2 2,0 2,0 1.8 0,3 2,5 €4 1,6 0,3 A2 1,0 3,3
2,7 0, LE 0,9 L3 L¢ 2,0 1,2 08 T8 LD 05 L5 1,8 LB 1,4 0,1-87 1.4 8,5
‘ S,E 2.0 1,5 1.7 %k 5,2 2,4 24 2,4 5,7 G LA LT LY 3 4L,E 0.5 o7 3.0 3,0 2.8 .04
G5 3,8 1,5 1,0 0,2 -2,2 .32 6,8 ¥, .4 Fd4 2,1 2,4 2,8 2,4 87 310 Lo WE LT 2,56 25 %3 4,0 34 3,3 3,3 -5,
1.3 2.2 26 2.7 2,% 1L, 2,9 2% 0,3 0,5 0,5 %% LE 2.£ XY 2,2 2,6 L5 G 3.5 4,0 &4 &5 2,0 &8 4% 6,0 4,3 3,0 10 o3 il
2,¢ &8 59 L2 3,3 31 2% LY LA L@ G4 7,0 47 50 LT 2,5 5,8 2,6 LS RS 5D 4,5 4,3 L3 34 3,4 3.2 43 60 8,0 3.0 65 40 LA .02 . >
2,3 B L0 33 X L8 LI S 2% L5 LA 05 LY 2R LT LY AL 8 50 4,3 3,0 28 4T 20 34 2,9 27 4,6 235 L0 2.5 5 1.9 9 1% e 0.5 -D,3
3,8 9 3,0 3,7 FF L4 LE LY 5,8 2,8 2,8 10 4% 4,8 5,0 5,3 %5 L& 3¢ 3,7 3,0 L2 23 2,3 g 2,3 24 B8 LY 3,93 1T 4,0 4,9 2,3 1,3 L4 8.0
=H3 LS 23 28 LT B4 3 KT G143 40 48 6,0 .0 SIS0 34 L0 2,9 2,5 33 FEB.03 L9 Lt 4,3 8 53 25 LT L0 5,0 5,5 5,0 5,5 2,2 1,4 4,5 0,3
~hE 3eF LR L3 3% 36 3,7 8% 45 8,9 7,5 8,2 6,0 &3 3,2 Z0 5,0 59 4,1 1.0 2,6 2,8 & L,7 4,0 2,5 ~&,3 8,% I,% 1,7 L2 L2 1,0 -
EE 67 1,9 LLE 4,7 4,8 69 L5 LY LY 5E 02 532 LN LS 3,% 33 .05 4,5 2,005 RS- S QN ¥ &3 208 4,8 0,4 1,7 X9 1,8 L% .04
1.8 2,3 M3 LT 8T 5,5 4,2 4,0 L4 3] 33 08 2,8 XY L8 -2, LB 0,5 0,3 «0,8 ' ~2,5 3,0 3,2 4,5 4,0 1.7 1% 15 3.5 5,3
T E 75 LA 18 £ 4,3 4,7 L5 3,4 N4 3,0 05 4,5 LY 3] ) -8 3,0 2,7 8,0 oy 0,3 3,6 0,8 -3,
LY LY LE LY ORD L5 34 34 34 32 Lm0 ~8,3 7,0 3,5 3,5 5.9 o8
2,0 3.0 1,7 3.3 34 34 3,4 3,4 1,2 3,2 538 2 1,8 .0.% - ~2,5 3,5 5,5 1.8
B £,0 25 2,5 3,5 & LS 34 3,2 8,0 30 2,7 2,083
T 3.8 e L0 LI d B3 LI LI T 2,3 .00 Mo .

z
343
5,9 %7 35 b N5 LT N3 53 LU T4 &t 23 R ’
2,0 3,3 2.5 2,7 2,8 3.0 L& 3,4 O 2,4 5,3 2,0-0,¢
3,3 5L,0 %3 29 33 34 3,0.,7 2,5 4,0 -, 5

=03 4L Tr 52 50 3,0 3,0 P
~3,% 1,2 3,5 1,5 2,8
-0, % -G,% w1,

Figura Y1.7 — Rio Guaiba, profundidades abaixo do plana de referencia

891



169

com condi¢ao de contorno externa tem as caracteristicas mostra
das nos quadros VI.1 e VI.2, onde ha, inclusive, a indicacao

da ordem da matriz tridiagonal correspondente.

Ha um total de 49 sub-linhas com matrizes tridiago -
nais de ordens variando de 1 ate 73 com media de 18. Coinciden
temente, surgiram tambem 49 sub-colunas, mas com matrizes tri
diagonais com ordens entre 1 e 37 e media tambem de 18. 0 nume
ro total de matrizes a resolver, 98, com ordem média de 18, da
ideia do volume de calculo necessario em cada intervalo de tem

po, segundo a mecanica de calculo apresentada no capitulo V.

QUADRO VI.1 — RIO GUATBA — SUB-LINHAS DE CALCULO

ORDEM DE | LINHA COLUNA COLUNA | oonoruo | ORDEM DA MATRIZ
CALCULO GERAL INICIAL | FINAL TRIDIAGONAL
1 2 4 8 U-U 7
2 3 3 8 U-U 9
3 4 2 8 U-U 11
4 4 10 " U-U 1
5 5 | 9 U-U 15
6 5 9 13 U-U 7
7 6 f 13 U-U 23
8 7 1 12 U-U 21
9 8 1 13 (z-u)] 24
10 9 1 14 (z-u)" 26
" 10 1 13 (z-u)"! 24
12 10 37 0 | (U-5)? 4
13 1 1 12 (c-u)’ 22
14 " 36 39 U-U 5
15 12 2 3 U-U 21

continua
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continuacao
ORDEM DE LINHA COLUNA COLUNA CONTORNO ORDEM DA MATRIZ
CALCULD GERAL INICIAL FINAL TRIDIAGONAL
16 12 14 16 U-u 3
17 12 35 39 U-y 7
18 12 39 40 U-U 1
19 12 41 43 U-u 3
20 13 2 14 U-U 23
21 13 14 17 U-u 5
22 13 18 20 u-u 3
23 13 21 22 U-u 1
24 13 3 45 U-4 21
25 14 2 t7 U-u 29
26 14 17 23 u-u 11
27 14 27 30 U-u 5
28 14 4 44 U-U i9
29 15 i 23 u-u 41
30 15 25 31 u-u 1
31 15 37 39 -U 13
32 15 39 41 u-u 3
33 16 2 24 U-U 43
34 16 25 40 u-4 29
35 17 2 39 U-u 73
36 18 2 36 U-1 67
37 19 d 11 u-u 17
38 19 12 35 U-u 45
39 20 2 9 U-U 13
40 20 12 32 U-U 39
419 21 12 32 U-u 39
42 22 11 31 U-u 39
43 23 iR 19 u-u 15
44 23 19 27 U-u 15
N 13 19 U-U 11

continua




Continuacao

ORDENM DE L INHA COLUNA COLUNA CONTORND ORDEM DA MATRIZ
CALCULD GERAL IHICTAL FINAL TRIDIAGONAL
46 24 20 26 U-u 7
47 25 13 29 u-u 11
48 25 2z 25 U-U )
44 26 T 17 U-u
1 — Se a condicac de contorno em Itapoa for velogidade & contorne mu-

da para {U-U) e a ordem da matriz aumenta uma unidade.

7 — Se a condicao de contorno em Pintada for velocidade o contorno mu

da para {U-U} e a ordem da matriz aumenta uma unidade.

QUADRG V1.2 — RIO GUATBA — SUB-COLUNAS DE CALCULO

ORDEM DE COLUNA L INHA LINHA CoNToRNg | ORDEM DA MATRIZ
CALGULD GERAL INICIAL F INAL TRIDIAGONAL
1 2 4 19 Vv 13
p 3 3 20 Y 33
3 4 2 20 V-y 35
4 5 1 20 V-y 37
5 6 [ 20 Y 37
6 7 1 20 Yoy 37
7 8 1 20 V-y 37
8 9 4 20 V-v 31
g 10 4 19 vy 29

o At 3 19 V-y 31

continua
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Continuacao
ERSQM DE COLUNA LINHA L INHA CONTORNG CRDEM DA MATRIZ
CALCLLOD GERAL INICTAL FINAL TRIDTAGONAL
11 12 4 18 ¥y 27
12 12 21 23 vy 3
13 13 4 6 ¥y 3
14 13 7 ¢ ¥y 5
15 13 11 23 ¥-¥ 23
16 14 8 9 vy 1
17 14 12 25 v-Y 25
18 15 1" 20 YV 29
19 16 11 26 ¥y 79
20 17 i?Z 26 V¥ N 27
2t 18 13 25 V-v 23
22 19 17 25 V-V 25
23 20 12 23 V-V 21
24 21 13 23 Y.y 19
2h 22 12 23 ¥y Z1
25 23 13 2h V.Y 23
27 24 15 25 V-V 19
28 Zh 16 25 ¥y 17
29 26 14 24 V¥ 19
30 27 14 23 V-y 7
31 28 13 22 V=Y 17
32 29 13 22 ¥y 17
33 30 13 Z2 Y.y /
34 31 14 22 V- 15
35 32 th 21 ¥-y "
36 33 14 19 Vv g9
37 34 14 19 V-V 3
38 35 12 19 y-y 13
39 30 11 18 V-v i3
40 37 10 17 V-V 13

continua
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continuacac
ORDEM DE COLUNA LINHA‘ LINHA CONTORND ORDEM DA MATRIZ
CALCULD GERAL INICIAL FINAL TRIDIAGONAL
a1 38 g 17 Y-y th
4z 3% g 15 V-v 11
43 32 15 17 V¥ 3
44 40 11 1& V-¥ 4
45 41 12 14 V- 3
46 41 14 15 ¥y 1
47 42 11 14 ¥-y 5
48 44 12 14 ¥-y 3
49 45 12 13 V- H

Yi.4 — SIMULACAQO COM EVENTOS TEORICOS E REAILS

¥1.4.1 — Deformacao de onda teorica

As simulacoes de escoamento com o modelo bidimensio-
nal estruturado para o rio Guaiba foram precedidas por uma ana
lise experimental de deformagcao de onda com o intuito de esta-
belecer relacoes entre o coeficiente de ajuste do modelo, o pa
rametro “"K" de Von Karman, e as caracteristicas de onda e da

discretizacan numerica.

0 primeiro experimento teorico consistiu na simula-

¢ao de uma onda senoidal (seiche}, com amplitude (z metade da
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distancia entre pico e vale) de 10 ¢m e periodo de 24 h, propa
gando-se, sem deformacao, de uyma extremidade a outra (fechada}
de um canal retangular de 45 Km de extensao e profundidade me-
dia de repousc de 4 m, A representacac do canal para a simula-
cao numerica foi feita com 45 quadriculas de 1 m x 1 km, as
mesmas dimensoes definidas para as do modelo do Guaiba. As ca-
racteristicas da onda acima apresentada tém tambem ordem de

grandeza aproximada as do fenomeno “seiche” do rio Guaiba.

A expressao matematica empregada para a excitacac se

noidal do nivel d'agua na extremidade aberta do canal foi:

e
i

a sen {wt - 7/2) + a ¢+
onde
r = nivel d'agua acima do plano de referencia;
a = amplitude;
w = freqllencia angular; e

v = nivel d'agua de repousoc, acima do plano de refe-

rencia.

A expressdo grafica desta excitacao pode ser  vista

na fig. VI1.8.
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ot 20 ]

Figura VI.8 — Seiche teorica

Esta senoide, matematicamente, e uma solucao geral

para a secdo de inicio de propagacao (x = 0), do sistema de e-

quacgoes:

), B
ot X
a(HU) | 9t _ g
X ot

onde a solucao geral correspondente, para qualquer ponto "x"

b

[ = a0 KL (x/L-1) sen (wlt - L/c] - n/2) +a + CO
cos Kb

U - _ _(::1_9 S;en K] (X/]-‘I) CoS (W [t . L/C] ~ ,”./2)
H cos KL



sendo

valores:

torna-se:

nivel d'agua acima do plano de referencia;

L o=

U = velocidade

H = profundidade

¢ = celeridade da onda (= /5?;‘, H, = profundidade
de repouso)

a = amplitude da onda

w = fregliencia angular (= 27/T, T = periodo)

K = numero de onda (= 27n/x , A = comprimento de on-
da)

L = comprimento do canal

0 nivel d'agua de repouso, acima do plano de refe-
rencia

Para a onda do teste foram empregados os seguintes

a = 10 ¢m

c = 6,3 m/s (= YgH , H =4 m)

W= 1/13.751 s~ (= 20/T, T = 24 h)

A= 544 Km (= cT)

K = 1/86.631 m ' (= 27/3)

L = 45 Km

o " 0,53 m

Com estes valores a expressao da senoide em x = 0

z(0,t) = 0,1 sen (t/3,82 - 7/2) +0,63



sendo o nivel dado em metros e o tempo em horas.

Na outra extremidade do canal, x = L {= 45 ¥m), 0s
valores de nivel decorrentes da excitacdo em x = 0 630 os mes-
mos deste Tocal, mas atrasados em duas horas gue € o tempo de

translag¢ao aproximado da onda {= L/c):

c(L,t) = (0,t + L/c)

Assim como os niveis, as velocidades sao importantes
para a avaliacao do desempenhc do esquema numéerice. As veloci-

dades feoricas para x = 23 Km {aproximadamente o meio do canal)

tem, para a onda em questao, & sequinte expressao:
U (L/2,t) = 4,558 cos 22200 o
com as velocidades dadas em "cm/s" e o tempo, em horas.
Com estas expressoes de niveis e velocidades, uma

propagacao de 50 horas, partindo do repouso, produz os seguin-

tes resultados teoricos:

Tempo (h) £ {0,t) (m) £(45,t){m} u{23,tilcm/s}
0e 24 0,530 0,530 a 0,543 0,00 e ~2,28
1 e 25 {1,533 G,530 ¢ 0,533 0,00 e -1,18
2 e 26 0,543 0,530 0,00
e 27 0,559 ¢,533 1,18
4e 28 0,580 0,543 2,28
5e 29 G,604 0,559 3,22
6 e 30 0,830 0,580 3,95
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Tempo {h) r{0,t){m) £ (45,11 (m) U{23,t){cm/s)
7 e 31 0,656 0,6C4 4,40
8 e 37 0,680 0.630 4,55
9 e 32 0,701 0,656 4,449

16 e 34 0,717 4,680 3,95
11 e 35 4,727 0,701 3,77
12 e 36 0,730 0,717 2,28
13 e 37 6,727 0,727 1,18
14 e 38 0,717 0,730 0,co
15 & 39 8,701 0,727 -1,18
16 e 40 0,680 0,717 -2,28
17 e &1 0,656 0,701 -3,72
18 & 47 C,630 0,680 ~3,95
15 e &3 0,604 0,656 -4 ,40
20 e 44 0,580 0,630 -4,56
2] e 45 (,559 7,604 -4 ,40
22 e 46 0,543 0,580 -3,95
23 e 47 0,533 7,558 -3,22
48 0,530 ,b43 -7,28
49 0,830 0,533 -1,18
5D 0,530 0,530 0,00

Aplicando-se, entao, a variacao de niveis, via mode-
1o matematico, da primeira coluna {secao x = 0, aberta}, ao ca
nal discretizado por 45 quadriculas de 1 Km x 1 Km, avaliou-se

o combortamento dos niveis d'agua na exiremidade oposta (secan
4

x = 45 Km, fechada) e das velocidades no meic do canal {secao
x = 23 Km), comparando-os com os resultados teoricos {segunda
e terceira colunas acima).



0 intervalo de tempo empregado, At = 15 min, conduz
a um numero de Courant alto (cat/ax = 5,8), mas o fato da.onda
simulada ser bem representada pela malha de calculo {x/ax' >
100}, Ax' = ax/2 na malha do modelo} torna poucoc provave] a
ocorrencia de perturbacoes significativas com origem na discre

tizacao numerica.

Com a definicao das caracteristicas da onda e do in-
tervalo de tempo foram realizadas seis simulacoes, fazendo 0

coeficiente de "rugosidade”™, K, de VYon Karman assumir os valo-

res de | 0,6 | 0,7 {1 0,8 [ 0,9 ] 1.0 e 1,1 |. 0s resultados nu-

mericos em comparacao com o5 resultados teoricos de niveis e
velocidades podem ser vistos nas figuras VI.9 a VvI.20. Nestas
figuras convencionou-se chamar de Itha da Pintada a secao fe-

chada x = L do canal retangular.

Antes das conclusoes serem apresentadas, face aos re
sultados obtidos, convem Tembrar gue os resultados teoricos de
nivais e yvelocidades sao provenientes de um sistema de egua-
¢oes simplificade, onde inexiste., inclusive, um termo de atri-
to com o fundo. Entretanto, mesmo com tal origem, estes resul-
tados teoricos podem servir de base comparativa para os resul-
tados numericos produzidos pelo modelo com esquema de Leen-
dertse {que utiliza termos nao lineares convectivos e de atri-
to com o fundo). A razac e gue o fenomeno simulado nao muda na
sua esséncia: € uma onda propacando-se de uma extremidade a ou
tra de um canal, sem deformagao. Como o esquema de Leendertse

aplicado as equacoes completas do escoamento considera os efei

tos dos termos ndo lineares, ndo ha sentido em se esperar me-
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Thores resultados, para a simulacao do evento em guestao, com
a anulacao do coeficiente "K". E provavel que este procedimen-
to tenha efeito oposto, pela instabilizacao numerica da simula

cao.

Feitas estas consideracoes, a observacao dos resulta
dos das simulacoes realizadas para o canal retangular, permi-

tiu constatar gue:

a) 0 esquema numerico utilizado (Leendertse) possibi
lita a reproducao de uma oscilacao senoidal propagando-se de

uma extremidade a outra do canal.

b) As velocidades sao melhor reproduzidas pelo mode-
1o quando as oscilacoes de nivel calculadas apresentam defasa-
mento minimo em relacao as oscilacoes teoricas (casos de K =
0,6 a 0,8). Nestes casos as senoides dos nfveis calculados a-

presentam-se amplificadas.

c) Sencoides de niveis calculados equivalentes, em am
plitude, as senoides teoricas sao obtidas com aumento da rugo-
sidade (X = 0,9 a 1,7)., Entretanto ha um defasamento horario
significativo {onda calculada atrasada em relacao a teorica)
com prejuizo da acuracidade da senoide das velocidades, que

tem amplitude diminuida.

Estes resultados estao de acordo com a analise nume-
rica de deformacdo de onda de Leendertse vista no capitulo an-

terior. Pelos valores adotados de tamanho de quadricula, inter
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valo de tempo e comprimento de onda nao e possivel creditar 2
discretizagao numerica o fato de haver amplificacao da senoide
dos niveis quando nao ha defasamento horario da onda calculada.
Segundo Leendertse (1967), tal amplificacao acontece em alguns
esquemas numericos implicitos (item V.5). Nestes casos & impor
tante o papel do termo de rugosidade. E possivel, portanto, ad
mitir que as amplifica¢Oes das senoides dos niveis calculados
sao respostas normais, inerentes ao esquema numerico do modelo.

Inclusive, esta amplificacao incorporada a senoide parece nao

se alterar mesmo quando a simulacao e estendida por mais tempo.

A deformacao da onda ocasionada pelo esquema numeri-
co, por amplificacao dos niveis calculados, no caso de defasa-
mento minimo de horario, em relacao aos niveis teoricos, & uma
constatacao bastante importante na orientacao do uso do modelo.
Neste sentido, para a simulacaoc bidimensional no rio Guaiba de
um fenomeno analogo, a conclusao principal decorrente dos expe
rimentos com o canal retangular e gue a reproducao do campo de
velocidades sera provavelmente mais acurada na medida em que a

celeridade da onda calculada se aproximar da real.

A simulacdo, no modelo estruturado para o rio Guaiba,
da propagacao da mesma onda aplicada ao canal retangular, no
sentido Itapoa-I1lha da Pintada (esta, fechada), revelou que o
coeficiente de "rugosidade", K, deve ter valor entre 0,2 e 0,4
para ajuste da celeridade. Nas figuras VI1.21 a VI.24 podem ser
vistos o0s resultados das simulacoes para K = 0,2; 0,4; 0,6 e

0,8.
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¥I1.4.2 —— Simulacao com eventos reais

Para uma efetiva calibracac do mbde]o bidimensional
do rio Guaiba, seriam necessarios dados de n?veis'e/ou vazoes
nas secoes de contorno (Ilha da Pintada e Itapoa), velocidades
e direcoes dos ventos em toda extensao do rio Guaiba e veloci-
dades e direcoes de corrente em diversos pontos do Tago. Es-

tas medidas teriam que ser, naturalmente, simultaneas.

Campanhas de campo com tal volume de dados, apesar
dos esftforc¢cos do DNAEE e do IPHM, ainda nao puderam ser realiza-
das, o que dificulta a calibracao segura de um modelo matemati
co. Entretanto, com os dados de algumas campanhas realizadas e
possivel obter resultados preliminares satisfatorios. Inclusi-
ve, a experiencia adquirida com a modelacao matematica, com os
dados disponiveis, pode ajudar no planejamento de novas campa-

nhas de aquisicao de dados.

As campanhas de campo mais completas, no que se refe
re a dados quantitativos do escoamento no rio Guaiba, foram as
realizadas em 12/12/82 e 30/03/83 pelo IPH e DNAEE (refs. 12 e
27), em periodos considerados de aguas baixas e medias, respec
tivamente. Estas campanhas incluiram medicoes de vazao na se-
cao da Ilha da Pintada e acompanhamentc de flutuadores com si-
multaneas medicoes locais de velocidade e direcao dos ventos.
Dados de nivel em Itapoa e Ilha da Pintada foram registrados
por linigrafos do DNAEE. Um resumo destas duas campanhas e mos

trado nos quadros VI.3 e VI.4.
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Para as simulacoes do escoamente nestes dois dias,
com o modelo bidimensional, as condigcoes de contorno estabele-
cidas foram niveis, tanto em ITha da Pintada como Itapoa (ver
figs. VI.25 e V1,26, e quadros YI.3 e VI.4), possibilitando a
comparacao das vazoes medidas na secao da Ilha da Pintada com
as calculadas. 0s valores das vazoes medidas devem ser inter-
pretados com cuidado porque, dadas as dimensoes da secao trans
versal, foram obtidos de medicoes que duraram de uma a duas ho

ras. A secao da Ilha da Pintada une dois corpos d'agua de com-

Quadro VI.3 — Campanha de 12/12/82

o ngﬁésném%E?Eégﬁc?g VAZOES(m? /s) | VENTO? FLUTUADORES®
PINTADA  ITAPOR PINTADA | V(m/s} Dir. | FI F2
0:00 | 0,55 0,52 - (0,0  (-)
2:00 | 0,54 0,53 841 (2,0) (W)
1:00 | 0,56 0,54 646 (2,00 (W)
6:00 | 0,57 0,55 378 (2,0 (N)
8:00 | 0,59 0,56 650 (2,0) ()
10:00 | 0,59 0,56 631 2.0 N * *
12:00 | 0,59 0,56 563 2,0 X * .
12:00 | 0,57 0,55 663 (4,0)  (F) * *
16:00 | 0,58 0,55 652 6,0 S * *
18:00 | 0,65 0,57 207 6,0 5 . *
20:00 | 0,66 0,57 136 6,0 3 * *
22:00 | 0,80 0,55 804 (6,0) (5
24:00 | 0,65 9,53 213 (6,0)  (S)

1. Vazoes medidas durante intervalo de aproximadamente uma hora, anteriores
3a hora indicada. R

2. Vento junto ac flutuader F1. Entre parentesis valores estimados para
fins de simulacao.

3. Lancamento dos flutuadores as 10:15. Recolhimento de F1 as 19:30 e de

© F2 as 19:00.
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Quadro VI.4 — Campanha de 30/03/83

- gEKEéSDém%E?EégﬁC?E VAZOES(m? /5 )] VENTO? FLUTUADORE S°
PINTADA  ITAPOA PINTADA Vim/s) Dir.| F1 F2

0:00 0,74 0,64 - (2,0) (F)

2:00 0,73 0,63 973 (2,0) (E)

4:00 0,72 0,61 1023 (7,0) (E)

6:00 0,70 0,59 1154 (2,0) (E)

8:00 0,68 0,58 171 2,0 SE * *
10:00 0,65 0,57 1353 4,0 SE * *
12:00 0,66 0,55 1020 5,0 SE * *
14:00 0,65 0,54 757 6,0 SE * *
16:00 0,65 0,53 748 6,5 SE * *
18:00 0,66 0,51 - 7,5 SE
20:00 0,66 0,51 - (0,0) (-)

22:00 0,65 0,51 - (0,0) (-)
24:00 0,66 - (0,0) (-)

1. Vazoes medidas e, intervalos de tempo de cerca de uma hora, posteriores
a hora indicada. ~

2. Vento junto ao flutuador F2. Entre parentesis, valores estimados para
fins de simulacao. _

3. Lancamento de F} as 8:00 a F2 as 8:45. Recolhimento de F1 as 15:15 e do
F2 as 17:00.

plexo regime hidrodinamico, onde ja foram detectadas varia-

coes horarias de ate 300 m3/s (ref. 11).

As primeiras simulacoes com os dados de 12/12/82 e
30/03/83 foram realizadas para testar a sensibilidade do escoa
mento ao vento., Aplicando-se o0s niveis observados em Pintada e
Itapoa foram calculados os escoamentos (At = 900s) para tres

valores de "K" de rugosidade crescente (0,3; 0,6 e 0,9), com e
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sem 0 vento observado. Os resultados para os dois eventos po-
dem ser vistos nas figuras VI.27 e VI1.28. Nestas figuras nota-
-se que 0 escoamento & hastante sensivel aos ventos fortes do
quadrante sul, com reducao na vazao na secao da Ilha da Pinta-
da de cerca de 70%. Este resultado e compativel com a importan
cia qualitativa creditada ao vento no escoamento do rio Guaiba
e indica ser fundamental sua consideracao na conformacao do ma

pa de correntes.

Nas simulacoes com intencao de ajuste foi tentada a
calibracao com o evento de 30/03/83 (aguas medias) e realizada
a verificacdo com o evento de 12/12/82. A referencia considera
da para afericao foram as vazoes na se¢ao [lha da Pintada. De-
vido as incertezas inerentes as medicoes horarias foram consi
deradas dois valores medios de vazao em cada evento: um corres
pondente ao periodo com ventos fracos e outro, ao dos ventos
fortes (25 m/s). Para o evento de 30/03/83 estes valores sao,
respectivamente, 1116 m3/s (2:00 as 13:00 horas) e 753 m?¥/s
(14:00 as 17:00 horas). Em 12/12/82 estas vazoes foram 628 m3/s
{1:00 as 16:00 horas) e 340 m®/s (17:00 as 24:00 horas), res-

pectivamente.

No evento de 30/03/83, o parametro "K" que melhor re
produziu as vazoes acima referidas assumiu valor igual a 0,35,
conforme pode ser visto na figura VI1.29, onde tambem estao pre
sentes os resultados das simulacoes com os valores de 0,3; 0,6
e 0,9. Procedendo-se a simulacao do evento de 12/12/82 (fig.
VI.30) com K = 0,35, as vazoes calculadas apresentaram-se supe

riores as medias observadas de 628 m3®/s e 340 m3®/s, com maior
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diferenca para‘a primeira. Simulando-se com K = 0,4 (maior ru-
gosidade) a situacao melhora, mas a vazao calculada no periado
de ventos fracos & ainda superior a observada. Provavelmente a
causa desta diferenca seja uma estimativa imperfeita do vento

neste periodo.

Mesmo que se considere o valor de K = 0,35 como re-
p?esentativo, em funcao das vazoes observadas na secao [lha da
Pintada, a afericao do modelo somente seria completa se os ma-
pas das correntes calculadas (figs. VI.3% a VI.34) pudessem ser
comparadas com velocidades e direcoes de escoamento medidas por
correntografos, simultancamente, em varios Tocais do rio Guai-
ba. Foram tentadas aferi¢oes com base nos dados dos flutuado -
res, mas, devido aos resultados incongruentes obtidos, chegou-
-se a conclusao, como ja se suspeitava, de que as trajetorias
observadas dos flutuadores nas duas campanhas nao servem para
aferir as velocidades horizontais catculadas pelo modelo. En-
quanto estas representam medias verticais, o movimento dos flu
tuadores, em que pese a utilizacao de velas submersas, e basi-
camente regido pelas correntes proximas da superficie que, por
sua vez, sao profundamente dependentes da acao local e imédiaw
ta dos ventos. £ tipica a forma em *S$" do perfil vertical de
velocidades de um ponto sob a acao do vento. Assim, os flutua-
dores sob a acao da parte superior deste "S" respondem muito
mais as variacoes rapidas do vento do que as lentas variacgoes
das velocidades horizontais, medias na vertical. Alem disso, a
escala do modelo (menor dimensao igual a | Km) @ muito ampla
em relacao a das trajetorias dos flutuadores que percorreram

noucos quilometros.
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No contexto da extensa massa dagua do Guaiba a acao
do vento com suas alteracgoes de intensidade sac incapazes, em
geral de promover alteracoes radicais no sentido principal do
fluxo, em um curto espaco de tempo {(ver figs. VI1.27 e VI1.28)
Deve-se creditar esta acao mais as oscilacoes de nivel d'agua
como a seiche (ver item subseqliente), que tem celeridade em
torno de 6 m/s. Deste modo, € pouco provavel que as trajeto-
rias dos flutuadores nos ventos de 12/12/82 e 30/03/83 sejam
decorrentes das variacoes do campo das velocidades horizontais,

medias na vertical.

Apesar das incertezas relativas as mediacoes de ven-
to e vazao, as simulacoes dos eventos de 12/12/82 e 30/03/83 a
presentam resultados coerentes com o conhecimento ja adquirido
sobre o rio Guaiba. Verificou-se, por exempio, que as velocida
des de escoamento calculadas situam-se na ordem de grandeza es
perada, em torno de 5 cm/s em aguas medias e baixas; que a a-
¢io dos ventos, principalmente os fortes (6 m/s}, sao fundamen
tais na representacao do escoamento; e que o0s mapas de corren-
res (figs. ¥1.31 a VI.34) podem assumir diferentes configura -
coes, onde o papel das condicoes de contorno {(niveis d'agua em

Pintada e ITtapoa) e predominante.

A principal constatacao, entretanto, refere-se ao pa
rametro de ajuste do modelo, o parametro "K' de Von Karman,
cujo melhor valor de 0,35 esta de acordo com os testes teorico
-praticos do item anterior, sendo compativel, inclusive, com
medicoes de campo realizadas em riocs com sedimentos em suspen-

550 (Einstein e Abdel Aal, 1972). 0 parametro K = 0,35 corres-
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ponde, no Guaiba, a coeficientes de Chezy da ordem de 65 (S1),
valor semelhante ao utilizado por Blumberg (1977} na baia de
Chesapeake/USA., 0 coeficiente de atrito lateral "e¢" —calculado
no modelo pela teoria de Prandtl, como o coeficiente de Chezy,
por sua vez, apresentou valores insignificantes. Isto e compa-
tivel com a escala do modelo (velocidades calculadas vreferen-
tes a areas horizontais de 1 Xm2 e profundidades em tornn de a
penas 4 m} que conduz a uma baixa resistencia aos giros, signi
ficando nao ser o atrito lateral a fonte de eventuais vortices
ouU giros no Mapa de correntes., A definicao de valores para 0
coeficiente de atrito Tateral, gue & afetado pelo tamanho da
malha e do intervalo de tempo de calculo, em casos praticos,
ainda e materia controversa, conforme demonstram os estudos de
Flokstra (1976} e Ponce (1981). De acordo com o trabalho deste
ultimo, os vortices que aparecem nas figs. VI.32 e VI.34 pro-

vavelmente sao decorrentes da conformacao irregular do fundo.

¥I.4.3 — Simuiacao de uma seiche com vento

Com o parametro K = 0,35, estimado a partir dos even
tos de 12/12/82 e 30/03/83, procedeu-se a simulacgao, no rio
Guaiba, de um escoamento produzido por uma oscilacao do tipo
seiche associada a um vento tipico, com a intencao de verifi-

car o comportamento das correntes.
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A seiche imposta foi a mesma utilizada no itemVI.4.1
com um vento de & m/s, soprando no sentido sul-norte. A fig,
VI1.35 , abaixo, mostra as condicoes de contorno de nivel em

Pintada e Itapoa e o vento, durante as 50 horas de simutacao.

v
{mss) 4 VENTO
& .5

g SUL SUL

Figura Y1.35 — Seiche com vento tipic

Anesar de n3o ter recorrencia definida, a propagacao
de uma oscilacae de 20 ¢m acima de um nivel médio, no sentido
de jusante para mentante (Ttapoa-Pintada), com um vento sul de
6,0 m/s associado, deve ser considerada como um evento possi-
vel de acontecer em épocas de transicdo entre aguas baixas @

alias.



Os mapas de correntes das figs. VI.36 a VI.39 mos -
tram os campos de velocidades calculados as 30, 36, 42 e 48 ho
ras de simulacao, representando um ciclo da seiche. Na seqlien-
cia das situacoes as 30 e 36 h ve-se claramente as velocidades
decorrentes da propagac¢ao da seiche, com a completa inversaode
correntes as 36 h. Das 36 as 42 h ocorre um fenomeno interes -
sante de "esvaziamento" do Guaiba pelos seus dois extremos, es
pelhando a situacao em que 0s niveis estao em baixa tanto na
secao da ITha da Pintada como em Itapoa. Nota-se que os fluxos
de saida sao equivalentes, apesar do gradiente de abaixamento
ser major em Itapoa (ver fig. VI1.35). Provavelimente a acao do
vento sul, favoravel ao escoamento no sentido Itapoa-Pintada ,
colaborou para esta equivalencia. A figura posterior, das 48
horas, mostra a tendencia para o repouso, no nivel inicial, das
aguas do Guaiba. Corresponderia ao inicio de um novo ciclo se a

simulacao fosse continuada.

Esta simulacao com seiche e vento demonstra que a in
versao total das correntes no Guaiba e um evento possivel de
acontecer, mas e preciso gue haja uma oscilacao de niveis com
amplitude significativa, propagando-se de jusante para montan-
te, E o tempo esperado para uma inversao deve ser equivalente
ao periodo da onda. Quanto aos ventos do quadrante sul, mesmo
fortes, sua acao parece apenas agravar 0 quadro composto pela

seiche,
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VI.5 — APLICACAO DO MODELO BIDIMENSIONAL AO RIO GUAIBA:
CONCLUSOES

Neste capitulo foi estruturado o modelo bidimensio-
nal do rio Guaiba (um lago, na verdade) de acordo com a esque-
matizacao geral do programa computacional definida nos capitu-

los anteriores.

0 modelo resultante, com 470 celulas quadradas uteis
de 1 Km? e 98 matrizes tridiagonais para resolver em cada in-
tervalo de tempo pelo esquema ADI, representa um corpo d'agua
com um escoamento complexo, que € profundamente afetado pelas
condig¢Oes de contorno nos seus extremos (Itapoa e Pintada) e

pela acao dos ventos.

A execucao deste modelo bidimensional do Guaiba foi
precedida por uma analise de deformacao de onda em um canal re
tanguiar, Este experimento, levado a efeito com o mesmo modelo
computacional bidimensional, procurava o ajuste da celeridade
da onda calculada a da onda teorica, para que o campo de velo-
cidades fosse melhor representado., Este ajuste teve o efeito
paralelo de amplifijcacao dos niveis d'agua, um fenomeno nao de
todo inesperado, ja que a analise numérica de Leendertse(1967)
preve esta ocorrencia em certos esquemas implicitos com termo

de rugosidade presente.

Com o modelo do Guaiba foi repetido o mesmo experi -
mento, detectando-se tambem a amplificacao de niveis, caracte-
ristica importante para o uso do modelo. As simulacoes demons-

traram que o ajuste das celeridades, que contribui para uma me
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lThor representacgao das velocidades horizontais, correspondia a

faixa de 0,2 a 0,4 para o parametro "K", de Von Karman.

Tendo esta faixa de valores para "K" como uma refe-
rencia, procedeu-se as simulacoes de eventos reais, com valo-
res de vazao medidos na secao de contorno da Ilha da Pintada
(12/12/82 e 30/03/83). Nestas similacoes ficou caracterizado o
papel fundamental do vento e a sensibilidade do escoamento ao
parametro “X". 0 melhor valor para este parametro, comparando-
-se vazoes medias observadas e calculadas, ficou proximo a
0,35, que e um valor coerente com algumas medicoes em rios com
sedimentos em suspensao (Einstein e Abdel-Aal, 1972) e com a

faixa acima referida.

Apesar deste resultado promissor, nao € possivel con
sidera-1o como uma calibracao efetiva do modelo. Seriam neces-
sarios dados concomitantes de correntologia, em diversas par-
tes do Guaiba, para aferir os mapas de velocidade <calculados,
mesmo que estes tenham se mostrado compativeis com os conheci-

mentos disponiveis atualmente.

0s resultados obtidos, contudo, serviram para demons
trar a inegavel potencialidade do modelo bidimensional como
instrumento de ajuda ao gerenciamento dos recursos hidricos de
um lago como o rio Guaiba. Em relacao a este aspecto seria in-
teressante a busca de uma melhor harmonizacao entre as informa
coes possiveis de serem obtidas pelo modelo bidimensional e os

dados basicos de campo necessarios a sua constante calibracao.



VII — CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Nesta dissertacao foi desenvolvido um modelo matema-
tico capaz de reproduzir escoamentos horizontais nao permanen-
tes em corpos d'agua bidimensionais com superficie Tivre. A se
guir e feito um sumario das caracteristicas principais do mode

lo, acompanhado de conclusoes provenientes da sua aplicacao ao.

rio Guaiba:

1) As equagoes diferenciais do modelo sao resultan-
tes da integracao no tempo e no espac¢o {(dimensao vertical) das
equacoes gerais deduzidas para o escoamento de um fluido newto
niano incompressivel, de densidade homogenea e constante, com
base nas leis de conserva¢ao da massa e da quantidade de movi-

mento,

2) Nas equacoes integradas, os fenomenos considera-
dos incluem a inercia, a gravidade, a rotacao terrestre e o0s
atritos, na superficie livre (ventos), no fundo, e nas superfi
cies laterais do proprio fluido {(resistencia a vortices). Es-

tes dois ultimos, vinculados a turbulencia do escoamento.

3) 0s fenomenos ondulatorios reproduziveis pelo sis-

tema de equacoes integradas (a equacao da continuidade e as e-
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quacoes dinamicas horizontais) sao do tipo de pequena amplitu-

de relativa (long waves).

4) 0 esquema numerico empregado para solu¢ao do sis-
tema de equacoes diferenciais integradas e o esquema multiope-
racional de diferencas finitas implicito de Leendertse (1967)
que resolve, alternadamente, as 1inhas e as colunas da malha
de calculo, nos semi-intervalos de tempo sucessivos. A cada 11
nha e a cada coluna de calculo esta associado um sistema Ti-
near tridiagonal com equacoes de diferencas centradas no espa-
¢o e no tempo {com excecao dos termos convectivos e de atrito
com o fundo). A linearizacao nestes sistemas tridiagonais e
compativel com a pequena variabilidade esperada das variaveis

do escoamento (niveis d'agua e velocidades horizontais, medias

na vertical) decorrente de "long waves"”.

5) 0 modelo computacional desenvolvido esta apto a
simular escoamentos de corpos d'agua bidimensionais com qual-
quer “"recorte" em planta e com quaisquer Tocalizacoes de condi
coes de contorno externas (de nivel ou velocidade). Na repre -
sentacao do corpo d'agua considera, ainda, a presenca de ilhas,
estiroes e outras conformacoes emersas compativeis com a esca-
Ta da malha de calculo. As limitacoes que persistem sao a imu-
tabjlidade do "recorte", sem possibilidade de reproducao de
possiveis alagamentos das margens, e a representacao uniforme

do vento por um vetor valido para toda a superficie livre.

6) A malha de calculo e constituida de celulas iguais

e retangulares, sendo preferivel o emprego de celulas gquadra-
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das (Ax = Ay) que nao produzem distorcGes espaciais nos dese-
nhos dos vetores velocidade. A dimensao (4x) das quadriculas,
a escala da malha de calculo, alem de ser adequada a represen-
tacac das margens e do proprio escoamento, deve respeitar um
valor maximo de 20% do comprimento de onda {(A) de uma onda ti-

pica, a fim de evitar problemas numericos.

7) Para a definicao de um valor de At (intervalo de
tempo) compativel com a estabilidade e acuracidade numéericas e
indicada a utilizacao dos resultados da analise de deformacao
de onda de Leendertse (1967}, que relaciona os indicadores nu-
méricos "(At/ax) v gh " e "A/Ax" com relacoes de celeridades e
ampTitudes de ondas calculadas e fisicas, em alguns esquemas
Tineares implicitos. Em geral os resultados desta analise sao
menos conservadores que aqueles baseados apenas em numergs de

Courant,

8) 0s dados geometricos requeridos pelo modelo Sao
as profundidades, abaixo de um plano de referencia, e os codi-
gos de contorno de cada quadricula; os vetores codigo de posi-
cao na malha das sub-linhas e sub-colunas de calculo; e os ve-
tores codigos de posicao e tipo das condigoes de contorno. Sao
tambéem necessarios a latitude media de localizacaoc da malha e

a orientacao relativa ao norte geografico.

9) Os parametros de ajuste do modelo sao o "K" de
Von Karman e ”zo” de Prandt! {(ambos da teoria de turbulencia

deste ultimo) e o coeficiente de atrito do vento com a superfi

cie livre. Os parametros "K" e "zt validos para toda a malha
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de calculo, definem, em fﬁncéo da profundidade, os coeficien-
tes "C" de Chezy (do termo de atrito com o fundo) e de atrito
lTateral "e" em cada quadricula. 0 coeficiente de atrito na su-
perficie livre tem, no modelo, a formulacao empirica de Garrat

(Ramming e Kowalik, 1980).

10) No modelo estruturado para o rio Guaiba a malha
com 1170 celulas quadradas de 1 Km? (26 Tinhas e 45 colunas)re
presenta com fidelidade o contorno das margens. A escala espa-
cial Ax = 1 Km esta adequada as oscilacoes tipicas do rio Guai
ba que sao seiches com mais de 500 Km de comprimento de onda e
10 c¢cm de amplitude. Estas dimensoes permitiram a utilizacao de
um intervalo de tempo At = 15 min {que conduz a um numero de
Courant alto)} sem prejuizo significativo da estabilidade e acu

racidade numericas. Pelo alto valor da relacao A/Ax e possivel

que 0 At possa assumir valores mais elevados ainda.

11) A deformacao de onda, inerente a esquematizacao
numerica implicita, com termo de rugosidade presente, prevista
pela analise teorica de Leendertse (1967), foi detectada em ex
perimentos em um canal retangular e no rio Guaiba onde foi si-
mulada a propagacao de uma seiche, com celeridade ajustada a
da. onda teorica. No Guaiba, a senoide dos niveis na Ithada Pin
tada foi amplificada em cerca de 8%. A faixa de variacao do pa
rametro "K", para ajuste das celeridades no Guaiba (com zZ, fi-

xado em 1 mm), ficou entre 0,2 e 0,4,

12) Na simulacao de eventos reais no Guaiba, com a-

portes de vazao medidos na secao Itha da Pintada (dias 12/12/
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/82 e 30/03/83, aguas baixas e medias, respectivamente), ficou
patente a influencia do vento no escoamento desta secao. Com
niveis como condicao de contorno em Itapoa e Ilha da Pintada, a
reducao calculada da vazdao afluente nesta Ultima, por acao de

ventos fortes (-~ 6 m/s} do quadrante sul, chegou a 70%.

13) Sem propriamente constituir-se em uma calibracao,
o melhor valor para "K", de 0,35, obtido nas simulagoes com os
eventos reais, mostrou-se coerente com a faixa definida ©vpelos
experimentos com a seiche e com medicoes de campo em rios com
sedimentos em suspensao. Este valor K = 0,35 corresponde a coe
ficientes de Chezy da ordem de 65 que sao condizentes com simu
lagoes bidimensionais realizadas por ocutros autores em baias

com pouca profundidade.

14) Com o valor de K = 0,35 a simutacao de uma sei-
che associada a um vento forte do quadrante sul indica ser pos
sivel a inversao total das correntes no Guaiba, sendo esta si-
tuacao possivelmente criada mais em fun¢§0 da onda que se pro-
paga de jusante para montante do que em funcao do vento que te

ria o papel de um fator agravante importante.

15) Nas simulacoes efetuadas nao foram notadas influ
encias significativas das condicoes iniciais (velocidades nu-
las e niveis de um estado medio do Guaiba) por mais de 100 in-
tervalos de tempo. Como precaucao foram admitidos periodos de

"adaptacao" equivalentes aos dos eventos simulados.

16) As condicoes de contorno do tipo nivel neste mo-

delo bidimensional parecem ser mais apropriados quando a rela-
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i

¢ao nivel-vazao nao e possivel de ser aproximada a uma relacao
univoca. Nestes casos a fixacao de velocidades como condicao
de contorno em uma quadricula, pela propria esquematizacao da
solucao por linhas e colunas, condiciona os niveis desta qua-
dricula (e das proximas), mais intensamente que uma perturba-
¢ao vinda de qﬁadr?cu1as vizinhas. Desta forma torna-se impra-
ticavel a simulacao de um fenomeno em que as velocidades va-
riam para um mesmo nivel d'agua. Este & o caso das condigoes de
contorno do Guaiba onde, para um mesmo nivel d'agua, & possi-
vel a passagem de uma extensa gama de vazoes, afluentes e de-

fluentes.

17) A afericao dos mapas de corrente com trajetorias
de flutuadores nao foi possivel porgue estes respondem mais as
variacoes das correntes superficiais (afetadas pelo vento), en
quanto que o modelo bidimensional calcula velocidades horizon-
tajs médias do fundo a superficie. Para uma efetiva afericao
das correntes seriam necessaros dados de correntografos, de di
versos locais, situados a profundidades representativas. Entre
tanto, mesmo sem afericao dos mapas de correntes mostraram-se
coerentes com o conhecimento disponivel, principalmente no que

se refere a ordem de grandeza das velocidades e sua confiqura-

cao.

Tendo em vista todo o desenvolvimento do modelo bidi
mensional e a sua aplica¢do ao rio Guaiba, as recomendagoes
prendem-se mais ao desenvolvimento do potencial deste instru-

mento matematico no gerenciamento e conhecimento dos recursos
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hidricos do sistema costeiro lagunar do Rio Grande do Sul (prin

cipalmente, rio Guaiba e lagoa dos Patos).
Desta forma seria interessante que:

1} Houvesse mais campanhas de campo onde simultanea-
mente fossem medidos vazoes nos contornos do sistema, velocida
des e direcoes de vento em diversos locais (nas margens ou no
interior), e principalmente, velocidades de corrente em varios
pontos do corpo d'agua. As campanhas devem caracterizar bem si

tuacoes de inverno, verao e intermediarias.

2) Fosse estudado em profundidade o fenomeno das o0s-
cilacoes regulares de nivel d'agua do Guaiba (a "seiche"). com
a comprovagao da sua origem na Lagoa dos Patos. Estudos esta-
tisticos de niveis, ventos e pressoes atmosfericas poderiam ser

levados a efeito.

3) Dado o complexo regimerhidrodinémico dos sistemas
Delta do Jacui/Guaiba ou Delta do Jacui/Guaiba/Lagoa dos Patos,
fossem desenvo]vidoé modelos acoplados dos sub-sistemas para
meilhor simular escoamentos em locais sujeitos a grandes varia-
coes de escoamento como as secﬁes de contorno do Guaiba (Ita-

poa e Ilha da Pintada).

4) Fosse desenvolyido um modelo bidimensional de
transporte de massa para que fenomenos de poluicgao, como 0S
que podem ocorrer nos despejos do arroio Diluvio e rio dos Si-
nos, possam ser simuladas no rio Guaiba ou lagoa dos Patos. Na

turalmente gue sao indispensaveis medigoes de campo de disper-
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sag de solutos.

Por fim, recomenda-se o usg criteriocso do modelo bi-
dimensional, principalmente em situacoes onde os dados de cam-
po nao sao os ideais para uma calibracao e verificacao efeti -

vas.
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