MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

VIBRACOES NATURAIS EM UM SISTEMA DE INTERACAO
VIGA-AGUA INCLUINDO O EFEITO DE ONDA DE
SUPERFICIE

por

Neuri Elias Donin

Dissertacao para a obtencao do Grau de
Mestre em Matematica Aplicada

Porto Alegre
Marco de 2003



VIBRACOES NATURAIS EM UM SISTEMA DE INTERACAO
VIGA-AGUA INCLUINDO O EFEITO DE ONDA DE
SUPERFICIE

por

Neuri Elias Donin
Engenheiro Civil, e Licenciado em Ciéncias - Habilitagao em Matematica

Dissertacao submetida ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao
em Matematica Aplicada, PPGMAp, do Instituto de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, como parte dos requisitos necessarios para a obtenc¢ao

do Grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Area de Concentracao: Vibracoes, Controle e Sinais
Orientador: Prof. Dr. Julio Cesar Ruiz Claeyssen

Aprovada por:
Prof. Dr. Vladimir Schuchman (UFRJ)
Prof. Dra. Inés Ferreira Moraes (UFSM)
Prof. Dra. Liliane Basso Barichello (PPGMAp/UFRGS)
Prof. Dra. Teresa Tsukazan de Ruiz (PPGMAp/UFRGS)

Prof. Dr. Vilmar Trevisan

Coordenador do PPGMAp

Porto Alegre, Marco de 2003



AGRADECIMENTOS

Ao concluir este estudo gostaria de agradecer aqueles que, durante todo

esse processo, de uma forma ou outra contribuiram para a sua realizacao.

A URI - Universidade Regional Integrada campus de Frederico West-
phalen, e ao Programa de Pds-Graduagao em Matemdtica Aplicada da UFRGS -
Universidade Federal do Rio Grande do Sul pela oportunidade.

Ao Prof. Dr. Julio Cesar Ruiz Claeyssen pela orientacao, incentivo,

discussoes, e pelo apoio no desenvolvimento e na conclusao deste trabalho.

Ao Prof. Dr. German Ramoén Canahualpa Suazo pela frutifera dis-

cussao e apoio durante a realizacao deste trabalho.

Aos colegas, amigos, e familiares, pelas discussoes, carinho, e incentivo

de todos os momentos.

Aos meus Pais, Pedro e Olga Donin (in memorian)pelos ensinamentos

e incentivo durante todos os dias que estivemos juntos.

A todos aqueles, cujo os nomes aqui nao constam, mas que de alguma

forma estiveram sempre presentes torcendo por este momento.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo modal de um sistema estrutura-
fluido, modelado pela equacao de Euler-Bernoulli, para uma viga elastica, sujeita a

pressao da agua, e por ondas de superficie livre.

O sistema acoplado possui condi¢oes de contorno para o dominio sélido
(viga fixa-livre), para o dominio fluido (impermeabilidade e rigidez inferior), com
ondas de superficie, e de interface fluido-estrutura (condig¢oes de continuidade na

deflexdo, angulo de rotacao, for¢a de corte interno e momento de curvatura).

Para determinar as vibracoes livres da pressao e deslocamento no seco
e no molhado, utiliza-se o método espectral para eliminar a dependéncia oscilatéria
temporal e concentrar-se na determinacao dos modos através do estudo de problemas

de contornos espaciais.

Os modos podem ser calculados com o uso da base classica de Euler ou

da base dinamica gerada pela resposta impulso.

Foram feitas simulacoes para um material especifico, e apresentados os

resultados obtidos.

i



ABSTRACT

TITLE: “NATURAL VIBRATIONS IN A BEAM-WATER INTERACTION SYS-
TEM INCLUDING SURFACE WAVE EFFECT”

This work has as objective a modal study of a fluid-structure system
modeled by the Euler-Bernoulli equation of an elastic beam, subject to water pres-

sure.

The coupled system has boundary conditions for the solid domain (can-
tilever beam), for the fluid domain (impermeability and lower stiffness), with surface
waves, and for the fluid-structure interface (continuity conditions on deflection, ...,

bending moment and shear force).

In order to determine free vibrations for the pressure and wet and dry
displacements, it is used the spectral method to eliminate the oscillatory time-
dependence and to concentrate on the determination of the modes through the

treatment of spatial-boundary problems.

The modes can be calculated by using the Euler basis classic or dyna-

mical basis generated by the impulse response.

Simulations were mode for a specific material, and the results pre-

sented.
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LISTA DE SIMBOLOS

p(z,y,t) pressao hidrodinamica

x posicao horizontal

Y posicao vertical

t tempo

[ altura da agua

H altura da barragem

F espessura da barragem

EJ rigidez flexural da barragem

Ps massa especifica da barragem

pf massa especifica da agua

c velocidade do som na agua

uq(y, t) deslocamento da parte molhada da barragem

us(y, t) deslocamento da parte seca da barragem

X (x) autofuncao horizontal para a pressao

Y (y) autofuncao vertical para a pressao

Q frequiéncia caracteristica do sistema

A parametro do autofuncao horizontal

K parametro do autofuncao vertical

P(z,y) componente espacial da pressao

Gy, constante numeérica

Ui (y) componente espacial do deslocamento molhado
Us(y) componente espacial do deslocamento seco

71(€) deslocamento adimensionalizado da parte molhada
T5(€) deslocamento adimensionalizado da parte seca
®i(€) funcoes de base para o deslocamento molhado adimensionalizado
qu(g) funcoes de base para o deslocamento seco adimensionalizado

1X



resposta impulsiva do

deslocamento adimensionalizado

freqiiéncia caracteristica adimensionalizada
vetor das constantes numéricas do deslocamento
adimensionalizado molhado

vetor das constantes numéricas do deslocamento
adimensionalizado seco

componentes da matriz R

parametro do nivel da dgua

parametro da espessura da parede



1 INTRODUCAO

O comportamento dinamico de um sistema flexivel de interacao de viga-
dgua é examinado. O sistema acoplado estd sujeito a uma condicao de limite im-
perturbado no infinito do dominio da adgua e a uma condicao de perturbacao de
superficie linear na superficie livre. As equagoOes regentes que descrevem o com-
portamento do sistema sao analisadas usando o método de separacao de varidveis
e as suas solucoes sao apresentadas. A equacao de autovalores da vibracao nat-
ural do sistema de viga-agua é deduzida e sao obtidas solugoes exatas para cada
combinacao de condi¢oes de fronteira. Os calculos mostram que para a condicao
imperturbado no infinito, no dominio da agua, as freqiiéncias naturais do sistema
dinamico acoplado sao mais baixas que as da viga seca flexivel, indicando que a
influéncia da agua na viga tem o efeito de uma massa adicional. Mais adiante é
mostrado que a perturbacao de onda de superficie livre tem um papel mais im-
portante na determinacao de caracteristicas de vibracao na regiao de freqiiéncias
baixas do sistema acoplado e que a compressibilidade do fluido é mais influente a
freqiiéncias mais altas. A relacao de ortogonalidade das formas de vibragao natural
do sistema de interacao de fluido-estrutura acoplado é deduzido e o caso do sistema
acoplado sujeito a condigao de radiagao no infinito proposta por Sommerfeld [17] é

discutido.

1.0.1 Sistemas hidrotérmicos

A operacao de sistemas hidrotérmicos tem sido extensivamente estu-

dada em seus aspectos tedricos, praticos e computacionais [2, 6, 8, 14].

Pode-se indagar qual a melhor maneira de se operar uma usina, e se a
proposicao de tipo de material escolhido, secao usada, condicoes de contorno, etc...
¢ a melhor decisao em termos de estabilidade, rendimento e por que nao dizer de

custo final da obra.
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A figura [1.1] mostra um esquema de uma barragem que vai servir
para movimentar a turbina e um gerador de energia elétrica; neste caso o estudo
comecaria por determinar as freqiiéncias naturais da estrutura e também do sis-
tema acoplado, que serviriam para a Engenharia desenvolver seus projetos comple-

mentares e orcamentos.

Figura 1.1 Esquema de uma barragem genérica

1.1 Breve Resenha Histérica do Problema

Na engenharia de irrigacao e de plataformas maritimas, uma represa, ou
uma torre cercada por dgua normalmente ¢é simplificada em andlises como uma viga
ou uma estrutura de coluna ao determinar suas respostas estaticas ou dinamicas.
Entao o problema de interacao viga-agua flexivel é significativo nestes ramos da

engenharia.

Em 1933 Westergaard [22] primeiro investigou a pressao hidrodinamica
em uma represa rigida durante terremotos, embora é ignorado o efeito de ondas de
superficie neste estudo classico. Os resultados de Westergaard [22], 1933, revelaram

que a magnitude da pressao hidrodinamica depende da freqiiéncia de excitacao.
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Em 1967 Chopra [1] deduziu uma solu¢ao analitica da pressao hidrodindmica
em uma represa rigida vertical e mostrou que as solu¢oes de Westergaard [22] s6 sao
validas se a freqiiéncia de excitacao for menor que a freqiiéncia fundamental do
reservatério. Ele estendeu a teoria para investigar a pressao hidrodinamica que é
o resultado de movimentos nao s6 horizontais e verticais mas incluindo também
a influéncia de ondas de superficie livre. Chopra [1] concluiu que a contribuicao

associada de perturbacao de onda de superficie livre é pequena.

Em 1978 Chwang [3] apresentou uma solugao exata da pressao hidrodinami-
ca em uma represa rigida com um lado inclinado contra a correnteza de declive

constante mas desprezando a compressibilidade do fluido no reservatério.

Em 1986 Liu [11] estendeu o trabalho de Chwang [3] para obter uma
solucao exata para um dique inclinado rigido que represa um reservatorio de forma

triangular.

Em 1990 Xing e Price [23] reexaminaram a influéncia de ondas de su-
perficie livre nas pressoes hidro-dinamicas experimentadas por represas durante um
terremoto. Foi assumido que este estimulo causou uma vibracao sinusoidal horizon-
tal na represa e uma vibragao sinusoidal vertical em cima de uma regiao de solo
prescrito dentro do reservatorio. Para isso foi mostrado que as duas condicoes de
limite de superficie livre produzem s6 diferencas pequenas nos valores das freqiiéncias

naturais.

Nas investigagoes previamente descritas, a elasticidade (E) ou flexibili-
dade da estrutura nao foi considerada. A inclusao deste efeito complica o problema
significativamente. Entao, para simplificar este problema dinamico, os efeitos de on-
das de superficie livre ou a compressibilidade do fluido ou ambos sao freqiientemente

desprezados.

Assumindo uma condicao imperturbado no infinito no dominio de agua,

as vibragoes acopladas entre uma estrutura de coluna flexivel e dgua inclusive os
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efeitos de perturbacao de onda de superficie e a compressibilidade do fluido foi
estudado por Goto e Toki [7], 1965, Liaw e Chopra [12], 1974, e Zhu, Weng e Wu
[26], 1989.

Estas investigacoes mostraram que a influéncia de ondas de superficie
livre é de maior importancia ao comportamento dinamico de um sistema de viga-
agua longo-fino, considerando que o efeito da compressibilidade do fluido é a in-

fluéncia mais dominante para um sistema de viga-agua curto-grosso.

Em uma andlise hidrodinamica, a condicao de radiacao no infinito no
dominio da dgua tem um papel importante na determinacao das caracteristicas de
comportamento do fluido. Desenvolvendo solugoes exatas das cargas hidrodinamicas
em represas rigidas estimuladas por vibragoes horizontais e verticais, Xing e Price
[23], 1990, concluiram que no infinito no dominio de dgua o n-ésimo componente
da resposta da pressao dinamica, no caso de estimulo horizontal satisfaz a condi¢ao
imperturbado se a n-ésima frequéncia natural do reservatorio for mais alta que a
freqiiencia de estimulo ou a condicao de radiacao se for menor que a freqiiéncia
de estimulo. Entao, se a freqiiéncia de estimulo for mais alta que a freqiiéncia
fundamental do reservatério, os componentes da resposta de pressao dinamica sao
uma combinacao de dois tipos: um satisfazendo a condi¢ao imperturbado e outro,
satisfazendo a condicao de radiacao, ambos no infinito. Porém, estas conclusoes sao
associadas com estruturas rigidas pois as distorcoes das estruturas foram excluidas.
E interessante notar que Chopra [1], 1967, concluiu que as solugoes cléssicas de
Westergaard [23], 1933, s6 sao vilidas se a freqiiéncia de estimulo for menor que a
freqiiéncia fundamental do reservatério que no contexto da discussao prévia implica
que as solucoes estao relacionadas a condicao imperturbado ou de perturbacao zero

no infinito no dominio fluido.

Em ambas analises de dominio de tempo bi e tridimensionais de in-
teragoes de fluido-estrutura, Tsai e Lee [18], 1990, Lee e Tsai [19], 1991, Tsai, Lee e
Ketter [20], 1990, e Tsai, Lee e Yeh [21], 1990, desenvolveram um eficiente método
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no dominio do tempo semi-analitico para expressar a condi¢ao de radiacao na regiao
de campo distante do dominio do fluido. Lee e Tsai [13] conseguiram uma solugao
exata no dominio do tempo que leva em conta a condicao de radiacao do dominio do
fluido e a deformacao da estrutura usando o método da transformada de Laplace.
Eles examinaram a analise no dominio do tempo da resposta forcada de sistemas
de viga-agua estimuladas por aceleracoes de solo contra a correnteza e a favor da
correnteza na direcao horizontal. Uma condicao de perturbacao de superficie livre
zero foi assumida, mas eles nao discutiram o comportamento das caracteristicas
da vibracao natural dos sistemas. Porém, eles apresentaram uma selecao de resul-
tados de vibragao livre do dominio de agua, as quais necessariamente nao sao as
caracteristicas fundamentais dos sistemas de interacao de fluido-estrutura, e entao

eles usaram esta informacao para avaliar a pressao hidro-dinamica.

Do ponto de vista de mecanica do continuo, é necessario que o sis-
tema de interacao fluido-estrutura seja considerado como um sistema dinamico to-
tal dentro da andlise dindmica. Entao, como foi discutido por Xing e Price [24],
1991, e Xing, Price, e Du [25], 1996, existem caracteristicas de vibra¢ao natural
(isto é, freqiiéncias e modos) e estes dependem das suposigoes inerentes no modelo
matematico, (isto é, estrutura rigida ou flexivel) e as condigoes de fronteira que im-
puseram na estrutura (fixo, livre, etc), a perturbagao de superficie livre e a condicao
de fronteira no infinito no dominio do fluido. Xing et al [25], 1996, apresentaram
uma selecao de resultados numéricos para uma gama extensa de sistemas de in-
teracao de fluido-estrutura e mostraram a importancia do componente de anélise
de vibragao natural dentro da analise dinamica global para determinar respostas de

movimento for¢ado.

1.2 Objetivos do Trabalho

Neste trabalho, a atencao é focalizada na determinacao de vibracoes

naturais para um sistema dinamico acoplado viga-agua sujeito a vdarias condigoes de
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contorno com o proposito de avaliar a influéncia sobre variados efeitos, tais como,
viga seca, viga molhada, a imposicao de uma perturbagao de onda de superficie
zero ou permitindo que ondas se gerem na superficie livre, e a imposicao de uma
condicao imperturbado no infinito no dominio do fluido. Uma solucao exata para
cada caso é obtida usando-se o método espectral para o equacionamento evolutivo
e 0 método de separacao de variaveis para os problemas estacionarios. Os exemplos
numéricos apresentados provéem de uma comparacao dos efeitos da perturbacao de
onda de superficie livre e compressibilidade de fluido nas caracteristicas dinamicas
naturais do sistema interagindo sujeito a condi¢ao imperturbado na infinidade. Eles
realcam a importancia de cada efeito em relacao as frequéncias naturais do sistema

interagido dinamico acoplado fluido-viga.

A seguir, faz-se uma breve descricao dos capitulos que formam este

trabalho;

No capitulo 1 é descrito uma breve resenha historica do problema a-
presentado, suas consideracoes ao longo dos tempos e das pessoas que estudaram tal
caso; seus objetivos que sao a determinacao das vibragoes naturais para o sistema

dinamico.

No capitulo 2 é descrito o modelo fisico do sistema acoplado viga-agua.
Sao relacionadas e enunciadas as equacoes diferenciais parciais governantes para
o dominio sélido, dominio fluido,e de interacao, bem como todas as condicoes de
contorno,de continuidade destes dominios e da interface entre os dois dominios. A
modelagem matematica adotada é o de Euler-Bernoulli pela eficiéncia simbdlica

neste estudo.

No capitulo 3, analise modal da pressao, é desenvolvida a metodologia
de separcao de variaveis com o objetivo da obtencao das componentes horizontais e
verticais da pressao, e as componentes transversais dos deslocamentos da barragem:.

Com este procedimento, e logo apds a adimensionalizacao das equagoes de Euler-
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Bernoulli resultantes, permite a obtencao da equacgao caracteristica, cujas raizes
fornecem aproximacoes numéricas das freqiiéncias e possibilitam o calculo simbdlico
das formas modais; é apresentado ainda a condicao de Sommerfeld e a expansao

espectral da componente espacial da pressao.

No capitulo 4, é efetuado o calculo dos deslocamentos nas regides mo-
lhada e seca utilizando-se para isso as bases classicas e dinamica; neste mesmo
capitulo ¢é introduzido uma discussao sobre a relacao de ortogonalidade dos modos de

vibracao, além de uma discussao de uma solucao de pressao constante para 22 = 0.

No capitulo 5, sao apresentados os resultados numéricos para uma su-
posicao de barragem com se¢ao, altura, altura molhada, densidades, e outras carac-

teristicas definidas.

No capitulo 6, o capitulo final, apresentam-se as conclusoes pertinentes

ao trabalho.



2 MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Apresentacao do Problema

2.1.1 Andlise estrutural do Modelo

A estrutura é do tipo fixa-livre, ou seja uma viga em balanco com en-
gaste na origem zero, na base da barragem; o engaste nao permite deslocamentos
em nenhuma das tres direcoes dos eixos x,y, e z, ao contrario da extremidade su-
perior, onde haverd a maior flexa (deflexdo). O grau de estaticidade revela que os
esforcos desta estrutura, que sao momento fletor, forca cortante interna, e reagoes
verticais e horizontais, podem ser encontradas pelas equacoes da estdtica, quais se-
jam: somatorio de forcas e momento fletor em relagao a um ponto de origem zero,
na base da barragem. Tal deducao é conseguida porque o modelo apresentado é do
tipo isostatico; no caso de modelos hipoestaticos ou hiperestdticos a resolugao deve
ser tratada diferente. A viga em questao é tratada como uma viga elastica, ou seja,
existe uma proporcionalidade entre tensao e deformacao, nao podendo as suposicoes
de carregamento ultrapassar a fase elastica do material escolhido. Por ocasiao do
deslocamento da barragem, em funcao dos carregamentos dinamicos, serao apresen-

tadas flexas e angulos que corresponderao as deflexoes e giros da estrutura.

Observagao 1: As reagoes da viga em balanco serao encontradas conside-
rando-se o principio de superposicao de efeitos sempre que os esforcos nao excederem

a fase eldstica-linear do material.

Observacao 2: No caso em questao o peso proprio nao provocara reacao
do tipo momento fletor na base da estrutura, pois o eixo y coincide com o centro de

gravidade da peca, que é a componente vertical da mesma.

Na fig. [2.1] sao apresentados os graficos de momento fletor (M), esforgo

cortante (C), e de deslocamentos (f) que identificam o deslocamento e o giro da
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estrutura fixa-livre, além do esquema das reagoes para um carregamento de pressao

hidro-dinamica e de ondas de superficie;

REACOES DIAGRAMA DE DIAGRAMA DE DEFORMADA
MOMENTO FLETOR ESFORCO CORTANTE

e

Hivel i

Figura 2.1 Esforc¢os

2.1.2 Carregamento da estrutura - Ac¢oes

A viga em balanco receberd dois tipos de carregamentos dinamicos: o
primeiro de forma concentrada na altura [ molhada da estrutura em funcao das
ondas de superficie, e o segundo em funcao da pressao, dada pela equacao da onda,
em forma de carregamento distribuido triangular caracterizando o empuxo da dgua;
para efeitos de calculos de reacoes a resultante da pressao localiza-se no terco médio

de [;

2.1.83 Sistema Viga Flexz/vel—A/gua Compressivel

Neste capitulo é considerado um sistema acoplado viga flezivel-dgua re-
presentado por um sistema cartesiano bi-dimensional com coordenadas de origem

zero na interseccao da linha central da viga e o chao horizontal do reservatorio; é
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PSS LSS

Figura 2.2 Carregamento

assumindo que a agua é compressivel, nao viscosa, seu movimento anti-rotacional,
e o reservatério é de profundidade média [; a viga uniforme flexivel é de altura H
(H > 1); a altura molhada [, de largura F' e de espessura unitdria perpendicular ao
plano O—xzy. A rigidez fletora e a densidade de massa sao denotados respectivamente
por EJ e ps, onde E representa o modulo de elasticidade de Young e J o momento
de inércia com respeito ao eixo transversal da viga; ps e c representam a densidade

de massa e a velocidade do som na agua.

2.2 Equagoes Governantes

2.2.1 Dominio Fluido

Proveniente da mecanica do continuo, sabe-se que a viga sustenta es-
forcos de pressao, compressao, momentos fletores, de cisalhamento, entre outros.
Diante de pequenas perturbacoes, a equacao linearizada que descreve a pressao

dindmica p(t, x,y), originada pela acao da dgua, é dada pela equagao da onda:
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Viga

Suparficie Livre

Agua

2

Figura 2.3 Esquema do sistema viga-dgua

10% 0% 0%

Zor o2 o (2.1)

A abrangeéncia da equacao da onda, acima, é valida para 0 < x < 00, e

0<y<l.

2.2.2  Condicoes de Contorno do Dominio Fluido

Na superficie livre, considera-se que ha perturbacoes de ondas, gover-

Op 1\ 0%p
w=()a = 2

O fundo do reservatério considera-se impermedvel e rigido (ndo tem

deformacao), de modo que y =0 e g—z = 0; no dominio da 4gua é assumido que a

nada pela equagao:

perturbacao de pressao na agua nao é transmitida para o infinito quando = — oc;
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isto é, ha uma condi¢ao imperturbado governada pela equagao

lim p(t, z,y) = 0 (2.3)

2.2.8 Dominio Sélido

A equagao de movimento que governa as vibracoes transversais da viga
submergida, tratada simplesmente como uma viga de Euler-Bernoulli é dada pela

equacao diferencial nao homogénea de quarta ordem:

82U1 84U1
I —+ EJ
Pt o T g

=-p(0,y.t), O0<y<lI (2.4)
E para a porcao seca em ar da mesma ¢é dada pela equacao diferencial
homogeénea de quarta ordem
82U2 84U2

FLY gy
Pt g TR G

=0, I<y<H (2.5)

2.2.4 Definicoes e simbologia dos esforcos e Momentos

ui(l,t), (deflexao ou deslocamento na parte molhada da barragem)

us(l,t), (deflexdo ou deslocamento na parte seca da barragem)

—(I,t), (giro da parte molhada da barragem)
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%(
oy

[,t), (giro da parte seca da barragem)

82U1

52 (I,t), (momento fletor na parte molhada da barragem)
Y

0*u
W;(L t), (momento fletor na parte seca da barragem)

83
a—u;(l, t), (forca de cisalhamento na parte molhada da barragem)
Y
83uz .
o7 (I,t), (forca de cisalhamento na parte seca da barragem)

2.2.5 Condigoes de Contorno do Dominio Solido

A configuracao do sistema é concebida para ser base fixa e extremidade

superior livre ou comumente chamada de viga em balanco;

Em y = 0 (base fixa)

u1(0,1) =0 (2.6)
ouq
a—y(O,t) =0 (2.7)

Em y = H, (extremidade superior livre)

82U2

5yr (H0) =0 (2.8)
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83U2
oy3

(H7 t) =0 (2.9)

Na interface, entre o molhado e a porcao seca da viga, a deflexao,
o angulo de rotacao, a forga de corte interno (esfor¢o cortante) e o momento de

curvatura (Momento fletor) da viga devem estar continuos. Isto é satisfeito quando:

ur(l,t) = up(l,t), (deflexdo) (2.10)
%_’;(z,t) %(z,t), (giro) (2.11)
%2_:;([,75) = é;;; (I,t), (momento fletor) (2.12)
‘?;1 (I,t) = a;_:;(l, t), (forca de cisalhamento) (2.13)

2.2.6 Interface de Interacdao solido-fluido

Na interface de interacao de fluido-estrutura, em x =0, e 0 <y <l a

pressao p na agua e o deslocamento u; da secao da viga molhada satisfaz a relagao:

2]




3 ANALISE MODAL DA PRESSAOQO

3.1 Solucao Espectral para a Pressao

A pressao hidrodinamica da dgua, satisfaz a equacao da onda

Fp L (p  Fp
- = — + = 3.1
oz~  \ 9a2 * oy? (3.1)
que, considerando o operador Laplaciano
*p  Pp
R AT S v £ 3.2
Ox? * oy? ’ (3:2)
pode ser escrita como
&*p 272

No método espectral procura-se solucoes exponenciais no tempo e,

procura-se entao oscilacoes que resultam em exponenciais complexas ¥,

p(t,z,y) = €V P(z,y), (3.4)

e conduz para o problema estacionario

V2P(x,y) = — (%)2 P(z,y). (3.5)

Aplicando o método de separacao de variaveis, supoe-se que
P(z,y) = X(2)Y (y) (3.6)

e entao:

X”(x) Y”(y)__ Q 2
v v () &0

15
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Assim, para certas constantes A e k, tem-se

X”(x) — _)\2
X(x) ’
e
Yll(y) _ _Kz
Y(y)
ou, equivalentemente
X"+ XX, =0
e
Y, + kY, =0

com A, k, e €2 sendo constantes reais que satisfazem

N = <Q>2 — K2
c

Das condicoes de contorno

oP oP 0?2
—'T70 :07 —.’L‘,l :—P.T7l e POO, =
ay() 8y()g() (00, )
decorre que
Y,(O) =Y
QZ
Y'(l) — —Y(I) =0,
g
e
X (00) =0,

respectivamente.

16

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.1.1 Autofuncoes Verticais

Para determinar a dependéncia vertical de pressao deve-se obter solucoes

nao nulas do problema de contorno
Y'(y) + K%Y (y) = 0 (3.17)
com as condicoes de contorno:

Y'(0) =0, Y'(l) — V(1) = 0. (3.18)

Resolvendo a equagao acima tem-se duas solucoes: ki, e —ki; logo a

solucao geral de (3.17) é dada por
Y (y) = Cy cos(ky) + Cysin(ky) (3.19)
derivando Y (y) temos

Y'(y) = —Cirsin(ky) + Cak cos(ky) (3.20)

Das condicoes de contorno

Y'(0) =0, e Y’(z)—%zm):o (3.21)

obtém-se o sistema

[ : .

[—/ﬁ sin(ky) — %2 cos(ky) kcos(ky) — %2 sin(ky)

{Cl-‘ = {0-‘ . (3.22)

S —
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18

Para se obter solugoes nao nulas, o determinante do sistema deve ser

nulo, ou seja, det(A) = 0, isto é, k deve ser raiz da equagao caracteristica:

o (—rsiney) — L cos(y) ) =0
( 7 et

cujas solucgoes sao k = 0, ou satisfazem

QZ
—Ksin(ky) — v cos(ky) =0

ou
0?

tan(kl) = ——

an(rl) p”

A autofuncao vertical Y (y) pode ser escrita como
Yo(y) = cos(kny), mn=123,...

onde k,, satisfaz a equacao
Q2

Kng

tan(k,l) = —

cujo valor aproximado estd dado pela estimativa [25]
T onw
1’ 1/

Ky € <(n— %)

3.1.2 Autofuncoes Horizontais

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Para determinar a dependéncia horizontal da pressao, deve-se obter

solucoes nao nulas da equacao

X"+ XX =0

(3.29)
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sujeito a condigao:

X(o0) = 0. (3.30)

A condicao de contorno limite exclui automaticamente que A seja real,

pois neste caso a solucao geral
X, = Cicos(Ax) + Cysen(Ax) (3.31)

nao tem limite quando x — oo. Assim do fato que k é real, tem-se que A deve ser

puramente imaginario .

Fazendo A\ = i)\, Ay € R, tém-se uma solucao do tipo:

X(x) = 1P 4 gyemiPo) (3.32)

Entao:

X (2) = 16727 + cpe?? (3.33)

Se Ao > 0, entao para X (oco) = 0, Cy deve ser zero.
Se A\¢ < 0, entao para X (oco) = 0, C; deve ser zero.

Tanto para Ay > 0 quanto para Ay < 0 a solucao geral serd:

X, (z) = e (autofuncao horizontal) (3.34)

3.1.8 A Condigcao de Sommerfeld

Para resolver problemas de radiacao em um dominio no infinito, Som-
merfeld [17], 1949, propds uma condi¢ao de radiagao no infinito. Fisicamente, isto re-

presenta um disturbio na agua propagando-se na diregao positiva de x sem nenhuma
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onda refletida. Entao para uma onda de pressao na forma de funcdao harmonica de

tempo p = P(z,y)e ™ associada com o parametro 2, a condigao de radiagao cor-

respondente é expressada por
p=Px,y)e”™™ P, —iAP=0, 100 (3.35)

onde €) e )\ sao necessariamente dois parametros reais nao negativos associados com
aondae P, = 86—1;. Pelo fato que a equacao de onda (2.1) é uma equacao de valor real,
a forma conjugada complexa (representada por um asterisco subscrito) p*(z,y, t) da
pressao complexa p(z,y,t) deve também ser uma solugdo da equagao (1). Entao a
condi¢ao de radiagao correspondente a esta solucao conjugada p*(z,y, t) satisfaz as

expressoes

p*(z,y,t) = P*(x, y)emt, P+ iAP* =0, T — 00. (3.36)

Segue que, para a funcdo p(z,y,t) = P(z,y)e ™ = X(2)Y (y)T(t)

satisfazendo a condicao de radia¢ao no infinito, a funcdo X(x) satisfaz a equacdo

(X'—iAX) =0, x—o00, casode radiaco. (3.37)
e das equacoes
T(t) = At + B, Q =0, (3.38)
T(t) = ae™™ + be "* Q#£0, (3.39)
X(z)=Qz+ S, A=0, (3.40)

X(x) = ge™ + se™™, A#0, (3.41)
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e (3.37), as funcoes de T'(t) e X (x) satisfazendo a equacdo (3.35) (coeficientes con-

stantes negligenciados) sao da forma

X@TH) =1, Q=0=)\  X@T@E=e¥2 Q>0 A>0. (342)

3.1.4 A Expansao Espectral da Componente Espacial da Pressao

A componente espacial da pressdo pode ser escrita como P, (z,y) =

—AnT

e~ T cos(kny), sendo e a autofungao horizontal, e cos(k,y) a autofuncgao verti-

cal.

Portanto, pelo principio de superposicao linear tem-se

P(z,y) = Z Gne " cos(kny) (3.43)

n=ni

onde n; deve ser o menor inteiro que satisfaz a desigualdade

2
M=k — = >0 (3.44)

n n 02
onde tem-se a estimativa, [25]

%e<m—%§,f?>. (3.45)



4 CALCULO DOS DESLOCAMENTOS

Neste capitulo, procede-se a calcular os deslocamentos U (y) e Uy (y) da

viga elastica molhada e seca, respectivamente.

A regiao molhada, valida no intervalo 0 < y < [, representada pela

equacao de Euler-Bernoulli

82U1 84U1
J— 4+ EJ
Pt g TR G

= _p(oayat) (41)

A regiao seca, vélida no intervalo [ < y < H, representada pela equagao

de Euler-Bernoulli

,OSF% + EJ%Z? =0 (4.2)
Usando o método espectral

u(y, ) = Ui(y)e™ (4.3)
us(y, ) = Ua(y)e™ (4.4)

Obtém-se para a regiao molhada:
EJU(y) — ps FQ*Ui(y) = =X (0)Y (y) (4.5)

e para a regiao seca:

EJU(y) — ps F¥Us(y) = 0 (4.6)

22
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4.1 Deslocamento Molhado - U;

Substituindo a pressao

p(t,z,y) = " P(z,y) = ¥ Z Gne " cos(kny)

n=ni

na equacao na regiao molhada, para 0 < y <[ tem-se

otU
EJ— — p,FOU, = —P(0,y)
oy*
com u; = MU (y), e
4
EJaayU1 — ps FOQMU, = Z Gne """ cos(kny).

n=ny

Definindo as quantidades adimensionais

B mmmH (=D y—gH v-o
a equagao para o deslocamento Ui (y) pode ser escrita como
EJUW (y) — p, FQ?UL (y) Z Gre™™ cos(kny)
n=ny
Reescrevendo tem-se:
EJUM(EH) — p,FQPU, (EH) = Z Ge ™ cos(knEH)

n=ni

23

(4.7)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Como e ** com x = 0 é igual a 1, tem-se:

_ 0 -

Ui(§) = U1(€H), a—gUl(f) = HU;(¢H) (4.13)
Logo:

ot P
Entao:
BIUL(E) - S i
o — QL€ = = | G cos(i) (4.15)

Multiplicando toda a equacao por g—;, resulta:

W PFPUOH O G cos(€)
Fazendo:
o P FQPH?
£ = — 57 (4.17)
nH*
A, = GEJ (4.18)
tem-se:
0,(€) = BUL(€) = = Y Apcos(sné) (4.19)
com (0 <¢&<vw
Como
Q
2= 4.20
= (4.20)
entao
2
Bt = { (4.21)
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e fazendo
ps FQ2HY QO
- = 4.22
Bl (4.22)
Logo:
EJ
Q= | —= 4.23
b PSFH4 ( )
2
Assim A2 = K2 — 8—2 > 0 torna-se a condigao de que n; é o menor
inteiro n tal que
2 2
4 _C 1,m
< —=(n—-=) "= 4.24
Usando padroes adimensionais
y=¢ 0=0, H=1, I[=vH (4.25)
para um deslocamento espacial na parte molhada da barragem.
Segue que
01(€) = 0,"(&) + U"(€) (4.26)

onde Ulh(f) é a solucdo homogénea geral da equacdo (4.19), e U,"(€) é

a solucao particular nao homogénea da equacao (4.19).

4.1.1 O Caso Homogéneo

Para o estudo da equacao homogénea é conveniente discutir duas bases
de funcoes: uma cldssica, comumente utilizada, e outra dinamica, satisfazendo

condicoes iniciais normalizadas.
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Da teoria de equacoes diferenciais, a solucao da equacao linear ho-

mogénea Uy (€) — AU, (€) = 0 ¢ dada por

Ul = Clq)l + CQCI)Q + ng)g + 04@4 = CI)C, (427)
onde &, dy, 3, &, é uma base de solugoes. Aqui

o = [@1, @2, @3, @4], Ct = [C10203C4] (428)

4.1.2  Base Espectral Cldssica
A equacao caracteristica da equacao diferencial linear ordinaria
— 4 —
Uy (§) = BUL(E) =0 (4.29)

¢ dada por
M —pt=0. (4.30)

Esta equacao possui as raizes

A= B: Ay = _Ba Az = Bla Ay = _Bl (431)

Portanto a solugao geral é dada por

Ui(€) = c18in(BE) + ¢z cos(BE) + e3sinh(BE) + eq cosh(€) (4.32)

com relagao a base espectral classica

D, (&;8) = sin(BE),  Po(&; B) = cos(BE), @3(&; B) = sinh(BE),  P4(&; B) = cosh(BE)
(4.33)
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4.1.8 Base Dinamica

A solucao de
0, () = BT (&) = 0 (4.34)

pode ser escrita em termos da base [h(§), h'(£), h"(£), K" (£)], como
U1(§) = c1h(§) + 2l (€) + esh” (€) + b (§), (4.35)

onde

K (€) — B*h(€) =0 (4.36)

sujeito a condigbes normalizadas (denominadas também como condigbes iniciais im-

pulsivas)

h(0) = 1'(0) = h"(0) =0, A"(0) = 1. (4.37)

Aqui a solugao h(€) é definida como a resposta impulso ou a solugdo
dindmica. Observa-se que, pelas condi¢oes iniciais de h(z), o Wronskiano de h(x) e
suas derivadas até terceira ordem é nao nulo. Mais precisamente,

h(0)  A'(0)  R(0) R"(0) 0 0 0 1
det R'(0)  h'"(0) h’v”(O) hiv(0) et 0 0 1 B4h(0) .

h'(0)  R7(0)  R(0)  hY(0) 0 1 B*h(0)  B*A(0)

h"(0)  hT(0)  h¥(0)  h¥(0) L B*h(0) B*h'(0) B*A"(0)

Assim, h,h', ", h"" constituem um base de solucoes.

Denotando

1 [—sin(¢) + sinh(5¢)]

01§ 8) = h(&:B) = 5 i (4.38)
Dy(&8) =h(&8) = %[_ COS(BS); cosh(8¢)] (4.39)
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1[sin(5€) + sinh(5€)]
2 5

(& 8) = 1"(&;B) =

D(E: 5) = W"(E: §) = 3leos(5€) + cosh(5¢)]

4.1.4 Resolucao da equagcao modal

Resolvendo a equacao:

014(6) - 54UI(§) = - Z An COS(K}S)

n=ni

28

(4.40)

(4.41)

(4.42)

valida para 0 < £ < v ou seja 0 < £ < 1 tem-se que a solucao homogénea satisfaz

Usando a base dinamica

onde

A — Bih =0

com as condigoes iniciais impulsivas
h(0) =0, R'(0)=0, A"(0)=0, en™(0)=1

A forma funcional de h = h(§) é dada por

_ sinh(¢) — sin(3¢)

h(e) 7

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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4.1.5 Solucao Particular Nao Homogénea

Uma solucao particular nao homogenea da equacao

UL'(€) — BUTL(E) = = ) Ay cos(f)

n=ni

pode ser calculada individualmente mediante a equacao
Vi — B = A, cos(kn€)

cuja solucao ¢é dada por:
A

_n
"{714 _ /84

V=] | cos(Kn&).

29

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Assim, pelo principio de superposicao linear, a solucao particular é

Ui(p)(€) = = > Fycos(knf)

n=ni
onde:
A
Fn — _7n
K, —
onde A, e F}, sao constantes desconhecidas
A
F,=— “ I
Kp — Bn
Utilizando o fato que
L 0, m#n
cos(Kmy) cos(kny) =
0 Qna m=mn
decorre

szf

Kin — By

@n(

+ A)A, = S,C

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)



4.1 Deslocamento Molhado - U; 30

onde
y
Sp = —Q2pf/ O (y) cos(kny)dy (4.55)
0
ou
) y y
Sp = =% pf[/ @, (y) cos(kny)dy + ... +/ D, (y) cos(kny)dy| (4.56)
0 0
Portanto
A, = Qf:C (4.57)
Qul(Z2) + A)
Assim
= Sp, cos(kny)
U =P C 4.58
ou, de forma compacta
Ui(y) = ¥(y)C (4.59)

sendo ¥ = ®+1 onde ¢ ¢ a solucao homogénea da equacao, e r é a solucao particular

nao homogeénea da equacao.
Adimensionalizando resulta:

B s Sy cos(Kn€)
DO =R+ 2 G i+ ()

|C (4.60)

U() = W(E)C (161)
onde C' sdo as constantes [Cy, Co, C3, C4lt.

A solugao Ui (€) satisfazendo a equagio

U.(€) = B'TL(E) = — ) Ay cos(né) (4.62)

n=ni
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é expressada na forma de série:

U, = ij@j(g) + ) F,cos(Fnf) (4.63)

n=ni

4.2 Deslocamento Seco - U,

Para o deslocamento na parte seca tem-se somente Uy = U2 (y) que é a

solugao homogénea da equagao.
Na equacao da regiao seca, para [ < y < H tem-se
EJUY — p,FQPU, =0, I<y<H (4.64)

us(y,t) = Us(y)e™™ (4.65)

Usando os mesmos padroes adimensionais definidos anteriormente tem-

se:
Q Y [
2 _ —_— - = = — = = —
/8 - Qba K;TL K;TL-H 5 Ha y §‘H7 14 H—J
prH - " - 2 -2 B ~ ¢
= n = H n) n — Phn — 5, = 4,
y O A A A K 2 ¢ WG] (4.66)
Assim
, 0 - ,
Uz(f) = Uz(fH)a 8_§U2(§) = HUQ(fH) (4-67)

Logo:



4.2 Deslocamento Seco - U,

ot _
%ﬂaaszuman
Entao: )
BIB O rare =0

Multiplicando toda a equacao por g—; tem-se:

| p P20, () H
EJ

U2(4) (f) =0

Como ? = g%, e fazendo

_ psFH‘*QQ
EJ

64

resulta

| EJ
Q= | ——
’ p, FH”

0," (&) — B'U(€) = 0

Assim:

para v < £ < 1.

Usando a base dinamica

onde, pela definicao anterior

_ sinh(B¢) — sin(,@’f)'

h(e) 7

32

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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tem-se para a solucao homogénea
Us(&) = Dih(€) + Dyl (€) + D3h"(€) + Dah (€) (4.76)

ou de forma compacta
Us(€) = &(£)D (4.77)

onde D= [Dy, Dy, Ds, Dyl’;e

B ps FQ2H*
- EJ

EJ
O = | — 4.
"N\ o (4.79)

Conclui-se pelo paragrafo anterior

i (4.78)

Jo =Y D;d;(6). (4.80)

4.3 Interface

Das Condicoes de interface sélido-fluido

0%u,  Op
PI 50 +%—0, r=0, 0<&<v, (4.81)
tem-se para

uy = U, (€), (4.82)
p=eP(x,€) (4.83)

que )

Agm oP
—pQPUL(E) + 5-(0,€) =0 (4.84)

o0x
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onde, por superposicao linear, tem-se na forma adimensional
P(z,8) = Y Gpe " cos(knf). (4.85)

n=ni

Usando os mesmos padroes adimensionais definidos anteriormente:

Q
2= in = knH == =¢H
/6 Qb’ ﬁ ﬁ ? 6 _H’ y 5 7
[ prH - —o o, ! _ ¢
v i ¥ F A Aoy, An Ko =% c 0H (4.86)
P o0
a—(0, £ =— Z Gnne " cos (K, &) (4.87)
Sabe-se que
EJ
Q= —— 4.
"=\ nFH (488)
Fazendo-se
G,H*
A, = ——. 4.
" EJ (4.89)
Assim decorre:
T - An)\_n —
U (&) = — Z T cos(Knp&). (4.90)
n=ni

4.4 Relagao de Ortogonalidade dos Modos de Vibracao

A solugao p(x,y,t) para a pressao é suposta da forma p(x,y,t) =
e“®P(z,y), enquanto que as expressoes para os deslocamentos molhado, u;(y,t)
e seco, us(y,t), sao uy(y,t) = e*¥U,(y) e ua(y,t) = e**Us(y), como mostrado nas

secoes 4.1 e 4.2. A substituicao das expressoes anteriores nas equagoes governantes
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da pressao produz

FPxy) Py @

—P =0 4.91
axz ayz + 02 (x,y) ) ( )
sujeito as condigoes

op 1.0%p
A e i =h 4.92
=-C)gE  u=h (492
P(z,y) =0, (4.93)

e

mh_r}nooP(x, y) = 0. (4.94)

De maneira analoga, pode ser deduzido um conjunto de equacoes sat-
isfeitas pelas fungoes conjugadas p*(z,y,t) = e U P*(x,y), ui(y,t) = e" U (y),
ui(y,t) = e U (y), com todas as quantidades complexas substitufdas pelas quan-

tidades conjugadas correspondentes.

Se Q2 e 22 sao duas freqiiéncias caracteristicas diferentes, entao as cor-
respondentes fungdes da pressao e deslocamento, P, (z,y), Uy, (y), Usn(y), Pr(x,y),
Ul*,m(y), U;,m(y), satisfazem

P,Pdl + EJpy [y (U, U002 - U,,07902) dy

1nm

Q?* _QZ
e “

H \
+EJp; [, (U3, USD02: — U, U; 002 ) dy =

. (0°P,  O°P, 0Py 0*Pr
f [P <8x * 0y? > P”(@x * 0y? >]dI‘

01y [Po0.9) U2 — Pa(0,9)7, 2] dy,

(4.95)

onde I" representa o dominio d’agua com o seu contorno Ol
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Para fins de simplificacao, introduz-se a notacao tensorial

0= 000y, (4.96)

0¢=:22- (4.97)

Utilizando o teorema de Green, que transforma uma integral sobre uma

regiao bi-dimensional em uma integral de linha, segue que

[; [Py Puii — PuP;

m,it

| dr = [or [PoPui — Py Pa] fisds, (4.98)
e mediante a integracao por partes, obtem-se que
l * % l !
f() (UimUl(izQ%;k - Ul,nUl,(ri)Q?L)dy = (an - Q?L)f() U{,,nUl,mdy+

[U1nUsn = U UL+ U Uy — U Ut
(4.99)

S U3, U800 — 0 U300 dy = (93— 02) [ U8, Ushdy+

2,n ,m

[UomUsy = Us Uy + UsUsn = Us Uy
(4.100)
e aplicando as condicoes de contorno para cada funcao tem-se que
Ji [P Puji = PuPp ] AT = ©,,0(00) — 64, (0), (4.101)

l
o

H
Il
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e
h * H *
Jo UL U022 — UL UL 902) dy + [, (Us nUs Q2 = UanUs ) 02) dy =
h " H "
(9 - 2) | [y UL UL dy + [, UL, U5 dy]
(4.102)
onde
h
Opn(z) = / [Py (2, y) Paa(z,y) — P (2, y) Pala, y) | dy, (4.103)
0
Opn(00) = lim O,,,(z). (4.104)
T—>r00
A substituicao das equagoes (4.98)-(4.104) na equacao (4.95), produz
1 l " H "
@ -2){ & [P+ pay | [ ot [ onuga) b= oneo)
0
(4.105)
Da equagao (4.94) e a sua forma conjugada no caso nao perturbado,
segue que

Omn(00) = 1.

Para a equagao (4.105) com m = n, segue que
QZ* — QZ

implicando que Q2 é um ndmero real. De maneira similar, fica comprovado que,

para cada numero real (2,
!
(% — (k%)"] / YY*dy =0, (4.106)
0

e portanto x? é um numero real. Assim, A? é um ntmero real.
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Para duas freqiiéncias diferentes (m # n), tem-se a seguinte relacao de

ortogonalidade da vibragao natural

1 H

I
g/FPnP;;dF%—Epr {/0 U{'nUfmdy—i-/l Ué'nUékmdy] =0, m#n.| (4.107)

A dltima igualdade indica uma relagao de ortogonalidade funcional en-

tre a pressao hidrodinamica e o momento fletor da barragem.

4.5 Condicoes de Contorno
A seguir, enumeram-se as condigoes de contorno dos deslocamentos e
as condicoes de continuidade na interface.

Condicoes de Contorno dos deslocamentos: Usando os padroes adimensionais

anteriores tem-se:

y=¢ H=1, I=v (4.108)

Para os deslocamentos, tem-se as seguintes condi¢oes de contorno

e Molhado
U (0) =0 U1(0) =0 (4.109)
U (0) =0 Ul(0) =0 (4.110)
e Seco
UJ(H) =0 Ur(1) =0 (4.111)
Uy (H)=0 Uy(1) =0 (4.112)

e Interface

Ui(l) = Us(1) Ui(v) = Us(v) (4.113)
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Vi) =U3()  Ui(v) = Uy(v) (4.114)
Ui = UR0) UP) = U3 () (4.115)
U =y U ) = U ) (4.116)

Na interface sao satisfeitas condicoes de continuidade para o desloca-

mento, o giro, o momento fletor e a forca de cisalhamento, obtendo-se:

— — ~

Ui(v) =Us(v) — Y (v)C = @(v)D (4.117)
Ul(v) = Uy(v) — ¥'(v)C = &' (v)D (4.118)
Ul'(v) = Uy (v) — ¥"(v)C = &"(v)D (4.119)
0" (v) = Uy (v) — 9" (v)C = " (v)D (4.120)

Reescrevendo as condicoes de contorno e as condicoes de continuidade

acima tem-se:

v(0) =0 (4.121)

W(0) = 0 (4.122)

" (1)D =0 (4.123)
"(1)D = 0 (4.124)
U(v)C — ®(v)D =0 (4.125)
U'(v)C — ' (v)D =0 (4.126)
" (v)C' — &"(v)D = 0 (4.127)

" (1)C — ®"(v)D = 0 (4.128)
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que origina um sistema linear homogeéneo de 8 equagdes com 8 incégnitas da forma

RD =0 (4.129)

onde R é uma matriz de ordem 8 e D um vetor de constantes c;, ed;

dados por D = [cl,cz, 3, Cq, dy, ds, d3,d4}t.

Para conseguir solu¢oes nao nulas de tal sistema linear é preciso que
det(R) =0 (4.130)

pois de outro modo, s6 seriam obtida a solucao trivial. Tal igualdade é denominada

equacdo caracteristica do problema.

De forma andloga e de acordo com os resultados enunciados na segao

anterior, tem-se que os deslocamentos horizontais podem ser expressos, como

U,(€) = Z (‘I’J'(f) + > Enfn,an(§)> G, (4.131)

7=1 n=ni

U,(€) = Zéj(g)dj, (4.132)

J=1

Na determinagao dos vetores de constantes c; e d;

1

Co
cj = (4.133)
C3

Cy
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d

d
dj = , (4.134)

ds
da

é preciso utilizar as quatro condicoes de contorno e as quatro condigoes de con-

tinuidade, pois existem oito incégnitas a serem determinadas.

Como a configuracao estrutural da barragem é do tipo fixa-livre, por-

tanto, na posicao £ = 0, o deslocamento e o giro sao nulos, implicando que

U (0) = 0, (4.135)
Uj(0) = 0, (4.136)

e na posicao £ = 1, o momento fletor e a forca de cisalhamento sao nulos, isto é,

Uy(1) = 0 (4.137)

1) = 0 (4.138)

As condicoes de continuidade garantem a homogeneidade do desloca-
mento, giro, momento fletor e forca de cisalhamento ao longo do comprimento da

barragem e estao dadas por

= UY(v), (forca de cisalhamento).

Ui(v) = Uy(v), (deslocamento), (4.139)
Ui(v) = Uyv), (giro), (4.140)
U'(v) = UY(v), (momento fletor), (4.141)

(v) (4.142)



4.5 Condic¢ées de Contorno 42

Em forma de somatorios as equagoes necessarias para a resolucao do

sistema linear homogeéneo podem ser escritas da seguinte maneira:

> <<1>j(0) + i Enln,jyn(0)> ¢j =0, (4.143)

]:1 n=ni

> (@3(0) + i Enln,jyn(())) ¢j =0, (4.144)

]:1 n=ni

> d(1)d; =0, (4.145)

iég"(l)dj =0, (4.146)

24: (@j(y) + f: Enln,jyn(u)) cj— iéj(y)dj =0, (4.147)

4 (cp;.(y) + i Enfn,jy,;(y)) ¢j— icﬁ;(y)dj =0, (4.148)
[

00 4
HOEDS Enfn,jy,;'(y)) ¢ — Y (v)d; =0, (4.149)

00 4
) (‘1’}"(’/) + D Enfn,jYé"(V)> ;= ®(v)d; =0, (4.150)
As oito equacoes anteriores podem ser escritas de maneira matricial:

C
R = [0]ax1 (4.151)
D

8x1

onde os elementos da matriz R = [Rij]s;xs estao definidos como segue

Rij = ®;(0)+ Y Enln;Y,(0), Ry =(0), j=1:4, (4.152)

n=ni
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Ryj =@ ,(1), Ry =2 ,(1), j=5:8, (4.153)

(I)J(l/) =+ Z En]n,an(V); j =1:4

n=ni

Rsj = (4.154)

—q)j_4(V), j =5: 8,

QL)+ X Enln Y, (v), j=1:4,

n=ni

Rg; = < (4.155)

(I);I(V) + Z En]n,jYTZI(V), ] =1: 4,

n=ni

Ry = (4.156)

—o7_,(v), j=5:8,

CI);'”(V) + Z ETLITLJYAH(V)J j =1: 47

n=ni

Rgj = (4.157)
—o ,(v), j=5:8,
onde
1
E, = = 4.158
I ( 1 _An(f‘fi—ﬁ‘*)) (4.158)
"\ Fn = B ik
e
In,j =/ cos(kn&)¢;(€)dS,  j=1,2,3,4. (4.159)
0
A matriz R do sistema linear homogéneo (4.151) deve satisfazer a
condicao

det(R) =0 (4.160)
para poder obter solucoes nao nulas para o sistema.

A equacao (4.160) é referida na literatura, Inman,[9, 10], 1994, como

equagao caracteristica e as raizes [ de tal equacao sao denominados os autovalores do
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problema. A importancia de tais autovalores é vital para o obtencao das freqiiéncias

naturais do sistema, que é feita mediante a igualdade

| EJ
O = 5%Q Qp = 4| ———. 4.161
B b b psFH4 ( 6 )

Apés o sistema linear (4.151) ser resolvido sdao obtidos valores das cons-

tantes ¢;, d;, j = 1,2, 3,4, que podem ser substituidos nas equagoes (4.131) e (4.132):

0i(€) =) (‘1’3'(5) + ) Enfn,an(§)> ¢, (4.162)

j=1 n=ni

4
0a(§) =) ;(&)d;, (4.163)
concluindo, entdo, o processo de cdlculo simbélico dos modos Uy (€) e Uy(€).

Os célculos simbdlicos envolvidos para o calculo do determinante det(R))
sao muito extensos, causando problemas de memoéria. Porém, uma maneira de
contornar esta dificuldade é expandir na forma de Taylor as varidveis envolvidas,
de maneira que os calculos sao reduzidos a operacoes entre polinomios em . Este
processo de expansao causa problemas de precisao, e para aliviar este problema,

utilizou-se um nimero consideravel de termos na expansao de Taylor.

4.6 Calculo Matricial dos Coeficientes

Para a parte molhada, isto é, para 0 < £ < [, a base dinamica esta

formada pelas seguintes funcoes

©1(8) = h(¢) (4.164)

©5() = h'(§) (4.165)
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®3(6) = h"(€) (4.166)

©4(8) = h"(8). (4.167)

Para a parte seca, isto é, para [ < £ < H, podem ser usadas as seguintes

funcoes, provenientes da base dinamica:

®1(&) =h(1-¢) (4.168)
Dy(&) = H(1-¢) (4.169)
b3(6) = h"(1-¢) (4.170)
Dy (€) = h"(1—¢) (4.171)

Utilizando as condicoes de contorno acima tem-se o sistema linear 8 x 8

[ 21(0) + 71(0) ©2(0) + r2(0) ©3(0) +r3(0) @4(0) +r4(0) 0 0 0 o T rex
®7(0) + 1 (0) $5(0) + 75(0) ®3(0) + r5(0) @4 (0) + 74 (0) 0 0 0 0 C2
0 0 0 0 @/ (1) @4 (1) @4 (1) @/ (1) C3
0 0 0 0 1" (1) @4’ (1) @1’ (1) @' (1) Cy
@1 (v) +r1(v) @5 (v) + r2(v) @3 (v) +r3(v) Py(v) +ra(v) -3 (v) — & (v) —&3(v) —B4(1) Dy
L) +ri(v) L) +rh(r) () +rh(r) R4 +rh(r) @) —Bh(r) —h(r)  —F(1) Dy
W) +r(v) @YW i) B +rE ) ) +rf) - () —eY) - w) —1) Ds
Lot/ () + 7" (v) @ () +78'(v) @5 (W) + 75 () e () +r{ (v) —e'() -ek'(v) -ef(v) -ef'(1)d Lb4l

Utilizando as fun¢oes definidas para as partes seca e molhada tem-se a

seguinte matriz

B T 79 T3 1+ ryg 0 0 0 0 7 (5}

ri rh 1474 A 0 0 0 0 Ca

0 0 0 0 0 1 0 0 C3

0 0 0 0 1 0 0 0 Ca

@1 (v) +r1(v) Py (v) + r2(v) @3(v) +r3(v) Py (v) +ra(v) — @1 (v) —®a(v) —®3(v) —®4(1) Dy

QL) +ri(v) R +rh(r)  eR() () @) +rh(r)  —BL(r)  —Bh()  —Bh(r) -4 (1) Dy

W) +ri(v) YW +ri ) B +rE ) ) +r() - () —eY) - w) —21) D3
Lot/ () + 7" (v) @ () +78'(v) @5 (W) + 7 () Y () +rf (v) —e'() -ek'(v) -—ef(v) -ef'(1)d Lb4l
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1 T2 T3 1+7rg 0 0

7"1 ré 1+ 7':’3 7':1 0 0

0 0 0 0 0 0
@1(v) +r1(v) Q2 (v) + r2(v) @3(v) + r3(v) Q4 (v) + ra(v) —B1(v)  —B2(v) —B3(v)
(W) +ri(v) L) +rh(v)  Bh) +ri(r) BL) +rh(r) —B(r) —Bh(r)  —Bh(»)
W) +ri(v) YW i) B+ ) YW +riw) -2V () —eHw) —®YW)
() +r () @Y (W) Ty (v) Y )y () Y (W) +rf ) —eV () —el(v) —oY (v)

tando:
T1 T2 T3 147y 0 0 0
rh rh 1474 A 0 0 0
@1 (v) +r1(v) Po(v) + r2(v) @3(v) +r3(v) Py (v) +ra(v) —®1(v) — & (v) —®3(v)
W) +ri(v)  Bh) +rh(r) @) () L) +rh(r)  —Bi(r) —BL() —Bh(v)
(W) +ri () EW) () @YW+ () YW +ri () —eY(r) —eH() —@4()
eV +r () @)+ ) @)+ ) e )+ w) el () -9l () —el'(v)

onde:
1(8) = (&), D2(E) =R (E), 3(§) =h"(§), Pu(§) =h"(E),

é a solugao homogeénea de U, (£), e

é a solucao homogeénea de Uy (&),

Sendo
_sinh(3¢) — sin(B¢)
= 5

h(¢)

46

Como a quarta linha da matriz é de zeros pode-se elimina-la, resultando

0 C1
0 Cy
0 C3
—®B4(1) Cy
- (1) Dy
-2/ (1) D3
—@}" (1) Dy

Como a terceira linha da matriz é de zeros podemos elimina-la, resul-

0 C1

0 Co

—®B4(1) C3

-2, (1) Ca
— &l (1) D3
&1/’ (1) Dy
(4.172)
(4.173)
(4.174)
(4.175)

o © © © © o ©

o O © © © ©
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4.7 Solucao de Pressao Constante, 2? =0

Neste caso as unicas solugoes possiveis para as fungoes X (x), Y (y)eT'(t)

sao dadas nas equagoes:

Yo(y) = cos(kny), — Xp(z) =e ™ (4.176)
Q2
A= tn— 3 (4.177)
Yiy) =d, X(x)T(t) =1, Q=0=), k= 0. (4.178)

A equacao na interface de interacao expressa na equacao
prQPUL(y) = X'(0)Y (y), 0<y<l. (4.179)
reduz para X'(0)Y (y) = 0, para a qual somente )\, = 0 na equacao
Yy)=d, X@)T{t)=1, Q=0=2% =0, (4.180)

fornece uma solucao nao trivial. Isto representa uma solucao de pressao de fluido
constante e aparece apenas no caso de ondas superficiais livres e o limite de ra-
diacao na infinidade. Para esta solucao de pressao constante, as condicoes de limite

correspondentes sao descritos pelas equagoes

op 1.0%
— = ()55 =1 4.181
o (g)8t2’ y (4.181)
(§]
p(z,y,t) = P(z,y)e ™, P, —iAP =0, x— 00 (4.182)

Para propositos ilustrativos, deixe F' =1 e d = 24E.Jp na equacao

Yy) =d, X(z)T'(t) =1, Q=0=A, k= 0. (4.183)
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A substituicao desta solucao na equacao
YVy) =d, X(x)T(t) =1, Q=0=)\, Kk = 0. (4.184)

e 22 = 0 nas equacoes

EJU4 — p, FQ?U, = —X(0)Y (y), 0<y<l (4.185)
U (0)=0, U(0)=0; (4.186)
EJUy4 — pFQPU, = 0, l<y<H (4.187)
UY(H)=0, UY(H)=0; (4.188)
resulta
Ui(y) = —py* + D1y + Doy,  Us(y) = D3(€ — 1) + Dy. (4.189)

Além das equagoes

Ui(l) =Us(l)  Ui(l) = Us(D), (4.190)
Ui =0y U = U030, (4.191)

segue que
Dy =4pl, Dy = —6pl*, D3=—4pl®>, Dy=pl*(l—4H). (4.192)

Este resultado descreve um modo de freqiiéncia zero da viga com pressao

de fluido constante p : isto é, uma solucao estatica.
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Usando todas as formulagoes tedricas derivadas nos capitulos prévios,
foram obtidos resultados numeéricos que descrevem o comportamento dinamico do
sistema de interacao viga-agua proposto. Nestes calculos, foi assumido que a densi-
dade da dgua e a densidade da viga é p; = 1000 Kg/m? e p; = 2400 Kg/m?, respec-
tivamente. O médulo de elasticidade de Young E para o concreto é E = 2.94 x 10
Pa ou seja, £ = 2.94 x 10° %, considerando a aceleracao da gravidade igual a

g = 1033, e a velocidade do som na dgua é ¢ = 1439 m/s. O momento de inércia .J

com respeito ao eixo transversal da viga é dado por

_ ba?

J== (5.1)

onde b é a base da secao transversal e a a altura da secao transversal
da viga. Supoe-se uma barragem, para efeitos de cédlculos, com largura da base
F = 2,00m, altura util H = 10,00m, e onde [ é a altura da dgua na mesma. Com
os valores assumidos acima identifica-se uma viga longa e fina onde a equacao de

Euller-Bernoulli se adapta perfeitamente.

As freqiiéncias caracteristicas do sistema acoplado sao determinadas

pelas solugoes da equagao (4.160):

det(R) = 0 (5.2)

Neste caso, quando ondas da superficie livre estao presentes, os parametros

Kn necessarios para a definicao das funcao:

Y, (y) = cos(kny) (5.3)

49
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satisfazendo a relacao

Q2
M=k — = >0 (5.4)

sao dependentes da freqiiéncia natural €2.

O efeito da inclusao de ondas de superficie livre dificulta a determinacao

2

dos Kk, como raizes de tan(kl) = —g—g; os mesmos nao podem ser obtidos de forma

exata, como é no caso de sem o efeito de ondas de superficie livre, pois tem-se um

acoplamento com a freqiiéncia (k, ) isto é, deve-se resolver o sistema acoplado

B3
t l)=— .
an(kl) pos (5.5)
e
det(R) = 0 (5.6)
com o fato que K, € (n— 3, n)7.

Neste trabalho foram utilizados valores de 3 préximos dos encontrados

por Xing, Price, e Du [25] com o intuito de obter os valores de n; que garantem

2
mQ—%ﬁ4>0.

Uma maneira de abordar este problema é resolver a equacao carac-
teristica det(R) = 0 para se obter os valores de  que sao os autovalores e portanto

das freqiiéncias naturais do sistema acoplado, €.

Deve ser observado que no caso de fluidos incompressiveis, onde a veloci-

dade de som tende a infinito, as formulacoes disponiveis sao deduzidas substituindo
1

= por 0 nas equagoes apresentadas em segoes prévias.
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vy=05|7=10|v=30]|vy=50|~v=8.01]~v=10.0
v=20.5 2 2 1 1 1 1
v=20.8 3 2 1 1 1 1
v=10 3 2 1 1 1 1

y=05]7v=10|~v=30|v=50]|~v=80|~v=10.0
v=20.5 7 4 2 2 1 1
vr=20.8 11 6 3 2 2 2
v=1.0 14 7 3 2 2 2

Tabela 5.2 Valores de ny para a sequnda freqiéncia (o

vy=05|7=10|v=30]|vy=50|~v=8.01]~v=10.0
v=20.5 19 10 4 3 2 2
v=20.8 30 16 6 4 3 2
v=10 38 19 18 3 3 3

Tabela 5.3 Valores de ny para a terceira freqiéncia 3

ol
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Uma vez calculado o valor de ny, procedeu-se a determinacao numérica
da frequéncia caracteristica . A estratégia utilizada neste caso, devido a dificul-
dade algébrica, foi a de conseguir as expansoes truncadas da série de Taylor para
cada termo envolvido no calculo de determinante da matriz R cujos elementos estao
definidos pelas equagoes (4.152)-(4.157). Isto permitiu o cdlculo aproximado da

frequéncia caracteristica, pelos esquemas de Newton incluidos no Maple.

Os resultados para as freqiiéncias foram tabelados, dando diversos va-

lores para os parametros v e v, como é mostrado nas tabelas 5.4, 5.5 e 5.6.

Uma comparagao destes resultados indica que a agua fornece um efeito
de massa adicional no sistema. A freqiiéncia que corresponde a cada modo do

sistema de viga-dgua diminui com a relacdo crescente £. Esta conclusio reafirma

~
os resultados matematicamente provados de Xing e Price, [25].

O comportamento observado pelas freqiiéncias é qualitativamente o
mesmo que aparece na literatura, Xing et al., 1997. Porém, alguns resultados diferem
numericamente. Este fato pode ser explicado porque aqui foi utilizada a série trun-
cada de Taylor e por envolver quantidades muito grandes e muito pequenas, desde
O(10%) até O(107%9), devidos aos parametros estruturais termos exponenciais, que
compromete o desempenho numérico do microcomputador durante a simulacao no
Maple. Um tratamento mais refinado pode ser tentado, por exemplo, mediante a
utilizacao de algoritmos especificos para este tipo de problemas, que envolvem ar-
itmética baseada na teoria de niimeros. Entretanto, este tipo de tratamento foge ao
alcance deste trabalho, pois envolve a implementacao de algoritmos muito sofistica-

dos.
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y=05|v=10|v=30]|~vy=50|~v=80|~v=10.0
v=20.5]1.87422 1.87364 1.86750 1.86309 1.85682 1.85289
v=0.81]1.87225 1.85540 1.81653 1.78506 1.74240 1.71662
v=1.0|1.86544 1.81266 1.76024 1.68324 1.59286 1.54422

Tabela 5.4 Valores aproximados da primeira freqiéncia (3,

vy=05|7v=10|v=30]|~vy=50|~v=80|~v=10.0
v=20.5]4.69368 4.69075 4.58141 4.57063 4.57346 4.52480
v =0.8 | 4.69407 4.69404 4.69309 4.48716 4.44133 4.41371
v=1.0|4.69325 4.68474 4.49643 4.47260 4.39540 4.34819

Tabela 5.5 Valores aproximados da sequnda freqiéncia (o

y=05|7v=10|v=30|v=50]v7y=80]|~v=10.0
v=0.5|7.85475 7.85475 7.85493 7.85305 7.66630 7.64715
v=0.81|7.85030 7.84948 7.82713 T7.77382 7.69166 7.40475
v=1.0|7.85464 7.85347 7.82265 T7.76564 7.42514 7.37966

Tabela 5.6 Valores aproximados da terceira freqiéncia 3

93
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5.1 As Freqiiéncias Caracteristicas

Os parametros envolvidos na elaboracao das tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 sao

_ 1 _ pr . g 7
v=gqey=F que representam, respectivamente, o nivel da agua e a espessura

da parede no prototipo adimensionalizado do modelo.

Mediante a observacao dos resultados obtidos em tais tabelas, podem-se

formular as seguintes afirmagoes:

e Se o parametro v ¢ mantido constante, isto é, se o nivel da dgua é o
mesmo, e se 0 parametro v aumenta, isto é, se a espessura da parede
da barragem diminui, entao a freqiiéncia caracteristica da barragem
diminui. Entao, pode-se concluir que a diminuicao da espessura da
parede tem o mesmo efeito de uma massa adicional no extremo livre de

uma viga engastada.

e Se o parametro v é mantido constante, isto é, se a espessura da parede
¢ a mesma, e se o parametro v aumenta, isto é, se o nivel da agua
aumenta, entao a freqiiéncia caracteristica da barragem diminui. Entao,
pode-se concluir que o aumento no nivel da dgua na barragem tem o
mesmo efeito de uma massa adicional no extremo livre de uma viga

engastada.

5.2 Os Modos de Vibracao

Depois de ter calculado numericamente as trés primeiras freqiiéncias
caracteristicas para diversos valores dos parametros v e v, foi feita a montagem

algébrica dos modos.

Inicialmente, o valor da freqiiéncia é substituido na matriz R. Entao,

nesse momento tal matriz tem um valor numérico.
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Entao, resolve-se o sistema linear homogéneo

RD =0. (5.7)

A seguir, sao montados os deslocamentos U;(y) e Us(y) mediante as

férmulas (4.162) em 0 <y <l e (4.163) em [ <y < H.

Finalmente, as duas relacoes explicitas sao juntadas para reproduzir os
graficos mostrados na figura (5.2), onde sao calculados os trés primeiros modos do

sistema.
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Figura 5.1 Grdficos da Equacao Caracteristica
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Figura 5.2 Grdficos dos Primeiros Modos para valores “padrao” dos parametros,
v=05el'=3.0
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5.3 Resultados Graficos

Na figura 5.1, sao mostrados os graficos da equagao caracteristica versus
(. Pela simples observacao de tais graficos, pode-se obter valores aproximados das
freqiiéncias 3, verificando-se a posicao do eixo horizontal onde ocorre a intersecao

do grafico com tal eixo.

Os graficos obtidos na figura 5.2 correspondem qualitativamente aos
modos de uma viga fixa-livre. Observa-se que o primeiro modo nao corta o eixo

vertical, o segundo corta uma vez tal eixo, e o terceiro corta duas vezes.

De maneira similar que na secao 5.1, os parametros envolvidos no

calculo simboélico dos modos, mostrados na figura 5.2 sao v e 7.

Neste caso, sao mostrados os resultados graficos s6 para os valores v =
0.5 ey =3.0. O comportamento qualitativo dos modos para os diversos valores
desses parametros, enumerados nas tabelas 5.4, 5.5 e 5.6, é similar e por isso o0s

graficos nao sao mostrados.

Durante os cdlculos, e em funcao dos resultados pode-se deduzir o

seguinte:

(i) Para uma suposta viga flexivel, as freqiiéncias naturais calculadas (cor-
respondendo a freqiiéncia da viga) do sistema acoplado é mais baixo que
as freqiiéncias naturais da viga seca. Porém, as freqiiéncias naturais cal-
culadas (correspondendo a freqiiéncias do dominio de dgua) do sistema
acoplado nao é obviamente mudado. Mais adiante calculos indicam que
para um valor fixo de v, um aumento em v causa uma diminuicao nos
valores das freqiiéncias naturais. Por isso, o efeito de dgua no sistema
de viga-dgua é equivalente a uma massa adicional presa a viga (ou agao

fluida em fase com a forca de inércia).

(ii) A perturbacao de onda de superficie faz um papel mais dominante

influenciando o comportamento dinamico do sistema de interacao de
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viga-dgua acoplado para freqiiéncias baixas, enquanto que a compres-

sibilidade do fluido é mais influente a freqiiéncias mais altas.
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O comportamento dinamico de um sistema de interacao de viga-agua
flexivel foi estudado, sujeito a condi¢oes de limite no infinito (isto é, perturbacao

nula no infinito), no dominio de agua, e na superficie livre com influéncia das ondas.

A modelagem matemadtica que representa tal sistema fornece duas equa-
¢oes diferenciais parciais; uma nao homogénea representando a parte molhada da

viga, e a outra homogénea representando a parte seca, em ar, da viga proposta.

Foram analisadas as equacoes que descrevem o sistema usando o método

espectral e o método de separacao de variaveis.

A equacao de autovalores das vibragoes naturais do sistema acoplado foi
derivada, obtendo-se a equacao de autovalores para as vibracoes verticais acoplada

com a equacao caracteristica das freqiiéncias de oscilagao.

Na resolucao encontrou-se que a carga externa da equagao de Euler-
Bernoulli tem uma representacao em série. Este fato implica na dificuldade de
resolver simbolicamente tais equagoes, o que s6 é possivel quando a série é truncada
ap6s um certo numero de termos. Esse truncamento deve ser feito de tal maneira
que nao afete significativamente a precisao da solucao real. Por isso, o uso de um
software simbolico é de suma importancia, pois ajustando o numero de termos a
serem considerados, consegue-se apreciar a variacao entre as solucoes aproximadas.
Mediante experimentacao direta com o software simbdlico Maple, para o caso es-
pecifico apresentado, pode-se concluir que eram suficientes 10 termos da série, mas

para garantir a precisao do resultado, foram considerados 30 termos.

Os célculos envolvidos simbolicamente possuem quantidades muito gran-
des (de ordem 10%°) e muito pequenas (de ordem 107%°), simultaneamente. No
Maple, esta dificuldade foi contornada aumentando o nimero de casas significativas

para 50.

60
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O calculo dos autovalores 3 foi obtido a partir de um determinante de
uma matriz simbolica de ordem 8 chamada equacao caracteristica. Aqui, o principal
problema foi o tamanho dos elementos da matriz que eram justamente somas parciais

das séries.

Para trabalhos futuros, é sugerido o estudo numérico do problema me-

diante a utilizagao do método das diferencas finitas e do método de elementos finitos.

Neste problema também poderao ser feitas suposicoes para uma viga

curta-grossa além de uma consideracao para uma viga uniforme e rigida.
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