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RESUMO

A abordagens classicas de teoria da plasticidade descrevem de maneiza eficaz o com-
portamento mecanico macroscopico de solidos policristalinos, porém nao descrevem os
fenémenos que ocorrem na microestrutura do material. Isto dificulta o entendimento das
particularidades microestruturais em problemas fortemente dependentes da estrutura
cristalina, como efeitos de escala no endurecimento, ductilidade e fratura. Entre as aborda-
gens utilizadas no ambito da engenharia para modelar o comportamento elastoplastico de
cristais metalicos se destacam as teorias de plasticidade cristalina. No presente trabalho é
feita a implementagdo numérica de um modelo de plasticidade que incorpora a anisotropia
da microestrutura cristalina dos metais. Sao discutidos tépicos pertinentes ao assunto,
tais como sistemas cristalinos, discordancias em monocristais metalicos, limite elastico de
monocristais, elastoplasticidade cristalina e fratura em cristais. A partir de um modelo de
equagoes em plasticidade cristalina para grandes deformagoes proposto por Asaro (1983), é
proposta uma particularizacado para pequenas deformacoes e estado plano de deformagoes
(EPD). Para tal, é considerada uma orientacao especifica de cristais com estrutura ctibica
de face centrada (CFC), proporcionando o tratamento do problema através de trés sistemas
de deslizamento cristalograficos efetivos. Sao implementadas algumas leis de endureci-
mento propostos pela literatura no tema. Condigoes relativas a solubilidade do sistema de
equagoes lineares que descreve a relacao constitutiva cristalina sao verificadas. Utiliza-se
o método dos elementos finitos como ferramenta de discretizagao numérica do modelo
matematico, com a implementacao em elementos quadrilateros bilineares. Sao propostos
modelos de mono-elementos quadrilateros sob deformagao uniforme para verificagao da
relagdo constitutiva, para material perfeitamente plastico, endurecivel e para variagao
da orientagao do cristal em EPD. Para a validagao do modelo numérico é proposta uma
aplicagdo a uma trinca sob modo de tracdo em um monocristal metalico de estrutura CFC
e comparacao com os resultados analiticos do problema aproximado a ponta da trinca por
Rice (1987) e Drugan (2001). Conclui-se que a relagdo constitutiva cristalina é invertivel e
bem condicionada para incrementos pequenos de deformagao. Além disso, os resultados da
simulagao de elementos finitos aproximam-se das solugoes por aproximacao assintotica a
ponta da trinca, sendo as discrepancias devidas em primeiro lugar porque as solucoes de

Rice (1987) e Drugan (2001) nao incorporam a dependéncia do raio.

Palavras-chaves: plasticidade cristalina. fratura em monocristais. elementos finitos.



ABSTRACT

The classical approaches of plasticity theory effectively describe the macroscopic mechani-
cal behavior of polycrystalline solids, but they do not describe the phenomena that occur
in the microstructure of the material. This makes difficult to understand microstructural
particularities in problems strongly dependent on the crystalline structure, such as scale
effects on hardening, ductility and fracture. Among the approaches used in engineering to
model the elastic-plastic behavior of metallic crystals the theories of crystalline plasticity
stand out. In this work the numerical implementation of a plasticity model which incorpo-
rates the crystalline microstructure anisotropy of metals is performed. Topics relevant to
the subject are discussed, such as crystalline systems, dislocation in metalic single-crystals,
elastic limit of single-crystals, crystal elastoplasticity and fracture in crystals. From a model
of equations in crystal plasticity for large deformations proposed by Asaro (1983) a small
strains and plane strain particularization is proposed. For this, a specific orientation of
crystals with face centered cubic structure (FCC) is considered, providing the treatment of
the problem through three effective crystallographic slip systems. Some hardening laws pro-
posed in the subject literature are implemented. Conditions related to the solubility of the
system of linear equations describing the crystalline constitutive relation are verified. The
finite element method is used as numerical discretization tool of the mathematical model,
with implementation of bilinear quadrilateral elements. Quadrilateral single-elements under
uniform strains state are proposed to verify the constitutive equation for perfectly plastic,
hardenable material and for variation of crystal orientation in plane strains. To validade
the numerical model, it is proposed a application to a tensile crack in a FCC metallic
single-crystal and comparison with the analytical results of the problem approximate
asymptotically to de crack tip by Rice (1987) and Drugan (2001). It is concluded that the
crystalline constitutive relation is invertible and well conditioned for small deformation
increments. In addition, the finite element simulation results approximate the solutions
by crack tip asymptotic approximation, the discrepancies due in the first place because
the solutions of Rice (1987) and Drugan (2001) do not incorporate the dependence of the

radius.

Key-words: crystal plasticity. fracture in single-crystals. finite element method.
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1 INTRODUCAO

Apesar da teoria classica da plasticidade ser eficaz na descri¢do do comportamento mecanico
macroscopico de sélidos policristalinos, ela nao descreve o que transcorre na microestrutura
do material. Na maioria das aplicacoes em engenharia, fenomenos caracteristicos desta
escala sdo interpretados de forma indireta através da plasticidade macroscopica. Isto
dificulta o entendimento de particularidades microestruturais em problemas fortemente
dependentes da estrutura cristalina, como efeitos de escala no endurecimento, ductilidade
e fratura. Além disso, o avango das microtecnologias e da producao de novos materiais

necessita uma abordagem direcionada ao comportamento no a&mbito microscopico.

E de conhecimento geral que o comportamento a fratura de metais é dependente pela
evolucao dos fendmenos fisicos que ocorrem na ponta das trincas, em escalas onde o
comportamento do material é fortemente dirigido pelas caracteristicas microestruturais.
Entre os fendmenos importantes estao a deformacao plastica a nivel da estrutura cristalina
e a separacdo do material na escala atomica. Os efeitos nas menores escalas porém sao
induzidos pelo que se manifesta na escala macroscopica através da propagacao de efeitos
entre as diferentes escalas do material. Assim, os eventos de fratura nao podem ser

completamente compreendidos senao através de uma abordagem multiescala.

Para o estudo do comportamento elastoplastico a fratura é admissivel considerar a ponta
da trinca imersa em um monocristal metalico. Dessa forma, o estudo do comportamento
de monocristais a fratura é de grande relevancia ao estudo da Mecanica da Fratura em si.
Além disso é de importancia também as aplicagoes industriais: laminas de monocristal,
como a apresentada na Figura 1, apesar do custo elevado tém utilizacao vantajosas em

turbinas aeronauticas devido as propriedades termomecanicas.

No contexto de engenharia, uma das formas mais utilizadas para analisar o comportamento
elastoplastico de monocristais tem sido através das teorias de plasticidade cristalina. A
seguir ¢ apresentado um breve historico sobre importantes trabalhos envolvendo o tema

nas ultimas décadas.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Ao longo das ultimas décadas a elastoplasticidade de monocristais metélicos tem sido
tratada analitica e numericamente. Através da teoria de plasticidade monocristalina
de Asaro e Rice (1977) , Peirce, Asaro ¢ Needleman (1982) analisaram numericamente

deformagoes nao uniformes e localizadas em monocristais diicteis; Steinmann e Stein (1996)
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LAMINA DE TURBINA FUNDIDA
DE FORMA CONVENCIONAL

Boas propriedades mecanicas

em todas as diregbes

Excelentes propriedades mecanicas
no eixo longitudinal e

. . melhor resisténcia ao calor
Estrutura cristalina

equiaxial

Melhores propriedades

mecénicas no

eixo longitudinal

Estrutura

cistalina

colunar
LAMINA DE TURBINA
MONOCRISTALINA

LAMINA DE TURBINA
DIRECIONALMENTE SOLIDIFICADA

Figura 1 — Laminas de turbinas aeronduticas: direcionalmente solidificadas (esquerda), po-
licristalinas convencionais (centro) e monocristalinicas (direita). Fonte: Golinval
(2018).

contribuiram para a analise numérica nos mesmos conceitos. Bittencourt et al. (2003),
Bittencourt (2012), Bittencourt (2014) realizaram analises numéricas utilizando a teoria

de plasticidade cristalina nao-local de Gurtin (2002).

Em mecénica da fratura, Rice (1987), Rice e Saecedvafa (1988) e Drugan (2001) trataram do
campo de tensdes na ponta de trincas em monocristais através de analise assintética. Rice,
Hawk e Asaro (1990) e Cuitino e Ortiz (1993) trataram numericamente o problema em
plasticidade cristalina, enquanto Cleveringa, Giessen e Needleman (2000) e Van der Giessen
et al. (2001) utilizaram teoria de discordancia discretas, e Columbus e Grujicic (2002)
compararam resultados de discordancias discretas com teoria de plasticidade cristalina nao
local. Recentemente, Niordson e Kysar (2014) e Juul, Nielsen e Niordson (2017) utilizaram

o modelo de cristal Rice (1987) em andlises numéricas.

No presente trabalho, os campos de tensdes em torno de uma trinca estacionaria imersa

Guilherme Fiorin Fornel - (guilherme.fornel@ufrgs.br) - PPGEC/UFRGS - 2018
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em um monocristal metédlico de estrutura ctbica de face centrada (CFC) sao obtidos
numericamente considerando uma relagao constitutiva elastoplastica cristalina nao viscosa.
Neste caso, considera-se o monocristal como perfeitamente plastico. Os campos obtidos

sao comparados com os resultados de aproximacao assintotica a ponta da trinca.

E preciso salientar ainda que a teoria de plasticidade adotada neste trabalho foi utilizada
amplamente pela comunidade internacional nas duas tltimas décadas do século passado e
também nos primeiros anos deste século. Apesar da importancia do problema, trabalhos
abordando o tema sao relativamente escassos no Brasil, uma justificativa para o estudo no

ambito nacional.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho é o primeiro no PPGEC contemplando o tema e, de fato, um objetivo
secunddrio é contribuir ao estabelecimento do tema de pesquisa no programa.! Dessa
forma, é dada uma atencao especial na revisao bibliografica a alguns topicos basicos acerca
dos temas cristalografia, discordancias e plasticidade cristalina. Isto foi adotado para dar

algum suporte a futuros trabalhos que venham a ser desenvolvidos.

1.2.1 Objetivo Principal

O objetivo principal é o desenvolvimento de um cédigo para simulacdo numérica de
monocristais metalicos sujeitos a deformacoes elasticas e plasticas sob estado plano de
deformacoes e a aplicacao a simulagao dos campos de tensoes e deformagoes em torno da

ponta de uma trinca em um monocristal.

1.2.2 Objetivos Especificos

Entre os objetivos especificos é possivel citar:

e Implementar modelos de endurecimento;

e Implementar a possibilidade de se considerar diferentes orientacoes da rede cristalina

em relacao ao dominio macroscopico;

e Verificar solubilidade do sistema de equacgoes lineares obtido a partir da relagao

constitutiva;

e Verificar a discrepancia dos resultados para a trinca estacionaria com os resultados

analiticos do problema aproximado e resultados numéricos de outros autores.

Juntamente com os trabalhos de Bittencourt (2012) e Bittencourt (2014).

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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1.3 METODOLOGIA

O estudo aborda a mecénica de monocristais de estrutura cibica de face centrada (CFC).
Primeiramente é elaborado o desenvolvimento do modelo e equagoes em plasticidade

cristalina para a o caso de cristais sob estado plano de deformagoes (EPD).

Para a discretizacgdo numérica dos problemas utiliza-se o método dos elementos finitos
(MEF), com a implementacao em elementos quadrildteros bilineares. Os modelos de

material elastoplastico cristalino sdo incorporados as rotinas padrao do método.

Sao feitos modelos de mono-elemento sob deformacgoes uniformes para verificacao do
cumprimento da relacao constitutiva, i.e. se o estado de tensGes permanece sobre a
superficie de plastificacdo, tanto para o caso elastoplastico perfeito (EPP) quanto para

casos com endurecimento.

O modelo numérico é validado através da comparacao com resultados analiticos para trica

em monocristais.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

Os Capitulos 2, 3, 4 e 5 contemplam a revisao bibliografica e os Capitulos 6 e 7 abordam

o desenvolvimento do modelo e resultados. Em sintese:

e Capitulo 2 (Microestrutura dos metais): Sdo abordados conceitos bésicos de cristalo-

grafia (e fisica de cristais) tais como indices de Miller e defeitos de rede;

e Capitulo 3 (Deformacao plastica em cristais metalicos): Comenta-se sobre os pri-
meiros estudos sobre deformacgao plastica em monocristais, definicao de sistemas
de deslizamento cristalograficos?, lei de Schmid, observaciao do endurecimento por
deformacao, primeiras teorias sobre limite elastico de monocristais e verificacao de
desvios ao comportamento teérico, discordancias, e efeitos do auto-endurecimento e

endurecimento latente;

e Capitulo 4 (Elastoplasticidade em meios cristalinos): A teoria de plasticidade cris-
talina em grandes deformagoes utilizada por Asaro (1983). Também, comenta-se
sobre a forma do tensor de elasticidade para cristais e algumas leis de endurecimento

encontradas na literatura;

e Capitulo 5 (Fratura em cristais metalicos): Sao abordadas as escalas materiais

relevantes no processo de fratura e resultados analiticos (aproximados) para os

2 Adotou-se no texto a nomenclatura sistemas cristalinos quando referiu-se aos tipos de estruturas cristalinas

e sistemas cristalogrificos quando referiu-se aos sistemas de deslizamento do cristal.

Guilherme Fiorin Fornel - (guilherme.fornel@ufrgs.br) - PPGEC/UFRGS - 2018
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campos de tensoes e deformagoes na ponta de trincas sob EPD em monocristais

metalicos;

e Capitulo 6 (Modelo para estado plano de deformagoes): E desenvolvido o modelo
com base na teoria apresentada no Capitulo 4 particularizando para o caso de
pequenas deformagoes e verificacdo da invertibilidade e do condicionamento da

equacao constitutiva;

e Capitulo 7 (Modelo numérico): Comenta-se sobre aspectos da implementagao nu-
mérica e apresenta-se os resultados de exemplos sob deformagcao uniforme e uma

simulagao dos campos de tensdes em uma trinca.

e ANEXO (Transformagoes de simetria, sistemas cristalinos e redes de Bravais): Sao
abordados conceitos bésicos de cristalografia (e fisica de cristais) tais como simetria,

redes de Bravais e classes cristalinas;

Devido a organizacao do texto, ao leitor é esperado que siga a ordem definida pelos

capitulos.

1.5 NOTACAO MATEMATICA

As notagoes intrinseca em negrito (e.g. F) e indicial (F};) * foram adotadas para os
tensores (e vetores). Escalares sdo denotados pela notagdo convencional, portanto F' e F
nao representam o mesmo objeto. Na algebra tensorial, o simbolos - e : foram adotados
respectivamente para as operagoes de contragao simples e dupla contragao tensorial e o
simbolo ® para o produto tensorial. Procurou-se denotar os indices das componentes
tensoriais por letras latinas para o espaco euclidiano tridimensional e por letras gregas
para o espaco bidimensional e, nestes casos, a notacio somatéria de Einstein. Indices
relacionados com os sistemas cristalinos sao sobrescritos entre parénteses, e, neste caso,
utilizou-se o simbolo de soma usual. Para as matrizes reservou-se a notacao de linha dupla,

ou quadro negro (e.g. M).

A notagdo indicial segue a usual para o espago euclidiano e coordenadas cartesianas (indices subscritos).

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal



2 MICROESTRUTURA DOS METAIS

2.1 NATUREZA CRISTALINA DA MATERIA

Durante o desenvolvimento da ciéncia natural, o estudo da natureza cristalina dos solidos
deu-se adjacente a evolugdo da teoria molecular da matéria. Uma breve historia da
cristalografia e mineralogia foi publicada por Kubbinga (2012). Em sintese, um cristal é
fisicamente um arranjo peridédico de dtomos (ou moléculas) formado em ambiente estével
a partir de uma solugdo. Uma discussdo acerca dos temas transformagoes de simetria,

classes cristalinas e redes de Bravais é feita no Apéndice A.

Sao chamados de sistemas cristalinos os tipos de simetrias que um cristal pode ter sob
rotacoes e reflexoes. Neste trabalho é dada atencao especial ao sistema cuibico, o qual
apresenta o maior grau de simetria. O sistema ciibico compreende trés tipos de rede: cuibica
simples (CS), de corpo centrado (CCC) e de face centrada (CFC); as trés redes cubicas

sao apresentadas na Figura 2.

(a) Estrutura CS. (b) Estrutura CCC. (c) Estrutura CFC.

Figura 2 — As trés redes ctbicas. As células que aparecem na Figura sao as convencionais.
Fonte: elaborado pelo autor.

2.1.1 Propriedades macroscépicas

Em muitos fendmenos fisicos o comportamento de cristais ndo depende explicitamente do
arranjo dos atomos na rede mas da dire¢ao considerada no cristal, de maneira que pode
ser considerado homogéneo e continuo e sua estrutura interna desprezada; tais fendmenos
sao chamados de macroscépicos. A dependéncia da direcdo em propriedades macroscopicas
de um corpo cristalino é chamada anisotropia cristalina. Por outro lado, as simetrias
cristalinas fazem com que as propriedades macroscépicas sejam exatamente iguais em

algumas diregoes, ditas equivalentes.
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2.1.2 Indices de Miller

No estudo de cristais frequentemente é necessario considerar varios planos e diregoes pas-
sando através da rede, pelos pontos da rede. A seguir é discutido o método para representar
estes planos e dire¢oes em um cristal; tais objetos geométricos (no cristal) receberao a
nomenclatura “cristalografico” para evitar confusdo com o contetido ja mencionado no

texto e para remeter a cristalografia.

A orientacdo de um plano cristalografico ou uma direcéo cristalografica pode ser descrita
através de uma tripla de indices, chamados indices de Miller. Dados os indices de Miller
de um plano, u, v e w, a orientagdo do plano é representada por (uvw). Para uma diregao

cristalografica utiliza-se a notagao [uvw].

Sejam eq, ey e es trés vetores ortonormais’ que definem um espaco tridimensional, uma

familia de planos neste espago é representado pela equacao
lzi+may+nes =~k ,

com [, m, n e k inteiros, cada k representando um plano da familia. Logo x; =k/l, xvo=k/m

e x3=k/n sdo os pontos de interse¢do do plano com os trés eixos.

Porém a posi¢ao absoluta de um plano em um cristal nao é importante, apenas sua direcao;
entao ¢ suficiente tomar k=1. Logo, os pontos de interse¢ao de um plano cristalogréafico
com os trés eixos sdo x1 =1/, xa=1/m e z3=1/n. A obten¢ao dos indices de Miller de

um plano para um cristal cibico envolve os seguintes passos:

1. Determinar as coordenadas dos pontos de interseccao x1, x5 € x3 entre o plano e os

eixos coordenados ortonormais e;, e, € €s.
2. Tomar o inverso das coordenadas determinadas, ou seja l=1/x;, m=1/z5 e n=1/z3.

3. Determinar o conjunto dos trés menores nimeros inteiros u, v e w tais que as

proporgoes u:v:w e [:m:n sejam iguais.

Planos que tém a mesma distribuicdo atomica sdo denominados cristalograficamente

equivalentes.

Os indices de Miller de diregdes sdo meramente as coordenadas vetoriais (inteiras) da
direcao em relacao aos eixos cristalinos. Dire¢des cristalograficas com mesma distribuigao

atOomica sao denominadas diregoes cristalograficamente equivalentes.

Na definicao geral os vetores sdo tomados como os eixos das células cristalinas. Como neste trabalho
somente serdo abordadas células cubicas é conveniente simplificar a definigao.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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Um conjunto de planos cristalograficamente equivalentes é chamado uma familia de planos
cristalograficos; um conjunto de diregoes cristalograficamente equivalentes é chamado de
familia de diregoes. Para designar uma familia de planos com indices de Miller utiliza-se a

notacdo {uvw} e para designar uma familia de direges utiliza-se (uvw).

2.1.3 Ligacoes quimicas e estruturas cristalinas de metais

Metais tém menos elétrons nas camadas eletronicas incompletas do que o necessario
para haver ligagoes covalentes saturadas entre atomos adjacentes no estado sélido. Em
ligacOes insaturadas os elétrons nao se encontram bem localizados relativamente aos atomos
interagentes e é possivel assumir que os atomos “perdem” estes elétrons mais externos,
ditos livres. Enquanto os ions positivos sao regularmente espagados os elétrons livres
preenchem o espago mais ou menos uniformemente. As ligagdes nas quais existe esta nuvem
movel de elétrons sdo chamadas ligagoes metdlicas. Em metais de transi¢ao (e.g. Ferro)
que tém camadas eletronicas internas incompletas elétrons internos também participam

da ligacao.

E possivel dividir os tipos de ligacdes quimicas em ligacdes direcionais e nao-direcionais. Na
realidade as tnicas ligagoes direcionais sao as ligagoes covalentes devido a alta densidade
eletronica ao longo das linhas que unem os atomos dois a dois. Isto tem forte influéncia nos
tipos de estruturas em que so6lidos covalentes cristalizam. Por outro lado, ligagoes de van
der Waals, ionicas e metélicas sao nao direcionais. Cristais moleculares i6nicos e metais
tendem a cristalizar-se de forma que haja o maior empacotamento de particulas possivel.
Entao, metais puros (formados por atomos de mesmo “volume”) tendem a cristalizar-se
com estruturas compactas como HC (hexagonal compacta), CFC e CCC, redes com maior
empacotamento para particulas idénticas (SOLYOM, 2007, p. 235).

2.2 DEFEITOS DE REDE

A estrutura de cristais reais desvia-se das redes com periodicidade perfeita pela existéncia
de defeitos. Modelos de rede perfeita sao utilizados para explicar propriedades insensiveis a
estrutura® dos metais, enquanto para entender propriedades sensiveis d estrutura é necessa-
rio a consideragao de diversos tipos de defeitos de rede, que sao desvios a periodicidade de
um arranjo atéomico. A Figura 3 apresenta a classificacao de algumas propriedades fisicas
de cristais nestes dois grupos. Vé-se que praticamente todas as propriedades mecanicas de
cristais, com excecao das propriedades eldsticas, sdo sensiveis a estrutura (DIETER, 1976,
p. 85-86).

Os defeitos de rede sao classificados geralmente em quatro grupos: defeitos pontuais, defeitos

Tais propriedades sdo mensuraveis globalmente, i. e., dada “uma certa média”.

Guilherme Fiorin Fornel - (guilherme.fornel@ufrgs.br) - PPGEC/UFRGS - 2018
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Insensiveis a estrutura Sensiveis a estrutura
Constantes elasticas Condutividade elétrica
Ponto de fusao Propriedades semicondutoras
Densidade Tensao de escoamento
Calor especifico Resisténcia a fratura
Coeficiente de expansao térmica Limite de fluéncia

Figura 3 — Quadro relativo a classificacao de algumas propriedades fisicas de cristais em
insensiveis a estrutura e sensiveis a estrutura. Fonte: Dieter (1976, p. 86).

lineares, defeitos superficiais e defeitos volumétricos. Defeitos pontuais (ou imperfeigoes
pontuais) sdo desvios ao arranjo periddico localizados na vizinhanga de alguns poucos
atomos; defeitos lineares sdo imperfeicoes que se estendem a pequenas distancias ao longo
de duas dire¢oes enquanto em uma terceira direcdo pode estender-se indefinidamente;
defeitos superficiais estendem-se indefinidamente em um plano ou superficie curva e sao
limitados a poucas distancias de rede em uma terceira dire¢ao; em defeitos volumétricos

a estrutura em uma regiao macroscépica tridimensional é diferente do resto do corpo

(SOLYOM, 2007, p. 274).

Sera importante neste trabalho um tipo de defeito linear denominado discordancia. Tais
defeitos sao fundamentais na explicacdo de alguns fendmenos e propriedades de cris-
tais metalicos como sua cristalizacao, deformacao plastica e interface entre graos em

policristais?.

Sabe-se que a interface entre os graos em policristais sao defeitos superficiais gerados por actimulo de
discordancias e pelas mudancgas de orientac¢do da rede.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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3 DEFORMACAO PLASTICA EM CRISTAIS
METALICOS

3.1 PRIMEIROS ESTUDOS

Importantes estudos em cristalografia de policristais metalicos deformados além do limite
elastico foram apresentados por Ewing e Rosenhain (1899, 1900), cujos resultados marcaram
o inicio das pesquisas em plasticidade cristalina. Estes cientistas observaram na superficie
dos espécimes deformados plasticamente degraus de deslizamento causados pelo surgimento
de bandas de deslizamento internas, nas quais uma porcao do material era cisalhada
em relagao a outra. A Figura 4 apresenta um diagrama esquemaético da configuracao da

superficie de um policristal metalico antes e apds a deformagao plastica.

C
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Vrss777777777777
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(b) Apés a deformagao pléstica.

Figura 4 — Diagrama de um corte na superficie de um policristal (a) antes e (b) apos a
deformacao plastica. O tracejado indica as orientacoes cristalograficas e a seta
dupla indica a diregao de solicitagdo. Fonte: Ewing e Rosenhain (1900, p. 362).

A regiao identificada como C indica a interface entre dois graos AC e CB com orientag¢oes
cristalograficas mais ou menos homogéneas. Apés a deformagao plastica surgem bandas de
deslizamento nos sistemas cristalograficos de cada grao, emergindo a superficie e formando
degraus de deslizamento. Estes degraus ficam evidentes em micrografias 6pticas devido a

variagao da reflexdo luminosa, como pode ser observado na micrografia 6ptica da Figura 5.

As conclusoes dos trabalhos de Ewing e Rosenhain podem ser resumidas em:

e Metais e ligas metalicas sao cristalinos ou compostos de agregados monocristalinos;
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Figura 5 — Micrografia 6ptica de um policristal de chumbo apés a deformacgao. Fonte:
Ewing e Rosenhain (1900, p. 362).

e A deformagao plastica ocorre por cisalhamento em determinadas familias de planos

cristalograficos e em dire¢oes cristalograficas bem definidas;

e A estrutura cristalina do metal é preservada durante a deformacao pléastica, o que
indica que o deslizamento acontece em multiplos inteiros dos espacamentos da rede

cristalina.

Na década de 1920, técnicas de raios-X comecaram a ser usadas nos estudos de deformacéao
pléstica de monocristais, proporcionando avangos em analises quantitativas e microestru-
turais da deformagao. Destacam-se os trabalhos de Taylor e Elam (1923, 1925) na anélise
de monocristais de aluminio (estrutura CFC) deformados sob tragao. Os autores (1925,
p. 28) observaram que para os monocristais de aluminio: “Dos doze modos possiveis de
cisalhamento cristalograficamente similares, o modo no qual a componente da tensao de
cisalhamento na dire¢do do cisalhamento é a mais elevada é o que realmente ocorreu”

(tradugao nossa).

Schmid (1924, apud ASARO, 1983, p. 8) utilizando dados de monocristais de zinco (estru-
tura HC) sob tragao, propds que o fluxo plastico comegaria em um sistema cristalografico
quando a tensao de cisalhamento projetada atingisse um valor critico que independe da

orientacao do eixo de tracao e, entao, de outras componentes da tensdao projetadas na

Implementagao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgoes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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rede. Esta observagao do comportamento cristalino é conhecida como lei de Schmid e é
semelhante ao comportamento descrito por Taylor e Elam (1925). E importante destacar
que as observagoes nas quais estd baseada a lei de Schmid sao muito particulares das
condigoes de contorno (tragdo simples) e tipo de cristais (CFC e HC) empregados nos

estudos.

Para os diferentes tipos de estrutura cristalina, os planos em que deformacoes plasticas
ocorrem sao denominados planos de deslizamento, e as diregoes, direcoes de deslizamento.
O conjunto formado por um plano de deslizamento e uma das dire¢oes associadas a este é
chamado um sistema de deslizamento. Os sistemas de deslizamento de cristais metalicos
comegaram a ser identificados juntamente com as pesquisas de deformagao envolvendo

difracao de raios-X.

As observagoes experimentais indicam que na maioria dos metais os planos de deslizamento
sao os planos de mdzima densidade planar de atomos (que consequentemente tem maxima
separagdo) e as diregoes de deslizamento sdo as dire¢oes de mdzima densidade linear para
uma determinada estrutura cristalina. Em metais CFC o deslizamento ocorre na familia de
planos {111} e familia de direges (110) (identificados na Figura 6) enquanto em metais
CCC o deslizamento ocorre em (111) mas nas familia de planos {110}, {112} e {123}
(KHAN; HUANG, 1995, p. 319).

r3 = [001]

x; = [100]

Figura 6 — Sistemas de deslizamento em um cristal CFC. O triedro {z1, z2, 23} define o
sistema de coordenadas vinculado ao cristal utilizado para numeracao dos dire-
¢oes cristalograficas em termos dos indices de Miller. Os planos de deslizamento
sao os planos diagonais gerados pelos triangulos em cinza, identificados por
seus vetores diretores. As dire¢des de deslizamento correspondem as diregoes
definidas pelas arestas dos triangulos. Fonte: elaborado pelo autor.

Apesar destas observagoes experimentais, desvios a lei de Schmid ocorrem em muitos

cristais devido a condi¢oes de contorno e principalmente microestruturais, e diversos
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estudos existem neste sentido. No entanto, tais desvios e estudos sobre o comportamento

nesses casos ficam fora do escopo deste trabalho.

3.2 OBSERVACOES SOBRE O ENDURECIMENTO
POR DEFORMACAO

Baseando-se em experiéncias feitas principalmente com monocristais aluminicos Taylor e
Elam (1923, 1925) observaram que o material possuia dois tipos bem caracteristicos de

endurecimento:

o Auto-endurecimento: Endurecimento no préprio sistema cristalografico que sofre o

deslizamento;

e FEndurecimento latente: Endurecimento de um sistema, mesmo nao ativo, causado

por um deslizamento em outro sistema.

A Figura 7 apresenta um diagrama esquematico de um monocristal orientado para maxima
tensao projetada no sistema (111)[110], onde m e s sio vetores unitdrios nas diregoes [111]
(normal ao plano de deslizamento) e [110] (contido no plano de deslizamento) representando
respectivamente o plano de deslizamento e a direcao de deslizamento do sistema. Entao a

dupla {m, s} define o sistema de deslizamento chamado sistema primdrio.

As consideragoes a seguir sao desenvolvidas por Asaro (1983, p. 10-11). O cristal é
considerado rigido-plastico visto que as observacoes feitas por Taylor e Elam nao sao
afetadas significativamente pela elasticidade. Com o processo de deformacao, a rede
cristalina rotaciona em relagdo ao eixo de tensdo. A rotacao do eixo de carregamento
relativa a rede cristalina é indicada no setor de projecao estereografica da Figura 7e em
fungdo da deformacao. O vetor de deslizamento s rotaciona na dire¢ao do vetor diretor do

eixo de tragdo T em torno do eixo r,

sx T
J1-(s-T)2

T e r sdo vetores unitdrios. Tal rotacdo aumenta a tensao projetada no sistema (111)[011]

r =

chamado de sistema conjugado ao sistema primario ou sistema secunddrio. E facil ver que

a taxa de rotagdo S em torno de r é

B:’Y(m-T)\/l—(S-T)Q,

em que ¥ € a taxa de deslizamento no sistema primario.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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O tensor de tensoes para tracao simples tém a forma =0T ® T; a tensao projetada em

um sistema {m,s} é T=0 : (m ® s), entdo
T=0c(m-T)(s-T)= S0, (3.1)

S=(m-T)(s-T) ¢éo fator de Schmid. Ou seja, dois sistemas de deslizamento que tém o

mesmo fator de Schmid tém tensoes projetadas iguais.

010

Figura 7 — Diagrama esquematico de um monocristal de aluminio orientado para maxima
tensdo projetada no sistema (111)[110], conforme as experiéncias de Taylor e
Elam (1923, 1925). (a) Espécime indeformado. (b), (c) Rotagao relativa entre
o eixo de tragao e o sistema primdrio. (d) Deslizamento duplo nos sistemas
priméario e conjugado. (e) Setor de projegao estereografica de Taylor e Elam
(1923) evidenciando a rotacao do eixo de tragao relativamente a rede cristalina;
marcados os pontos de diversos niveis de deformagao. Fonte: Asaro (1983, p.
9).
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Se o endurecimento latente do sistema conjugado por deformacao no sistema primario for
igual ao auto-endurecimento do sistema primaério, deslizamento duplo! ir4 ocorrer quando
a tensdo projetada (ou o fator de Schmid) for igual para os dois sistemas. Isto ocorre no
limite entre as regioes A e B da projecao estereografica da Figura 7e, onde ha simetria dos
dois sistemas em relacao ao eixo T. Além disso, a posicao do eixo de tragado na projecao
estereografica permaneceria na linha de simetria entre as regides de cada sistema; neste

caso diz-se que o deslizamento duplo ¢é simétrico.

Apesar de em alguns testes apresentar-se o deslizamento simétrico, as observacoes mais
marcantes no trabalho de Taylor e Elam (1925) referem-se ao deslizamento assimétrico. As
medicoes de raio-X indicaram que em muitos casos a proje¢ao do eixo de tragao ultrapassou
a interface de simetria aumentando a tensao projetada no sistema conjugado. Além disso
as rotagdes eram muito menores do que o esperado no caso de deslizamento simples,
indicando que o deslizamento duplo ocorre mas a uma taxa menor no sistema conjugado
do que no sistema primario, “freando” a rotacdo do eixo. Esse fenémeno foi denominado

ultrapassagem?. As observacoes da ultrapassagem indicaram que:

1. Um sistema de deslizamento é endurecido por deformagoes em outros sistemas mesmo

que nao esteja ativo;

2. O endurecimento latente é pelo menos da magnitude ou maior do que o auto-

endurecimento.

Durante a rotagao do sistema cristalino nota-se que, se v for o deslizamento no sistema
primério,
S=N"-sem=Q" -m,

onde
Q'=—gm -T)(sT-T®s)

é o tensor velocidade de rotacao rigida® da rede. Se o sistema primério endurece de
acordo com a lei de Schmid na forma 7.=h%, em que 7. é a tensao critica e h a taxa de

auto-endurecimento do sistema ativo; e diferenciando a Equacao 3.1 em relagdo ao tempo,

h 0 Cos 2
ars (3.2)
cos2¢ cos?f cos2¢
onde é= T é taxa de deformagao na direcao de tragdo, cos@=m-T e cosp=s-T.
cos ¢ cos b

Isto é, em ambos sistemas primario e secundério.
Traduzido do inglés overshooting.
A definigao “formal” deste tensor é dada no Capitulo 4.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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O primeiro termo do moédulo instantaneo da Equacao 3.2 refere-se ao aumento da tensao
de Cauchy por alongamento da peca enquanto o segundo termo ¢ relacionado a variacao de
7 devido a rotagdo da rede fixada a tensdo o. Se cos2¢ <0 e — < |cos 2¢| cos*d o mbdulo
instantaneo é negativo e o material amolece. Este amolecimentoadevido a efeitos puramente
geométricos ¢ chamado de amolecimento geométrico e se ocorrer localizadamente na secao

do cristal pode promover deformacdo nao uniforme e localizada®.

3.3 LIMITE ELASTICO DE UM CRISTAL METALICO
PERFEITO

Frenkel (1926) estimou a tensao de cisalhamento necesséria para o movimento de um plano
de dtomos sobre outro em um cristal perfeito. Assume-se dois planos de atomos espacadas
de d, e espagamento interatomico entre os atomos de cada plano A. O deslizamento entre as
dois planos ¢ denotado por x. Considera-se que as duas fileiras movimentem-se rigidamente
e a tensao de cisalhamento atuante no sistema é denominada S. O modelo é apresentado

na Figura 8.

A

H S: atomo

O O O O O O O
d F— =z
ONONONONONONONO

Figura 8 — Dois planos de atomos sob cisalhamento. Fonte: Khan e Huang (1995, p. 318).

Nas posigoes (de equilibrio) identificadas com =0 e z= A, a tensao de cisalhamento S
necessaria para manter o equilibrio é nula. O mesmo ocorre para z=\/2 por conta da
simetria da configuracao. Entre estas posi¢oes cada dtomo é atraido em direcdo ao atomo
mais proximo contido no plano adjacente, de maneira que a tensao de cisalhamento é uma

funcao periédica do deslizamento. Com base nisso, Frenkel propos uma variagao senoidal

L [2mx
S =5 sm()\) ,

onde S, é a amplitude e 27 /) o periodo. Para pequenos deslocamentos a lei de Hooke

para a tensao, expressa por

pode ser aplicada, S=Gs=Gx/d, onde s é a deformacao de cisalhamento e G é 0 médulo
de cisalhamento do material, e vale S~ S, 2rx/\. Entao, nessas condigoes, a tensao de
cisalhamento maxima para o movimento da rede é
G A

S ond’

Isto explica a fenomenologia da deformagdao de monocristais em grandes deformacoes onde surgem bandas
de deslizamento evidenciando cisalhamento altamente localizado.

Sm (3.3)
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Nota-se que 5,, ¢ minima quando o espagamento entre os planos ¢ maximo e o espagamento
interatomico ¢ minimo. Isto concorda com os experimentos de definicao de sistemas de

deslizamento mencionados anteriormente.

Para muitos cristais A e d sao aproximadamente iguais. Em cristais CFC por exemplo,
MNd=+/3 / V2. Neste caso a Equacio 3.3 mostra que a resisténcia ao cisalhamento teérica
é aproximadamente S,,~G/5. A época do trabalho de Frenkel, os ensaios de deformacio
pléstica em monocristais indicavam resisténcias da ordem de 107G ~ 10~* G, muito
menores que a tedrica. Célculos considerando leis de forgas interatémicas mais realistas
resultaram em resisténcias teéricas proximas de G/30, porém ainda muito acima do valor
real (KHAN; HUANG, 1995, p. 320). A disparidade entre os resultados teéricos e reais
levaram ao postulado da existéncia de defeitos na estrutura cristalina que reduzem a

resisténcia do cristal.

3.4 DISCORDANCIAS

As discordancias foram postuladas independentemente por Taylor (1934), Polanyi (1934)
e Orowan (1934) para explicar a baixa resisténcia dos cristais metalicos reais em relacao a

estimativa tedrica.

Taylor (1934), baseando-se em hipéteses (a sua época) sobre o endurecimento de monocris-
tais e observacoes fotoeldsticas da deformacao plastica®, reconheceu que o deslizamento de
fato deveria ocorrer em uma pequena regiao desordenada do cristal, a qual denominou
discordancia, que se propagaria através de um plano cristalografico deixando o cristal
bem ordenado em seu “rastro”. Adotando um modelo atomico para o cristal ele conseguiu

explicar de que forma uma discordancia altera sua resisténcia.

Em um cristal perfeito uma linha de d4tomos em equilibrio ocupa uma posicdo de minima
energia potencial segundo um potencial interatomico, conforme a Figura 9. Somente é
possivel deslocar uma linha de atomos na rede fornecendo a esta uma energia equivalente
a “barreira de potencial”. Na Figura 9 assume-se que a fileira de atomos C—D estd sujeita

a um potencial devido a interagdo com as fileiras A e B da forma

2
¢ = —2A cos %a: , (3.4)

A 0 espacamento interatomico, z a distancia a partir de Cy, de forma que a barreira de

potencial a vencer é 4A, A uma constante.

Taylor (1934) demonstrou que a existéncia de uma linha de atomos vazia na fileira C—D

modifica o potencial interatomico reduzindo a barreira de potencial proximo a ela. Na

Descritas por Joffe e Loeb (1928, p. 46-47).

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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Figura 10 é apresentada uma representacao da distribui¢ao de atomos em torno de uma
discordancia. Atomos logo acima do centro da discordancia sdo comprimidos e logo abaixo
sao tracionados de maneira que a existéncia de uma discordancia impoe campos de tensoes
e deformacoes nao nulos no cristal. Se em um comprimento L a fileira B possui N atomos

entao neste mesmo comprimento a fileira A possui N + 1 atomos.

A A, A,
Q-------- O ------- O-------- & ------- Ie)
A A A A
Co C; C,
c o ¢ o & oD
l By B, B, l
o o o o o

\/
1 Potencial ao longo de C—D

Figura 9 — Potencial interatémico em um cristal perfeito. Fonte: Taylor (1934, p. 371).

A configuracao da rede neste caso deve ser obtida através do equilibrio das interagoes
atomicas, porém pode ser inferida ao considerar-se N +2 atomos na fileira inferior, portanto
N + 1 dtomos na fileira superior e um espagamento de (N + 1)\/2 entre os dtomos da
fileira C—D. Seguindo a Equagao 3.4 o potencial interatéomico fica

N+1 N
¢ = —A cos 27r§ (NIZ) — A cos 27?% (N+2> : (3.5)

Na Figura 10 é exibido o grafico da fungao ¢(z) definida na Equagao 3.5. Entao, a existéncia
de um defeito deste tipo reduz a barreira de potencial necessaria para o deslocamento de
uma linha de atomos em C; ou C, para O. Este tipo de defeito é chamado de discordancia
em aresta ou discorddancia em cunha (ou ainda discordincia de Taylor-Orowan). Se houver
energia térmica suficiente para, por exemplo, atomos em C, deslocarem-se para O a

discordancia se desloca.
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Co C, pS C, Cs 1

cC o - ------ &------ @@ oo - &------ ©------- © D
l l By B, | Bg B; l !
®------- O------- @------- R R TP FRCEEEEEEEE O------ ©------- o

Potencial ao longo de C—D
devido a Ao...A4, Bo...B3

Figura 10 — Potencial interatoémico proximo a uma discordancia. Fonte: Taylor (1934, p.
371).

Discute-se agora o que ocorre quando aplicado a esse sistema uma tensao de cisalhamento
externa. A aplicacao de uma tensao externa gera um pequeno deslocamento na rede, oca-
sionando variacdo no potencial interatomico resultante em C—D. Se § for o deslocamento,

entao o potencial fica

op=—-A coswa_é <N+1>

S — A cos2ms (N) : (3.6)
Da Equagao 3.6, um grafico da fungdo ¢(x) é apresentado na Figura 11. A aplicagao da
tensao reduz drasticamente a barreira de potencial de maneira que somente a energia
térmica de vibragao do cristal ja pode ocasionar deslocamentos atomicos na rede. Também,
para esta discordancia, é muito mais provavel que atomos em C, se desloquem do que
atomos em C;. O resultado disso é a propagacao da discordancia para a direita por
sucessivos deslocamentos de dtomos. A baixa barreira de potencial, ou seja, a baixa energia

necessaria fornecer para o deslocamento atomico justifica a resisténcia real dos cristais.

Como ja mencionado, as discordancias sao fontes de tensoes e deformagoes internas, logo
¢é razoavel supor que discordancias proximas possam interagir através de seus campos
de tensoes. Taylor (1934) utilizou os resultados do trabalho de Volterra (1907) sobre

o equilibrio de corpos elasticos isotropicos multiplamente conexos na determinacao do

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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S
>
Ao A, As As Ay
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J‘ Co C, C, Cs
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i 3 (VAN | i
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Potencial ao longo de C—D
devido a Ao...A4, Bo...B3

Figura 11 — Potencial interatémico proximo a uma discordancia sob cisalhamento. Fonte:
Taylor (1934, p. 374).

campo de tensoes gerado por uma discordancia em aresta. Na Figura 12 é apresentada
a idealizacao de uma discordancia em aresta por um cilindro perfurado axialmente de
parede cortada, cujas faces do corte sdo deslizadas uma em relacao a outra na direcao

radial, um dos tipos de distorcoes analisadas por Volterra.

Figura 12 — Cilindro elastico perfurado axialmente com discordancia de aresta. Fonte:
Taylor (1934, p. 376).
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Com base nestas consideragoes e a partir de um modelo de uma subestrutura de discor-

dancias, Taylor (1934) chegou a seguinte relagao tensao-deformagao tedrica

S=5r+ RG“ )}_JS =Sr +77G)\\/ﬁ , (37)

em que S é a tensao de cisalhamento para o movimento das discordancias dentro da
subestrutura, Sy é a tensdo necessaria para mover uma discordancia isolada, G é o
modulo de cisalhamento do material, A é o espacamento interatémico, L é a dimensao
do espécime (ou do grao) na diregdo do movimento das discordancias, s a deformacao
de cisalhamento, k e 1 parametros determinados pela geometria da distribuicao e p a

1/2

densidade de discordancias. Mais precisamente, a relacao (S—Sr) o p'/# da Equacao 3.7 é

proposta por Asaro (1983, p. 16) por consideragdes geométricas.

O modelo de Taylor embora simplificado conseguiu reproduzir os resultados experimentais
da época e evidenciou a interacao entre as discordancias como um importante fator no
endurecimento por deformacao. Da Equacao 3.7 resulta que o endurecimento esté ligado a

densidade de discordancias.

A descricao completa de uma discordancia envolve a especificagao de seu sentido e do vetor
deslocamento do material e a orientacao do vetor deslocamento em relacao a discordancia.
Na Figura 13 apresenta-se uma ilustracao de uma discordancia em aresta e seu vetor
deslocamento e um outro tipo de discordancia proposta por Burgers (1934), a discordincia
helicoidal ou discordincia de Burgers. O vetor deslocamento é denominado vetor de Burgers

e denotado por b.

1
Pg
/// ¢
L
// ///
—| argyrg
\ . Li,_/‘%-% - rap=
L~
LT = ,
. -
-~ -
RN y T
- I' 40P p - A L
" /‘/ -
- L~ -
- L~
e |-

(a) (b)

Figura 13 — Discordéncias (a) de aresta e (b) helicoidal. Fonte: Sélyom (2007, p. 284-285).

Seja t o vetor unitario tangente a discordancia, a discordancia em aresta é caracterizada
por t-b = 0 e a discordancia helicoidal por t - b = £||b||; ou seja, discordncias em aresta

sao ortogonais ao vetor deslocamento e discordancias helicoidais sao paralelas ao vetor
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deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal



Capitulo 3. Deformacao plastica em cristais metélicos 22

deslocamento. Discordancias com carater intermediario aos de discordancias em aresta e

discordancias helicoidais sao denominadas discordancias mistas (Figura 14).

X
1‘::’3%

Vetor de :
Burgers \"‘q::\.

T
§E£ =

AR
\ b

NS

SN

R
ANeZEE s ese
y 1] ’ Circuito de Burgers
Circuito de Burgers _,L_HM% em torno de uma
em torno de uma /‘ discordancia em aresta
discordancia helicoidal

Circuito de Burgers Distancia de deslizamento

em torno de uma

regido perfeita

Figura 14 — Discordancia mista. Fonte: S6lyom (2007, p. 287).

“A lei de Schmid entao pode ser reinterpretada em termos de uma forga critica necessaria
para mover ou gerar discordancias. Essa forca é definida de maneira que seja energetica-
mente conjugada ao deslizamento e entao é equivalente a tensao de cisalhamento projetada
multiplicada pela magnitude de b” (ASARO, 1983, p. 14, tradugdo nossa).

3.4.1 Desvios a lei de Schmid, interacao entre discordancias e

endurecimento

A mecanica de discordiancias em um cristal se manifesta de diversas formas, muitas
vezes levando a desvios na lei de Schmid. Também, alguns mecanismos de interagao entre
discordancias e sua multiplicagdo sao usados para explicar o endurecimento por deformagao.

Tais assuntos sao apenas citados neste texto.

Em alguns casos é possivel que ocorra deslizamento cruzado entre planos cristalograficos
concorrentes. Em cristais CFC por exemplo, as discordancias podem se propagar entre
diferentes planos {111} efetuando deslizamento cruzados. Asaro (1983, p. 17) ressalta que
embora o vetor de Burgers seja um vetor de rede perfeita é possivel que uma discordancia

dissocie-se formando discordancias parciais, as quais interagem através dos seus campos de
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tensoes. Para uma discordancia parcial é mais dificil que se ocorra deslizamento cruzado

devido a interagao mutua.

Nos casos em que ha deslizamento simultaneo em sistemas diferentes, é possivel que
discordancias de diferentes sistemas interajam formando novas discordancias. Por exemplo,
em cristais CFC sob deslizamento duplo as discordancias dos sistemas primario e conjugado
podem “reagir” formando discordancias em um sistema no qual o deslizamento é muito
dificil, chamadas discordancias de Lomer. Também discordancias podem reagir formando
uma estrutura segmentada cujos nos sao relativamente estaveis e dificultam o movimento
das discordancias originais. Em ambos os casos a interagao entre discordancias leva ao

endurecimento do material (ASARO, 1983, p. 20-21; DIETER, 1976, p. 167-169).

Segmentos de discordancias fixos entre planos cristalograficos sao objetos de um tipo
de multiplicacao de discordancias chamado de fontes de Frank-Reed. Uma ilustracao do
processo de multiplicagdo por fontes de Frank-Reed é apresentada na Figura 15. Um
segmento de discordancia fixado nos nés é solicitado transversalmente formando um
arco. Acima de uma tensao de cisalhamento critica o arco torna-se instavel e é formado
um circuito de discordancia em torno do segmento original. Fontes de discordancias sao

importantes na manutenciao da deformacao plastica.b

3.4.2 Medicoes do endurecimento latente

Asaro (1983, p. 26-28) também menciona que o endurecimento latente pode ser medido de
duas maneiras. O primeiro método consiste em deformar monocristais em deslizamento
simples em um sistema primario e entao usinar o espécime para deslizamento simples
em um sistema cristalografico diferente do primeiro. Obtém-se entdao uma razao entre
as tensoes de escoamento do sistema primeiramente latente (secundario) com o sistema
primario. Outro método envolve a medicao da rotacao da rede em funcdo da deformacao
de um monocristal orientado para deslizamento simples (como as experiéncias de Taylor e
Elam) e entao as discrepancias com as predigoes para deslizamento simples (por exemplo,
extensao da ultrapassagem) sao utilizadas para inferir a magnitude do endurecimento

latente.

As observagoes experimentais podem ser descritas através da relacao de endurecimento

Além destes mecanismos, a resisténcia ao escoamento e endurecimento dependem fortemente do tamanho
médio dos graos. Evidéncias experimentais indicam em geral uma correspondéncia com a relagdo empirica
de Hall-Petch oy = 0¢ + &y d_%, com oy a tensao de escoamento, oy uma constante relacionada com a
resisténcia da rede ao movimento de discordéancias, k, um coeficiente de resisténcia e d o didmetro médio
dos graos. Fisicamente, “o, é determinada em grande parte pelo processo pelo qual o deslizamento é
transferido dos graos que escoam a menores deformagoes plasticas para os graos adjacentes e ndo apenas
pela interacdo de discordancias e processos de endurecimento por deformacao que ocorrem nos interiores
de graos” (ASAROQO, 1983, p. 24, tradugdo nossa).

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal



Capitulo 3. Deformacao plastica em cristais metélicos 24

r‘b
b “‘f/’:-\\/ ’
i LR { \
p—i—i—1—0" 0 o’
(a) {5)

-

® 4
4 *
A s
.
=

wz=» T
R a S "
‘“-:} quf" NPy
4,
. e \\,/h\\‘:*__d’,/’/
\‘ ’/ \“ ‘/
{d)

(e)

Figura 15 — Representagao esquematica da operacao de uma fonte de Frank-Reed. Fonte:
Dieter (1976, p. 185).

independente da taxa de deformagdo

dr® =" hagdy\?) | (3.8)

B
onde 7% ¢ a tensdo projetada critica no sistema o, 7 é o deslizamento no sistema 3 e
hap sao as taxas de endurecimento. A matriz associada a hqp ¢ tal que os termos fora da
diagonal principal representam o endurecimento latente. Algumas expressoes para h,s sao

discutidos na secao 4.5.

Os resultados experimentais diferem dependendo do método utilizado para a medicao do
endurecimento latente, ja que sdo desconsiderados diversos fatores como dependéncia da
taxa de deformacao ou de tensao. Porém ha um consenso na literatura de que geralmente
a razao entre o endurecimento latente e o auto-endurecimento tome valores entre 1,0 e 1,4

(seguindo principalmente as observagoes de Kocks (1970)), principalmente para cristais
CFC.

3.4.3 Deslizamento nao uniforme em graos de policristais

Sabe-se que, em um cristal uniformemente tensionado, se somente um sistema de desliza-
mento estiver operante a deformacao macroscépica geralmente ocorre de forma altamente
uniforme. O mesmo nao ocorre quando ha mais de um sistema ativo, principalmente devido
ao endurecimento latente (PIERCY; CAHN; COTTRELL, 1955) (Figura 16).
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Figura 16 — Bandas de deslizamento duplo em um monocristal de latdo alfa para diferentes
graus de deformagao. Fonte: Piercy, Cahn e Cottrell (1955, p. 335).

Também, em policristais, por razoes de compatibilidade de deformacoes na interface dos
graos, observa-se em muitos casos deslizamento irregular no interior dos graos. Modos de
deslizamento irregular no interior dos graos podem ocorrer por exemplo devido ao inicio
de deslizamento na interface ou “colisao” de bandas de deslizamento com a interface dos
graos, induzindo deslizamentos nao uniformes em seu interior. Apresenta-se na Figura 17
uma micrografia de um grao de um policristal de aluminio onde foi induzido modo de

deslizamento nao uniforme.

Figura 17 — Micrografia de um grao de policristal aluminico estendido a 10%. Sao obser-
vadas bandas devidas a deslizamento nao-uniforme no interior de um grao
monocristalino em cinco familias de linhas de deslizamento. Fonte: Boas e

Ogilvie (1954, p. 657).

Implementagao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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4 ELASTOPLASTICIDADE EM MEIOS
CRISTALINOS

Neste capitulo sao as apresentadas equagoes cinematicas e constitutivas que descrevem
a deformacao elastoplastica em monocristais. Neste contexto sao expostos elementos da

teoria apresentada por Asaro (1983).

Aqui, a descrigdo macroscopica do cristal segue a linha das teorias da elasticidade e plasti-
cidade convencionais. Para relacionar o comportamento macroscopico com a anisotropia
cristalina e mecanismos microscopicos que originam a deformagao plastica o cristal é
concebido como um material com estrutura interna. Nesta classe de materiais os objetos e
equagoes basicos da elastoplasticidade sao modificados para descrever a cinematica e a

cinética de elementos contidos na microestrutura.

Como tratado no Capitulo 3 a deformacgao plastica provém do deslizamento de porgoes do
cristal (devido ao movimento de discordancias) em rela¢ao a planos cristalograficos bem
definidos. Esta observacgao serve de base para a decomposicao do gradiente de deformacoes,
definicdo do critério de escoamento pléastico e construgao da relagao constitutiva elasto-
plastica. Desvios a este comportamento sao observados em muitas estruturas cristalinas e

sob variadas condic¢oes, porém nao sao tratados neste trabalho.

Para descrever os diferentes sistemas de deslizamento cristalograficos utiliza-se uma
dupla de vetores diretores (unitarios) que indicam os planos cristalograficos e dire¢oes
de deslizamento nesses planos na configuracao de referéncia. Um plano de deslizamento
na configuracio de referéncia é indicado através do vetor ortonormal m(® e uma direcio
de deslizamento neste plano pelo vetor unitario colinear s(®). Uma dupla {m(®) s(®} ¢

chamada de um sistema de deslizamento «.

4.1 CINEMATICA DA DEFORMACAO EM MONOCRISTAIS

Existem trés mecanismos basicos de deformacao e reorientagao das fibras do material:
deslizamento plastico, rotagoes de corpo rigido e deformagao elastica da rede. A relacao
entre duas configuragoes materiais é descrita por transformacgoes lineares dependentes da
posicao das particulas materiais. Um vetor infinitesimal dX na configuragiao de referéncia
(inicial) B é relacionado com o vetor infinitesimal dx na configuragao atual B* através da
transformacao

dx = F-dX

em que F é o gradiente de deformacoes.



Capitulo 4. Elastoplasticidade em meios cristalinos 27

Para descrever a deformacao em termos dos trés mecanismos bésicos Asaro (1983) utiliza
a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformagoes em uma parcela que descreve
deformagoes puramente plasticas F? e uma parcela que descreve deformagoes elasticas e

rotacoes da rede cristalina F*,
F=F"-F?".

A Figura 18 apresenta um diagrama desta decomposicao.

F*

FP

Figura 18 — Decomposicdo do gradiente de deformacdes. A esquerda a configuracio de
referéncia B, a direita a configuragao intermediaria B’ e acima a configuracao
atual B*. Fonte: Asaro (1983, p. 38).

A deformacao plastica esta relacionada com o movimento de discordancias através da
rede cristalina preservando a estrutura do cristal. Entao a parte plastica do gradiente de
deformagoes nao modifica a orientacao dos vetores diretores dos sistemas de deslizamento
cristalograficos (isto é representado na Figura 18, onde nao hé diferenciacao da orientagao de
um sistema de deslizamento entre a configuracao de referéncia e a configuracao intermediéria
B’). Logo F* é o tinico termo que descreve deformagoes na rede. Os vetores de um sistema

cristalografico na configuracao atual sdo obtidos pelas transformacoes’

S*(a) — F*. S(Ot)) m*(a) — m(o‘) . (F*)_l' (41)

Seja L o gradiente de velocidades, sabe-se da seguinte relacao: L = 8—V =F. (F)_l; e em
X

Esta relacéo é obtida observando a preservacao da condicio de ortogonalidade m*(®).g*(®) = m(®).g(®) =@
entre as configuracoes B’ e B* Dessa forma, m*(®) .s*(®) = m(®) .g(®) = m(@).T.5(®) = m(@) . (F*)~1.F*.
s(@) = (m(a) S(F*)7h) - s*(@). Observa-se também que m*(®) e s*(*) nao sdo necessariamente unitérios.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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termos da cinemética cristalina,

L=F-(F)'=F . (F)" +F F.(F)"' (F)"" (4.2)

E conveniente dividir o gradiente de velocidades em suas partes simétrica e antissimétrica,
respectivamente D e €2, através da decomposicao aditiva L = D + 2. D representa o
tensor velocidade de deformacao e €2 o tensor velocidade de rotacao. Ainda, é possivel
dividir D e © em partes puramente eldstica (com superindice *) e elastoplastica (com
superindice p),

D=D"+D" Q=Q"+ Q"

A Equagao 4.2 sugere uma decomposicao aditiva L = L* + L? através das relagoes

L'=D"+Q"=F . (F)"', LP=DP+QP=F*-FP.(F")". (F*) " (4.3)

Das Equagoes 4.1 e 4.3 sdo obtidas as relagoes

@) = 5@ — e (F) 7 gr@ Lt gr@) (4.4)
€
m* @ . F* =m® — m @ . F 4 m®. =0
— m"® = —m*@ . (F) (4.5)

para as taxas de variacao de s*(@) ¢ m*(@) respectivamente.

Seja v(®) o deslizamento? no sistema cristalografico {m(a), s(a)} ativo, o gradiente plastico

de velocidades L? na configuragao atual B* pode ser escrito como

DP 4+ QF =Y 4(@) gH @ m*@) (4.6)

a=1
em que n é o numero de sistemas de deslizamento. Observando a Equacao 4.3 verifica-se o

gradiente plastico de velocidades na configuragao de referéncia
FP . (F) ! = Z 5(@) g@gm(@).
a=1

As partes plasticas dos tensores velocidades de deformacgao e rotacao sao obtidas através

das partes simétrica e anti-simétrica do tensor da Equacao 4.6. Entao

DF =3 Py qpr — > W@ (4.7)

a=1 a=1

Medido em relagao a rede.
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com 1

P@ — 5 (s*(a)®m*(°‘) + m*(a>®s*<a>) : (4.8)
¢ 1

W = 3 (s*(o‘)®m*(a) — m*(“)®s*(a)) : (4.9)

O tensor simétrico P(® é conhecido na literatura em geral como tensor de Schmid.

4.2 RELACAO CONSTITUTIVA

Assumindo que a deformacao plastica nao afeta as propriedades elasticas do cristal, a

relacdo constitutiva entre incrementos de tensao e de deformacoes pode ser escrita como®

" =C:D* (4.10)

, . . ’ . v s ~ .
onde C ¢ o tensor constitutivo eldstico?; 7* ¢ a taxa de Jaumann da tensdo de Kirchoff®

no referencial que rotaciona com a rede,

com T a derivada material de 7. A tensao de Jaumann em um referencial corrotacional ao

. v
material 7 é

F=r-Q 174+7-Q. (4.12)
A diferenga entre as duas taxas é
A o ONCE (4.13)
a=1

onde
B — W . p W

é um tensor simétrico dependente da rotagao relativa entre o material (macroscépico) e a

. . ~ . ~ v v
rede cristalina. Se a rotacéo relativa for nula, 8(® se anula e, entdo, ¥* = T.

Combinando as equacgoes anteriores resulta, para a microestrutura do cristal, a equagao

constitutiva

F=C:D-) (C:P@+p)40 (4.14)
a=1

Define-se a tensdo projetada no sistema o, 7%, de forma que 7(®4(® seja a poténcia
dissipada devido ou deslizamento no sistema « por unidade de volume. Macroscopicamente,
a poténcia dissipada por unidade de volume pelo material é

T:DPF = Z 7 Py,

a=1

Seguindo Hill e Rice (1972).

No referencial da rede cristalina.

A tensao de Kirchoff é definida como 7 = det(F)o = %00'; po € p respectivamente as densidades nas
configuracoes de referéncia e atual.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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Identifica-se entao,
7@ =P .+

Sejam P(® e 7 as derivadas materiais de P(*) ¢ 7, a taxa de variacdo temporal de 7(® ¢
7@ =p@ . PO ¢
e pela Equacgao 4.11 obtém-se

o) _pr@) .y p@ . ¥

Notemos que P ;= B . D*. De fato, pelas Equacoes 4.4 e 4.5 temos as seguintes

relagoes:

PO =L (50 pm'@) - (s o m'@) L

_ (L*)T . ; (m*(a) ® S*(a)) _ ; (m*(a) & S*(a)) (L*)T
- D*. ; (S*(a) ® m*(oé)) _ ; (S*(a) ® m*(a)) D*

(D*)T (m*(o‘) ® S*(a)> _ ; (m*(a) ® S*(a)) (D*)T
P (s @) (5 @ m ) 0

Q%) : ( (@) & S*(a)) : (m*(a) ® S*(a)) (Q*)T
D* - W - W@ . D* + Q. P — Pl . 0

P = ) - (WD) i (@ PO) 7 — (PO o r

Essas relacoes implicam em
P =P @ (0 P@) 74 (P@.Q7) 7= 4. D,
como anunciado.
Com esta equivaléncia a variacdo temporal da tensao projetada no sistema « fica
7@ =p@ . 74+ g . D" (4.15)

que, aliado a Equacao 4.10 fica
#0) Z \@ . D

Guilherme Fiorin Fornel - (guilherme.fornel@ufrgs.br) - PPGEC/UFRGS - 2018



7

Capitulo 4. Elastoplasticidade em meios cristalinos 31

com

A@ =p@ . C4 g (4.16)

Das Equacoes 4.14 e 4.16 se Cjji; for simétrico em relagao aos pares de indices ij e kl
a=1

Entao,
a=1

com

p@ =c A =p@ 4t g (4.17)

se C! existir. Por fim, devido a simetria de P, C~! e B(® as Equacoes 4.15 e 4.17

implicam

A Equacgao 4.14 em conjunto com critérios de fluxo plastico e relagdes de endurecimento
do material sdo utilizados para a obtencio dos 4(®). Na préxima secdo sdo apresentados

estes conceitos e o procedimento para a obtencao.

4.3 LEI DE SCHMID E ENDURECIMENTO
INDEPENDENTE DA TAXA DE DEFORMACAO

Como mencionado no Capitulo 3, se¢ao 3.1, a lei de Schmid da tensao projetada critica é
uma aproximacao experimental em cristais CFC, dado que a micromecanica do deslizamento
sugere que desvios a esse comportamento existe. Porém, como cristais deformados em
tracao ou compressao a taxas quase-estaticas geralmente seguem a lei de Schmid, esta
fornece um um ponto de partida na formulacao de leis de endurecimento por deformacao
ou relacoes cinéticas para o movimento de discordancias®.

Segundo o critério de Schmid o fluxo plastico em um sistema a comega quando a tensao
projetada nesse sistema atinge um valor critico, Téa), determinado por particularidades
microestruturais tais como densidade de discordancias. O conjunto dos sistemas para os
quais 7(%) =7 ¢ chamado conjunto de sistemas potencialmente ativos. Do contrario, se

7@ < 7% o sistema é ndo-critico”.

O endurecimento do cristal (por deformacao plastica) é descrito pelo aumento na tensao

projetada critica em fungao dos deslizamentos, como apresentado na Equagao 3.8. Para

Tais relagdes podem ser alteradas para considerar fenémenos de deslizamento cruzado, escalagem ou
outros processos micromecanicos que sao influenciados por outras componentes da tensio que ndo a tensao
projetada.

Todo sistema nao-critico é inativo.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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que um sistema critico seja considerado ativo em um intervalo de deforma(;éo deve-se ter
7(®) = 7(®) durante todo o processo de deformacao plastica, ou seja, 7(*) deve aumentar
a mesma taxa que o endurecimento do material. Com base nestas observagoes, entre os

sistemas potencialmente ativos tem-se

7@ Z hag ’y ) >0 para os sistemas ativos,

7@ < 7- Z hag 7 = (0 para os sistemas inativos;

e para os sistemas nao-criticos somente
@ < )5 =0,

hap € um tensor de taxas de endurecimento instantaneas que relaciona o endurecimento nos
sistemas de deslizamento com as taxas de deslizamento. Esta descricao permite contabilizar

tanto o auto-endurecimento (quando a=f3) como o endurecimento latente (quando a#f3).

O conjunto dos sistemas cristalograficos ativos é chamado de um modo de deslizamento.
Para incluir a possibilidade de fluxo plastico reverso, ¢ comum definir separadamente

sistemas positivos e negativos, {m® s} e {m(® —s(®}.

Uma lei de normalidade acompanha a lei de Schmid, conforme segue. Se o estado de
tensoes esta sobre a superficie de plastificagao no espaco de tensdes entao mudangas no
estado de tesdes que caracterizam uma resposta puramente elastica tendem a diminuir
7@ g e,

7 =A@ . D* =y F <0

Portanto se for observado o espago de tensdes como um espago euclidiano 9-dimensional
(devido as nove componentes do tensor de tensdes) entdo u® corresponde a um vetor
normal exterior a superficie de escoamento do sistema « no espago de tensoes (normalidade

plastica). A tultima equagao pode ser escrita como
a):C:D*:C:u(O‘):D*SO,
observando as simetrias de C e de D*.

O escoamento para os sistemas criticos é caracterizado por

A D = @7 = Z has P, 4 >0 para os sistemas ativos e (4.18)
n

A D = p < > hag 4B 4@ = para os sistemas inativos. (4.19)
B=1
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Com auxilio da Equagao 4.7 as Equagoes 4.18 e 4.19 podem ser expressas em termos do

tensor D pelas relagoes

A D= Z Jap 48 4 5 0 para os sistemas ativos e
p=1

A D < Z Jop 4B 4@ = para os sistemas inativos,
B=1

nas quais
Jop = hap + A PP = s+ P@ . C. PY 4 gl . PO

Em termos do tensor 7, pela Equacio 4.13 as relacoes ficam

n
T = Z a8 7 @) >0 para os sistemas ativos e

kugs 7 @ = para os sistemas inativos,

HM:

nas quais

kap = hag — u(a) . ,3(’8) = Nap — P . ,3(’8) _ ﬁ(a) L. /3(6) )

Se a matriz associada ao tensor g,g for positiva definida, g, ¢ invertivel e, com D prescrito,

" (g )as A -
,3:1

7@ = C® . D,

com o tensor constitutivo elastoplastico C** dado por

CP=C— 3 3 AW (g )5 A

a=1p=1

A unicidade do problema porém nao é garantida ja que nao se garante a diagonal dominéncia
da matriz associada ao tensor g por conta do endurecimento; também pela rotagao da

rede em relacao ao material e niimero de sistemas ativos.

O modelo geral apresentado acima serd particularizado para as condigoes de pequenas

deformagodes e auséncia de rotagoes no Capitulo 6.
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4.4 TENSOR CONSTITUTIVO ELASTICO EM PEQUENAS
DEFORMACOES

Um paréntese é feito nessa secao a fim de preencher a lacuna sobre a anisotropia elastica em
pequenas deformagoes de sélidos cristalinos. Sabe-se que para transformacoes sob equilibrio
térmico o tensor de tensoes o;; ¢ obtido a partir da energia livre F' através da relacao
diferencial 0;; = (0F/0¢;j)r, T a temperatura e ¢; o tensor de pequenas deformacoes.
Landau e Lifshitz (1986, p. 37) menciona que a forma geral para a energia livre de um

cristal sob deformacao elastica é

1
F= 5 Cijkl €ij €kl

na qual Cjjp € o tensor constitutivo eldstico.

A simetria do tensor de deformacoes implica C;ji = Cjirs = Cijir = Cruij, OU seja o tensor de
elasticidade é composto em geral por 21 parametros eldsticos independentes. Se o cristal
possuir simetria suficiente algumas componentes do tensor de elasticidade relacionam-se

reduzindo o nimero de parametros independentes.

Para monocristais CFC com base monoatdmica (isto é, pertencentes a classe cristalina
0,), se forem tomados os eixos cartesianos que definem a célula cibica (conforme a
Figura 6, p. 12), o tensor de elasticidade fica limitado as seis componentes Ciy11, Cssas,
Ch122, Chi33z, Cia12 € Ci313 devido aos eixos possuirem simetria rotacional de quarta ordem.
Além disso, rotacoes de 7/2 em torno dos eixos 1 e x5 também mantém a simetria da
célula (pelas transformagoes x1 — x1, To — —x3, T3 — Ty € T1 — T3, Ty —> To, Ty —> —T1
respectivamente), resultando em somente trés componentes independentes: Ciy11, Cr122 €
Ci912 (LANDAU; LIFSHITZ, 1986, p. 41). A energia livre nesse caso assume a forma

1
F = 5 Cii1 (6,7 + €95 + €53) + Chiog (€11 €22 + €11 €33 + €22 €33)

+2Cioz (€13 + €3 + €3) -

No caso do monocristal solicitado em estado plano de deformacoes conforme indicado na
Figura 19, caso que sera de fundamental importancia nos capitulos seguintes, a simetria
rotacional de quarta ordem nao é preservada devido a um fator v/2 na relacio entre as
dimensoes da célula no plano. Porém, em primeira aproximacao e sobretudo nos casos
onde as deformacoes elasticas sao de menor importancia que as plasticas® é conveniente
considerar a simetria ou até mesmo uma relacao isotrépica para o monocristal. Esta

simplificacao é adotada em geral na aplicacao da plasticidade cristalina.

e.g., em mecanica da fratura proximo & ponta de trincas.
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Plano de
solicitagao

Figura 19 — Uma das possiveis orientagbes do plano de solicitacao (em cinza) em estado
plano de deformagoes em relagao a estrutura de um monocristal CFC.

Para um material isotropico sabe-se que as componentes Ci117 € Ciio9 do tensor de

elasticidade sao relacionadas e este pode ser escrito como
Cijrt = A 6ij Oy + o (0ik 050 + 03 05

com e A e p os parametros independentes de Lamé.

4.5 O MODULO DE ENDURECIMENTO Hyp

A defini¢ao da relacao de endurecimento h,s deve ser tal que as observagoes sobre o
endurecimento latente discutidas nas sec¢oes 3.2 e 3.4.2 sejam cumpridas. Assim, diversos
autores propuseram formas para h,s de maneira que as observagoes experimentais fos-
sem satisfeitas. Nas se¢bes a seguir sao descritos alguns modelos de endurecimento em

monocristais utilizados na literatura.

O grau do endurecimento latente é um fator decisivo na solugdo dos problemas elas-
toplasticos. Em plasticidade independente da taxa de deformacao, por exemplo, altos
valores do endurecimento latente podem facilmente levar a perda de unicidade no modo

de deslizamento; dessa forma o problema matemédtico torna-se insolivel (ou instével).

4.5.1 Endurecimento de Taylor

Taylor (1934) propds um modelo de endurecimento isotrépico para monocristais no qual
todos os sistemas endurecem igualmente a um valor constante h,s = Hy. Obviamente este
modelo nao pode descrever o alto endurecimento latente caracteristico de alguns cristais.

Porém, por ser mais simples, é passivel de ser usado em primeira aproximagao.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal



Capitulo 4. Elastoplasticidade em meios cristalinos 36

4.5.2 Endurecimento de Hutchinson-Asaro

Hutchinson (1970) e Asaro (1979) sugeriram uma regra de endurecimento da forma

has = q H(y) + (1 = @) H(7) dagp (4.20)

onde H(v) é a funcado de auto-endurecimento, d,5 o delta de Kronecker e ¢ é o fator de
endurecimento latente, um pardmetro do material. O deslizamento v em situacoes de

multiplos sistemas ativos ¢ tomado como a soma dos deslizamentos nos sistemas «

v=> Yl (4.21)
@

Peirce, Asaro e Needleman (1982) utilizam duas dependéncias de H em relagao v, a de
endurecimento hiperbdlico e a de endurecimento de poténcia. A fun¢do de endurecimento
hiperbdlico é

H(y) = Hy sech? (H‘”) (4.22)

Ts —T0
onde H, é o endurecimento inicial, 7y é a tensao critica inicial e 7, representa o valor de
saturacao da tensao. Como esta fungao tende rapidamente a zero, é apropriada para mate-
riais pouco endureciveis, como ligas cristalinas pouco ducteis. A funcao de endurecimento

de poténcia é
H n—1
H(v) = H, ( oy 4 1) (4.23)

nTo

onde n é o expoente de endurecimento. Esse tipo de endurecimento é adequado para

cristais puros. A variacao das fungdes de endurecimento com v é apresentada na Figura 20.

600

500

400 / hiperbolico

H(vy) 300 .
200 ¢ poténcia
100 |- \v
O | | L
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 20 — Variacdo de H(7) com ~ para endurecimentos hiperbdlico e de poténcia

A faixa de valores observada para o parametro ¢ geralmente varia entre 1,0 e 1,4 (PEIRCE;
ASARO; NEEDLEMAN, 1982). Observa-se um fator de endurecimento latente ser superior
a unidade faz com que o médulo dos valores dos elementos nao-diagonais do tensor h,g

superem os diagonais.
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5 FRATURA EM CRISTAIS METALICOS

5.1 MULTIESCALA DA FRATURA EM METAIS

Sabe-se que a resposta de um material a fratura depende principalmente dos processos
fisicos ocorridos na ponta de trincas. A micromecéanica da fratura em geral envolve ampla
faixa de escalas materiais e temporais. Van der Giessen ¢ Needleman (2002) dissertam
sobre as escalas materiais relevantes na simulacao de cristais metdlicos a temperatura
ambiente, em que a dissipagao plastica na propagacao de trincas é predominantemente

dirigida pelo movimento de discordancias.

Nesse contexto sao apresentados dois casos limites: fratura fragil, com baixo movimento
de discordancias através da rede cristalina e propagacao de fissuras por clivagem; e
fratura ductil, na qual ha extensiva atividade de discordancias antecedendo fratura e
provocando forte relaxagdo de tensoes na ponta da trinca, conduzindo prolongada abertura
e arredondamento da ponta e limitando fratura por clivagem. O foco desta exposicao é
na situacao intermediaria, em que a ponta da trinca é submetida a fratura por clivagem

juntamente com elevado fluxo plastico por movimento de discordancias.

5.1.1 Escalas materiais relevantes em fratura

O objetivo da abordagem multiescala no presente caso é relacionar a resisténcia macrosco-

pica a fratura com os processos fisicos que levam a separacao e deformagao irreversivel.

A Figura 21 ilustra algumas escalas de comprimento importantes na simulacao da resposta
a fratura por clivagem em agregados cristalinos ducteis. A faixa de escalas empregada
para um componente (objeto macroscopico) (Figura 26a) compreendem a escala da zona
plastica dirigida pelo fluxo plastico macroscépico (Figura 26b), a escala dos graos no
policristal metélico (Figura 26¢), a escala dos planos de deslizamento e das discordancias

individuais (Figura 26d), e a escala atomica (Figura 26e).

Estas escalas estao conectadas de maneira que ha propagacao de efeitos entre elas e todas
podem contribuir para a energia de fratura total. Van der Giessen e Needleman (2002)
também apontam que os mecanismos dissipativos somente sao significativos se a fratura é
retardada suficientemente. Isso explica a diferenca de ordens de grandeza entre energias

de fratura e energias de superficie quando hé fluxo pléstico predominante !; a diferenca

Van der Giessen e Needleman (2002) cita Rice e Wang (1989) para valores da order de 1 J/m? para
energias de superficie contra 100 J/m? para energias de fratura de cristais metdlicos dicteis.
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Zona plastica
do continuo

Zona de
plasticidade cristalina

(a) (b)

(e) (d)

Figura 21 — Escalas relevantes na resposta a fratura em um componente macroscépico.
Fonte: Van der Giessen e Needleman (2002, p. 143).

é devida a dissipacao plastica na vizinhanca da ponta da trinca. A seguir sao discutidas

algumas escalas relevantes em fratura.

5.1.1.1 Escala da zona plastica

Nesta escala trata-se campos de tensoes e deformagoes macroscopicamente, descrevendo-os
através de um modelo elastoplastico isotropico. Os campos nas proximidades da ponta de

trinca para esta escala sao descritos através da mecanica da fratura convencional.

5.1.1.2 Escala dos graos

Nesta escala o comportamento da pega comeca a sofrer a influéncia da anisotropia dos
graos. Originam-se flutuagdes nos campos de tensoes e deformagdes com periodos espaciais
da ordem da dimensao dos graos. Essas flutuagoes podem ser descritas usando modelos em
plasticidade cristalina, cujas relagoes constitutivas descrevem o fluxo plastico nos sistemas

de deslizamento devido a anisotropia intrinseca dos cristais.

5.1.1.3 Escala dos planos de deslizamento e das discordancias individuais

Devido a proximidade da ponta da trinca e a escala, o movimento das discordancias

que mediam a deformacao plastica deve ser levado em conta. A dissipagao de energia é
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associada ao movimento de um grande nimero de discordancias através da rede cristalina.
Tais discordancias sao geradas pela prépria ponta ou por fontes secundérias préximas e
geram concentragao de tensoes localizadas que originam flutuagoes no campo de tensoes ao
decorrer do movimento. O modelo adequado para descrever o comportamento do material

nesta escala é o de discordancias discretas.

5.1.1.4 Escala atomica

A separacao é originada na escala dos atomos, dentro da zona plastica monocristalina.
Os campos de tensoes induzidos pelas escalas superiores sao transmitidos a esta escala e
sao responsaveis pelo rompimento das ligagoes atomicas quando superada a resisténcia de

ligagao. Este comportamento pode ser descrito por um modelo de zonas coesivas.

Dessa forma, a criagdo de novas superficies (fratura) é altamente localizada na escala
atomica, mas ¢é dirigida pelo carregamento macroscopico comunicado a escala atomica

pelas demais escalas superiores de forma encadeada.

5.2 MODELOS ANALITICOS DE TRINCAS
EM MONOCRISTAIS

5.2.1 Modelo de Rice (1987) para trinca em monocristais sob
EPD

Em um trabalho pioneiro, Rice (1987) obteve assintoticamente solugoes para campos
de tensoes e deformacoes proximo a ponta de trincas solicitadas a tragdo normal em

monocristais CFC e CCC elastoplasticos perfeitos sob estado plano de deformagoes (EPD).

Sao examinadas as condi¢oes dos campos de trincas estacionarias e com crescimento
quase-estatico. A abordagem adotada por este autor nao consiste a solucao elastoplastica
completa, ao invés disso se apdia em consideracoes de andlise limite. A determinacao dos
campos ¢ auxiliada por andlise de condigoes fisicas necessarias cumprir em determinadas

regioes, atendendo a descontinuidades intrinsecas do problema.

Rice (1987) considera duas orientagoes de trinca relativas a rede cristalina; porém, neste
trabalho, serd abordada somente uma das orientacdes 2. Assume-se que os cristais tenham

somente alguns sistemas de deslizamento possiveis e fluxo plastico baseado no critério de
Schmid.

Sera abordado a orientacao encontrada com maior frequéncia na literatura. A outra orientacdo é analoga
a apresentada.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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5.2.1.1 Condigoes de contorno do modelo e sistemas efetivos

A ponta da trinca é desenvolvida na direcio cristalografica [110]. A trinca é situada no plano
(001) e direcao [110]. Estas dire¢oes concordam com as condi¢oes impostas em estudos
experimentais de fratura em cristais metalicos CFC3. As orientacoes sao apresentadas na
Figura 224,

— x1 = [110]
(111),
[101] e [011]
(111), [110] Tracos dos planos de

(a) Sistemas cristalograficos relevantes. deslizamento efetivos

(b) Orientagao dos sistemas efetivos.

Figura 22 — Orientagdo do plano de carregamento em relagao as diregoes cristalograficas
em monocristal CFC. {z1,x2} definem o plano e o triedro {X,Y,Z} define o
sistema de coordenadas vinculado ao cristal (utilizado para numeragao dos
sistemas cristalograficos em termos dos indices de Miller). Fonte: Rice (1987,
p. 318).

A componente €33 do tensor de deformacoes é nula em EPD. Para andlise perfeitamente
plastica, a parte elastica e35®, é restringida a pequenos valores; logo a parte plastica
€337 = €33 — €35° também deve ser restringida na ponta da trinca em EPD. Este raciocinio
leva a constatagao de que deslizamentos na dire¢ao de x3 nao concordam com grandes
deformagobes pléasticas e portanto nao devem contribuir para a singularidade na ponta da
trinca. Assim, para as orientagoes consideradas, apenas deslizamentos nos planos (111),
(111), (111) e (111) sdo possiveis.

Para atender a compatibilidade cinematica (e observando a simetria das células cristalinas)
é assumido que o cisalhamento no planos cristalograficos envolve quantidades idénticas e
simultaneas de deslizamento em cada direcao cristalografica, de forma que componentes
na diregdo w3 dos deslizamentos possam se anular. Apoiando-se nesta observacao, Rice

(1987) introduziu o conceito de sistemas de deslizamento efetivos.

“Estas diregoes sao frequentemente, mas nao universalmente, encontradas em estudos experimentais de
propagacao de trincas, seja por clivagem rapida, fadiga ou propagacao quimicamente assistida em metais
dtcteis de estrutura FCC e BCC” (RICE, 1987, p. 317, traducdo nossa).

O triedro {X,Y,Z} da Figura 22 é equivalente ao triedro {1, z2, x5} da Figura 6.
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Em redes CFC deslizamentos nos planos cristalograficos (111) e (111) ocorrem simulta-
neamente nas familias de diregdes cristalograficas (101) e (011)°, resultando na diregao
efetiva de deslizamento (112) 6. Sistemas que contém os planos cristalogréaficos (111) e
(111) correspondem ao sistema efetivo cujo plano é (001) e diregdao (110)7. Deformacoes
plasticas nao correspondentes com os sistemas de deslizamento efetivos sao desconsiderados

por Rice (1987).

No presente trabalho os sistemas de deslizamento efetivos sao numerados conforme a
Figura 23. Na Tabela 1 é apresentada a correspondéncia entre sistemas de deslizamento
cristalograficos e sistemas de deslizamento efetivos adotados no trabalho corrente. Para os
fins desejados o sentido dos deslizamentos é dispensavel e as direcoes de deslizamentos dos

sistemas efetivos sao tomadas de forma a facilitar o tratamento do problema.

[001]

S®) S2)

70,5°
54,7° 04,7°

(1)
35 [110]

Figura 23 — Numeracao adotada para os sistemas de deslizamento efetivos.

Sistema n.° (1) (2) (3)

Cristal CFC efetivo (011)[110] (111)[112] (111)[112]

1
Sistema cristalografico (a) (111)[110] (111)[101] (111)[101]
Sistema cristalografico (b) (111)[110] (111)[011] (111)[011]

Tabela 1 — Correspondéncia entre sistemas de deslizamento cristalograficos e sistemas
efetivos. Fonte: Niordson e Kysar (2014, p. 41).

5.2.1.2 Tensao critica dos sistemas efetivos

Observa-se a seguir a relacao entre a tensao critica de um sistema de deslizamento efetivo

e a de seus sistemas cristalograficos correspondentes.

Nestes planos nao hd deslizamento na direcao cristalografica (110) pois esta diregéo é colinear & Z.
Aqui, direcao efetiva se refere a composicdo de duas ou mais diregoes.

Os sistemas efetivos em redes CCC sao definidos analogamente em redes, porém ficam fora do escopo
deste trabalho.
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Seja o sistema efetivo a relacionado com dois sistemas cristalograficos aa e ab, ambos

com tensao critica 7.. A condicao de deslizamnto para os sistemas cristalograficos é

mgaa) Uij Sgaa) = :|:Tc

com 1, 7 tomando os valores 1 e 2. Entao, é possivel escrever a condi¢ao de escoamento

para o sistema efetivo correspondente como

M o3 S = () = £8@)7, (5-1)

7

em que {M(O‘), S(O‘)} é o sistema efetivo o e S é uma constante de correcio esperada
existir. E facil perceber que
(abd)

sgaa) + mz(-ab) s

(5.2)

(@) —
g = (aa)

m;

para qualquer ¢, j. Na Figura 24 sao apresentados os vetores diretores dos sistemas de

deslizamento cristalograficos e efetivos relevantes para um cristal CFC.

Sistema (1):

la) __ 1 2 la) __
m( ) - (07ﬁ7%) S( ) - (17070)
1) __ 1 =2 10) __
m( ) - (07%7%) S( ) - (17070)
M® = (0,1,0) S = (1,0,0)

Sistemas (2):*

m = (7, 55.0) st = (5.4.4)
m(2b):<;2,i3,0> S(2b):(%772’—71>
M® = (22, 2.0) S® = (1,20

* O sistema 3 é andlogo.

Figura 24 — Quadro representativo dos vetores diretores dos sistemas de deslizamento
cristalograficos e efetivos 1 e 2 para o cristal CFC.

Se aplicados os valores da Figura 24 na Equagao 5.2 (e observando a simetria dos sistemas
2 e 3), implica que Y =3 e p@ =36 = %
5.2.1.3 Superficie de escoamento

Em uma publicacao anterior, Rice (1973) demostrou que sélidos rigido-plésticos incompres-

siveis de anisotropia arbitrdria que cumprem com o principio do madximo trabalho pldstico
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(respeitam uma regra de fluxo associada) sob estado plano de deformagoes atendem a um
critério de escoamento reduzido dependente apenas das tensoes desviadoras (011 — 092)/2
e 012. Ou seja, sdo excluidas as tensoes fora do plano e, consequentemente, a tensao média
no plano o= (011 + 092)/2. Graficamente isto significa que o critério é equivalente a um

tnico contorno convexo no plano de tensoes de Mohr definido pelas tensoes desviadoras.

Fundamentando-se nessa constatacao, Rice (1973) construiu a superficie de escoamento

o11— 0
para o modelo de cristais em EPD como o contorno poligonal no plano {11222 , 012}

apresentado na Figura 25.

Figura 25 — Superficie de escoamento para um cristal CFC em EPD. Fonte: Rice (1987, p.

318).
Desenvolvendo a Equacio 5.1 e observando que S\ = M{® e S = — M| fica
« a) \ 011 — O « e « « a
2 M )(”22” + (MM — MO M) 01y = £ 7, (5.3)

na qual aplicando para o sistema « o respectivo valor de 5(®) obtém-se as retas da superficie

poligonal da Figura 25.

5.2.1.4 Condicoes em trincas estacionarias: equilibrio de tens6es e campos

de tensoes e deformacoes

Sejam r e 6 coordenadas polares centradas na ponta da trinca, entao 1 =1 cosf e

or
xo=1 sinf conforme a Figura 26. O vetor unitdrio radial no plano {x1, 25} é ¢;(0)= 5
Z;
e.
(com (e1,ez)=(cosf,sinh)) e €;:= d—é ¢ o vetor unitdrio na diregdo do aumento de 6.
06

Entao pode-se demonstrar que €;=r e eie;=0.

%

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal



Capitulo 5. Fratura em cristais metalicos 44

As equacoes de equilibrio ficam

Gaij aO'ij ao'ij e,i
o, (ar>€’+<ae>r 0 (5.4)

Oij

Para um material perfeitamente plastico, r — 0 quando 7 — 0 ; assintoticamente

a ponta da trinca a equacgao de equilibrio implica

. 80’i ‘(T‘, 8)
6/1' U/ij =0 , com O'Iij = lli% [J@@] = U/ij<9) :

A simetria de oj; e eje; =0 implicam que o7, oce;e;. E possivel demonstrar que

O'éj = €i6j (0'/11 4+ 0'/22) . (55)

descontinuidades de tensoes

M e
= 2 ie
N, CFC L 0

S, CFCX S, CC
N, CCC S, CFC
C N, CCC 2712
70,5° B 54.7° 7,357., CFC (0'11_(722)/2
CDN/GAL 6,697, CCC A D
2,457, CFC 4,907, CFC
pa g 2.127,, CCC 4,577, CCC B C

Figura 26 — Campo de tensoes para trinca estacionaria. Fonte: Rice (1987, p. 322).

Supondo que em algum setor circular particular com vértice na ponta da trinca o estado de
tensoes esta sobre a superficie de escoamento, como vale a Equacao 5.1 entao Mi(a) ol Sj(.a) =

0 no interior do setor, e pela Equagao 5.5

(MVe;) (S%e;) (041 + 052) = 0 . (5.6)

A Equacao 5.6 implica que para todo #, exceto as quatro situagoes nas quais e é colinear
a M@ ou S ¢/, + ohy = 0. Com isso, da Equagdo 5.5 implica que of; =0 e, entdo,
o;; € constante internamente aos setores circulares. Para uma trinca sob tracao, oo #0
em 0=0, entdo um campo com o;; constante para todo ¢ em torno da ponta nao pode
satisfazer as condigoes de contorno na superficie da trinca. Logo, Rice (1987) concluiu que
(i) as tensoes em algum setor particular nao estao sobre a superficie de escoamento, ou
(ii) as tensoes mudam descontinuamente em certos angulos 0 (possivelmente aqueles nos

quais e ¢é colinear a M@ oy S ). Em favor de uma alta triaxialidade, para a trinca
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estaciondria buscou solugdes na forma de (7). Estas solugoes para o campo de tensoes sao

demonstradas a seguir.

A solugao do campo de tensdes proposta para trinca estacionaria consiste em fluxo plastico
ocorrendo em todos os angulos em torno da ponta da trinca porque, segundo o autor,
consideracoes de analise limite indicam que este tipo de solu¢ao é o que proporciona maior

triaxialidade.

Nas consideragoes a seguir, [f]=f(07)—f(67) é a diferenga entre os limites laterais da
fungao f(0). Pretende-se verificar a existéncia de descontinuidades do tensor de tensoes
0;; na ponta da trinca, i.e., se para alguma dire¢do radial e tem-se [o;;] ndo nulo. A

continuidade do vetor tensdo implica em €, [0,,] =0, e entao

loij] = eiej [o11 + 022] (5.7)

Como ¢é procurada uma solucao com escoamento em todos os angulos em torno da ponta

da trinca é necessario que as descontinuidades correspondam as retas entre dois pontos a

tensoes constantes sobre a superficie de escoamento. A correspondéncia entre uma linha

de descontinuidade no espaco das tensoes e um sistema de deslizamento a implica que a
(

contragao Mi(a) Oij Sja) =0 ¢ igual em ambos os lados da descontinuidade, logo

MV S o] = (M@ e;) (S5Ve;) [on + 022] = 0 (5.8)

% 7 7

Entdo, uma descontinuidade é possivel quando e é colinear a M(® ou S(®). Assim, uma
descontinuidade no campo de tensoes correspondente a atividade plastica em uma certa
familia de sistemas de deslizamento deve existir ao longo do membro da familia passando
pela ponta da trinca ou ao longo de uma linha perpendicular através da ponta. Em uma
descontinuidade o estado de tensoes deve variar de vértice a vértice na superficie de
escoamento, caso contrario uma nova descontinuidade somente seria possivel apds uma

variacao em 90°, o que impossibilitaria a construcao da solucao.

Através da Equacao 5.7 é possivel demonstrar que

[5(0n +092)] = —[L] ,  [L]* = [owa]® + [5(0011 — 022)]° (5.9)

onde L é o comprimento de arco em torno da superficie de escoamento, crescendo na
dire¢gao A - B — C' — D na Figura 26. A primeira das Equagoes 5.9 pode ser reescrita

na forma
1 - - 1 + +
— (0'11(9 ) —|—0'22(0 )) = = (0'11(9 )—}-022(6’ )) + [[L]] . (510)
2 2

Para o setor D, a condi¢ao de contorno na ponta da trinca exige o2, =0. Assim, através da

Equagdo 5.10 e da superficie de escoamento Rice (1987) construiu o campo de tensoes da

Figura 26.
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E visto agora o campo de deformacdes. Fora das regides descontinuas, o estado de tensdes
estd em algum vértice da superficie de escoamento, ou seja, duas das trés familias de
sistemas de deslizamento estdo simultaneamente sob deformacao plastica. Sejam duas
familias « e 3 a taxa de deformacao plastica é da forma

Po— A(a) (Mi(a)‘s](‘a) + M;a)sz(a)) + A(B) (Mz(ﬂ)sj(ﬂ) + M](B)Sz(ﬂ)) 7 (511)

v

com os coeficientes A os modulos do tensor de deformacoes. Em uma descontinuidade no
campo de tensoes, o par de sistemas («, 3) sob deformagao plastica muda para (5,7), e a

direcdo em que isto ocorre é colinear a M® ou S,

Logo a solucao derivada por Rice (1987) nao pressupoem somente corte na dire¢ao dos
planos de deslizamento mas também ortogonal a estes (bandas de cisalhamento por dobra).
Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados de Rice para os valores das tensées normalizadas

pelo tensao projetada critica.

Setor 099/ Te o11/Te 012/ T,
A 3v6 (7,35)  2/6 (4,90) 0
B 2v/6 (4,90)  3v6/2 (3,67) -v/3 (-1,73)
C V6 (2,45)  3v6/2 (3,67) -3 (-1,73)
D 0 V6 (2,45) 0

Tabela 2 — Campos de tensoes em setores plastificados correspondendo a Figura 26. Fonte:
Rice (1987, p. 322).

5.2.2 Contribuicao de Drugan (2001) ao modelo de Rice (1987)

Baseando-se na constatacao de que bandas de cisalhamento por dobra nao sao evidenciadas
em diversos experimentos e simulagoes numéricas de deformacao plastica na ponta de
trinca em monocristais, Drugan (2001) procurou solugoes para o modelo de Rice (1987)

desconsiderando a possibilidade de corte ortogonal aos planos de deslizamento.

Para garantir a elevada triaxialidade na construgao dos campos, Drugan (2001) baseou-se
nos experimentos de Crone e Shield (2001) e simula¢oes em discordancias discretas de Van
der Giessen et al. (2001). Os resultados de ambos autores concordam com os resultados
de Rice (1987) para 0 < 6 < 90° e que o estado de tensoes da regiao B de Rice (1987)
(Figura 26) persiste além de 6 = 90°. Também ambos ndo apresentam a evidéncia de
presenca do estado C, nem deformagcao plastica concentrada no raio de 8 = 90°. Também

sugerem a existéncia de um setor elastico entre as Regioes B e D.

Assim, para concordar com estes resultados, é necessario também um conjunto de equacoes

que descreva setores com comportamento eldstico em torno da ponta da trinca. Em material
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com resposta elastica isotropica, a equacao de compatibilidade de tensées no plano é

(82 19 102

87“24_1“87‘—1_7"230”) (011 + 022) =0 (5.12)

A Equacao 5.12 é aplicavel tanto a setores abaixo do escoamento quanto a setores cujo
campo de deformagoes plasticas seja independente ou varie linearmente com a posicao.
Multiplicando a Equacao 5.12 por 72, tomando o limite r — 0 chega-se a

011 + 029

"=0 =
(011 + 022) o

= C,+2C,0 (5.13)

e, com as Equagoes 5.5, 5.12 e 5.13 o campo de tensoes em um setor elastico préoximo a

ponta da trinca é descrito pelas equagoes

T2 _ 0, sin 20 + O (5.14)
27,
011 + 022 — O 4+2Cy0 (5.15)
27T,
a1z _ —(Cy cos 20 + Cs (5.16)
Te

onde C; a C; sao constantes a serem determinadas.

Com as Equacgoes 5.14 a 5.16 para garantir a continuidade das tensoes nos setores eldsticos
e aplicando as condigoes de contorno na trinca, Drugan (2001) demonstra trés possiveis
configuragoes de campos na ponta da trinca, resultando em diferentes valores para os

angulos 05 e 63, apresentados nas Tabelas 3, 4 e 5 referentes a Figura 27.

0, =54,7°

Figura 27 — Forma do campo de tensoes na ponta da trinca de um monocristal CFC com
impedimento ao cisalhamento por dobra. Fonte: Drugan (2001, p. 2165).
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Setor 092/ Te o1/ Te 012/ Te
A 6,90598 4,45949 0
B 445949 393475  -1,73205
D 0 9.44949 0

Tabela 3 — Campos de tensoes em setores plastificados correspondendo a Figura 27 com
0, =98.0495° e 03=125.264° . Fonte: Drugan (2001, p. 2166).

Setor 092/ Te o11/Te 012/ Te
A 6,81148 4,36199 0
B 4,36199 3,13725 -1,73205
D 0 9.44949 0

Tabela 4 — Campos de tensoes em setores plastificados correspondendo a Figura 27 com
0, =05=111.675° . Fonte: Drugan (2001, p. 2167).

Setor 092/ Te o11/Te 012/ Te
A 7,03106 4,58157 0
B 4,58157 3,35683 -1,73205
D 0 2,44949 0

Tabela 5 — Campos de tensoes em setores plastificados correspondendo a Figura 27 com
Oy =90° , 03 =125.264° e um salto de tensao através da descontinuidade

05 =125.264° . Fonte: Drugan (2001, p. 2168).
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6 MODELO PARA ESTADO PLANO DE
DEFORMACOES

6.1 RELACAO CONSTITUTIVA CRISTALINA

Para a reducdo da teoria geral de Asaro (1983) apresentada no Capitulo 4 ao caso
simplificado de estado plano de deformagoes de Rice (1987) exposto no Capitulo 5 é

necessario estabelecer as seguintes condigoes:

u
a) As componentes do gradiente dos deslocamentos sdo pequenas, i.e. <8X> ~ 0. Implica

du
FoT+4+ 0 AT
aue T ox

b) A rotagdo da rede cristalina relativamente ao material é pequena;
c¢) O cristal é quase-isotrépico e linear em relagao as propriedades eldsticas;

d) O material tem pouca compressibilidade.

Estas condigoes implicam: pelo Item a) E~I-D-I=D (e definindo E* ~ D* e
E? ~ D7, E = E* + E?)'; pelo Item b) B(®) =0; pelo Item c) o tensor de elasticidade C
é aproximadamente o tensor isotropico de Hooke; e pelo Item d) 7 ~ o, o o tensor de
tensoes de Cauchy. Tal situacao equivale a abordagem em pequenas deformagoes, onde as
configuragoes de referéncia e atual e as descri¢coes cinematicas Lagrangeana e Fuleriana se

confundem.

O fluxo de deformacao plastica é relacionado com os deslizamentos nos sistemas cristalo-

graficos ativos a por

pr . com P = (P@); = = (m{® s +mi ) (6.1)

N | —

onde 7(® representa o deslizamento pldstico no sistema «a e P( ) q componente 5 do

tensor de orientacao de Schmid para o sistema «. Na Equacao 6.1 ml( @) ¢ gl

; ~ representam

as componentes dos vetores m® e s(® respectivamente.

Nestas condigoes a Equacao 4.14 assume a forma

6=C:E-Y C:P®W30®
B=1
ou na forma indicial .
61 = Cijrrés — Y Cijra P 4 (6.2)
B=1

Pois sabe-se que E =~ (F)T - D - F (e.g. Khan e Huang (1995, p. 40)).
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(«

Contraindo a Equacao 6.2 com F;; )¢ lembrando que a tensao projetada no sistema « é

’7.'(06) :Pij(a)O.'ij ﬁC&

P Cij e — > Py Cijra P74 = #). (6.3)
5=1

Neste trabalho, assume-se que o comportamento do material é independente da taxa de
deformagoes. Admite-se que o endurecimento cristalino dependa dos deslizamentos através

do tensor de endurecimento h,p através da relagao T'C(a) =28 Nasp 4B).

6.2 SOLUCAO DO PROBLEMA ELASTOPLASTICO

Aplicando o método de Euler implicito a Equacao 6.3 pode ser aproximada por

Py Cigut Dew = Y- P Cig P 2y = AT (6.4)
p=1

Para a solucao do problema pléstico descrito pela Equacao 6.4 adota-se a abordagem

incremental preditor-corretor, descrita a seguir.

Em cada incremento de deformacao Aey; calcula-se o incremento de tensoes através da
relacao AO'Z-]-E = Cjjr A€y (preditor elastico). O estado de tensdes do preditor elastico
0,7 é entao atualizado a partir do estado de tensoes inicial o, por o, = 0, + Ao, F.
Verifica-se entao se houve plastificagao e, caso ocorra, corrige-se o estado de tensdes em

termos da deformacao plastica.
A verificagdo e correcao sao realizadas pelas etapas:

a) Primeiramente calcula-se a tensdo projetada do preditor eldstico 7(®)-# :Pij(a)aijE :

b) Verifica-se a condigdo de escoamento f = ‘T(O‘)’E) — ‘T(SO‘)’O‘. Se f <0 entao o sistema «

|;

d) Os deslizamentos Ay®) nos sistemas criticos necessérios ao cumprimento da equacio

é nao-critico e Ay@=0. Se f>0, a é critico;

a),E‘ — |r(e)0

c) Para os sistemas criticos AT(®-F =] f| :’ ‘T(

constitutiva sao obtidos pela Equacao 6.4 fazendo Pl-j(a) Cijit Aeyy = ATE 2 ¢
AT® = ggn (AT(Q)’E> ATC(Q)3, a fim de que o nivel de tensées mantenha-se sobre a
——

>0
superficie de plastificacao;

Logo utiliza-se na Equacao 6.4 somente a parcela da tensdo projetada “desequilibrada” do problema
elastoplastico.
Porque a diminuicdo de A7(®)E até A7(®) nio pode ultrapassar o zero.
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e) A variacdo da tensio projetada critica é calculada pela expressao A7(®) = >2(8) Nap ’A'y(ﬁ)‘ >

B 8) B — ;
0, onde ‘A’y ‘ sgn (A’Y ) Ay { _A,y(ﬁ)’ se Afy(ﬂ) <0’

f) A tensdo projetada critica é atualizada pela relac¢ao ’Tga)’l‘ = ’T(SO‘)’O’ + ‘AT(SQ) , gerando

uma nova superficie de plastificagao.

Entao, a equagao constitutiva atualizada fica:

AT(@E _ Z Pij(a) Cijki Pkgﬁ)Ay(ﬂ) = sgn (AT(Q)’E) Z hep sgn (Av(ﬁ)) Av(ﬁ), (6.5)
B=1 B=1

ie.,

v

AT E — [P. () Cijkl PM(B) + hap sgn (AT(O‘)’E) sgn (A7(5)> ] A~ (6.6)

Nag

O tensor NagzPi(a) Cijki Pk,gﬁ) + hop sgn (AT(O‘)’E) sgn (Av(ﬂ)) é o tensor constitutivo

J
cristalino, e relaciona tensoes e deformagoes em nivel de microestrutura do cristal.

Em notagao matricial a equagao Equacao 6.5 fica
NG=T, (6.7)

com G o vetor dos Ay T o vetor dos A7(®F e N a matriz dos Nop. Dessa forma, a

solugao do problema depende da invertibilidade da matriz N para a obtencao de G.

Porém, sgn (AT(O‘)’E ) é conhecido antes da solugao do sistema, mas sgn (Av(ﬁ)) nao. Isto
é contornado através de um procedimento iterativo, resolvendo o sistema primeiramente

sem o endurecimento, e apés, corrigindo a solugao considerando o endurecimento.

Na secao 4.5 foi observado que as analises experimentais indicam que os elementos
diagonais e nao-diagonais do tensor h,s tém a mesma ordem. Como consequéncia a matriz
constitutiva cristalina N tem os termos nao diagonais da ordem dos diagonais. Isto pode
levar ao mal condicionamento ou singularidade do sistema da Equacao 6.7, ja que nao é
garantida a diagonal-dominancia da matriz constitutiva. Em analises numéricas deve-se
garantir que os valores de endurecimento empregados estejam dentro da faixa dos valores

que nao ocasionam instabilidades no calculo computacional.

Um importante ponto a destacar é sobre quantos sistemas criticos para o cristal de Rice
podem ocorrer em cada incremento de deformacao. Teoricamente, i.e., para incrementos
infinitesimais de deformagao (respectivamente incrementos infinitesimais de tenséo), a

Equacao 5.3 e a superficie de plastificagdo correspondente (Figura 25) mostram que o
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conjunto de sistemas criticos de Rice pode conter no maximo dois sistemas, quando o
estado de tensoes atinge um dos vértices da superficie de escoamento, e um sistema quando

o estado de tensoes esta sobre as arestas da superficie.

Situacao diferente acontece na abordagem preditor-corretor descrita nesta secao. Nesta
abordagem admite-se o comportamento elastico até que o estado de tensoes ultrapasse a
superficie de escoamento. Se o incremento de tensoes, porém, for muito alto, o estado de
tensoes pode atingir zonas com os trés sistemas efetivos de Rice criticos, fora das bandas

elasticas definidas pelos sistemas efetivos, conforme a Figura 28.

012

(011—022)/2

Figura 28 — Bandas eldsticas dos sistemas de deslizamento efetivos (em branco, delimitadas
por linha tracejada) e regioes fora das bandas (em cinza).

Portanto, quanto menor for o incremento de tensao, ou seja, quanto menor for o incremento
de deformacoes, mais proxima a solugao do método preditor-corretor estara do esperado
para o modelo de Rice (1987). E de imediato entdo que para incrementos de deformagoes
suficientemente elevados a solugao preditor-corretor pode distanciar-se muito da solucao
de Rice, ja que o conjunto de sistemas ativos em cada incremento ndo necessariamente é

igual ao admitido pelo modelo analitico.

Para até dois sistemas ativos ¢ facil perceber que a matriz N é diagonal dominante, portanto
¢ invertivel. Porém, pela possibilidade de ocorréncia de trés sistemas criticos em um intervalo
de deformacao, na secao 6.4 sao discutidos a invertibilidade e bom condicionamento de
N através da avaliacao de seu determinante e nimero de condicionamento para alguns

valores de pardmetros do material utilizados na literatura.*

De fato, nas aplicagoes com deformagoes uniformes feitas neste trabalho (veja Capitulo 7), procurou-
se aplicar incrementos pequenos de deformacoes, ativando sempre somente dois sistemas. Mas pela
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Na proxima secao é apresentada a demonstragao da independéncia de N com a orientacao
cristalina do material. Este resultado pode parecer imediato mas sua garantia é importante
na modelagem de materiais com orientagoes cristalinas variadas. Outra justificativa da
demonstracao é que ela apresenta as componentes da matriz N simplificadas ao caso do

cristal de Rice.

6.3 INFLUENCIA DA ORIENTACAO DOS SISTEMAS
EFETIVOS NO CRISTAL DE RICE

Os sistemas de deslizamento efetivos para o cristal de Rice sdo numerados de acordo com

a Figura 29.

Sao introduzidos os vetores de direcao dos planos efetivos e das direcoes efetivas para um

sistema f3, respectivamente M® e S®)  como
M) — cos(bs +7m/2) 5 _ cos(6s)
sin(0s +m/2) | sin(6p)

s ¢é o angulo de orientagao do sistema efetivo em relagao ao sentido positivo do eixo z;.

O tensor de Schmid para cristal efetivo fica

1

B _ B o) B) o B
P, _§(MZ- SP + M s
com ¢, 7 assumindo valores 1 e 2.
[001]
S®), aT S
(1)
> 110
a2 0 a2
2 2

Figura 29 — Orientagao dos sistemas efetivos e sentido da rotagao arbitraria ¢.

(8)

As componentes de F;;"’ sdo

Plgﬁ) = cos(fs + 7/2) cos(fz) = —sin(bp) cos(6s)

possibilidade do modelo comportar deslizamento dos trés sistemas e a aplicagdo a estudo da trinca, a
se¢do 6.4 esta justificada.
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Py = sin(0g + 7/2) sin(dg) = sin(bg) cos(bs)
1

1
Plgﬁ) =3 (cos(0s + m/2) sin(0s) + sin(0s + 7/2) cos(bs)) = cos’(05) — B}

Logo, tém-se as seguintes relacoes
Plgﬁ) Plgﬁ) = P2§B) P2§B) = —P1§6) P2§B) = sin(f) sin(0) cos(fa) cos(fs)

1 1
P Py = cos?(0a) cos(05) — 5 (cos(0u) + cos’(05)) +

1
P PP + PP P = 1 cos(20, — 205)

6.3.1 Relacao constitutiva para o conjunto de sistemas efetivos

O tensor de elasticidade para um material elastico-linear isotrépico é

Cijrt = A 6ij O + o (dik, 00 4 0qt Oz (6.8)

- FEv B E
AT —2) FT 201y

elasticidade transversal, v a razao de Poisson e G o modulo de cisalhamento.

= sao os parametros de Lamé; E é o modulo de

Para o caso do cristal efetivo de Rice, a contracao Pl-j(a) Cijkl Pkl(ﬁ )5 fica

Pij(a) Cijkl Pkgﬁ) = Plga) Cun P1§B) + Pzéa) Ca222 Pzgﬁ)
+2 P1§a) Chize PQéﬁ) + 4 Péa) Cia12 Péﬁ)
= (A +2p) (Pna) Plgﬂ) + Pzga) P2§6))
+2A P B + 4 P P
=4 (P Py + P PY)

= cos(260, — 203)

Entao, a relagdo constitutiva para o cristal efetivo de Rice é
Nop = pcos (20, — 205) + hep sgn (AT(Q)’E> sgn (A'y(ﬁ)>
e, particularizando para endurecimento de Hutchinson-Asaro:

Nos = pcos (26, —205) + (q H(y) + (1 —q) H(v) 5a5) sgn (AT(O‘)’E) sgn (Afy(ﬁ))

Indices tomando os valores 1 e 2.

5
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E fdcil notar que uma rotagdo do conjunto de sistemas de deslizamento nao altera os
valores das componentes do tensor constitutivo. De fato, dada uma rotacdo ¢ no conjunto,

para qualquer dupla de sistemas («, [3)
cos (2(0, + @) — 2(05 + ¢)) = cos(20, — 203), (6.9)

o que prova a afirmacao anterior.

6.4 INVERTIBILIDADE E CONDICIONAMENTO DA
MATRIZ CONSTITUTIVA

A independéncia da relagao constitutiva com o angulo de orientacao dos sistemas efetivos
de Rice implica na independéncia do condicionamento do sistema de Equagao 6.7 com a
orientacao. Porém o endurecimento latente presente na relagao constitutiva e a variacao
do endurecimento com a deformacgao pode implicar na predominancia dos termos nao
diagonais da matriz associada, o que pode piorar o condicionamento do sistema de equagoes.
E salientado que para o endurecimento de Taylor (apresentado na subse¢do 4.5.1) a equagao
constitutiva é sempre solivel e bem condicionada para parametros do material fisicamente

coerentes.

A dependéncia do determinante e niimero de condicionamento® do sistema da Equacao 6.7
com a variacao de ¢ e de y para as diferentes relagdes de endurecimento é apresentada
nas Figuras 30 e 31. Os parametros utilizados sdo descritos na Tabela 6, que representam
uma liga de cobre-aluminio. Os parametros do material adotados na literatura em geral
sao relacionados com 7. A mesma pratica foi adotada neste trabalho, com as relagoes e o
valor de 70=60, 84 MPa adotados por Peirce, Asaro e Needleman (1982). Tensdes criticas
nesta faixa normalmente sao as utilizadas em analises numéricas (ver Columbus e Grujicic

(2002)).

Tabela 6 — Parametros do material (cristal de uma liga de cobre-aluminio).

To 60, 84 MPa
E 1000 19 60840 MPa
v 0,3
H, 8,979 541,476 MPa
Ts 1,879 109,512 MPa
n 0,1

Seja M uma matriz quadrada. Define-se o raio espectral de M, p(M) como o maior dos autovalores A
de p(M), i.e. p = max|\|. Define-se também a norma euclidiana de p(M), [M|, = /p(MTM). O ntmero
de condicionamento de M segundo a norma euclidiana é definido como condy(M) = [M]|, ’M*1|2. O
niumero de condicionamento de uma matriz associada a um sistema de equagoes algébricas lineares indica
a amplitude de variabilidade do erro relativo da solugao em relagdo ao erro relativo de perturbagao no
sistema (BURDEN; FAIRES, 2010, p. 7). Como regra empirica, se conds (M) = O(10?) entdo estd se
perdendo em torno de p digitos de precisdo na solugdo do sistema linear.
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1013 : ‘ - 1013 T T
1010 \ 1010 \
E e E e
< 107 R
T e — e S | T e — s o |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Y Y
(a) Auto-endurecimento ¢=1,0. (b) Auto-endurecimento ¢=1, 1.
1013 = = 1013 T T =
1010 |- . 1010 \
Z e I
<107 | 1 S |
T e S | T —— s s |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Y Y
(¢) Auto-endurecimento g=1, 2. (d) Auto-endurecimento ¢=1, 3.
1013 = T T -

%_l End. hiperbélico:

weooos [0dOS 08 sistemas operantes.
1010 \ —— Sistemas 1 e 3 ou 2 e 3.

7 —_— 1 - Sistemas 1 e 2 operantes.
b

<}

o

e Somente um sistema operante.
1 |
End. de poténcia:

weoooc [0d0S 08 sistemas operantes.

! ! | — Sistemas 1 e 3 ou 2 e 3.
0 0.1 s Sistemas 1 e 2 operantes.

---------- Somente um sistema operante.
(e) Auto-endurecimento g=1,4.

Figura 30 — Variacao do determinante da matriz constitutiva N em funcao de v para
diferentes coeficientes de auto-endurecimento e variagoes hiperbodlica e de

poténcia. O determinante ¢ avaliado para todas as combinacoes de sistemas
operantes.
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(d) Auto-endurecimento g = 1, 3.

End. hiperbdlico:
weooos J0d0S 08 sistemas operantes.
—— Sistemas 1 e 3 ou 2 e 3.
————— Sistemas 1 e 2 operantes.

---------- Somente um sistema operante.

End. de poténcia:

weocoe Todos 0s sistemas operantes.

— Sistemas 1 e 3 ou 2 e 3.
————— Sistemas 1 e 2 operantes.

---------- Somente um sistema operante.
(e) Auto-endurecimento g = 1, 4.

Figura 31 — Variacao do nimero de condicionamento da matriz constitutiva N segundo
a norma euclidiana em funcao de v para diferentes coeficientes de auto-
endurecimento e variagoes hiperbélica e de poténcia. O condicionamento é
avaliado para todas as combinacoes de sistemas operantes.
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Os resultados apresentados nos graficos das Figuras 30 e 31 mostram que na faixa de
valores considerados a influéncia do parametro ¢ no determinante e condicionamento do
sistemas para qualquer condicao de operacao dos sistemas efetivos é baixa. Também, para
qualquer caso o sistema de equagoes é soltivel pois o determinante da matriz constitutiva

é estritamente positivo.

Em relagao ao condicionamento, vé-se que para grandes deslizamentos o endurecimento
hiperbdlico leva a nimeros de condicionamento bem maiores que o endurecimento em
poténcia. Esta diferenca se deve ao decrescimento assintético a zero da relagao hiperbdlica,
0 que nao ocorre na relacao de poténcia. O nimero de condicionamento mais alto para a
relacao hiperbolica é da ordem de 10°. Isto significa que para uma aritmética de ponto
flutuante de n casas decimais a precisdo é da ordem de n—>5 casas decimais. Deve-se ter
em mente esta possivel imprecisao nos resultados em simulagoes utilizando este modelo.

Trabalhando-se com precisao dupla tém-se 9 casas decimais de precisao para este caso.
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7 MODELO NUMERICO

Neste capitulo sao tratados aspectos da discretizacao numérica do modelo de equagoes
do Capitulo 6 pelo método dos elementos finitos e a validacao do modelo numérico. Para
a validacdo primeiramente sao propostos modelos de mono-elementos sob deformagoes
uniformes para a verificagdo do cumprimento da equagao constitutiva cristalina. A trajetoria
do estado de tensoes no espago das tensoes desviadoras é verificada, tando para cristal
elastoplastico perfeito, quanto para os casos com endurecimento. Apds, o modelo numérico é
validado através de um modelo de trinca sob tracao em monocristal CFC e comparacao dos
campos préoximos a ponta da trinca com os resultados analiticos do problema aproximados

por Rice (1987) e Drugan (2001).

7.1 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Sejam V o dominio e S a fronteira do problema elastoplastico. Segundo principio dos

trabalhos virtuais temos
/ 044 5uz~7j dV = / T; 5“@ dS,
1% s

onde u; e T; sao a componente ¢ dos campos de deslocamentos e vetores tensao externos
respectivamente. Aplicando a interpolacao para u;(z,y) da forma u; =3, ®"U", em que

®" sao as fungoes de interpolacao e U] deslocamentos nodais, o problema torna-se
,int ,ext
Frnt — /Vaij " dV = /SE-CI)”dS — et (7.1)
em que F/""™ denota forcas internas e F/"™" forcas externas, que é a condicao de equilibrio.

A solucao do problema nao linear é feita pelo método de Newton-Raphson. Sejam F"t
o vetor de forgas internas, F™' o vetor de forgas externas, R o vetor de residuo (forcas

desequilibradas) e U o vetor de deslocamentos. Entao
Fint _ pext _ R
A expansao de R em termos de U
()
dU

em que |y denota avaliacdo na iteracao N e

AU|N == R|N—1 )
N-1
dRT
dU

¢ a matriz de rigidez tangente K.

d RT d FintT d ]FextT d FintT
Kt —

dU ~ dU  dU ~ 4dU °’




Capitulo 7. Modelo numérico 60

d ]FextT
dU

pois =0 para forgas conservativas.

Utilizando a Equagao 7.1 e denotando por B a matriz dos @7,

dF=T - 1 .
K, — :—/di- IB%dV:—/d CBdV
'S = au ol a0 J [dexl
_4Ut

BT@dez/ BTCBdV
dU /V v ’

no qual C é a matriz constitutiva elastoplastica.

Devido a natureza multiescala da teoria, com sistema de equacoes resolvido na “microes-
trutura”, e critério de escoamento em termos de valores absolutos, a obtencao explicita da
matriz C é dificultada. Dessa forma, a matriz de rigidez tangente é avaliada numericamente

através de perturbacoes nas coordenadas nodais a cada passo de tempo?.

7.2 MONO-ELEMENTOS

Sao propostos mono-elementos quadrilateros de dimensoes 1 por 1 sob tragao uniforme
(Figura 32a) e cisalhamento puro (Figura 32b). Os parametros do material utilizados séo
encontrados na Tabela 6. Para os dois casos sao aplicados incrementalmente deslocamentos
A =0,005, e a trajetéria no espago de tensdes é marcada a cada passo A/10. O incremento
de deslocamento utilizado é 0,001A.

A @
@ --------------- °
@c : a®
® —e
@ @ @
(a) Mono-elemento sob tragdo uniforme com (b) Mono-elemento sob cisalhamento puro com
€11 — A :0,005. €12 — A 20,005.

Figura 32 — Mono-elementos quadrilateros bilineares de 4 nds sob deslocamentos A.

Para o caso elastopléastico perfeito, o mono-elemento sob tragao uniforme é apresentado

na Figura 33 e o mono-elemento sob cisalhamento puro na Figura 33 para orientagao da

Dada uma pequena perturbagdao em cada coordenada calculam-se os coeficientes de rigidez tangentes
através da relacao constitutiva.
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rede cristalina em relagdo ao dominio dada pela rotagao ¢ =0° (veja Equagao 6.9). Para
ambos os casos a superficie de plastificacao foi atingida a partir do quinto passo de tempo
marcado. Para o caso de tragdo uniforme os sistemas de deslizamentos 2 e 3 sdo ativos e

para cisalhamento puro apenas o sistema 1 é ativo. Um quadro com o resumo da simulagao

¢é apresentado nas Tabelas 35 e 36 em funcao do passo de tempo.

I
012 '
A '
20 | s =
T “
/ \ )
/ \ A}
/ \
' \ 012 0p X :
/ \ ,
/ \ ’,
K L 011— 022 K
| ! 2 —20 | N |
\ / ,
\ ! ,
\ / ’
\ / ’

(011 - 022) /2
(a) (b)

Figura 33 — Mono-elemento sob tracao uniforme com €17 =0.005. Cristal perfeitamente
plastico. Trajetoria no espaco de tensoes para o ndé 3 com passo de tempo

igual a 0.001. ¢ =0°.

T \< T
pmmmm e D -
012 100 - ', “ i
A K |
N l' b
/ \ ' Yy
! \ ’ Y
! \ ’ “
/ \ ’
g [y
/ \ 250l L
/ \ ’
/ ) O11— 022 ; .
A Y
\\ // 2 l' A
\ / ’ )
\ / ’ \‘
\ / ’
\\ ,/ O ! | | | | | | | ¥
RO —60 —40 —-20 0 20 40 60
(011 - 022) /2
(a) (b)

Figura 34 — Mono-elemento sob cisalhamento puro com €5, =0.005. Cristal perfeitamente
plastico. Trajetoria no espacgo de tensoes para o ndé 3 com passo de tempo

igual a 0.001. ¢ =0°.

Na Figura 37 sao apresentados os casos com endurecimento. Em todos os casos o estado
de tensoes permanece sobre a superficie de plastificacao a cada passo de tempo. As leis
linear e hiperbdlica tém niveis de endurecimento praticamente iguais, enquanto que no

material com endurecimento em lei de poténcia a variagao da tensao critica é menor.
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17 R ] 110
‘.ii.
“‘ 108 | S < ........................................................... §
72 0 K | g [ oo
i;' R AR A A
I 104 | |
1t | | A G ‘ - | | ‘ ‘
73 735 T4 745 75 755 76 4 _9 0 92 4

(011— 022) /2

(a) Tracdo com endurecimento

(011— 022) /2

(b) Cisalhamento com endurecimento

linear. linear.
1T T . 110
YL
712 0 S s S N o
i o 106 [
N 104
—1 Wy | .

73 735 74 745 75 755
(011—022)/2

(¢) Tragdo com endurecimento
em lei de poténcia.

76
(011— 022) /2

(d) Cisalhamento com endurecimento
em lei de poténcia.

IS -
1 [
L A
A 3 ‘.
A9
1 9
L Y
*
012 () KoK KK
A
£
L4
r
'3 N N
F oo
1 L
- [ 3

73 735 T4 745 75 755
(011— 022) /2

(e) Tragao com endurecimento
hiperbélico.

] 110
LO8 | SR
N 012 106 7 .............................................................................................................................
104 +
76 _‘4 _‘2

(011— 022) /2

(f) Cisalhamento com endurecimento
hiperbdélico.

Figura 37 — Mono-elemento. Trajetéria no espaco de tensdes para o n6é 3 com passo de

tempo igual a 0.001. ¢ =0°.
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7.2.1 Rotagoes ¢

A trajetoria no espaco de tensoes para as orientagoes da rede cristalina em relagao ao

dominio das pelas rotacoes (veja Equacao 6.9) ¢ =30° e ¢ =45° nas Figuras 38 e 39

respectivamente; os casos com endurecimento estao na Figura 40.

“012 20
FEEn \ 0
K B 012
: , 011~ 02 —20
2 10
(a)

0 20

40 60 &0
(011— 022) /2

(b)

Figura 38 — mono-elemento. Tragao uniforme (e;; =0.005). Cristal perfeitamente plastico.
Trajetoria no espago de tensoes para o ndé 3 com passo de tempo igual a 0.001.

@ =30°.
40
012
A 2
IR B 012 0
l J 011~ 022 —920
| | 2
—40
(a)

.k

-

120

Figura 39 — Mono-elemento sob tragdo uniforme com €17 =0.005. Cristal perfeitamente
plastico. Trajetoria no espaco de tensoes para o ndé 3 com passo de tempo

igual a 0.001. ¢ =45°.
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0 - 20 .
[}
012 —10 4 o012 0 ) -
i
-
=20 | | ! ! \ ¥ N —20 ! I AT \ ]
8% 90 95 100 105 110 115 103 104 105 106 107 10 109
(o11— 022) /2 (011 — 092) /2
(a) 6 =30°. (b) 6 =45°.

Figura 40 — Mono-elemento sob tracao uniforme e;; =0.005. Endurecimento linear. Tra-
jetéria no espago de tensodes para o né 3 com passo de tempo igual a 0.000.
@ =30°.

Da mesma forma, as Figuras 41, 42 e 43 contemplam as trajetérias para cisalhamento

puro.
100 [ |
012 -

80| "Treas |
P 60 | RN

/ T12 s
40 [ ‘Q‘ .
O11— 022 g
2 20 | |

\_\\7;\ /// 0L | | | | | |
—60 —40 —20 0 20 40 60
(011— 022) /2
(a)

(b)

Figura 41 — Mono-elemento sob cisalhamento puro com €5 =0.005). Cristal perfeitamente
plastico. Trajetéria no espago de tensoes para o né 3 com passo de tempo
igual a 0.001. ¢ =30°.
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80 + A
012 _g%.

l 60 | .- S |
‘///// \\\\\\\\ 01240, i
l 11— O
} : 2 20| .

\\\\\\\ ////// 0 !
—60 —40 —-20 O 20 40 60
(011—022)/2
(a)

(b)

Figura 42 — Mono-elemento sob cisalhamento puro com €15 =0.005). Cristal perfeitamente
plastico. Trajetoria no espacgo de tensoes para o ndé 3 com passo de tempo
igual a 0.001. ¢ =45°.

90 77
76| o |
TAf e el
| | | | | | |
O 0 —wo 0 [ 1 2
(011— 022) /2 (011— 022) /2
(a) 0 =30°. (b) 6 =45°.

Figura 43 — Mono-elemento sob cisalhamento puro com €15, =0.005. Endurecimento linear.
Trajetoria no espago de tensdes para o né 3 com passo de tempo igual a 0.000.
@ =30°.

Para ¢ =30° e ¢ =45° é importante observar também que, apés atingir a plastificagao, o
estado de tensoes percorre a superficie de plastificacdo uma distancia finita. Isto ocorre
porque nestes casos a trajetoria do estado de tensoes, ao chegar a superficie de plastificacgao,
forma um angulo com a normal a superficie. Com a abordagem preditor-corretor adotada,
o estado de tensoes é obrigado a retornar ortogonalmente a superficie de plastificagdo apds

ultrapassa-la.
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7.3 APLICACAO A TRINCA EM MONOCRISTAL CFC

A fim de comparar o modelo numérico com o resultado analitico do problema aproximado
de Rice é proposto um problema compativel com trinca sob tracao. O problema consiste
em um monocristal CFC de dimensoes 1000um x 1000pum sob EPD com uma trinca de
500pm de comprimento, cuja ponta esta situada no centro do dominio (ver o diagrama da
Figura 44). Sao aplicados deslocamentos prescritos de 0, 625um nos contornos superior e

inferior.

UbL jub

1000pm

N|

Ponta da |

trinca /_\

500pum
Uy r _l Up

Figura 44 — Dominio fisico do problema, 1000um x 1000um; u;, denota o campo de deslo-
camentos impostos no contorno.

1000pm

7.3.1 Malha de elementos finitos

O dominio fisico é discretizado considerando a simetria do problema. Adota-se uma
malha de 1000pm x 500pum discretizada em 4476 elementos quadrilateros bilineares, como
apresentado na Figura 45. Os deslocamentos prescritos sao aplicados em 1000 passos
de deslocamentos. A malha é similar a utilizada por Columbus e Grujicic (2002). Na
Figura 46 é apresentado um detalhe da malha proximo a ponta da trinca. A ponta da trinca
esta inserida em uma regiao denominada janela refinada, de dimensoes 10um x 8, 6um,

discretizada em 50 x 50 elementos.

Os parametros para o material sao 7. = 60, 84MPa, médulo de elasticidade 60840MPa
e coeficiente de Poisson 0,3 , da ordem de valores utilizados em simulagoes numéricas
(e.g. Columbus e Grujicic (2002) e Peirce, Asaro e Needleman (1982)). Os resultados para
os campos de tensoes e deformagoes na regiao da janela refinada sao apresentados na

Figura 47.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
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Uy=0,625um
| \ ] sl
<) - N
| \ / S |
— \ / 0
=~ == <
i \\\ / |+
|< e -
500um (face da trinca) 500um
F1:F2:0 U1:U2:O

Ponta da trinca

Figura 45 — Dominio computacional: malha e condi¢oes de contorno do problema. F;
e U; sao das componentes ¢ do vetor de forcas e vetor de deslocamentos

respectivamente.
N Y Y A A A
AL Y Y Y A A A
LN A A
LN A
NNV T/
ANV T
AN W O A A 4
ANV T /77
N\ VT
NNV T 777
NV T 77
NNV T
\ N\ 7777 /
L1

E Janela refinada

B Regioes de transicio

L] Refinamento intermedidtio

L] Refinamento convencional ™ Ponta da trinca

Figura 46 — Detalhe da malha préximo a ponta da trinca. A ponta da trinca situa-se no
ponto médio da aresta da janela refinada.

7.4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Figura 47a é apresentado o campo para a pressao hidrostatica, cujo valor é da ordem
de trés vezes o valor das componentes desviadoras das tensoes. Percebe-se na Figura 47
a variacao do estado de tensbes com o raio em relagdo a ponta da trinca. Além disso,

é observado um setor eldstico na regiao préxima a face da trinca, concordando com os
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resultados de Drugan (2001).

Analisando a variagao das tensoes para um mesmo raio (i.e. a Figura 48), os setores A e B
de Rice nos resultados aqui apresentados sao os quais ha menor variabilidade dos valores
para 011 /7. € 022/7, € 0s setores A e C para o12/7.. Portanto o setor A estd bem definido
no modelo numérico, e os setores B, C e D apresentam desvios maiores aos resultados

analiticos.

Resultados numéricos apresentados em Cuitino e Ortiz (1993), Cleveringa, Giessen e
Needleman (2000) e Columbus e Grujicic (2002) também apresentam certa dependéncia
do raio, embora isto nao seja mostrado de forma explicita como no presente trabalho.
Tais referéncias também nao empregam exatamente as mesmas condi¢oes usadas em
Rice (1987), seja na abordagem (discordancias discretas, modelos nao locais, modelos em
grandes deformagoes) ou seja no comportamento do material sobre deformacao (modelos

de endurecimento).

Em Rice (1987) é empregada uma aproximacao na qual a dependéncia em r é eliminada

nas equagoes de equilibrio,

80'1']‘ aO'Z'j o 80ij ;o
r<8r>ez+<89>ez—0,r—>0 = <89>€,—0,

O’. .
—* & desprezado. Os resultados presentes neste trabalho sugerem que um

or

. N Oij . . . ~
estudo da influéncia de a—” poderia ser interessante ao entendimento do campo de tensoes
r

i.e., o termo

na ponta da trinca.

Adicionalmente, os mapas de isovalores para os deslizamentos nos sistemas efetivos apre-
sentados na Figura 49 tém boa concordancia com a distribuicao em setores obtida por

Cuitino e Ortiz (1993) em simula¢oes numéricas.

Fixando o raio de 2,8um e variando o angulo em 30°, 70°, 110° e 150° a partir da ponta da
trinca, os n6és mais proximos destas coordenadas sao 4315, 4507, 4539, 4521 respectivamente.
Sao apresentadas na Figura 50 as trajetérias no espaco e tensoes para os nds 4315, 4507,

4539, 4521, situados respectivamente nos setores A, B, C e D da Figura 26.
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pressdo

. 1315.94

1127.29
938.64

. 749.99
561.34

I 372.69

184.04
-4.61

(a) Pressao hidrostatica (p) (b) 511 (= 011 — p)

127512
18.23
0.61
-17.01
-34.62
-52.24
-69.86
-87.48
-105.10

VY

(2) €15

Figura 47 — (a)-(d) Campos de tensoes na ponta da trinca; o retdngulo delimita a janela
refinada; s;; sdo as componentes desviadoras das tensoes. (e)-(g) Isovalores
das componentes ¢,; na janela refinada (zonas eldsticas em branco).
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Figura 48 — Comparacao das tensoes obtidas na simulagdo numérica com os valores da

Tabela 2 para os raios de 1, 8um, 2,8um e 3,8um a partir da ponta da trinca.
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Figura 49 — Mapas de isovalores dos deslizamentos cristalinos para (a) v, (b) v e (c)
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Figura 50 — Trajetéria no espago de tensoes para os nos 4315 (r ~2,8um, 6 ~ 30°, Setor
A), 4507 (r =2,8um, 6 =~ 70°, Setor B), 4539 (r ~2,8um, 6 ~ 110°, Setor C)
e 4521 (r ~2,8um, 0 ~ 150°, Setor D).
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho foi feita a implementagao numérica de um modelo de plasticidade que
incorpora a anisotropia da microestrutura cristalina dos metais. Foram considerados

sistemas de deslizamento efetivos, que permitem a aplicacao em casos EPD.

A invertibilidade e condicionamento da matriz constitutiva cristalina para valores dos
parametros materiais pertencentes a uma faixa comumente encontrada na literatura que
aborda o tema foi verificada, tendo sido concluido que para incrementos de deslizamentos
pequenos a matriz é invertivel e bem condicionada e para incrementos grandes, apesar de

o numero de condicionamento ser alto, ainda assim a solucao do problema é possivel.

Utilizou-se o método dos elementos finitos como ferramenta de discretizacdo numérica
do modelo de equagoes. Para verificacdo do cumprimento da equacgao constitutiva foram
propostos modelos de mono-elementos sob estado uniforme de deformagoes, observando-se

que o critério de escoamento é respeitado.

Ainda, para a validagdo do modelo numérico, foi proposto um modelo de trinca sob
tragdo em monocristal CFC para comparagao com as solugoes analiticas de Rice (1987) e
Drugan (2001) tendo-se observado que o modelo numérico aproxima-se da solugao analitica
para determinados valores do raio e do angulo. As discrepancias se devem em primeiro
lugar porque os modelos nao incorporam a dependéncia do raio na solugao, uma vez que

consideram a aproximacao a ponta da trinca.

Em segundo lugar, Rice (1987) procura solugdes nas quais hé plastificacao em todos
os angulos em torno da ponta da trinca. Com isso nao incorpora diretamente a relagao
constitutiva elastica na solucao; logo seus resultados valem para um cristal com comporta-
mento rigido-plastico (isto também é observado por Cuitino e Ortiz (1993, p. 256)). Ora,

desconsiderar a parcela elastica implica em desconsiderar o termo hidrostatico.

Nas solugoes obtidas o valor da pressao nos resultados numéricos é da ordem de trés vezes
o valor das componentes desviadores, afetando consideravelmente os valores dos campos
com a variacao do raio'. Além disso, como resolveu-se o problema numericamente, nao foi
feita a simplificagao feita por Rice (1987) na equacao de equilibrio. Isto pode perfeitamente

explicar a diferenca em relagao ao resultado analitico.

Nao ha nenhuma razao a priori para a pressao hidrostatica ser independente do raio.



Capitulo 8. Conclusao 74

Por fim cabe destacar que em algumas simulagdoes numéricas encontradas na literatura
(e.g. Cuitino e Ortiz (1993), Cleveringa, Giessen e Needleman (2000), Columbus e Grujicic
(2002)), em que sao validados modelos numéricos com os resultados analiticos de Rice
(1987), as formulagoes utilizadas parecem incompativeis com a formulagao em elasto-
plasticidade em pequenas deformagoes de Rice (1987), seja na abordagem (discordancias
discretas, modelos nao locais, modelos em grandes deformagoes) ou seja no comportamento
do material sobre deformagao (modelos de endurecimento); isto limita a possibilidade de
comparacao entre os resultados. Ressalta-se que foi utilizada uma formulagdo compativel
com a de Rice (1987), descrita no Capitulo 6.

8.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestoes para trabalhos futuros estao:

e Para estado plano de deformagoes, a verificagao das condig¢oes de propagacao de

trincas em monocristais;

e Utilizacao de uma lei constitutiva visco-plastica, a fim de evitar a invertibilidade do

sistema de equacoes;
e Implementagao tridimensional dos modelos;

e Implementacao de modelos de plasticidade cristalina nao-local e modelo baseados

em teoria de discordancias.
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ANEXO A - TRANSFORMACOES DE
SIMETRIA, SISTEMAS CRISTALINOS E REDES
DE BRAVAIS

A.1 TRANSFORMACOES DE SIMETRIA

O estudo da simetria de objetos fisicos desempenha um papel importante na ciéncia natural.
Muitas vezes, o conhecimento das caracteristicas de simetria de um objeto é fator essencial
na determinagao de seu comportamento fisico. As propriedades de simetria de objetos
dependem de varias transformacoes de simetria. As transformagoes de simetria primitivas
sao rotagao em torno de um eizo de simetria, reflexdo em um plano de simetria, reflexao
em um centro de simetria e rotacdo em torno de um eizo de rotacao-reflexao, definidos

Ccomao:

e Um objeto é dito ter um eixo de simetria de ordem n, representado por C,, se sua
configuracao espacial ndo é modificada por uma rotagao de angulo 27 /n radianos,

comn=2,3,4,..;

e Um plano simetria de um objeto é o plano no qual apds uma reflexao o objeto nao é
modificado; um plano de simetria é representado pelo simbolo o. Quando referenciada
a um eixo, a reflexdo é representada por oj se for em um plano perpendicular ao

eixo e o, se for em um plano que contém o eixo;

e Um objeto tem um centro de simetria ¢ se para qualquer ponto A do corpo existe
um outro ponto A’ do corpo contido na reta que passa por A a mesma distancia do

centro i que A;

e Um objeto tem um eixo de rotagao-reflexao de ordem n, denotado por S, se sua
configuragao espacial ndo é modificada por uma rotac¢ao de angulo 27 /n radianos
seguida por uma reflexdo em um plano perpendicular ao eixo de rotagao. A ordem

deste elemento de simetria é sempre par, isto é, n = 2,4,6, ....

A Figura 51 apresenta exemplos de moléculas que possuem simetria conforme estes
elementos basicos. As transformacgoes de simetria de qualquer objeto podem ser descritas
como combinagoes sucessivas das transformacoes primitivas. Porém, tais combinag¢des em
geral nao comutam. Duas transformagoes importantes recebem uma nomenclatura especial:

transformacao identidade E resultado de sucessivas transformagoes que levam os objetos na
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Figura 51 — Transformacoes de simetria em moléculas; eixo de simetria de ordem 2
(esquerda-acima), eixo de simetria de ordem 3 (centro-acima), eixo de rotagao-
reflexdo de ordem 4 (direita-acima), plano de simetria (esquerda-abaixo) e
centro de simetria (direita-abaixo). Fonte: Landau, Akhiezer e Lifshitz (1967,
p. 116-117).

sua configuracao inicial e a transformagao inversao I que é uma rotacao-reflexdo de ordem
2. Chama-se grupo de simetria de um objeto o conjunto de todas as suas transformacoes
de simetria e suas combinacoes.!

Mais precisamente, para objetos de dimenséao finita (e.g. moléculas) as transformagoes
pertencentes a um grupo de simetria devem ser tais que pelo menos um ponto do corpo
permaneca fixo para que nao ocorra translacao do corpo. Grupos de simetria com essa
propriedade sao chamados de grupos pontuais. Ao contrario de corpos de dimensao finita,
além destas transformacoes de simetria corpos cristalinos tém simetria translacional devido
sua natureza periddica (considera-se que um cristal tem extensdo infinita para fins de

simetria).

Um cristal ideal é composto por uma repeticao infinita de grupos idénticos de objetos
denominados base. Cada base é associada a um ponto no espago. O conjunto destes
pontos forma uma rede cristalina. Pontos da rede que sao feitos coincidir por alguma
transformacao de simetria sao ditos equivalentes. A simetria translacional dos cristais

proporciona ainda duas novas transformacoes, rotacao em torno de um eizxo helicoidal

Formalmente, este conjunto deve satisfazer os axiomas da teoria dos grupos. Ou seja, deve existir uma
operagao associativa entre seus elementos, um elemento neutro e cada elemento deve possuir um simétrico.

Implementacao numérica de um modelo de plasticidade cristalina para estado plano de
deformacgodes e aplicagao ao estudo de trinca em monocristal
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e reflexdo em um plano de deslizamento-reflexao. O primeiro elemento é a combinacao
de uma rotacao em torno de um eixo de simetria e um deslocamento paralelo ao eixo; a
segunda transformacao é a combinacao de uma reflexdo em um plano de simetria e um

deslocamento em uma direcao contida neste plano.

A.2 REDES DE BRAVAIS

Para uma rede cristalina tridimensional é possivel definir vetores de translacao da rede
cristalina a;, as e az tais que a translagdo a partir de um ponto da rede definido pelo vetor

posicao r é estabelecida pela equacao
I'/ =r -+ nija; + neas + nzas , (Al)

com nq, Ny € n3 inteiros, e leva a outro ponto da rede definido pelo vetor r’. Se quaisquer
dois pontos da rede cristalina satisfizerem a Equagao A.1 (e suas condigoes) para um certo
conjunto de vetores de translagao, diz-se que a rede é primitiva e o vetores de translacao

sao primitivos.

A escolha dos vetores primitivos nao é tnica. De fato, quaisquer vetores de translacao a’y,

a’y e a’3 que satisfagam as transformacoes

/
ai:Z Qi A
k

a; = Z Biwa'y
k

com «;, e By inteiros também sdo vetores primitivos?. Geometricamente, os vetores
primitivos definem um paralelepipedo chamado de célula primitiva ou célula unitaria, cujo

volume ¢ invariante em relacao a escolha dos vetores primitivos.

A rede cristalina pode ser considerada como uma justaposi¢ao de células unitarias, de
mesmas propriedades e forma, e com mesmo nimero e disposicao de dtomos. E claro que
aos vértices das células unitarias correspondem atomos idénticos de forma que tais pontos
sao equivalentes por operagoes de translag¢io. O conjunto dos pontos de uma rede cristalina
equivalentes por translacao é chamado uma rede de Bravais do cristal. A cada um dos
elementos da base do cristal correspondem redes de Bravais geometricamente idénticas
relativamente deslocadas; logo cristais com base di ou poliatomica sao formados por duas

ou mais redes de Bravais interpenetrantes.

Os determinantes || e |Bik| sdo inversos, e como devem ser inteiros dai resulta que |a;;|==1 é condigdo
necessaria e suficiente para que os a’; sejam primitivos.
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A.2.1 Sistemas cristalinos e redes de Bravais

Nesta se¢ao sao discutidas as possiveis propriedades de simetria das redes de Bravais. No

entanto, primeiramente é discutido um resultado acerca da simetria rotacional.

Por questoes geométricas s6 é permitido as redes de Bravais possuir algumas ordens de
simetria rotacional. Landau e Lifshitz (1984) apresentam uma demonstragao de quais

ordens de simetria rotacional sdo possiveis, que ¢ reproduzida a seguir.

Na Figura 52 sejam A e B dois pontos da rede feitos coincidir por uma translagdo a nos
quais passam eixos de simetria perpendiculares ao plano do diagrama; com a o menor
periodo de translacdo da rede. Realizando rotagoes de um angulo ¢ = 27/n, n a ordem do

eixo, o ponto B é transportado para B eo ponto A para A

E.f

-y

a a

Figura 52 — Diagrama da simetria de redes cristalinas. Fonte: Landau e Lifshitz (1984, p.
405).

Como a distancia entre A" e B" deve ser um perfodo de translacio de pa, p inteiro positivo,
logo
a+2asin(¢p —7/2) =a—2acos¢p = pa,

ou cosp=(1—p)/2. Como [cosp| < 1, p somente pode assumir os valores 3, 2, 1 ou 0.
Estes valores correspondem a n=2, 3, 4 ou 6. Entao, a rede cristalina pode ter eixos de

simetria somente de ordens 2, 3, 4 e 6.

Sao chamados de sistemas cristalinos os tipos de simetrias que um cristal pode ter sob
rotagoes e reflexoes. Ou seja, ha uma correspondéncia entre os sistemas cristalinos e os
grupos pontuais. E evidente que qualquer ponto de uma rede de Bravais é um centro de
simetria préprio da rede, logo o menor grau de simetria que uma rede pode corresponder é
a de um grupo pontual que contém somente a transformacgao de centro de simetria; este

grupo ¢é representado por C; e o sistema correspondente ¢ chamado de triclinico.

A partir do grupo pontual mais simples para as redes (o grupo C;) os sistemas cristalinos
possiveis para as redes de Bravais sao construidos adicionando-se mais elementos de
simetria. Assim, ao todo existem 7 sistemas cristalinos, cada um correspondendo a um

determinado grupo pontual: triclinico, monoclinico, ortorrombico, tetragonal, trigonal,
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hexagonal e ciibico. A cada sistema cristalino corresponde uma ou mais redes invariantes por
translagdo, totalizando 14 redes de Bravais possiveis. As redes de Bravais sao apresentadas
no diagrama da Figura 54; a Tabela 7 apresenta o nimero de redes para cada sistema

cristalino.

Neste trabalho é dada atenc¢ao especial ao sistema ctibico, representado por Oy, o qual
apresenta o maior grau de simetria. Este grupo ¢é formado por 48 elementos divididos
em 10 classes: E (transformacdo identidade), oito rotagoes Cs e (C3)?, seis rotagoes Cj e
(Cy)?, trés rotagoes (Cy)?, seis rotacoes Cy, I (inversdo), oito rotagoes-reflexdes Sg e (Sg)°,
seis rotagoes-reflexdes Cyop,, (Cy)30y, em torno de eixos de quarta ordem, trés reflexdes oy,
em planos horizontais em relacdo a eixos de quarta ordem e seis reflexdes o, em planos
verticais em relacdo a esses eixos®. A posicao destes elementos de simetria no sistema

cubico sao apresentados nos diagramas da Figura 53.

Figura 53 — Elementos de simetria de um sistema Oj,. Fonte: Landau e Lifshitz (1967, p.
345-346)

Um ponto a ressaltar é que para as 14 redes de Bravais apresentadas na Figura 54 os
paralelepipedos apresentados ndo sao em geral células primitivas (exceto para as redes

mais simples); é o caso das redes CCC e CFC. A Figura 55 apresenta as células unitarias
para as redes CCC e CFC.

Outra forma de classificar os sistemas cristalinos é através dos parametros de rede. Os
modulos das dimensoes das células convencionais para cada sistema, ay, as e az, juntamente
com os angulos formados dois a dois entre si, o, 8 e 7, constituem os parametros de rede.
Em funcao dos parametros de rede cada rede é associada a um sistema cristalino. Na
Tabela 7 é apresentado um resumo dos parametros de rede para cada sistema cristalino. O
sistema ctbico é completamente caracterizado através de um tnico parametro de rede a

que representa a dimensao das arestas da célula cibica.

Landau e Lifshitz (1967) e Landau e Lifshitz (1984)
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Figura 54 — As 14 redes de Bravais. Fonte: Landau e Lifshitz (1984, p. 406).

Sistema Niumero de redes Parametros de rede
Triclinico 1 a Fag Faz; aF L Fy
Monoclinico 2 ay # as #az; a=v=90°# [
Ortorréombico 4 a1 #as Faz; a=L0=vy=90°
Tetragonal 2 ay=as #£az; a=p=~v=90°
Cubico 3 a1 =as=az; a=p=~vy=90°
Trigonal 1 ay =as =az; ==~y <120° # 90°
Hexagonal 1 ay =ag #az; a= L =90° v =120°

Tabela 7 — Numero e parametros de redes para cada sistema cristalino. Fonte: Kittel (2006,
p. 9).
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Figura 55 — Células unitérias das estruturas CCC e CFC. Fonte: Landau e Lifshitz (1984,
p. 408).

A.2.2 Propriedades macroscopicas e classes cristalinas

Em muitos fendmenos fisicos o comportamento de cristais nao depende explicitamente do
arranjo dos atomos na rede mas da direcao considerada no cristal, de maneira que pode
ser considerado homogéneo e continuo e sua estrutura interna desprezada; tais fendomenos
sao chamados de macroscopicos. A dependéncia da dire¢do em propriedades macroscopicas

de um corpo cristalino é chamada anisotropia cristalina.

Por outro lado, as simetrias cristalinas fazem com que as propriedades macroscopicas
sejam exatamente iguais em algumas dire¢oes, ditas equivalentes. Simetrias translacionais
levam a equivaléncia de direc¢Oes, ja que uma translacao nao afeta a simetria de dire¢oes
no cristal. Logo, as diferencas entre eixos de rotagao e eixos helicoidais e entre planos
de reflexdo e planos de deslizamento-reflexdo também nao afetam a simetria de direcoes.
“Sendo assim, a simetria nas diregoes, e consequentemente as propriedades macroscopicas
do cristal, sao determinadas pelos seus eixos e planos de simetria, com eixos helicoidais e
planos de deslizamento-reflexao tratados como eixos e planos ordinarios. Conjuntos destes

elementos de simetria em um cristal real sdo chamados de classes cristalinas” (LANDAU;
LIFSHITZ, 1984, p. 409).

Como um cristal real pode ser descrito por um conjunto de redes de Bravais interpenetrantes,
a simetria de um cristal real, por conta desta superposicao, em geral é diferente da simetria
da rede de Bravais correspondente. Além disso, é evidente que a introducao de pontos
adicionais a uma rede de Bravais somente pode eliminar alguns de seus eixos e planos de
simetria, porém nao adicionar novos elementos. Logo a classe cristalina contém um nimero
de elementos de simetria menor ou igual ao nimero de elementos da rede de Bravais do
cristal. H4 um nimero limitado de possiveis combinacoes de planos e eixos de simetria

que podem descrever a simetria de dire¢oes em um cristal (32 combinagoes).

As classes cristalinas sao entao todos os grupos pontuais formados pelas combinacoes de
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elementos de simetria de um dado sistema cristalino. Pode ser que ocorra de um mesmo
grupo pontual ser obtido para sistemas cristalinos diferentes. Porém, cada classe deve
ser atribuida ao sistema de menor simetria entre os que a contém; assim a ambiguidade
é evitada. A necessidade de que esta condicao seja cumprida é fisicamente evidente; é
improvavel que os a&tomos em um cristal sejam arranjados em redes de Bravais com simetria
maior do que a exigida pela simetria do cristal, pois, se isto ocorrer, a minima perturbacao
externa pode ser suficiente para destruir esta configuracdo ja que nao é imposta pela
simetria do cristal. Como exemplo, se uma rede de Bravais ctibica ocorrer em um cristal
pertencente a uma classe para a qual o sistema tetragonal é suficiente, uma interacao
muito pequena sera capaz de distender ou encurtar uma das arestas da célula ciibica
convertendo-a em um prisma quadrangular (LANDAU; LIFSHITZ, 1984, p. 410).

As classes cristalinas possiveis para um sistema ctbico sdo (ordenadas do menor grau
de simetria para o maior): T, Ty, Tq, O e O,%. A classe de maior simetria, Oy, é

correspondente aos cristais ctibicos cuja base contém um tnico dtomo.

Os elementos de simetria de cada uma destas classes nao serdao comentados aqui, pois ficam fora do escopo
deste trabalho. Uma discussao detalhada sobre os grupos pontuais os quais correspondem estas classes é
feita por Landau e Lifshitz (1967, p. 338-347).
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