UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS
DEPARTAMENTO DE ECONOMIA E RELACOES INTERNACIONAIS

KLAUS BOESCH

ANALISE DE SENSIBILIDADE EM OTIMIZACAO DINAMICA

Porto Alegre
2018



KLAUS BOESCH

ANALISE DE SENSIBILIDADE EM OTIMIZACAO DINAMICA

Trabalho de conclusdo submetido ao Curso
de Graduacgao em Ciéncias Econdmicas da
Faculdade de Ciéncias Econbmicas da
UFRGS, como requisito parcial para
obtencao do titulo Bacharel em Economia.

Orientador: Prof. Dr. Jorge Paulo de Araudjo

Porto Alegre
2018



CIP - Catalogag&o na Publicagéo

B&éesch, Klaus

Andlise de sensibilidade em otimizag¢do din8mica /
Klaus Béesch. -- 2018.

77 f£.

Orientador: Jorge Paulo de Aratjo.

Trabalho de conclusdo de curso (Graduagdo) --
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Faculdade
de Ciéncias Econbmicas, Curso de Ciéncias Econdmicas,
Porto Alegre, BR-RS, 2018.

1. Analise de sensibilidade. 2. Dindmica
comparativa. 3. Otimizacdo dindmica. 4. Teorema do
envelope. 5. Metodologia primal-dual. I. Aradjo,
Jorge Paulo de, orient. II. Titulo.

Elaborada pelo Sistema de Geracdo Automética de Ficha Catalografica da UFRGS com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).




KLAUS BOESCH

ANALISE DE SENSIBILIDADE EM OTIMIZACAO DINAMICA

Trabalho de conclusdo submetido ao
Curso de Graduacdo em Economia da
Faculdade de Ciéncias Econdmicas da
UFRGS, como requisito parcial para
obtencao do titulo Bacharel em Economia.

Aprovado em: Porto Alegre, 3 de dezembro de 2018.

BANCA EXAMINADORA:

Prof. Dr. Jorge Paulo de Araujo — Orientador

UFRGS

Prof. Dr. Marcelo de Carvalho Griebeler
UFRGS

Prof. Dr. Sabino da Silva P6rto Junior
UFRGS



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, gostaria de agradecer ao Professor Jorge Araujo pelas
orientacdes ao longo deste trabalho, cujas contribuicdes foram muito importantes para
sua realizacdo, pois o tema abordado nao é algo trivial para o nivel de graduacao.
Porém, suas contribui¢cdes iniciaram ja na definicdo do tema, ao apresentar-me as
teorias de Calculo Variacional e Controle Otimo em Topicos Especiais em Economia
Matematica.

Agradeco também aos Professores Marcelo Griebeler e Sabino P6érto por
aceitarem participar da banca examinadora deste trabalho, os quais também
contribuiram, mesmo que de forma indireta para a realizacdo do trabalho, através das
disciplinas do Mestrado em Economia Aplicada.

Agradeco ainda a todos os Professores e Professoras da Faculdade de
Ciéncias Econémicas que de alguma forma contribuiram para minha formacao como
Economista ao longo dos ultimos anos.

E como nado poderia deixar de fazer, agradeco aos meus familiares e, em
especial, aos meus pais, por todo apoio que me deram ao longo desta trajetéria no

Curso de Ciéncias Econbmicas e na vida.



RESUMO

Neste trabalho é apresentada a metodologia primal-dual dindmica introduzida por
Michael Caputo em 1988 e generalizada em 1990, para problemas nédo-autbnomos de
controle 6timo, em tempo fixo e finito. Esta metodologia permite a realizacdo de
dindmica comparativa e a caracterizagcado de propriedades qualitativas do problema
em andalise, resultados estes que dificiimente sdo obtidos com outras abordagens. O
resultado dindmico apresentado recorre a técnica empregada por Eugene Silberberg
em seu artigo de 1974, que € apresentada com a finalidade de tornar completa a
exposicéo da abordagem dinamica. E também apresentado um exemplo de aplicagéo
do Teorema do Envelope Dinamico para um problema intertemporal da firma
competitiva extratora de recursos renovaveis, produzindo resultados analogos aos
resultados “classicos” do problema estatico. A metodologia primal-dual dinamica de
Caputo é entdo empregada para a realizacdo de analise de sensibilidade em um
problema dindmico de extracdo de recursos exauriveis em monopdélio, apresentado
por Harold Hotelling em seu artigo de 1931. A aplicacdo do Teorema do Envelope
Dindmico produziu bons resultados para a andlise de sensibilidade do problema, que
foram validados por uma abordagem alternativa. No entanto, a caracterizagdo das
propriedades qualitativas para o problema analisado apesar de apresentar as relacées
de simetria e reciprocidade esperadas, ndo apresentou uma matriz de derivadas
parciais de segunda ordem bem definida, uma vez que a funcdo de lucro utilizada
pode n&o ser considerada “bem-comportada”, ndo atendendo os requisitos para uma

andlise qualitativa bem caracterizada do problema.

Palavras-chave: Dinamica comparativa. Analise de sensibilidade. Otimizacéo

dindmica. Teorema do envelope. Metodologia primal-dual.



ABSTRACT

This work presents the dynamic primal-dual methodology introduced by Michael
Caputo in 1988 and generalized in 1990, in the context of general nonautonomous
optimal control problems. This methodology provides comparative dynamic results and
a characterization of qualitative properties of the problem under analysis which are not
derivable by other methodologies. The dynamic result presented is the exact
intertemporal equivalent of primal-dual aproach employed by Eugene Silberberg in
1974, which will be presented in order to complete the demonstration of dynamic
results. A Dynamic Envelope Theorem application example of an intertemporal
problem of the competitive renewable resources extracting firm is also presented,
providing equivalent results of the static optimization problem. Caputo's dynamic
primal-dual methodology is then applied in a dynamic problem of exhaustible
resources extracting firm in monopolistic competition, presented by Harold Hotelling in
1931. The application of Dynamic Envelope Theorem provided good comparative
dynamics results that were validated through an alternative approach. However, the
characterization of the qualitative properties of the problem, despite presenting the
expected symmetry and reciprocity relations, did not presented a well-defined matrix
of cross partials, since the profit function employed may not be considered "well-
behaved" not meeting the necessary definitness requiriments for a well-characterized

qualitative analysis of the problem.

Keywords: Comparative dynamics. Sensitivity analysis. Dynamic optimization.
Envelope theorem. Primal-dual methodology.
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1 INTRODUCAO

O estudo formal referente a andlise de sensibilidade estatica comeca em 1947,
com o livro “Foundations of Economic Analysis” de Paul Samuelson. O Teorema do
Envelope é parte do que Samuelson chamou de estatica comparativa e € apresentado
por Samuelson no Capitulo 3 “The Theory of Maximizing Behavior”, na seg&o intitulada
“Displacement of quantity maximized”. Resultados semelhantes aos do Teorema do
Envelope apareceram em outros trabalhos em economia, alguns deles conhecidos
como Lema de Hotelling, Lema de Shephard e Identidade de Roy, aparecendo
também ja no final da década de 1880, em um livro de Rudolf Auspitz e Richard Lieben
intitulado “Untersuchungen tber die Theorie des Preises (Investigacdes sobre a teoria
dos pregos)”, onde os autores utilizaram o que € hoje conhecido como Teorema do
Envelope. Desde sua formalizacdo por Samuelson a metodologia de estatica
comparativa ndo teve mudancas substanciais, até o artigo de Eugene Silberberg de
1974, onde neste trabalho Silberberg estende a metodologia primal-dual, oferecendo
uma derivacao alternativa e certa generalizacdo do Teorema do Envelope, sendo uma
abordagem “mais simples e mais elegante”. Além disso, Silberberg mostra que
propriedades qualitativas de qualquer problema de maximizagao sujeito a restricoes
podem ser resumidas em uma matriz positiva-semidefinida sujeita a restricdes,
demostrando que todos os resultados de estatica comparativa das teorias da firma e
do consumidor séo casos especiais desta caracterizagdo mais geral.

Um dos primeiros autores a tratar das derivadas da funcdo valor-6timo em
relacdo aos parametros exdgenos em um problema dindmico, ou seja, analise de
sensibilidade em otimizacdo dinamica, foi Hajime Oniki, no artigo “Comparative
dynamics (sensitivity analysis) in optimal control theory” de 1973. LaFrance e Barney
apresentam as versdes dinamicas da ldentidade de Roy, do Lema de Hotelling e da
Equacéo de Slutsky em seu artigo “The envelope theorem in dynamic optimization” de
1991.

Michael Caputo em seu artigo “How to do comparative dynamics on the back of
an envelope in optimal control theory” de 1990 apresenta o Teorema do Envelope
Dindmico através da metodologia primal-dual dinamica, que segundo ele é o
equivalente intertemporal aos resultados apresentados por Silberberg. De acordo com

Caputo (1990), na época em que o artigo foi escrito haviam trés possiveis abordagens



10

para a realizacdo de dinamica comparativa. A primeira delas, no caso de problemas
de horizonte infinito, consiste em analisar o comportamento do problema no estado
estacionario, supondo que no longo prazo (quando t - +) 0 sistema atinge a
estabilidade, entdo recorre-se a linearizdo do sistema de equacdes diferenciais e
analisam-se a as perturbac6es em relagdo ao estado estacionario.

A segunda possivel abordagem foi introduzida por Oniki (1973), e consiste na
aplicacdo do Teorema de Peano para derivar um sistema de equacfes diferenciais
variacional equivalente, entdo a solucdo deste sistema fornece a dinamica
comparativa, porém, dificilmente encontra-se solucdo na forma fechada. Este método
permite avaliar o impacto de mudancas no conjunto de parametros em torno da
vizinhanca de um conjunto de parametros fixos ao longo de toda a trajetoria das
variaveis, e ndo apenas na vizinhanca do estado estacionario, como a primeira
abordagem. Quando ha duas ou mais variaveis de estado, torna-se muito dificil extrair
propriedades qualitativas utilizando-se as duas primeiras abordagens.

A terceira abordagem para dindmica comparativa foi introduzida por Caputo
(1988), para problemas nao-auténomos de calculo variacional, onde a metodologia
proposta é o equivalente intertemporal da metodologia primal-dual apresentada por
Silberberg (1974). Caputo (1990) generaliza estes resultados, apresentando a
metodologia primal-dual no contexto de problemas de controle 6timo ndo-autbnomos
e de horizonte de tempo fixo e finito, entdo os resultados do trabalho de Caputo (1988)
podem ser obtidos como um caso particular desta abordagem mais geral. Além disso,
é possivel verificar mudancas em um conjunto inicial de parametros que afetam toda
a trajetoria das variaveis de estado, controle e coestado do problema.

O objetivo deste trabalho € realizar a analise de sensibilidade em um problema
de controle 6timo utilizando o Teorema do Envelope Dindmico apresentado por
Caputo. Para isso vamos utilizar um problema de maximizacdo de lucros em
monopolio, que pode ser considerado um problema ndo muito “bem-comportado”, se
comparado ao problema da firma competitiva, por exemplo. O problema escolhido tem
solugéao fechada, que pode ser facilmente obtida, o que facilita a comparacao dos
resultados do Teorema do Envelope Dinamico com outros meétodos de realizacéo de
analise de sensibilidade, entdo os resultados obtidos podem ser validados.
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No segundo capitulo deste trabalho apresentamos o Teorema do Envelope
Estatico e o Teorema do Envelope Dinamico além de comentar brevemente as origens
destes resultados, também tratamos das derivadas de segunda ordem. No terceiro
capitulo reproduzimos um exemplo apresentado por Caputo, do problema
intertemporal de maximizagcdo de lucro da firma competitiva, onde sdo verificadas
também as propriedades qualitativas do problema e fornecidas interpretacdes
econdmicas sobre os resultados.

No quarto capitulo analisamos um problema de maximizacao de lucro da firma
extratora de recursos exauriveis em monopolio, apresentado por Hotelling como um
problema de Calculo Variacional em seu artigo “The economics of exhaustible
resources” de 1931. Hotelling comenta que a abordagem econdmica tedrica do
equilibrio estatico é inadequada para tratar o problema de uma industria cuja
manutencdao indefinida de uma taxa de producéo estavel € uma impossibilidade fisica
e que, desta forma, esta sujeita a declinar. E ainda, Hotelling afirma que problemas
envolvendo recursos exauriveis ndo podem evitar a abordagem de Calculo Variacional
incluindo ainda “as mais recentes pesquisas neste ramo da matematica”.
Apresentamos entdo o problema proposto por Hoteling como um problema de
Controle Otimo, utilizando o Principio do Maximo para sua solucdo e obtendo as
trajetérias 6timas das variaveis do problema, além da funcao valor-6timo para o lucro
em forma fechada. Nas sec¢Oes seguintes aplicamos o Teorema do Envelope
Dinamico ao problema obtendo as derivadas de primeira ordem da funcao valor-6timo
e validamos estes resultados. Apds, apresentamos algumas simulac¢des da analise de
sensibilidade do problema, verificando numericamente e graficamente os resultados
obtidos. No quinto e ultimo capitulo analisamos as propriedades qualitativas do
problema através da verificagdo matriz formada com as derivadas de segunda ordem

da funcao valor-6timo.
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2 TEOREMAS DO ENVELOPE

Neste capitulo apresentaremos o Teorema do Envelope Estatico e Teorema do
Envelope Dinamico. Além disso, comentamos brevemente as origens destes
resultados. A apresentacado do Teorema do Envelope Estético sera feita com o objetivo
de tornar completa a exposicao de sei equivalente dinamico.

O resultado dindmico que empregamos, exposto no artigo “How to do
comparative dynamics on the back of an envelope in optimal control theory” de Michael
Caputo (1990), recorre a técnica utilizada por Eugene Silberberg no artigo “A revision
of comparative statics methodology in economics, or, how todo comparative statics on
the back of an envelope” (1974).

Na primeira sec¢do deste capitulo apresentamos brevemente a exposicdo de
Silberberg (1974) para o Teorema do Envelope Estatico, na segunda secao
apresentamos a exposicédo de Caputo (1990) para o Teorema do Envelope Dinamico

e na terceira e Ultima secao tratamos das derivadas de segunda ordem.

2.1 TEOREMA DO ENVELOPE ESTATICO

2.1.1 O teorema estatico

No século XX, a historia deste teorema comeca com o livro “Foundations of
economic analysis” de 1947 de Paul Samuelson, segundo o autor “para que a analise
seja util ela tem que fornecer informacdes a respeito do modo em que nossas
quantidades de equilibrio irdo variar como resultado das variacdes dos parametros
tomados como dados independentes” (1974, p. 257). Esta afirmagcédo de Samuelson é
mais geral que o Teorema do Envelope, que trata apenas de uma quantidade de
equilibrio que é aquela que resulta de um processo de minimizacdo ou maximizacao.

O Teorema do Envelope é parte do que Samuelson chamou de estatica
comparativa. Este teorema € apresentado por Samuelson no Capitulo 3 “The Theory
of Maximizing Behavior”, na secao intitulada “Displacement of quantity maximized”.
Nesta secdo Samuelson aborda a questdo das derivadas em relacdo ao parametro
exdgeno a da funcao z(a), obtida pelo processo de maximizacdo de uma funcéo z =

f (x4, ..., X -, @), Nas variaveis de escolha xg, ..., x,.
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x1(a)
Sex*(a) = : € um maximo local de
xn (@)

z(a) = max f(xq, .., Xp, @),

entdo

9z . of |
(@) = 2 (" (@), @)

Samuelson comenta que uma expressao similar também pode ser obtida no

caso de uma maximizagao restrita:

Z(a) = Xm J)C( f(xll '"Ixn; a);
1,0Xn

sujeito a
91 (x4, o, X, @) <0,

gf(xl; ey Xny a) <0,
hl(xll ---;xn; (X) 2 0,

he (%1, ooy Xp, @) = 0.

A razado pela qual chamar tais resultados de “Teorema do Envelope”,
Samuelson justifica dizendo que “esta é a familiar relagdo de tangéncia entre o
envelope de uma familia de curvas e as curvas que o tocam” (1974, p. 34).

Atualmente, sabemos que nédo foi Samuelson o primeiro a empregar um dos

resultados que chamamos de “Teorema do Envelope”:

No final da década de 1880, Rudolf Auspitz e Richard Lieben usaram o que é
hoje conhecido como Teorema do Envelope, apesar de ndo chama-lo por
este nome, ou qualquer outro nome. Eles o fizeram em seis ocasifes
diferentes em seu livio Untersuchungen Uber die Theorie des Preises
[InvestigacBes sobre a teoria dos precos], publicado em 1889 [...] (SCHMIDT,
2004, p. 103).

As metodologias de estatica comparativa praticamente ndo tiveram mudancas
desde sua formalizagdo por Samuelson. Em 1972, Silberberg apresentou uma

maneira alternativa de obter o Teorema do Envelope, “mais simples e elegante”,
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através de um procedimento que chamou de “problema primal-dual” (SILBERBERG,
1974), que vamos apresentar abaixo.

Consideramos o seguinte problema de maximizagédo de uma funcéo f(x, @)
max f (X1, e, Xp, A1y ey Ay), (2.1)
sujeito a

91(X1, ey X, A, oo, @) = 0,

: (2.2)
Gr (X1, e, X, A, oo, A) = 0,
onde as variaveis de escolha do problema séo:
X1
‘o [ ; ]
xn
e as variaveis exdégenas do problema séo:
a
a= [ : ]
am
Representando g(x, a) por:
g1(x, a) G1(X1, ey X, A, oo, Qi)
gx,a) = : = : , (2.3)
gr(xﬁ a) gr(xlﬂ vy X, U, ...,Ofm)

supomos que os gradientes Vg, (x, a), ..., Vg,-(x, «) sejam linearmente independentes,

Ou seja, exigimos que matriz g, tenha posto igual a r, onde:

[99: LN

|, (x,a) axs (x.a)l -
gx: 5 .'- E 2.4

091 29r

—x,a) - (x, a)

dxy, dx,,

Se x* é um maximo local ou um maximo global para f, dadas as restricbes

g1x,a)=0,..,9.(x,a) =0, entdo:

Vilx*a) = (—ADVg (" a) + -+ (=4)V g, (x", )
g1(x*,a) =0,..,9,(x", a) =0,
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ou seja, dado o Lagrangeano

L(x,a) =f(x,a)+ Aa) glx,a), (2.5)
onde:
gl(x! (l)
Aa)' g(x, @) = [4(a), ..., Ar(a)] : ]
gr(x, a)

7

em que A(a)' € o transposto do vetor

A1 (@)
AMa) = N

Ar (@)

As condi¢des de primeira ordem se traduzem como

L,=f+1g,=0, g=0, (2.6)

onde:
0L ]
0x, |

X1

i T

g conforme definido em (2.4) e g = g(x, @) de acordo com (2.3).

(2]
|92 |
=}

Se a forma quadratica L,, for negativa-semidefinida nas restricbes g,(x) =
0,..,9,-(x) =0, entdo x* € um maximo global para £ em (2.5), dadas as restri¢cdes, ou

seja,
fG)+Xg() < f(x") +A7g(x")

e como g(x) = g(x*) = 0, entéo:

fG) < fxY)

e, portanto, x* € um maximo global para f na restricdo g(x) = 0.
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2.1.2 A metodologia primal-dual

Sejam:

x* = x*(a), (2.7)
1 = 1*(a), (2.8)

substituindo (2.7) em f(x, @) obtemos a fungcdo de maximo dada por:
¢(a) = f(x"(a), a). (2.9)

Considerando o problema primal-dual que consiste em minimizar ¢(a) —
f(x, @), sujeito a restricdo g(x, @) = 0. Neste problema ndo temos variaveis exogenas,

entdo o problema primal-dual fica:

min|¢(a) - f(x, )], (2.10)
sujeito a
g(x,a) =0, (2.11)
e a minimizacao é feita sobre
[
ra)=|5"|
o

O Lagrangeano do problema primal-dual é:
L= ¢(@) - fx,a) = Vg(x,a), 2.12)
cujas condic¢des primeira ordem s&o:

Li=—f,—Xg,=0, (2.13)

Ly =g — fa - A,ga =0, (2-14)
L/*l =—-g=0, (2.15)
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que é o resultado para as condi¢cdes necessarias de primeira ordem do problema
primal-dual apresentado por Silberberg (1974, p. 161). Isolando ¢, na equagao (2.14)

obtemos:

o = fo + A’ga- (2.16)

O resultado obtido em (2.16) € o conhecido Teorema do Envelope. Temos

ainda que:
0¢ .
a—ai(al, vy Q) = 6_czi(x1' ey Xy Oy ey Q)
. 091, . .
+27 (a4, ...,am)a—; (X1, o) Xy, Ay ey Ag) + 2o+ (2.17)
l
* agr * *
+A5(aq, .., @) . (X1, e Xpy Ay ey Q)
a;

2.2 TEOREMA DO ENVELOPE DINAMICO

Aparentemente, o primeiro autor a tratar das derivadas da funcao valor-6timo
em relacdo aos parametros exdégenos de um problema dindmico foi Hajime Oniki, no
artigo “Comparative dynamics (sensitivity analysis) in optimal control theory” (1973). A
este trabalho seguiram-se artigos de Benveniste e Scheinkman em 1979 e Seierstad
em 1981/82, segundo Karl-Gustav Léfgren no artigo “A brief history of envelope
theorems in economics: static and dynamics” (2014). O artigo de Caputo que
analisamos € de 1990.

Antes de apresentar o resultado de Caputo, apresentamos as condi¢des de
primeira ordem para o problema que trataremos na sua forma variacional, ou seja,
consideramos a existéncia de solucdes interiores a regido viavel, excluindo a
existéncia de solugcbes de canto para a funcdo controle u(t). Ressaltamos que o

tratamento de Caputo implicitamente faz esta suposigéo.



2.2.1 A versao variacional
Consideremos o seguinte problema:

T
min/ maxf fx(t),u(t), t)d,
0

sujeito a

x'(6) = g(x (@), u(®), ),
h(x(6),u(t),t) =0,
x(0) = xo,

digamos que u*(t) e x*(t) satisfazem o problema acima, entéo:

A [g(x™ (), u" (), t) —x" (O] = 0,
p@®h(x" (), u*(0),t) = 0,

para funcdes A(t) e u(t) arbitrariamente escolhidas.

Como:
T T
J A®)x* (O)dt = A()x* ()5 — f A'()x*(t)dt,
0 0
integrando por partes, entao:
T T
f frdt = f [f*+A(g" —x*) + uh*]dt

0 0

T
- j (f* +Ag* = Ax* + ph*)dt,
0

onde f* = f(x*(t),u(t),t) , g = glx*(t),u*(t),t) e h* = h(x*(t),u*(t),t).

Substituindo (2.22) no resultado anterior temos:
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(2.18)

(2.19)
(2.20)
(2.21)

(2.22)

T T
f Frdt = f (f* + Ag” + X'x* + ph?)dt — A(T)x*(T) + A(0)x*(0).  (2.23)
0 0

Seja k(t) um desvio, ou seja, uma funcéo fixa e consideremos u* + ak(t), onde

a€R. E seja y(t,a) a variavel de estado gerada pelo problema inicial se

considerarmos as restri¢oes:



19

0

= (6,0) = g5t @),u'(®) + ak(®),0
h(y(t,a),u*(t) + ak(t),t) =0

y(O, a) = xO

Seja:
J(a) = f fly(t,a),u*(t) + ak(t), t)dt,
0

entao,

J(@) = f (f +2g + 'y + ah)dt — ATy (T, @) + 4(0) y(0, ),
0

=x0

como u* e x* sdo as funcdes que minimizam ou maximizam J em a = 0, entdo J'(0) =
0.

Mas,

’(0)—fT[ Y k1202 a0k 2 un % v un i ae
J =, fxaa fu 9x 55+ A9u 3q T Hgo T

9
—A(T) % T, a).

Escolhemos A e u de modo que sejam solugdes do problema:

fx + Agx + uh, + ' =0,
AMT)=0

e entao:

T
J'(0) = j (f, + Agy + uhy,)kdt = 0.
0

Como isto vale para todo desvio, entao:
fu+ Agu + phy =0,
obtemos assim as chamadas condi¢des de primeira ordem para um otimo interior

T 00,0+ 20 2 0w .0+ 1O R OO D=0, (224
u ou ou
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of (t),u*(t t+/1tag (t),u*(t),t) + tah (), u*(t),t) = =A'(t
5 & O, (), 0) + A0 7 (O, w6, 8) +u() 5 7 (O, w(6),6) = —2'(0), (2.25)
A(T)=0.
Normalmente, definimos o Hamiltoniano deste problema como:
H(x,u,A,t) = f(x,u,t) + Ag(x,u, t) (2.26)
e 0 Lagrangeano como:
LO,u,Au,t)=H(x,u At)+ uh(x,u,t)
K K (2.27)

= f(x,u,t) + Ag(x,u,t) + uh(x,u, t)

e, portanto, as condi¢des de primeira ordem do Lagrangeano em (2.27) se expressam

como:
Ly = fu+Agy +phy =0, (2.28)
L,=h=0. (2.29)
E a condicéo
Ly =fy + gy + uhy = =1, A(T) =0. (2.30)

Ou ainda

L, =Hy, + ph, = 0,
L,=H,+uh, = -4, AT)=0.

Este ultimo resultado pode ser encontrado, sem demonstracdo em Léonard e
Long (1992, p. 193).

2.2.2 O Teoremado Envelope de Caputo

Nosso interesse no artigo de Caputo (1990) esta no emprego da metodologia
primal-dual para obter o Teorema do Envelope no contexto dinamico.

O problema que tratamos é:

maxf fx1(0), o, (), uy (8), o, Uy (B), t; g, o, @) diE (2.31)
0
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sujeito a
x1(t) = g1(x1(0), ...,xn(t),yl(t), o Uy (O), 6 aq, .., )
X (t) = gn(x1(2), ...,xn(t),ﬁl(t), o Uy (D), 6 aq, ..., a,)

hy(x1 (), ..., %,(0), uy (t), oo, Uy (), t; g,y ooy @) = 0
: (2.32)

hy (cq (t), .y x5 (1), uq (2), :..,um(t), t;ay,..,a,) =0
xl(o).: Xo1

xn(o) = Xon,

Para o qual adotamos uma notacdo mais adequada:

xl(t) X01 ul(t) aq
x(t) =] ¢ ], xoz[il, u(t)=[ : ], az[fl,
xn(t) Xon um(t) ar
(91 (x(6), u(t), t; )]
gx(@®),u(t), t; @) = 5 ,
[gn (x(2), u(t), t; @)
-hl (X(t), u(t)' t; a)-
h(x(®),u(t), t; @) = : ,
Lhy (x(t), u(t), t; )

onde a é um conjunto de parametros exégenos. Entdo o problema é reformulado

como:
T
V(a) = maxf flx(®),u(t), t; a)dt,
0

sujeito a

x'(t) = g(x(O),u(®), t; a),
h(x(t),u(t),t;a) =0,
x(0) = x,.

Como sabemos, as funcbes de controle u*(t) Otimas maximizam o
Hamiltoniano associado ao problema.

Se o0 Hamiltoniano do problema é:

H(x (@), u(®),A(0), t; a) = f(x(©),u(®), t; a) + A1) g(x(), u(®), £; @),
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onde

A@®)'g(x(6), u(t), t, @) = A, () g1 (x(8), u(®), t; @) + -+ +
An(©) gn (x(8), u(t), t; a)
e A(t)' indica o transposto do vetor
A,(t)
Alt) = [ : ]
An (8)

entao

H(x*(t),u"(t), A" (t), t;a) = rLrtl%( H(x*(t),u(t), A*(t), t; a),

para o problema

maxf f(x(®),u(t), t; a)dt,
0

sujeito a

x'(t) = g(x(@), u(®), t; a),
x(0) = x,.

Portanto, podemos formular o problema proposto por Caputo (1990) como:

T
maxf fx(t),u(t), t; a)dt,
0

sujeito a

x'(t) = g(x(t), u(t), t; a),
h(x(t),u(t), t;a) = 0,
x(0) = x,,

como um problema de maximizacao restrita, cujo Lagrangeano associado é:

L =Hx@®),u),At),t; @) + p(0)" h(x(t), u(®), t; a),
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onde

u@" h(x(0),u(t), t, @) = py () by (x(8), u(0), t; @) + - +
Hie () e (x (), u(t), t; @)

pq (t)
eu®) =| : ]

i (8)
Como vimos anteriormente em (2.28)-(2.30), as condi¢cdes de primeira ordem

para este problema se expressam como:

Ly = fu(x(@®),u(®), t; a) + () g (x (1), u(t), t; @)
+1(8) hy (x(8), u(®), t; ) = 0,

L, =hx@),u(t), t;a) =0,

Ly = fu(x(@©),u(®), t; ) + 2()' g (x (), u(®), t; a)
+u(0) by (x (), u(t), t; ) = =2'(0),

A1 (¢)
onde, A'(t) = [ ] e A(T) = 0.
An(t)
7
Escolhendo-se um conjunto fixo de parametros exdgenos B° = I : ] onde
ps

BY = (a”, T x§") e s =r+n+1, obtém-se:
(6,  uw(p?),  ArELYD wtL,

que sdo as fungbes 6timas de x, u, A e u, dado o conjunto de parametros S°.
Se

T
RGO e CT O NN CY DR (2.33)
0
entdo o problema primal-dual sera:
T
maxf flx*(t; B, u*(t; BO), t; a)dt — J*(B°), (2.34)
@ Jo

sujeito a

x*'(t B°) = g(x* (& BO), u (6 ), t; @), (2.35)



24

h(x*(t; BO), u*(t; BO), t; @) = 0, (2.36)
x*(0; B°) = xo, (2.37)

gue € um problema sem parametros exdégenos, que nos permite aplica as técnicas
estaticas que apresentamos na secao anterior.
O Lagrangeano associado ao problema primal-dual é:

L= [5G G de - ()
0
+27°(; B (g (x* (& BO), w (& B°), t; @) — x™' (£ B9))
+u (6 B0 (h(x* (& BO), u* (& BO), t; @)
T
- f F G (8 B), (8 B%), £ )
0
+2°(t; B°) (g ™ (£ BO), w” (5 BO), t5 @) — x™' (£ B))
(6 B (RCe” (6 BO), u* (& B, & @))dt] — J* (B).
Integrando por partes:
- j At B (&5 B°) dt = —A(T; B°)'x" (T; B°)
0
+1(0; B%)'x*(0; B%)
+ j (6 BO)'x" (£ BO) d.
0

Substituindo o resultado acima na expressao anterior, resulta em:

T
sz [f (x* (& BO), u*(t; BO), t; )
0
+25(t; B0) g (x* (t; B, u* (85 BO), t; )
+u (6 BO) h(x*(t BO), u* (t; B°), t; @) (2.38)
+ A7 (t; BO) x*(t; BO)] dt
—*(T; BO)' x*(T; B°) + 27 (0; B°)'x*(0; B%)
—J*(B).
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Entdo, derivando o Lagrangeano em (2.38) em relacéo a a temos:

Lo = f o G (8 B0, (6 BO), s @)
0

+A5(t; B°) o (x*(t; BO), u*(t; BO), t; @)
+u (6 B°) by (x*(t; B2, u* (85 BO), t; @)dt] — Jo(B) = 0.

Portanto, como J* é obtido quando g = B°, J; se expressa como:

T
(B = f e + (1) go + () he | d. (2.39)
0

Lg

Onde L é o Lagrangeano do problema primal e L, € a derivada do Lagrangeano em
relacdo ao parametro a.

Como:
() = f £ (5 B°), 0 (8 B9), & @),
0

derivando J* em relacédo a T obtemos J;:

Jr(B) = f(x*(T; B),w"(T; B), T; @). (2.40)

E ainda como x*(0, 8°) = x,, derivando o Lagrangeano em (2.38) em relacéo a

X, temos:
Ly, =27(0,8%) = J3,(B) =0,
entao, isolando J;, temos:
Jx,(B) = 2(0,B)". (2.41)

Os resultados obtidos em (2.39)-(2.41) sédo apresentados em Caputo (1990, p.
668) como o Teorema do Envelope Dinamico.



26

2.3 AS DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM

A partir do método primal-dual de Silberberg (1974), obtivemos na primeira

secdo o Teorema do Envelope:

o = fo + M) ga (2.42)

Nesta secdo obteremos as derivadas de segunda ordem de ¢. Para que
possamos obter estas derivadas, escreveremos as derivadas de primeira ordem em
(2.42), no Teorema do Envelope, de uma forma mais explicita.

Se derivarmos ¢ em relacdo a a; entdo temos:

d¢p of .
a_al- (ag, e, ) = a_ai (x1(@), i, xp (@), @y, ey A)
a9 , . «
+ Al(a)ﬁ(xl(a) e X (@), g,y o, U)o (2.43)
l
agr * *
+ /11”(“) a (xl(a) ) "'Ixn(a)lall ey am);
a;
a, A (a)
onde a = [ : ] e A(a)’ indica o transposto do vetor A(a) = \ ] logo
Am lr(“)
A(@)'gq,(x"(a), @) esta notando o produto escalar dado por:
(@20 @), @) + -+ 1 (0) 25 (@), @) (2.44)
aai ’ r aai ’

Se indicarmos genericamente uma derivada d¢/da; por ¢, entdo podemos

usar a expressao mais condensada como em (2.42), onde:
%]
Jda

agr
(44
Da expressdo da derivada d¢/da; podemos obter 62¢>/aajaai, onde, por

)

0

comodidade, omitiremos o ponto de aplicacdo (x*(a), a). Entéo:
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+ .o 4

%9 (N0 0f ox L O
aajaai_ k=16xk6ai da; da;da;
92,99, > 0%, 0x,  d%g,
———+41 + + 2.45
da; da; 1 <k=1 0x,0a; 0a; aajaai> ( )
n
a/lragr_l_/1 azgr axk+ azgr
da; 0a; " k=1axk6ai da; Oa;da;
Portanto, podemos expressar as mxm derivadas 0%¢/ da;j0a; como:
[ 0%¢ 0%¢ 0%¢ 1
| da?  day0m, aam6a1|
| : : o = (2.46)
l 0%¢ 0%¢ J
da,0a,, Oa,da, dag, 1
[ O 0% f *f ] [0x1 0% 0x1
|a 60(1 dx,00, axn0a1| Iaal da, aaml
ll ' 92 f 2 J [6xn 9%, a;'an
0x,0a,, 0x,0a, 0xp0ay,l 10a; Oa, damd, .
[ 0% f 0% f 0% f ]
(')af aazaal aamaal
+ : : : | +
[ 0% f 0% f 0% f J
da0a,, da,0a, dag, 1
[291 99 = 99r] [% o4 %]
|0, 0ay oay | oa; 0ay oa,,
: : : : : : +
agl agz agr 6/17" 6/17" 6/17"
Jda,, Oa, dayl, . L0a; OJa, dapml, .
[ 0%g, 0%g, 0%, ] |’0x1 0x, axl]
0x,0a; 0x,0a, 0x,0a, |6a1 oa, aaml
Ll : : : : :
o%g,  9%gs 929, [% 0xn 6an
0x.0a,, 0x,0a, 0xp0ayl da; Oa, 0aml,



[azgr 9%g, 0%g, 1 0x;  0xy
|6x16a1 dx,00, axn6a1| [aal da,
2 ; ; ; :
ri 0%g, 0%g, 0%g, | Iaﬁ Oxn
10y %0y dxdaml 9@ da,
0%g, 0%g, 0%g,
da? da,0a, oa,,0a,
+A ] ; :
0%g, 0%g, 0%g,
da0a,, da,0a, daj, 1
azgr azgr 0zgr |
daz da,0a, 0,00,
+A,| ; :
0%g, 0%g, 0%g,
0a,0a,, Oda,0a,, dag, 1 .

0xy

da,,

dx,,

da,,

|

nxm
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Escrevendo a matriz 62¢/6aj6ai como ¢,, € escolhendo uma notacao

compativel para as matrizes anteriores, temos que:

0x oA
Paa = fax%"‘faa +ga%

ox
+/11(gl)ax % + et Ar(gr)ax

+/11(g1)aa + -t Ar(gr)aar

gue pode ser reorganizada como:

0x
Jda

dx
Paa = (fax + Al(gl)ax + -t Ar(gr)ax)ﬁ

entao:

d)aa - faa - Al(gl)aa -

Na expressao primal-dual do problema:

O0x
+/1r (gr) ax) %

min¢(a) — f(x, a)

oA
+faa + Al(gl)aa + -t Ar(gr)aa + Ga %;

e Ar(gr)aa = (fax + Al(gl)ax + ..

daA
+ Ja %

(2.47)
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sujeito a
g(x,a) =0,
definimos o Lagrangeano do problema como:
L= ¢(a) - fx,a) = X g(x, ).

Se (x*(a),a) € um minimo local para este problema primal-dual, entdo a
derivada segunda do Lagrangeano L* associado ao problema necessariamente tem

gue ser positiva-semidefinida ou positiva-definida, isto €,
v' L (x* (), @)V = 0,
ou ainda
v' L (x"(a),a)v > 0,
para todo vetor v tal que
V(91 o) (" (@), @)V = 0, ..., V(gy) oy (™ (@), @)V = 0,

onde a notacao V(g.) . «) €sta indicando

_age -
dxq

d9.
dxy,
dg.
day

V(ge)(x,a) =

d9.
L0y, ]

o gradiente em relacdo a todas as variaveis de escolha. A condicao anterior se traduz

em termos dos menores do Hessiano orlado

H = L;tx Lzza Ya

Lix Lia gx]
Ix Ia 0

ou ainda
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991 .. 99r]
L;kclxl o L.;'lxn L;kclal e L;kclam OX1 axl
L;nxl L;nxn L;nal L;nam % agr
0xy, 0xy,
091 . O9r
Lalxl o Lzlxn Lzla . Lzlam 60(1 a(ll
LZtmxl LZrmxn Lgm‘h L;mam % a'gr
oan, oay,
09 . 991 09, . 94
dx, 0x, day dan,
: . : : " : O xr
agr gy g g
9x, 0x, da,y 0am

ondeHé (m+m+r)x(n+m+r).
A condicéo de positiva-semidefinida para £L*’ implica que o menor principal da

matriz acima:

09, 99
’C(*X]_al o L;clam aal aal
L;:mal L(’;mam agl agr
_ da,, day,
|Hyol = a9, oa, , (2.48)
day day,
: . : Orxr
09r 29r
day day,
tem o mesmo sinal que (—1)" ou é nulo.
Como
L= ¢(a) - f(xl a) - Algl('xl a) - = Argr(x; (Z),
entao
oL* ad¢ of 091 29,
= — -4 — =2, :
aai aai aal- aai aai
0L 0% 9 0%g, 0%g,

aajaai B aajaai B aajaai - aajaai ST aajaai'



Desta forma,

L:;a = Paa — faa - Al(gl)aa -

e conclui-se que

ox
Lza = (fax + Al(gl)ax + et Ar(gr)ax)a_a

T /17* (.gr)aa
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(2.49)

Como (x*(a),) € um minimo, entdo L;, € positiva-semidefinida ou positiva-

definida. Portanto, podemos empregar esta condicdo de L;, juntamente com a

expressao (2.49), para obter condigbes sobre as derivadas dx;/da; expressas na

matriz:
[6x1 dx, dx,
Ox* |af¥1 6c.z2 a?m'
oa gy, ox, ox,, |
da; Oda, day,

(2.50)
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3 UM EXEMPLO DE EXTRACAO DE RECURSOS RENOVAVEIS

Para demonstrar o potencial de aplicacdo da metodologia primal-dual dinamica,
Caputo (1990) apresenta um modelo de extracdo de recursos renovaveis em
concorréncia, que sera reproduzido neste capitulo.

O problema de maximizagéo de lucro da firma competitiva extratora de recursos

renovaveis ao longo do tempo é dado por:

+00

(B = maxf [pf(x,k,v,]) —w'v —qlle % dt, (3.1)
0
sujeito a
x=Fx)—f(xkv]I), x(0) = x,, (3.2)
k=1—-6k,  k(0)=k,, (3.3)
onde:

B' =@ w,q,0,6,ky xy) € 0 vetor de parametros exdgenos do problema;

x € 0 estoque instantaneo do recurso renovavel,

k € o estoque instantaneo de capital da firma;

I é a taxa de investimento da firma;

v € 0 vetor de fatores de producdo, com m fatores;

p € o preco de venda do produto/recurso renovavel,

w' é o vetor de precos dos fatores de producao;

q € o preco do capital/investimento;

0 € ataxa de depreciagdo do capital;

d € a taxa de desconto;

k, € o estoque inicial de capital,

X, € 0 estoque inicial do recurso renovavel,

f(x,k,v,I) é afungdo de producao da firma;

F(x) é ataxa de geragdo do recurso renovavel.

n(x, k,v,I) =pf(x,k,v,I) —w'v —ql é lucro instantaneo da firma.

O problema é autdbnomo e de horizonte infinito, possui duas variaveis de estado
(x, k) e m + 1 variaveis de controle (v, I). Devido ao problema ter muitas variaveis (de

estado, controle e coestado), Caputo (1990) comenta que a utilizacdo de outras
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técnicas de analise é de dificil implementacdo, ou até mesmo impossivel em alguns
casos, porém, a abordagem primal-dual dindmica € diretamente aplicavel, produzindo
resultados muito interessantes do ponto de vista econémico. Para extrair as
propriedades qualitativas do problema é feita uma série de suposi¢cdes que,
resumidamente, garantem que o problema tenha solugéo Unica e interior e que seja
possivel a caracterizacao das derivadas de segunda ordem da funcéao valor-6timo.

O Lagrangeano do problema sera idéntico ao Hamiltoniano, pois ndo ha

restricbes do tipo ndo diferencial, entdo o Lagrangeano é dado por:

L=H= e %pf(x,k,v,]) —w'v—ql
+ L [F(x) — f(x, k,v,1)] (3.4)
+ A,[1 - 6K].

Pelo Teorema do Envelope Dinamico, as derivadas parciais de primeira ordem
de J*(B), ou seja, da funcédo lucro indireta neste problema, séo obtidas diferenciando-
se o0 Lagrangeano do problema com respeito aos parametros exdgenos, mantendo as
variaveis de estado, coestado, controle e multiplicadores de Lagrange fixos, entédo
deve-se avaliar estas derivadas nas trajetorias 6timas das variaveis e, finalmente,
integrar o resultado ao longo horizonte planejamento.

Seguindo os passos descritos acima, para o0 preco p temos:

o0H
o _ st
o e °tf(x, k,v, 1),
0H _ \ \ \ \ 35
o R GCHRCHRNCOINCT)) (3.5)
= e %y (6 B).
Para o preco dos fatores w; temos:
o0H
—_ _ _ 6ty
oW, e %y,
3.6
o0H St (3.6)
—| =—e v/ (t; B).

aWi
*
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Para o preco do capital g temos:

ot -t
3 e %],
A
aql, 2
Para a taxa de desconto § temos:
0H
S 6t —w'y —
5 [pf (x,k,v,1) —w'v —ql],
oH
| = —te o (x (& B), K (& ), v (6 B), I (5 B)), (3:8)
—w'v*(t; B) — ql* (t; B)] = —te~%'m* (t; B).
E, finalmente, para a taxa de depreciacéo 8 temos:
OH Lk
ag ~ 20
O = APkt ) &
69 . - 2 rﬁ rﬁ ]

onde o simbolo |, indica que a derivada esta sendo avaliada nas funcfes de trajetoria
Otima das variaveis de estado, controle e coestado.

Integrando (3.5)-(3.9) ao longo do horizonte de tempo, que neste caso € de
zero a infinito obtemos os seguintes resultados pelo Teorema do Envelope Dinamico:

Jp(B) = J e Oty*(t; B) dt > 0, (3.10)
0

Jwi(B) = —jme“” JEpdt<0,  i=1,..m, (3.11)
0

Je(B) = —f+ooe‘5tl*(t; B)dt <0, (3.12)
0

Js(B) = —J e St (t; ) dt < 0, (3.13)
0

5B = — j 2506 Bk (6, B) dt <0, (3.14)
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Os resultados obtidos em (3.10)-(3.12) sdo analogos aos obtidos com o
Teorema do Envelope Estético aplicado a um problema de maximizacao de lucros, no
caso estatico, ao derivar a funcéo lucro em relacdo aos precos dos produtos e dos
fatores de producéo, obtém-se as funcdes de oferta liquida de bens. Este resultado é
também conhecido como Lema de Hotelling, onde uma demonstragédo para o Lema
de Hotelling pode ser vista em Varian (1992, p. 43). E versfes dinamicas da Identidade
de Roy, do Lema de Hotelling e da Equacdo de Slutsky podem ser verificadas em
LaFrance e Barney (1991). Conforme Caputo (1990) deve-se notar que os resultados
obtidos pela aplicacdo do Teorema do Envelope dinamico sao funcdes descontadas
cumulativas e ndo funcfes instantdneas como no caso estatico.

Desta forma, o resultado obtido em (3.10) mostra que a derivada parcial da
funcao valor 6timo J*, em relacdo ao preco de mercado do recurso renovavel p, tem
como resultado a fungdo cumulativa de oferta descontada. De forma semelhante os
resultados obtidos em (3.11) e (3.12) indica que as derivada de J* com relacdo ao
preco do i-ésimo fator de producdo e com relacéo ao preco do bem de investimento,
resultam no negativo das fun¢cdes cumulativas de demanda descontada pelo i-ésimo
fator e belo bem de investimento, respectivamente, o sinal negativo, semelhante ao
caso estético, pode ser interpretado como uma oferta liquida negativa.

O resultado obtido em (3.13) mostra que o aumento da taxa de desconto
provoca uma reducao na riqueza acumulada proporcional ao valor do fluxo de lucros
acumulados descontados e ponderados pelo tempo em que os lucros foram obtidos.
Por fim, (3.14) indica que um aumento na taxa de depreciacao do estoque de capital
6, provoca uma reducdo na riqueza acumulada que € proporcional ao acumulado do
valor presente do custo sombra de aquisi¢céo do capital, pois A5(¢t; §) é o valor presente
do preco sombra (em t = 0) de uma unidade de capital no tempo t.

Conforme Caputo (1990), os sinais das derivadas parciais de J* de primeira
ordem, obtidas em (3.10)-(3.14) séo inequivocos, sendo este um dos motivos pelos
quais “[...] o teorema do envelope dindmico € poderoso e potencialmente muito util em
problemas de otimizagao dindmica”. Além disso, como este problema & “bem
comportado”, por suposicéo, atendendo as condi¢cdes necessérias e suficientes para
a existéncia e unicidade de uma solucdo, sendo uma solucao interior, € um problema

de horizonte infinito, ndo existem restricdes do tipo ndo diferencial, y' = (p,w’, q)
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aparece linearmente no integrando e nao aparece nas equagdes de estado, g, = 0,
ge(x,u, t;7) =0, a’ = (¥',6), € naforma f(x,u, t;a) = e %F(x,u,t; ) com F convexa
em yV B € B(B%e¢), entdo J* € C® e é convexa em no conjunto de parametros
YV B € B(B% &), como enunciado no Corolario 2 de Caputo (1990, p. 674). Por isso,
a matriz J;, (B) € simétrica positiva-semidefinida e c© v B(B%¢), os elementos da

diagonal da matriz J,,, sdo nao negativos, podendo ser derivados de (3.10)-(3.12),

entao:
®) Tty wpac= [ et p
* = — e °ty*(t; B) dt Ef e t—(;p)dt=0 3.15

Jop B ap J, y B . ap B ( )

Fom(B) = —= f " ety (s py dt f st Ty ar s 0

wiw; an' 0 i o aWi (316)

i=1,..m
a +0o + 00 01*

Jaqa(B) = ——f e Ot (;; B dt = —f e St —(t;8)dt >0 (3.17)
dq 0 0 aq

De acordo com Caputo (1990) os resultados obtidos em (3.15)-(3.17) tém uma
interpretacdo econdmica interessante. A equacdo (3.15) revela que a funcao
cumulativa de oferta descontada € ndo decrescente em p. Ou ainda, 0 impacto
marginal descontado de um aumento em p € ndo negativo quando visto sobre todo o
horizonte de planejamento da firma. De forma semelhante, (3.16) mostra que a funcao
cumulativa de demanda descontada € ndo crescente em w;. A interpretacao para
(3.17) é analoga. Este comportamento € analogo ao caso estatico, uma vez que a
demanda por fatores € ndo crescente em seu préprio preco, enquanto a oferta € nédo
decrescente em seu proprio preco.

Caputo (1990) comenta ainda que é importante perceber que a otimizacdo
dindmica n&o exige que a funcao de oferta y*(t; §) seja crescente no preco do produto
para cada t € [0, +0), ou que as fungdes de demanda por fatores v; (¢t; 8) e por bens
de investimento I*(t; ) sejam decrescentes no proprio preco para cada t € [0, +o0),
em contraste com os modelos estaticos. Desta forma, um comportamento que de fato
€ consistente com as implicacdes da teoria econémica dindmica pode parecer ser

inconsistente com a teoria econdmica estatica.
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Devido a simetria de J;, () teremos como resultado as seguintes condi¢des de

reciprocidade do modelo:

S ®)= | ot

+00 68177‘ (318)
=~ " e B (G pyde = [y (B, i= 1, m,
J;;qw)zf -& (t B) dt,
(3.19)
_ f —(t Bt = J34(B),
o (B) = — f
(3.20)
=j =Jiw(B),  i#j=1.,m
Jina(B) = f
(3.21)

]qwl(ﬁ) [ = 1,...,m.

|

De acordo com Caputo (1990), as relagGes de invariancia acima ndo requerem
gue os impactos marginais descontados causados por perturbacdes nos parametros
exdgenos sejam iguais a cada ponto do horizonte de planejamento, mas sim sobre o
horizonte de planejamento como um todo. Desta forma, as implicacbes da
maximizacdo estatica de lucros implicam as relacdes de maximizacdo de riqueza
dadas em (3.18)-(3.21), mas o contrario ndo ocorre.

Caputo explica que a razdo para a estrutura particular de simetria em (3.18)-
(3.21) é exatamente analoga a do modelo estatico de maximizacao de lucros, isto €,
a invariancia da funcéo valor 6timo para a ordem de diferencia¢do (uma vez que J* &
C®), e a natureza linear e conjugada na qual as variaveis de controle e parametros
aparecem no integrando (na funcdo objetivo no caso estatico). O autor finaliza o
exemplo comentando que tal caracterizacdo qualitativa ndo seria possivel de ser
realizada utilizando-se outras abordagens para dinamica comparativa, como

linearizacao e equacdes diferenciais variacionais.
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4 MONOPOLIO DE UM RECURSO EXAURIVEL

Neste capitulo sera analisado um problema apresentado por Hotelling (1991),
onde uma firma detém o monopdlio da extracdo de um recurso mineral exaurivel,
devendo escolher uma taxa de extragédo do recurso ao longo do tempo, de modo a
gue maximizar seu lucro descontado. Como a firma é monopolista, ird se defrontar
com a demanda de todo o mercado para o seu produto, neste caso, o preco do produto
ird variar de acordo com a quantidade extraida/produzida.

O problema da firma consiste em maximizar o valor presente do lucro do

proprietario da mina, com a restricdo de que a quantidade de recursos extraidos da

mina é finita:
+00
1= p@aeas (4.1)
0
sujeito a
+00

j qdt = x,, (4.2)

0
onde:

J € o valor presente do lucro;

q € a taxa de extracao do recurso mineral exaurivel,

p(q) € o preco liquido do recurso extraido;

§ é a taxa de desconto da firma;

X, € 0 estoque inicial do recurso.

Este problema pode ser reescrito como um problema de controle 6timo da

seguinte forma:

T

J*(B) = maxJ n(q,x)e %t dt, (4.3)
0
sujeito a
X =-q, x(0) =x, >0, x(T) =x; =0, (4.4)
x(t) =0, (4.5)

q(t) =0, (4.6)
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T
Xo zf q(t) dt, 4.7)

onde:

J*(B) é o maximo do valor presente do lucro;

B € o conjunto de pardmetros exdgenos do problema;

q(t) é a taxa de extracdo do recurso exaurivel — variavel de controle;
x(t) é o estoque do recurso natural na mina — variavel de estado;
p(q) € o preco liquido do recurso extraido;

6 — é ataxa de desconto da firma;

T — € o horizonte de tempo fixo da firma;

Xo © X7 — Sa0 0s estoques inicial e final do recurso exaurivel.

Hotelling (1991) também propde a seguinte funcdo de demanda inversa:

(1—e7*9)
q )

p(q) = (4.8)

onde K é uma constante positiva. Para cada valor positivo de g a expressao € positiva
e tem derivada negativa. E, conforme g se aproxima de zero, p se aproxima de K, por
isto, conforme Dixon (2012), K é também chamado de preco de estrangulamento,

como pode ser visto no Gréfico 1, para diferentes valores de K.

Gréfico 1 - Comportamento da fun¢éo de demanda inversa.

2 T T T T T
K=20
K=15
K=1.0
1.5 K=05|
= 1L il
o,
0.5 \ ]
0 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaboracao propria (2018).
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Hotelling (1991) demostra o comportamento de p(q) ao substituir a expansao
de Taylor de e %7 em (4.8), obtendo p(q) = K — K?q/2! + K3q?/3! ..., tal que p(0) =
K.

Considerando a funcéo de demanda inversa apresentada em (4.8), o lucro em

funcdo da quantidade n(q) fica:
m(qg) =1—e7Kq, (4.9)

onde para valores grandes de g o lucro sera unitario e zero para g = 0, como pode

ser verificado no Grafico 2, para diferentes valores de K.

Gréfico 2 - Comportamento do lucro da firma em funcdo da quantidade.

1 ; —
0.8 —
0.6 -
=
S
0.4 -
K=2.0
0.2 K=15| |
K=1.0
K=0.5
0 1 1 l I L
0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaboragéo propria (2018).

A seguir sera apresentada a solucdo do problema de controle 6timo utilizando
Principio do Maximo e apés serdo analisadas as propriedades de envelope de J* a

partir do Teorema do Envelope Dinamico.
4.1 A EXTRACAO OTIMA DO RECURSO EXAURIVEL EM MONOPOLIO

Nesta secdo vamos resolver o problema de controle 6timo apresentado em
(4.3)-(4.7). O problema sera resolvido com base nas teorias sobre controle 6timo e
exemplos de Chiang (2000), Kamien e Schwartz (2012), Léonard e Long (1992),
Caputo (2005) e no trabalho de Dixon (2012).
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O Hamiltoniano de valor corrente que maximiza (4.3) com variavel de coestado

m(t) é definido como:
H(q(®),x(t),t,m) = m(q(t),x(t),t) —m(t)q(t), (4.10)

onde a variavel de coestado m(t) = A(t)e% é interpretada como o valor corrente do
preco sombra do estoque do recurso nao renovavel ainda ndo extraido no instante t
e A(t) é o preco sombra de valor presente do recurso.

As condic¢des de primeira ordem, necessarias para que o problematenha

solucéo séo dadas por:

H, =mn, —m(t) <0, q(t) =0, H,q(t) =0 (4.11)
x(t) = —q(t), x(0) = x,, x(T) =xr =0, (4.12)
m@)=ém(t)—H, e Tm(M=0 e Tm(T)x(T)=0, (4.13)
onde:
g - H@®.x®.tm) - on(q(®),x(6),0)

“ dq = dq '

g - 9H@®.x©.tm) - onq®),x(®),0)

x — =T = .

dx dx

De (4.11) temos que como q(t) = 0, entdo para que ﬁqq(t) = 0 seja satisfeito,
Hq deve ser igual a zero, portanto, m, = m(t). Derivando este resultado em relagéo a
t, obtém-se 17, = m(t). Dividindo a primeira equacao de (4.13) por m(t) e substituindo
H, por m, obtém-se:

m(t) Tox
m@® ~ ~  m

<§, (4.14)

Conforme Caputo (2005), esta é a versédo generalizada da regra de Hotelling,
desta forma o lucro instantaneo da firma depende da taxa de extragdo, assim como
da quantidade do estoque do recurso exaurivel no solo. Caso m, = 0, temos que
m(t)/m(t) = 6.

Para resolver o problema de controle 6timo apresentado, sera utilizada a funcéo

de demanda inversa proposta por Hotelling (1991), conforme (4.8), onde p(q) € o
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preco liquido do recurso. Desta forma obtém-se uma forma funcional para o lucro da

firma:
m(q®) =p(q®))q(®) = 1 - e7¥I®. (4.15)
Ent&o temos que:
Ty = m(t) = Ke Ka® (4.16)
ity = m(t) = —K2q(t)e K1® (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.14) e ainda considerando que m, = 0 temos:

m(t) :
m = —KCI(t) = 4.

Isolando ¢(t) no resultado acima obtemos ¢(t) = —6/K e de (4.12), temos

ainda x(t) = —q(t), portanto:

6

£ = =40 =

Resolvendo esta equacéo diferencial temos:
4 2

Utilizando as condic¢@es inicial e final de x(t), resulta em:

2 —
B[R L% PO

Como q(t) = —x(t), entdo derivando (4.18) em relacdo ao tempo e

multiplicando por -1 temos:

q(t) = %{—t +%[<m>%+ Tl} (4.19)

Desta forma, o valor corrente do preco sombra m(t) fica:

_8[(2K(xo=x1)\1
() = ke AU 5] oot 2 apyent (4.20)

my =1
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Os resultados obtidos em (4.18) e (4.19) séo as solucdes para o sistema de
equacdes diferenciais formado por ¢(t) = —6/K e x(t) = —q(t). Estas sédo as
solucbes para o problema irrestrito, pois ainda nédo foram avaliadas nas restricbes
impostas ao problema, apresentadas em (4.5) e (4.6), onde exigem que x(t) =0 e
q(t) = 0 paratodo t € [0,T]. O Gréfico 3 e o Gréafico 4 apresentam o comportamento
da variavel de estado x e da variavel de controle ¢ dado um horizonte de extragdo T
dos recursos. Como pode ser visto nos dois graficos, ha um horizonte de tempo T
representado por T* onde as condicdes x(t) = 0 e q(t) = 0 paratodo t € [0,T*] sdo
respeitadas, representado pelas curvas em linha sélida, sendo que ao final do periodo
tanto x quanto g sdo iguais a zero. Nos gréficos, sdo representados outros dois casos,
no primeiro a firma escolhe um horizonte de tempo menor do que T*, digamos T, =
T*/2. Neste caso ao final do periodo de extracdo T,, x ser4 maior que zero e q sera
igual a zero, onde novamente as restricbes do problema sdo respeitadas. Ja no
segundo caso, com T; = 3T*/2, ao final do periodo de planejamento q seré igual a
zero e x sera negativo, portanto a condicdo x(t) = 0 ndo é respeitada neste caso. Na
verdade, a condi¢do x(t) > 0 seré satisfeita para escolhas de T entre zero e um certo
T*. No caso de escolhas de T maior que um certo T*, 0 estoque de recursos x se
esgotara antes do horizonte de tempo de finido pela empresa. Conforme observado
no gréfico, escolhas de T € [0,T*] fardo com que a restricdo g(t) = 0 seja atendida
paratodot € [0,T], com q(T) = 0.
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Grafico 3 - Comportamento da variavel de estado x(t, T) sem restricdes.

2(t,T),T = T*
— — =zt T),T<T"
— — =2, T),T>T"
Xpe =0 i
: - xr, <0 _
| ] - ] | - —— - e —
0 20 40 T 60 go T° 100 T; 120

Fonte: Elaboracao propria (2018).

Gréfico 4 - Comportamento da varidvel de controle q(t,T) sem restri¢cdes.

™~ - : :
\ -
= ~ E Q(th)vT:T*
2 — —qt, ), T <T"
1
0 forrrrerrrrnnrenrenre TR AL T ST e T e
1 : :
T~ :
=~ < 2qT3) <0
_2 L = ™~ ~
| Lo | | : | : | ~ -
0 20 40 T 60 g0 T° 100 T3 120

Fonte: Elaboracao propria (2018).

Como ja vimos, o valor presente do lucro acumulado da firma € dado por:

T
] = f (1 — e‘Kq(t))e‘& dt
0
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Antes de calcular o valor presente do lucro da empresa, vamos considerar a
possibilidade de ocorrerem situacdes em que a empresa pode encerrar as operacoes
antes do planejado. Uma das razdes € que sua estimativa de estoque inicial de
recursos x, tenha sido muito otimista, desta forma o estoque de recursos se esgotara
antes do previsto, conforme o segundo caso analisado acima. Entdo o limite superior
de integracao utlizado sera T,, podendo ser, a principio, menor ou igual ao T

escolhido pela firma. Assim, o valor presente do lucro da firma fica:
T,
= f (1 —eK)e-dtqt
0
T, 2K(x9—xT1)\1 1.
= -]- (1 — 65[ 2( g L ) ]) _Stdt
0
-6t 2K(xg—x7)\1 1
[

J = ;{1 — e 0T — 6Tye 2[(M)T+T]} (4.21)

A expressao obtida para J em (4.21) esta em funcéo de todos os parametros
exdgenos do problema, porém, ainda ndo nos da o lucro maximo, sendo necessario
aplicar as restricbes do problema.

Para T finito temos que e %"m(T) >0, entdo para que a condicéo
e Tm(T)x(T) =0 em (4.13) seja satisfeita, é necessario que x(T) =x; =0. A
interpretacdo econdmica para esta condicdo de transversalidade é de que para que
se obtenha o valor maximo de J, ou o estoque de recursos se esgota no instante final
T, ou o preco sombra serd nulo, ou ambos, ndo sendo fisica ou economicamente
viavel prosseguir com a extracdo do recurso. Neste caso a condi¢do de lucro maximo
€ gue o estoque de recursos x se esgote exatamente ao final do periodo de extracéo.
Desta forma, como x esta sujeito a restricdo, a condi¢do de transversalidade sobre o

Hamiltoniano fica e “8TH(T) = 0, onde:

H(T) = H(q(®),x(®),t, m)c=r.

Temos que para T finito, e7%" > 0, como a condicdo H(T) =0 deve ser

satisfeita, entao:
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HT) =1-e XD _m(T)q(T) =0

Desta forma, a solu¢édo da equacgéo acima é obtida quando q(T) = 0. Portanto,
temos duas restricdes que ainda devem ser satisfeitas para encontrar a solugcéo do
problema de controle 6timo, uma sobre q(T) e outra sobre x(T). Resolvendo a

restricdo para q(T) temos que:

6T

@=L =+l
P =" T Ho T Xr)E o =

Isolando T na equacéo acima obtemos:

T = /w (4.22)

A equacao obtida acima restringe o horizonte de tempo T que a firma deve
utilizar para que a condicdo x(t) >0 seja respeitada, em fungdo dos demais
parametros exogenos K, &, x, € xr, implicando q(T) = 0, desta forma, caso a firma
escolha deixar uma quantidade final x; > 0, basta substituir o valor de x; desejado e
calcular o horizonte de tempo de suas operagdes, neste caso a firma ndo obtera o
lucro maximo.

Avaliando o resultado obtido em (4.21) em T = T obtido em (4.22) e substituindo
2K (xy — x7)/68 por T? temos:

172 1~

1 _§(2 4L 1 -

J=5[1- e T — §T,e 5<2 T +2T)l =5 (1—e9T — 8Ty e7%T). (4.23)
Como ainda temos uma restricdo sobre x;, dada por x; = 0 para que seja

satisfeita a condicdo de transversalidade em (4.13), avaliando (4.22) em x; =0,

resulta em:

2Kx

5 (4.24)

T*(a) =

que é o horizonte de planejamento que deve ser utilizado pela firma para que se

obtenha o lucro maximo, onde a = (K, §, x).
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Fazendo x; = 0 em (4.22), ou de forma equivalente substituindo T por T*

obtemos:
=1 —6T: -8T*
J = 5(1 —e %1 —§T,e ) (4.25)

E finalmente, substituindo o limite de integragéo superior T; por T*, obtemos

uma expressao para o lucro maximo da firma, dado por:
1 * *
J(a) = 5(1 — 70T — §T*e~9T). (4.26)

O resultado obtido acima € a solugcdo para o problema de controle 6timo
apresentado em (4.3)-(4.7) com a funcdo de demanda inversa dada por (4.8).

Avaliando as expressoes (4.18)-(4.200em T =T* e x; = x; = 0, resulta em:

x*(t,a) = %% (t—T"?, t €[0,T*] (4.27)
q (t,a) = —%(t —T*) = —x"(t), t €0, T"] (4.28)
m*(t,a) = 2*(t,a)e¥t = Ked(t-T7), t €[0,T*] (4.29)

O Grafico 5 apresenta o comportamento da variavel de controle g em relacao
ao estado x em suas trajetérias 6timas em funcédo dos parametros K, § e x,, onde o
estado inicial é dado por x*(0,a) = x,, 0 valor do controle inicial dado por ¢*(0, @) =

6T*/K e os valores finais dados por x*(T*,a) = 0e q*(T*,a) = 0.
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Grafico 5 - Comportamento da variavel g em funcéo da variavel x.
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Fonte: Elaboragao propria (2018).

Os resultados (4.24) e (4.28) sdo exatamente os mesmos obtidos por Hotelling
(1991, p. 290), mas o autor ndo explicita uma funcdo para o comportamento do
estoque de recursos ao longo do tempo, nem uma funcgéo para J*. Dixon (2012) resolve
este mesmo problema e algumas variagoes, apresentando os mesmos resultados que
0s obtidos em (4.24), (4.26), (4.28) e (4.29), apesar do autor também resolver o
problema de controle 6timo, seguimos um caminho diferente, onde a solucéo (parcial)
irrestrita para o problema € explicitada e as restricbes sédo aplicadas ao final,
permitindo avaliar também situacdes fora do 6timo ao relaxar as restricdes impostas
sobre T e xy.

Como vimos, para obter o lucro maximo, a firma deve escolher um horizonte de
operacao dado por T* definido em (4.24), em fun¢éo dos parametros exdégenos K, 6 e
X0, além disso, ao final do periodo de opera¢cbes da empresa, x deve ser igual a zero.
Porém, se a empresa escolher um valor de T diferente de T*, teremos dois casos fora
do 6timo, sendoeles T<T*eT >T".

Como ja vimos ao analisar o Grafico 3 e o Gréfico 4, caso T escolhido seja
menor do que T*, ao final do periodo teremos q(T) = 0 e x(T) > 0.

Da expressao (4.21) para J, fazendo o limite de integracdo igual a T, e
substituindo x; por x; = x, — 6T?/2K, que é obtido isolando-se x; em (4.22), entdo

temos:
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JB) = %(1 —e 9T —4Te™%T), T <T*(a). (4.30)

Neste caso a firma pode ter uma concessdo temporaria para explorar os
recursos, avaliando o lucro obtido neste periodo. Alternativamente a firma pode
desejar deixar uma quantidade final de recursos x; > 0, entdo basta calcular o periodo
de tempo em que ir4 realizar suas operacdes de extracao utilizando a equacao (4.22).

No segundo caso fora do 6timo, temos a situacdo em que o estoque de recursos
x, exaure-se antes do planejado pela firma, digamos no instante T;, entdo x(T;) = 0,
para T; < T* < T. No momento em que o estoque de recursos acaba a empresa
devera encerrar suas operacdes, entdo, o fluxo de lucros da empresa devera ser
computado até o instante T;, que serd o limite superior da integral conforme
procedemos em (4.21). Devemos, primeiramente, encontrar o valor de T;. Entéo,
substituindo t por T; em (4.18), substituindo x; por x, — 6T?/2K, que é o valor de xp

para o qual q(T) é zero, e isolando T; obtemos:
T,(B)=T—T2—-T*2, T=T*(a) (4.31)

Substituindo x; por x, — §T2/2K em (4.21) temos:
. 1
JB)=5(1-e?n® 61 (e”®),  T=2T". (4.32)

E finalmente temos que ](ﬁ)|T=T*(a) = ](ﬁ)|T=T*(a) = J*().
4.2 AS PROPRIEDADES DE ENVELOPE DO PROBLEMA

Para analisar as propriedades de envelope de J*, pelo Teorema do Envelope
Dinamico, conforme o resultado obtido em (2.39), as derivadas parciais de primeira
ordem devem ser calculadas diferenciando o Lagrangeano associado ao problema de
controle 6timo diretamente com respeito ao parametro de interesse, mantendo as
variaveis de estado, coestado e controle e os multiplicadores de Lagrange fixos e
entdo avaliar estas varidveis ao longo da trajetéria Otima destas variaveis e,
finalmente, integrar o resultado ao sob o horizonte de planejamento, conforme o

procedimento apresentado por Caputo (1990).
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Neste problema, como ndo ha restricbes ndo diferenciais, Lagrangeano sera

exatamente igual ao Hamiltoniano do problema:
L=H= n(q)e % —1qg = (1 — e K05t — )q. (4.33)
Realizando o procedimento descrito para o parametro K obtém-se:

0H _on(q) _s

K~ ok © e
Z_Z = q*(t; a)e—Kq*(t;a)e—St
™" om
Jx (@) =f ﬁ(q*(t; a))e ot dt
0

5 (4.34)
= j q*(t; @)e KT D=8t g > 0
0

Repetindo o procedimento para §:

H 9(me5t
(;_6 - % = —n(q)te™%" = —t(l — e-Kq(t))e—ac
O0H

— —t(l _ e—Kq*(t;a))e—6t

a5

*

-
J1s(B) = —f tn(q*(t; @))e % dt
- (4.35)
= —J t(1— e KT ED)e=dtgr < 0
0

Os resultados obtidos em (4.34) e (4.35) através dos valores 6timos das
derivadas parciais de primeira ordem séo fun¢gdes cumulativas descontadas. Em um
problema de maximizacao de lucro da firma competitiva como o exemplo de Caputo
(1990), derivando-se J* em relac&o ao preco de mercado do produto, resulta na funcao
de producgéo cumulativa descontada.

No problema analisado, a funcdo cumulativa obtida em (4.34) indica que
derivando-se J* em relacdo ao preco de estrangulamento K, obteve-se uma funcéo
cumulativa, na qual a funcdo de oferta 6tima € ponderada por um termo igual a
e K40 Este termo é igual exatamente igual a derivada de p(q; K) em relacdo a K,

dp/0K =e XD para valores pequenos de g*(t; «), proximos a zero e X4 @) ge
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aproxima da unidade e o preco p(q;K) se aproxima de K. Entdo para valores de
q*(t; a) proximos a zero a variacdo do lucro 6timo em resposta a variacdo do
parametro K € semelhante a resposta da variagdo do preco p exdgeno. Se
substituirmos g* do expoente no termo e ¥4 @ o integrando em (4.34) fica no
formato q*(t; @)e~%T", entdo Ji () fica:

T*

Ji(@) = e f ¢* (6 @) dt = x* (0; e~

0
~_— —

X0

Como j& vimos, na trajetéria 6tima, a producao acumulada em todo periodo de
operacdo da empresa é exatamente igual ao estoque inicial x,, a variagdo do lucro
devido a uma variacdo no preco de estrangulamento, é proporcional a esta variagao,
ao estoque inicial e a um fator e7%7", ou seja, toda a quantidade acumulada de
recursos extraidos igual a x,, ao final do periodo, trazida a valor presente.

O resultado obtido em (4.35) mostra que a reducao no lucro acumulado, pelo
aumento da taxa de desconto é proporcional ao fluxo de lucro acumulado, ponderado
em cada instante pelo tempo em que o lucro é recebido, em cada instante, semelhante
a interpretacéo apresentada no exemplo de Caputo (1990).

Para encontrar a variagao no lucro causada por um aumento no estoque inicial
do recurso x,, deve-se avaliar o valor da variavel de coestado no instante t = 0, dada
sua funcéo de trajetoria 6tima, conforme o resultado obtido em (2.41) para o Teorema

do Envelope Dinamico:
Jxo(@) =27(0,a) > 0 (4.36)

A variacao do lucro em fungcédo do aumento do valor do horizonte de tempo T é
obtida avaliando-se o integrando da funcé&o objetivo em T, conforme o resultado obtido

em (2.40), para o Teorema do Envelope Dinamico:

Jr(@) = n(q(T;@))e™®T = 0 (4.37)
De (4.36) temos que a variagdo do lucro em resposta a uma variagdo marginal
na quantidade inicial do estoque do recurso € proporcional ao pregco sombra de valor

presente no instante inicial. E de (4.37), temos que a variacéo do lucro em funcéo da
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variacdo do horizonte de tempo escolhido pela firma € igual ao valor do lucro

instantaneo em T, trazido a valor presente.
4.3 VALIDACAO DAS DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secdo serdo validadas as propriedades de envelope obtidas na secao
anterior, comparando-se os as integrais dos resultados obtidos em (4.34), (4.35),
(4.36) e (4.37), avaliadas nos valores 6timos obtidos, com as derivadas de primeira
ordem de J* para cada um dos parametros exdégenos do problema.

De (4.34) temos que a derivada de J* em relagdo ao parametro K, avaliada em
q*(t; a) obtido em (4.28) e T*(a) obtido em (4.24) é dada por:

T*

Jx (@) =j q (t a)e K& Ga)p=6t gt
0

s (T .
=_j (T*(a) — De~5T"dt
K 0

5 £2 T
—_ *g 6T
“2|(re=%)e,

) T*?(a) .
— *2 —-6T
"K (T 2 ) ¢

T2
K °

-6T”"

Temos que T*?(a) = 2Kx,/8 entdo substituindo no resultado acima obtemos:
Ji(a) = x,e~ 57" > 0, (4.38)
como ja haviamos antecipado. Derivando J* em relacdo ao parametro K temos:

U@ _19

Jk(@) === =53k

[1—e7T"(1+6T)]

[—e=8T"(=8Tg)(1 + 8T*) — e 5T (6TR)]

[e=0T" (8T3 (2 + 8T*) — 8T%)]

[e=0T" 62T T*|
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Derivando T*(a) em relacdo a K temos que:

-1/2 X
0 4-39
6T ( )

12xy (2K x,
o =35 ()
K(a) 58 5

Substituindo Tk (a) no resultado anterior obtemos:

Xo

1
* _ _|,-6T" g2
Jila) = a[e 5T

— -8T*
T*] = Xxpe ,

gue € exatamente o0 mesmo resultado obtido em (4.38).

A partir de (4.35) vamos calcular o valor de J5(a), entéo:
T" i
Ji(@) = _f (1 e KT@D)ge=ot gy
0

-
= —f (te™® — te™®T")dt
0

+—+

Ite—at o5t tze—arr*
= 2
0 1) 2 0

(L, T T e 1
275 T2 )¢ 5% (4.40)

O sinal do resultado obtido em (4.40) ndo € claro no arranjo em que se encontra.
Mas podemos rearranjar o resultado obtido em de uma forma mais conveniente,

colocando 1/8% em evidencia na expressao:

1
Js(a) = 52

(1 +8T" + (67;)2> e 8T — 1]. (4.41)

De (4.41) nota-se que para que Js(B) seja positivo € necessario que
(14 6T*+ (6T")?%/2)e %" seja maior do que 1, e para que essa condicdo seja
atendida, é necessario que (1 + §T* + (6T*)?/2) seja maior do que e%7".
Para verificar esta condicdo podemos tomar a expansdo de Taylor para e
como artificio, entao:
R Nk _1, 01 T (oT)

¢ = o o171 2 6

n=0
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Com isso, vemos claramente que a expressao (1 + 6T* + (6T*)?/2) em (4.41)
tem exatamente os trés primeiros termos da representacéo de %7 (*) em expansdo
de Taylor. Como todos os termos da expansao sdo positivos, pois 6T* é positivo, entdo

e%T" é inequivocamente maior que os trés primeiros termos da expans&o, com isso
verificamos entéo que J3(f) < 0.

Agora vamos verificar o valor de J3(B) derivando J*(8) em relacéo a §:

& fsa) 6 [5 (% * T)]

. 1
[—— +e T (T* + 8T) (—

5
1
_e_aT( 62+T5)]

Calculando Ty (a) temos que:

Js(a) =

+17)

1
) 1 1 (2Kxo\ "2
T5(@) = 5 (~1)2Kx (=) o
11T '

28 T+ 26

Entdo, substituindo (4.42) em no resultado anterior temos:

1 T /1 1 T
—l_— -8T * - *«)\ _ =0T " (__— _
J3(@) = [ 27 ¢ <2T 2)<5+T) ¢ ( 52 25)]
1 T T 1
4y ),-O0T _
_<52+5+2>e 5%
gue € exatamente o0 mesmo resultado obtido em (4.40).
De (4.36) temos que Jy (@) = 1"(0,a) e de (4.29) temos que A°(t) = Ke™oT",
que e constante para todo ¢, entdo Jy (a) € dado por:
Jip(@) = 2°(0,@) = Ke™®T". (4.43)
Derivando J*(a) em relagéo a x,, obtemos:

() 1 0 P .
Jx, (@) = oxe 59, [1—e 97" (1+6T")]

1 * *
= = [0T5,e ™7 (1 +6T7) — e 70T W4Ty
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Derivando T*(a) em relagdo x, temos:

1
12K\ 2Kx\"2 K
A =E(T)< ; 0) T ST (4.44)

Substituindo na expresséo anterior temos:

]xo(a)——ie_” (14 6T*) —e™d ] 6[ e~ T (@ g w.15)

— p,—6T*
= Ke ,

encontrando um resultado idéntico ao obtido em (4.43).

De (4.37) temos que:

Ji(@) =m(q"(T*(a);a))e™"" = (1 = e~Ka @@ )e=oT
= (1 - e @-TD)e=0T"(@ = (1 — 1)e~T" (4.46)
= (O)e_aT*(a) = 0

O resultado obtido em (4.46) indica que a derivada do lucro avaliada em T*(a)
é zero, ou seja, para T = T*(a) temos o lucro méximo e o sinal da derivada deve
mudar com T § T*(a). Derivando J*(a) em relagédo a T, obtemos J;(a) = 0, dado que
T*(a) néo foi escolhido livremente pela firma e sim como funcédo de K, x, e §. Para
verificar o sinal da derivada no entorno do ponto 6timo, derivando J(8) apresentado

em (4.30), emrelacdo a T:

Jr(B) = { [1—ed7(1+ 5T)]} L [5e-0T(1 + 6T) — 5007

= e“ST(l + 8T) —e=8L = §Te 9T

(4.47)

O resultado obtido em (4.47) indica que para valoresde T < T*(a), um aumento
marginal no horizonte de tempo T impacta em um aumento no valor presente do lucro
proporcional a §Te~%T. Ou ainda, uma reducdo marginal de T em relacdo ao valor
otimo T*(a), implica uma reducdo no valor presente do fluxo de lucros da firma
proporcional a 8Te~%T. Substituindo T; por T em (4.21) onde obtivemos uma

expressao para J, sem a aplicagao das restricdes e derivando a em relagdo a T, temos:
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T
_ M 1 el 2K (xq — x7) )
-ore W ()

entdo, escolhendo T? = 2K(x, —x;)/8 e substituindo 2K(x, —x7)/8 por T2,

independente de x; ser igual ou maior que zero, temos:
17?2 +ir 172 41 2
O S Ll

1
— E{sg—é‘T _ §9—5T _ (STB_(ST(O)} — 0'

(4.48)

Como a derivada de J* em relagdo a T é zero no 6timo e positiva para valores
de T < T*(a), implica que a derivada € nao positiva (< 0) paraT > T*(a).
Vamos verifica ainda as elasticidades de J* em relacdo aos parametros

exdgenos K, § e x,. A elasticidade de J* em relacdo ao parametro K € dada por:

@5 _ K(xoe—é'T*) _ 6Kx, (4 49)
OKJ" Ly _e-sr(1 57y €7 —(1+8T) |

1
)
E elasticidade de J* em relagdo ao parametro x, € igual a:

aJ* x, xo(Ke™°T") SKx,
__* = = ST _ £’
axo] %[1 _ e—6T*(1 + (ST*)] e T (1 + 6T )

(4.50)

exatamente igual a elasticidade de J* em relacdo a K obtida em (4.49), sendo ambas
positivas. Ou seja, uma variacao percentual de K, digamos de AK = 1%, causa a

mesma variacdo percentual AJ* em J*, que € causada por uma variacdo Ax, = 1%,
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A elasticidade de J* em relacéo a é é dada por:

o s 5{% [(1 +0T" +(62—*)2>e—”* - 1]}

s J* 1

51— e 7" (1+6T7)]
i [e”* _ (1 +OT + (57;)2)] (4.51)
T [€5T" — (1 + 6T%)]
~ (8T*)2/2 ~ 5K x, .
T[T —(1+6TY)] [T — (1 +6T9)]

gue é igual ao valor das elasticidades de /* em relacédo a K e x,, obtidas em (4.49) e
(4.50) menos 1.

Nesta secdo validamos os resultados do Teorema do Envelope Dinamico
através da derivacao direta da funcéo valor-6timo J* e verificamos que os resultados
obtidos séo equivalentes, na proxima secdo faremos um exercicio numérico e
verificaremos graficamente a tangéncias das curvas em relacdo a variagdo dos
parametros na vizinhanca de um conjunto inicial de parametros g°, ao avaliar as

derivadas obtidas nestes valores iniciais.
4.4 UM EXERCICIO NUMERICO

Nesta secdo, vamos verificar graficamente o comportamento das variaveis
Otimas obtidas na resolu¢cdo do problema de maximizacdo da firma monopolista
extratora de recursos exauriveis. Além disso, vamos verificar também o
comportamento do valor presente do lucro da firma em resposta a variagcdes na
vizinhanca de um conjunto de parametros, digamos S° = (K%, 6% xJ,T°). Definimos
como a vizinhanca de B° a bola aberta de centro 5° e raio € > 0, representada por
B = (B%¢9).

Primeiramente vamos definir os valores de K° = 4, §° = 0.1, x) = 100 e x2 = 0.
O valor de T?* foi calculado utilizando-se (4.24), resultando em 89,44 e o valor de J*
para este conjunto de parametros é J* = J(5°) = 9.987. No Gréfico 6 pode ser visto o
comportamento da variavel de controle g(t), da variavel de estado x(t), do preco p(t),

do lucro m(t) e do preco sombra de valor corrente m(t) ao longo do horizonte de
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planejamento da firma, onde os valores de x(t) estédo representados pela escala ao
lado direito, e os valores das demais variaveis, represntadas pela escala da esquerda.

A guantidade de recursos extraidos q(t) decresce a uma taxa constante §°/K°
igual a 2,5x1072, iniciando com valor dado por §°T%*/K° = 2,24 e finalizando o periodo
de extracdo com valor igual a zero. O estoque de recursos x(t) inicia com valor xJ =
100 e reduz-se a medida que os recursos vao sendo extraidos, onde no final do
periodo o estoque de recursos exaure-se totalmente. O preco p(t) inicia o periodo
com seu menor valor, onde p(0) = 0,45, e vai subindo a medida que q(t) cai,
chegando ao seu valor maximo K° = 4 ao final do periodo, quando g(t) é préximo a
zero.

O lucro w(t) € aproximadamente constante igual a 1 até que q(t) cai abaixo de
1 e p(t) supera a unidade, no ponto onde as trés variaveis “se cruzam”. Assim, o lucro
passa a cair, chegando a zero ao final do periodo. O preco sombra de valor corrente
m(t) € proximo de zero enquanto o lucro instantaneo é unitario, pois, neste caso, um
aumento no valor de g néo reflete 0 aumento do lucro. Quando o lucro instantaneo cai
abaixo da unidade, aumentos marginais em g refletiiam um aumento no lucro, assim,

m(t) passa a subir, atingindo seu valor maximo K° = 4 ao final do periodo T°*.

Gréfico 6 - Comportamento das variaveis q(t), p(t), m(t), m(t) e x(t).

n 100

80

q(t), p(t), m(t), m(t)

20

Fonte: Elaboragéo propria (2018).
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Vamos comparar o comportamento do valor presente do lucro J(8) no entorno
de J(B?), variando cada um dos parametros e considerando primeiramente, que T* =
T(K,¥8,x,), ou seja, T ndo € livremente escolhido pela firma.

Inicialmente vamos variar K no entorno de K° mantendo § = §° e x, = x,
calculando Ty = T(K,5° x)), para cada valor de K, e entdo, calcular J(8) para cada
conjunto de parametros. O Gréfico 7 apresenta o comportamento do valor presente

do lucro em resposta as variagdes no parametro K.

Graéfico 7 - Variacdo de J* em resposta a variacdo marginal de K.
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Fonte: Elaboragéo propria (2018).

A reta que tangencia a curva no ponto (K°J(8°) tem inclinacdo 0d]/0K,
avaliada em (°. Para o conjunto de parametros escolhido, o valor de d//dK calculado
por com base em (4.38) foi de 1,3x10~2. Desta forma, para uma varia¢do marginal de
K igual a AK, a variagdo de J é A] = 1,3x1072AK. Ou seja, para variagées pequenas
de K, a variacdo de | é dada aproximadamente por AJ] = (d]J/0K)AK. O Grafico 8
ilustra uma variacdo de AK de 20%, podemos ver que conforme AK = K! —K?°
aumenta, a reta secante (tracejada) com inclinacdo AJ/AK, que passa pelos pontos
(K% J(B%) e (KYJ(BY)), se distancia da reta com inclinacdo d//dK. Para uma
variacdo AK = 1%, o valor obtido para A] = J(B1) — J(B°) foi de 5,1x10~*, resultando

em um valor de AJ/AK = 1,28x1072, bastante préximo ao valor calculado para 9] /0K,



60

avaliado em B°. Enquanto que para uma variacdo AK = 10%, o valor obtido para
AJ/AK foi de 1,06x1072, aproximadamente 20% inferior a 8/ /9K.

Gréfico 8 - Variagdo J* em resposta a variagdo de K.
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Fonte: Elaboracao propria (2018).

A analise para a resposta de /() em relacdo a variacdo do parametro exdgeno
&, ou seja, a taxa de desconto, € semelhante a realizada para o parametro K. O valor
de d//968, dado por (4.2) e avaliado em B° foi de aproximadamente -99,35, o que
significa que um aumento marginal em § provoca uma reducdo em J dada por A] =
—99,35A4, indicando uma grande sensibilidade do valor presente do lucro as
variacdes na taxa de desconto §. O Gréfico 9 ilustra uma variagdo AS de 20%,

provocando uma reducédo em J de 16,6%.
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Grafico 9 - Variacdo de J* em resposta a variacéo de 6.
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Fonte: Elaboracgéo propria (2018).

A inclinacdo da reta tangente ao ponto (K°,J(8°)) é negativa e igual a d//d6,
em conformidade com os resultados obtidos anteriormente. Na vizinhanca de £°, uma
variacdo de 1% em §, causa uma variagdo proxima a -1% em J, representando uma
elasticidade de aproximadamente -1. Para esta variacdo de §, o valor de AJ/Ad
encontrado foi de -98,4, bastante proximo ao valor de d]/d6.

Para o parametro exdgeno x,, o valor de AJ/Ax, dado por (4.43), avaliado em
B° é positivo, conforme ja verificado, e igual a 3,49x10~*. Desta forma uma variagdo
de x,, Ax, na vizinhanca de B° provoca uma variagdo em J de AJ = 3,49x10™*Ax,.
Semelhante ao verificado para o parametro exégeno K, e ao contrario do parametro
&, a sensibilidade de J a variacdes de x, € muito pequena. As elasticidades calculadas
de /] em relagdo aos parametros K e x,, para ° foram ambas iguais a 5.2x1073,
enguanto a elasticidade em relacédo a & foi exatamente 5.2x1073 — 1, o que esta de
acordo com os resultados obtidos em (4.49), (4.50) e (4.51).
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Grafico 10 - Variacdo de J* em resposta a variacdo de x,
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Fonte: Elaboracao propria (2018).

Agora vamos considerar que a firma pode escolher um horizonte de
planejamento diferente de T*(«a), consequentemente a taxa de extragdo dos recursos
q(t) sera afetada pela decisdo da firma e, consequentemente o valor de J também. E
possivel que a firma ndo consiga estimar com exatiddo a quantidade inicial do estoque
de recursos x, e, desta forma escolha um horizonte de tempo T maior ou menor do
que T*(a). O Grafico 11 apresenta o comportamento de J a variagbes de T, onde para
valores de T menores que T*(a), a inclinacdo da curva nas proximidades do ponto
(T°,J(B®)) é aproximadamente 8Te~%T, que avaliado em £° tem valor de 1,2x1073,
gue foi exatamente o valor de AJ/AT para uma reducdo de 1% no valor de T. Nesta
situacdo, o horizonte de tempo escolhido para a extragéo dos recursos resulta em uma
taxa q(t) de extracdo dos recursos menor do que g*(t; a), ao final do perido q(T?')
sera igual a zero, porém, xr, sera maior que zero e o lucro obtido sera menor que o
valor 6timo J* que é obtido com o conjunto de parametros f°. Com T = T*(a), ao final
do periodo de planejamento, o valor da variavel de controle g sera igual a zero e o

valor da variavel de estado x também seré igual a zero.
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Gréfico 11 - Variag&o de J* em resposta a variagdo de T, para T < T°.
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Fonte: Elaboracao propria (2018).

O Grafico 12 a presenta o0 mesmo intervalo de variacdo do parametro T que o
grafico anterior, porém, evidencia a inclinacdo exatamente no ponto (T°,J(8°)), que

caldulada de acordo com o resultado obtido em (4.46) é igual a zero.

Grafico 12 - Variagdo de J* em resposta a variagdo de T, para T = T°.
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Fonte: Elaboragéo propria (2018).

Para valores de T > T*(a) o lucro obtido serd menor do que J*, nesta situacao
o valor de T escolhido fard com que a taxa de extragdo dos recursos seja maior do

que q*(t; a), o que fara com que o estoque de recursos chegue ao fim antes no
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planejado, ou seja, para um instante, digamos T; < T*(a). Neste instante a taxa de
extracao g sera maior do que zero. Para um aumento de 1% no valor de T, o valor de
AJ /AT calculado foi de aproximadamente —5,94x10~*, cerca de metade da variacéo
ao diminuir T em 1%. Quanto menor a variagao de AT, ou seja, quando AT — 0, mais
préximo de zero sera AJ /AT, na vizinhanca de 5°. O Grafico 13 apresenta os valores
finais das variaveis x e q, dado o valor de T escolhido pela firma, variando entre zero
e duas vezes T*(a). Também sdo apresentados os valores de J e o valor de T;, que
para valores menores ou iguais a T*(a) € exatamente T, e para valores maiores que
T*(a), serd um valor menor dado por (4.31), neste caso, T, é o0 exato instante em que
0 estoque de recursos se esgota. Além disso, pode se verificar que na vizinhanca de
T% a variacdo do valor presente do lucro 6timo J* em resposta a variagoes de T é
muito pequena, portanto a inclinacédo de J* nesta regido é muito proxima a zero, sendo

exatamente igual a zeroem T".

Gréfico 13 - Valores de x(T), q(T), J e T, em funcéo de T escolhido.
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Fonte: Elaboragéo propria (2018).

A escala da esquerda representa os valores de x e T;, enquanto a escala da
direita representa os valores de g e de J. Conforme ja mencionado, no grafico é
possivel observar que para valores de T maiores que o valor 6timo, o valor final de q

sera maior do que zero. O valor de ] sera crescente até que o parametro T escolhido
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pela firma serd igual a T*(a), passando a decrescer para valores maiores, e
apresentando uma baixa variagédo na vizinhanca de °, para variacées de T.
Conforme o exercicio grafico e numeérico feito nesta se¢do pudemos verificar
que as derivadas de primeira ordem obtidas pelo do Teorema do Envelope Dinamico
e validadas através da derivacdo da funcao valor-6timo J/* em relacdo as variaveis
exogenas de interesse fornecem informacgdes precisas para a analise de sensibilidade
em otimizacdo dinamica, ou seja, sdo um ferramenta Gtil para realizacdo de dinamica
comparativa, comparamos 0s impactos causados em J* por pequenas variagdes nos
parametros exdgenos, onde os valors de AJ*/Aa calculados sdo boas aproximacgdes
das derivadas dJ*/da obtidas através do Teorema do Envelope Dindmico. No proximo

capitulo vamos verificas 0 comportamento das derivadas de segunda ordem de J*.
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5 PROPRIEDADES QUALITATIVAS DO PROBLEMA

Neste capitulo vamos verificar se é possivel obter as propriedades qualitativas
do problema de extracdo de recursos exauriveis em monopolio, através da
caracterizacdo da matriz Hessiana do problema, com propriedades semelhantes as
apresentadas por Caputo (1990), em seu exemplo. Vamos tomar as derivadas de
segunda ordem de J*. Aqui ndo faremos suposi¢Oes a respeito do comportamento do
problema, uma vez que temos a forma funcional da funcéo lucro e temos também as
funcdes 6tima resultantes da solucéo do problema, entdo vamos verificar diretamente
seu comportamento, que ja pudemos ter uma ideia ao observar a
concavidade/convexidade das curvas de J* nos graficos do capitulo anterior.

Primeiramente vamos tomar as derivadas de segunda ordem da diagonal

principal de J5. Para obter as derivadas Jgx, /55 € Jx,x,» de acordo com a metodologia

primal-dual dinédmica, podemos derivar diretamente os resultados obtidos para as

derivadas de primeira ordem Jg, J5 e Jy . Para obter Ji, e J5s vamos derivar os

resultados obtidos em (4.34) e (4.35), respectivamente:

a T
i =5 f ¢ (6 a)e " dt
o (5.1)
— t: —0t gt
fo oK aK JG “))]
a (T
Jios = -5 tn(q*(t; @))e % dt
0
= —JT* ti[n(q*(t; a))e‘&] dt (5.2)
, 095

= —J 2 [7(q"(&; @))]e %t — t2r(q" (t; @))e Ot dt
. ‘o

Os valores de Jxx € J55 S80 obtidos entdo integrando-se os resultados obtidos
acima ao longo do horizonte de T*.

Para encontrar J; ., basta tomar a derivada de Jy, obtido em (4.36):

6
Jxoxo (@) = [/1*(0 )] (5.3)
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Agora vamos encontrar as derivadas cruzadas de segunda ordem de J*.
Primeiramente vamos apresentar a expressao para as derivadas cruzadas em relagéo
as variaveis ¢ e K, derivando Ji obtido em (4.34) em relacdo a § e J5 obtido em (4.35)

em relacdo a K:

]K5 66.[- (q (t a))e—5t dt
N (5.4)

d
E.[; 5 aK (q (¢ a))] a—:,(q*(t; a))te ot

- SR Gl

T*

0
—_ * (4 -6t = J*

(5.5)

Para obter as derivadas Jx,, € Jy,x, vamos derivar i obtido em (4.34) em

relacdo a x, e Jy, obtido em (4.36) em relacdo a K:
a (T on
* = - *( 4. -6t
]Kxo = 0950[0 3K (q (t; a))e dt

JOT*a 9K FRGC “))]

*

A
= oK (O' a) = ]on (57)

(5.6)

E finalmente, para obter as derivadas Js,, € J; 5, vamos derivar J5 em relagao

ax, e Jy, emrelacdo a &, respectivamente:

a (T
Jsxo = _ﬁj n(q*(t; a))te ® dt
Ti Oa (5.8)
= —_ *( 4. -6t
= fo ox [r(q" (& @))]te~%t dt
d
= g O] = Js (5.9)

De acordo com Caputo (1990), a simetria das derivadas cruzadas verifica-se
ao na trajetdria 6tima como um todo e ndo a cada instante de tempo, entéo na proxima

secdo vamos verificar os valores derivadas de segunda ordem comparando as
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derivadas cruzadas entre si. Para os elementos da diagonal de J;; vamos comparar

os resultados obtidos tomando duas vezes a derivada de /* em relagdo a cada uma

das variaveis, verificando também a validade do Teorema do Envelope.

5.1 VERIFICACAO DAS DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM

Para a caracterizacéo das propriedades de Jz; vamos verificar a expressao

final de cada uma das derivadas da diagonal e também seu sinal. Derivando a

expressédo da integral obtida em (4.34) para J; e integrando-a temos:

* T*O(Q*e_aT*) T* a 1 * —6T*
]KK_-]O —K dt—()“fo W[E(T —te ]dt

(T T* T OT:T* 1 68T
=5 | (i) (G )
0

5T  6xp Ox 5 Sxo\t2]"
— —8T* _ 0 _ 0 e 0 -
¢ I( Kz ToKT K )t " (KZ " KT*) ZL

Avaliando a expressdo acima nos limites de integracdo e reorganizando o

resultado temos a seguinte expressao para Jx:

X5 _spe
Jrkx = —Fe_ T <. (5.10)
Para verificar se o resultado obtido com a aplicacédo do Teorema do Envelope
esta correto, vamos obter Jg, derivando Jg, obtido em (4.38) em relacdo a K,

multiplicando e dividindo o resultado obtido por T* e substituindo T*? por 2Kx,/§

temos:
Tk = ﬁ(xoe‘” ) = —8x,Tge T = —(Sxoﬁe oT
T*? . 1 2Kx . x§ .
= —6x, e 9" = —6x, 00T = _ 20 o=oT"
2KT* 2KT* 6 T*

gue é exatamente o0 mesmo resultado obtido em (5.10).
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Vamos repetir o mesmo procedimento acima para encontrar Jzs5, derivando o
resultado obtido em (4.35) para J5 em relagdo a § e tomando a integral ao longo do

horizonte de tempo T*:

" a ) ST
I =—f t—|e %t —e°T | dt
66 0 66[ ]
T*(a)
— f t[te™0 — (T* + 8T;)e 9T | dt
0
T*(a) T
= j (tze‘& —t—e 0T )dt
0 2

t2e=0t  te=8t eS8t 2T ST
=|- — - - e .
1) 02 o3 4 0

T*

Avaliando entdo o resultado acima nos limites e organizando os termos de

integracéo obtemos:

*\ 2 *\ 3
(67 + (67°) ) e 8T > 0. (5.11)

2

Para verificar o sinal de (5.11) podemos realizar um procedimento semelhante
ao utilizado para verificar o sinal de J;, tomando a expansdo de Taylor de e%T'e
comparando com o termo que esta multiplicando e~%7", chega-se a conclus&o que /s
€ positivo.

Derivando 5 em rela¢éo a § temos:

. _ 0|1 L @THY e 1
](55—%l§<1‘|‘67w +T>e _ﬁ

2 2 L (OTHF
—§—§<1+6T+ ) )e

1 L @THY\ o L \

+§<1+5T +T>e ST"(—T* — 8T%)
1 *2 * *\ ,—6T*

+55 (8T + 27" + 8T)e ™",

substituindo Ts por —T* /26 e reorganizando a expresséo, temos:
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LN (6T*)3> e—sr*l’

2

gue € o mesmo resultado obtido em (5.11).
Derivando Jx, em relacdo a x,, e substituindo Ty, por K/6T" temos:
d(e 8T*) K2

= —0Ty Ke%T = ——e7 9" <, (5.12)

Jrox, = K 0x, T*

obtendo como resultado uma forma semelhante a Jx-.
Agora vamos avaliar as derivadas de segunda ordem cruzadas, para ver se a
simetria se verifica.

Derivando (4.34) em relacéo a x, temos:

. "o(gre®™) &M A L e
Tk x, _-fo a—xodt_EJ; a_xo[(T —t)e ]dt

—6T"

*

e=8T" 2 \1" ST*
— ST 4 — 6T (1 _
- 5Tt+25)]o oo (1-20),

entdo se as derivadas de segunda ordem cruzadas sdo iguais, devemos ter um

s (T . T
= Ef [T, (1 - 8T" + t6)]dt = f [1—-6T* +t8]ldt (5.13)
0 0

resultado exatamente igual ao obtido acima derivando (4.36) em relacdo a K:

a * * *
Jiok = 3 (Ke™®T") = 797" — §TzKe™°T
(5.14)

. Kxg . . Kx,
—5T* _ o=0T" — o=oT (1_ )

- € T+ T+

Ao analisar os resultados obtidos para as derivadas de segunda ordem

cruzadas Jg,, € Jx,x Parece nao haver simetria, vamos entao reescrever (5.14),

através de algumas manipulagdes:

. Kx,T* .
S = e (1= =25 = e (1-

ST*

— —0T"

= 1——),
€ ( 2 )

Kx,T*
2Kx *o )
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obtendo exatamente o mesmo resultado que em (5.13) e confirmando a relacdo de
simetria entre as derivadas cruzadas.

Para obter J;s derivamos Jz em (4.34) em relagdo a §:

T*a * ,—O6T* 1 T* Kl .
Jis = f oqe™) )dt = —f —[6(T* —t)e™°T"|at
0 K Jo

96 96
1 _5T*J‘T* T* 6&T* +t(6T* 1) it
"k ) 272 2
(5.15)
P (6T* 1) '
“k° |2 2 2 \ 2 .
*2 *3 *3 *2 *3
_ L eI 07T OTT T7| 0T s
K 2 T2 T4 T2 4K

Para verificar a simetria, vamos calcular /5, derivando (4.35) em relagéo a K:

(@ g . C(T@
Jix = —f a—K[te‘& —te™ 0" dt = —6Tze™°T f tdt
0 0 (5.16)
*2 X T*2 xoT"
— ST, —8T L _ 0 ,—eé1v___ _ _20 —-6T*
6Txe 5 66T* e > 5 ¢

Novamente, para o resultado obtido acima, aparentemente, a simetria ndo se
confirma, sendo necessario manipular a expressao obtida em (5.15), substituindo T*2

por 2Kx,/6 , entdo:

6T oo _ _OT"2KXy _yo Xl

- e - 57"
4K 4K 6 2

e )

Jks = —

0 mesmo resultado obtido em (5.16), confirmando novamente a simetria.

Para calcular o valor de J5, vamos derivar /5 obtido em (4.35) em relagdo a x,:

'@ g ) T*(a) )
Joxg = —f tﬁ(e‘& —e 9 dt = —f t(6Ty,e~%"") dt
0
° o °2 (5.17)
, (T P KT* ..
= —6Ty e T f tdt = —8Ty e T — =5 8T”,
0
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E finalmente, para obter o valor de J; 5 vamos derivar J; obtido em (4.36) em

relacédo a §:

a * *
J305 = 35 (Ke™T") = Ke™®T"(-T" — 6Ty,)
(5.18)

KT* .
e—ST

= Ke 8T (=T* - 6T5) = — . ,

obtendo o mesmo resultado que em (5.17).

Como vimos as derivadas de segunda ordem da diagonal de J;,, onde a =
(K,8,x0), Jxx € Jx,x, SA0 Negativas, e /55 € positiva. As derivadas de segunda ordem
cruzadas Jy s = Jsx, © Jks = J5x tem sinal negativo, enquanto as derivadas Jx x = Jxx,

tem seu sinal definido em fungéo dos valores de K, x, e §, onde:

Kx . Kxy0
o) — oo 1 = 0

],;()K =]It’x0 = e_sT* (1 - T* 2 ’

entdo

<0, Kxy6/2 > 1

Jxok = Jkxg 1= 0, Kxy,6/2 = 1.
>0, Kxy6/2 <1

Definindo y = (K, x,), e definindo J;,, como:

) ) [ _KZ 57 Kxo\]
i = Jkx ]xoxl _ | T* ¢ ( )| (5.19)
W Jkxy  Jxoxo 7 (1 _ @) X3 J
T+ T+ we”

Entdo os menores principais lideres de J;,,, definidos como

sao:
2

2

K .
1= k! = [_ T 0T l
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Jek  Jrox |

2.2 2
Jyy —K %o e~20T" _ (1 — Kxo) e‘st*l

T*? T

2 ];;x'o ].;OXO

[K2x?2 . Kx, K?%*x? .
= |7z e - (1 —2ot o e l

[K2x5 . K2x3\ o
=|7=¢ 26T" _ (1 — /2K x,6 + Tz )¢ 28T

= xO - —2 *= - e ’
(V2Kxo6 — 1)e™29T" = (6T* — 1)e 287

Onde o sinal de

Jyy

do valor de 2Kx,8 Z 1, conforme:

. € sempre negativo e o sinal de |/, 2é definido em funcéo

<0, 2Kxy6 < 1

iyl ,1=0,  2Kx6 =1.
>0, 2Kxq6 > 1
Se 2Kxy,6 = 1, entdo |J;, 5 sera maior ou igual a zero, neste caso J,, sera

negativa-definida ou negativa-semidefinida, respectivamente, caso contrario a matriz
]y, sera indefinida, uma vez que o k-€simo menor principal lider deve ter sinal igual a
(—1)k, para que Jyy seja negativa-definida, ou ser zero, para que J;, seja negativa-
semidefinida.

Desta forma verificamos que para o problema em questdo ndo € possivel
analisar suas propriedades qualitativas, uma vez que a matriz formada com as
derivadas parciais de segunda ordem, apesar de apresentar simetria para as
derivadas de segunda ordem cruzadas, ndo pode ser caracterizada como negativa-
definida ou semidefinida, ou ainda como positiva-definida ou semidefinida. Para que
possa ser feita uma analise qualitativa completa a respeito do problema, é necessério
gue sejam atendidas algumas condi¢bes, que garantam que o problema seja “bem-

comportado”.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos a metodologia primal-dual dinamica introduzida
por Caputo em 1988 e generalizada em 1990, como uma ferramenta para a realizacéao
de andlise de sensibilidade em otimizacdo dindmica e para a obtencdo de
propriedades qualitativas de um problema de otimizacado dinamica que dificiimente
podem ser obtidos utilizando-se outras abordagens de dindmica comparativa.
Apresentamos a exposi¢ao da metodologia primal-dual introduzida por Silberberg em
seu artigo de 1974, como base para a exposicao da versado dinamica equivalente de
Caputo.

Verificamos um exemplo que, por suposicdo, atende todos 0s requisitos
necessarios para produzir uma analise qualitativa bem caracteristica do problema em
questdo. Este exemplo de maximizacdo de lucro da firma competitiva, extraido de
Caputo (1990) possui interpretacdes econdmicas interessantes, apresentando
resultados intertemporais analogos ao que é conhecido como Lema de Hotelling, que
€ também obtido com a aplicacdo do Teorema do envelope Dinamico.

Aplicamos a metodologia dual-primal dinamica de Caputo a um problema de
maximizacdo de lucros da firma extratora de recursos exauriveis em monopolio
proposto por Hotelling (1991). Diferentemente do exemplo de Caputo, em nosso
problema os parametros de interesse ndo aparecem linearmente no integrando da
funcédo objetivo. Além disso, utilizamos uma forma funcional para a funcéo lucro, onde
o preco do produto é definido em funcdo da quantidade ofertada, pois trata-se de um
problema de monopdlio. Os resultados obtidos através da analise de sensibilidade em
otimizacao dinamica, isto €, dindmica comparativa, utilizando o Teorema do Envelope
Dinamico foram satisfatorios, uma vez que foram validados e também verificados
graficamente. Na analise gréfica, as derivadas obtidas foram avaliadas em um ponto
fixo escolhido (5°,J*(8°)), onde tangenciaram a curva de valor-6timo do lucro ao
variar-se cadar um dos parametros na fizinhanca deste ponto fixo, coincidindo com a
descricdo de Samuelson para a explicagcdo do nome Teorema do Envelope. Também
foram fornecidas algumas interpretacdes ou descricbes para os resultados obtidos,
ainda que nao tao “elegantes” quanto os resultados apresentados no exemplo de
Caputo.
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Ao verificar as propriedades qualitativas do problema através da metodologia
primal-dual dinamica de Caputo, verificamos que as derivadas parciais de segunda
ordem cruzadas apresentaram simetria e reciprocidade, o que se deve, em principio
a natureza de da funcdo valor-6timo J*, uma vez que, conforme verificado J* € C(®,
Porém apenas duas derivadas parciais de segunda ordem da diagonal da matriz J;,
tiveram valor negativo, e a terceira com valor positivo. Ao avaliar os dois primeiros
menores principais da matriz J;, ,verificamos que o primeiro menor principal tinha sinal
negativo e o sinal do segundo era determinado pelos valores dos parametros do
problema, entdo a sub-matriz que analisamos é definida condicionalmente aos
parametros do problema, podendo ser negativa definida, negativa-semidefinida ou
indefinida, desta forma, ndo permitindo uma analise completa das propriedades

qualitativas do problema escolhido.
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