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RESUMO

Neste trabalho é apresentada a simulacao da dispersao de poluentes na atmosfera utili-
zando o acoplamento das equagoes de Navier-Stokes e de advecgao-difus@o. A primeira
equagao ¢ usada para representar o campo de vento e a segunda o espalhamento do polu-
ente. A equagao de adveccao-difusao foi resolvida na forma bi e tridimensional dependente
do tempo e, Navier-Stokes, na forma bidimensional e dependente do tempo. O método da
decomposigao de Adomian é aplicado a equagao de Navier-Stokes e o conjunto de equagoes
gerado é resolvido por separacao de variaveis e pelo principio de Duhamel. Uma inter-
polagao polinomial é aplicada para simplificar a forma do campo de vento, permitindo a
automatizagao das recursdes. A concentragao do poluente é obtida através das solugoes
gaussianas da equacao de adveccao-difusao. Esta metodologia foi aplicada para simular o

experimento de Copenhagen.

Palavras-chave: Dispersao de Poluentes; Navier-Stokes; Adveccao—difusao; Decomposicao

de Adomian; Principio de Duhamel.
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ABSTRACT

This work presents the simulation of dispersion of pollutants in the atmosphere using the
coupled Navier-Stokes and advection-diffusion equations. The first equation is used to
represent the wind field and the second the scattering of the pollutant. The advection-
diffusion equation was solved in bi and three-dimensional time-dependent, and Navier-
Stokes, two-dimensional and time-dependent. The Adomian decomposition method is
applied to the Navier-Stokes equation and the set generated is solved by separation of
variables and by Duhamel’s principle. A polynomial interpolation is applied to simplify
the shape of the wind field, allowing the automation of the recursions. The concentration
of the pollutant is obtained through the Gaussian solutions of the advection-diffusion

equation. This methodology was applied to simulate the Copenhagen experiment.

Keywords: Pollutant dispersion; Navier—Stokes; Advection—diffusion; Adomian’s Decom-

position; Duhamel’s principle.
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1 INTRODUCAO

A poluigao do ar é tratada como um sério problema para grandes cidades e centros
industriais. Devido a revolugao industrial e a chegada dos automéveis, a qualidade do ar
da maioria das grandes areas urbanas e industriais cairam expressivamente. Os esforcos
iniciais no controle da poluicao do ar foram principalmente direcionados para a melhoria
da sua qualidade nessas areas.

A poluicao atmosférica é ocasionada por: efeitos naturais que nao podem ser con-
trolados, como a emissao de SO por um vulcao e efeitos antropogénicos, que podem ser
controlados, como as emissoes industriais e automotivas. Sao muitos os problemas que a
poluicao do ar ocasiona para o meio ambiente. Os gases e poeiras abandonados na atmos-
fera provocam efeitos negativos nas proximidades das fontes (deteriorando a qualidade do
ar em regioes urbanas, agricolas e industriais), a média ou longa distancia (chuva acida,
transporte transfronteiri¢o) e em escala global (buraco na camada de ozonio). Se as fontes
poluidoras sao numerosas ou de longo tempo de emissao, ou ainda, se os poluentes sao
suficientemente toxicos, os prejuizos ocasionados ao equilibrio ecolégico serao certamente
consideraveis. Devido aos problemas ocasionados pela poluigao do ar, é necessario estudar
e entender o processo de dispersao de poluentes para prever as possiveis consequéncias do
impacto ambiental sobre os diversos ecossistemas, bem como simular possiveis melhoras
na qualidade do ar a partir de uma melhoria aplicada pelo homem.

A dispersao de poluentes emitidos por fontes proximas da superficie é essencial-
mente determinada pelos movimentos e processos de pequena escala que ocorrem nas
camadas mais baixas da atmosfera, chamada camada limite planetaria (CLP) ou camada
limite atmosférica (CLA). As propriedades fisicas e térmicas da superficie subjacente, jun-
tamente com a dindmica e termodindmica da baixa atmosfera, determinam a estrutura da
CLP, ou seja, a profundidade, distribuicoes de vento e temperatura, transporte, mistura,
propriedades de difusao e dissipagao de energia [Stull, 1988|.

Os modelos matemaéticos sao instrumentos particularmente tteis no entendimento
dos fendmenos que controlam o transporte, a dispersao e a transformacao fisico-quimica
dos poluentes imersos na atmosfera. Estes modelos, que permitem uma previsao do nivel
observado de poluentes e a relacao de causa efeito das emissoes, podem ser utilizados

para evitar eventos criticos de poluicao, discriminar os efeitos de varias fontes e de varios



poluentes, estimar o impacto de novas fontes e do estado da qualidade do ar em um
determinado lugar.

Existem duas abordagens para representar o fluxo e difusao em um fluido: euleriana
e lagrangiana. Medidas de instrumentos ou amostradores localizados em locais fixos no
solo, mastros ou torres sao alguns dos exemplos de medidas eulerianas, enquanto que
aquelas obtidas por veiculos sao exemplos de medidas de referencial mével ou lagrangiana
[Afonssi, 2005]. Neste trabalho utiliza-se a abordagem euleriana para descrever o campo
de concentragao.

Na estimativa do campo de concentracgao de poluentes na baixa atmosfera, emprega-
se normalmente a equacgao de advecgao-difusao, que é obtida a partir da parametrizacao
dos fluxos turbulentos na equacao da continuidade. Sob certas condi¢oes, pode-se obter
expressoes para o campo de concentracao que sejam funcoes da emissao de poluentes, de
variaveis meteorologicas e de parametros de dispersao da pluma [Pasquill, 1962].

Dando continuidade & busca pelo aperfeicoamento dos modelos que representam
a dispersao de poluentes, neste trabalho é utilizada a solucao gaussiana para a equacao
de adveccao-difusao que descreve a concentragao média do poluente, combinada com a
equacao de Navier-Stokes para representar o campo de vento. A ideia do método da de-
composi¢ao de Adomian, 1988, é aplicada a equagao de Navier-Stokes para se obter um
conjunto de equacoes cuja solugao é obtida através de um processo recursivo e onde cada
equagao deste processo é resolvida analiticamente. A técnica de separagao de variaveis é
utilizada para resolver a equacao homogénea. Com o avanco das recursoes, as solugoes
em forma de séries acrescentam dificuldades e demandam muito tempo para se obter as
parcelas do campo de vento, impedindo o avango da metodologia. Para contornar estas
dificuldades de forma, uma representagao em polinémios para cada variavel é encontrada
através de técnicas de interpolacao. Isto permite uma sistematizacao das solugoes recur-
sivas e uma automatizacao do algoritmo, mantendo ainda o carater analitico da solucao.
No intuito de validar a metodologia, sao realizadas simula¢oes do experimento de Cope-
nhagen para confrontar os resultados. Sao calculados os residuos em cada recursao a fim

de verificar a estabilidade do método.



1.1 Revisao Bibliografica

A realizagao de experimentos permite avaliar os fendmenos fisicos e estipular re-
lacOes empiricas para as parametrizacoes. Os experimentos descritos por Barad, 1958a,
Barad, 1958b, Gryning, 1981, Gryning et al., 1987 e Hanna e Paine, 1989, obtiveram me-
didas simultaneas de concentracao, parametros de dispersao da pluma e meteorologicos na
tentativa de encontrar tais relagoes. Além disso, determinaram o campo de concentragao
na superficie terrestre a uma distancia de cinquenta a seis mil metros a partir da fonte.
Realizar experimentos na area de dispersao de poluentes demanda altos custos, problemas
operacionais e as observacoes de campo sao muitas vezes dificultadas. Os experimentos do
fenomeno de dispersao de poluentes, ainda é uma area que precisa ser bastante estudada
para que se consiga simular situagoes mais realisticas de polui¢cao do ar. Devido aos altos
custos e problemas operacionais, as observagoes de campo sao muitas vezes dificultadas.

Na literatura, ha uma grande variedade de solugoes numéricas da equacao de
advecgao-difusao. A comparacao de alguns métodos numéricos existentes pode ser vista
no trabalho de Thongmoon e McKibbin, 2006. Por outro lado, também ha interesse pela
solucao analitica desta equacao, pois levam em conta explicitamente todos os parametros
de um problema, de modo que suas influéncias podem ser investigadas e é possivel obter-se
o comportamento assintético da solugao.

A primeira solu¢ao da equagao de advecgao-difusao é conhecida como a solugao
gaussiana. Neste tipo de solucao, o coeficiente de difusao e a velocidade do vento sao
considerados constantes com a altura, e sao utilizadas as condig¢oes de contorno de fluxo

nulo de poluentes na parte inferior e superior da CLP:
— =0 em z2=0 e z—o00. (1.1)

Também surgiram na literatura os modelos nao gaussianos, ou seja, o campo de
vento e o coeficiente de difusao variam com altura. Roberts, 1923, apresentou uma solugao
bidimensional para fontes superficiais, nos casos em que a velocidade média do vento w
(m/s) e o coeficiente de difusdao vertical K, (m?/s) seguem leis de poténcia como uma

funcao da altura. Isto é:

n v
T =T, (5) e K. =K (Zi) , (1.2)
1 1



sendo z; a altura na qual @, e K sao analisados, 1 e v sao expoentes que estao relacionados
com a instabilidade atmosférica e com a rugosidade da superficie, respectivamente, e
variam entre 0 e 1 [Irwin, 1979].

Smith, 1957, apresentou uma solucao para o caso de u constante, mas com o
seguinte K :

K, = Koz*(h — 2)°, (1.3)

em que K é uma constante, a e # valem 0 ou 1 de acordo com a altura da camada limite
h.

Scriven e Fisher, 1975, apresentam a solu¢ao com u constante e K, como:
K,=z para 0<z<2z e K,=K,(z) para z <z <h, (1.4)

na qual z; (m) é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada superficial).
Esta solucao permite expressar, como condi¢oes de contorno, um fluxo liquido de material
para o solo:

= _ve, (1.5)

em que V, é a velocidade de deposicao (m/s).

Uma solucgao analitica bidimensional para uma fonte ao nivel do solo, onde o vento
e as difusividades seguem os perfis de poténcia, incluindo efeitos de absorcao de contami-
nante pelo solo, foi desenvolvida por Koch, 1989.

Van Ulden, 1992, propés uma solugao aproximada para a dispersao de poluentes
de contaminantes passivos liberados por uma fonte instantanea (Puff) proxima ao solo,
descrevendo o campo de concentragao como uma soma de Puffs. Tirabassi e Rizza, 1995,
usaram esta solu¢ao no modelo Skewed Puff Model (SPM). Scire et al., 2000, apresentaram
um modelo para aplicagoes sobre o terreno complexo e com turbuléncia nao homogénea,
o qual foi denominado California Puff Model (CALPUFF) e tem sido acoplado a modelos
atmosféricos.

Técnicas que aplicam transformadas integrais tem sido utilizadas amplamente para
resolver problemas de dispersao de poluentes. A GITT (Generalized Integral Transform
Technique) é um método hibrido, analitico-numeérico [Cotta, 1993; Cotta e Mikhaylov,
1997] derivado da transformacdo integral classica [Mikhaylov e Ozisik, 1984] para pro-
blemas lineares de difusao, o qual vem sendo utilizado com grande éxito na solucao de

diferentes classes de problemas lineares e nao-lineares de difusao e advecgao-difusao [Che-



roto et al., 1999; Liu et al., 2000; Alves et al., 2002; Pereira et al., 2002; Cotta e Barros,
2007; Guerrero et al., 2012].

A técnica ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method) introduzida por Vi-
lhena et al., 1998 e também utilizada por Degrazia et al., 2001, Moreira et al., 2004,
Moreira et al., 2005a, Moreira et al., 2005b e Moreira et al., 2006b é baseada na discreti-
zagao da CLP em N subcamadas. Em cada subcamada a equagao de advecgao-difusao é
resolvida pela técnica da transformada de Laplace, considerando-se valores médios para
o coeficiente de difusao e perfil de vento.

A aplicacao da técnica GITT em problemas de poluicao atmosférica é ainda recente
e tal procedimento recebe o nome de GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Te-
chnique). Para a solu¢do de problemas que envolvem diferenciais parciais, esta técnica
de transformacao integral combina uma expansao em série com uma integracao. Na ex-
pansao, ¢ usada uma base trigonométrica determinada através de um problema auxiliar
de Sturm-Liouville. A integracao é feita em todo o intervalo da variavel transformada,
utilizando a propriedade de ortogonalidade da base usada na expansao. Este procedi-
mento resulta em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDO) que, uma vez
solucionado, ¢ invertido para a obtencao do resultado da equagao original. O problema
transformado ¢é resolvido analiticamente pela transformada de Laplace e pela técnica de
diagonalizagao. O método GILTT é analitico no sentido de que nenhuma aproximacao é
feita ao longo da derivacao da solucao, com as excecoes do erro de truncamento da solugao
em série e da inversao numérica da transformada de Laplace. Algumas aplica¢gbes podem
ser encontradas nos trabalhos de Moreira et al., 2005¢, Buske et al., 2006, Moreira et al.,
2006a, Moreira et al., 2009 e Buske et al., 2015.

Como pode-se perceber, a comunidade cientifica possui uma ampla pesquisa sobre
problemas de dispersao de poluentes na atmosfera. Porém uma variedade e quantidade
de modelos e solugoes analiticas e semi-analiticas para o problema advectivo-difusivo
disponiveis na literatura sao mais restritas quando comparadas com as solugoes numeéricas.
No entanto, ha muito o que explorar neste campo de estudo. Sendo assim, neste trabalho
pretende-se contribuir com as metodologias analiticas, utilizando o modelo gaussiano para
a determinacao da concentracao de poluentes combinado com a equagao de Navier-Stokes,
que descreve o campo de vento. O método de separagao de variaveis e o principio de

Duhamel sao utilizados para resolver o conjunto recursivo que surge ao aplicar o método



da decomposicao. Uma representacao do campo de vento em série é obtida onde os termos
sao calculados analiticamente, praticamente sem a necessidade de integragoes numéricas.
Uma interpolacao polinomial é aplicada para simplificar a forma da solu¢ao, permitindo

uma automatizagao das recursoes.



2 MODELO FISICO-MATEMATICO

O modelo matematico consiste em considerar um conjunto de leis fisicas e matema-
ticas que tem por objetivo formular equacoes que representem um determinado fenémeno
que se pretende estudar. No presente trabalho sao consideradas as leis de conservacao
da massa com o intuito de representar a quantidade de um poluente na atmosfera e as
equagoes de Navier-Stokes que derivam do balango de forgas de um fluido e modelam a

dinadmica deste no espaco.

2.1 A Equagao de Advecgao-Difusao

A difusao atmosférica é modelada pela equacao da continuidade, também conhecida
por equacao de conservagao de massa. Considerando-se a equacao da continuidade dada

por Blackadar, 1997, sendo ¢ uma espécie genérica que se conserva na atmosfera, tem-se

dc  O(uc)  9I(ve)  O(we)
o ox oy ' o

onde S é o termo fonte e u, v e w sao as componentes das velocidades instantaneas do vento

s (2.1)

(m/s) nas diregoes x (—o0 < x < 00),y (—oo <y < o0) ez (0 < z < z;), respectivamente.
Considerando que a componente da velocidade u depende apenas da altura z e que as
componentes v e w nao tem dependéncia em z, y e z, podemos reescrever a Equacao 2.1

Ccomo

8_c+ Oc Oc @_
ot Vor oy T Vo T

Devido aos efeitos da turbuléncia, que é irregular e quase randomica, utiliza-se

S, (2.2)

a decomposicao de Reynolds para expressar as variaveis de interesse como a soma de
suas médias e flutuagoes, denotadas por uma barra superior e uma linha, respectivamente

[Stull, 1988|. Desta forma

u = u+u (2.3)
v = v+ (2.4)
w = w+uw (2.5)
c = c+/c. (2.6)



Substituindo as Equagoes 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 na Equacao 2.2

de+d)y . ,o0@+d) . ,0kC+d) _  ,0@C+)
B v — =9 2.7
5 + (T +u) o + (040 a5 + (W + w') 52 (2.7)
Tomando a média da Equacdo 2.7, considerando que v/ = v/ = w’ = 0 e que a
fonte também é afetada pelas operagoes de média, ela reduz-se a
oc E@ 6@ _ode oucd o GWZE (2.8)

EjL 8m+ 8y+w@+ ox + dy 0z
de forma que € representa a concentragao média do contaminante (g/m?); u, v e W sao
respectivamente, as componentes do vento médio (m/s) orientadas nas diregdes z, y e
zieu'd |, v'd e w'd correspondem aos fluxos turbulentos do contaminante (g/sm?) nas
direcoes longitudinal, latitudinal e vertical, respectivamente.

A Equagao 2.8 apresenta problema de fechamento da turbuléncia, pois contém
quatro varidveis desconhecidas (u/c’ , v/, w'c’ e ©), de forma que nio é possivel resolvé-
la sem alguma simplificacao. Para solucionar este problema, utiliza-se a hipotese de
transporte por gradiente, também conhecida por teoria K. Esta hipotese, em analogia
com a lei de Fick da difusao molecular, assume que o fluxo turbulento de concentracao é

proporcional a magnitude do gradiente de concentragao média [Seinfeld e Pandis, 2006].

Logo,
u'c = Km% (2.9)
5%7:<—k;§§ (2.10)
w'd = —KZ%, (2.11)

onde K,, K, e K, sdo os coeficientes de difusdo turbulenta (m?/s) nas diregdes x, y e
z, respectivamente. No fechamento de primeira ordem tais coeficientes contém toda a
informacao da complexidade da turbuléncia, por esse motivo é considerado um modelo
deterministico. A teoria K tem sido amplamente utilizada como base matemaética para
a simulac¢ao da dispersao de poluentes [Arya, 1999], porém s6 podemos aplica-la quando
a difusao do contaminante dispersado é muito maior que o tamanho dos turbilhoes en-
volvidos no processo difusivo, ou seja, para grandes tempos de viagem [Mangia et al.,

2002).



Substituindo as Equacgoes 2.9, 2.10 e 2.11 em 2.8, obtém-se a equacao de adveccao-
difusao para um sistema de coordenadas cartesianas, com fechamento Fickiano para a
turbuléncia, onde a dire¢ao z coincide com a dire¢ao do vento médio [Arya, 1999|

7% 5% 5 _ 0 [Kw%} + 8% [Kyg—ﬂ + % {KZ%} +5. (212)

Na Equacao 2.12, o primeiro termo do lado esquerdo é dependente do tempo e

representa o estado nao estacionario. Os trés termos restantes do lado esquerdo corres-

pondem ao transporte por adveccao. No lado direito, os trés primeiros termos descrevem

a difusdo turbulenta, e o termo S representa uma fonte.

2.1.1 Modelo Gaussiano

O modelo gaussiano classico é o mais utilizado entre os modelos de dispersao de
poluentes na atmosfera, pois pode ser aplicado em diversas condigbes (tais como fontes
isoladas, cidades, trafego veicular, topografia complexa, etc.) e nao fornece performance
inferior a outros tipos de modelos. Ademais, pode ser modificado de modo a estender a
sua aplicabilidade em condigbes nao estacionarias |Tirabassi, 2005].

Este modelo é baseado na solugao exata da equacao de advecgao-difusao, quando
a velocidade do vento e os coeficientes de difusao turbulenta sao constantes com a altura,
de forma que a solugao ¢ forcada a representar situacoes reais através de parametros
empiricos conhecidos como "sigmas". Pode ser estacionario, conhecido como modelo
pluma ou transiente, denominado modelo puff. O nome do modelo advém do fato de que
a distribuicao dos poluentes é descrita pela curva gaussiana, descoberta pelo astréonomo
e matematico Carl Friedrich Gauss (1777-1855). O modelo apresenta algumas limitagoes,

tais como:

e Nao incorpora efeitos de mudanca de dire¢ao e intensidade do vento;

e Baseia-se em parametros empiricos que podem variar conforme as caracteristicas da

regiao (topografia, rugosidade do solo, proximidade do mar, etc.);

e Considera a taxa de emissao do contaminante e a direcao do vento constantes com

0 tempo.

As variagoes dos modelos gaussianos se distinguem essencialmente pela técnica

utilizada para o calculo do sigma em func¢ao da estabilidade atmosférica e da distancia da
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fonte emissora. Existem dois métodos principais: aquele que utiliza classes de estabilidade
atmosférica e funcoes semiempiricas para cada classe e aquele que faz uso de funcoes
adimensionais construidas através de medidas disponiveis da intensidade da turbuléncia.

Existem diversos esquemas para o calculo dos parametros de dispersao como fungao
das classes de estabilidade e da distancia da fonte. Algumas classificagoes de estabilidade
baseadas em velocidade do vento, periodo do dia, insolagdo e/ou cobertura de nuvens
foram propostas por Pasquill e Smith, 1983 e Irwin, 1979. Zannetti, 1990, estabeleceu as
classes utilizando medidas do desvio padrao da velocidade do vento, do gradiente vertical
de temperatura e do ntimero de Richardson. Enquanto Briggs, 1973, propoe os parametros
de dispersao baseados nas curvas de Pasquill, 1962.

A procura de solugoes para esta equagao é feita de diversas formas na literatura.

Neste trabalho a forma considerada sera pelos modelos Gaussianos.

2.1.2 Modelo Puff

Os modelos Puff foram desenvolvidos para simular o comportamento de emissoes
nao estacionérias em condigoes de dispersao nao homogéneas. O California Puff Model
(CALPUFF) é um modelo de dispersao atmosférica lagrangeano de puff gaussiano, nao
estacionario, multicamadas, multiespécies que tem como principais caracteristicas a ca-
pacidade de simular os efeitos das variagoes meteorolégicas no tempo e espago, condigoes
de ventos calmos e processos de remogao no decorrer do transporte [Scire et al., 2000].

Arya, 1999, propds um modelo gaussiano para difusao de um puff para um sistema
de referéncia em movimento (modelo lagrangeano), com sua origem localizada no centro

do puff. A equacgao que formula este modelo é

T
¢(z,y,2,t) = —SQ e (2”%+205+203>7 (2.13)
(2m)20,040,

onde 0., 0, e 0, sao os parametros de dispersao longitudinal, lateral e vertical, respecti-
vamente, x, y sao as distancias longitudinal e lateral da fonte, z é a altura vertical acima
do solo e () é a intensidade da fonte.

Para um sistema de referéncia com movimento relativo (modelo Euleriano), pode-
mos aplicar a transformagao de Galileu entre as coordenadas (x,y, z,t) e as coordenadas

antigas (z', vy, 2/, t'), com as velocidades relativas u, v e w nas dire¢oes longitudinal, lateral
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e vertical, respectivamente, de forma que

¥ = x—(ro+ ut) (2.14)
y = y— (yo+vt) (2.15)
Y = 2 (H, +wt) (2.16)
t = t, (2.17)

onde zy e Yo sao as coordenadas no plano cartesiano da localizacao da fonte e Hy é a

altura da fonte. Logo, a equacao para a difusao de um puff é dada por

20% 2dy 20%

Q 6_((zfcvogut)2+(y7y0;vt)2+(z—HS;wt)2>

¢(z,y, z,t) = (2.18)

(ZW)gaxayaz

Quando um contaminante é emitido por uma fonte pontual a uma taxa fixa por
um periodo de tempo finito, a difusao pode ser descrita por um modelo idealizado de
fonte pontual continua. Uma fonte continua pode ser considerada como uma sequéncia de
puffs instantaneos emitidos um apos o outro em pequenos intervalos de tempo dr [Arya,
1999]. Deste modo a concentragao total é dada pela superposi¢ao dos puffs emitidos, e é

descrita como
t
O(x,y,2,t) = / ¢(z,y,z,t —T)dr. (2.19)
0

Na subsec¢ao seguinte, descreve-se detalhadamente a determinagao da solucao da

equacao de adveccao-difusao.

2.1.3 Solugao Analitica da Equacao de Adveccao-Difusao

Considere a equagao de advecgao-difusao, apos feita a decomposicao de Reynolds
para a perturbagao das variaveis envolvidas, com coeficientes de difusao K, e K, cons-
tantes, componentes do vento ¥ e w também constantes em relacao as variaveis espaciais
e K, variando seccionalmente com a altura (localmente constante), assim como o campo

de vento médio u(z)

Jdc _Oe¢ Joc __Oc 0%c 0%c 0%*c

ot oxr oy 0z v O 3. (2:20)

Suponha uma fonte pontual de altura Hy, que libera instantaneamente um poluente
a uma taxa de emissao constante () (g/s) em um tempo to = 0. Desta forma, podemos

descrever o termo fonte S como uma condi¢ao inicial instantanea e o problema é reescrito
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como

oc e oc oc 0%*c 0%c 0%*c

R T R, R | Ry S b i 92.21
ot ar TVay T T Mege g e TR (2:21)
&(z,y,2,0) = Q5(x — 20)d(y — yo)d(z — H,), (2.22)

onde g, yg € H, s@o as coordenadas da fonte no plano cartesiano e § é a funcao Delta de
Dirac.

Uma solucao analitica para a Equacao 2.21 sujeita a condigao inicial 2.22 foi pro-
posta por Seinfeld e Pandis, 2006. Para determinar essa solugao, considere que ¢ possa

ser escrito como um produto de fungoes que dependam apenas de duas variaveis

c(z,y, 2, t) = ¢, (x, )¢, (y, t) (2, t). (2.23)

Dessa forma, substituindo tal separacao de variaveis na Equacao 2.21 obtém-se

J¢,C,C, N _0e,¢,c, N _0¢,¢,c, N __0¢,¢,C, 0%*¢,c,c, d%*¢,c,cC, 0%¢,c,C,
u v w = T o o P — Far-wremt
ot ox dy 0z 0x? Yo oy2 072
(2.24)

Aplicando a regra do produto no primeiro termo da equagao acima tem-se

Oestyls _ 5 O6te | (0% (¢c.) =¢ e, 2 Fog | g
o T ot ot )V T Mot ot | VT ot
J¢,C,C. __de, __d¢ __ 0g
—= - ==, 2.2
ot “ogr TS TS (2.25)

Para as derivadas espaciais (outros termos do lado esquerdo da igualdade), tem-se

_de, e,  _ _ _ 0C,
ug—; = US4 (2.26)
UacgcyyCZ =7 EQCEZ%—C; (2.27)
dJc,¢c,c, _ _ _ 0c,

(9zy =W Caly (2.28)
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Os termos do lado direito da igualdade ficam

0%*¢,c,c, __ 0%,
Y ] (2.29)
0°C,C,C 0%
K TYVE — K, €,C—o 2.30
Y ayz y CaC ayz ( )
0%¢,¢,C, _ 0%,
K, 92 = K, ¢,y 5.2 (2.31)
Substituindo as Equacoes 2.25 a 2.31 em 2.24
6.0 122 % 122 % i nee % 5o 9 ywes, 0% -
Y7ot ot Yot Y7 0z 0y oy
__ 0%, __ 0% __ %,
= K,¢yC. 92 + K,c,c, Oy + K¢,y 5.2 (2.32)

Assumindo que as concentragoes médias sao diferentes de zero e multiplicando a
1

CuCyCs

Equacao 2.32 por

segue

10¢, 109¢, 10¢, ude, vde wde., K,0%, K,0%, K,I%,
& o0t ¢, 0t ¢, o0t ¢ 0r ¢, 0y ¢ 0z ¢ O ¢, Oy ¢, 022

(2.33)

Reescrevendo a Equacao 2.33 em trés equagoes e usando a separacao de variaveis

também na condigao inicial 2.22, obtém-se

)
de, _0¢, 0%¢,

5 Tlgy = K (2.34)
|2 (,0) = Q3d(x — xo) (2.35)
(0¢, _Oc 0%

5 va—; = Kywj’ (2.36)
&1, 0) = Q33(y — yo) (2.37)

oc, _ 0c, o%c,

ot +w 9 KZW (2.38)

.(2,0) = Q36(2 — H,). (2.39)

Note que a separacao da taxa de emissao de poluente ) é tal que o produto

das trés condicOes iniciais (¢;(z,0), ¢,(y,0) e ¢;(z,0)) resulte na taxa (. A maneira

utilizada, ) = Q%Q%Q%, nao é a unica, porém foi considerada dessa forma devido a sua
simplicidade.

O conjunto de PVI's dados pelas Equacoes 2.34 a 2.39 pode ser resolvido usando
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a transformada de Fourier e possuem solucao similar. Apesar dos limites da coordenada
z nao serem infinitos (0 < z < z;), pode se tratar os limites infinitos da transformada de
Fourier como infinitas reflexoes sucessivas, tanto no topo da camada limite atmosférica
(z = z;) quanto no solo (z = 0), desta forma o uso da transformada de Fourier nesta
coordenada ¢ justificado [Loeck, 2014].

Considere a Equagao 2.34. Resolvendo através da transformada de Fourier, cuja

definicao pode ser escrita como

1 Foo A
Cla,t) = \/ﬁ/ Cr(x,t)e ", (2.40)

e aplicando a propriedade da linearidade, obtém-se
O%Cs ioagy (2.41)

/ 8cm —zoaa:dl, + / 8653 —zaxd
V2T \/ 27r 8332

Aplicando a propriedade de derivagao em cada termo e assumindo que a fungao

concentragao ¢(z,t) admite a troca na ordem de operagao da derivada em relagao ao

tempo com a integral tem-se

e 1° Termo

3035 1 0 [T , oC
771061‘ —1xT — 2.42
V2r / - T Voot / Colo e de ot (a1 (2:42)

e 2° Termo

% e " dx = uiaC(a,t) (2.43)

\/27T /
e 3° Termo

i e dr = —a?K,C(a,t). (2.44)

ST

Aplicando a transformada na CI 2.35:

l

C(e,0) / Qs 30(x — xg)e” " *dr = \/ﬁ e loro, (2.45)

Portanto, o conjunto formado pelas Equacoes 2.34 e 2.35 transformado se resume

no seguinte PVI

%—CZ +iauC = —a*K,C (2.46)
C(a,0) = Q—%e’mxo (2.47)
V21
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e sua solucao é

1
C(O{, t) — \C)?;_Weiaxge(QQKeriau)t’ (248)
que pode ser escrita como
1
Cla,t) = —Q3 e~ Kot tia(zotut)] (2.49)

V2r

Para determinar ¢(x,t), que é a solugao da Equagao 2.34 sujeita a CI 2.35, calcula-
se a transformada inversa de Fourier da Equacao 2.49. Da definicao de transformada

inversa de Fourier
1 oo .
c(z,t) = — Cla,t)e"™" da 2.50
@t) = o= [ Claut (2.50

obtém-se

1 0
Cr(x,t) = % el Kot—iala=zo=ut)] o, (2.51)

—0o0
Para calcular a integral da Equacao 2.51 é preciso reescrever o expoente e tomar
uma mudanca de variavel.

Considerando este expoente e completando quadrados,
? Kt —ia(x — g — ut) =

_ __t2 _ —_t2
= OZQKIt—m(x—:pO—ﬂt)-f—(x Zo U) _(.1' Zo U) _

4Kt 4K,t
l ) )’
1 i(r—x0—T xT—To—T
= |a(Kt)2 — ————F—= 2.52
( () = T ) — (2.52)
Tomando a mudanga de variavel,
n=a(K t)%—w = dyp=(K,t)? do (2.53)
’ 2K, t)3 ’ '
chega-se a seguinte expressao para ¢,(x,t)
1 7(acfx07ﬂt)2 o

3 4Kt 2

_ Qe e dn, (2.54)

o(2,1) = o
Gl ) = o VKA )
onde a integral tem valor de /7. Portanto a solu¢ao do PVI dado pelas Equagoes 2.34 e
2.35 fica

Q% 7(17207ﬂt)2

e ARgt . 2.55
2/t ( )

Ci(x,t) =
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Analogamente, obtém-se as solugoes para os PVI’s das Equagoes 2.36 a 2.39

_ ( t) Q% —(yj&o—?t)Q (2 56)
cy(y,t) = ———e yt .
vy 2/TKyt
¢ 1
o) = — &t (2.57)

2K, t

Assim, conforme a Equacao 2.23, a solucao geral da Equagao 2.21 com CI 2.22 é

Q —(—zg-ut)? —(—w-T)% _(z—H—wt)2

e 4Kzt e ARyt o7 4Kzt | (258)
AT K, K, K13

o(z,y,2,t) =

Pode-se observar que tal solucao é gaussiana, pois as Equagoes 2.58 e 2.18 sao
similares, basta tomar o2 = 2K,t, 0, = 2K,t e 07 = 2K.t.
Se considerarmos a dispersao do poluente na direcao do vento e na altura, a equagao

bidimensional para este caso é escrita como

oc @ 0%c 0%c

= = K, ! 2.
ot + Yor Ox? + 0z? (2.59)
¢(z,2,0) = Qo(x — x9)d(z — Hy) (2.60)
cuja solucao ¢ dada por
—(z—zg—Tt)2 —(2—Hg)?
o, 2 t) = — & BE P (2.61)

AtV

Se o contaminante for emitido a uma taxa fixa por um periodo de tempo finito e
esse processo for considerado como uma sequéncia de puffs instantaneos, as concentracoes
totais considerando as Equacoes 2.58 e 2.61, que serao dadas pela superposicao dos puffs

emitidos, sao respectivamente:

— Q | ~Gsg=H=r)?  —wOUm) (= Hy-w(—r))?
R v o orel Ay e
(2.62)
e
Val Q /t 1 —(z—mg—u(t=1)? —(2=Hy)?
C y 2,t) = 4Kg (t-7) Ak (t—7) dT. 263
w2t = e ), T=n° ¢ 4 (2.63)

Nesta etapa, completou-se a solucao da equacao de advecgao-difusao. Na pro-
xima secao sera abordada a metodologia para resolucao da equagao de Navier-Stokes que

descreve o campo de vento no dominio.
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2.2 Equacoes de Navier-Stokes

Tendo a expressao para os valores da concentracao média no dominio, o espa-
lhamento desta no espaco se da através da difusao e da adveccao. Esta ultima esta
intimamente ligada ao campo de vento da regiao de estudo. A modelagem deste campo
de vento ¢ feita de diversas formas na literatura. Neste trabalho o campo de vento sera
descrito pela equacoes de Navier-Stokes.

As equagoes de Navier-Stokes sao deduzidas levando em consideragao um volume
de controle dV e as forcas que atuam sobre ele como por exemplo as forcas de campo
(gravidade, elétrica e magnética) e forgas de superficie (forgas de pressao e viscosas
e as forgas de reagao nos pontos de contato). As for¢as de campo agem em cada parte
volumétrica do volume de controle, ja as forcas de superficie agem sobre cada parte da
superficie de controle. Fazendo o somatoério das forgas que agem sobre o volume de controle
obtém-se a forga total que age sobre o elemento de fluido.

A partir da segunda lei de Newton tem-se

Zﬁ =ma = m%‘: =pdzr dy dz%‘t/. (2.64)

Considerando um fluido isotérmico e newtoniano (o tensor das tensoes é linear-

mente proporcional ao tensor da taxa de deformagao, por cisalhamento), obtém-se as

equacgoes de Navier-Stokes na forma vetorial

DV L L
Dy —PI—VP+ pNV2V + uV(V.V). (2.65)

Assumindo um fluido incompressivel (V.V = 0) e desprezando as forgas externas
(pg = 0) e gradiente de pressao (VP = 0) a equagao simplificada fica

DV
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Expandindo a forma vetorial em componentes escalares

@+ (9ujL 8u+ ou 82u+82u+82u
Plot " ax "y T Yoz T HM\o2 T a2 T 922

v, v, G o] (P P 9
Ploc " %ez "y T Yoz | T M\ T 8y T 922
8_w+ 8_w+ Jw a_w B 82w+82w+82w

Ploc T%ar "y T Vaz| T oz T o T a2 )

Considerando que a componente u do vento tem magnitude muito maior que as
demais, ou seja, desprezando as componentes v e w, eliminamos as duas ultimas equacoes
ou ou Pu  0%u  O*u

— tu—| = + =+ : 2.67
P [at 830] a (0902 ay? az2> (2.67)

Neste trabalho considera-se o caso bidimensional em que o deslocamento horizontal

e ficamos com

serd na diregdo principal, e, portanto, desconsidera-se a dimensao de profundidade (y)

escrevendo assim a equacao na forma
ou ou Pu  O%u
g il e 2.68
'O[é?t *”az} “(ax2+az2) (2.68)

Substituindo v = % e considerando as condigoes inicial e de contorno de fluxo nulo

tem-se
[ Ou ou u  J*u
u(z,z,0) = f(x, 2) (2.70)
uz (0, 2,t) = uy (L, z,t) =0 (2.71)
uy(2,0,t) = u,(x,H,t) =0 (2.72)

onde 0 <z <L, 0<z< He f(x,z) ¢ uma fun¢do que descreve o comportamento
inicial do perfil de vento. Esta equacgao sera utilizada para descrever o campo de vento

do problema de dispersao de poluentes.
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3 METODO DA DECOMPOSICAO E CONJUNTO RECURSIVO

Nesta secao ¢ tratada a metodologia para obter uma solu¢ao da Equacao 2.69 com
as condicoes iniciais e de contorno 2.70, 2.71 e 2.72.

Considerando t > 0, 0 < z < He 0 < z < L, onde H representa a altura do
topo da camada limite e L o limite de extensao horizontal que estamos utilizando para
a simulagao. O método da decomposi¢ao consiste em escrevermos o campo de vento u

como um somatorio finito

K

U(QZ', Z>t) = ZU,Z(I’,Z,t) = U()(ZU,Z,t) + Ul(flf,Z,t) + UQ(-:E, Zat> +- UK(:Ea th)7 (31)
=0

ou seja, o vento serd decomposto em componentes de um somatoério de ventos.

Substituindo a Equagao 3.1 em 2.69 tem-se

8u0 8u1 8UK 8u0 8u1 8uK .
a5 Tttt + (up +ur + -+ + ug) (—ax o Tt ) =
Puy 0%y Pux  Puy 0y Pug

= (a T T T o T Tz *"'*W)-

O segundo termo do lado esquerdo produz termos nao lineares cruzados. Expan-

dindo
8u0 8u1 8uK
o T T
parte temp‘(:ral (linear)
T N SO . L ST
\08:1: 0 dx " 9z K ox K ox Kazzz/_
parte n%;) linear
Puy 0%y Pux  Puy Py O*uk
- -y K 3.3
V<8a:2+8:z:2+ +6x2+8z2+822+ +822 (3:3)

~
termos de 2 ordem (lineares)

e organizando a equacgao de maneira que os termos nao lineares fiquem do lado direito,
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obtém-se
Ou | Ow | Ou
’ 82u08t 0*uy 4 Pur  Puy  0uy Dug
- V(WJFWJF---JF ax2+822+822+---+ﬁ>= (3.4)
= — (uo%—kuo%+-~-+u0%—;+~--+UK%+UK%+~-+QLK8§—§) .

Neste ponto, esta tnica equacao ¢ dividida em um conjunto de equagoes que se-
rao resolvidas separadamente. A maneira de agrupar os termos nao lineares que serao
utilizados como termo fonte nas equagoes recursivas nao é unica. As Figuras 3.1, 3.2 e
3.3 ilustram algumas maneiras possiveis de arranjos dos termos nao lineares. Note que a
maneira de escolher o arranjo deve contemplar todos os termos nao lineares & medida que

avangamaos nas recursoes.

ou
ox
6 1 HE C A HE T i
5 -~ *: ------- E ------- E— ------ *: ------- E ------- i @ FONTE 1
4 A------ * ------ I+ ----- -.* ------ * ------- i--------i X FONTE 2
3 @------ él>- ----- (?) ----- iJIB ------ f ------- E ------- i @ FONTE 3
2 4o e e S BT
1 ¥------ )k —————— IQ ————— é —————— * ——————— E------—-: A FONTES5S

Figura 3.1 — Arranjo com forma quadrangular, onde considera-se todos os termos nao

lineares cujas variaveis ja sao conhecidas.
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-~ o~ © ~ ©
@ u i M i
z = z £ z
[e) [e) (e} (e} [e)
s o s e o
o X * (o] <
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
[ S Tt T T T Pt TTTAT T T T T T (i
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
Fm————— P ———— = —————— FPm————— g ————— = ————— -
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
A [ A A d
1 1 1 1 1 AI le
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
|y B 1mTTT T r==-=-=-=- ‘ |||||| o ||||| |Av
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 )
Pooooos 1o 1o ne D RERELE S ARt X
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
L L A e . x .'
3|8
LS © 0 < © ~ -

Figura 3.2 — Arranjo com forma triangular, onde considera-se alguns termos nao lineares

hecidos, que percorrem a diagonal de um quadrado.

2

ja con

@ FONTE 1

X FONTE 2

@ FONTE 3

O FONTE 4

ou

ox

A FONTES

Figura 3.3 — Arranjo que considera um tinico termo nao linear ja conhecido por recursao.
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Montando o conjunto de acordo com o agrupamento da Figura 3.1, a primeira
equagcao do método recursivo a ser resolvida é aquela que contém apenas os termos lineares
envolvendo ug, ou seja,

. 6U0 62’&0 6211,0
1=20: —-— — UV —2+_2 = 0. (35)
ot ox 0z

A segunda equagao acrescenta, no lado direito, os termos nao lineares que contém

apenas ug, ja obtido na primeira equacao, ou seja,

. aul 82U1 821/4 aUO
=1: — - = —Ug—. :
! a ( 02 T 022 0D (3.6)
Analogamente, a terceira equagao fica
g, O (Pw TwN | Ow 0w Ou
E R TR o 022 B Yor ~ "ar "M%
N 8u1 8(u0.u1)
- Ty or (3.7)
A quarta equacao fica
iy, Ouw_ (Ouy OPus\ - Oup  Oup  Oup  Ouy  Ow
IRY arr 822 ) 78 “or  Coxr 0 i)
_ _u28UQ . 6(u0.u2) . 8(U1.U2). (38)

oz oz ox

De maneira geral, a K-ésima equagao seria escrita como

, Du Pug  Puk duig_1 0 —
1=K W -V (W -+ W = —UK_1 or — % UK—1 Z ujs | - (39)
N—————

Substituindo a Equagao 2.70 em 3.1 obtemos, para a condi¢ao inicial
f(z,z) = up(x, 2,0) + uy(z, 2,0) + us(z, 2,0) + - - - + ug(z, 2,0). (3.10)

Assumindo wug(z, 2,0) = f(x, z), tem-se u;(x,z,0) = 0 parai € {1,..., K}.

Da mesma maneira, para as condigoes de contorno, substituindo as Equagoes 2.71
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e 2.72 em 3.1 obtém-se

Uz (0,2, 1) = u0,(0, 2,t) + u1,(0, 2,t) + u2,(0,2,¢) + - - - + ug,(0,2,¢) =0  (3.11)
Uz (Ly 2,t) = gy (L, 2,t) + (L, 2, 1) + ug, (L, 2,t) + -+ - +ug,(L, 2, t) =0 (3.12)

u,(2,0,t) = ug.(x,0,t) + up,(x,0,t) + ug,(2,0,t) + - - - + ug.(z,0,t) =0  (3.13)
uy(x, H,t) = uo, (v, H,t) + ui (2, H,t) + uo,(x, H t) + - - +ug (v, H,t) = 0(3.14)

onde assumimos

uix(0,2,t) = 0 (3.15)
wip(L,z,t) = 0 (3.16)
wi,(z,0,t) = 0 (3.17)
ui(x,H,t) = 0 (3.18)

para i € {0,..., K}.

Desta maneira, obtemos um conjunto de equagoes (de difusdo), onde a primeira
equacao é homogénea e possui solucao analitica e carregard a informacao das condic¢oes
de contorno e inicial do problema original. As demais equagoes sao nao homogéneas com
condicoes, de contorno e iniciais, nulas e com um termo fonte conhecido e dependente das
solugoes das equacdes resolvidas anteriormente. O principio de Duhamel [Ozisik, 1993;
Duchateau e Zachmann, 2002, cuja aplicagao para esta equagao sera descrito Se¢ao 3.1,
fornece uma solucao analitica para equagoes nao homogéneas cuja solucao da equagao
homogénea associada é conhecida.

Assim, a equagao homogénea a ser resolvida é

(

Jug 9%ug ug | _
at V(az2 + %52 ) =0

uo(z,2,0) = f(x, 2)

qu(Oazvt) =0 (3 19)
Uoz(L, 2, 1) =0
U'Oz(xvoat) =0

uo,(z, H,t) = 0.
\

A solucgao deste sistema esta detalhada no Apéndice A.

As demais equagoes do sistema recursivo, que sao as equagoes diferenciais parciais
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nao homogéneas, dadas por:

( i—2
du 0%, 82u1 _ Oui—y 0
v (G 5) = e (“Z“>
>0 ~ —
i>1
w;i(z,2,0) =0
;5 (0,2,t) =0 (3.20)
Uin(L, 2, 1) =0
uiz($7 07 t) =0
wi,(z, H,t) =0
\
para i € {1,..., K}, serdo resolvidas utilizando o principio de Duhamel descrito a seguir.

3.1 Solugao das Equagoes Diferenciais Parciais Nao Homogéneas (Principio

de Duhamel)

Como a finalidade de simplificar a notagao, as equagoes nao homogéneas do sistema

recursivo serao escritas como

ou 0u  0%u
i (W + W) + F(x, 2,t) (3.21)

sujeita as condigoes inicial e de contorno:

u(z,z,0) =0 (3.22)
(0, 2,t) =0 (3.23)

ug(L, 2, 1) = (3.24)
u.(x,0,t) = (3.25)
us(z, H t) = (3.26)

Visto que os termos F(x,z,t) do sistema recursivo dependem da solugdo obtida
nas equacoes anteriores e que eles dependem do tempo, o Principio de Duhamel pode ser
utilizado para resolver este tipo de equacao. Este principio escreve a solugao do problema
nao homogéneo em termos da solu¢ao do problema homogéneo como sera visto. Embora o
principio de Duhamel seja bem conhecido e mensionado na literatura envolvendo equacgoes

diferenciais parciais, a constru¢ao da solucao para o caso bidimensional dependente do
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tempo nao foi encontrada na literatura pelo autor deste trabalho, tornando os passos
seguintes um importante guia para interessados no assunto.
Considere a Equagao 3.21 e a Equacao homogénea associada A.1. Utilizando o

método de separagao de variaveis, obtém-se:

Xn(x) = cos (%.ﬁﬁ) (3.27)
Zm(x) = cos (%z) : (3.28)

A equacgao diferencial dependente de ¢, resultante do método de separacao de va-
ridveis, nao sera resolvida. Porém, vamos supor que a solucao da Equagao 3.21 seja da

forma:

u(z, z,t) Z Zumn coS ( z> coS (%x) , (3.29)

m=0 n=0

ou ainda

u(z, z,t) = wugo(t) + Z Umo(t) cos ( ) + Zu()n coS < ) +
2\ mm nmw
+ U (t) COS ( z) Cos (—x) . 3.30
22 I -

Calculando as derivadas envolvidas da Equacao 3.21:

w(w, 2, t) = uby(t) + Z ulo(t) cos (%z) + Zugn(t) oS (%x) +
m=1 n=1

Upe (T, 2,1) = —iu()n(t) <%>2COS (%x) +
_ Z ;umn(t) (%)2 Cos (%z) oS (%x)

Uy (T, 2,t) = — i Umo(t) <%>2COS <%z> +
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e substituindo na Equacao 3.21, obtém-se:
- mm > 2 nm

upy + n;l(u;no + Vo ( T > > < )—i—n:l (uOn + Vuon ( 7 ) ) oS (Tx> +
Z Z (uﬁnn + VUpn ((% )) cos ( cos (%x) = F(x,2,1).

Considerando \,,, = ((%)2 + (%)2>, Am = (m?) e\, = (n—LW)Q:

uoo + Z mO + VUpmoAm )cos <Fz) + Z u0n —+ VuOH/\n) cos (Tx) +

L
m=1
= mr nm
mﬂ; Uy, + VU ) cos g 7)cos| T2 (x,2,1) (3.31)

Para determinar cada u,,,(t), usar-se-a a ortogonalidade das autofungées multipli-
cando toda a Equacao 3.31 por cos ( 7 z) cos ( T :r;) e integrando no retangulo [0, H] x

[0, L], permanencendo apenas os termos com indice m*n* € {0,00}. Assim:
/L /H ug)o COs (m?*ﬂz) Ccos (n;jr

/ / Z Uppg + VUUmoAm) COS (%Z> cos (m;:z> coS <n;7rx) dz dv +

/ / Z Uy, + Vo An) €OS (Tﬁ) COS( 7 z) Cos( 7 > dz dz +

> > PO AT S S-S PO
= /0 /0 F(x,z,t)cos ( 7 ) (nzra:) dz du. (3.32)

A partir da Equagao 3.32, a analise dos valores dos m* e n* nos dé as seguintes

) dz dx +

expressoes:

e m* =n*=0

1 t L H
- F dz dz d .
Uoo 7 H/o /0 /0 (x,2,7) dz dx dr, (3.33)

ou seja, ugy € determinado diretamente.

em*=0en*#0

2 Lo nm
Uy, + VAnlon = ﬁ/ / F(z,z,t) cos <fx> dz dx. (3.34)
o Jo

A resolucao desta equagao nos levard a expressao para ug,, onde n = n*.
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em*#0en* =0

2 L H
o+ VAmlmo = ﬁ/ / F(x,z,t) cos <%z> dz dz. (3.35)
o Jo

A resolucao desta equacgao nos levara a expressao para U,,g, onde m = m*.

em*#0en*#0

4 Lo mm nm
/
mnUmn — 7T 17 F » < <_ ) <_ ) . :
Uy + VAU LH/O /0 (x,z2,t) cos 7 %) cos (T dz dz. (3.36)

A resolucao desta equacao nos levaré a expressao para ty,,, , onde n = n* e m = m*.

Para resolver as Equacoes 3.34 a 3.36 precisa-se de informagcoes sobre as u's. Para
determinar essas informagoes utiliza-se a condigao inicial dada por u(z,z,0) = 0. Da
Equagao 3.30:

> n
u00(0) + Z Umo(0) cos (%z) + Z uon(0) cos <%x> +

n=1

+ Z Z Umn(0) cos (mﬁz) cos (%x) = 0. (3.37)

m=1 n=1

Multiplicando toda a Equagao 3.37 por cos (m;rz) cos (”*T”x) e integrando no re-

tangulo [0, H] x [0, L], obtém-se:

ug(0) = 0 (3.38)
upn(0) = 0 (3.39)
Umo(0) = 0 (3.40)
Unn(0) = 0. (3.41)

Agora, tem-se um conjunto de EDO’s, desacopladas. Este conjunto é dado por:

uZLHfOfOfO (,2,7) dz dx dr

UO()(O) = 0,

(3.42)

U, + VApUon = (x,2,t) cos dz dx
0 0 L H H fo fo ( ) (3.43)

Uon(O) = O,
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U,Imo + V)\mumo T H H f[) fO :E Zy t COS( ) dz dx (344)

Umo(O) = O,

Uy + VAmnlmn = T H fo fo (,2,%) cos ( H ) €08 ( ) de de (3.45)

Umn(0) = 0.

Observe que, conforme dito anteriormente, o PVI 3.42 ja esta resolvido e a CI
satisfeita. Os PVI’s 3.43, 3.44 e 3.45 serao resolvidos a partir do Método de Variagao
de Parametros. Tal método consiste em supor que a solucao da equagao nao homogénea
¢ uma funcao multiplicada pela solugao da equagao homogénea associada. Sabendo que

as equagoes homogéneas associadas a cada uma das equacoes acima sao da forma

!/

w, (1) + ApnVUmn =0 onde m,n €N, (3.46)

mn

a solucao geral desta equacao homogénea é proporcional a e=*m** Logo, a solucdo geral

da equacao nao homogénea a partir do Método de Variagao de Parametros ¢ dada por:
U = B(t) e Amn?t, (3.47)

Derivando a Equacao 3.47 e substituindo nas Equacoes 3.43, 3.44 e 3.45 obtém-se:

¢
Ugy = /FOn(T)e)‘””T dr et (3.48)
0
¢
Umo = / Foo(7)eT dr et (3.49)
0
¢
U = /an(T)e)‘m"”T dr e Amnt, (3.50)
0

onde Fy,, Fio e Fin, sao os termos do lado direito das Equagoes 3.43, 3.44 e 3.45 respec-
tivamente.

As solucoes dadas pelas Equacoes 3.48 a 3.50 satisfazem as condigoes iniciais cor-
respondentes.

Nas proximas secoes, aplica-se a teoria descrita até aqui para um caso particular,
especificando uma condigao inicial f(z,z) e um termo fonte F(x, z,t), que sera descrito

conforme o sistema recursivo.
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3.2  Solugao da Equacao Homogénea do Sistema Recursivo do Problema em

Questao

Considerando uma condicao inicial dependente das variaveis x e z, foi escolhida a
funcao

Fla,2) = <bcos§ + 1) U, (Zi)n (3.51)

onde 1 ¢ um numero real positivo e varia entre 0 e 1. Uma perturbagao linear ja foi
introduzida em Athayde et al., 2018.

Na literatura, os perfis iniciais de vento sao, geralmente, dependentes apenas da
variavel z. Porém, para as simplificacoes feitas no modelo adotado neste trabalho, uma
condic¢ao inicial dependente apenas de z tornaria o termo fonte da primeira recursao nulo.
Assim, uma perturbacao controlavel na varidavel = foi adicionada para que fosse possivel
observar o comportamento da solugao proposta por essa teoria. O parametro b representa
a amplitude da perturbagao e a a sua periodicidade.

A solucao da equacgao homogénea do sistema recursivo é

(x,2,1t) Z Z Apme AV cos (FZ> coS (n[ir ) , (3.52)

m=0 n=0
onde, para esta condicao inicial, os valores de A,,, descritos pelas Equacoes A.80 a A.83

sao dados por

U, H\" L
AOO = m (Z) |:(l b Sen (E + L:| (353)
Ay = 2U,L (H\"| absen (£) cos(nm) (3.54)
(n+1) \ Z, (L + narm)(L — nam)
20, " mr L
_ r n ol
Amo THZT /0 2" cos ( i z) dz {a b sen (a) ] (3.55)
4U,L (2 m a b sen ( ) cos
= n _ a
A HZ." /0 ® COS( H Z) dz (L + nam)(L — naw)] (3.56)

Esta solucao ird compor os termos fontes das proximas recursoes como é descrito

nas proximas secoes.
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3.3 Solugao da Primeira Equacao Nao Homogénea do Sistema Recursivo do

Problema em Questao

Considerando a primeira equagao nao homogénea do sistema recursivo dada pela

Equagao 3.21, onde
8u0

Fl(l'wzvt) = —Uo (57— 8;1:

(3.57)

sendo ug a solugao da EDP homogénea. Como

(x,z,1) Z Z A, e vt cog ( i z) cOS (%x) (3.58)

m=0 n=0
tem-se que
0
81;‘0 z,2,t) mz_ ;Amn (E> —Amnrt oog (%z) sen <%x> ) (3.59)
As séries serao truncadas e o produto da Equacao 3.58 pela Equagao 3.59 dara

origem ao produto de dois somatorios duplos e finitos, ou seja:

6u0 al N mym nymw
o (Z Z Apyn, € mm cos( Vi z) cos <Tx> X

m1=0n1=0

M al N T ™Mo NoT
2 — v 2 2
(— E E Amznz (T> e Mman2¥t cog ( H Z) sen (Tl’>> .

mao=0 na=0

Pode-se ver que a fonte sera descrita por um somatorio de termos que surgirao da
aplicacao da distributividade acima. A forma de cada termo dessa multiplicagao ficara
como um somatoério quadruplo. A fim de simplificar a notagao, escreve-se o conjunto
limitante de cada indice pela letra M, como segue:

m1=0n1=0 mi2ni12=0

M
8u0 o )
_uo xr ~ Z (AmlnlAm2n2 <_) (& (Amlnl +Am2n2)Vt %

L
mi2n12=0

X COS (%Z) COS (%Z) COS <%l‘> sen <%LIZ’)> .
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Considerando
(x,z,1) Z van coS ( z) coS (%x) , (3.60)
m=0 n=0
onde
1 t L H
voo = ﬁ/ / / Fy(x,z,7) dz dx dr (3.61)
o Jo Jo
2 t L H
Umo = ﬁ/o /o /0 Fi(x,z,T) cos (%z) dz dx e’V dr e Amvt (3.62)
2 t L H
Vo = ﬁ/ﬂ /0 /0 Fi(x,z,7) cos (%x) dz dx '™ dr e ! (3.63)
4 t L H
Umn = ﬁ/o /0 /0 Fi(z,z,7) cos (%z) cos (%x) dz dx edvT dr e Amnvt,
(3.64)
Calculando os termos da solucao tem-se:
t
Vop ~ Z Am1n1 mang <%>/ e~ Aminy FAmang VT g o
0

m12n12 =0

" mlﬂ- mom L nm NoT
X COS ( cos ( > dz cos (—x) sen (—x) dx
0 H 0 L L
LH 1ni 272 L 0
L
X /COS cos ( 27Tz> Cos (%z) dz /Ocos (%x) sen (%x) dx e Amvt

2 S NoT t
LH Z Aming Amons <%>/0 e~ Aming FAmong =An)rr g0 o

mi2n12=0

/Iéos (mlﬂz> cos <m2ﬂz> dz /ios (nl—ﬂx> sen <n2_7rx> cos <n_7rx> dx e At
0 H H 0 L L L

Q

Von

X
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_4 - A A (—n2ﬂ-> /t -(A 171 TAmgng —A T d X
Umn =~ E mini<imaon € mn man m T
LH AN ) 0

mi2n12=0

i My MaT mm
/Ocos ( 7 z) cos < 7 z> cos <Fz) dz X

L nym NoT nm —Amnrt
/OCOS (Tl') SEN <T£L'> COS (Tl’> dl’ e .

Assim, a solug@o da primeira equacao do conjunto recursivo fica:

X

X

N M
ui(z,2,t) = volt) + ; Von (t) cos <%x> + Z Umo(t) cos (%Z) T

M N
mm nmw
+ mz:l ;vmn(t) oS (?z> Cos (Tx> :

Sabendo que os valores de m e n sao positivos, e que A\, = (mn/H)*+ (nw/L)* é
importante levar em consideracao que os expoentes das integrais no tempo podem assumir
valor nulo, exceto a integral em vg.

Note que até o momento, exceto as integrais das Equacgoes 3.55 e 3.56, onde 0 <
n < 1, todas as demais integrais podem ser resolvidas analiticamente, fornecendo assim,
uma aproximacgao tao boa quanto se queira da solucao da equacao de NS do problema

original.

3.4 Solugao da Segunda Equagao Nao Homogénea do Sistema Recursivo do

Problema em Questao

Considerando a segunda equagao nao homogénea do sistema recursivo, o termo

fonte é dado por

. 8u1 8u0 aul
FQ(ZE,Z,ZS) = _UI% —Ulg —U()%. (365)

Como ug e u; ja foram obtidos analiticamente, a expressao para Fy(zx, z,t) pode

ser escrita de forma analitica. Cada parcela da fonte tem a seguinte forma:
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8u1 M (TLQ?I ) (ml Tl ) <m271 ) (nln ) <TL27K )
J— _— ) mini Umano —_— —_— —_— —_— —_—
U1 E () (Y 7 COs H Z | COos H Z ] Ccos 7 X )sen i X

mi2n12=0

M
0
_Ulﬁ ~ val'rn Am2n2 (%) COS(mI;ﬂ- Z) COS <m]—21ﬂ- Z) COS(%‘%‘) Sen(%x) e_)‘m2”21’t

mi2n12=0

M
ouy Ny T mym MoT Ny NoT _
uO@a: E 11 Umans Lcos Hzcos HzcosLxsen Lxe

mi2n12=0
Seguindo os mesmos passos feitos para a primeira equacao homogénea e utilizando

o principio de Duhamel, sabe-se que

ug(z, 2,t) = i iwpq(t) cos (%z) cos (%x) : (3.66)

p=0 ¢=0
onde
wey = % /Ot /OL /OH Fy(x,z,7) dz dx dr (3.67)
Wy = % /Ot /OL /OH Fy(x,z,7) cos (%z) dz dx ™" dr e (3.68)
Wog = % /Ot /OL /OH Fy(x,z,T) cos (%x) dz dx e’ dr e (3.69)
Wpy = % /Ot /OL /OH Fy(z,z,7T) cos (%z) cos (qfﬁx) dz dx e T dr e teavt
(3.70)
e
Fy(x,z,t) =~ i (%) cos (a;[TZ) cos (aZTZ) cos (5117_]@) sen (B22$) X

a12612=0

DY
X [Ualﬁlvazb’z + Vay 8 Aanpa €

il + Aa151 VasBs e_)‘a151 Vt] :
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3.4.1 Calculo do wyg

Para determinar a expressao final para wgo(t), substituimos a fonte F, na Equacao

3.67. Separando as varidveis com as suas respectivas integrais, obtém-se

1 M Bam H oz 0Tz
woo(t) =~ TH Z 7 /0 cos< 7 )cos( i )dzx

a12$12=0
L t
X / cos <,617rx> sen (ﬂﬂx) dz [/ Vo 1 VasBs AT +
0 L L 0
t t
* / U%&Aazﬁze_)\%ﬁQWdT +/ Aa1,31va2ﬂ26_)\a1ﬂ1WdT} ’ (3'71)
0 0

sendo

M
Vi (0) & SN () Ay Ay, X

mi2n12=0

t
X / e*()‘mlm+)‘mwz*)‘a151)’”’d7 X
OH
X / cos <m17m> cos (m27r2> cos (%) dz %
0 H H H
L
X /0 oS (%) sen (%) cos (51255) dx e Parm vt (3.72)

Q

M t
Ko b
Uazﬁz (t) L2[§2 g (%ﬂ-) Aa1b1 Aa2b2 / 6’_()‘“1”1 +>‘a2b2_)‘a252)VTdT X
0

a12b12=0

/H <a17rz> <a27rz> <a27rz> Is x
COS COS COS <
0 H H H

g b b
/0 oS ( lzx> sen ( 221:) cos (Bzgx) dx e Razsa?t (3.73)

onde K4, 8, € Kayp, 530 tais que

X

X

1, se a=p=0
Kap =42, se a=0 e f#0 ou a#0 e =0 (3.74)

4, se a#0 e [B#N0.
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Para uma melhor visualizacao da expressao, denota-se

H
Ii.(aq,00) = / cos (omrz) cos (aﬂz) dz (3.75)
0

H H
L
Li.(B1, B2) = /cos (ﬁlmﬁ) sen (Bﬂx) dx (3.76)
; L L
t
I(ar, a0, 81, B2) = /Ualﬁlvo@ﬂsz (3.77)
0
t
Iyi(an, a0, Br, B2) = /UalﬁlAOé2,32e_()\a2B2)VTdT (3.78)
0
t
[clt(alaa%ﬁlvﬁQ) /Aalﬁlvoé2,32e)\alﬁlm-d7—‘ (379)
0

Observa-se aqui que a quantidade de calculos necessarios para computar a parte
temporal se tornara extensivamente grande com o aumento da quantidade de recursoes,
pois ao fixarmos uma quantidade M e N de autovalores em cada dimensao espacial, as
quais implicardo no intervalo de abrangéncia de todos os indices (my, ny, ma, no, a1, as,
b1, by, ai, o, B1, Ba), para cada quadrupla de indices (aq, as, Bi, B2), teremos M2N?
célculos devido aos indices (mq, ni, ma, no, ai, as, by, by) referentes aos v’s. E como o
intervalo de abrangéncia das quadruplas também ¢ M2N?2, teremos M*N* calculos para
examinar.

Analisando a integral 3.77 e considerando as Equagoes 3.72 e 3.73:

Koy 8 K byngm?
[alt ~ alﬁl a262 Z Z ( ) Am1n1Am2n2Aa1b1Aa2b2 X

m12n12=0 a12b12=0

></H <m17r2> <m27r2> <a17r2>d /H <a17r2> (ayrz) <a27r2>d
COS COS COS z COS COS COS z
0 H H H 0 H H H

I>.(m1,ma2,01) I3:(a1,a2,02)
L nyrx NoTL bimx L byrx bomx Bomx
X | cos sen coS dx | cos sen| —— | cos dx %
0 L L L 0 L L L
-~ 7\ -~ J/
Iz (n1,m2,B1) I3 (b1,b2,82)
/ / (Amqng FAmong —Aay 5y V&df / —(Aa1by FAagby —Aag sy szdf e~ Aarsy TAagB VT (1
Ien

(3.80)



36

A Equacao 3.78 fica

M
Iﬂ)al 1 NoT
]blt ~ L—Ig Z (T) Am1n1Am2n2Aa2ﬂ212zIQx X

mi2n12=0

t T
X / / 6_()‘7”1”1"')‘7”2”2_)‘&1»31)Vfldgle_()‘%lﬁ"")‘azﬁz)m—dT (381)
0 0

e analogamente

M
Ka bom
[clt ~ L—QI_? Z (T) AalblAazbgAcnﬁl[&zI&r X

a12b12=0
t T
X / / 6_(>‘alb1+>\a2b2_>\a1/31)V£2d§26_(>\0q/31+>\a2/32)y7'd7-. (3.82)
0o Jo
3.4.2 Calculo do wy
Para determinar a expressao final para w,(t), partimos da equagao

9 t L H
wpo(t) = m/o /0 /0 Fy(x,z,7) cos (%) dz dx e™'"dr e vt (3.83)

Separando as variaveis com as suas respectivas integrais, obtém-se

2 M Bom i Tz QT2 Pz p
ant) = g 2o () | eos (T ) eos (S ) eos () =

a12612=0

L t
/ cos (512I> sen (B22x) dx [/ Vary By Vg8, €777 AT + (3.84)
0 0

t t
* / UO‘1ﬂ1Aa2526_(>\a262_)\p)VTdT +/ AalﬁlUa252€_()\0161_>\p)1/7d7—} e_Ath’
0 0

X

onde vy, 8, € Va,p, sa0 dados pelas Equacgoes 3.72 e 3.73. O conjunto de Equacoes 3.75 a

3.79 tornam-se

H
oz QT2 T2
I (an) = /0 coS ( }I ) coS ( j{ ) coS (%) dz (3.85)
L
L (B1B2) = / cos (Blm) sen <62m> dx (3.86)
; L L
t
L(oasfiffe) = / Very By Vg5, €77 T AT (3.87)
0
t
Iblt(a1a251/82) e / UOCIBlAazﬁze_()\QZﬁQ_/\p)VTdT (388)
0
t
Iclt(alagﬁl,ﬁg) = / Aalglvazﬁze_()\alﬂl_/\p)VTdT. (389)
0

Analisando a Equacao 3.87 nota-se uma semelhanca nas integrais espaciais, alte-
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rando apenas a parte temporal assim, tem-se

"{'04151 Ka252 b2n27r
T = E § m1n1Am2n2Aa1b1Aa2b2 X

m12n12=0 a12b12=0

X/H (m17r2) <m27rz> (a Wz)d /H <a17rz> (CLQT(—Z) (ang>d
cos cos cos z [cos cos cos z
0 H H H 0 H H H

J/
-

-

Iz, (m1,mz2,01) I3 (a1,a2,a2)

L L
T NoTT 517T:c> / (bmx) (bym:) (ﬁﬂ:ﬁ)
X | cos sen cos dz [ cos sen cos dzr X
\/0 ( L ) ( L ) < L Jo L L L )

-~

Ing(n1,m2,81) I34(b1,b2,82)

t T T
X /6_(>\a151+)\a2ﬁ2_>\p)l’7_ /6_()\m1n1+>\m2n2—)\a1[31)V§1d§1 /6_(>\a1b1+)\a2b2_)\a2ﬁ2)l’§2 d§2 dT .
0 0 0

J/

-~

IpY;

(3.90)
A Equacao 3.88 fica
K M TNoTr
«@ 2
Iblt ~ L—ll_[;—l Z (T) Am1n1Am2n2Aa252[2z[2:c X
mi2n12=0
t T
X / e~ ParprHAazpy —Ap)ur / e~ PminiFAmang =Aay s)V81 g, (3.91)
0 0
e analogamente
K M bom
a 2
]clt ~ L}_? Z ( I >Aa1b1Aa2b2Aa151]3zl3x
a12b12=0
t T
< / e Bonon T hoana =A)T / e~ O Fhaziy—Nani s g iy (3.92)
0 0

3.4.3 Calculo do wy,

Para determinar a expressao final para wy,(t), partimos da equagao

2 t L H
Woq(t) = ﬁ/o /0 /0 Fy(z, z,7) cos (?) dz dx e " dr e M, (3.93)

Separando as varidveis com as suas respectivas integrais, obtém-se

woq(t) % f: (%) /OH cos (a?[rz> cos (aj;z) dz X (3.94)

O112ﬁ12:

L t
bimx Bomx qmT e
/0 cos < 7 sen 7 cos( 7 )d:c i valglva252e)‘q dr +

t t
+ / /UoélﬁlAOQﬁze_()\agﬁz_Aq)VTdT + / AalﬁvaQﬁze_(Aalﬂl —>\q)’/7'd7_:| €—>\th’
0 0

Q

X
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onde vq,8, € Va,p, sa0 dados pelas Equacoes 3.72 e 3.73. O conjunto de Equacoes 3.75 a

3.79 tornam-se

I, (aiag) = /OH coS (az;z) COS <QZZ) dz (3.95)
L, (B152) = /OL cos (5117;95) sen (522w) cos (?) dz (3.96)
Lai(aapiBe) = /Ot Vo 1 Va3 €1 T AT (3.97)
Lt(crafrfo) = /O t Voo Aagye” P22 dr (3.98)
La(cranfifo) = /0 t Ay Vaggye” Poapr 27, (3.99)

Analogamente, a Equacao 3.97 é escrita como

Ra151 ’iazﬁz an?Tr
[alt ~ E E m1n1 AmznzACubl Aa2b2 X

m12n12=0 a12b12=0

" /H <m17rz> <m2ﬂ'2> <a17rz> d /H (cmrz) <a27rz> (ayrz) d
cos cos cos z [ cos cos cos z
0 H H H 0 H H H

Izz(m;rmzﬂl) I3z(a;:12,a2)

" /L (nyrx) <n27m:) b p /L byrx by Bomx dr x

coS sen cos x [ cos sen cos T
0 L L L 0 L L L

Lo (n1,m2,81) I3 (b1 ba,B:)

t T T
X /e(Aa1ﬁ1+Aa2ﬂ2Aq)VT /‘e()\mlnl“l’)\anQAalﬁl)l}gldél /‘e()‘albl“l’)\azbgAaQﬁiz)VgQ dSQ dT .
0 0 0

J/

Ly,
(3.100)
A Equacao 3.98 fica
K M NoT
a1 2
Iy~ =80 %" (T> Ay Amyng Ay Ino T % (3.101)
miani2=0
t T
X / 6_()‘01131"‘)‘&262_)‘(1)’”/ e_(Amlnl'*‘)‘lem_)‘a1ﬁ1)”51 d&y dr
0 0
e analogamente
K M by
« 2
Ly ~ L—g > ( - )AalblA@bZAalBl[gZng (3.102)

a12b12=0

t T
x / 6_0\0‘1’51 FAag By —AQIVT / e_(>‘0151 FAaghy —Aag sy JVE2 dgg dr.
0 0
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3.4.4 Calculo do wy,
Finalmente, para determinar a expressao final para w,,(t), partimos da equagao

4 t L H
Wpy(t) = ﬁ/o /0 /0 Fy(x,z,7) cos (%) cos

Separando as variaveis com as suas respectivas integrais, obtém-se

o) = S (50 [ o (47 com (%257 cos (22) o (3108

a12$12=0

L t
ﬁmx> (Bgmc) (qmc) [/ )\
cos sen cos dx Va8 Voo 8, € P17 dT +
A < L L L 0 1/81 2ﬁ2

t t
+ / Uoélﬂl AQQBQQ_(Aazﬁz_APq)”TdT + / Aoz1ﬁ1 'Uag,Bge_()\alﬂl _)‘PQ)VTdT:| e_quVt’
0 0

<?> dz dz e dr e e, (3.103)

X

onde vy, 5, € Va,p, s@0 dados pelas Equacgoes 3.72 e 3.73. O conjunto de Equacoes 3.75 a

3.79 tornam-se

L(aqas) = /OH cos <a}7]rz> cos (aj;m) cos (%) dz (3.105)
L, (B152) = /OL COS (ﬁlgl’) sen (ﬂggx) COS <%> dx (3.106)
Ly(aranf5y) = /Ot Vary By Vg € P2 T AT (3.107)
Lt(crafifo) = /O t Vo Aagye” Po2a ™0 (3.108)
L (onaefBife) = /Ot Aoy 5y Vaggye” Ao =207 g (3.109)

Analisando a Equagao 3.107 nota-se uma semelhanga nas integrais espaciais, alte-

rando apenas a parte temporal assim, tem-se
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K 5 Kasp bonom?
[alt ~ a1 - a2 2 Z Z ( >Am1n1Am2n2Aa1b1Aa2b2 X

mi2n12=0 a12b12=0

X/H <m1w2> <m27rz> <a17r2>d /H (cmrz) <a27r,z> (0427?2>d
cos cos cos z [ cos cos cos z
0 H H H 0 H H H
I2z(m1‘,,m2,041) ISz(a;;7427a2)
X/L (nlwx) <n27mc> bimx p /L byrx by Bomx da
CoS sen cos x [cos sen CoS T
0 L L L 0 L L L
Izz(n;,,712,ﬁ1) ISx(b;’,l)2>ﬁ2)
t T T
x / ¢ Penin oo AT / e~ Cmim FAmans =Aays V61 g / e~ Caan Fhagny—Noasa V€ g, iy
Jo 0 0
It
(3.110)
A Equagao 3.108 fica
K M N
a 2
]blt ~ L}?l Z (T) Am1n1Am2n2Aa252]2z]2x X (3111)
miani2=0
t T
X / @_()‘alﬁ1+>‘a262_>\pq)’”’/ e—()‘m1"1+>‘M2n2_)‘a1/31)”51 d§1 dr
0 0
e analogamente
K M NoT
« 2
[clt ~ L—Q; Z (L >Aa1b1Aa2b2Aa1,B1[3z[3x (3112)

a12b12=0

t T
X / 6_(>\a1ﬁ1 +)\a2ﬁ2_)\pq)V7— / e_(>\a1b1 +>\a2b2_>\a2[32)l’§2 d§2 dT
0 0

Na proxima secao sao mostrados alguns resultados preliminares com o objetivo de

testar a eficiéncia da metodologia proposta.

3.5 Validacao

No intuito de validar a metodologia descrita, a solucao proposta foi implementada
em um software para simular a dispersao de um poluente na camada limite planetaria e
confrontar os dados obtidos da concentracao ao nivel do solo com as do experimento de
Copenhagen. As medidas da dispersao de um contaminante na camada limite consiste na
coleta sequencial de amostras durante um determinado intervalo de tempo. O experimento
utilizado para validar a solugao foi realizado ao norte de Copenhagen e é descrito em

detalhes por Gryning, 1981, Gryning e Lyck, 1984 e Gryning et al., 1987.
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As simulagoes realizadas utilizaram os parametros do experimento implementando
apenas uma modificacao na condicao inicial para inserir uma dependéncia em z afim de que
a metodologia pudesse ser verificada. O experimento consiste em liberar SFg de uma torre
de altura 115 metros e os pontos de amostra sao colocados no nivel do solo ao longo de trés
arcos. As distancias entre o ponto de emissao e os pontos de coleta variam entre 2 a 6 km.
A emissao inicia um periodo antes das coletas e varia com o experimento. O comprimento
de rugosidade da regiao foi estipulado como 0,6 m. A média das amostras foram coletadas
durante uma hora com 10% de imprecisao. Os dados essenciais do experimento estao na
Tabela 3.1. Os experimentos realizados foram conduzidos em condigoes neutras e instaveis

de acordo com a classe de estabilidade de Pasquill [Irwin, 1979].

Tabela 3.1 — Condigbes meteorologicas dos experimentos de Copenhagen |Gryning, 1981;

Gryning e Lyck, 1984; Gryning et al., 1987].

Uy Uy Uy L W, h
Exp. | (10m) | (1156m) | (ms™') | (m) | (ms™') | (m)
(ms~") | (ms™')
1 2,1 3,4 0,36 -37 1,8 1980
2 4,9 10,6 0,73 | -292 1,8 1920
3 24 5,0 0,38 | -71 1,3 1120
4 2,5 4,6 0,38 | -133 0,7 390
5 3.1 6,7 | 045 |-444| 07 | 820
6 7.2 132 | 1,05 |-432| 20 | 1300
7 4,1 7,6 0,64 | -104 2,2 1850
8 4,2 9,4 0,69 -56 2,2 810
9 5,1 10,5 0,75 | -289 1,9 | 2090

3.5.1 Parametrizagao da Turbuléncia

Na dispersao de poluentes, a parametrizagao da turbuléncia tem grande impor-
tancia nos resultados da simulacao. Por ser um fendmeno nao linear e as condigoes
climéticas sensiveis, h4 uma dificuldade inerente na sua implementacao e isto é feito de
formas diferentes em diversos trabalhos cientificos. O modelo escolhido neste trabalho
foi a parametrizacao baseada na teoria de difusao estatistica e no modelo espectral de
energia cinética. Essa metodologia, derivada de condi¢oes convectivas e moderadamente

instaveis, fornece difusividades descritas em termos da velocidade caracteristica e escalas
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de comprimento de vortices de energia. A difusividade turbulenta dependente do tempo
foi descrita por Degrazia et al., 1997. Entretanto, devido necessidade de se considerar os
coeficientes de difusao constantes para a derivacao da solugao gaussiana ser possivel, os
coeficientes de difusao foram fixados e determinados por

th 0,22 (%)3 <1 - %)3 [1 (%) Zp, 00036(%)] , (3.113)

onde h é o comprimento (m) da camada limite convectiva e w, é a velocidade convectiva
na direcao vertical (m/s), que variam de acordo com o experimento.

Para gerar os resultados considerou-se K, = K.

3.5.2 Primeiros Resultados

Nesta secao sao mostrados os resultados obtidos considerando as trés primeiras
equagoes do sistema recursivo e utilizando a Equagao 3.51 como condigao inicial para o
perfil do vento. Os parametros utilizados foram n = 0,1, a=3,b=0,01, Z, =10e U, é
o vento médio na altura de referéncia e varia de acordo com o experimento e seus valores
estao na Tabela 3.1.

O vento médio é obtido utilizando a média continua do vento nas varidveis até o

1 t Hs prx
E:tst/O/o/Ou(x,z,t)dxdzdt.

Os gréficos que ilustram a aproximacao da condi¢ao inicial de acordo com o ntimero

momento da coleta.

de autovalores sao mostrados nas Figuras 3.4 e 3.5.
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Figura 3.4 — Perfil do vento em x = 1900 e ¢t = 0 com 5 autovalores.
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Figura 3.5 — Perfil do vento em x = 1900 e t = 0 com 20 autovalores.
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As Tabelas 3.2 e 3.3 mostram os resultados obtidos na simula¢ao dos experimentos

de Copenhagen com espalhamento da pluma em duas e trés dimensoes respectivamente.

Tabela 3.2 — Comparagao dos resultados com os experimentos de Copenhagen usando

condicao inicial baseada no vento médio em 10 metros e o espalhamento bidimensional.

Exp. Dist. T, u e/ Q c/Q
(m) (m/s) (m/s) (107%s.m™2) (1071s.m2)
20 1900 2,1 2,45 6,48 4,90
set 3700 2,1 2,45 2,31 3,63
26 2100 4,9 2,71 2,38 2,83
set 4200 49 2,71 2,95 2,15
19 1900 24 2,76 8,20 5,04
out 3700 24 2,76 6,22 3,80
5400 24 2,76 4,30 3,19
3 4000 2,5 2,90 11,66 4,80
nov
9 2100 3,1 3,59 6,72 5,08
nov 4200 3,1 3,59 5,84 4,00
6100 3.1 3,50 197 3,42
30 2000 7.2 832 3,96 2,11
abr 4200 7,2 8,30 2,22 1,61
5900 7,2 8,30 1,83 1,39
27 2000 4,1 4,77 6,70 2,98
jun 4100 4,1 4,77 3,25 2,19
5300 4,1 4,77 2,23 1,95
6 1900 4,2 4,87 4,16 2,89
jul 3600 42 4,86 2,02 2,20
5300 42 4,86 152 134
19 2100 5,1 5,96 4,58 2,71
jul 4200 5,1 5,96 3,11 2,06
6000 51 507 2,50 177
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Tabela 3.3 — Comparacao dos resultados com os experimentos de Copenhagen usando

condicao inicial baseada no vento médio em 10 metros e o espalhamento tridimensional.

Exp. Dist. T, u ¢/ Q c/Q
(m) (m/s) (m/s) (1077s.m™3) (1077s.m™3)
20 1900 2,1 2,45 10,50 6,34
set 3700 21 2,45 214 337
26 2100 49 2,71 9,85 9,29
set 4200 49 0,71 2,83 2,84
19 1900 24 2,77 16,33 7,79
out 3700 24 2,77 7,95 4,20
5100 24 277 3,76 2,93
3 4000 2,5 2,90 15,71 7,36
nov
9 2100 31 359 12,11 11,48
nov 4200 3,1 3,59 7,24 6,38
6100 3,1 3,59 4,75 4,54
30 2000 72 832 7.44 1,49
abr 4200 7,2 8,33 3,37 2,35
5900 7,2 8,36 1,74 1,72
27 2000 4.1 4,77 9,48 4,70
jun 4100 4,1 4,77 2.62 2.42
5300 4,1 4,77 1,15 1,89
6 1900 4,2 4,86 9,76 4,50
jul 3600 4,2 4,86 2,64 2,49
5300 42 4.8 0,08 1,72
19 2100 5,1 5,96 8,52 5,09
jul 4200 51 596 2,66 2,74
6000 5.1 5,96 1,08 1,06

Embora se tenha obtido resutados satisfatérios na simulacao dos experimentos de

Copenhagen com poucas recursoes, a metodologia descrita apresentou uma dificuldade

inerente com respeito a implementacao de mais recursoes. As fontes descritas em termos

do produto das solugoes anteriores e suas derivadas em relagao a variavel x resultou em

produtos de somatoérios que aumentam a dificuldade da implementacao a cada recursao,

o custo computacional e sua automatizagao nao é de simples implementagao. Portanto,

optou-se por uma nova abordagem, a qual facilita a automatizacao das recursoes, permi-

tindo uma anélise mais completa do método. Esta nova estratégia consiste em, a partir

da solugao analitica obtida da equacao homogénea, aproxima-la por uma expressao mais

simples que permita uma fidelidade da solugao e que ao mesmo tempo facilite o avango das

recursoes. A ideia é escrever as fungoes ug(z, z,t) como produto de fungdes de varidveis
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separadas

wn(z, 2, 1) = f: i U (1) OB (?) cos (mg'z) = f(a)g(2)h(t) (3.114)

n=0 m=0
de maneira que ainda se consiga utilizar o principio de Duhamel e calcular as integrais de

forma analitica. Escolheu-se utilizar polindmios para fazer esta aproximacao.
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4 INTERPOLACAO

Chamamos de interpolacao o processo de obter uma funcdao que passe por um
conjunto de pares ordenados e que, a partir dessa fungao, se possa gerar outros pares
ordenados. Neste capitulo sdo apresentadas nog¢oes basicas de interpolacao polinomial e

uma das técnicas para se obter um polinomio que interpole um conjunto pontos.

4.1 Polinémios

Polinémios sao expressoes do tipo

N
pla) = @i’ =ag + a1z + az® + -+ aya’ (4.1)
=0

e seu uso é amplo em diversas areas da ciéncia devido a sua grande familiaridade e
simplicidade.

A interpolagao polinomial consiste em obter um polinémio que passe por um con-
junto de pares ordenados (x;,y;) com i € {0,1,2,..., N} (N + 1 pontos) previamente
estabelecidos. O grau do polindmio esta atrelado a quantidade de pontos utilizados.

Dentre as vantagens na sua utilizacao, podemos citar

—_

. representacao continua;
2. facil derivacao analitica;
3. facil integracao analitica;

4. obter uma expressao que permita calcular as quantidades desejadas em lugares onde

dados nao foram obtidos.
A motivagao para o uso de polinémios também é diversa. Podemos citar
1. obter uma expressao continua que represente dados discretos coletados;
2. obter uma expressao mais simples do que a original.

Calcular o polinémio que interpola um conjunto de pontos consiste em determinar

os coeficientes ag, aq,...,ay da Equacao 4.1. A maneira mais usual de encontrar tais
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coeficientes é determinar a matriz de Vandermonde e resolver o sistema

i b ao Yo
1 zy zd
ay 1
2 N
1 = 7 s} B 19
az | — | Y2 |- (4.2)
1 oy 2% ... 2%
— — | an YN

Matriz de Vandermonde
Porém, a inversa desta matriz pode ser altamente mal condicionada, dificultando a re-
solugao correta do sistema. Por isso, a escolha de métodos iterativos é preferivel pois
obtém-se uma solucao mais confiavel sem determinar o calculo da matriz inversa. Neste
trabalho, foi utilizado o método de Newton para obter o polinémio interpolador. Um
detalhamento do método pode ser encontrado em Bortoli et al., 2019. Este método deriva
de obter o polinémio interpolador de grau N 41 partindo do polinémio de grau N, por um
processo de indugao matematica. Assim, considerando N + 1 pontos (z;,;), ¢ =0, ..., N,
o polinémio de Newton é escrito na forma

o+ c(z—xo) ez —xo)(x—a1)+ -+ en(z—x0) ... (x —2N_1)
N -1

= a |l |(x—x)) (4.3)

i=0  j=

pn(z) = ¢

onde [T 2z —2:) =1sei—1< 0. Assim, os primeiros polinémios interpoladores sio
7=0 J ’

0s seguintes:

Po(@ = O
pi(z) = co+ iz — xo)

pa(z) = co+ar(r— o) + calx — o) (T — 27).

Os coeficientes do polinémio 4.3 podem ser calculados de forma iterativa como

Yr — pk-1($k)
(xp — xo)(zp — 1) ... (T — Tp_1)

cp = (4.4)

para 0 < k£ < N. Cabe salientar que o polinémio 4.3 nao esta na forma usual conforme
a Equacao 4.1 a qual facilita integracao e derivacao analiticas. Na literatura, é apresen-

tado somente a Equacao 4.4. Porém neste trabalho é apresentada as relacoes entre os
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coeficientes ¢, e a; dadas pelas equacoes

w=> (-]l (4.5

onde H;;B:Ej:L sei—1<0e

k N
ap = Cp — (ckﬂ Z:L‘l) + < Z (—1)“'“01 C;‘_ik> se k>0 (4.6)
=0

i=k+2
levando em consideracao que, se o indice corresponder a um coeficiente que nao deve
existir, entao este coeficiente deve ser zero. O termo ijk representa a soma de todas as
combinagoes possiveis dos {xg, 1, ...,x;_1} com (i — k) elementos. Isto pode ser escrito

€como
X {5170,951,---7901‘—1}
=2 - - (47)
Z —

Por exemplo,

= (%0351 + Lo + Tox3 -+ T1X2 -+ T1X3 + .2132333)

Z {$07I17$2,x3}
2

C5 Z {$0,$1,$2,$3,£L‘4}
3

+ TogToXy4 + ToX3T4 + T1T2X3 + T1XoX4 + T1X3T4 + ZL‘Q$3£L’4). (48)

= (I(]ZL’ll’Q + XoT1T3 + ToT1T4 + ToXoX3 +

Exemplo: Considere um conjunto com 6 pontos, ou seja, desejamos encontrar o
polinémio interpolador que sera de grau 5 e portanto devemos encontrar ag, ai, as, as,
a4 € as. Suponhamos que ja tenhamos calculado ¢y, ¢, ¢, c3, ¢4 € c5 pela Equacao 4.4.

Assim temos

pPs = Co+
+ oz —x0) +
+ colr — xo)(x — 1) +
+ c3(x —z0)(x — 1) (T — T2) +
+ ez — z0)(x — 1) (T — 22) (T — 3) +
+ ces(x —x0)(x — 1) (2 — @) (2 — 23) (2 — 24).
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Expandindo o polinémio de Newton para a forma usual obtém-se

Py = (co — C1Zg + CoToX1 — C3TX1T2 + C4XoT1 XT3 — 05x0x1x2x3x4) +
-+ [Cl — 02(.130 -+ LUl) + C3($0I1 + T2 + ZE1132) -+

—  eq(Tox1m9 + XX T3 + ToToT3 + T1ToT3) +

+ c5(T0T122T3 + ToT1T2Ty + TeT1T3T4 + ToT2T3T4 + T1T2T3T4)| X +

+ [co — cs(wo + @1 + 2) + ca(zox1 + Tox2 + Tox3 + 122 + 123 + Tox3) +

— cg,(z:oxlxg + Tox1X3 + ToT1T4 + ToT2ZT3 + ToX2Xa + ToX3Ty + T1T2T3 +

+ T Tomy + 1137y + Towawy)] X2+

+ ez —eq(xo + 21 + o + x3) + c5(xoT1 + ToT2 + ToT3 + ToTy + T2 +

+ 123 + 1Ty + T2T3 + Tols + T3T4)] X° +

4+ [es — cs(wg + 21 + 19 + 25 + 14)] X* + c5X5. (4.9)

Comparando as Equagoes 4.1 e 4.9

5

ap = Z(—niq ij (4.10)

note que quando ¢ = 0 o limite superior do produtoério é -1, logo atribuimos o valor 1 para

todo o produtoério. Para os demais coeficientes tem-se:

1 5

i—1 Xi

a; = €] — Cg 5 z; + E (=) Gy
i=0 i=3

Xo, L1, Ty, L1, Lo, T
= a— (@ +z1)+cs too, o022} —Cy4 {0, 21,25, 23} +
2 3
{x()uxl?x?ax?);xll}

4

+c5

2 5

1—2 Xi

ay = 02—032 33i+§ (=1) e Cy =
i=0 i—4

To,L1,T2,T o, L1,X2,T3,T
= C2_C3<170+.T1+132)+C4 { 07 F T2 3} —c5 { 05512253, 4}
2 3
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3 5
i3 <
a3 = C3 —C4 E x; + E (—].)Z C; Czlg =
=0 =5

{ZE07 T1,T2,T3, I4}

2

= Cg—C4<SCQ+.T1+SC2+.T3)+C5

a, = C4— Cy ZZEZ + Z(_l)i_40i CZX_'4 = Cq4 — 65(130 + 1 +xo + 13+ I4>

N J/
-~

nao tem sentido

5 5
as — C; — Cqg E T;+ E (—1)2_561' C,LX_IE—) = Cs.
=0 =7

N J/
N— -~

ce=0 nao tem sentido

Faremos uso desse método de interpolagao para encontrar uma forma mais amigavel
para as solugbes recursivas. Assim, procedendo de maneira padrao é possivel avangar nas
recursoes sem a necessidade de fazer produtos de somatorios extensos que tornam o seu

avango inviavel tanto no sentido analitico quanto no custo computacional.

4.2  Solucoes Polinomiais

O objetivo agora ¢é escrever as solugoes das equagoes recursivas de uma maneira
mais simples e que ainda represente uma solu¢ao muito préxima da obtida pelo método
da Secao 3.4. A solugao é baseada nos seguintes passos:

Passo 0: Escolhe-se um determinado ponto (zo, zq, tg) no qual tem-se interesse de
encontrar a solugao u.

Passo 1: Utiliza-se a solugao da equacao homogénea obtida pelo método de sepa-
racao de varidveis para calcular a solugao em pontos do dominio de interesse.

Passo 2: Fixando = = xg, 2z = 2 e variando ¢, obtém-se pares ordenados (¢, ug(zo, 20, t))
que serao utilizados para determinar um polindémio 7y(¢) que represente a uy ao longo do
caminho.

Passo 3: Fixando = = xg, t = ty e variando z, obtém-se pares ordenados (z, ug(xg, 2, %))
que serao utilizados para determinar um polinémio Zy(z) que represente a uq ao longo do
caminho.

Passo 4: Fixando z = zy, t = t; e variando z, obtém-se pares ordenados (z, ug(z, 29, to))

que serao utilizados para determinar um polinémio Xy (z) que represente a uy ao longo do
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caminho. A quantidade de pontos gerada indicaré o grau do polinémio que aproximara a
funcao da variavel correspondente.

Passo 5: A representacao final da wug serda da seguinte forma

Uo(xa 2 t) = Xo(l’)Zo(Z)To( )a

(4.11)
onde Xo(z), Zy(2) e To(t) sao polinémios de graus predefinidos. Uma ilustragao dos passos

2-4 & mostrado na Figura 4.1, onde tem-se o grafico de uma fungao U(z,vy).

-~

\
\
< X \\\\\
- Tl T ><
< —
U, u0) S

|
~

Figura 4.1 — Representacao das secgoes transversais de uma func¢ao para um xg ou g
fixo.

O ajuste da fungao u descrito nos passos 2, 3 e 4 pode ser observado nas Figuras

4.2, 4.3 e 4.4 respectivamente. A Figura 4.5 mostra um melhor ajuste com o aumento

do grau do polinémio. Porém, nem sempre isto acontece, hé sempre uma necessidade de

aproximacao.

verificar qual o grau que melhor ajusta um determinado conjunto de pontos. A Figura
4.6 ilustra um caso em que o aumento do grau do polinémio nem sempre produz uma boa
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Solugéo para perfil do vento
3.3 ‘ T ‘

3.2

3.1

w

Perfil do vento (m/s)
N nN
oo ©

N
9
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Solugao polinomial
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Eixo t (s) X 10°

Figura 4.2 — Comparagao da u na forma de somatoério com a forma polinomial de grau 8.
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Perfil do vento (m/s)
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2.6

O  Solugao por série
Solugéo polinomial

500 1000 1500 2000
Eixo z (m)

Figura 4.3 — Comparagao da u na forma de somatoério com a forma polinomial de grau 7.
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Figura 4.4 — Comparagao da u na forma de somatoério com a forma polinomial de grau 7.

Solugéo para perfil
2.5786 ‘ ‘

do vento

2.5785
2.5785
2.5784

2.5784

Perfil do vento (m/s)

2.5783

25783

2.5782

O  Solugao por série
Solugéo polinomial

Eixo x (m)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

7000

Figura 4.5 — Comparacao da u na forma de somatorio com a forma polinomial de grau

25.
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Figura 4.6 — Interpolac¢ao da fungao u(z, 29,%y) por um polindémio de grau 20.

Outra peculiaridade do método é observada quando a interpolacao da dependéncia

temporal é tomada em intervalos razoavelmente pequenos. Devido ao fator exponencial

o () + () e

quando t é pequeno devemos considerar uma quantidade maior de autovalores para que a

funcao esteja devidamente calculada. As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 ilustram esta necessidade.
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Solugéo para perfil do vento
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Figura 4.7 — Interpolagao da fungao u(x, 2o, t) por um polinémio de grau 8 e calculo da

u com 40 autovalores.
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Figura 4.8 — Interpolagao da fungao u(x, 2o, t) por um polinémio de grau 8 e calculo da

u com 150 autovalores.
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Solugéo para perfil do vento
2.685 \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
O  Solugéo por série
Solugéo polinomial

g,
2.68

2.675

2.67
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2.665

2.66
0
Eixo t (s) x 10*

Figura 4.9 — Interpolacao da funcao u(xg, z9,t) por um polindémio de grau 8 e calculo da

u com 500 autovalores.

Usando a representacao polinomial, o termo fonte F} sera escrito como

ou dX
Fi(z,2,t) = —an—xﬂ = (X0ZoTh) (d—;ZOT()) , (4.12)

e nao mais como um produto de somatoérios, mas sim como um produto de polinémios com
variaveis separadas. Isto simplifica a quantidade de céaclulos necessarios para se obter a
solugao da préxima recursao, padroniza a metodologia permitindo o avanco nas recursoes
e também possibilita o calculo dos residuos de forma padrao.

A aproximacao da solugao por polindmios também é feita nas recursoes seguintes.

Assim, de maneira analoga tem-se
up(x, z,t) = Xp(x) Z(2)Ti(), (4.13)

onde X (), Zk(2) e Ti(t) sao polindmios de graus predefinidos.

Note que, como os termos fonte sao compostos pelo produto das uy, e suas derivadas,
suas expressoes tornam-se trabalhosas com o avanco das recursoes. Por isso, um processo
de aproximagao polinomial analogo é aplicado aos termos fonte para compor um tnico

polindémio representativo de F,.
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Além desta simplificacao na solugao, uma correcao na aproximacao foi feita para
evitar a propagacao de erros numéricos devido a avaliacao de fung¢oes no computador.

Esta correcao varia de acordo com a funcao que estamos utilizando.

4.3 Numero de Condicionamento

Ao efetuarmos céalculos em um computador ou calculadora, sao cometidos erros
devido a quantidade finita de digitos disponiveis para a representacao dos nimeros en-
volvidos. Isto também se reflete ao avaliarmos uma determinada fungao f(z) em um
software. Este fato motiva o estudo de estabilidade e precisao numéricas. Ao entrarmos
com um determinado valor z, deveriamos ter uma saida f(x). Porém, como temos erros
de representacao ou de precisao na representacao de z, na verdade estamos entrando com
um valor x* = z + Az e isto acarretard em uma saida f(z*) que ndo necessariamente é a
saida desejada. A pergunta que fica é: é possivel obter uma relacao entre o erro cometido
na entrada e na saida? A resposta é sim. Utilizando os primeiros termos da série de

Taylor, temos que

flw+Az) ~ f(o)+ [ (2)Az
Ay = f(z + Azx) — f(z) = f (z)Ax.

Dividindo ambos os lados por y = f(x)

Ay /()
y  f(z)

Note que do lado esquerdo da Equagao 4.14 obtém-se o erro relativo na avaliagao de f(x).

Azx. (4.14)

Para obtermos o erro relativo do lado direito, multiplicamos e dividimos por x para obter

Ay _ f(w)war

y  fl@) o«
O ntmero de condicionamento ks(z) de uma funcao f(x) é definido como
_ f(a)z

K@) () = () (4.15)

e nos fornece uma relacao entre o erro relativo cometido na variavel independente x com

o erro relativo cometido na variavel dependente y = f(z). Para um mondémio do tipo
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f(z) = ax™ temos que
nar™lr  naz"
Ffa)(r) = = =n. (4.16)

ax™ ax™

Isso significa que, se tivermos um erro de 3% na entrada x teremos um erro de n3% na
saida f(z). Para polinémios o erro relativo é dado por uma fungao racional dependente
de x. Para minimizarmos o erro cometido pela aproximacao polinomial podemos utilizar
o nimero de condicionamento para corrigir a saida da fungao. Isto é feito calculando o
maior nimero de condicionamento no intervalo de interesse e o utilizando como fator de
correcao da saida.

Note que o erro relativo nos diz a porcentagem referente ao valor correto em que

estamos errando. Entao podemos escrever

) = f(sc>+% ()
Fa) = f@) + a2 ) = 1) (1 n mﬂ)
)
f(x) = [rm&) (4.17)

Para ilustrar a corregao, considere o seguinte exemplo com a fungao f(x) = x? cujo
nimero de condicionamento é

Fogp = =9,
132

Ao calcularmos f em z = 2 com um erro absoluto de 0, 1, ou seja, se ao invés de entrarmos
com o valor x = 2 entrassemos com z = 2,1, o erro relativo cometido na entrada é
% = 0,05 = 5%. Pela informagao dada pelo ntimero de condicionamento, o erro na saida
serd apoximadamente k20,05 = 2(0,05) = 0,1 = 10%. Como f(2) = 2% =4 ¢ 10% de 4

¢ 0,4, podemos concluir que
f(2,1) = f(2)+0,1f(2) =4+0,4=4,4
quando o valor computado sera
f(2,1) =2,1% = 4,41.

Pela Equacao 4.17, podemos obter um valor mais préoximo do real computando

= 4,00909009...
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Analogamente, se o erro cometido for para baixo,
f(1,9) = (1,9)* = 3,61

entao teriamos Ax = 1,9 — 2 = —0, 1 e portanto

3,61
(1+2(—0,05))

F(2) = = 4,01111...

Note que em ambos os casos a solugao obtida pelo nimero corrigido é mais proxima
da resposta desejada. Esta correcao foi aplicada, calculando-se a diferenca entre a solucao
por série e a polinomial em varios pontos. O ntumero de condicionamento maior ¢ utilizado
para corrigir a solugao polinomial. No préoximo capitulo sao apresentados os resultados
obtidos.

Para obter algum indicativo de qualidade e estabilidade da solugao apresentada é
necessario a analise do comportamento das solucoes com o avango das recursoes. Neste
sentido consideramos os residuos obtidos a cada recursao como é descrito na préxima

secao.

4.4 Calculo dos Residuos

No uso do método da decomposicao de Adomian para o calculo da solucao da

equacao de NS, a solucao do campo de vento u foi separada em uma soma

u(z, z,t) = Z wi(z, 2z, t).

i=0
Ao fixar o numero K de parcelas que usaremos para expressar o campo de vento e subs-
tituirmos esse formato de u na Equacao 2.69, obtém-se uma quantidade de termos nao
lineares. Porém, ao separar a equagao e selecionar os termos de maneira a poder resolver
pelo método recursivo, desconsidera-se alguns deles. Por exemplo, suponha que a solucao

seja separada em trés componentes u = ug + u; + ug. Substituindo na equagao de NS
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tem-se

aUO (9u1 aUO
a "o ot

+——+
ox ox ox
-

termos nao lineares

_y <82UQ 1 82U1 4 82U2 4 821L() 82U1 4 82U2) N
ox?  0x?  0Ox? 022 022 022

+8U0 i 8U1 i 8u0 i

ot ot ot

+ (Uo + up + Ug) (auo aUI aUQ) +

J/

8U0 8u1 8U2 8u0 (‘9u1 0u2
UO—+UQ—+U0— —+U1—+U1 +u2

ox ox ox “ ox ox ox

-~
parte nao linear

32u0 82U1 82uQ 62u0 (92u1 82u2
_V<8a:2 T2 T o2 T2 T2 T 8z2) =9

8u1 i 8u2 _
ox e ox

i

8UO X
u
ox 2

separando a equacao em um conjunto de equagoes que serao resolvidas recursivamente

temos
Oug Pug 0%y
E_V<8x2 * 822> =0
duy , <82u1 N 82u1> . Jug
ot 0x? 02 ) Yox
Ous Puy  0%us Oug Ouy Oug
W‘”(agﬂ * azz> Ty Ty T My

Somando o conjunto de equagoes acima, é possivel notar que os termos nao lineares
envolvendo us nao sao considerados neste conjunto de equacgoes, logo, ao assumirmos
ug + u1 + uy como solugao da equagao estaremos cometendo um erro que chamamos de
residuo. Porém, ao considerarmos cada vez mais parcelas em u, mais termos estaremos
considerando (e desconsiderando também), e espera-se que suas contribui¢oes sejam cada

vez menores e que a solugao estabilize para um determinado ntiimero de parcelas K.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo sao refeitas as simulagoes apresentadas na Secao 3.5.2, porém com
a utilizacao das solugoes polinomiais, onde os polinémios nas variaveis x, z e t foram
tomados com graus 7, 7 e 8 respectivamente e calculadas 10 recursoes. Foram utilizados
10 autovalores para representar a solucao da equacgao homogénea. Os resultados para o
caso de espalhamento bidimensional é apresentado na Tabela 5.1 e o caso tridimensional

na Tabela 5.2.

Tabela 5.1 — Comparacao dos resultados com os experimentos de Copenhagen usando

condi¢ao inicial baseada no vento médio em 10 metros e o espalhamento bidimensional.

Exp. Dist. @, u /@ c/Q
(m) (m/s) (m/s) (107%s.m™2) (1071s.m™2)
20 1900 2,1 2,55 6,48 4,78
set 3700 2,1 2,55 2,31 3,56
26 2100 4,9 2,95 95,38 2,75
set 4200 49 9,95 2,95 2,10
19 1900 24 2,87 8,20 4,93
out 3700 24 2,87 6,22 3,72
5400 24 2,87 4,30 3,13
3 4000 2,5 2,93 11,66 4,77
nov
9 2100 3,1 3,68 6,72 5,00
nov 4200 3,1 3,68 0,84 3,93
6100 31 3,68 197 3,37
30 2000 7.2 8064 3,06 2,06
abr 4200 7.2 8,64 2,22 157
5900 7,2 8,64 1,83 1,36
97 2000 4,1 497 6,70 2,90
jun 4100 4,1 4,97 3,25 2,14
5300 4,1 4,97 2,23 1,91
6 1900 4,2 4,99 4,16 2,84
jul 3600 42 4,99 2,02 217
5300 4,2 4,99 1,52 1,82
19 2100 5,1 6,21 4,58 2,64
jul 4200 51 621 3,11 2,02

6000 5,1 621 2,59 1,72




63

Tabela 5.2 — Comparacao dos resultados com os experimentos de Copenhagen usando

condicao inicial baseada no vento médio em 10 metros e o espalhamento tridimensional

Exp. Dist. T, u ¢/ Q c/Q
(m) (m/s) (m/s) (1077s.m™3) (1077s.m™3)
20 1900 2,1 2,55 10,50 6,32
set 3700 2,1 2,55 2,14 3,37
26 2100 49 9,95 9,85 9,26
set 4200 49 9,95 2,83 2,83
19 1900 24 2,87 16,33 7,76
out 3700 24 2,87 7,95 4,19
5100 24 287 3,76 2,02
3 4000 2,5 2,93 15,71 7,35
nov
9 2100 31 368 12,11 114
nov 4200 3,1 3,68 7,24 6,36
6100 3,1 3,68 4,75 4,53
30 2000 7.2 8064 7.44 146
abr 4200 7,2 8,64 3,37 2,35
5900 7,2 8,64 1,74 1,72
27 2000 4.1 4,97 9,48 4,68
jun 4100 4,1 497 2.62 241
5300 4,1 4,97 1,15 1,89
6 1900 4,2 4,99 9,76 4,49
jul 3600 4,2 4,99 2,64 2,49
5300 42 4,99 0,08 1,72
19 2100 51 621 8,52 5,06
jul 4200 51 6,21 2,66 2,73
6000 51 621 1,08 1,05

Como pode se ver nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, o residuo da equagao estabiliza
até a sexta recursao. Isto foi observado em todos os experimentos com algumas variacoes

no formato do grafico.
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Figura 5.1 — Grafico do residuo x recursao para o experimento de 30 de abril em 2000

metros e t = 1810s.
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Figura 5.2 — Grafico do residuo x recursao para o experimento de 6 de julho em 5300

metros e t = 2524s.
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Figura 5.3 — Grafico do residuo x recursao para o experimento de 9 de novembro em

-2
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x 10"

2100 metros e t = 1355s.

4 6
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10

Figura 5.4 — Grafico do residuo x recursao para o experimento de 9 de novembro em

6100 metros e t = 3936s.
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Na Tabela 5.3 é mostrado o valor do vento em um ponto especifico até a sexta

recursao.

Tabela 5.3 — Convergéncia do valor do vento no experimento de 9 de novembro na

distancia de 6100m, altura 0,6m e tempo 3936s.

Recursao. u(x,z,t)

1 3,989782090893393
3,989782091145395
3,989782091109939
3,989782091109951
3,989782091109951
3,989782091109951

D O W N

Assim observa-se que com o avango das recursoes os valores para o vento estabili-

zamnl.
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6 CONCLUSOES

O presente trabalho busca representar a dispersao de poluentes na camada limite
planetaria através do acoplamento da equacao de Navier-Stokes e da equagao de adveccao-
difusao. Este acoplamento permite introduzir aos modelos de dispersao o carater evolutivo
temporal do campo de vento. Este tipo de abordagem nao é encontrado na literatura,
onde os perfis de vento sao assumidos como fungoes conhecidas ou constantes no tempo.

A equagao de advecgao-difusao foi resolvida utilizando o modelo Gaussiano. A
equacao de Navier-Stokes, mesmo com algumas simplificagoes, permaneceu nao linear e
uma metodologia baseada no método da decomposicao de Adomian e no principio de
Duhamel foi aplicada para obter uma solucao analitica para esta equagao. Tal principio
permite encontrar uma solucao para equagoes nao homogéneas baseada na solucao da
equagao homogeénea. O processo recursivo original apresentou complexidades devido ao
formato em série da solucao homogénea, implicando num aumento de integrais iteradas
com o avanco das recursoes, dificultando consideravelmente a sua implementacao. Este
problema é contornado utilizando uma parametrizacao dos termos conhecidos da equagao
através de uma interpolagao polinomial. Embora outras técnicas, como ajuste de cur-
vas, splines, etc., pudessem ser aplicadas, esta abordagem permite resolver o problema
exato, porém, como uma representacao simplificada que permite o avango nas recursoes
de forma automatizada. A automatizacao é de interesse do grupo de pesquisa devido ao
desenvolvimento de uma plataforma de simulacao de dispersao de poluentes, ja em anda-
mento, conforme Sidou, 2017. Os resultados apresentados mostram que esta simplificagao
nao alterou significativamente sua qualidade, porém permitiu o acréscimo de recursoes,
tornando possivel a anélise dos residuos.

As vantagens de solucoes analiticas para modelos dependentes do tempo é manter-
se no dominio continuo, permitindo o calculo em qualquer ponto da regiao de interesse
sem a necessidade de evoluir até o momento desejado, evitando a propagacao da perda de
informacao proveniente de esquemas discretos. Além disso, expressoes analiticas permitem
a analise da solucao, extraindo informagoes importantes, como por exemplo, onde ha
necessidade de um melhor refinamento, onde ela passa por mudancas mais intensas, e
que, na metodologia abordada neste trabalho, resultou na necessidade de utilizar mais

autovalores para melhor representar a solucao em tempos relativamente pequenos. Ainda
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cabe salientar que o carater nao linear da equacao acrescenta imprevisibilidade ao sistema,
tornando ainda mais importante qualquer anélise de comportamento que se possa extrair
da solucao. Também cabe salientar que, solugoes analiticas permitem uma anéalise de
convergéncia de maneira mais eficaz enquanto que em esquemas numéricos esta anélise
torna-se mais dificil. Dessa maneira, solugoes analiticas contribuem com uma resposta
rapida para atender demandas de legislacao, onde um pré estudo das consequéncias da
emissao de contaminantes se faz necessaria.

A metodologia descrita neste trabalho permite atribuir condi¢oes iniciais de duas
variaveis a fim de se perceber a evolucao do campo de vento. Condigoes inicial e de
contorno baseadas em parametrizacoes da literatura foram aplicadas para simular o expe-
rimento de Copenhagen com o intuito de validar a metodologia. Resultados satisfatérios
foram obtidos tanto na dispersao bidimensional quanto tridimensional, mantendo-se todos
os resultados na mesma ordem de grandeza. O calculo dos residuos indicam que a solugao
estabiliza com poucas recursoes, significando que o método se apresenta confidvel para
uma primeira abordagem na simulacao da dispersao de poluentes em problemas onde o

campo de vento nao é conhecido a priori.
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APENDICE A — Solucido da Equacéao Diferencial Parcial Homogénea pelo Método de

Separacao de Variaveis

Considere a equacao diferencial parcial homogénea

ou ?u  0%u
i Z 27 Al
ot (83:2 * 8z2) (A1)

sujeita a condicoes inicial e de contorno:

u(z,2,0) = f(x, z) (A.2)
uz(0,2,t) =0 (A.3)

ug (L, z,t) = (A4)
uy(z,0,t) = (A.5)
u,(z, H,t) = (A.6)

Esse problema de valor de contorno sera resolvido usando o método de separagao de

variaveis. Para isso, procura-se solugoes u(x, z,t) que possam ser escritas como o produto
u(z,z,t) =T(t) ¢(z, 2). (A.7)

Derivando v uma vez em relagao a variavel ¢ e duas vezes em relacao as varidveis

up =T (t) ¢z, 2) (A-8)
U, = T(t) ¢..(x, 2) (A.10)

e substituindo na equacao, obtém-se

/

T ()¢(x, 2) = V(T () Pua(x, 2) + T(t)922(, 2)). (A.11)

Dividindo por T'(t)¢(z, 2)

¢ ¢
O lado esquerdo da Equacao A.12 s6 depende de t e o lado direito depende de z e

1T _ <¢m n ¢ZZ) , (A.12)
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z, assim, para que ela seja satisfeita, cada lado deve ser igual a uma constante. Logo

]-T/ _ ¢$$ ¢ZZ _
ZT‘(¢+¢):A A1)
ou seja
17
= Y (A.14)
(iz’“" + ¢qu = -\ (A.15)

Observe que a Equagao A.15, que envolve somente a parte espacial, também pode

ser resolvida utilizando separacao de varidveis. Assumindo que
¢z, 2) = X(x) Z(2) (A.16)
e derivando ¢ duas vezes em relacao as variaveis x e z, obtém-se

b = X(2)Z'(2). (A1)

Substituindo na Equagao A.15

1" 1

X (0)Z(2)+ X(2)Z (2) = =AX(2)Z(z). (A.19)
Dividindo por X (z)Z(2)
X// Z/l
— + = ==X A.20
~ 17 (A.20)
que pode ser escrito como

X// Z//
— == A+—=]. A.21
= (%) (h21

Analogamente ao caso anterior, cada lado da equacao depende de uma variavel in-
dependente e a igualdade seré satisfeita se cada lado da equagao for igual a uma constante.

Assim,



5

ou seja
XN
Z//

Os dois processos de separagao de variaveis feitos acima, faz com que a solugao da

Equagao A.1 possa ser escrita como o produto
u(z, z,t) = X(x) Z(2) T(t) (A.25)

resultando no sistema de equacoes diferenciais ordinérias

(

X" +aX =0
Z'+A—a)Z=0 (A.26)
T + T = 0.

\

Fazendo a analise das condi¢oes de contorno, segue que

/

ua(0,2,8) = X'(0) Z(z) T(t) =0 (A.27)
Uy (L, 2,t) = X (L) Z(2) T(t) =0 (A.28)
uy(x,0,t) = X(z) Z'(0) T(t) =0 (A.29)
u,(z, H,t) = X(z) Z (H) T(t) =0 (A.30)

e, como nao deseja~se que T'(t) =0, Z(z) =0 e X(z) = 0, deve-se ter que

X'(0) = X'(L) =0 (A.31)

Z'(0) = Z'(H) = 0. (A.32)
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e Considerando o problema de valor de contorno

X' +aX =0
(A.33)
X'(0)=X(L)=0
A equagao caracteristica da EDO de segunda ordem ¢é dada por
Pta=0=1r"=—a. (A.34)
Examinando as possibilidades para valores de o (« =0, a« <0 e a > 0):
1) Sea=0:
A EDO se resume a equagao
X'(x)=0 (A.35)

cuja solugao geral é X (z) = ax + b, onde a e b sdo nameros reais. Aplicando

as condigoes de contorno para determinar essas constantes obtém-se que

X(0)=0=>a=0
X(L)=0=a=0

e b qualquer ntimero real.
Logo, a solugao sera dada por X (z) = b.
2) Se a < 0:
Suponha a = —p? onde assume-se que p € R%. Da Equagao A.34:
=t =r=4pu (A.36)
obtém-se a solugao geral

X(x) = Cre " 4 Cyet”. (A.37)

Derivando X ()

!

X (z) = —puCre ™ + puCoel®. (A.38)
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e aplicando as condicoes de contorno para determinar as constantes:

X(0) = 0= —-puCr+puCy; =0=
u(CQ—Cl):O:>02:Cl

X (L) = 0= —uCle_“L + uChett =0
—pCi(e™ —e'ty =0=C, =0

e como () = (5 tem-se que Cy = 0. Logo, a solugao seré dada por X (z) = 0.
Se a > 0:

Suponha « = p? onde assume-se que p € R%. Da Equacao A.34:
r?=—p?=>r=4+ui com i=+—-1€C (A.39)
obtém-se a solucao geral
X(x) = Cy sen(ux) + Cy cos(pux). (A.40)

Derivando X ()

!/

X (z) = puCi cos(px) — uCsy sen(ux) (A.41)

e aplicando as condicoes de contorno para determinar as constantes:

X'(0)=0=puC,=0=C, =0 (A.42)

X'(L) = 0= —uCy sen(ul) = 0. (A.43)
Como sempre busca-se solu¢oes nao nulas, para que a Equacao A.43 seja sa-

tisfeita, de maneira que Cy # 0, tem-se

sen(ul)=0 = pul=nr = pu= % (A.44)

Como «a = 2, segue que os valores de o que geram um conjunto de solu¢oes

da EDO sao a = (%)2 com n € Z. As solugdes, para cada n, de X (x) ficam

X, (x) = cos (%x) . (A.45)
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e Considerando o segundo problema de valor de contorno

7'+ AN—a)Z =0
(A.46)
Z'(0)=Z(H)=0
A equagao caracteristica da EDO de segunda ordem ¢é dada por
r? + (A —a)=0. (A.47)

Observe que este problema de valor de contorno é semelhante ao problema anterior.
Examinando as possibilidades para valores de A —a A —a =0, A —a < 0 e

A — a > 0), tem-se de maneira analoga:

1) Se (A — «) = 0: a solugao sera dada por Z(z) = by.
2) Se (A — a) < 0: a solucao sera dada por Z(z) = 0.

3) Se (A —a) > 0: considerando

A —a) =7 (A.48)
obtém-se
n = %, m € 7. (A.49)
Assim,
(A—a)= (%)2 (A.50)

e as solugdes, para cada m, de Z(z) ficam

Zm(z) = cos <%z) : (A.51)

e Considerando o terceiro problema

T + T = 0. (A.52)

A constante da solugao geral sera obtida a partir da Equagao A.25 utilizando a
condicao inicial.

Supondo
T(t)=e' = T(t)=¢e (A.53)
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e substituindo na Equagao A.52:
e+ Ave =0 & (E4+ ) =0. (A.54)

Logo
E=—\v. (A.55)

Assim, T'(t) é da forma
T(t) = Ke ™M, (A.56)

onde K é determinado utilizando a condicao inicial. Para o caso em que

(A —a) = (%)2 e o=("T) (A.57)
tem-se
=)+ () as

e, como A depende de m e n, temos uma familia de solucoes

Ton(t) = Ape (CE)HE))2, (A.59)

A partir das analises acima e do principio da superposicao, obtém-se como solucao

u(z, z,t) Z ZAmne (5 )+ ()7 cos (%z) cos (%x) : (A.60)
m=0 n=0

Para determinar os valores das constantes A,,, utiliza-se a condigao inicial u(zx, z,0) =

f(z,2). Assim:

i i A, COS (%z) COS <%x) = f(z, 2). (A.61)

m=0 n=0

Multiplicando a Equagao A.61 por

(e

mam nq
cos (Tz) cos (Tx> : (A.62)
e integrando no retangulo [0, L] x [0, H]:
/ / f(z,2) COS z)cos(%x)dzd:c:
H o0 o0
= /0 /0 Z Z A, COS <—z> CoS (m ) cos (%x) CoS (anﬂx) dz dzx.

m=0 n=0
(A.63)
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Utilizando as propriedades de integracao no lado direito da Equacao A.63, tem-se

que

/L/H <m7r ) (mlﬂ ) (mr ) (nﬁr )d d
cos [ ——z ) cos z)cos|—x)cos | —=x)dz dv =
o Jo H H L L
L H
:/ coS (nlx> COS (mlx> dz/ cos <mz> cos (mmz> dz
0 L L 0 H H

(A.64)

e considerando as identidades trigonométricas:
cos(a +b) = cosacosb — sena senb (A.65)
cos(a — b) = cosacosb+ sena senb (A.66)

e somando-as, obtém-se
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb =
1

cosacosb = 5 [cos(a + b) + cos(a — b)]. (A.67)

A partir da identidade dada pela Equagao A.67, os valores das integrais da Equagao
A.64 sao:

/L cos (%x) cos (%x) dx : (A.68)
0
a) Sen=mn; =0 .
/ Ccos (%x) oS (%x) dx = L. (A.69)
0
b) Sen=mn; #0 .
/ Ccos (%x) oS (anﬂ'x> dx = g (A.70)
0
c) Sen #mny 5
cos (=) cos (22 ) da = 0. (A.71)
[ e (o) eos ()
0
e Analogamente o
/0 cos <%z) cos (m;fz> dz : (A.72)

a) Sem=my =0

/H cos <%Z> cos (m}l;rz) dz=H. (A.73)
0
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b) Sem=my #0

/H cos (%z) Ccos (%z) dz = g (A.74)
0
c) Sem # my .
/ cos (%z) cos (m}llﬂz> dz = 0. (A.75)
0

Essas integrais também podem ser determinadas de maneira rapida utilizando a
teoria de ortogonalidade de fungoes. Da Equacgao A.63 e da teoria descrita acima, os

valores de A,,, sao:

® Aooi

Da Equagao A.63, considerando m; = 0 e ny; = 0, expandindo o somatoério e utili-

zando os resultados das integrais, obtém-se:

L rH L pH
/ / f(z,2)cos0cos0 dz de = / / Ago cos0cos0 dz do =
o Jo o Jo

L H L H
/ / flx,2) dz dmz/ / Ay dz do =
o Jo o Jo

L H
AOOHL:/ / f(z,2) dz do =
0o Jo

L pH
Ao = ﬁ/ﬂ /0 f(z,z) dz dz. (A.76)

® Amoi

Da Equacgao A.63, considerando m; # 0 e ny; = 0, expandindo o somatorio e utili-

zando os resultados das integrais, obtém-se:

H L rH mm
AmOL§:/0/0 f(a:,z)cos<72>dzdx:>

o L [H
Ao = m/g /0 f(z, 2) cos (%z) dz dx. (A.77)

o AOn:

Da Equagao A.63, considerando m; = 0 e ny # 0, expandindo o somatorio e utili-
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zando os resultados das integrais, obtém-se:

L L H
Aon 5 H :/0 /0 f(z, 2) cos (%m) dz dx =

2 Lor# nm
Ap, = ﬁ/o /0 f(z, 2) cos (Tx> dz du. (A.78)

b Amn:

Da Equagao A.63, considerando m; # 0 e n; # 0, expandindo o somatorio e utili-

zando os resultados das integrais, obtém-se:

mn2 5 // f(x, z) cos —z)cos<fm>dzdx:>
Apn = % /OL /OH f(z, 2) cos <%z) cos (%m) dz du.

(A.79)
Assim, a solucao da Equacao A.1 é dada por
=SS e (D o () cos (17
u(z, z,t) mZ:OHZ:OAmne cos ( i z) cos ( 7 x) ,
onde
1 L H
2 Lo mm
Ao = ﬁ/o /0 F(a,2)cos (=) dz d (A.81)
9 L H
Aop = ﬁ/o /0 f(zx, z) cos (%x) dz dx (A.82)

Apn = % /OL /OH f(z, 2) cos (%z) cos (nL ) dz dx. (A.83)
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