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RESUMO

Uma grande variedade de solugoes para o problema de transferéncia radiativa com sime-
tria azimutal em uma placa plana sao encontradas na literatura considerando o albedo
constante e problemas especificos de albedo variavel. Porém, solugdes para o problema
de transferéncia radiativa-condutiva nao linear encontrados na literatura sao restritos a
albedo constante. Neste trabalho avangamos relatando uma representagao analitica da
solucao para este problema de transferéncia radiagao-condutiva considerando o albedo
como funcao dependente da variadvel espacial. Para alcangarmos esse objetivo, utiliza-
mos a ideia do método de decomposicao, construimos um sistema recursivo de equagoes
de transferéncia radiativa-condutiva com albedo constante, considerando a contribuicao
do coeficiente de albedo dependente da variavel espacial e com fonte. O tamanho do
sistema recursivo é escolhido de acordo com a precisao estabelecida para os resultados.
Vale a pena mencionar que a primeira equacao satisfaz as condi¢oes de contorno originais
enquanto as equagoes restantes satisfazem as condi¢oes de contorno nulas. Devemos enfa-
tizar que a solucao de todas as equagoes do sistema recursivo sao conhecidas. Sem perder
a generalidade, aplicamos a solucao acima mencionada as fung¢oes de albedo exponencial,
senoidal, polinomial de grau dois e seccionalmente constante . Finalmente, apresentamos

simulagoes numéricas e comparagoes com os resultados encontrados na literatura.

Palavras-chave: Equagao de transferéncia radiativa-condutiva; Método da decomposicao,

Albedo dependente do espaco; Transformada de Laplace; Problema nao linear.
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ABSTRACT

A great variety of solutions is found in literature for the radiative transfer problem without
azimuthal dependence in a plane parallel medium either for constant albedo and the spe-
cific problems but for nonlinear radiative-conductive transfer problem the literature is
restricted to constant albedo. In this work we step forward reporting an analytical re-
presentation of the solution for this radiative-conductive transfer problem considering the
albedo as a function. To reach this goal following the idea of the Decomposition method,
we construct a recursive system of radiative-conductive transfer equations with constant
albedo, considering the contribution of spatial dependence of the albedo as source. The
size of the recursive system is selected in order to get a prescribed accuracy for the results.
It is worthwhile to mention that the first equation satisfies the original boundary conditi-
ons meanwhile the remaining ones satisfy null boundary conditions. We must emphasize
that the solution of all equations of the recursive system are known. Without losing the
generality, we apply the above mentioned solution to exponential, sinusoidal, polynomial
of second degree and sectionally constant albedo functions. Finally we report numerical

simulations and comparisons against literature results.

Keywords: Radiative-conductive transfer equation; Decomposition method; Space-dependent

albedo; Laplace transform; Non-linear problem.
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1 INTRODUCAO

A transferéncia radiativa é o fenémeno fisico de transferéncia de energia sob a
forma de radiacao eletromagnética. A propagacao da radiacao através de um meio é
atenuada por absorcao e espalhamento e é melhorada por emissao e por espalhamento
vindo de outras dire¢oes |Ozisik, 1973; Siegel e Howell, 2002; Incropera, 2011]. Portanto,
os efeitos que governam a transferéncia radiativa sao a absorc¢ao, emissao e espalhamento.
A equacao que descreve essas interagoes matematicamente é a equagao de transferéncia
radiativa (ETR). Esta equagao tem aplicagoes em uma ampla variedade de assuntos,
incluindo 6ptica, astrofisica, ciéncia atmosférica, e sensoriamento remoto.

O problema de transferéncia radiativa ¢ modelado através de uma equagao integro-
diferencial e existe uma solugao exata para este tipo de equacao determinada por Case,
1960. Porém, devido a dificuldades referentes a este tipo de equacao, esta solucao foi
obtida para casos especificos, com geometria plana e espalhamento isotrépico. No entanto,
em virtude da grande quantidade de aplicagoes da teoria de transporte, se fez necessario
o desenvolvimento de técnicas computacionais para a solucao da equacao de transporte.
Existem varios métodos deterministicos para solucao desta equacao e o utilizado neste
trabalho é o método das ordenadas discretas Sy .

O método das ordenadas discretas Sy foi proposto por Chandrasekhar, 1960, para
o estudo de atmosferas estelares. Ele consiste na discretizagao da variavel angular €,
na equacao de transferéncia radiativa criando um sistema de N equacoes diferenciais
ordinarias lineares. Estas equagoes podem ser resolvidas através de varios métodos e
neste trabalho utilizamos o método LTSy .

O método LTSy foi proposto por Vilhena e Barrichello, 1991, e desenvolvido por
Segatto et al., 2010, 1999, e Gongalves et al., 2002. O método recebeu esse nome porque
originalmente se aplicava a transformada de Laplace no sistema de equagoes Sy. O método
consiste basicamente em quatro etapas, a primeira etapa é a aplicacao da transformada
de Laplace no sistema de equagoes Sy, a segunda etapa consiste na inversao da matriz
simbolica (sI — A), a terceira etapa é a resoluc¢ao do sistema linear obtido para a intensi-
dade de radiagao e a quarta a aplicacao da transformada inversa. Desde sua criacao, na
década de 90 até hoje, o método LTSy tem sido desenvolvido através de varios melhora-

mentos no que diz respeito a forma de inversao da matriz simbolica (sI — A) associada



ao método |Barrichello, 1992; Oliveira, 1993; Brancher, 1998| e contornar problemas de
overflow [Gongalves et al., 2002| até chegar ao método que utilizamos hoje. E importante
salientar também que foi demonstrada a convergéncia do método [Pazos e Vilhena, 1999
garantindo que para N tendendo ao infinito a solugao LTSy aproxima-se da solugao exata
de Case, 1960.

Combinado com o método LTSy, foi utilizado o método da decomposicao de Ado-
mian, 1988, criado para resolver equagoes diferenciais ordinédrias nao lineares sem lineari-
zacao. A ideia do método consiste em dividir o operador diferencial em uma parte linear
e outra nao linear. A parte linear é dividida em uma parte inversivel e a outra é chamada
de resto. A parte inversivel possui a derivada de maior ordem. A parte linear e inversivel
do operador ¢ isolada e a parte nao linear ¢ expandida em uma série de polinomios de-
nominados por polindémios de Adomian. Os polinémios sao calculados de forma recursiva
e sao substituidos na equacao a ser resolvida. Ao final construimos um sistema linear
recursivo que é resolvido analiticamente.

Neste trabalho apresentamos uma representacao analitica para a solugao da equa-
¢ao de transferéncia radiativa-condutiva considerando o coeficiente de albedo como func¢ao
continua ou seccionalmente constante. Por analitica queremos dizer que nao foram feitas
aproximagoes ao longo do dominio exceto pelo truncamento do sistema recursivo. As-
sim, seguindo a ideia do método da decomposi¢ao construimos uma sistema recursivo de
equagoes de transferéncia radiativa condutiva considerando o coeficiente de albedo um
valor constante médio, com o termo fonte carregando a contribuicao da dependéncia es-
pacial. O tamanho do sistema recursivo é escolhido a fim de obter uma precisao prescrita
para os resultados. Vale a pena mencionar que a primeira equacao satisfaz as condic¢oes
de contorno originais do problema enquanto o restante satisfaz as condigoes de contorno
nulas. Devemos enfatizar que a solucao para todas as equacoes do sistema recursivo sao
conhecidas. De fato, elas foram resolvidas pelo método LTSy [Segatto et al., 2010, 1999;
Gongalves et al., 2000; Pazos e Vilhena, 1999|. Por esse motivo, também denominamos
nosso método de Dy LTSy porque combina os métodos da decomposicao com o LTSy .
Aqui o indice M indica a quantidade de equagoes do sistema recursivo e o indice N o ni-
mero de diregoes discretas consideradas e a ordem da quadratura gaussiana. Mostramos
neste trabalho aplicacoes desta abordagem para problemas com as seguintes fungoes de

albedo: polinomial, exponencial, senoidal, hiperboélica e seccionalmente constante. Além



disso, para completar a anélise matematica, apresentamos uma analise de convergéncia
baseada no maior valor absoluto do termo residual em todo dominio e também reforgamos
o argumento da andalise de convergéncia para este problema nao linear pelos critérios de
Lyapunov. De fato, mostramos que a convergéncia da solugao é exponencial avaliando os
expoentes de Lyapunov. Finalmente, é importante lembrar que as questoes de existéncia
e unicidade da solugao para o problema considerado foram discutidas nos trabalhos de
Azevedo et al., 2011a,b e Thompson et al., 2000. Até onde sabemos, este tipo de solugao
com analise de convergéncia nao é encontrado na literatura. Simulagoes numéricas com
analise de convergéncia também sao relatadas.

Uma grande variedade de solucoes sao encontradas na literatura para o problema
de transferéncia radiativa em uma placa plana tanto para albedo constante quanto para
fungoes polinomiais e exponenciais. Isto pode ser visto nos trabalhos de Siewert e Thomas,
1991; Siewert, 1995; Segatto et al., 2010; Kovtanyuk et al., 2012; Garcia e Siewert, 1982;
El Wakil et al., 1994; Vargas e Vilhena, 1999; Vargas et al., 2012; Cengel e Ozisik, 1984.
Entretanto para o problema de transferéncia radiativa condutiva nao linear a literatura é
restrita apenas a albedo constante.

Para a equacao de transferéncia radiativa-condutiva com coeficiente de albedo cons-
tante, fonte nao linear, em uma placa plana, com uma regiao, em uma dimensao, e meio
participante encontramos os seguintes trabalhos organizados em ordem cronologica: Si-
ewert e Thomas, 1991, apresenta uma solucao utilizando o método Py e splines cubicos
hermitianos. Porém para indices de radiagao-conducao N, muito pequenos e espessura de
placa grandes o método pode divergir. Em seguida, Siewert, 1995, faz um melhoramento
do método que resolve a equacao de transferéncia radiativa-condutiva com Ng pequenos
e grandes espessuras da placa. Segatto et al., 2010, resolve este problema utilizando a
solugao Dy LT Sy. Kovtanyuk et al., 2012, mostrou dois tipos de solugao para a equacao
de transferéncia radiativa-condutiva, um utilizando o método de Monte Carlo modificado,
que afirma ser interessante para o caso de programagao paralela, e o outro utilizando a
aproximacao por difusao da equacao da transferéncia radiativa, também é feita uma com-
paracao numeérica entre os métodos. No caso do método de Monte Carlo é constatado que
para N, = 0,00001 o método apresenta certa instabilidade devido insuficiéncia de nimero
de trajetorias.

Para a equacao de transferéncia radiativa-condutiva com coeficiente de albedo va-



riavel, dependente da profundidade otica e sem fonte, em uma placa plana, com uma
regiao, em uma dimensao, e meio participante, Garcia e Siewert, 1982, apresenta uma
solugdo com o método Fly, foram analisados alguns casos em que a fungao de albedo w(r)
varia exponencialmente, a solucao perde precisao em grandes espessuras. El Wakil et al.,
1994, mostra uma solugao utilizando o método variacional de Pomramming-Eddington
porém, a funcgao fase no caso de espalhamento anisotropico é linearmente aproximada,
outras aproximagoes também sao feitas tornando o método pouco preciso. No trabalho
de Vargas et al., 2012, é ilustrada uma solugao LTSy seguindo a ideia do método da
decomposi¢ao, o problema inicial é transformado em um sistema recursivo, o coeficiente
de albedo é dividido em uma parte constante e outra variavel. A parte dependente da
profundidade 6tica ¢é transferida para um termo fonte.

Assim como os trabalhos de Segatto et al., 2010, e Vargas et al., 2012, vale a pena
ressaltarmos que, apresentamos uma solugao analitica para a equacao de transferéncia
radiativa-condutiva com fonte nao linear. Além disso consideramos o coeficiente de albedo
como funcao dependente da variavel espacial. Portanto, ilustramos neste trabalho, uma
solucao mais generalista do que foi apresentado até o momento.

Também revisamos alguns trabalhos que trazem outras caracteristicas fisicas para
a equacao de transferéncia radiativa-condutiva. Elghazaly, 2006, encontra uma solugao
para a equacgao de transferéncia radiativa-condutiva em uma placa plana com duas regioes
para os casos em que o espalhamento é isotropico e anisotrépico. O método utilizado foi
o Galerkin-iterativo. A funcao fase é considerada linearmente anisotropica para o caso
em que o espalhamento é anisotropico. Porém, para os resultados numéricos o autor
introduz uma temperatura intermedidria conhecida entre as duas placas e sendo desta
forma considerada como temperatura final em uma regiao e inicial em outra para que seja
possivel o acoplamento. Em nosso trabalho fazemos isto supondo uma funcao de albedo
seccionalmente constante sem a necessidade de tomar esta temperatura conhecida na
interface. Ma et al., 2013, mostrou uma solugao utilizando o método espectral de colocagao
para a equacgao de transferéncia radiativa, com albedo dependente da variavel espacial, sem
o acoplamento com a equacao da energia e, portanto, sem acoplar a conducao. Kovtanyuk
et al., 2014, demonstra a existéncia e unicidade para a aproximacao P; da equagao de
transferéncia radiativa-condutiva. Zhang et al., 2014, resolve a equacao de transferéncia

radiativa-condutiva de calor em um meio semitransparente para geometrias irregulares, a



equacao é bidimensional e o método utilizado foi o de elementos naturais.

O trabalho que exp6e uma solucao para a mesma equacao em estudo neste traba-
lho foi feito por Abulwafa, 1999. Ele mostra uma solucao utilizando o método variacional,
porém, faz as mesmas aproximagoes feitas no trabalho de El Wakil et al., 1994, perdendo
precisao. Sao ilustrados resultados numéricos para o caso em que o espalhamento é isotro-
pico e anisotropico, a maioria para o coeficiente de albedo constante. Para albedo variavel
foram exibidos apenas alguns gréaficos para o caso em que o espalhamento é anisotrépico
e a funcao de albedo utilizada foram polinémios de primeiro e de segundo graus.

Dividimos nosso trabalho em cinco capitulos. No Capitulo 2 fazemos a revisao
bibliografica de dois trabalhos que nos ajudaram no desenvolvimento do método apli-
cado na solugao de transferéncia radiativa-condutiva ilustrada nesta tese. No Capitulo 3
apresentamos solucao D LTSy para a equacao de transferéncia radiativa-condutiva com
coeficiente de albedo w dependente da profundidade 6ptica 7. No Capitulo 4 sao exibidos
alguns resultados numéricos para a intensidade de radiacao, temperatura e fluxos condu-
tivo, radiativo e total para um determinado conjunto de parametros fisicos. Escolhemos
fungoes de albedo seccionalmente constantes, exponenciais, polinomiais, senoidais e hi-
perbolicas. Além disso, para cada exemplo é apresentada uma andlise de convergéncia
baseada no termo residual e também no expoente de Lyapunov. O Capitulo 5, seguindo
a ideia apresentada por Ladeia et al., 2016, 2018, apresentamos uma reformulagao do mé-
todo para que solucionar o problema de instabilidades numéricas quando o parametro N,
¢é pequeno ou o tamanho da placa é grande. O Capitulo 6 apresenta uma breve conclusao
deste trabalho junto com algumas perspectivas e sugestoes de continuidade para futuras

pesquisas.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo fazemos a revisao bibliografica de dois trabalhos anteriores. O
primeiro, na secao 2.1, aborda a solucao da equagao de transferéncia radiativa-condutiva
sem fonte e com albedo dependente da variavel espacial 7 desenvolvida por Vargas et al.,
2012. O segundo, na secao 2.2, mostra a solugao da equagao de transferéncia radiativa-
condutiva nao linear, com coeficiente de albedo constante, feita por Segatto et al., 2010.
Nosso trabalho apresenta a solucao para a equagao de transferéncia radiativa-condutiva
nao linear. Além da existéncia de um termo fonte nao linear, também consideramos o

coeficiente de albedo como fun¢ao dependente da varidvel espacial.

2.1 Solugao analitica da equacao de transporte radiativo Sy em uma placa

plana para um coeficiente de albedo dependente da variavel espacial

Consideramos a equagao Sy de transferéncia radiativa-condutiva em um meio par-
ticipante cinza, em uma placa plana e coeficiente de albedo w dependente da variavel

espacial 7. Conforme podemos ver no trabalho de Vargas et al., 2012.

& pulr) + - La(r) = Z@Pl o Z ) ) 2.)

fin 2un P —
Paran =1,..., N e sujeita as condi¢oes de contorno:
N/2
L(0) = fi(1) + piIn-ns1(0) + 200 >~ wiptiIn—k41(0) (2.2)
k=1
N/2
I (7o) = o) + p51a(70) + 208 > wisTa(m). (23)
k=1
Paran =1,...,N/2. Em que pu, sao as diregoes discretas em ordem decrescente, I,,(7) =

I(T, i) € a intensidade de radiagao, 7 € [0, 7] é a profundidade o6ptica, w(7) ¢ a fungao
de espalhamento de albedo, (5; sao os coeficientes de expansao da funcao de fase e P, sao
os polindmios de Legendre com L sendo a maior ordem polinomial. Nas condigoes de
contorno pi e p? com i = 1,2, sdo as reflexividades especular e difusa respectivamente que
estao relacionadas com a emissividade por 1 = €;+ pf + p? e wy, sdo os pesos da quadratura
gaussiana para a aproximacao dos termos da integral usando as direcoes discretas puy,

k=1,...,N.



E importante observarmos na Equacdo 2.1 que w depende da variavel espacial 7
porém, o termo fonte nao é considerado. No Capitulo 3, encontramos a solucao da equacao
de transferéncia radiativa-condutiva também considerando o coeficiente de albedo como
funcao dependente da variavel espacial, além disso, supomos a existéncia de uma fonte
nao linear.

Voltando a solugao da Equagao 2.1, com o objetivo de aplicar o método da decom-

posicao na Equacao 2.1, dividimos a funcao espalhamento de albedo em

w(T) = @ + wo(T), (2.4)

em que w é a média da fungao de albedo w(7) e wo(7) = w(7) — w. Assim, podemos

construir um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:

%I(T) — AI(7) = S(7), (2.5)

em que I(7) = col[I;(7) Iy(7)] é o vetor intensidade de radiagao, com os subvetores I;(7)
e Ir(7) sendo a intensidade de radiacdo para as diregdes positiva (0 < p < 1) e negativa
(=1 < p < 0) respectivamente e de ordem N/2. Além disso, S(7) é um vetor de ordem

N, em que as n-ésimas entradas sao definidas por

L N
wo(T
5u(1) = XS 0Pin) Y- Pl (7)o (26)
" =0 k=1
As componentes da matriz A tem a forma:

1 w L
@iy = =0t g - > BiPp) Pulpg ), (2.7)

1 T l:0

onde d;; é o simbolo de Kronecker (6;; =1 se i = j e 0 caso contrario).
Finalmente, seguindo a ideia do método da decomposi¢ao [Adomian, 1988]|, escre-

vemos a intensidade de radiacao como:

I(r) =Y TI"(r), (2.8)

substituindo esta decomposicao na Equagao 2.5 resulta em

> (diTIm(T) - AI’”(T)) = 8"(7). (2.9)

m=0



A solugao para a equacgao acima ¢é indeterminada porque temos uma equagao com
muitos vetores incognitas I (7). Portanto, poderiamos resolvé-la de diversas formas.
Neste trabalho resolvemos este problema através do seguinte sistema recursivo de equa-

coes:

410(7) — AI’(7) = 0
(2.10)
A1(r) — AI™(1) =S8 (1), m=1,2,... M,
que resolvemos pelo método LTSy [Segatto et al., 1999; Gongalves et al., 2000; Pazos e
Vilhena, 1999] para qualquer arbitrario mas finito m < M. Aqui M é o nimero que esco-
lhemos para interromper a série para alcancar uma precisao prescrita. A motivagao para
a escolha deste sistema recursivo de Equacgoes 2.10 vem do fato de que todas as equagoes
possuem representacao analitica conhecida para a solugao. Além disso, consideramos que
a equacao inicial (m = 0) satisfaz as condigdes de contorno dadas pelas Equagoes 2.2, 2.3
enquanto que o restante das equacoes satisfazem as condi¢oes de contorno homogéneas.
A solugao LTSy da equagao homogénea do sistema recursivo, Equagoes 2.10, é
dada por:
I°(1) = XEPOVO, (2.11)

em que D e X sao respectivamente as matrizes de autovalores e autovetores resultantes
da decomposicio espectral da matriz A. A matriz EP) ¢ definida por:
b edi™ se di; <0
EP(™ — : (2.12)
edis(T=10) e dy >0
em que d;; sao as entradas da matriz D. Além disso, a solucao geral dos problemas

restantes do sistema recursivo é dada por:

I"(7) = XEPOV™ 4 XeP "X 1 % 8™ 1(7), (2.13)

com eP” sendo a funcao matriz exponencial, o asterisco denota o operador convolucao

e os vetores V™ sao determinados através das condi¢oes de contorno de cada problema.
Devemos notar que as condi¢oes de contorno do problema original sao absorvidas pelo
sistema recursivo na primeira recursao, enquanto os problemas restantes satisfazem as

condic¢oes de contorno do problema homogéneo.



Apresentamos a solucao da equacgao de transferéncia radiativa-condutiva conside-
rando o coeficiente de albedo dependente da variavel espacial. Notamos na Equacao 2.1
a auséncia do termo fonte. A solucao da equacao de transferéncia radiativa-condutiva
nao linear com coeficiente de albedo dependente da variavel espacial é apresentado no

Capitulo 3.

2.2  Uma solugao para o problema radiativo-condutivo nao-linear Sy em uma

placa plana com coeficiente de albedo constante.

A equagao de transferéncia radiativa-condutiva nao linear adimensional Sy em

uma placa plana e um meio participante cinza é definida por:

0 1 W & al 1—w
S )+ 0T) = S AP Y Rl (e + k) )
" " =0 k=1 "
Paran =1,..., N e sujeita as condi¢oes de contorno:
N/2
,(0) = &6 + pi Iy —n41(0) + 200 Y wipsrIn—x41(0) (2.15)
k=1
N/2
In-ni1(70) = €205 + p31n(10) + 205 Z Wyt 11 (7o) (2.16)
k=1
Paran =1,...,N/2. Em que p, sao as dire¢oes discretas em ordem decrescente, I,,(7) =

I(T, i) € a intensidade de radiagao, 7 € [0, 79 ¢ a profundidade Optica, w é o coeficiente
de espalhamento de albedo, (; sao os coeficientes de expansao da funcao fase, P, sao
os polinémios de Legendre com L sendo a maior ordem polinomial e 6 é a temperatura
adimensional. Nas condigoes de contorno pf e pf com ¢ = 1,2, sao as reflexividades
especular e difusa respectivamente que estao relacionadas com a emissividade por 1 =
€+ pi + pd e wy sdo os pesos da quadratura gaussiana para a aproximacao dos termos da
integral usando as direcoes discretas pg, k=1,..., N.

Vale a pena destacarmos, que a Equagao 2.14 possui o coeficiente de albedo, w,
constante. No Capitulo 3, encontramos a solucao da equacao de transferéncia radiativa-
condutiva, com fonte nao linear e considerando o coeficiente de albedo como func¢ao de-
pendente da varidvel espacial 7.

Esta Equacao 2.14 é acoplada a equacao de energia para a temperatura que é
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definida por:

L06) = i) (217)

sujeito as temperaturas no contorno

9(0) == 91 (& 0(7’0) == 92. (218)

Aqui N, é chamado de parametro de condugao-radiacao |Ozisik, 1973|, definido

por:

L % (2.19)
com k, Best, 0, n e T, sendo respectivamente a condutividade térmica, o coeficiente de
extingao, a constante de Stefan-Boltzmann, o indice de refracao e a temperatura de refe-
réncia.

O fluxo radiativo adimensional ¢ esta relacionado com a intensidade de radiagao

através da Equacao 2.20.

1 N
qr = 27r/ I(7, p)pdp ~ ZWZIkukwk. (2.20)

1 k=1

A solugao da Equacgao 2.17 é dada por:

T 1 7

T0 1 T
— “(r")dr' “(r)dr'. 2.21
Lot [aar g [ e (221)

Assim, podemos perceber que a Equacao 2.14 conecta a intensidade de radiacao

9(7’) :(91—|— (92 —91)

a temperatura, a Equacao 2.17 liga a temperatura com o fluxo radiativo e a Equagao
2.20 relaciona o fluxo radiativo adimensional com a intensidade de radiacao. Portanto,
podemos transformar nosso problema em uma forma que dependa apenas da intensidade
de radiacao I, (7).

Com o intuito de aplicar o método da decomposicao na Equagao 2.14, expandimos
o termo nao linear da fonte em séries de polindmios de Adomian [Adomian, 1988] da

forma:
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0l (r) =Y An(r). (2.22)

Explicamos na se¢ao 2.2.1 como sao construidos os polinémios de Adomian A,, (7).
Assim, inserindo a série acima, Equacao 2.22, na Equagao 2.14 produzimos uma matriz

de equagoes diferenciais de primeira ordem:

d
() - Z A (2.23)

em que, I(7) = col[I;(7) Iy(7)] é o vetor intensidade de radiagao, com os subvetores I;(7)
e Io(7) sendo a intensidade de radiacao para as diregdes positiva (0 < p < 1) e negativa
(—1 < pu < 0) respectivamente e de ordem N/2. Além disso, M é um vetor de ordem N,

em que as n-ésimas entradas sao definidas

M = (1 — w)col [i » MLN} | (2.24)

As componentes da matriz A tem a forma:

Qij = _/,6_62] + Zﬁlﬂ Hi B(M])U}k, (225)

onde §;; é o simbolo de Kronecker (6;; = 1 se i = j e 0 caso contréario). A intensidade de

radiacao pode ser formalmente escrita em como:

m=0
substituindo esta decomposicao na Equacao 2.23 resulta em

oo
d
—I" AT (7 A,, 2.27
> (e -are) -3 @2
m=
A solugao para a equagao acima é indetermlnada porque temos uma equagao com
muitos vetores incognitas I ' (7). Portanto, existem varias possibilidades para resolver-
mos esta equacao. Neste trabalho resolvemos este problema através do seguinte sistema

recursivo de equagoes:
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41%(7) — AI(1) = 0
(2.28)
AI"(r) — AI™(7) = Ayr (1M, m=1,2,... M,
que resolvemos pelo método LTSy [Segatto et al., 1999; Gongalves et al., 2000; Pazos
e Vilhena, 1999| para qualquer arbitrario mas finito m < M. Aqui M é o ntimero que
escolhemos para interromper a série para alcancar uma precisao prescrita. A motivacao
para a escolha deste sistema recursivo de Equagoes 2.28 vem do fato de que todas as
equagoes possuem representacao analitica conhecida para a solucao. Além disso, consi-
deramos que a equagdo inicial (m = 0) satisfaz as condi¢oes de contorno dadas pelas
Equagoes 2.15, 2.16 enquanto que o restante das equacoes satisfazem as condi¢oes de
contorno homogéneas.
A solugao LTSy da equagao homogénea do sistema recursivo, Equagoes 2.28, é
dada por:
I°(r) = XEPOVO, (2.29)

em que D e X sao respectivamente as matrizes de autovalores e autovetores resultantes
da decomposicdo espectral da matriz A. A matriz EP) ¢ definida por:
b edi™ se dy; <0
EP() = , (2.30)
edis(T=10) se dy; >0
em que d;; sao as entradas da matriz D. Além disso, a solucao geral dos problemas

restantes do sistema recursivo é dada por:

I™(r) = XEPOV™ 4 XeP™X !« A,,_1(7)M, (2:31)

com eP” sendo a funcao matriz exponencial, o asterisco denota o operador convolucao

e os vetores V" sao determinados através das condigoes de contorno de cada problema.
Devemos notar que as condi¢oes de contorno do problema original sao absorvidas pelo
sistema recursivo na primeira recursao, enquanto os problemas restantes satisfazem as

condic¢oes de contorno do problema homogéneo.
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2.2.1 Polinémios de Adomian

Nesta secao, apresentamos parte do trabalho de Adomian, 1988 para resolver equa-
¢oes diferenciais ordinarias nao lineares de fungoes escalares chamado de método da de-
composicao. A vantagem deste método é que ele fornece uma aproximacao analitica para
uma classe bastante ampla de equagoes sem fazer linearizagoes, aproximagoes ou métodos
de discretizacao que podem resultar em calculos numéricos massivos. Apesar do método
ter sido desenvolvido para fungoes escalares, nosso interesse nesse estudo é apresentar a
origem dos polinémios de Adomian. Estes polinémios sao utilizados para simplificar o
calculo numérico do termo nao linear #* que aparece na Equacao 2.14.

No método da decomposigao, para uma equagao diferencial ordinaria (EDO) da
forma Fu = g em que F é um operador nao linear de uma (EDO), o operador F é
decomposto em uma parte linear e outra nao linear, a fim de simplificar os calculos, o
operador linear é decomposto em L + R em que L representa um operador facilmente

inversivel e R o restante do operador linear. Assim para um problema da forma

Fu=g (2.32)

podemos decompor em

Lu+ Ru+ Nu=g, (2.33)
em que Nu representa o termo nao linear. Como L é inversivel temos
u=L"'g— L '"Ru— L 'Nu. (2.34)

O termo nao linear Nu ¢ equacionado em » - A, em que A, sdo denominados os

polinémios de Adomian. Em seguida decompomos v = >~ ju, € assim

f: Uy = Uy — L‘lRiun — L i A, (2.35)
n=0 n=0 n=0

Desta forma, por comparacao teremos

Uy = —L_lRUO - L_le,

u = —L'Ru; — L7 'A,
? ' ' (2.36)

Upyr = —L'Ru, — L71A,.



14

Esses polindmios sao gerados para cada nao linearidade de tal forma que Ay de-
penda apenas de ug, A; dependa apenas de ug e uy, Ay dependa apenas de ug, uq, us €
assim consecutivamente. Todos os u's sdo possiveis de serem calculados e, u =Y~ .
Se a série converge, o n-ésimo termo ¢, = Z?;ol u; serd a solucao aproximada desde que
limy, o0 on = Y o0 Ui = u por definigao.

Adomian apresenta no artigo [Adomian, 1988| duas formas de calcular os polino-
mios de Adomian e qualquer uma das formas pode ser utilizada. Neste trabalho utilizamos

a formulacao f(u) = 32 A,,.

m=0

AO - f(u0>7
3

A= wf(u) + f"( o) + 51" (o) +
3

Ay = uaf'(ug) + f”( 0) + %f’”(uo) + uyug f"(ug) + %(u%ug + udul) f" (ug) + . ...

(2.37)

Utilizamos os polindémios para decompor o termo nao linear #* que aparece na
Equagao 2.14, pois a EDO que aparece na Equagao 2.17 é facilmente resolvida e sua
solucao ¢ dada pela Equagao 2.21. Para um facil entendimento de como chegamos a
formula que utilizamos neste trabalho primeiro faremos a decomposigao de Zivzo A\n para

N = 2 e em seguida generalizaremos. Assim para f(0) = 6* e 0; = T; teremos:

Ay = T,
A = TATS + 2—1'212T02 ?,3 24T, + 24:2?,
Ay = ToATS + Z' 1272 + 7?:2, 24Ty + T Ty12T7 + ;(TETQ T 24Ty + 239
+ 24:2? + %(TETQ +TVTE)24 + }lengzx.
Entao
i AT (T + Ty) + 122T2 (Ty + Ty)? + 2‘?0 (Ty +Ty)® + ﬁ(T1 + 1)L (2.39)

Generalizando temos
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~ 12772 24T, 24
_ i 3 0 0
ZOAmTOHTOZTer o (ZTm) + 3 <ZTm> +I<2Tm> ,
m= m=1 m=1 m=1 m=1
(2.40)
em que
T R o 1 & T
To(T) = 01+ (03—0,) — — ——— I()dr' I)()dr'
o) = 00010 T T3 ([ i g S ([ 20 ) o
(2.41)
1 7 & o 1 T
_ o ! i / .
T;(1) = TN 2 (/0 L(r )dT> MWy + SN, ; (/o I(r )dT) prwy  se 1 # 0.
(2.42)

2.2.1.1 Notacgao abreviada do esquema recursivo para os polinédmios de Ado-

mian

Embora a féormula apresentada na Equacao 2.40 pareca simples ainda precisamos
de uma nova formulacao desses polindmios para que seja possivel a programacao desse
esquema recursivo. Se prestarmos atencao nas Equagoes 2.38 que é o desenvolvimento

dos somatoérios que aparecem na Equacao 2.40 para M =0, M =1e M = 2... respec-

tivamente percebemos que podemos fatorar A\O, A\l, 21\2, ... da seguinte forma:
A = TTTE,
Ay = T(2Ty + Ty) (2T + 2Ty Ty + T2), (2.43)
Ay, = Ty(2Ty + 2Ty + T) (2T¢ + 4T Ty + 2TE + 213 T + 20Ty + T3).
Esta fatoracao pode ser feita indefinidamente para A\g, f/l\4, cee fAlM [Segatto et al.,

2010]. Dessa forma, utilizamos a seguinte notagao abreviada para os polinémios de Ado-

mian:

~

Ay = TSy Rom, (2.44)

em que S,, e R, sao determinados pelas féormulas
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Sm = Om-—1 + Tm + Tmfla
Rm = Rm—l + Sm—le—l + Sme

(2.45)

De acordo com o esquema recursivo apresentado nas Equagoes 2.44, temos que
Sy =Ty e Ry = T¢ em que as temperaturas sao dadas pelas Equagoes 2.41 e 2.42.

Apresentamos a solucao da equagao de transferéncia radiativa-condutiva com fonte
nao linear e coeficiente de albedo constante. No proximo capitulo apresentamos a solu-
¢ao da equacao de transferéncia radiativa-condutiva nao linear com coeficiente de albedo

dependente da variavel espacial.
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3 SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA-
CONDUTIVA EM UMA PLACA HETEROGENEA PELA COMBI-
NACAO DOS METODOS LTSy E DECOMPOSICAO

No Capitulo 2 fizemos uma revisao bibliografica de dois trabalhos anteriores que
contribuiram para elaboracao da solugao que mostramos aqui. Nestes dois trabalhos foram
resolvidos a equacao de transferéncia radiativa-condutiva. No primeiro foi considerado
omega dependente da variavel espacial porém, sem fonte. No segundo foi tomado o pro-
blema com fonte nao linear, no entanto, omega é constante. Neste capitulo apresentamos
uma solucao Dy LTSy para o problema radiativo-condutivo em um meio participante,
em uma placa cinza com coeficiente de albedo w dependente da profundidade éptica 7
e podemos observar na Equacao 3.1 a existéncia de uma fonte nao linear. Portanto,

considere o seguinte problema Sy.

0 1 (1—w(r)) ,
Efn(T) + E 2Mn Z:ﬁzpz Lo z:: (b)) L (7w, = TQ () (31
Paran =1,..., N e sujeito as condi¢oes de contorno:
N/2
L,(0) = 10} + p} In—n11(0) + 208 >~ wiprIy—41(0) (32)
k=1
N/2
In-ni1(70) = €26 + p31n(70) + 208 Y wipneIi(70)- (3.3)
k=1
Paran =1,...,N/2. Em que pu,, sdo as dire¢oes discretas em ordem decrescente, I,,(7) =

I(7, ) € a intensidade de radiagao, 7 € [0, 79 ¢ a profundidade 6ptica, w(7) ¢ a funcao
de espalhamento de albedo, (; sao os coeficientes de expansao da funcao fase, P, sao
os polinémios de Legendre com L sendo a maior ordem polinomial e # é a temperatura
adimensional. Nas condi¢oes de contorno pf e p? com i = 1,2, sdo as reflexividades
especular e difusa respectivamente que estao relacionadas com a emissividade por
1 = €+ pf+ plew, sao os pesos da quadratura gaussiana para a aproximacio dos

termos da integral usando as direcoes discretas g, k =1,..., N.
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3.1 Solucao Analitica

Como vimos no Capitulo 2, a Equacao 3.1 relaciona a intensidade de radiacao a
temperatura, a equacao da energia para temperatura, Equagao 2.17, conecta a tempera-
tura com o fluxo radiativo e a Equagao 2.20 relaciona o fluxo radiativo adimensional com
a intensidade de radiagao. Desta forma também transformamos este problema em uma
forma que dependa apenas da intensidade de radiagao I,,(7).

Com o intuito de aplicar o método da decomposi¢ao para o problema, Equagao
3.1, dividimos a func¢ao de espalhamento de albedo em w(7) = w + wy(7), em que w € a
média da fungao de albedo [Vargas et al., 2012] e expandimos o termo nao linear da fonte

em séries de polinomios de Adomian [Adomian, 1988] da forma:

04 () =Y An(r). (3.4)

Explicamos na segao 2.2.1 como sao construidos os polinémios de Adomian A,, (7).
Assim, inserindo a série acima, Equagao 3.4, na Equagao 3.1 produzimos uma matriz de

equagoes diferenciais de primeira ordem:

%1(7) —AT(r) = S(r) + (1= w(r) 3 An(rIM. (3.5)

Em que, I(7) = col[I;(7) Iy(7)] é o vetor intensidade de radiagao nas N diregoes
discretas, com I;(7) e Iy(7) sendo vetores de ordem N/2 representando a intensidade de
radiagao para as diregoes positiva (0 < p < 1) e negativa (—1 < p < 0) respectivamente.
Além disso, M e S(7) sao vetores de ordem N, em que as n-ésimas entradas sao definidas

1
or = —
por my, = -~ ¢

Sp(T) =

S BiPi) Y- Pl () (36)
" oI=0 k=1

Finalmente, as componentes da matriz A tem a forma:

L
1 w
ai; = —;5@' + ﬂ Zﬁlpl(ﬂi)Pl(Uj)wjv (3.7)
v =0

7 —
onde d;; ¢ o simbolo de Kronecker (6;; =1 se i = j e 0 caso contrario).
Fazemos um parénteses aqui para observarmos as diferengas entre as matrizes de

equacoes diferenciais de primeira ordem, Equacoes 2.5 e 2.23, apresentados no Capitulo
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2, e a matriz, Equacgao 3.5, ilustrada acima. Se compararmos as Equacoes 3.1 e 2.1
vimos que nosso problema possui termo fonte e o outro nao. A existéncia do termo fonte
acrescenta uma parcela a mais na matriz de equagoes lineares de primeira ordem, Equacao
3.5. Também vemos diferencgas entre as Equagoes 2.1 e 3.1 nas condigoes de contorno,
Equacoes 3.2, 3.3 e Equacbes 2.2 ¢ 2.3. E importante destacar esta diferenca porque
as condig¢oes de contorno do problema original sao absorvidas na primeira recursao. Se
compararmos nosso problema com a Equacgao 2.14, a consideracao do coeficiente de albedo
como funcao da variavel espacial acrescenta mais termos no lado direito da igualdade na
matriz de equagoes diferenciais de primeira ordem, Equacao 3.5, uma vez que, assumimos
um valor médio para a funcao de espalhamento de albedo e a influéncia da heterogeneidade
é somada ao termo fonte.

Continuando o desenvolvimento da solucao, temos que a intensidade de radiagao

pode ser formalmente escrita em como:

I(r) =Y T"(r), (3.8)

substituindo esta decomposi¢ao na Equagao 3.5 resulta em

i (%Imm - AI’”(T)) - i (S"(7) + (1= w)An(rM) . (39)

m=0

A solucao para a equacao acima é indeterminada porque temos uma equagao com muitos
vetores incognitas I (7). Portanto a forma de resolve-la nio é tinica. Neste trabalho

resolvemos este problema através do sistema recursivo de Equagoes 3.10.

L1°(7) — AT%(7) = 0,
(3.10)

L1™(7) — AI™(1) = S™ (1) + (1 — W(T)Ap_1(T)M, m=1,2,... M.

Quando confrontamos o sistema recursivo acima, Equacoes 3.10 com o sistema recur-
sivo que aparece na se¢ao 2.1, Equagoes 2.10, percebemos a presenga do termo (1 —
w(7))Ap_1(7)M. Isto é consequéncia da consideraciio da fonte na Equacdo 3.1. Quando
conferimos o sistema recursivo acima, Equagoes 3.10, com o ilustrado na secao 2.2, Equa-
¢des 2.28, notamos a presenca do termo S” (7).

Resolvemos o sistema recursivo acima, Equagoes 3.10, pelo método LTSy [Segatto
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et al., 1999; Gongalves et al., 2000; Pazos e Vilhena, 1999] para qualquer arbitrario mas
finito m < M. Aqui M é o nimero que escolhemos para interromper a série apos alcan-
¢armos a precisao prescrita desejada. A motivacao para a escolha deste sistema recursivo
vem do fato de que todas as equagoes do sistema recursivo possuem representacao anali-
tica conhecida para a solu¢ao. Além disso, consideramos que a equagdo inicial (m = 0)
satisfaz as condi¢oes de contorno dadas pelas Equacoes 3.2, 3.3 enquanto que o restante
das equagoes satisfazem as condig¢oes de contorno homogéneas.
A solucao LTSy da equagao homogénea que aparece no sistema recursivo de Equa-
coes 3.10, é dada por:
I°(1) = XEPOVY, (3.11)

em que D e X sao respectivamente as matrizes de autovalores e auto vetores resultantes
da decomposicdo espectral da matriz A. A matriz EP) ¢ definida por:
edi™ se dy <0

, (3.12)
edii(T=10)  ge dy; >0

EDP(M —

em que d;; sao as entradas da matriz D. Além disso, a solugao geral dos problemas

restantes do sistema recursivo é dada por:

I"(r) = XEPOV™ 4 XeP X (877 r) + (1 = w(r) A s (M), (3.13)

com eP” sendo a funcao matriz exponencial, o asterisco denota o operador convolucao

e os vetores V™ sdao determinados através das condig¢oes de contorno de cada problema.
Devemos notar que as condi¢oes de contorno do problema original sao absorvidas pelo
sistema recursivo na primeira recursao, enquanto os problemas restantes satisfazem as
condic¢oes de contorno do problema homogéneo.

Apresentamos a solugao da equagao de transferéncia radiativa-condutiva nao linear
considerando o coeficiente de albedo dependente da variavel espacial. Nosso problema é
uma generalizacao dos trabalhos apresentados no Capitulo 2. Por generalizacao queremos
dizer que além de consideramos o termo fonte na Equacao 3.1 também adotamos w depen-
dente da variavel espacial 7. Assim, se tomamos w(7) como fun¢do constante recuperamos
os resultados numéricos do problema ilustrado na segao 2.2, Equacgoes 2.14, 2.15 e 2.16.

Por outro lado, se desconsideramos a temperatura reproduzimos os resultados numéricos
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do problema apresentado na secao 2.1, Equacoes 2.1, 2.2 e 2.3. Destacamos também que
essas modificagoes alteraram a matriz de equacoes diferenciais de primeira ordem, Equa-
¢oes 3.5. Consequentemente, ao modificarmos essa matriz, produzimos um novo sistema
recursivo de equagoes. Portanto, as solucoes apresentadas através das Equagoes 3.11 e
3.13 também sao transformadas. Desta forma, por causa de todas estas transformacoes,
alteramos a convergéncia. Assim, necessitamos fazer uma investigagao da qualidade da
solucao obtida por nosso método em todo dominio. Os parametros que utilizamos para

fazer este estudo sao apresentados na proxima sec¢ao.

3.2 Analise de Convergéncia

O critério de parada do método proposto neste trabalho é definido pela escolha do
tamanho sistema recursivo a fim de alcancar uma precisao prescrita desejada. Pelo fato
de truncarmos o sistema recursivo em M, a solugao encontrada pelo método proposto nao
é exata. Assim, precisamos de critérios que assegurem a qualidade da solucao obtida em
todo dominio. Uma forma de verificar a qualidade da solucao obtida é estimar a diferenca
entre ela e a solucao exata. Neste trabalho estimamos esta diferenca através do célculo
do termo residual ou residuo. Este termo é encontrado através da substituicao da solucao
alcancada na Equacao 3.1.

Se expandirmos a Equagao 3.1 nas n dire¢oes discretas produzimos o seguinte

sistema de equagoes:

d

EI(T) — A(DI(1) = (1 — w(1))0*(1)M, (3.14)
em que M = col (i, cee L) e A(7) é dado por:
H1 UN
1 w(T) L
Ay = =0+ 5~ > " BiPi(pa) P(pg)wy;, (3.15)
Hi Hi 5o

onde d;; é o simbolo de Kronecker (6;; =1 se i = j e 0 caso contrario).

Assim, se I(7) é solu¢do da Equagao 3.1 entdo deve satisfazer a Equagao 3.16:

d

—I(7) = A(MI(7) = (1 = w(n)0" (1M = 0. (3.16)

Portanto, o termo residual, Tr, gerado pelo erro no truncamento com a escolha de

M para o presente esquema recursivo é dado por:
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Tr = ‘ L1(r) ~ AMI(E) (1 - ()0 ()M

‘ , (3.17)

em que Tr representa o maior valor absoluto ou o pior resultado em todo o dominio.
Assim, uma condi¢@o necesséria para que a convergéncia da soluc¢ao obtida seja garantida
é que os valores dos termos residuais calculados em cada recursao formem uma sequéncia
que tende a zero conforme aumentamos o sistema recursivo.

Para completarmos a questao da anélise de convergéncia, apresentamos uma con-
dicao suficiente para a convergéncia da solucao obtida baseada na teoria de Lyapunov
para equagoes nao lineares [Boichenko et al., 2005]. Para isto, avaliamos o coeficiente de

Lyapunov por uma sequéncia de termos residuais que sao definidos por:

_ 102 0]
AT <\5ZO|>’ (3.18)

em que

[e.e]

> 1)

m=M+1

62| = . (3.19)

De acordo com esta teoria, se A > 0 significa que essa diferenca entre as intensidades
de radiacao da recursao anterior e a posterior ird aumentar indicando que o problema
estara divergindo. Se A < 0 entao a diferenca entre as intensidades de radiacao das
recursoes m e m + 1 esta diminuindo e portanto o problema esta convergindo. De fato,
quando a sequéncia de valores negativos é obtida por esse coeficiente, a convergéncia
exponencial é garantida. Outro fator a ser observado é a magnitude do expoente de
Lyapunov A, quanto maior for o valor absoluto deste expoente mais estavel é o sistema.

Conforme a férmula que mostramos na Equacao 3.18, para que seja possivel o
calculo do expoente de Lyapunov é necessario conhecermos a solugao exata do nosso
problema, Equagoes 3.1, 3.2 e 3.3. Porque expandimos a intensidade de radiagao numa
série infinita mas, truncamos esta série em M quando alcancamos a precisao desejada.
No entanto, a Equagao 3.18 necessita das parcelas da série a partir do truncamento, ou
seja, de M + 1 até o infinito.

Para resolver este problema, antes de calcular o expoente de Lyapunov, exami-
namos o residuo, Equacao 3.17. O termo residual nos mostra o pior resultado do vetor

intensidade de radiacao em todo o dominio, ou seja, a maior diferenca entre a intensidade
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de radiacao determinada por nosso método e a solucao exata, de todas as direcoes e em
todo o dominio.
Portanto, para o célculo do expoente de Lyapunov analisamos a equacao escalar

que originou o pior resultado.

Tr= %um))p — [A() (7)), — (1 = w(7))0" (1) M, |, (3.20)

em que os subindices j e p indicam, respectivamente, qual 7 e qual direcao p aparece
o pior resultado alcancado pela intensidade de radiacao determinada por nosso método.
O termo d%_([ (7;))p € a linha p da derivada da intensidade de radiacdao no ponto 7,
[A(7;)1(7;)], ¢ a linha p do produto da matriz A(7;) pelo vetor I(7;) no ponto 7; e o
termo (1 — w(7;))0*(7;)M, ¢ a linha p do produto de (1 — w(7;))8*(7;) no ponto 7; pelo

vetor M. Da equacgao (3.20) deriva a equagao abaixo que estimamos |dZ | .

oTr = ‘y - <[A(Tj)f(7j)]p - ajﬂ(%‘)p) — ajpr — (1 —w(r;))0" (1) M|, (3.21)

em que 67r é uma variacao de Tr. A Equagao 3.21 ¢é resolvida de forma estocastica e
desejamos encontrar o ponto (z, y) que zera esta equagao ou a torna o mais proximo de zero
possivel. Portanto, podemos afirmar que 07Tr < T'r. Assim, avaliamos uma quantidade
consideravel de pontos (z,y) ao redor do ponto (I(7}),, E(I (75))p) através do método
de Monte Carlo [Landau e Binde, 2003; Leonardo e Afonso, 2014|. Quando encontramos
o ponto (z,y), que torna 67r zero ou o mais proximo de zero possivel, calculamos a
diferenca |z — I(7;),| e obtemos uma estimativa para |0Z] .

Como resultado da forma que calculamos o sistema recursivo, Equacoes 3.10,
o denominador que aparece na Equacao 3.18 é estimado como [6Zy| = S(7;) + (1 —
w(7;))0*(7;) M, para intensidade de radiagao I°(7;).

Por estes procedimentos na proxima se¢ao apresentamos as simulagoes numéricas,

bem como analise de convergéncia.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Com o objetivo de mostrar a eficiéncia do método proposto resolvemos alguns
problemas de transferéncia radiativa-condutiva em uma placa com coeficiente de albedo
dependente da variavel espacial. Para isso apresentamos varios problemas considerando a
funcoes de albedo: exponencial, polinomial, senoidal, hiperbélica e seccionalmente cons-

tante.

4.1  Analise e validacao do método proposto

Devido & dificuldade de encontrar resultados na literatura para este tipo de pro-
blema, comecamos focando nossa aten¢ao na anélise de validacao de resultados discutindo
a consisténcia deste método. Assim, resolvemos o problema de transferéncia radiativa-
condutiva Sy em uma placa-plana com espessura 7y = 1 para algumas func¢oes de albedo.
Em nosso primeiro exemplo, consideramos uma funcao de albedo polinomial de primeiro
grau e mostramos que quando o coeficiente angular vai para zero a solugao desse pro-
blema vai para a solu¢ao bem conhecida para um albedo constante. Portanto, resolvemos
a equagao de transferéncia de calor radiativa-condutiva acoplada em uma placa plana
com espalhamento isotrépico e considerando as superficies de contorno com €; = e5 = 1,
0, =1, 03 = 0, sem reflexoes para um conjunto de valores para com o coeficiente angular
da funcao afim tendendo a zero, ou seja, para a = 0,1,0,01,0,001,0,0001. Os resultados

da intensidade de radiacéo para albedo w(7) = ar + 0.8 estao ilustrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Soluc¢ao do sistema recursivo para 7 = 0,5, N. = 0,5 e fungoes de albelo

polinomial de primeiro grau.

w(r) =a7+0.8 albedo constante

H 0.17+0.8 0.01740.8 0.0017 +0.8 0.0001T 4 0.8 0.8 w=0.8
-1 0,113403  0,099560  0,098271 0,098143  0,098129 0,098129
-0,5 | 0,186860 0,164637  0,162567 0,162362  0,162339 0,162339
-0,001 | 0,375037 0,343976  0,341069 0,340780  0,340748 0,340748
0,001 | 0,375927  0,344967 0,342069 0,341781 0,341749 0,341749
05 | 0688865 0,677227  0,676142  0,676034  0,676022 0,676022

1 0,812446  0,805665  0,805033 0,804970  0,804963 0,804963

Podemos notar na Tabela 4.1 acima, uma boa coincidéncia (de quatro casas apos a
virgula) entre os resultados obtidos para a intensidade radiativa para o albedo polinomial

e constante, quando o coeficiente angular da funcao de albedo polinomial de primeiro
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grau fica proxima de zero. As duas ultimas colunas comparam os resultados do método
proposto para w(7) = 0,8 com os resultados obtidos utilizando o método LTSy proposto
por Segatto et al., 2010 e neste caso os resultados sao iguais.

Ainda focando na validagao dos resultados, comparamos os resultados do método
proposto para fungoes w(7) diferentes, porém com comportamentos semelhantes. No
entanto, ao invés de compararmos a intensidade de radiagao como no exemplo anterior
comparamos os resultados de temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total. A tem-

peratura 6(7) ¢ calculada através da Equagao 2.21 e os fluxos através das equagoes

Qr(7) = fctr Qe(r) = —£0(7) Q(7) = Qu(7) + Qe(7). (4.1)
Afim de fornecer os coeficientes da expansao da fungao de fase para o espalhamento

anisotropico, usamos a lei de espalhamento binomial que pode ser computada como [Se-

gatto et al., 2010; Siewert e Thomas, 1991]:

A+1\ (L+1—1
ho=1, e b= (25-1) (L+1+l) Pt (4.2)

Portanto, comparamos os resultados para temperatura e fluxos para o problema
de transferéncia radiativa-condutiva Sy acoplado, em uma placa-plana, com espessura

To = 1, com espalhamento isotrépico, com as superficies de contorno com ¢; = €5 = 1,
—T
01 =1, 03 = 0, sem reflexdes e N, = 0,5 com as fungoes de albedo w(7) = 0, 7exp <m)

e w(t) = —0,007T + 0,7 e os resultados estao apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3.

Tabela 4.2 — Resultados numéricos com w(7) = 0, 7 exp (%)

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,956897 0,327526 1,284423
0,25 0,762453 0,955241 0,329182 1,284423
0,5 0,518990 0,995443 0,288980 1,284423
0,75 0,264445 1,039831 0,244592 1,284423

1 0,000000 1,073463 0,210961 1,284423
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Tabela 4.3 — Resultados numéricos com w(7) = —0,0077 + 0, 7.

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,956897 0,327527 1,284424
0,25 0,762453 0,955240 0,329184 1,284424
0,5 0,518990 0,995442 0,288982 1,284424
0,75 0,264446 1,039832 0,244592 1,284424

1 0,000000 1,073466 0,210958 1,284424

Ainda comparando os resultados para temperatura e fluxos, confrontamos os re-
sultados alcangados considerando, na Equacao 3.1, w(7) = 0,9 se 7 > 0,5 e w(7) = 0,5
se 7 > 0,5 com as respostas atingidas utilizando w(7) = 1075 tanh(ar — b). Esta tultima
fungao é uma interpolacao da funcao degrau. Poderiamos ter escolhido uma infinidade
de outras funcgoes para fazer isto. Porém, a Equagao 3.1 apresenta uma derivada em
sua composi¢ao. Assim, a funcao tangente hiperbolica possui propriedades favoraveis ao
nosso problema porque é continua e composta por exponenciais. Estas caracteristicas sao
importantes porque, na se¢ao 4.3, fazemos a analise numérica da derivada da intensidade
de radiagao, para os calculos de residuo e expoente de Lyapunov.

Para fazermos estas comparacoes escolhemos o problema de transferéncia radiativa-
condutiva Sy acoplado, em uma placa-plana, com espessura 7 = 1 e espalhamento aniso-
tropico. Os outros parametros fisicos escolhidos sao: ¢, = 0,6, e = 0,4, 6, =1, 65 =0, 5,
pi=0,1,p5=0,2p¢=0,3,e pl =0,5e N. = 0,1 e grau de anisotropia L = 299. Os

resultados estao apresentados nas Tabelas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7.

Tabela 4.4 — Resultados numéricos com w(7) =0,9se 7 < 0,5 e w(r) =0,5se 7 > 0, 5.

T 0 Qc Qr Q

0 1,000000 0,448387 0,966912 1,415299
0,25 0,897561 0,384498 1,030802 1,415299
0,5 0,802562 0,384444 1,030855 1,415299
0,75 0,685422 0,578594 0,836705 1,415299

1 0,500000 0,928831 0,486469 1,415299

Apresentamos nas trés tabelas abaixo os resultados alcancados para temperatura

7 1
e fluxos utilizando w(7) = 0= tanh(at —b). Em cada Tabela, variamos os coeficientes

a e b melhorando a aproximacao da funcao tangente hiperbolica para a fungao de albedo
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seccionalmente constante definida neste exemplo. Comecgamos considerando os parametros
a = 40 e b = 20. Neste caso a transicao de w = 0,9 para w = 0,5 no ponto 7 = 0,5 é

mais suave. Os resultados podem ser vistos na Tabela 4.5.

Tabela 4.5 — Resultados numéricos com w(7) = % —% tanh (407 — 20).
T 0 Qc Qr Q
0  1,000000 0,448419 0,966676 1,415095
0,25 0,897579 0,384331 1,030763 1,415095
0,5 0,802500 0,387472 1,027623 1,415095
0,75 0,685266 0,578866 0,836229 1,415095
1 0,500000 0,928511 0,486584 1,415095

Agora, melhoramos a aproximacao da funcao tangente hiperbélica, considerando

a = 640 e b = 320 e ilustramos os resultados na Tabela 4.6.

Tabela 4.6 — Resultados numéricos com w(7) = % — %tanh(6407' — 320).
T 0 Qc Qr Q
0  1,000000 0,448343 0,966865 1,415209
0,25 0,897593 0,384436 1,030773 1,415209
0,50 0,802571 0,384598 1,030611 1,415209
0,75 0,685432 0,578535 0,836674 1,415209
1 0,500000 0,928713 0,486496 1,415209

Por dltimo, melhoramos a aproximacgao da funcao tangente hiperbdlica para a
funcao seccionalmente constante, consideramos a = 2560 e b = 1280 e os resultados sao

mostrados na Tabela 4.7.

Tabela 4.7 — Resultados numéricos com w(7) = 1—70 — %tanh(25607' — 1280).
T 0 Qc Qr Q
0  1,000000 0,448386 0,966908 1,415294
0,25 0,897572 0,384493 1,030802 1,415294
0,5 0,802554 0,384492 1,030802 1,415294
0,75 0,685426 0,578592 0,836702 1,415294
1 0,500000 0,928823 0,486471 1,415294

Verificamos através das Tabelas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 que os resultados sao muito
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proximos. E conforme variamos os coeficientes a e b, tornando mais rapida a transicao de
w=20,9 paraw = 0,5 em 7 = 0,5 mais proximos ficam os resultados para temperatura e
fluxos entre as fungoes tangentes hiperbodlicas e a fungao seccionalmente constante.

Assim, concluimos que fungoes semelhantes produzem resultados semelhantes. Po-
demos afirmar isto fundamentado pelos resultados ilustrados nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5,
4.6 e 4.7.

Por fim, comparamos os resultados para a temperatura alcangados por nosso mé-
todo em todo o dominio com os resultados obtidos para a temperatura pelo método de
Segatto et al., 2010 para secgoes deste dominio. Como este ultimo método é para albedo
constante, consideramos w = w, em que w ¢ a média da fun¢ao w(7) em cada subinter-
valo. As condigoes de contorno adotadas sdo os resultados das temperaturas calculadas
por nosso método nos extremos de cada subintervalo.

Para tal, escolhemos o problema de transferéncia radiativa-condutiva Sy acoplado,
em uma placa-plana, espessura 7y = 1, espalhamento isotropico, sem reflexdes, com €; =
€o=1,0, =1,0,=0e N, =0,5. Utilizamos a func¢ao de albedo w(7) = 0,4—0,4 sen (7).

Apresentamos os graficos das solugoes para temperatura pelos dois métodos nas
Figuras 4.1a, 4.2a, 4.3a. Os graficos das soluc¢oes para temperatura utilizando o método
proposto por Segatto et al., 2010 estao representados pelas linhas pontilhadas e tracejadas.
Os graficos para a temperatura calculada com o método proposto neste trabalho estao
representados pela linha solida. As Figuras 4.1b, 4.2b, 4.3b ilustram o erro absoluto entre
as temperaturas calculadas pelos dois métodos.

Para o grafico apresentado na Figura 4.1 dividimos intervalo [0, 1] em dois subinter-
valos [0, 0, 5] e [0,5, 1]. No intervalo [0, 0, 5] adotamos as condigdes de contorno 6,, = 6(0)
e 01, = 0(0,5). No intervalo [0,5,1] utilizamos a temperatura inicial 6, = 6(0,5) e a
temperatura final 65, = 6(1). Os subindices la e 2a indicam condigbes de contornos ini-
ciais no primeiro e segundo intervalos respectivamente e os subindices 10 e 20 indicam
condigoes de contornos finais no primeiro e segundo intervalos respectivamente. Devemos

lembrar que a temperatura 6(7) é calculada por nosso método.
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(a) Temperatura. (b) Erro Absoluto.

Figura 4.1 — Graficos de temperatura e erro absoluto dividindo o intervalo em duas

partes.

Na Figura 4.2 dividimos o intervalo [0,1] em quatro partes [0,0,25], [0,25,0, 5],
[0,5,0,75], [0,75,1]. Para o intervalo [0, 0,25] adotamos 6, = 6(0) e 6y, = 6(0,25). Em
[0,25,0,5] utilizamos 0y, = 6(0,25) e b, = 6(0,5). No intervalo [0,5,0,75] adotamos
03, = 0(0,5) e 03, = 0(0,75). Por fim, no intervalo [0, 75, 1] as condi¢bes de contorno
utilizadas foram 6,, = 6(0,75) e 04, = 6(1). As Figuras 4.2a e 4.2b mostram a temperatura

e o erro absoluto respectivamente.
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(a) Temperatura. (b) Erro Absoluto.

Figura 4.2 — Graficos de temperatura e erro absoluto dividindo o intervalo em quatro

partes.

Na Figura 4.3 dividimos o intervalo [0, 1] em oito partes [0, 0, 125], [0,125,0, 25],
[0,25,0,375], [0,375,0,5], [0,5,0,625], [0,625,0,75], [0,75,0,875], [0,875,1]. As condi-
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¢oes de contorno adotadas foram: no primeiro intervalo 6y, = 6(0) e 64, = 6(0,125), no
segundo 6y, = 0(0,125) e Oy, = 6(0,25), no terceiro 03, = 6(0,25) e O3, = 6(0,375), no
quarto 64, = 6(0,375) e 04 = 6(0,5), no quinto 05, = 0(0,5) e 05, = 0(0,625), no sexto
Os. = 6(0,625) e O = 0(0,75), no sétimo 07, = 6(0,75) e 07, = 6(0,875) e no oitavo
Os, = 0(0,875) e Og, = 6(1). As Figuras 4.3a e 4.3b mostram a temperatura e o erro

absoluto respectivamente.

x10™

L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Temperatura. (b) Erro Absoluto.

Figura 4.3 — Gréficos de temperatura e erro absoluto dividindo o intervalo em oito

partes.

Observamos que conforme aumentamos a quantidade de subintervalos, melhor fica
a aproximacao para temperatura entre os métodos e isto fica evidente através das Figuras

4.1,4.2 ¢ 4.3.

4.2 Escolha do tamanho do sistema recursivo, M

Em seguida, resolvemos o problema de transferéncia de calor condutivo-radiativo
acoplado em geometria planar com o objetivo de determinar o tamanho do sistema recur-
sivo, queremos dizer o namero de equagoes resolvidas (M), a fim de obter uma precisao
prescrita € = 107%. Para tanto, resolvemos o mesmo problema de transferéncia de calor
radiativa-condutiva, mas agora para coeficiente de albedo polinomial de segunda ordem,
w(t) = 1—1,41 — 0,672, com, Nc = 0,1. Na Tabela 4.8, apresentamos os resultados

obtidos.



31

Tabela 4.8 — Solugao do sistema recursivo para a intensidade de radiacao em 7 = 0,5

considerando w(7) =1 — 1,47 — 0,672 ¢ Ng = 0,1 com M variando de 1 a 14.

] D{LTS190 D2LTS100 D3LTS100 DsLTS100 DsLTS100 DeLTS100 D7LTS100
-1 0,048076 0,036649 0,040911 0,039506 0,039943 0,039809 0,039850
-0,5 0,083462 0,063950 0,071163 0,068798 0,069533 0,069307 0,069376
-0.001 0,275484 0,217999 0,236537 0,230849 0,232579 0,232053 0,232213
0.001 0,277566 0,219739 0,238334 0,232634 0,234367 0,233840 0,234000
0,5 0,663267 0,639634 0,647841 0,645664 0,646334 0,646134 0,646195
1 0,796315 0,783779 0,788512 0,787295 0,787673 0,787560 0,787594

] DgLTS100 D9LTS100 Di1oLTS100 D11LTS100 D12LTS100 D13LTS100 D14LT S100
-1 0,039837 0,039841 0,039840 0,039840 0,039840 0,039840 0,039840
-0,5 0,069355 0,069361 0,069359 0,069360 0,069360 0,069360 0,069360
-0.001 0,232164 0,232179 0,232175 0,232176 0,232176 0,232176 0,232176
0.001 0,233951 0,233966 0,233962 0,233963 0,233963 0,233963 0,233963
0,5 0,646176 0,646182 0,646180 0,646181 0,646180 0,646180 0,646180
1 0,787584 0,787587 0,787586 0,787587 0,787586 0,787586 0,787586

Percebemos na Tabela 4.8 acima que os resultados encontrados pelo método D13 LT S1qg
posstuem uma precisao de 107%. Essa afirmacao ¢ apoiada pela coincidéncia de seis digitos

significativos entre os resultados D3L71T'S100 € D14 LT S1¢p.

4.3 Simulagoes numéricas

Depois da validagao do método e da demonstracao de como fizemos a escolha de
M apresentamos algumas simulagoes numéricas nas Tabelas seguintes para temperatura
calculados através da Equacao 2.21 e fluxos condutivo, radiativo e total, Equacoes 4.1, a
lei de espalhamento binomial, Equacao 4.2. A precisao prescrita escolhida nos exemplos
foi de 107 e a quantidade de direcoes discretas escolhida foi N = 100.

Sabemos que aumentando o ntmero de dire¢oes discretas podemos melhorar os
resultados do método proposto. Porém, com N = 100 j& alcancamos resultados bastante
satisfatorios. Outro ponto que consideramos foi que, com o aumento da quantidade de
diregoes discretas, aumentamos o custo computacional. Fazendo uma comparagao en-
tre aumento de precisao e custo computacional concluimos nao ser viavel apresentarmos

resultados com valores de N superiores a 100.

4.3.1 Problemas isotrépicos

Dividimos a apresentacao dos exemplos em isotropicos e anisotrépicos apenas para

fim de organizacao.
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4.3.1.1 Problema 1

Apresentamos os resultados numéricos para a funcao de albedo seccionalmente

constante:
0,9 se 7<0,5
w(r) = (4.3)
0,5 se 7>0,5
com o0s seguintes parametros fisicos € = €3 = 1, pi = p5 = p¢ = pd =0, 0, = 1,

0y = 0, N. = 0,5. Avaliamos a temperatura normalizada dada pela Equagao 2.21 e
os fluxos condutivo, radiativo e total pelas Equacgoes 4.1. Na Tabela 4.9, exibimos os

valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o

valor M = 9.

Tabela 4.9 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para DgLTS1oy com

w(t) =0,9se 7 <0,5ew(r)=0,5se7>0,5.

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,960055 0,329828 1,289882
0,25 0,760561 0,959496 0,330387 1,289882
0,5 0,519049 0,973222 0,316661 1,289882
0,75 0,266898 1,041160 0,248722 1,289882

1 0,000000 1,090925 0,198957 1,289882

Apresentamos nas Figuras 4.4 e 4.5 as respectivas temperatura e fluxos:
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Figura 4.4 — Grafico de temperatura para w(7) =0,9se 7 < 0,5 e w(7) =0,5se 7 > 0, 5.
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Figura 4.5 — Graficos de fluxos radiativo, condutivo e total para w(7) =0,9se 7 < 0,5 e

w(t) =0,5se 7> 0,5.

O calculo do residuo e do expoente de Lyapunov por meio das Equacoes 3.17 e 3.18,
respectivamente, envolve a avaliacao numérica da derivada da intensidade de radiacao.
Esse fato levou a geracao de residuos que dificultaram a analise da convergéncia do método
proposto. Para contornar esse problema, o coeficiente de albedo foi expresso em termos

da funcao tangente hiperbodlica. Esta funcao pode ser uma aproximacao para funcao de
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albedo seccionalmente constante. Esta abordagem produziu resultados muito semelhantes
aos obtidos com a fungao degrau. Sustentamos esta afirmagao baseado nas Tabelas 4.4,
4.5, 4.6 e 4.7 mostradas na secao 4.1. Assim, a avaliacdo do residuo e do expoente de
Lyapunov foram realizados com a funcao tangente hiperboélica do problema a seguir e sao

apresentados nas Figuras 4.12 e 4.13.

4.3.1.2 Problema 2

Neste problema mostramos os resultados para fungao de albedo tangente hiperbo-
lica. Esta funcao foi escolhida porque apresenta resultados semelhantes aos do problema 1

possibilitando a analise de convergéncia. Portanto considere a seguinte funcao de albedo:

7 1
w(T) = 0" & tanh(407 — 20) (4.4)

e os parametros fisicos €, = e =1, pf = p5 = p{ = pd =0,0, =1,0, =0, N. = 0,5.
Avaliamos a temperatura normalizada dada pela Equacao 2.21 e os fluxos condutivo,
radiativo e total pelas Equagoes 4.1. Na Tabela 4.10, exibimos os valores obtidos para

temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor M = 9.

Tabela 4.10 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para DyLT S5y com

7 1
w(r) = T tanh (407 — 20).
T 0 Qc Qr Q
0 1,000000 0,959926 0,329884 1,289810
0,25 0,760578 0,959494 0,330317 1,289810
0,5 0,519081 0,975159 0,314652 1,289810
0,75 0,266953 1,041203 0,248608 1,289810
1 0,000000 1,090858 0,198952 1,289810

As Figuras 4.6 e 4.7 representam os graficos de temperatura e fluxos para w(7) =

7 1
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Figura 4.6 — Grafico de temperatura para w(7) = 10" = tanh(407 — 20).
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Figura 4.7 — Graficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

1
w(r) = 1—70 ~3 tanh (407 — 20).

Nosso objetivo em utilizarmos o coeficiente de albedo expresso como func¢ao de uma
tangente hiperbodlica é contornar os problemas que aparecem com a avaliagao numérica
da derivada da intensidade de radiagao utilizando a fungao degrau do exemplo anterior.
De fato, supondo a fun¢ao de albedo como uma funcao seccionalmente constante levou a

geracao de residuos que dificultaram a anélise da convergéncia do método proposto. Vimos
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na validacao dos resultados que esta abordagem produziu resultados muito semelhantes
aos obtidos com a funcao degrau. Nas Figuras 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 apresentamos o mddulo

do erro absoluto para temperatura e fluxos entre os exemplos 1 e 2.
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Figura 4.8 — Mo6dulo do erro absoluto entre as temperaturas.
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Figura 4.9 — Mo6dulo do erro absoluto entre os fluxos condutivos.
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Figura 4.10 — Modulo do erro absoluto entre os fluxos radiativos.
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Figura 4.11 — Moédulo do erro absoluto entre os fluxos totais.

Analisando o médulo do erro absoluto nas Figuras acima fica evidente que a fungao
tangente hiperbodlica é uma boa aproximacao para a funcao de albedo seccionalmente
constante. Esse afirmacao é apoiada no fato de em todos os casos o modulo do erro
absoluto fica proximo de zero, abaixo de 1073. Outro fato a ser observado nos gréficos
das Figuras 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 é que os maiores erros aparecem em 7 = 0, 5. Exatamente

na transicao de w = 0,9 para w = 0, 5.
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Abaixo, nas Figuras 4.12 e 4.13 ilustramos o termo residual e o expoente de Lya-

punov para a intensidade de radiagao da solugao do problema proposto.
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Figura 4.12 — Residuo para a intensidade de radiacao.

2 3 4 7 8 9 10

5 6
Ordem de truncamento

Figura 4.13 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.1.3 Problema 3

Neste problema mostramos os resultados para funcao de albedo exponencial des-

crita abaixo.
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w(T) =0,9exp(—7) (4.5)

com os seguintes parametros fisicos ¢, = 0,6, ¢ = 0,4, p; = 0,1, p; = 0,2, p{ = 0,3,
pd=0,4,0, =1,0, =0,5 N.=0,1. Avaliamos a temperatura normalizada dada pela
Equagao 2.21, bem como os fluxos condutivo, radiativo e total, Equagoes 4.1. Na Tabela
4.11, mostramos os valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento do

sistema recursivo o valor M = 20.

Tabela 4.11 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para DogLT Sio99 com

w(r) =0,9exp(—7).

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,479720 0,799475 1,279194
0,25 0,891762 0,392941 0,886254 1,279194
0,5 0,795061 0,402514 0,876680 1,279194
0,75 0,678227 0,559626 0,719569 1,279194

1 0,500000 0,899345 0,379849 1,279194

Apresentamos nas Figuras 4.14 e 4.15 as respectivas temperatura e fluxos:

0.7— —

0.65 — -

0.6— —

0.55 — -

05 \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.14 — Grafico de temperatura para w(7) = 0,9 exp(—7).
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Figura 4.15 — Graficos de fluxos radiativo, condutivo e total para w(7) = 0,9 exp(—7).

Abaixo, nas Figuras 4.16 e 4.17 ilustramos o termo residual e o expoente de Lya-

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.16 — Residuo para a intensidade de radiacao.
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Figura 4.17 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.1.4 Problema 4

Agora ilustramos os resultados para funcao de albedo polinomial de segundo grau

descrita abaixo.

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1277 (4.6)

com os seguintes parametros fisicos €; = 0,6, e = 0,4, p; = 0,1, pj = 0,2, pil = 0,3,
pd=0,4,0, =1,0, =0,5 N.=0,1. Avaliamos a temperatura normalizada dada pela
Equagao 2.21, bem como os fluxos condutivo, radiativo e total pelas Equacoes 4.1. Na
Tabela 4.11, mostramos os valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento

do sistema recursivo o valor M = 27.

Tabela 4.12 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para Dy7 LT S709 com

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1272.

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,533159 0,655044 1,188203
0,25 0,893364 0,380261 0,807942 1,188203
0,5 0,792070 0,451469 0,736735 1,188203
0,75 0,661788 0,592636 0,595568 1,188203

1 0,500000 0,683525 0,504679 1,188203
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Apresentamos nas Figuras 4.18 e 4.19 as respectivas temperatura e fluxos:
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Figura 4.19 — Gréficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1272.

Abaixo, nas Figuras 4.20 e 4.21 ilustramos o termo residual e o expoente de Lya-

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.20 — Residuo para a intensidade de radiacao.

5 10 20 25

15
Ordem de truncamento

Figura 4.21 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.1.5 Problema 5

O dltimo problema isotrépico mostramos os resultados para funcao de albedo seno.

w(r) =0,4—0,4sen (77) (4.7)

com os seguintes parametros fisicos ¢, = e; = 1, pi = p5 = p{ = p3 =0,6, =1, 6, = 0,
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N. = 0,5. Avaliamos a temperatura normalizada dada pela Equacao 2.21, bem como os
fluxos condutivo, radiativo e total através das Equacoes 4.1. Na Tabela 4.13, exibimos
os valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o

valor M = 8.

Tabela 4.13 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para DgLT S99 com

w(r) =0,4 —0,4sen (77).

T 0 Qc Qr Q

0 1,000000 0,931208 0,361902 1,293111
0,25 0,772603 0,911174 0,381937 1,293111
0,5 0,536176 0,988980 0,304131 1,293111
0,75 0,277279 1,078432 0,214679 1,293111

1 0,000000 1,133190 0,159920 1,293111

Apresentamos nas Figuras 4.22 e 4.23 as respectivas temperatura e fluxos:
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Figura 4.22 — Grafico de temperatura para w(7) = 0,4 — 0,4 sen (7).
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Figura 4.23 — Gréficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

w(r) =0,4 —0,4sen (7).

Abaixo, nas Figuras 4.24 e 4.25 ilustramos o termo residual e o expoente

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.24 — Residuo para a intensidade de radiacao.
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4 5 6 7 8 9
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Figura 4.25 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.2 Problemas anisotrépicos

Apresentamos alguns problemas com espalhamento anisotrépico.

4.3.2.1 Problema 6

Apresentamos os resultados numéricos para a funcao de albedo seccionalmente

constante:

0,9 se 7<0,5
w(r) = (4.8)
0,5 se 7>0,5

com os seguintes parametros fisicos: €; = 0,6, o = 0,4, p; = 0,1, p5 = 0,2, p¢ = 0,3,
pd=0,4,0,=1,0,=0,5 N,=0,1 e com grau de anisotropia L = 299 onde os coefici-
entes das expansoes da funcao de fase sao determinados pela Equacao 4.2. Avaliamos a
temperatura normalizada dada pela Equagao 2.21, bem como os fluxos condutivo, radia-
tivo e total apresentados nas Equacoes 4.1. Na Tabela 4.14, exibimos os valores obtidos

para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor M = 22.
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Tabela 4.14 — Temperatura e fluxos condutivo radiativo e total para Doy LT'S709 com

w(rt) =0,9se7<0,5ew(r)=0,5seT>0,5.

T 0 Qc Qr Q

0 1,000000 0,448387 0,966912 1,415299
0,25 0,897561 0,384498 1,030802 1,415299
0,5 0,802562 0,384444 1,030855 1,415299
0,75 0,685422 0,578594 0,836705 1,415299

1 0,500000 0,928831 0,486469 1,415299

Apresentamos nas Figuras 4.26 e 4.27 as respectivas temperatura e fluxos:

09— —

085 -

08— —

0.75— -

0.7— —

0.65— -

0.6— —

0.55 — -

| |
0.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.26 — Grafico de temperatura para w(7) = 0,9 se 7 < 0,5 e w(r) = 0,5 se

7> 0,5.



48

12— —

08—

0.6—

0.41—

02 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.27 — Graficos de fluxos radiativo, condutivo e total para w(7) = 0,9 se 7 < 0,5

ew(r)=0,58e 17 >0,5.

Da mesma forma como fizemos no problema 1 expressamos o coeficiente de albedo
em termos de uma funcao tangente hiperbodlica, para que seja possivel fazer a analise de
convergéncia do problema 6. A abordagem com esta fungao também produziu resultados
muito semelhantes aos obtidos com a func¢ao degrau, como pode ser visto nas Tabelas 4.14
e 4.15 e os graficos, Figuras 4.26, 4.27, 4.28 e 4.29. Assim, a avaliacao do residuo e do
expoente de Lyapunov foram realizados com a func¢ao tangente hiperbolica do problema

a seguir e sao apresentados nas Figuras 4.34 e 4.35.

4.3.2.2 Problema 7

Resultados para funcao de albedo tangente hiperbélica, esta fungao continua simula
o comportamento da fungao degrau do problema 6.
7

w(T) = o0 %tanh(élOT —20) (4.9)

com os seguintes parametros fisicos: €¢; = 0,6, €3 = 0,4, p; = 0,1, p5 = 0,2, p{ = 0,3,
pd =040, =1,0,=0,5 N.=0,1e com grau de anisotropia L = 299 onde os coefi-
cientes das expansoes da funcao de fase sao determinados pela Equacao 4.2. Avaliamos
a temperatura normalizada dada pela Equacao 2.21 e os fluxos condutivo, radiativo e

total pelas equacoes apresentadas nas Equagoes 4.1. Na Tabela 4.15, exibimos os valo-
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res obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor

M = 22.

Tabela 4.15 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para Dy LT S799 com

7 1
w(r) = 0 E tanh(407 — 20).
T 0 Qc Qr Q
0 1,000000 0,448419 0,966676 1,415095
0,25 0,897579 0,384331 1,030763 1,415095
0,5 0,802500 0,387472 1,027623 1,415095
0,75 0,685266 0,578866 0,836229 1,415095
1 0,500000 0,928511 0,486584 1,415095

Apresentamos nas Figuras 4.28 e 4.29 as respectivas temperatura e fluxos:

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

7 1
Figura 4.28 — Gréafico de temperatura para w(7) = 0% tanh (407 — 20).
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Figura 4.29 — Gréficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

1
w(r) = 1—70 —3 tanh (407 — 20).

Da mesma forma que fizemos no exemplo 2, para mostrarmos que a fun¢ao tangente
hiperbodlica aproxima bem a funcao degrau do exemplo 6. Nas Figuras 4.30, 4.31, 4.32,
4.33 apresentamos o modulo do erro absoluto para temperatura e fluxos entre os exemplos

6elT.

x10*

Médulo do erro absoluto

0.8 0.9

-

Figura 4.30 — Mo6dulo do erro absoluto entre as temperaturas.
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Figura 4.31 — Mo6dulo do erro absoluto entre os fluxos condutivos.

x10°

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 4.32 — Modulo do erro absoluto entre os fluxos radiativos.

o1
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x10"

2.047

2.047— -

2.047 — —

2.047

2.047—

Médulo do erro absoluto

2.047 — -

2.047 | !
)

Figura 4.33 — Modulo do erro absoluto entre os fluxos totais.

Analisando o médulo do erro absoluto nas Figuras acima concluimos que a escolha
da funcao tangente hiperbolica para aproximar a funcao de albedo seccionalmente cons-
tante ¢ uma boa escolha. Verificamos que médulo do erro absoluto para temperatura e
fluxos ficam proximos de zero, abaixo de 1073. Mais uma vez, observamos nos gréficos
das Figuras 4.30, 4.31, 4.32, 4.33 que os maiores erros aparecem em 7 = 0,5. Ponto da
transicao de w = 0,9 para w = 0, 5.

Abaixo, nas Figuras 4.34 e 4.35 ilustramos o termo residual e o expoente de Lya-

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.34 — Residuo para a intensidade de radiacao.

-22

10 12 14
Ordem de truncamento

Figura 4.35 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.2.3 Problema 8

Neste problema mostramos os resultados para funcao de albedo exponencial des-

crita abaixo.

w(T) =0,9exp(—7) (4.10)
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com os seguintes parametros: € = € = 1, pf = p5 = pl = p =0, 0, = 1, 6, = 0,
N. = 0,5 e com grau de anisotropia L = 299 onde os coeficientes das expansoes da fungao
de fase sao determinados pela Equacao 4.2. Avaliamos a temperatura normalizada dada
pela Equacao 2.21, bem como os fluxos condutivo, radiativo e total pelas Equacoes 4.1. Na
Tabela 4.16, exibimos os valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento
do sistema recursivo o valor M = 10. E relevante notar que, apos a experiéncia numérica
de simulagoes, percebemos que para o valor de N = 100, resultados com a precisao

prescrita sao alcancados para o valor mencionado para M = 10.

Tabela 4.16 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para DqLT S}o9 com

w(T) = 0,9exp(—7).

T 0 Qc Qr Q

0  1,000000 0,939417 0,455723 1,395140
0,25 0,766672 0,934742 0,460398 1,395140
0,5 0,528089 0,981624 0,413517 1,395140
0,75 0,273522 1,056594 0,338546 1,395140

1 0,000000 1,129889 0,265251 1,395140

Apresentamos nas Figuras 4.36 e 4.37 as respectivas temperatura e fluxos:

09— —
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Figura 4.36 — Grafico de temperatura para w(7) = 0,9 exp(—7).
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Figura 4.37 — Graficos de fluxos radiativo, condutivo e total para w(7) = 0,9 exp(—7).

Abaixo, nas Figuras 4.38 e 4.39 ilustramos o termo residual e o expoente

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.38 — Residuo para a intensidade de radiacao.
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Figura 4.39 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.2.4 Problema 9

Agora ilustramos os resultados para funcao de albedo polinomial de segundo grau

descrita abaixo.

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1277 (4.11)

com os seguintes parametros: ¢ = e = 1, pi = p5 = pd = pd = 0,0, = 1, 6, = 0,
N. = 0,5 e com grau de anisotropia L = 299 onde os coeficientes das expansoes da funcao
de fase sao determinados pela Equacao 4.2. Avaliamos a temperatura normalizada dada
pela Equacao 2.21 e os fluxos condutivo, radiativo e total pelas Equacoes 4.1. Na Tabela
4.17, exibimos os valores obtidos para temperatura e fluxos tendo o comprimento do
sistema recursivo o valor M = 12. E relevante notar que, apos a experiéncia numérica de
simulagoes, percebemos que para o valor de N = 100, resultados com a precisao prescrita

sao alcancados para o valor mencionado para M = 12.
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Tabela 4.17 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para D5 LT S799 com

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1272.

T 0 Qc Qr Q

0 1,000000 0,978492 0,420775 1,399267
0,25 0,760760 0,956657 0,442610 1,399267
0,5 0,516632 0,999081 0,400187 1,399267
0,75 0,261729 1,037010 0,362257 1,399267

1 0,000000 1,052933 0,346334 1,399267

Apresentamos nas Figuras 4.40 e 4.41 as respectivas temperatura e fluxos:
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Figura 4.40 — Grafico de temperatura para w(7) = 0,45 + 0,47 + 0, 1272,
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Figura 4.41 — Gréficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

w(T) = 0,45+ 0,47 + 0, 1272

Abaixo, nas Figuras 4.42 e 4.43 ilustramos o termo residual e o expoente

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.42 — Residuo para a intensidade de radiacao.
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Figura 4.43 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

4.3.2.5 Problema 10

O ultimo problema anisotréopico mostramos os resultados para funcao de albedo

Seno.

w(r) =0,4—0,4sen (77) (4.12)

com os seguintes parametros fisicos: €; = 0,6, €5 = 0,4, p; = 0,1, p5 = 0,2, p¢ = 0,3,
pd=0,4,0,=1,0,=0,5 N,=0,1e com grau de anisotropia L = 299 onde os coefici-
entes das expansoes da funcao de fase sao determinados pela Equacao 4.2. Avaliamos a
temperatura normalizada dada pela Equacao 2.21. Os fluxos condutivo, radiativo e total
foram avaliados através das Equagoes 4.1. Na Tabela 4.18, exibimos os valores obtidos

para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor M = 84.
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Tabela 4.18 — Temperatura e fluxos condutivo, radiativo e total para Dgs LT S7099 com

w(r) =0,4 —0,4sen (77).

T 0 Qc Qr Q

0 1,000000 0,594441 0,770819 1,365260
0,25 0,891371 0,339026 1,026234 1,365260
0,5 0,807775 0,364510 1,000750 1,365260
0,75 0,692727 0,588499 0,776761 1,365260

1 0,500000 0,967770 0,397490 1,365260

Apresentamos nas Figuras 4.44 e 4.45 as respectivas temperatura e fluxos:

09— —
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08— —
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Figura 4.44 — Gréfico de temperatura para w(7) = 0,4 — 0,4 sen (77).
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Figura 4.45 — Gréficos de fluxos radiativo, condutivo e total para

w(r) =0,4 —0,4sen (7).

Abaixo, nas Figuras 4.46 e 4.47 ilustramos o termo residual e o expoente de Lya-

punov para a intensidade de radiacao da solucao do problema proposto.
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Figura 4.46 — Residuo para a intensidade de radiacao.
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Figura 4.47 — Expoente de Lyapunov para a intensidade de radiacao.

Observamos nas Figuras 4.12, 4.16, 4.20, 4.24, 4.34, 4.38, 4.42, 4.46, que os termos
residuais de todos os problemas apresentados tendem a zero. De fato, os valores dos termos
residuais ficam inferiores a 107, Isto implica que o erro com o truncamento também tende
a zero. Assim, podemos afirmar que o aumento do nimero de termos do esquema recursivo
proposto gera uma boa aproximacgao para a solugao do problema considerado e também
mostra a estabilidade do esquema recursivo proposto para resolvermos a transferéncia
de calor com conducao e radiacao simultaneamente em um meio que apresenta diferentes
caracteristicas. O decaimento negativo do expoente de Lyapunov apresentado nas Figuras
4.13,4.17,4.21, 4.25, 4.35, 4.39, 4.43, 4.47, nos confirma a estabilidade da solugao proposta
e reforca a afirmacao de convergéncia exponencial da solugao proposta. Neste ponto é
importante mencionarmos que este tipo de analise de convergéncia ¢ valida para cada
conjunto de parametros considerado. Como resolvemos a Equacao 3.1 para diferentes
funcoes de albedo, e diferentes condigoes de contorno, consideramos a solucao proposta
util e uma ferramenta poderosa para descrever um amplo espectro de situagoes fisicas. O
comportamento do residuo calculado para todos os casos estudados nos permite dizer que
nao existe um grande erro em todo dominio, desde que o sistema recursivo seja truncado
numa precisao desejada. Outro fato importante é que todos os expoentes de Lyapunov
obtidos sao negativos o que refor¢a a afirmacao de convergéncia exponencial da solugao

proposta.
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4.4 Tlustragao de algumas intensidades de radiagao

Nesta se¢ao, apresentamos alguns graficos de intensidade de radiacao angular. Es-
colhemos o problema 6 para ilustrar as intensidades. FEste problema é anisotrépico e
simula o caso de duas placas, ou seja, descontinuo. Portanto, escolhemos pontos no con-
tornoT =0e7 =1¢eo0spontos 7= 0,45 e 7 = 0,55 em torno do ponto de descontinuidade

7=20,5.
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Figura 4.48 — Gréficos da intensidade de radiacao em 7 = 0 do problema 6.
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Figura 4.49 — Graficos da intensidade de radiacao em 7 = 0,45 do problema 6.
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Figura 4.51 — Graficos da intensidade de radiacao em 7 = 1 do problema 6.

da intensidade de radiacao em 7 = 0,55 do problema 6.
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As Figuras 4.48, 4.49, 4.50 e 4.51 apresentam o gréafico das intensidades de radiacao,

em7=0e7=1¢e proximos da interface em 7 =0,45e¢ 7 = 0,55 .
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5 UM APRIMORAMENTO DA SOLUCAO PARA O PROBLEMA
RADIATIVO-CONDUTIVO Sy EM UMA PLACA PLANA EM UM
MEIO PARTICIPANTE CINZA

Neste capitulo apresentamos um aprimoramento da solugao para o problema radiativo-
condutivo Sy em uma placa plana em um meio participante cinza. O método aqui descrito
apresenta instabilidade nos resultados quando utilizamos valores muito pequenos para o
parametro N, ou quando temos placas planas com comprimento grandes. Para contornar-
mos este problema, baseado na ideia desenvolvida por Ladeia et al., 2016, 2018, dividimos
cada parcela da soma de Adomian (A\n) em somas de componentes ainda menores que
serao introduzidas posteriormente, conforme descrevemos abaixo. Este procedimento nos
ajuda a estabilizar a soma contornando erros de over flow.

Sabemos da segao 2.2.1 que a série de polindomios de Adomian é escrita por:

~ ~ ~ ~

0(7) = Ao(7) + AL (7) + As(7) + Au(7) + As(7) ... (5.1)

Entao reescrevemos este somatorio dividindo por uma constante adequada K. Assim a

nova soma fica:

A (A(}ET) . Al;(f) . A?((T) . A4[((T) . Ag}(g) ) | 52)

Portanto, para que nao obtivéssemos mais o problema de overflow fizemos:

0*(1) = Bo(7) + B1(7) + Bs(7) + By(7) + Bs(7) . .. (5.3)

em que
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~ Aot
B()(T) = ~ (}i, )A,
5 o Au(r) | Ae(n)
B S A
~ T o(7)
By(r) = =22+ ,
K K
(5.4)
2 _ EK—l(T ) AO(T )
BKfl(’T) = AK +A K 5
5 Ag(r) | A7)
BK(T) = K + K ,
desta forma a solugao do sistema recursivo fica da forma:
I"(r) = XEPOV™ 4 XeP™X ! & (smfl(f) T (11— w<r))§m_1<T)M> . (5.5)

Nos exemplos abaixo comparamos os resultados obtidos para temperatura e fluxos
condutivo, radiativo e total pelo nosso método com os resultados encontrados por Siewert
e Thomas, 1991.

Problema 1: Mostramos os resultados numéricos para temperatura e fluxos con-
dutivo, radiativo e total para uma placa plana de comprimento 7 = 3 e com os seguintes
parametros fisicos : w = 0,9, ¢, = 0,7 €2 = 0,6, pj = 0,1, p; = 0,3, p‘f =0,2, pg =0,1,
0, = 1,60, =0,5, N. = 0,05 e isotropico. O valor escolhido para K foi trés. Avalia-
mos a temperatura normalizada dada pela Equagao 2.21, bem como os fluxos condutivo,
radiativo e total através das Equacoes 4.1. Na Tabela 5.1, exibimos os valores obtidos
para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor M = 300.
Na Tabela 5.2 apresentamos os resultados numéricos encontrados no artigo de Siewert e

Thomas, 1991.



Tabela 5.1 — Resultados numéricos com K = 3 utilizando o método proposto.

/7o 4 Qc Qr Q

0 1 0,266277853  1,043418849 1,309696701
0,1 0,932463854 0,192752769 1,116943932 1,309696701
0,2 0,88148675  0,149422609 1,160274092 1,309696701
0,3 0,841963953 0,115155416 1,194541286 1,309696701
0,4 0,811590727 0,089151832 1,220544869 1,309696701
0,5 0,786964771 0,078279327 1,231417375 1,309696701
0,6 0,762260315 0,09091126  1,218785441 1,309696701
0,7 0,729538042 0,132165566 1,177531135 1,309696701
0,8 0,680067574 0,202226258 1,107470444 1,309696701
0,9 0,605690835 0,297277386 1,012419316 1,309696701

1

0,5

0,40889998

0,900796721

1,309696701
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Tabela 5.2 — Resultados numéricos de Siewert [Siewert e Thomas, 1991].

7/70 0 Qc Qr Q

0 1 0,200827 1,09931  1,30014
0,1  0,952498 0,12682 1,17332  1,30014
0,2 0919507 0,0979176  1,20222 1,30014
0,3 0,891715 0,0897962 1,21034 1,30014
0,4 0,864462 0,093559 1,20658  1,30014
0,5 0,834612 0,107116 1,19302 1,30014
0,6 0,799059  0,132088 1,16805  1,30014
0,7 0,753816  0,172532 1,12761  1,30014
08 069347 0233627 1,06651 1,30014
0,9 0,6112 0,318904  0,981236 1,30014

1 0,5 0,424849  0,875291 1,30014

Problema 2: Apresentamos os resultados numéricos para temperatura e fluxos
condutivo, radiativo e total para uma placa plana de comprimento 7 = 3 com os seguintes
parametros fisicos: w = 0,99, ¢, = 0,8, €5 = 0,8, p; = 0,1, p5 =0,1, p{ =0,1, p¢ =0, 1,
0, = 1,0, = 0,5, N. = 0,05 e com grau de anisotropia L = 299 onde os coeficientes
das expansoes da funcao de fase sao determinados pela Equacao 4.2. O valor escolhido
para K foi trés. Avaliamos a temperatura normalizada dada pela Equacao 2.21 e os fluxos
condutivo, radiativo e total pelas Equacoes 4.1. Na Tabela 5.3, exibimos os valores obtidos
para temperatura e fluxos tendo o comprimento do sistema recursivo o valor M = 300.
Na Tabela 5.4 apresentamos os resultados numéricos encontrados no artigo de Siewert e

Thomas, 1991.



Tabela 5.3 — Resultados numéricos com K = 3 utilizando o método proposto.

/7o 0 Qc Qr Q

0 1 0,174200007  3,017704493 3,1919045
0,1  0,950990098 0,154173334 3,037731166 3,1919045
0,2 0,906615412 0,142963167 3,048941332  3,1919045
0,3 0,864506428 0,138830343 3,053074157 3,1919045
0,4 0,8227285  0,140596749 3,051307751  3,1919045
0,5 0,779639701 0,147456626 3,044447874  3,1919045
0,6 0,733805423 0,158810245 3,033094255 3,1919045
0,7 0,683955591 0,174143271 3,017761229 3,1919045
0,8 0,628973104 0,192937425 2,998967074 3,1919045
0,9 0,567905665 0,214601572 2,977302928  3,1919045

1 0,5 0,238360364 2,953544136  3,1919045

Tabela 5.4 — Resultados numéricos de Siewert [Siewert e Thomas, 1991].
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T/To 0 Qc Qr Q

0 1 0,174205 3,01765 3,19186
0,1 0,950989 0,154176 3,03768 3,19186
0,2 0,906614 0,142965 3,04889 3,19186
0,3 0,864505 0,138831 3,05303 3,19186
0,4 0,822726 0,140597 3,05126 3,19186
0,5 0,779637 0,147456  3,0444  3,19186
0,6 0,733803 0,158809 3,03305 3,19186
0,7 0,683954 0,174142 3,01772 3,19186
0,8 0628972 0,192936 2,99892 3,19186
0,9 0,567905 0,2146 2,97726 3,19186

1 0,5 0,23836  2,9535  3,19186

Observamos através dos problemas 1 e 2 que a estratégia adotada para contornamos
o problema de overflow ja produz bons resultados. Porém, ainda estamos em fase de
desenvolvimento deste artificio. Por este motivo, nao faz sentido aqui analisarmos a
qualidade da nossa solucao através do residuo e do expoente de Lyapunov.

Se analisarmos o termo fonte no problema 1, Figura 5.1, vimos que, mesmo com
trezentas recursoes, o termo fonte continua variando muito indicando que a fonte ainda
traz contribuigoes para as proximas recursoes. Porém, se deixamos mais recursoes as

respostas se distanciam muito das apresentadas por Siewert na Tabela 5.2. De fato, com

mais recursoes chegamos a resultados que nao fazem sentido fisicamente.
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Figura 5.1 — Contribuicao da fonte a cada recursao para o exemplo 1.

Por outro lado se analisamos o termo fonte do exemplo 2, Figura 5.2, vimos que ele
tende a zero. E isto ja acontece partir da vigésima recursao. Portanto, o termo fonte ja
nao contribui mais para as recursoes seguintes. Este fato acabou refletindo nos resultados

finais. Basta compararmos os resultados das Tabelas 5.3 e 5.4.
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Figura 5.2 — Contribuicao da fonte a cada recursao para o exemplo 2.

O fato da mesma estratégia servir bem para uns casos e para outros nao, nos

leva a crer que estamos diante de erro aritmético produzido pelo esquema de Adomian.
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Desta forma, continuaremos nosso estudo melhorando a forma de contornar o problema
de overflow até chegarmos numa estratégia definitiva. Quando dizemos que ainda temos
que melhorar a nossa estratégia, estamos dizendo que continuaremos modificando a forma
de somarmos os polinémios de Adomian.

Ao relembrarmos a secao 2.2.1 observamos que Adomian mostra como expandir um
termo nao linear em uma soma infinita de polinémios. No artigo [Adomian, 1988] Adomian
apresenta duas formas. Assim, essa soma nao é tnica. Alis, existe uma infinidade de
possibilidades de fazer este somatorio.

Vimos que um caminho é dividirmos cada parcela da soma de Adomian (En) em
somas de componentes ainda menores. Portanto, nosso foco futuramente é descobrir uma
nova forma de decompor o termo #*. E assim, resolvendo definitivamente os problemas

de overflow sem produzir erros aritméticos.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma representacao analitica da solucao do problema
de transferéncia radiativa-condutiva nao linear Sy com o coeficiente de albedo represen-
tado através de funcoes que dependem da varidvel espacial em uma placa plana. A ideia
principal consiste na construcao de um sistema recursivo de equacoes Sy com coeficiente
de albedo médio e seguindo a ideia do Método de Decomposicao. Por este procedimento,
resolvemos a equacgao de transferéncia radiativa-condutiva em todo dominio, assumindo
um valor médio para o coeficiente de albedo. A influéncia da heterogeneidade é somada ao
termo fonte que carrega a informagao do termo nao linear. Quando dizemos representagao
analitica da solucao significa que a tinica aproximagao feita ao longo do desenvolvimento
da solucao é o truncamento do sistema recursivo. Desta forma, vale a pena destacar, que
a escolha do sistema recursivo é feita com o objetivo de alcangar a precisao escolhida para
os resultados. Para completar, a analise matematica dos resultados também mostramos
uma analise de convergéncia da solugao apresentando uma estimativa de erro méximo
em modulo para os termos residuais que nos permite controlar o erro maximo e escolher
corretamente o comprimento do sistema recursivo. Além disso, reforcamos nossa ana-
lise mostrando que a convergéncia dos resultados da solugao encontrados é exponencial
avaliando do coeficiente de Lyapunov para sucessivas solucoes das equacoes do sistema
recursivo. Os valores negativos obtidos para estes coeficientes confirmam a afirmagao
da convergéncia da solugao. Para conhecimento, este tipo de solugao com analise de
convergéncia nao é encontrado na literatura. Estamos cientes da instabilidade numeérica
manifestada nos resultados para este tipo de problema com pequeno valor do parametro
N.. Assim, contornamos este problema dividindo cada parcela da soma de Adomian (A\n)
em somas de componentes ainda menores que foram introduzidas posteriormente. Os
resultados apresentados sao compativeis com os da literatura. Porém, ainda encontramos
erros referentes a convergéncia da solucao que observamos estarem associados a proble-
mas aritméticos. Desta forma, julgamos pertinente descobrir novas formas de decompor
o termo 6*. Assim, por uma questdo de completude matematica, para contornar essa
instabilidade, concentraremos nossa atencao futura na questao de encontrar uma solu¢ao
estavel para esse tipo de problema, para um pequeno valor do parametro N., também

seguindo a ideia do Método de Decomposicao.
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