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Resumo

Neste trabalho, calculamos o reticulado de subalgebras coideais a direita dos
grupos quanticos multiparametro UqJr (g), onde g é uma algebra de Lie simples de
tipo Ay e By, no caso em que o parametro principal de quantizagao ¢ nao é raiz da
unidade. O método utilizado aqui é semelhante ao que é utilizado para o caso Go

em [12].

Abstract

In this work we calculate the lattice of right coideal subalgebras of the multipa-
rameter quantum groups U;"(g), where g is a simple Lie algebra of type Ay and By,
while the main parameter of quantization ¢ is not a root of 1. The method used

here is similar to the one used for the case Gy in [12].
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Introducao

Quando estudamos algebras de Hopf, é natural considerarmos subalgebras de
Hopf como objetos importantes. No entanto, observa-se que, ao invés de subalgebras
de Hopf, as subalgebras coideais unilaterais desempenham um papel importante
nesta teoria. De fato, elas sao os objetos de Galois no teorema de correspondéncia

de Galois para acoes em uma algebra livre.

V. K. Kharchenko e A.V. Lara Sagahén [9] classificaram completamente as
subdlgebras coideais a direita que contém o coradical k[G] para o grupo quantico
U,(sl,,41), usando a construgao de base PBW (Poincaré - Birkhoff - Witt) criada
em [8]. Como consequéncia, foi possivel determinar que a dlgebra de Borel quantica
Uf(g), 8 = sluy1, possui (n + 1)! diferentes subdlgebras coideais a direita contendo
o coradical. Além disso, se g = s05,,1 é uma algebra de Lie simples de tipo B,,
entdo U (g) possui 2" - n! subalgebras coideais a direita que incluem o coradical
[10].

Neste trabalho, calculamos o reticulado de subdlgebras coideais a direita dos
grupos quanticos multiparametro Uq+ (g), nos casos em que g é uma algebra de
Lie simples do tipo Ay e do tipo B;. Estas subalgebras coideais a direita foram
determinadas em [9] e [10], no entanto o método utilizado nos referidos artigos é
diferente do aplicado nesta dissertacao. Aqui, utilizamos o método semelhante ao
que é utilizado para o caso G5 em [12], o qual se mostra mais simples do que os

anteriores, porém menos geral.



No primeiro capitulo, baseado principalmente em [1], [3] e [11], apresentamos
definigoes basicas de (co)algebra, bidlgebra, algebra de Hopf e algebra de Lie, além

de importantes propriedades e resultados acerca destes conceitos.

No segundo capitulo, introduzimos defini¢goes e resultados envolvendo superle-
tras, superletras duras, algebra de Hopf de caracteres e geradores PBW . Tais
nocoes tém fundamental importancia para alcancarmos o objetivo deste trabalho.
E nesta parte da dissertacao que descrevemos o procedimento para verificar se uma
determinada base ¢ a ideal para que possamos realizar os calculos como os de deriva-
das e, posteriormente, determinar as subalgebras coideais a direita que contenham

k|G|, a dlgebra de grupo obtida do grupo de elementos group-like de U] (g).

Muitos dos resultados apresentados no segundo capitulo sao provados em artigos
escritos por V. K. Kharchenko. Além disso, temos também o Teorema de Shirshov
[13], o qual afirma que toda palavra standard u possui um tdnico alinhamento
de colchetes tal que a palavra nao associativa obtida [u| é standard. Em outras
palavras, este resultado nos garante que uma palavra standard define uma tnica

superletra, que pode ser obtida de forma que também é descrita no segundo capitulo.

O terceiro e o quarto capitulos sao dedicados ao processo de determinar o reti-
culado de subalgebras coideais & direita das dlgebras de Hopf de caracteres U (As)
e U; (B3), respectivamente. Para chegarmos ao reticulado de subdlgebras coideais
a direita que contenham o coradical, é necessario utilizar uma determinada base
PBW e suas derivadas. Nestes capitulos, apresentamos tal base para as respectivas
algebras e calculamos suas derivadas a fim de determinarmos os geradores PBW

das subdlgebras coideais a direita desejadas e exibimos o reticulado de coideais.



Capitulo 1

Algebra de Hopft

Neste primeiro capitulo, introduzimos alguns conceitos e resultados importantes
sobre (co)algebras e bidlgebras. Tais defini¢oes e resultados sao necessérios para de-
finir uma algebra de Hopf e dlgebra de Lie. O contetdo deste capitulo é amplamente

conhecido e pode ser encontrado com maiores detalhes em [1], [3] e [11].

1.1 Algebra e Coalgebra

Ao longo de todo este trabalho, k denota um corpo. Além disso, se V e W sao
k-espacos vetoriais, denotamos o produto tensorial de V' e W sobre k, V @i W,

simplesmente por V ® W.

Definigao 1.1.1. Uma k-dlgebra (ou simplesmente uma &lgebra) é uma tripla
(A,m,u), onde A € um k-espago vetorial, m : AQ A — Aeu:k — A sdio

morfismos de k-espacos vetoriais tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

m®ida

ARA®A AR A AR A
id A ®@m m k®A m A®k
Y M \ /
® po— A



Denotamos m(a ® b) := ab, para quaisquer elementos a,b de A, e u(ly) =
14. As aplicacoes m e u sao chamadas de multiplicacdo e unidade da &lgebra,

respectivamente.

O primeiro diagrama da definicao fornece, por um lado,
mo (idg @m)(a®@b®c) =m(a®@m(b®c)) =m(a® (be)) = a(be)
e, por outro lado,
mo(m®ida)la®@b®c)=m(m(a®b) ®c)=m((ab) @ c) = (ab)c.
Ou seja, a comutatividade do primeiro diagrama representa a associatividade da

multiplicagao.

Além disso, pelo segundo diagrama, 14 é a unidade em A, ou seja, satisfaz
laa = a = aly, para todo a pertencente a A. De fato, pelo lado esquerdo do

diagrama, temos
(mo(u®ida))(ly ®a) =a, isto é, m(u(ly) ®a) =m(ly ®a) =1aa = a.
De forma anéloga, o lado direito garante que a = al 4.

Exemplo 1.1.2. Seja G um grupo multiplicativo. O conjunto kG € o k-espaco
vetorial com base G,
kG = {Zaigimi €k,ggeGn=12 ...}
i=1
Um elemento g em G pode ser escrito em kG como g = 1pg. Assim, definimos a
multiplicagcao em kG pela aplicagio m(g®@h) = gh, para quaisquer g, h pertencentes
a G e a unidade € definida por u(1y) = e, onde e é a unidade em G, e estendemos

linearmente. Entao, (kG,m,u) é uma dlgebra, chamada &lgebra de grupo.

Observagao 1.1.3. Sejam (A,ma,ua) e (B,mp,ug) duas dlgebras. O produto

tensorial A ® B € uma dlgebra com multiplica¢do

Mmasp((a®b) ® (c®d)) := ac ® bd,



onde a, b pertencem a A e ¢, d sao elementos de B, e unidade dada por
Uaep(lr) == ua(lp) ® up(ly) = 14 ® 1p.

Definicao 1.1.4. Considere Ve W k-espacos vetoriais. Entao a aplicacdao k-linear

T: VW — WV, dada por 7(v @ w) = w @ v, € chamada aplica¢do twist.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma dlgebra A, com multiplicagio m e unidade u,

¢ comutativa se moTt=mem AQ® A.

A definicao acima significa que ab = ba, para todos a, b em A.

Note que a algebra de grupo kG é comutativa se, e somente se, G é um grupo

abeliano.

Definigao 1.1.6. Sejam A e B duas dlgebras com multiplicacoes my e mp e com
unidades uy e upg, respectivamente. Dizemos que a aplicagao f : A — B € um

morfismo de algebras se os sequintes diagramas sao comutativos:

AgA—1% _peB L S|
ma mp up f
A - B B

Desta forma, f : A — B é um morfismo de dlgebras se f(ab) = f(a)f(b), para
todos a, b em A, e f(14) = 1p.

A definicao de uma algebra via diagramas nos permite definir uma coalgebra,

dualizando estes diagramas.

Defini¢ao 1.1.7. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,€), onde C' é um k-espago

vetorial, A : C — C ® C eec: C — k sdo morfismos de k-espacos vetoriais tais



que os sequintes diagramas comutam:

C A cCeC /C’\
A Awido ke C A C®k
CoC—pex-ColacC ol g

Se o corpo k estd fivado, dizemos apenas que C' € uma codlgebra. Os morfismos

A e e sao chamados de comultiplicagao e counidade da codlgebra C, respectivamente.

Notagao 1.1.8. (Notacao de Sweedler) A imagem de um elemento ¢ de C' por A é

Ale) = Z% ® Cig,
i=1
onde ¢;,, ¢, sao elementos de C. Tal imagem € denotada por

Ale) = Z 1 ® ¢y
ou, simplesmente, por
Ac) = 1 ® ca.

Essa notacdao é conhecida como notagao de Sweedler ou notagao sigma.

Usando a notacao de Sweedler para os diagramas da definicao de codlgebra,

temos que, para todo ¢ pertencente a C'"

(A®ide)oA)(e) = ((ide ® A)oA)(c)
(A X idc)(cl (%9 CQ) = (ch (%9 A)(Cl & 62)
A(Cl) & idc(Cg) = idc(Cl) & A(Cg)

C11 ® C19 Kea = 1 ® Coq (24 C29.

Como ¢1; ® €19 ® 3 = ¢1 ® a1 R Ca9, USAMOS €1 @ o @ c3 para denotar ambos os

lados da igualdade. Nesse caso, dizemos que C' é coassociativa.



Além disso, pelo lado direito do segundo diagrama, temos

(idc@S)OA(C) = C®1k
(ide®e)(c1 ®ca) = ¢® 1y

ca®e(cy) = c® 1y,

para todo ¢ em C.

Como €(cy) estd em k, obtemos (c16(c2) —¢) ® 1, = 0. Logo, ¢1e(c2) —c¢ = 0, pois

usando a independéncia linear de {15} sobre o corpo, 1 # 0. Ou seja, c1£(c2) = c.

Analogamente, pelo outro lado do diagrama, concluimos que €(c¢;)cy = c.

Exemplo 1.1.9. kG € uma codlgebra com comultiplicacao A e counidade € defini-

das por A(g) = g® g e e(g) = 1, para todo g em G.

Observagao 1.1.10. Se (C,A¢,ec) e (D,Ap,ep) sao duas codlgebras, entao o

produto tensorial C' ® D é uma codlgebra com comultiplicacdo dada por
Acgp(c®@d) = (ide @ T ® idp)(Ac ® Ap)(c®d) =1 ® dy @ co ® dy

e counidade dada por
ccgp(c®d) :=ec(c)ep(d),

para quaisquer ¢ em C e d em D.

Utilizando a Defini¢ao 1.1.4, podemos introduzir o conceito de codlgebra coco-

mutativa.

Definicao 1.1.11. Uma codlgebra C, com comultiplicacao A e counidade €, € co-

comutativa se To A = A.

Em geral, kG é um exemplo de codlgebra cocomutativa, visto que A(g) = g® g

e(ToA)(g) =T(g®9g) =g®yg.

Definigao 1.1.12. Seja (C, A, €) uma codlgebra. Um k-subespago vetorial D de C
¢ uma subcodlgebra de C se A(D) C D® D.



Definigao 1.1.13. Sejam (C,A,e) uma codlgebra e I um k-subespago vetorial de
C. Entao:

(i) I é um coideal & esquerda se A(I) C C® I, e um coideal a direita se A(1) C
I®C.

(i) I € um coideal se A(I) CI®@C+C®I ec(I)=0.

Note que se I é um coideal, em geral, I nao é coideal a esquerda ou a direita.

Além disso, se I é coideal a direita e a esquerda, entao I é uma subcodlgebra.

No caso de algebras, vimos o que é um morfismo entre dlgebras. Vejamos a

definicao analoga para o caso de coalgebras.

Definicao 1.1.14. Sejam C e D codlgebras com comultiplicacoes Ac e Ap e cou-
nidades ec e €p, respectivamente. Dizemos que g : C — D é um morfismo de

coalgebras se os sequintes diagramas sao comutativos:

C g D C g D
Ac Ap o ED
cCeC DD

g®g

Para todo elemento ¢ de C, a comutatividade do primeiro diagrama pode ser escrita
como Ap(g(c)) = ((9©@g) e Ac)(c), o que significa que g(c); @ g(c), = glc1) @ g(c2).

Além disso, a comutatividade do segundo diagrama € equivalente a ep(g(c)) =

80(0).

1.2 Bialgebra e Algebra de Hopf

Quando um k-espaco vetorial possui tanto a estrutura de algebra quanto a estru-

tura de codlgebra e estas estruturas sao compativeis, obtemos uma bialgebra.



Definigao 1.2.1. Um k-espaco vetorial B é dito uma bidlgebra se existirem aplicagoes
k-linearesm : BB — B, u:k — B, A: B— B® B ec: B — k tais
que (B,m,u) é uma dlgebra, (B,A,e) é uma codlgebra e vale uma das condi¢oes

abaixo, que sao equivalentes:

(i) A e e sao morfismos de dlgebras;

(ii) m e u sdo morfismos de codlgebras.

Na notacao de Sweedler, as condi¢oes em que A e £ sao morfismos de algebras

sao dadas por:
A(hg) = hig1 ® hage = A(h)A(g), e(hg) = e(h)e(g),
A(lB):lB@)lB (& 8(1B)Zlk

Exemplo 1.2.2. Seja G um grupo e kG a dlgebra de grupo. Jd vimos que kG tem

estrutura de codlgebra dada por:

Alg) =g®g eelg) =1k
Note que A e e sao morfismos de dlgebras, pois

A(hg) =hg®@hg = (h® h)(g ® g) = A(h)A(g)

e(hg) = 1k = e(h)e(g).

Logo, kG ¢é uma bidlgebra.

Definicao 1.2.3. Um subespaco I C B € um bi-ideal se I for um ideal e um coideal.

Como nos casos anteriores (de dlgebra e de codlgebra), é natural que se defina

o que seria um morfismo entre biadlgebras.



Definicao 1.2.4. Sejam H e L bidlgebras. Uma aplicacao k-linear f : H — L é
uwm morfismo de bidlgebras se é, simultaneamente, um morfismo de dlgebras e um

morfismo de codlgebras.

Definicao 1.2.5. Sejam C uma codlgebra e ¢ um elemento de C. Entao:

(i) ¢ € chamado elemento group-like se e(c) =1 e A(c) = c® c. O conjunto dos

elementos group-like de C é denotado por G(C).

(i1) Para g, h em G(C), ¢ é dito (g, h)-primitivo se A(c) = c® g+ h®c e
g(c) = 0. O conjunto de todos os elementos (g, h)-primitivos de C' é denotado
por Pyyp(C). Se C = B € uma bidlgebra e g = h = 1, os elementos de
P(B) := P, 1(B) sao ditos primitivos.

Sejam (C, A, €) uma codlgebra e (A, m,u) uma algebra. Definimos no conjunto
Homy(C, A) uma estrutura de algebra na qual a unidade é dada por uoc e a

multiplicagao é dada pelo produto convolugao, denotado por %, e definido por:

frxg=mo(f®g)oA,
para quaisquer f, g pertencentes a Homy(C, A).

Na notagao de Sweedler:

(f xg)(c) = fler)g(ea), (1.1)
para todos f, g em Homy(C, A) e ¢ pertencente a C'
A unidade da algebra Homy(C, A) é u o ¢ pertencente a Homy(C, A). De fato,
para todo elemento ¢ de C, temos

(f* (uoe))(e) = fler)(uoe)(er) = fler)ullr)e(ez) = flere(ez)) = f(e).

Concluimos, entao, que f * (uoe) = f. De forma andloga, (uo¢) * f = f.

Agora, seja H uma bidlgebra. Entao H possui tanto a estrutura de algebra
quanto a estrutura de codlgebra. Portanto, pelo que vimos, Homy(H, H) é uma

algebra com produto convolucao.

10



Definicao 1.2.6. Seja H uma bidlgebra. Uma aplicag¢ao k-linear S : H — H é
chamada de antipoda de H se S € o inverso da identidade idy, com respeito ao

produto convolug¢ao em Homy(H, H).

Definicao 1.2.7. Uma bidlgebra H que admita uma antipoda é chamada de algebra

de Hopf.

Em uma &lgebra de Hopf, a antipoda é tnica. O fato de que S : H — H ¢é
antipoda equivale a S *idy = idg xS = uoe. Usando a notagao de Sweedler, temos
que

S(hl)hg = hls(hQ) = €(h)1H, (12)

para todo h pertencente a H.

Exemplo 1.2.8. Jd vimos que a dlgebra de grupo kG € uma bidlgebra no Exemplo
1.2.2. Definindo a aplicacio S : kG — kG por S(g) = g~', para todo elemneto g

de G, e estendendo linearmente, temos que S € uma antipoda para kG, pois:

S(g1)g2 = S(9)g =g "9 = lic = £(9) Lc-

e, de maneira similar, g15(g2) = €(9)1xc-

No entanto, no exemplo anterior, se G for um monoide (isto é, for associativo
e possuir um elemento neutro), entdo kG é bidlgebra, mas nao é necessariamente

uma algebra de Hopf.

Proposicao 1.2.9. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo:
(1) S(hg) = 5(g)S(h);
(1it) A(S(h)) = S(ha) © S(ha);

(iv) e(S(h)) = e(h),

11



para quaisquer g, h em H.

As propriedades (i) e (ii) nos dizem que S é um antimorfismo de dlgebras e as

propriedades (i) e (iv) significam que S é um antimorfismo de codlgebras.
Demonstracao.

(1) Sejam H ® H com estrutura de codlgebra dada por Aggy € epgn, € H com
a estrutura de algebra dada por m e u. Entao faz sentido considerar a algebra
Homy(H ® H, H), com a multiplicacdo dada pelo produto convolugao (1.1). A

unidade dessa algebra ¢ dada por woepygy : H® H — H.

Sejam F,G,m : H® H — H definidos por:
F(h®g) =5(g)S(h), G(h®g)=Shg) e mh®g)=hy,

para quaisquer h, g em H. Vamos mostrar que F' ¢é inverso a direita de m e G
é inverso a esquerda, com respeito ao produto convolucao. Dai, seguira que m é

invertivel e, portanto, F' = G.

De fato, para quaisquer h, g pertencentes a H, temos

(m*F)(h@g) = m((h®gh)F(h® g)2)
= m(h1 ® g1)F(h2 @ go)
= 11915(92)S(h2)
= hie(g)1gS(hs)
= mS(he)e(9)lu
= e(h)e(9)lu
= cnen(h®g)ln
= ulengn(h ® g)1i)

= UO€H®H(h®g).

Logo, como uoe é a identidade na dlgebra Homy(H ® H, H), cuja multiplicagao

é o produto convolucao, segue que F' é inverso a direita de m.

12



Agora, vejamos que G é inverso a esquerda de m, com respeito ao produto

convolugao. Para quaisquer h, g pertencentes a H, temos o seguinte:

(G+m)(h®g)

G((h® g)1)m((h® g)2)
G(

h1 ® gi)m(hs ® g2)
S(h1g1)hage
S((hg)1)(hg)2
e(hg)ly
(h)e(g)1n
e(h)e(g)u(ly)
u(e(h)e(g)1e)

uoenpu(h® g).

€

Assim, concluimos que F' = G, isto é, S(g)S(h) = S(hg).

(1) Vimos que, para qualquer h em H, S(hy)he = e(h)1ly e que A(

e(1y) = 1. Em particular, quando tomamos h = 1y, temos S(1y)ly = e(ly)ly =

(737) Consideremos a dlgebra Homy(H, H @ H), cuja multiplicacao dada pelo pro-

duto convolugao e unidade uggg oc: H — H ® H, e as aplicagoes F,G : H —

H ® H, definidos por:

para todo h pertencente a H.

G(h) = S(ha) ® S(hy),

Vamos mostrar que A é inverso a esquerda de F' e inverso a direita de G, em

relagao ao produto convolucao.

13



Seja h um elemento de H. Entao temos o seguinte:

(AxF)(h) = A(h1)F(h2)

= unen(e(h)1k)

= upggoe(h).

Logo, A é um inverso a esquerda de F'.

Além disso, para todo h em H, temos o seguinte:

(GxA)(h) = G(hi)A(h)
= (S((h1)2) ® S((h1)1))((h2)1 @ (h2)2)
= (S(hg) ® S(h1))(hs ® hy)
— S(ha)hs @ S(h1)hy
= S((h2)1)(h2)2 ® S(h1)hs
= c(he)1y @ S(h)hs
= 10 @ S(h)e(ha)hs
— 1y ® S(h)e((ha)1) (ha)o
— 1y ® S(hi)hs
= lgp®e(h)ly

= UH®HO€<h).

Dessa forma, A é um inverso a direita de G.

Logo, A invertivel e A~ = F = G. Portanto, o resultado segue.
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(iv) Aplicando & em hyS(hy) = £(h)1y, obtemos:
e(lS(hs)) = e(e(h)1n) = e(h)e(1m) = e(h).
Considerando o fato de S e & serem lineares, temos
e()e(S(he)) = e(S(e(h)ha)) = £(S(h)),
ou seja, £(S(h)) = e(h). 0

Definicao 1.2.10. Um subespaco I C H ¢ dito um ideal de Hopf se I for um
bi-ideal e S(I) C I.

Definicao 1.2.11. Sejam H e L duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sy,
respectivamente. Dizemos que f: H — L € um morfismo de dlgebras de Hopf se

for um morfismo de bidlgebras que preserva antipodas.

A préxima proposicao nos diz que todo morfismo de bidlgebras preserva antipodas.

Portanto, podemos desconsiderar essa condi¢ao na definicao anterior.

Proposicao 1.2.12. Sejam H e L duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sy

Se f: H— L € um morfismo de bidlgebras, entao S;, o f = foSy.

Demonstragao. Consideremos a algebra Homy(H, L), com a multiplicacdo dada
pelo produto convolucao e a unidade dada por uy o £y, e os elementos f o Sy e
Sp o f dessa algebra. Vamos mostrar que f é um elemento invertivel com relagao ao

produto convolugao. De fato, para todo h em H, temos

((Spo f)*f)(h) = (Spof)(h)f(he) = SL(f(R)1)f(h)2
= er(f(h)1r = (er o f)(R)1z
= gH(h>1L = &?H(h)uL(lk)

= ’LLL<€H(h)1k) = UL(eSH(h))
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Logo, S, o f é inverso a esquerda de f. Por outro lado,

(f = (foSu))(h) = f(hi)(foSu)(h2) = f(h1Su(h2))
= flea(W)ln) =en(h)f(1n)
= en(h)1y = e(h)ur(ly)
= ur(en(h)lp) = ur(en(h)).

Logo, f o Sy ¢é inverso a direita de f com relacao ao produto convolugao.

Com isso, concluimos que f ¢é invertivel e, portanto, Sy o f = f o Sy. O

1.3 Algebras de Lie

As algebras de Lie surgem como espacos vetoriais de transformacoes lineares
munidos de uma nova operagao, que, em geral, nao é comutativa e nem associativa,

[, ]. Podemos descrever de forma abstrata esse tipo de sistema em alguns axiomas.

Definicao 1.3.1. Dizemos que k-espacgo vetorial L, com uma operacao
[,]: LxL — L

Y

(z,y) > [2,9]
chamada colchete (ou comutador) de x e y, € uma k-algebra de Lie (ou simples-

mente uma algebra de Lie) se os sequintes aziomas sdo satisfeitos:
(i) a operacao colchete € bilinear;
(i) [x,xz] =0, para todo x em L;
(i11) [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [x,y]] = 0, onde z, y e z sao elementos de L.

O axioma (i27) é chamado identidade de Jacobi. Note que, se aplicarmos (i) e

(i1) em [z + y,x + y|, temos, por um lado, [z + y,x + y] = 0. Por outro lado,

[ +y,x+yl = [vz]+[z,y]l+ [y, 2] + [y, 9]



Logo, [z,y] + [y,x] = 0, o que implica a anticomutatividade: [z,y] = —ly, z].
Reciprocamente, se a caracteristica do corpo for diferente de 2, a anticomutatividade

implicard o axioma ().

Exemplo 1.3.2. Seja A uma dlgebra associativa qualquer com multiplicacao m.
Podemos construir uma dlgebra de Lie L(A), a qual coincide com A como espago

vetorial, definindo o colchete da sequinte forma:
[z,y] = m(z ®y) —m(y ® x) = 2y — yz,

para quaisquer T, y pertencentes a A.
Vejamos que esta operacao colchete satisfaz os ariomas da Definicao 1.3.1:

Sejam x, y, z elementos de A e a um escalar qualquer. Entdo:

(i) Bilinearidade:

la(z +y),2] = alz+y)z—za(z+y)
= arz +ayz — zaxr — zay
= axz — zaxr + ayz — zay

= a(zz — zx + yz — 2y)

= a(lz, 2] + [y, 2]);
(ii) [z,2] = 22 — 2 = 0;
(iii) Identidade de Jacobi:
[z, [y 2] = zly 2] -y, z]e
= x(yz —2y) — (yz — zy)z (1.3)

= Y2 — TRY — YT + 2Yyx;

[ya [wa]] = y[zvx] - [Z,l‘]y
= y(zzx —x2) — (20 — x2)y (1.4)

= Yyzx —Yrz — 2xY + T2Y;
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2, [z, yl] = z[z,y] — [z, 9]z
= 2(zy —yz) — (2y —yx)2 (1.5)

= 2oy — 2Yr — TYZ + Yx=*2.
Somando (1.3), (1.4) e (1.5), temos [z, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [=,y]] = 0.

Logo, toda dlgebra associativa pode ser considerada como uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.3.3. O espaco vetorial R3 com o colchete definido pelo produto vetorial

usual € uma dlgebra de Lie.

Defini¢ao 1.3.4. Seja L uma dlgebra de Lie, com colchete [ , |. A &lgebra en-
volvente da dlgebra de Lie L é a dlgebra U(L) = T(L)/I, onde T(L) é a dlgebra
tensorial do espago vetorial L e I é o ideal de T (L) gerado pelos elementos da forma

[z,y] —z®@y+y®x, comx ey pertencentes a L.

Por [1, Proposition 4.2.13|, sabemos que, para mostrar que U(L) é uma algebra
de Hopf, basta mostrar que / é um ideal de Hopf da algebra de Hopf T'(L). Desde
que A e ¢ sejam morfismos de dlgebras e S seja um antimorfismo de algebras, é

suficiente mostrar que:
(1) A(Jz,y] —x®@y+y®x) pertence a [ @ T(L) +T(L) ® I;
(2) e(fz,y] —z@y+y®r)=0;
(3) S([z,y] —r®y+y® x) pertence a I.
De fato, para quaisquer x, y em L, temos:
Az, yl —z@y+yez)=([z,y] —2@y+yez)@1+10 (1,4 — 1@y +y ).
Portanto, A([z,y] —x ® y +y ® x) pertence a [ @ T'(L) + T(L) ® I. Além disso,

e([r,y —r@y+y®2)=0

S(lz,yl —z@y+yr=—(z,y) —r@y+y )
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pertence a I. Assim, concluimos que I é um ideal de Hopf de T'(L) e, consequente-

mente, U(L) tem uma estrutura de algebra de Hopf, conforme [1, Section 4.3].

O teorema a seguir, conhecido por Teorema PBW foi provado, em diferentes
épocas, por Poincaré, Birkhoff e Witt e tem fundamental importancia no estudo de
U(L). Este teorema nos permite conhecer os elementos da algebra envolvente de

uma algebra de Lie.

Teorema 1.3.5. (Teorema PBW [3, Section 17.3, Corollary C]) Sejam L uma
dalgebra de Lie e B = {x1, s, ...z} uma base bem ordenada de L. Entdo, conjunto
de todos 0os monomios

ni, na ng
ul u2 .. uk )

onde os expoentes sao inteiros positivos, juntamente com a unidade 1, formam uma

base para a dlgebra envolvente U(L).
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Capitulo 2

Geradores PBW

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes, resultados e exemplos que serao

de grande importancia para chegarmos ao resultado principal deste trabalho.

2.1 Superletras e superletras duras

Seja H = G(X) uma algebra, onde X = {z;|i € I} é um conjunto de indetermi-

nadas e G é um grupo.

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto
Y C X ¢ dito um subconjunto dirigido se todo par de elementos em Y possui uma
cota superior que pertence a 'Y . Dizemos que X € completamente ordenado se todo

subconjunto dirigido Y possui um supremo.

Definicao 2.1.2. A constituicao de uma palavra uw em G U X € uma familia quase

nula de inteiros nao negativos {m,|z € X} tais que u possui m, ocorréncias de .

Exemplo 2.1.3. Sejam X = {x1, 22} e u = xow129. Entao m,, = 1, pois x1 ocorre
uma vez em u e my, = 2, pois u tem duas ocorréncias de xo. Logo, a constitui¢ao

da palavra u é {1, 2}.
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Fixemos uma ordem completa aleatéria, >, no conjunto X. Isto é, se X =

{x1, T2, ..., x,}, assumimos xy; > xy > -+ > .

Seja I'" 0 monoide livre aditivo (comutativo) gerado por X. Entao, I't é com-

pletamente ordenado com respeito a seguinte ordem:
Myxi, + Moy, + ..o + My, > mix;, + mhy, + ... + mia;, (2.1)
se 0 primeiro niimero nao nulo da esquerda para a direita em
(my —ml,mg —mb, ..., mp —mp)

¢ positivo, onde x;, > x;, > -+ > x;, em X.

Considere, por exemplo, X = {x1, 22} e as palavras u = x12971 € v = T122%5.
Sejam my = 2, my = 1 as ocorréncias de cada letra em w e mj = 1, mj, = 2 o
nimero de ocorréncias, em v, de x; e xy. Como (m; —mj,me —mj) = (1,—1),

temos que 2z + 1o > 1 + 279.

Definicao 2.1.4. Seja u uma palavra em G U X. FEntao, o grau associado a u é
dado por D(u) = > .y mzx € I'M, onde {m,|x € X} € a constituicio de u. Se
[ =>"" asu; pertencente a G(X), com 0 # o; em k, definimos

D(f) = max{D(u;)|1 <i < n}. (2.2)

Exemplo 2.1.5. Considere X = {x1,22} e u = 1750; = T1T9Toxy. Assim,

My, =2, My, =2 € 0 grau da palavra u € D(u) = 2x1 + 2.

No conjunto de todas as palavras em X, fixamos a ordem lexicografica com
prioridade da esquerda para a direita, onde o inicio préprio de uma palavra é con-

siderado maior do que a palavra inteira.

Definigao 2.1.6. Uma palavra ndo vazia u € dita uma palavra standard (ou palavra
de Lyndon, ou palavra de Lyndon-Shirshov) se, para toda decomposicio v = vw

com v e w nao vazias, vw > wo.
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Exemplo 2.1.7. Seja u = 22wy uma palavra em X. Consideremos as decom-

posicoes possiveis para wu:

1. u=vw, onde v =123 e w = X9,

2. u=vw, onde v =1 e W = T1To.

Perceba que, em ambas as decomposi¢oes, temos vw > wv. De fato, pela ordem
lezicogrdfica fizada, 12Ty > 1922 € X219 > T17971. Portanto, u é um exemplo de

palavra standard.

Definigao 2.1.8. Uma palavra nao associativa é uma palavra onde colchetes |, |

sao arranjados de alguma forma, definindo como aplicar a multiplicacado.

Se [u] denota uma palavra nao associativa, entdo denotamos por u a palavra

associativa obtida removendo os colchetes de [u].

Considere, por exemplo, a palavra ndo associativa [u] = [z, [21, 22]]. Omitindo

os colchetes de [u], obtemos a palavra associativa u = x2xs.

Note que cada palavra nao associativa gera uma unica palavra associativa.
Porém, a reciproca nao vale. De uma palavra associativa u, podemos obter mais de

uma palavra nao associativa arranjando os colchetes de diferentes formas.

Exemplo 2.1.9. No exemplo anterior, removendo os colchetes de [u] = [z1, [z1, z2]],
obtemos apenas u = x3xy. No entanto, na palavra associativa u = x3xs, podemos

arranjar os colchetes de duas formas: [u]y = [[x1, 21], 2] € [u]e = |21, [21, 22]].

Definicao 2.1.10. O conjunto de palavras standard nao associativas, denotado

por SL, € o maior conjunto que contém todas as varidveis x; e satisfaz as sequintes

propriedades:
1. Se [u] = [[v], [w]] € SL, entao [v], [w] € SL e v > w sdo standard;
2. Se [u] = [[v1,v9], [w]] € SL, entao vy < w.
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Teorema 2.1.11. (Teorema de Shirshov, [13, Lemma 2|) Toda palavra standard u
possut um unico alinhamento de colchetes tal que a palavra nao associativa obtida

[u] € standard.

O alinhamento de colchetes ao qual se refere o Teorema de Shirshov pode ser ob-
tido se escolhermos os fatores v e w da decomposigao nao associativa [u] = [[v], [w]]
de maneira que v, w sejam palavras standard tais que © = vw e v tenha o compri-
mento minimal. No Exemplo 2.1.9, vimos que u = 23z, gera [u]; = [[z1,71],72] €
[u]a = [x1, [x1, 22]]. Contudo, [u]; = [[x1,x1], ¥2] N80 é uma palavra ndo associativa

standard, pois v = 22 e w = 3 e v nao é palavra associativa standard.

Definigao 2.1.12. Seja G um grupo. Uma fungio X : G — k\{0} € dita caracter

de G se X € um morfismo de grupos.

Definigao 2.1.13. Dizemos que x é uma variavel quantica se um elemento group-

like g e um caracter X, denotados por g, e X, estao associados a x.

Seja u uma palavra formada por varidveis quanticas em X = {x;|i € I'}. Para
cada palavra v em X denotamos por g, o elemento de GG obtido de u substituindo
cada z; por g;. Da mesma forma, denotamos por X'* o caracter obtido de u substi-

tuindo cada z; por X*.

Definicao 2.1.14. Uma superletra é um polinomio que € uma palavra standard

nao associativa, onde os colchetes sao definidos por
[u, v] = uv — X*(g,)vu, (2.3)
onde X"(g,) serd denotado por py,.

Uma palavra em superletras é chamada de superpalavra. Quando multiplicada

a esquerda por um elemento group-like, dizemos que é uma G—superpalavra.

Exemplo 2.1.15. Tomemos as superletras [u] = [x1,x5] € [v] = [[x1, 22|, 22]. Entao

0s produtos [v][u][v] = [[x1, xa], xa][1, xa][[71, T2], 22| € [u][v] = [1, xa][[x1, 2], 22]
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sao exemplos de superpalavras. Além disso, se g € um elemento group-like de H,

entdo glzy, xo][[x1, xa|, 2] € g[[x1, x|, To][x1, T2][[21, 22, 2] SG0 G—Ssuperpalavras.

Definimos o produto entre duas palavras u, v de X como a justaposicao de u e
v, ou seja, u-v = uv. A férmula dada em (2.3) define um skew-comutador bilinear
nas combinacgoes lineares de palavras de mesmo grau. Estes colchetes se relacionam

com o produto da seguinte forma:
[u- v, W] = pywlu, w]- v+ u (v, W), (2.4)
[u, v-w] = [u, v]- w + puyo- [u, w]. (2.5)

Exemplo 2.1.16. Sejam X = {x;|i € I} um conjunto de varidveis quanticas e

u=xy, V=2=Ty, z=uv=mx1Ts palavras em X. Entdo, por (2.3), (2.4) e (2.5),

temos:
[Uav] = [$1,$2] = T1T2 — P12%271
[2,0] = (1122, 2] = paofT1, Ta]Xa + 21 [22, 2]
= paa(T109 — Praomy )Ty + 5131(56% - ngsc%)
= p22$1$§ — P22P12T2L1T2 + Ill"% - p22x1$§
= xﬂ% — P12P22T2X1T2
[u, 2] = (21, T122] = |21, 21]@2 + priza[z1, 2]

_ 2 2

= (551 —Pn%)iﬁz +p11:c1(:z:1:1:'2 —plzl'zil?l)
_ 2. 2 2.

= T{T2 — P11T1T2 + P11T1T2 — P11P12T1T271

.2
= T1T2 — P11P12X1X2T1

Pelo Teorema 2.1.11, cada palavra standard u define uma unica superletra, a
qual denotamos por [u]. A ordem nas superletras é definida de forma natural, ou

seja, [u] > [v] <= u > wv.

Definigao 2.1.17. Uma superletra [u] é dita dura em H se o seu valor em H
nao € uma combinagao linear de valores de superpalavras do mesmo grau (2.2) em

superletras menores do que [u].
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Quando a superletra [u] ndo é dura em H, dizemos que a mesma é suave em
H. Geralmente, nao é simples classificar uma superletra em dura ou suave. Para

tanto, podemos utilizar resultados conhecidos que serao apresentados em seguida.

Proposigao 2.1.18. [6, Corollary 2] Uma superletra [u] é dura em H se, e somente
se, o valor em H da palavra standard u ndo € uma combinacgao linear de valores de

palavras menores com o mesmo grau (2.2).

Exemplo 2.1.19. Seja H uma dlgebra de Hopf onde [x1, [z, 22)] = 0 e x1 > xo.
Desenvolvendo os colchetes, obtemos o sequinte:
0= [-’Eh [$1,$2]] = $1[$17$2} —p11p12[$17$2]$1
= $1($1$2 - p12$2$1) - p11p12($1$2 - p12x2x1)x1
= x%fz — P1201T2%1 — P11P12T1T2X1 +P11P12p121'2$%
= 2imy — pra(l + pi1) 1 mamy + ploprizar’.
Agora, podemos verificar que a superletra [xq, [[x1, x2], x2]] € suave em H. Note
que

2775 = (2312) 22 = (Pra(1l + P11)T12T9%1 + PlaP11T2T])Te = QX1T9T1 T2 + BraziTs

¢ uma combinagao linear de palavras menores com o mesmo grau. Logo, pela pro-

posi¢do anterior, |xy, [[T1, xs], 23] € suave em H.

Proposicao 2.1.20. [7, Lemma 4.8] Seja B um conjunto de superletras contendo
X1,..., Ty Se cada par [u], [v] em B, com u > v, satisfaz uma das sequintes

condicoes:
(1) [[u], [v]] nao é uma palavra standard nao associativa;

(2) a superletra [[u], [v]] nao € dura em H;
(3) [[u],[v] € B,

entdo o conjunto B inclui todas as superletras duras em H.
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2.2 Algebra de Hopf de Caracteres

Sejam H uma &lgebra de Hopf e G o conjunto de todos os elementos group-like

de H. Mostraremos, a seguir, que G é um grupo.

De fato, 1y estd em G, pois A(ly) = 1y ® 1y e e(1y) = 1. Além disso, se
g, h pertencem a G, entao A(gh) = A(g)A(h) = (¢ ®@ g)(h ® h) = gh® gh e
e(gh) = €(g)e(h) = 1. Portanto, gh pertence a GG. Finalmente, dado g pertencente
a G, temos g~! = S(g) pertencente a G. De fato, pela Proposigao 1.2.9, A(S(g)) =
S(g)®S(g), €(S(g)) =¢e(g) = 1 e, pela defini¢ao de S (1.2), temos S(g)g = 9S(g) =
e(g)ly = 1g.

O espaco gerado por G em H é uma algebra de grupo de G. Isto significa
que elementos group-like distintos sao linearmente independentes em H. Para g

pertencente a GG, tomemos o conjunto
Ly={he HAMR) =h®1+g®h}.

Os elementos deste conjunto sao chamados g-primitivos, ou skew-primitivos caso g

nao seja especificado.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um elemento h de H é um elemento caracter, ou
um semi-invariante, se existe um caracter X : G — k\{0} tal que, para todo g em
G,

g 'hg = X(g)h.

Se h é um elemento semi-invariante nao nulo, entao o caracter é unicamente
determinado pela féormula dada na Defini¢ao 2.2.1.

Definicao 2.2.2. Uma dlgebra de Hopf H é chamada de algebra de Hopf de ca-
racteres se o grupo G de todos os elementos group-like é comutativo e H é gerada

sobre k[G] por elementos skew-primitivos semi-invariantes.

Proposigao 2.2.3. [5] Considere a skew-dlgebra de grupo G(X), onde G € o grupo

dos elementos group-like e X = {z;li € I} é um conjunto de elementos semi-
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wmvariantes. FEsta dlgebra possui estrutura natural de dlgebra de Hopf de caracteres

dada por:
Al)) = 2014 g @3, Alg) =g®yg,
8(‘%1) = 07 5(9) = 17
S(z:) = —gi ', Slg)=97",

onde i pertence a I e g, g; sao pertencentes a G.

Demonstra¢ao. Para mostrar que G(X) é uma algebra de Hopf com a estrutura
dada, precisamos que A e ¢ satisfacam os diagramas de coassociatividade e couni-
dade (Defini¢ao 1.1.7), que S satisfaga a definicao de antipoda (1.2) e que A e ¢
sejam morfismos de algebras. Vejamos que tudo isso é satisfeito comegando pela

definicao de codlgebra:

(A®id) o A)(z;) = (A®id)(z;®1+ g ® x;)
= Az) @1+ Alg) @
= (®14601)01+g ® g
= 7;,01®1+9Q01,®01+9 g1

((id@ A)o A)(z;) = (dRA)(z; @1+ g; ® x;)
= @A)+ @A)
= 5®0101+4® @144 Q)
= ;01®1+09,Q02,®1+¢ Qg Q.
Logo, vale a coassociatividade de A. Vejamos, agora que ¢ é counidade de G(X).

De fato, temos
(ld®@e)oA)x;)) = ([d®e)(r; @1+ ¢ @ xy)
= z;®e(1) + g ®e(y)
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(e®@id) o A)(z;) = (e®id)(z; @1+ ¢; ® ;)
= e(x;) ®@1+¢e(g) @z
= 0®1+1®ua;
= 1® ;.

Logo, ¢ satisfaz o diagrama da counidade.

Agora, temos

S(zi)z, = m((S®id)o Alx;))
(S@id)(z; ® 14 g; ® 7;))
= m(S(x;) ® 1+ 5(g;) ® x;)

= S(z:)1+ 5(gi);

= g lai gt

= 0

= ()l

(
:m(
(

Além disso, como A(g;) = gz;®9+99: @9z = Ag)A(x:) e £(gz;) = 0 = £(g)e(xs),

a condicao de A e € serem morfismos de algebras também é satisfeita.

2.3 Geradores PBW

A partir desta secao, H denotard uma algebra de Hopf de caracteres.

Definigao 2.3.1. Sejam S uma k-dlgebra e A uma subdlgebra com base fixada
{ajl € J}. Um conjunto totalmente ordenado W C S ¢é dito um conjunto de
geradores de Poincaré-Birkhoff-Witt de S sobre A (ou geradores PBW de S sobre
A) se existe uma fungao h: W — Z1 U {o0}, chamada de fungao altura, tal que

o conjunto de todos os produtos

ni, n2 Nk
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onde j € J, wy <wy < -+ <wy,n; <h(w),1<i<k éuma base de S.

O valor h(w) é dito altura de w em W.

Quando A = k, entao chamamos W simplesmente de conjunto de geradores

PBW de S.

s

Definicao 2.3.2. Seja [u] uma superletra dura em H. A altura h = h([u]) € o

menor nimero em Z" tal que

. Puw € uma raiz t—ésima primitiva de 1 e h =t ou h = tI", onde | € a

caracteristica do corpo k, no caso de caracteristica positiva,

i. o valor de [u]" em H é uma combinagdo linear de superpalavras de mesmo

grau em superletras menores que [u] e G—superpalavras de menor grau.

Se o numero ao qual se refere a definicao anterior nao existir, dizemos que a

altura de [u] é infinita.

Teorema 2.3.3. [6, Theorem 2| Seja H uma dlgebra de Hopf de caracteres. Entao,
os wvalores de todas as superletras duras em H com a funcao altura dada acima

formam um conjunto de geradores PBW para H sobre k[G].

Teorema 2.3.4. [8, Theorem 1.1] Toda subdlgebra coideal a direita U que contém
todos os elementos group-like de H tem uma base PBW sobre k[G], denotada By,
a qual pode ser estendida a uma base PBW de H sobre k[G], denotada By, .

Podemos obter a base PBW de U sobre k[G] a partir da base PBW de H dada

no Teorema 2.3.3 da seguinte maneira:

Suponhamos que para uma dada superletra dura [u] em H, existe um elemento

c em U dado por
= [u" + > Wi+ > BV, (2.6)
onde W; sdo superpalavras da base iniciando por superletras menores que [u],

D(W;) = sD(u), e V; sao G—superpalavras com D(V;) < sD(u).
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Dizemos que uma algebra H C G(X) é homogénea se H for graduada, ou
seja, H = @yer+H, e H, H,, € H, ;,,. Nesse sentido, se U for uma subalgebra
homogeénea, podemos assumir $; = 0, para todo j. Fixamos um dos elementos

dados por (2.6) com s minimal e denotamos por ¢,.

Proposicao 2.3.5. [8, Lemma 4.3] Na representacio (2.6) de um elemento c,,
temos s = 1, ou Py, € uma raiz t—ésima primitiva da unidade e s = t, ou s =

t(chark)" (no caso de caracteristica positiva).

Proposicao 2.3.6. [8, Lemma 4.4] Seja U uma subdlgebra coideal a direita de H.
Um elemento ¢ em H pertence a U se, e somente se, todos os geradores PBW de c

na base By, pertencem a By.

Em particular, o conjunto By de todos os elementos ¢, escolhidos com a fungao
altura definida na Proposigao 2.3.5 é um conjunto de geradores PBW para U sobre
k[G].

Para desenvolvermos os calculos necessarios para encontrar as subalgebras coide-
ais a direita, o que sera feito no préximo capitulo, precisamos levar em consideracao

as derivadas em uma subalgebra.

Observacao 2.3.7. A subdlgebra A gerada por x+,...,x, sobre k contida em U;(g),

onde g € uma dlgebra de Lie, admite um calculo diferencial definido por
(92(.I'j) = (Si, Gz(uv) = &(u)v +p(u, :z:z)u@('u),
para xr; € X.

Definigao 2.3.8. Seja S uma subdlgebra de A = k(X). Dizemos que S é uma

subdlgebra diferencial se, para todo s em S e todo x; em X, 0;(s) € pertencente a

S.

Sabemos, por [9, Lemma 2.10], que hd uma correspondéncia entre as algebras
coideais a direita homogéneas contendo k|G| de uma algebra de Hopf de caracteres
H e as subdlgebras diferenciais de A = k(X), fato que serd usado nos préximos

capitulos.
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Capitulo 3

Reticulado de Coideais de U; (As)

Neste capitulo, vamos explicitar um conjunto de geradores PBW para Uq+ (Ag).
Além disso, encontraremos todas as subalgebras coideais a direita que contém k[G],
obtendo seu reticulado de coideais. O método utilizado para alcancarmos nosso

objetivo é o mesmo utilizado em [12] para o caso de uma algebra de Lie de tipo Gs.

3.1 A algebra U/ (A)

Sejam X = {x1,2,...2,} um conjunto de varidveis, C' = ||a;;|| uma matriz
de Cartan generalizada simetrizavel pela matriz D = diag(ds,...,d,), ou seja,
d;a;; = djaj;, e g uma &algebra de Lie relacionada a C' (ver [4]). Os parametros de

quantizacao p;; = p(x;, z;) = X*(g;) sao relacionados por
=g = g% 1 <44 < (3.1)
Dii q-, pz]p]l q b >4L7>=n. .

A quantizacao multiparametro U(;r (g) da subdlgebra de Borel g* é uma &lgebra

de Hopf de caracteres definida pelas seguintes relagbes com o skew-comutador (2.3):

[ i) 2], ] x] =0, 1<i#j<n, (3.2)

onde z; ocorre 1 —aj; vezes. Os lados esquerdos de cada uma das relagoes definidas
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acima sao elementos skew-primitivos em G(X) (ver [5, Theorem 6.1]). Portanto, o

ideal gerado por estes elementos é um ideal de Hopf.

Além disso, se ¢ pertencente a k nao é raiz da unidade e a matriz de Cartan
C' = |la;;|| é de tipo finito, entao por [9, Lemma 3.1 e Corollary 3.2, U (g) é uma
algebra homogénea e toda subdlgebra U de Uq+ (g) contendo o grupo dos elementos

group-like é também homogénea.

Para este trabalho, consideramos A, a dlgebra de Lie definida pela matriz de

Cartan

A seguir, passamos a descrever UJS(Az) a partir das relagoes dadas em (3.1) e
(3.2), entre os parametros de quantizagao p;; e entre as variaveis quanticas x;, .
Como d,a;; = djaj;, da matriz de Cartan de Aj, temos que —d; = —ds, entao

podemos supor que d; = dy = 1. Logo,

d1 —

P11 = ¢ = q,
P22 = qu = q, (33)
piepa1 = ¢z = gL

Para as relagoes (3.2), observe que 1 — aj3 = 2 e 1 — ag; = 2. Dai, segue que

[171, [1'1, Z'QH == O, [[[El, .172], ZL’Q] =0. (34)

Agora, estamos interessados em encontrar as subdalgebras coideais a direita de

Uf(Az). E o que faremos nas préximas segoes.
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3.2 Superletras duras em U, (A,)

Proposicao 3.2.1. Todas as superletras duras em U;(Ag) estao contidas na lista

abaizro:
[A] = T,
[B] = [$1,$2]7 (3-5)
[C] = T9.

Demonstragao. Para provar que todas as superletras duras em U} (A;) estao conti-
das nessa lista, é preciso provar que este conjunto satisfaz as condig¢oes da Proposicao
2.1.20. Ou seja, para todo par ([X],[Y]) da lista, tal que X > Y, a palavra nao
associativa [[X], [Y]] pertence a este conjunto, ou ndo é uma palavra standard nao

associativa, ou define uma superletra suave em U, (Ay).

Temos 3 possiveis casos de palavras [[X],[Y]] em que X > Y neste conjunto.
Sao eles: [[A], [B]], [[4], [C]] e [[B],[C]]. Analisemos cada uma das possibilidades.
[[A], [C]] = [B] pertence ao conjunto, [[A], [B]] = [z1, [x1,22]] = 0 (por (3.4)), entao

x1[21, 2] — pripi2]xr, 22z =0
331(1’1352 - p12332551) - p11p12(1’1$2 - p12$21’1)9€1 =0
2. . + 2 2 _
TiT2 — P12X1X2X1 — P11P12X1X2X1 T P11P1aL2X] =
2 _ 2 2
riTy = (1 4 p11)p1221T22T1 — P11PaT2TT

Ou seja, a palavra associativa obtida omitindo os colchetes é uma combinacao linear
de palavras menores em U, (A;). Portanto, segundo a Proposicdo 2.1.18, a palavra

nao associativa é suave.

Por fim, pela relacao (3.4), [[B], [C]] = [[x1, 22], 23] = 0 entdo

[ﬂUl, $2]$2 — P12P22%2 [11017 $2] =0

(X129 — P12%2®1)T2 — Pr2P2eTa(T12y — Pi1aTaxy) =0

2 _ 2 2 -0
T1X5 — P12T2X1T2 — P12P22T2T1X2 + PIaP22T5T1 =

2 2 2
125 = p1a(1l + paa)Ta1 T2 — PIoP2aT5T1.
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Como no caso anterior, a palavra associativa obtida omitindo os colchetes é uma
combinacao linear de palavras menores e, portanto, a palavra nao associativa nao
é dura em U (Az) (Proposicao 2.1.18). Logo, pela Proposigao 2.1.20, o resultado

segue. O

3.3 Tabela de derivadas de U (A»)

Considerando a Observacao 2.3.7, sabemos que a subdlgebra A = k(x1,x9) de

U/ (Az) admite um célculo diferencial definido por

0i(z;) = 5?, 0i(uv) = 0;(u)v + Pyg,ud;(v), (3.6)
. 1, set =7
onde 0] = J ,parai, j =1, 2.
0, sei#j

Como ja é de nosso conhecimento, hd uma correspondéncia entre as subalgebras
coideais homogéneas que contém k[G] e as subdlgebras diferenciais de A = k{xy, z3).
Assim, se conhecermos as subdlgebras diferenciais, saberemos descrever as subalgebras
coideais a direita homogéneas de U, (Ay) (e também de U, (Bs)) que contém k[G].

Utilizando as férmulas dadas em (3.6), podemos demonstrar a préxima pro-

posicao.

Proposicao 3.3.1. As derivadas dos elementos da Lista 3.5 estao dadas na tabela

abaizro:
81 82
[A4] 1 0
[B] | (1=¢ a2 | 0
[C] 0 1

Tabela 3.1: Tabela de Derivadas (caso U;(Az))
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Demonstracao. Para mostrar este resultado, vamos calcular as derivadas dos ele-

mentos da Lista 3.5. Considerando as férmulas dadas em (3.6), temos

a([A]) = O(x) = 1 e &K(A) = Oz) = 0,
H([C]) = Oi(z2) = 0 e O(C]) = Oh(z) = 1

Para [B] = [z1, 2] = 2122 — p12xax1, calculamos 01 ([B]) e 02([B]) da seguinte

maneira:

n([B]) = 0Oi(w172) — p120i(w271)
= (O1(z1)z2 + pr12101(22)) — P12(O1(22)T1 + P212201(21))
= (lza + p11210) — p12(0x1 + pora2l)
= T2~ P12P2172
= (1= pizpa)z2
= (1—q s,

onde a ultima igualdade segue da relagao (3.3), e

([B]) = 0Oo(2172) — p120s(w211)
= (Oa(z1)22 + P122102(22)) — P12(02(22) 21 + P22220a (1))
= (022 + p12@11) — pra(lzy + pag20)
= P21 — P12a

= 0.

3.4 Geradores PBW de U/ (A;)

Proposigao 3.4.1. Seja U uma subdlgebra coideal a direita de U (Az) contendo
k[G]. Entao os possiveis geradores PBW de U estao listados abaizo:

1131,
[B] ou [xg,x1],

To.
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Além disso, um coideal possui, no maximo, um gerador da sequnda linha.

Demonstragao. Para este caso, usando (2.6), sao trés possibilidades: ¢; = x1, ¢o =
[B] + awozy € c3 = .

Inicialmente, vamos calcular todas as possibilidades para «. Digamos que ¢y é
um gerador de U. Como Uy = U N A é uma subalgebra diferencial, segue que os
seguintes elementos estao em U':

Oo([B] + axexy) = 0o([B]) + adz(xomy)

= 04 axy = axq,

o1 ([B] + axexy) = 01([B]) + adi(wexy)
= (1—¢ Yo+ apnws
= (1 —q "+ apa)zs.
Sea#0e(l—qgt+apy) #0, entao x; e xy pertencem a U e isso significa
que U = U/ (A3z). Logo, devemos supor que a = 0 ou (1 — g+ apy) = 0.

Assumindo que o = 0, concluimos que ¢; = [B] é um gerador para U. No

i
P21

segundo caso, assumimos que 1 — ¢! 4+ apy; = 0, ou seja, o = e podemos

escrever ¢y = [B] 4+ awozy da seguinte forma
(¢'-1)
p21 A

-1
— P21T1X2—P12P21L2X1+G~  XT2T1—X2T]

P21

= —172_11 (552951 - P21$1$2)

Co = X1T9 — P12T2T1 +

= —pyi [, 7],
onde a pentltima e a ultima linhas seguem das relagoes (3.3) e (2.3), respectiva-

mente. Entao o resultado segue. O]

3.5 Reticulado de coideais de U, (A)

A seguir, vamos apresentar o reticulado de coideais de Uq+ (A2) e provar, com

base nos resultados anteriores, que nele estao representadas todas as subdlgebras
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coideais a direita que contém k[G].

Teorema 3.5.1. Se ¢ nao é raiz da unidade, entao o reticulado de subdlgebras

coideais a direita contendo k[G] de U (As) € dado pela figura abaivo:

Uy (A2)
7y

([z2, 1 T1, Ta))

(1) (x2)
\ y /

Demonstracao. Seja U uma subdlgebra coideal a direita de U;(AQ) que contém

k[G]. Considerando a Secao 3.1, sabemos que U é homogénea. Entdo, pela Pro-

posicao 3.4.1, os possiveis geradores PBW para U sao

Iy,
[B] ou [xg,x1],

To.

Note que, no reticulado exibido acima, ([u]) denota a menor subélgebra coideal
a direita contendo [u] e k[G].

A subédlgebra coideal a direita gerada por xs possui {x2} como conjunto de
geradores PBW. Da mesma forma, a subalgebra coideal a direita gerada por x;

possui como gerador PBW {z;}.

Se [B] pertence a U, entao x5 estd em U, pois
O([B]) = (1 —q ")z

Logo, o conjunto de geradores PBW de ([, x2]) é dado por {xs, [1, 22]}.

Observe que se incluirmos x; em {z3} ou em {x9, [x1, 23]} como conjunto de
geradores PBW da subalgebra coideal a direita U, temos U = U, (A3), visto que

é pertencente a cada um deles.
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Por fim, se [z, 1] estd em U, entdo x; também pertence a U, pois

Oo([r2, 11]) = Oa(w2m1) — P210a(7172)
= Op(w2)71 + Pora02(w1) — p21(0a(21) T2 + p12710a(22))
= 1r1 + pagw20 — p21 (079 + p1awi1)
= 21 — Pa1P12d1

= (1 _q_l)xlu

onde a ultima igualdade segue de (3.3). E, portanto, ([xs,x1]) possui como geradores

PBW os elementos do conjunto {1, [xe, z1]}.

Observemos, novamente, que se incluirmos s em {1} ou em {z1, [z9, 1]} como
conjuntos de geradores PBW da subalgebra U, obtemos U = U; (Ag), pois x4

pertence a cada um deles.

Como uma subdlgebra coideal a direita nao possui mais de um gerador da mesma
linha da lista de possiveis geradores, segue que estas sao todas as subdlgebras coi-
deais a direita de U;"(Az) que contém k[G]. Assim, obtemos o reticulado dado pelo

teorema. O
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Capitulo 4

Reticulado de Coideais de U; (B9)

Neste capitulo, vamos explicitar um conjunto de geradores PBW para Uq+ (Bs).
Além disso, encontraremos todas as subalgebras coideais a direita que contém k[G],

obtendo o reticulados de coideais, como no caso do capitulo anterior.

4.1 A éalgebra U/ (Bs)

De maneira semelhante ao que foi feito no Capitulo 3, consideramos By a dlgebra

de Lie definida pela seguinte matriz de Cartan:

Para descrevermos Uq+ (Bs), também ¢é preciso encontrar as relagoes entre os

parametros de quantizagao p;; e entre as varidveis quanticas 1, x2. De diaio =

dsasr, temos que —d; = —2ds. Isso nos permite supor que di = 2, dy = 1 e,
portanto,
pn = ¢® = ¢,
P = ¢ = q, (4.1)
prapar = M = ¢
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Assim, temos 1 — a1 =2 e 1 — ag; = 3. Logo,
[ZL’I, [xh 172]] =0, [[[171, 1'2], xQ]a xQ] =0, (42)

pois, pela relacdo definida em (3.2), x; aparece 1 — a;; vezes.

Agora, faremos o mesmo processo utilizado no caso de U, q+ (As) para obtermos o
reticulado de subalgebras coideais a direita de U (B,). Para tanto, consideremos

as relagoes dadas em (4.1) e (4.2), validas nesta algebra.

4.2 Superletras duras em U (By)

Proposicao 4.2.1. Todas as superletras duras em U} (By) estao contidas na se-

guinte lista:

[A] = T,

[B] = [3717-752], (4.3)
[C] = [[w1, w2, x2],

[D] = T3.

Demonstracao. Para demonstrar essa proposi¢ao, precisamos tomar cada palavra
nao associativa [[X],[Y]] tal que X > Y deste conjunto e avaliar se satisfaz uma

das condigoes da Proposicao 2.1.20. Sao seis possibilidades:

[[A], [B]) = [21, [, 2]
[[A], [C]) = [z1, [[a1, 22], 2]
(AL, [D]] = [a1, 2]
(1B], [C]] = 21, 2], [[e1, 2], 2]
(B], D)) = [[e1, 2], 2
€], (D)) = [[la1, 2], 2], 2]
Como [[A], [D]] = [21,22] = [B] e [[B],[D]] = [la1, 2], 2] = [C] pertencem

a Lista 4.3, segue que essas duas possibilidades cumprem a terceira condicao da

Proposicao 2.1.20.
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Vejamos, agora, as demais possibilidades. Na primeira delas, por um lado,

[[A], [B]] = [z1, [z1, x2]] = 0 (4.2). Por outro lado,

HAL [BH = [9517 [xl,l‘ﬂ] = xl[xh Iz] —pllplz[Ih $2]$1
= 1U1($1$2 - p12x2x1) - P11p12(1’1$2 - p12$2$1)$1
= 2Ty — ProT1TaT1 — P11P12T1TaT1 + PL1PiaTaT]

=z — (14 pi)pra®12221 + pripiatati.

Dai, segue que
iy = (14 pu)prasi2o8) — pupihtari, (4.4)
o que nos dé que [[A], [B]] satisfaz a condi¢ao de ser suave em U (B;), pois a

palavra obtida quando omitimos os colchetes nesse caso é combinacao linear de

palavras menores com O mesmo grau.

Para [[A],[C]] = [x1, [[x1, 2], 22]], a palavra associativa obtida ao retirar os

colchetes ¢ z3x3 e, tomando (4.4), isso nos d4 o seguinte:
airy = aivw,
= ((1+ pr1)p1am12221 — Pr1piaTar?)Ts
= (14 p11)p12212om1 T2 — Pr1plydatizs,
o que significa que o valor de [[A], [C]] em U (By) é uma combinagao linear de

palavras menores de mesmo grau. Ou seja, [[A],[C]] também cumpre a segunda

condicao da Proposicao 2.1.20.

No caso de [[B],[C]] = [[x1, z2], [[x1, 22], 22]], a palavra obtida omitindo os col-

chetes é x1x92173. Entao, se considerarmos (4.4), temos

ziry = wiwsrs
= (14 p11)pram1om1 — pupiytar?)ss (4.5)

_ 2 2 2,.2
= (1 + pu)prat1220105 — p11pirTariTs.
Agora, afirmamos que z1x97;73 é combinagao linear de palavras menores e de
mesmo grau e, portanto, nao é dura em U(;r (Bs). De fato, da relagao apresentada

em (4.2) temos que
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0 = [[$17$2]7$2],$2] = Hxl,@],@]@ _p12p§2$2[[x17372];172]

[
([$17 $2]$2 - P12p22$2[$1, 902])@ - p12p%2$2([$1, 5E2]902 — P12P22T2 [901, 1‘2])
[

L1, $2]$§ - p12p22w2[$1, iUz]iU2 - p12p%2<$2[$1, 352]952 - p12p22x§ [9517 352])

(I1$2 - p12x2x1)x§ - p12]922172(371$2 - ])121722171)$2

2
—p12p22($2($1$2 - p12$2$1)$2 - p12p22$2($1$2 - p12$2$1))
_ 3 2 2 2 2
= X1X5 — P12T2X1X5 — P12P22T2T1T5 + PioP22L5L1T2
2 2 2 2 3
—p12p22(x2:l:1:1:'2 — P1225%1T2 — P12P22T5T1 T2 + P12p2233'2951)
_ 3 2 2 2 2
= T1X5 — P12T2T1T5 — P12P22T2L1X5 + PIaP22T5X1 T2
2 2 2,2 .2 2,3 .2 3.3 ,.3
—P12D32T21T5 + PloPaoX5T122 + P1aPaaT5T1T2 — PloProlsT1
_ 3 2 2 2 2
= 2125 — (1 + paa + P3)P12T22125 + (P12 — Pa2 + D12P3s ) P12D22L5T1 Lo
3.3 .3
—DP12P22T57 1.

Assim,

55195% = (14p22 +p§2)]912$2$1l’3 —(p12—p22 +p12p§2)p12p22$§x1:1:2 +P?2p§295%331- (4.6)

Como z3x3 = ryz1235, utilizando (4.6), obtemos

2,3 _ 3

= 21((1 + paa + p%Q)plﬂﬂliU% — (p12 — p22 + p12p32)p12p22x%x1x2 + p?igp%gx%xl)

= (1 + pag + P3o)P1201T2x125 — (D12 — Dz + P12P39 ) P12D22T1X3T1Ta + PloPae1 2527 .
Agora, substituindo a expressao acima em (4.5), temos

(14 paz + P39) 1271222175 — (P12 — P2z + P12D3e ) P12P22T1T2T1To + PioPeT1 LT
= (1 +p11)p12$19€2x1x§ - pnp%sz:C%:c%,

o que nos da o seguinte:

(1 + pa +p§2) —(1 +P11))p12$1$21‘1$§ — (p12 — P22 +p12p§2)p12p22x1x§a:1:c2
+pdapiariwiny + prplrerias = 0.
Entao

(P12—P22+P12P3,)P12P22T1 T3 T1 72 —PFoP3, T1 2321 —pr1p2aTarind

((1+p22+p25)—(1+p11))p12

T1ToT 1 TE =
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Desta maneira, podemos perceber que a superletra [[B],[C]] nao é dura em
Uf(By) e satisfaz a segunda condigao da Proposicao 2.1.20.

Para o tltimo caso, [[C], [D]] = [[[x1, 22], 2], 2], vimos em (4.2) que essa igual-
dade é zero. Além disso, em (4.6), vimos que a palavra associativa obtida removendo
os colchetes é combinacao linear de palavras menores e de mesmo grau. Portanto,
este caso também satisfaz a condicdo de ser suave em U, (B;). Logo, a demons-

tracao do teorema estd concluida. n

4.3 Tabela de derivadas de U, (Bs)

Pela Observagao 2.3.7, a subdlgebra A = k(z1,22) de U (B;) admite um célculo

diferencial definido por:

0i(z;) = 52, O;(uv) = 0;(u)v + Pyg,ud;(v), (4.7)
| 1, o
onde ¢! = e ,parai, j =1, 2.
0, sei#j

Além disso, vamos buscar conhecer as subalgebras diferenciais para descrevermos

as subalgebras coideais a direita homogéneas de U (B;) que contém k[G].

Proposicao 4.3.1. As derivadas dos elementos da Lista 4.3 estao dadas na tabela

abaizo:
o 0o
4] 1 0
[B] (1 —q %)y 0
[C] | (1—g¢ (A —g?)a3 | O
D] 0 1

Tabela 4.1: Tabela de Derivadas (caso U (Bs))
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Demonstracao. Utilizando a férmula (4.7) e as relagoes dadas (4.1) e (4.2), podemos
calcular as derivadas de cada um dos elementos da Lista 4.3. Facamos isso a seguir,

comecando por [A] e [D]:

a([4]) = (@) = 1 e &(A]) = Oi(n) = 0,
W([D]) = Oi(z2) = 0 e (D)) = Olz) = L

Para [B] = [x1, x|, calculamos as derivadas da seguinte forma:

01([B]) = Oi(x1x9 — praxaxy)
= O1(r122) — p1201(2221)
= (O1(z1)z2 + pr12101(22)) — 1201 (22) 21 + p217201 (21))
= (lag + p11210) — p12(021 + pora21)
= T2 = P12P21T2
= (1= pupa)rs = (1 - ¢ %),

onde a ultima igualdade segue de (4.1), e

82([3]) = 82(551952) —P1282(5U2$1)
= (O2(z1)22 + P127102(72)) — P12(02(22) 71 + P212202(21))
= (0my + prox11) — pra(12y + p21220)
= pi2r1 — pr2x1 = 0.
Antes de analisarmos o caso de [C] = [[z1, x2], x2], facamos alguns calculos de
derivadas que nos auxiliarao nessa tarefa.
81(1‘11'%) = 81(%1)5(3% +p111'181(]3%>

= 122 +0 = 23,

O1(xamr122) = 01(T2)x122 + Por2201 (2122)
= 0+ pouz2(0i(x1)z2 + pr12101(22))

_ 2
= pP2175,

O (z3x1) = Oi(x2)x9x1 + Po120: (wa)
= 0+ po122(01(w2)x1 + Po1220: (1))

.2 .2
= Py,
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82<ZL‘1$%) = 82($1)$§+p121‘182($%)
= 0+ p1oz1(02(x2) T2 + Paoxads(xa))

= (1 + poa)praz122,

a2(95'2551552) = 32(1"2)1’1332 +p22$282($1$2)
= I1T2 + Paa®a(02(1)xe + p1ar102(x2))

= T1X2 + P22P12T2T1,

Do(x31) = Oa(2)Tam1 + P2220s(2w1)
= Zox1 + P2o¥2(0a(2) 71 + Poa20a(21))
=TTy + P2TaTy
= (1 + paa)zomxy.

Com isso, podemos calcular as derivadas de [C] = [[z1, 23], z2].

([C]) = 0Oi(z123 — (1 + pa2)pr2ta®i T2 + PlyPaat3ar)
= O1(2123) — (1 + pa2)p1201 (T22122) + Plopasy (2511)
= a5 — (1 + po2)p12(p2173) + Plap22 (P, 73)
= 25 — (1 + pa2)pr2p2173 + plap2apy 43
= I3 — P1aPa1T3 — P1aDa P22ty + Do Paas
= @5 —q %23 — q qa3 + (¢7%)%qx3
= 23— q a3 —q wy+q 03
= (1-q¢"'—q?+q )3
= (I-¢ (1 —q7?)ai.

e, por fim, temos

R([C]) = Oa(z125 — (1 + pa2)pr22at1 Ty + PiaPaa®sai)
= 0p(2173) — (1 + pa2)Pr120a(22172) + Plopasls(a3y)
= (14 poa)piaz1 — (14 poa)p12(@122 + Poapra®aty) + piopaz(l + paz) oty
= (1 + pe)piarize — (1 + poz)p1ar172
— (1 4 po2)plapasaty + plapaa(1l + paz)Tax:
= 0.
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4.4 Geradores PBW de de U/ (By)

Vamos, agora, encontrar os possiveis geradores P BW para as subdalgebras coideais
a direita de U ; (Bg). Lembrando que estas subédlgebras sao diferenciais, justifica-se
o fato de utilizarmos as derivadas dos possiveis geradores para encontrar os a.s de

(2.6). Temos, portanto, o seguinte resultado:

Proposicao 4.4.1. Seja U uma subdlgebra coideal a direita de U (By) contendo
k[G]. Entao os geradores PBW de U pertencem a lista a sequir:

Além disso, cada subdlgebra coideal a direita possui, no mdximo, um gerador de

cada linha da lista acima.

Demonstragao. Para demonstrar esta proposigao, iremos usar (2.6) para encontrar
os possiveis geradores e calcular as derivadas de cada ¢; a fim de determinar os a/s

da férmula. Neste caso, temos os seguintes possiveis geradores PBW':

N

a = [A] =,

o = [D] = xo,

c3 = [B]+ axyr,

cs = [C)+ aqxiz; + g Bl.

Suponhamos que c3 seja um gerador de U. Entao, as seguintes derivadas perte-

cem a U:

Oi1(c3) = 0u([B]) + O1(awazy)
= 0\([B]) + ad(z2x1)
= (1—q?)z2 + apnwy
= (1—¢ %+ apn)rs,
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Oa(cs) = 0o([B]) + Oa(wazy)
= 0o([B]) + ads(z2x1)
= 0+ axy = ax;.
Dai, segue que se a # 0 e 1 — ¢~ 2 + apo; # 0, entdo x1, x5 pertencem a U e, nesse
caso, U = U (Bs). Logo, podemos supor que o = 0 ou 1 — g ?+ apy = 0. Se
a = 0, temos que x5 pertence a U e c3 = [B].

-2 . ,
qp - L Isso nos diz que z; estd em U e

Agora, se 1 — ¢ 2+ apy; = 0, entdo a =

que

-2
_ q =
cs = |B Lox
3 [ ]+ oo L2t
—2
q “—1
D21 221

= T1T2 — P12T2%1 +
— p215131502*p12p21552$1+q7212x1*502$1
D21

—2 —2
__ Pp1x1T2—q “Tax1+q “TaX1—X2T1

P21

= —i(ﬂfﬂl p21x1x2)

= —Py [1’27371]~
Suponhamos, agora, que ¢4 é um gerador de U. Entao U contém os seguintes

elementos:
(1) Oa(es) = ([C]) + Dz(anzizr) + Oa(az[B])
= 0o([C]) + 10a(2311) + a20s(o[B])
= 0+ a1l + paz)wars + a(0a(x2)[B] + paz202([B])
= a1(1 4 pa)zoxs + ao[B] 4+ agpaers0
= a1(1l+ q)zazy + o[ B].

(2) 05(ca) = Da(0a(ca)) = ar(1+ q)0a(w2w1) + 205([B])
= o1+ q)r + a0 =01+ q)m

(3) 61<C4) = a ([C]) + Oélal(ngl,j) + 062(91(1'2[3])

= (1—q¢ Y1 —q?)a3 + aips,a3 + az(01(x2)[B] + pa12201[B])
= (1—q¢ ") —q )23+ ap3 a3 + a20[B] + agparza(l — ¢ %)z,
= (1=g¢ )1 —q )23 + up3i a3 + aopani (1 — ¢ %)a3

= ((1—q 1)(1 —q %) + ap; + agpar(1 —q72))a3.
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(4) 0102(cy) = 01(02(c4)) = a1 (1 4 )01 (xax1) + 20 ([B])
= ai(1+ q)parra + aa(l — ¢ ?)xy
= (a1(1 4 @)pa1 + az(l — ¢72))aa.
Note, se x5 estd em U, entdo o elemento d3(cy) nos diz que a; = 0. Além
disso, se ay = 0, entdao ¢4 = [C] é um gerador. Mais ainda, se as # 0, temos
Oa(cy) = Oo([C]+asx2[B]) = o[ B] também pertence a U. Mas [B], 5 pertencerem

a U implica que [D] pertence a U e, portanto, pode ser considerado um gerador.
Suponhamos, agora, que x; pertence a U, entao por (3) e (4), temos o seguinte:

(1—q N1 —q%) +aw} + azpn(l —¢?) =0
ar(1+q)pa +as(1—q%) =0
Resolvendo este sistema de duas equagoes e duas incognitas, da primeira equagao

obtemos
—(1—¢~H(1—¢=?)—aup3,
p21(1—q~2) (4 8)
_171 N
q _ oap2i
P21 1—¢=2"

Qo =

Substituindo (4.8) na segunda equagao do sistema, temos

—1_ a -~

ar(1+ @) + (7 = P2%)(1—¢ %) = 0
1 2

ar(1 4 q)par — aupoy + DU —

P21

_ __(¢t-na-¢?
arpar((1+¢)—1) = -
(1—¢H(—g?)
a14p21 Por
_ (=g H(1—g7?)
()51 — qul .
Entao, por (4.8),
—1_
@z = qp21 - a1 151211’2
_ g¢'-1 (1-¢7H(-a7?) pn
P21 ap%; 1—q=2
_ ¢ '-1 (1-¢g7hH
T p:a qp21

_ (g'-1)g—(1—-¢Y)
qp21
_ —(=q¢H(+q)
qp21
(1+g—g~'-1)
qp21
__q(1—q7?
qp21
_ _1-q2
p21
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Assim, podemos concluir que o gerador é dado por

1— —1 —2 1— —2
cy = [C’]+( q ‘H)’( ) 2 T, — (pgl )$2[B]
= ¢ 'pylly, (w2, 1]).

De fato, note que

[1527 [33275171]] = 932[932,351] - p22p21[$2, fBl]IBQ

= 952(51721'1 - p21x1x2) - p22p21(37256'1 - P21$1372)SC2
2. . 2 2
= T5T1 — P21T2X1T2 — P22P21T2L1X2 + P22P31 T1T5
_ .2 2 2

= TyT1 — le(l + p22)$2x1$2 + P22p31 X175

— 22— 1+ 2 2

= 2521 — pa q)T2X1T2 + qp3; 125,

Além disso, temos o seguinte:

_ (l—q‘l)(l—q‘Q) 2. _ (=¢7?%
g = [C]+ e 5T, 1| B]
_ (1—¢g~H(1—g"?) 2
= 1123 — pro(1 + Q) womy 20 + ploriz, + R T
_ (1=¢7?) (1—¢72) 72
oor L2172 + P12 —1 T5T1
_ (1—¢?) q 2) 2 (1—¢~H(—g?) (1-¢72)\,.2
= 175 — (pi2(1 +¢) + Jzam19 + (qpTs + pcl + P12~ )T3T
_ p12po1(1+q)+1—q 2 PP P+ (1—q¢ ) (A—g~2)+gpiap21(1—g=2)\ 2
= i —( )x2x1x2 + (F > Jr5x]
P21 ap3;
g 2(1+q)+1—q~2 g P+ (=g DN (1—q"*)+qq *(1—q7?)\ 2
= x122 L TVT0 Nypoxqx T5T
149 ( P21 ) 2T1T2 + ( qul ) 241
—2 1 —2 —2 —2 —1 -3 —1 -3
_ g “+q " +1—q g “+1-q¢"“—q~ " +q"°+q~""—q 2
= x122 479 T8 Npomqx T5T
125 — ( e )212+( p )3T
= ( )ZL’Ql’ll‘Q +3 :E2:131

21
qulmlzg Qle( )x2x112+$2$1
qp21
qp31 2122 —p21 (1+q)z2z1 T2 +2371

V)
qpP3;

= ¢ 'pyi[wa, T2, 21]).

Com isso, esgotamos todas as possibilidades para os geradores de U, obtendo

exatamente aqueles listados pela proposicao. O

4.5 Reticulado de coideais de U (B,)

Agora, vamos apresentar o reticulado de coideais de U, (By) e provar, utilizando

os resultados demonstrados anteriormente, que nele estao representadas todas as
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subélgebras coideais a direita de U, (B;) contendo k[G].

Teorema 4.5.1. Se q nao € raiz da unidade, entao o reticulado de subdlgebras

coideais a direita contendo k[G] de U; (By) ¢ dado pela figura a seguir:

U/ (B2)
/ \
([z2, [Ta 1)) (lz1, z2])
([z2, 21]) ([[z1, 22], z2])

|
(1) (x2)
\k[G] /

Demonstragdo. Seja U uma subalgebra coideal a direita de U, (Bsy) contendo k[G].

Entao, pelo que ja vimos, sabemos que U é homogénea. Além disso, pela Proposicao

4.4.1, sabemos também que os possiveis geradores PBW para U sao

Ty,
[B] ou [xg,x1],
[C] ou  [za, [xa, 4],
3.
Como no caso ja estudado, lembramos que ([u]) representa a menor subalgebra
coideal a direita que contém [u] e k[G].
As subdlgebras coideais a direita (x1) e (x2) possuem como geradores PBW os

conjuntos {z1} e {xy}, respectivamente.

Se [C] pertence a U, entdo zo também é pertencente a U, pois conforme a
Proposicao 4.7,
n([C]) =1 —q¢ (1 —qg a3

Portanto, o conjunto de geradores PBW de ([C]) é {x2, [C]}.
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Suponhamos, agora, que [B] pertence a U. Neste caso, 25 e [C] também perten-

cem, pois
O\([B]) = (1 = ¢ *)x2 e [C] = [[B], z2].

Logo, ([B]) possui {xq, [B], [C]} como conjunto de geradores PBW.

Note que se incluirmos x; em qualquer um destes coideais, teremos U = U, q+ (B2),

pois x5 ja é pertencente a cada um eles.

Se [xq,x1] estd em U, entdo z; pertence a U, pois

(92([@, xl]) = 32(1‘2$1) - p2132(1‘1$2)
= Oa(x2)x1 + paoxada(x1) — po1(02(x1)2 + P122102(22))
= T1 — P21P1221

= (1—qHzy.

Assim, ([z3, x1]) possui como geradores PBW o conjunto {z1, [ze,x1]}.

Por fim, suponhamos que [xq, [x2, 21]] pertence a U. Entao x; e [xq, 21| também

estao em U, pois

Oa([x2, [12, 11]]) = Oa(wa[w2, 1]) — P22p210a([w2, 1]22)
= Oa(@2)[22, 21] + pa2w20s([2, 71])
—p22p21(0a2([22, 1]) 2 + poopra[w2, 21]0(22))
= [m2, 21] + prze(l — ¢ )1y
—paapa1((1 — ¢~ ) 2122 + paapro[wa, 21])
= (1= phoparpi2)[r2, 1] + paa(l — ¢ ) @221 — paapar (1 — ¢ ) 7172
= (1= ¢q )|z, 1] + (1 — ¢72)(z221 — p217122)
= (1 —q?)[xs, 1],

Logo, [xq,x1] pertence a U e isso implica que x; também pertence. Desta forma,

o conjunto de geradores PBW de ([xa, [2, 1]]) é {x1, [x2,x1], [x2, |22, 21]]}.

Note, novamente, que se incluirmos zs a qualquer das subdlgebras coideais a

direita que contenha 1, teremos U = U (By).
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Pelo fato de uma subalgebra coideal a direita nao possuir mais de um gerador da
mesma linha da lista de possiveis geradores PBW | concluimos que estas sao todas
as subdlgebras coideais a direita de U, (B;) que contém k[G]. Obtemos, portanto,

o reticulado dado pelo teorema e o mesmo esta provado. O
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