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Resumo

Nesta dissertagao estudamos a dimensao métrica média que permite esten-
der a nocao de entropia para sistemas dinamicos com entropia infinita. Este
trabalho foi estruturado de acordo com o artigo de Anibal Velozo e Renato
Velozo, estabelecendo um Principio Variacional semelhante ao apresentado
por Elon Lindenstrauss e Masaki Tsukamoto. Nos capitulos iniciais vamos
apresentar alguns conceitos e pré-requisitos basicos para um melhor entendi-
mento do principal capitulo deste trabalho.

Palavras-chave: Entropia, Dimensao Métrica Média, Principio Variacional.

Abstract

In this dissertation we study the metric mean dimension that allows to ex-
tend the notion of entropy to dynamic systems with infinite entropy. This
work was structured according to the article by Anibal Velozo and Renato
Velozo, establishing a Variational Principle similar to that presented by Elon
Lindenstrauss and Masaki Tsukamoto. In the initials chapters we will pre-
sent some basic concepts and prerequisites for a better understanding of the
main chapter of this work.

Keywords: Entropy, Metric Mean Dimension, Variational Principle.
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Capitulo 1

Introducao

No estudo de sistemas dinamicos muitas vezes é 1til conjugar um sistema
dindmico com outro que ja possui propriedades invariantes por conjugacao
bem conhecidas, contribuindo para um melhor entendimento do sistema ini-
cial. Uma das ferramentas que pode ser utilizada para afirmar se dois siste-
mas podem ou nao serem conjugados ¢ a entropia. Porém, com este invari-
ante topoldgico nao conseguimos distinguir sistemas dinamicos que tenham
entropia infinita.

Em [10] M. Gromov, com o objetivo de classificar sistemas com entropia
topoldgica infinita, definiu o conceito de dimensao média. Este invariante
topoldgico foi estudado mais tarde por E. Lindenstrauss e B. Weiss que, em
6], definiram a dimensao métrica média. Esta nova fungao pode ser utilizada
como uma ferramenta para calcular cotas superiores para a dimensao média,
além disso, foi provado por Lindenstrauss em [4] que ao considerar um sistema
dinamico (X,7) minimal (a dérbita de qualquer ponto é densa) onde X é
um espaco métrico compacto e T' : X — X continua, existe uma distancia
definida em X tal que estas duas quantidades coincidem.

Intuitivamente, a dimensao média de um sistema dinamico (X, T') conta
o numero médio de parametros necessarios por iteracao para descrever um
ponto em X. Por exemplo, ao considerarmos

X=[0,1"=--x1[0,1] x [0,1] x - --

e T a aplicacao Shift, obtemos que este sistema dinamico possui dimensao
infinita e entropia infinita, mas sua dimensao média ¢é igual a 1, significando



que, intuitivamente, é necessario conhecer um parametro por iterado para
descrever um ponto.

No presente trabalho focamos na dimensao métrica média e estudamos
as ideias propostas por Anibal Velozo e Renato Velozo em [1]. Nesse artigo
os autores obtém um tipo de principio variacional que relaciona a dimensao
métrica média e a entropia métrica, andlogo ao provado por Elon Lindens-
trauss e Masaki Tsukamoto em [5], porém, utilizando a funcao h,(e, T, 0) ao
invés da funcdo taxa de distorcao R,(e). Além disso, os autores também
definiram uma nova funcio hy(e, T,6) e a relacionaram também com R,,(e).
Esta nova funcéo é basicamente uma adaptacao de h,(e,7, ) alterando a
métrica envolvida, pois ao invés de considerar a distancia maxima entre os
segmentos de 6rbita passaram a considerar a distancia média entre eles.

Esta dissertacao é estruturada de tal forma que inicialmente vamos relem-
brar alguns conceitos importantes sobre Espacos Métricos, Teoria da Medida
e Teoria Ergddica, cujos detalhes podem ser encontrados nas referéncias.
Posteriormente, vamos abordar alguns resultados sobre entropia métrica e
topoldgica, importantes para um melhor entendimento dos capitulos seguin-
tes sobre o principio variacional e a dimensao métrica média.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo tem o objetivo de mostrar ou relembrar algumas defini¢oes e
resultados importantes para o entendimento dos capitulos seguintes. Nao
faremos discussoes profundas no assunto e omitiremos as demonstragoes, en-
contradas nas referéncias.

2.1 Espacos Métricos

Um espago métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d uma métrica em
X. Uma métrica num conjunto X é uma funcao d : X x X — R que associa
a cada par ordenado (z,y) de elementos de X um nimero real, chamado
de distancia de = a y. Além disso, esta funcao deve satisfazer as seguintes
propriedades:

1. d(z,z) = 0;

2. Se x # y, entao d(x,y) > 0;

3. d(z,y) = d(y, z);

4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Dizemos que um conjunto A C X é limitado quando existe uma constante

D > 0 tal que Vz,y € A temos d(z,y) < D. Chamamos de diametro de um
conjunto o menor dos nimeros D tal que d(x,y) < D, ou seja,



diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Para x e r > 0 fixados,

B(z,r)={y € X : d(x,y) <r}
B(x,r)={y € X :d(z,y) <r}

representam a bola aberta e fechada de centro x e raio r, respectivamente.

Em um espaco métrico X dizemos que o conjunto A C X é aberto se para
todo elemento a € A, existe um € > 0 tal que B(z,e) C A. Dizemos que um
conjunto B C X é fechado se o complementar de B, ou seja, B = X \ B é
aberto. A fronteira de A C X, denotada por dA, é o conjunto formado pelos
pontos a € A, tais que toda bola aberta de centro a contém pelo menos um
ponto de A e um ponto do complementar X \ A.

Considerando X e ) espagos métricos. Dizemos que a aplicagao T : X —
Y é continua no ponto z € X se para todo € > 0 dado, é possivel obter um
d > 0 tal que d(z,y) < 0 implica d(T'(z),T(y)) < e. T é dita continua se é
continua em todos os pontos de X.

A proxima proposigao serd enunciada para subconjuntos abertos mas
também temos um resultado andlogo para subconjuntos fechados.

Proposigao 2.1.1. Sejam X e Y espagos métricos. A aplicacao T : X — Y
¢ continua se, e somente se, a imagem inversa T-1(A) de todo subconjunto
aberto de Y € um subconjunto aberto de X .

Dizemos que uma aplicacao T : X — Y é uniformemente continua se para
todo € > 0, podemos encontrar um § > 0 tal que Va,y € X com d(z,y) < 0
implique d(T'(z),T(y)) < e.

Uma topologia em um conjunto X é uma colegao I' de subconjuntos de
X chamados de abertos com as seguintes propriedades:



1. @ e X pertencem a I;
2. Se Ay,..., A, €I’ entao A;N---NA, €I,

3. Para qualquer familia arbitraria de abertos {Ax},., com Ay € I" para
cada A € L, temos |J,., Ax € I

Um espago topoldgico é um par (X, ") onde X é um conjunto e I" uma
topologia de X. Observamos que todo espago métrico (X, d) pode ser consi-
derado um espaco topoldgico onde a topologia I’ é a formada pelos subcon-
juntos abertos de X.

Uma sequéncia (z,)nen definida em um conjunto X é uma aplicagao s :
N — X tal que o valor que a sequéncia assume em n é denotado por x,.
Dada (z,), uma sequéncia definida no espago métrico (&X', d), dizemos que o
ponto a € X é o limite da sequéncia (z,), se dado qualquer € > 0, podemos
obter ng € N tal que n > ng implica d(z,, a) < €. Escrevemos entao

lim z,, = a.
n—oo

Definicao 2.1.2. Seja (an)neny uma sequéncia de nimeros reais. Entdo o
limite superior e inferior de (a,), sdo definidos por

limsupa, = lim [sup{a;: k > n}|

n—oo
e
liminf a,, = lim [inf {ax : k > n}]
n—oo
respectivamente.

Para funcoes reais de uma variavel real definimos:

limsup f(z) = clsr>1£{ sup f(x)} :

r—a 0<z—a<d

E possivel mostrar que se (x,,)nen ¢ uma sequéncia tal que x,, # a,Vn € N
e lim,_,, x, = a, entao



limsup f(z,) < limsup f(z).

r—a

Considerando X um espac¢o métrico compacto. Uma cobertura de X é
uma familia C = {Cy},., de subconjuntos de & tal que X = J,., C». Logo,
para todo x € X existe pelo menos um indice A € L tal que x € C).

Se existe um subconjunto L' C L tal que X C |J,.,, C», entdo dizemos
que a subfamilia C" = {C},.;, ¢ uma subcobertura de C.

Um espago métrico (X, d) é dito compacto quando toda cobertura aberta,
ou seja, por abertos de X', possui uma subcobertura finita.

2.2 Teoria da Medida

Definicao 2.2.1. Uma dlgebra de X € uma familia B de subconjunto de X
que € fechada para as operagoes elementares de conjuntos e contém o conjunto
vaz10, 0U S€ja,

1. O € B;
2. Se A € B, entio A° € B;
3. Se A,B € B, entao AUB € B.

Observamos que a uniao e a interseccao de qualquer numero finito de
elementos de B ainda pertence a B.

Definicao 2.2.2. Uma dlgebra € dita uma o-dlgebra de subconjuntos de X
se também for fechada para as unioes enumerdveis, ou seja, se A; € B para
todoi € {1,2,...,n,...} implica | J;-, A; € B.

Observamos que uma o-algebra também ¢é fechada para interseccoes enu-
meraveis.

Um espago mensuravel é uma dupla (X, B) onde X é um conjunto e B é
uma o-algebra de subconjuntos de X'. Além disso, os elementos da o-algebra
sao chamados de conjuntos mensuraveis.
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Proposigao 2.2.3. Considerando {B;},.; uma familia nao vazia qualquer
de o-dlgebras. Entao B = (\,cz Bi também ¢é uma o-dlgebra.

Definicao 2.2.4. A o-dlgebra gerada por uma familia de subconjuntos de X
¢ a menor o-dlgebra que contém esta familia.

Definicao 2.2.5. A o-dlgebra de Borel ou boreliana de um espago topoldogico
¢ a o-dlgebra gerada pela topologia, isto €, a menor o-dlgebra que contém
todos 0s subconjuntos abertos de X .

Seja (X, B) um espago mensuravel. Uma medida em (X, B) é uma fungao
p: B —[0,400] tal que u(@) =0e

0 (U Aj) = Z#(Aj)

para quaisquer conjuntos A; € B disjuntos dois a dois. A segunda proprie-
dade é chamada de o-aditividade.

A tripla (X, B, u) é chamada espaco de medida. Além disso, quando
temos p(X) < oo dizemos que p é finita e, se u(X) = 1, dizemos que u é
uma probabilidade e (X, B, u) é um espago de probabilidade.

Teorema 2.2.6 (Extensao). Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e
seja o+ A — [0, +00] uma fungao o-aditiva com u(X) < +o00. Entdo eziste
uma unica medida p definida na o-dlgebra gerada por A que € uma extensao
de 1o, ou seja, tal que (A) = po(A) para todo elemento A € A.

Definigao 2.2.7. Seja (X, ") um espago topoldgico e p uma medida definida
na o-dlgebra de Borel de X. O suporte de i € o conjunto formado pelos pontos
de X tais que p(B(x,€)) > 0 para todo € > 0.

Definigao 2.2.8. Dados espagos mensurdveis (X,B) e (Y, A), dizemos que
a aplicagao T : X — Y € mensurdvel se T~*(A) € B para todo A € A.

A proxima proposicao mostra algumas propriedades basicas das fungoes
mensuraveis.



Proposigao 2.2.9. Sejam T,S : X — [—o00,+00] fungdes mensurdveis e
sejam a,b € R. Entao sdo mensurdveis as funcoes

(aT +bS)(x) = aT(z) + bS(x) e (T - S)(x) =T(x) - S(x).

Além disso, também sao mensurdveis

s(x) =sup{T,(x) :n>1}; i(x) =inf {T,(x) :n > 1},

T*(z) = limsup T),(x) e Ti(z) = liminf T, (z).

n—oo n—oo

Se T(x) = lim,, T,,(z) existe, entao T é mensurdvel.

Definicao 2.2.10. Dizemos que uma funcdao s : X — R € simples se existem
constantes aq, . .., a € R e conjuntos mensurdveis A, ..., Ay disjuntos dois
a dois, tais que

k
s = E a;Xa,,
=1

onde X4, € a fungdao caracteristica do congunto A; dada por

Xy =

J

{ 1, sex € A,

0, caso contrdario

Observamos que toda funcao simples é mensurdvel. Além disso, o préximo
resultado afirma que toda funcao mensuravel é limite de alguma sequéncia
de fungoes simples.

Proposicao 2.2.11. Seja T : X — [—o0,+00] uma fungdo mensurdvel.
Entao existe uma sequéncia (sy), de funcoes simples tal que |s,(z)| < |T(x)]
para todo n e

lim s,(z) =T(x),Vx € X.

n—0o0

Se T' ¢ nao negativa, entao podemos tomar 0 < s1 < 59 < --- < T

Agora, apresentaremos alguns resultados sobre integracao. Inicialmente
vamos definir a integral de funcoes simples em relacao a uma medida e,
posteriormente, estendé-la a fungoes mais gerais.
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Definicao 2.2.12. Seja s = 25:1 a;jXa, uma funcao simples. FEntao a
integral de s em ralacao a medida p € dada por

/S dp = iajM(Aj)-

Para funcoes mensurdveis nao negativas obtemos a seguinte definigao:

Definigao 2.2.13. Seja T : X — [0, 00| uma fungdo mensurdvel nio nega-
tiva. Entao a integral de T em relagao a medida i € dada por

/T dpu= lim [ s, du,
n—oo
onde s1 < So < -+ € uma sequéncia de funcgoes simples tal que

lim s,(z) =T(x),Vx € X.

n—0o0

Observamos que dada uma fungao mensuravel 7' : X' — [—00, 4+00] po-
demos escrever T' da seguinte forma:

T=T"-T",
onde T%(z) = max {T(z),0} e T~ (z) = max {—T(z),0}.
E facil ver que as funcoes T e T~ sao nao negativas. Pela Proposicao

2.2.9 obtemos também que estas func¢oes sao mensuraveis. Logo, podemos
definir a integral de qualquer funcao mensuravel.

Definigao 2.2.14. Seja T : X — [—00, +00| uma fun¢ao mensurdvel. Entao
a integral de T' com respeito a medida p € dada por

/Tdu:/T+du—/T_du,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita. Caso uma
das integrais ndo seja finita, vale que (+00) 4+ a = +00 e a — (+00) = —oc0
para todo a € R.



Dizemos que uma funcdo 7' : X — [—o00,+0o0] é integravel se ela for
mensuravel e sua integral for um nimero real. Além disso, denotamos por
LY(X, B, 1) o conjunto das fungoes integraveis.

Proposigao 2.2.15. O conjunto LY(X, B, 1) € um espago vetorial real. Além
disso, a aplicagao I : LY(X,B,pn) — R dada por I(T) = [T dp € um
funcional linear positivo, ou seja, para a,b € R e T, S integraveis, obtemos

1. [(aT +bS)dp=a [T du+0b[Sdue
2. [Tdu> [Sdu, se T(x) > s(x), para todo x € X.

Definicao 2.2.16. Dizemos que uma propriedade é vdlida em p quase todo
ponto, abreviadamente, j1-q.t.p., se é vdlida em todo X exceto, possivelmente,
em um conjunto de medida nula.

Teorema 2.2.17 (Convergéncia monétona). Seja T, : X — [—00, +00] uma

sequéncia monotona de funcoes mensurdveis nao negativas e T dada por
T(z) = lim, T,,(x). Entdo

n—oo

lim | T, du = /T dp.

Teorema 2.2.18 (Convergéncia dominada). Seja T,, : X — [—o00, +00] uma
sequéncia de funcoes mensurdveis e supondo que existe uma funcao integrdvel
S tal que |T,(x)| < |S(z)| para p-quase todo ponto x € X. Supondo também
que a sequéncia (T,), converge em p-quase todo ponto para uma fungao T.
Entao T € integrdvel e

lim [ T, du= /T dpu.

n—oo

Definigao 2.2.19. Seja (X, B, 1) um espago de medida e T : X — X uma
transformacao mensurdavel. Dizemos que a medida p € T-invariante se

WE) =T (E))
para todo conjunto mensurdvel E C X. Também dizemos que T preserva p.
Lema 2.2.20. Seja T : X — X wma transformacdo mensurdvel e j uma
medida finta em X. Supondo que existe uma dlgebra A de subconjuntos

mensurdveis de X tal que esta dlgebra gera a o-dlgebra e u(E) = u(T~(E))
para todo E € A. Entdo p € uma medida T -invariante.
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Exemplo 2.2.21. Considerando o deslocamento o : ¥ — X, onde ¥ =

{1,...,d}N:{<£E1,[E2,...)Z[L’ie {1,,d}} 60’(.171,.’172,1’3,...) = ($2,$3,x4,... .

Seja p = VN a medida produto , onde v({i}) = p; = 0,Vi € {1,...,d} e
Pt +pa=1

Denotamos por cilindro de tamanho n o elemento da forma:

[T1,...,xn) ={2 €38 :2=(21,20,...) €21 =T1,20 =T, ..., 2, = Tp}.

Observamos que a familia das unioes finitas de cilindros disjuntos dois a
dois € uma dlgebra que gera a o-dlgebra de Borel e a extensao da medida i
a esta o-dalgebra € a medida de Bernoull.

Além disso, a medida de Bernoulli € invariante pelo deslocamento.

De fato, dado E = [x1,...,x,], temos

M(U_l(E)) =H (U[ifz’,ﬂﬁl, e ,ﬂfn])

=1

d
= Zu[mi,xl, ey Ty
i=1
d
=D i Do P,
i=1
d
= Pz Py, Zpi
i=1

= Dur " P
= p(E).

Pelo Lema 2.2.20, obtemos que i € tnvariante por o.

Proposicao 2.2.22. Seja T : X — X uma transformacao mensurdvel e p
uma medida em X. Entao pu € T-invariante se, e somente se,

[odu=[ooTan
11



para toda fun¢ao p-integravel ¢ : X — R.

Teorema 2.2.23 (Riesz-Markov). Seja X' um espago métrico compacto e ¢ :
C%(X) — R um funcional linear positivo, onde C°(X) representa o conjunto
das funcoes continuas de X em R. Entao existe uma unica medida boreliana
finita  em X tal que

o) = /  dp,
para toda func¢ao ¢ € C°(X).
Agora, vamos apresentar alguns resultados sobre existéncia de medidas
invariantes em espagos métricos. Para isso, inicialmente vamos definir a to-
pologia fraca* no conjunto das medidas borelianas de probabilidade em X,

denotado por M;(X). Observamos que a partir de agora estamos conside-
rando X espaco métrico.

Dada uma medida g € M;(X), um conjunto ® = {¢y, ..., ¢y} de fungoes
continuas limitadas ¢; : X — R e € > 0, definimos

Vi, ®, €) = {ueMl(X) ; ’/MV—/MM‘ <eVie {1,...,N}}.

A topologia fraca* é formada pelos conjuntos A C M;(X) tais que para
todo elemento p € A existe algum V(u, ®,¢) C A.

Lema 2.2.24. Uma sequéncia de medidas (fi,)nen converge para uma medida
1 € My(X) na topologia fraca®* se, e somente se,

lim qsdun:/qbdu,
n—oo

para toda funcao continua limitada ¢ : X — R.

Uma variacao da definicao da topologia fraca* é obtida considerando A =
{A1,..., Ax} uma familia de abertos de X', e >0 e

Va(p, Aje) = {v € My(X) :v(A) > uw(A;) —eVie{l,...,N}}.

12



Teorema 2.2.25. As topologias definidas pelas bases de vizinhangas V (u, @, €)
e Vo(u, A, €) sio equivalentes.

Agora, supondo (X, d) um espago métrico compacto é possivel mostrar
que M (X) munido da topologia fraca* é compacto. Logo, obtemos que toda
sequéncia (f,)ney em M;(X) admite alguma subsequéncia convergente na
topologia fraca*.

Seja T' : X — X mensuravel e qualquer medida g em X. Para todo
conjunto mensurdvel E definimos T,y como T,u(E) = u(T~(F)). Entao, p
¢ T-invariante se T, = pu.

Lema 2.2.26. Seja p uma medida e ¢ uma fungcao mensurdvel limitada.

Entao
/qde*,u:/qﬁon,u.

Lema 2.2.27. Todo ponto de acumula¢io de uma sequéncia (fi,)nen onde

n—1
1 .
L= TV
o = ;0 HZ

e v € qualquer medida de probabilidade € uma probabilidade invariante por

T.

Teorema 2.2.28. Seja T : X — X uma transformagao continua num espaco
métrico compacto. Entdo existe pelo menos uma medida de probabilidade em
X que € imvariante por T'.

Observamos que a continuidade de 1" e a compacidade de X’ sao impor-
tantes para garantirmos a existéncia de uma medida invariante, pois sem
uma destas hipoteses é possivel obtermos exemplos onde este Teorema nao
vale. Para mais detalhes sugerimos [9].

2.3 Teoria Ergoddica

Em poucas palavras, a Teoria Ergddica, cujas origens remontam a mecanica
estatistica, estuda o comportamento de sistemas dinamicos em relacao a
medidas que sao invariantes pela acao da dinamica.
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Nesta secao vamos apresentar alguns resultados importantes para o pre-
sente trabalho, porém para mais detalhes sobre este assunto sugerimos [9)],
[12] e [13).

Teorema 2.3.1 (Birkhoff). Seja T : X — X uma transformagao mensurdvel
e p uma medida de probabilidade invariante por T'. Entao para qualquer
fungao integrdavel v : X — R o limite

n—1

Pa) = Jim 3 pl17(a)

existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso, a fun¢ao @ assim definida
¢ integrdvel e satisfaz

[ @) duta) = [ ota) duo)

Definigao 2.3.2. Considerando (X, B, 1) um espago de probabilidade e T :
X — X uma transformacgao que preserva a medida . Um conjunto A C X
¢ dito invariante se A =T71(A) em p-quase todo ponto.

Definicao 2.3.3. Uma medida de probabilidade T-invariante € dita ergodica
se todo congunto invariante A C X satisfaz p(A) =0 ou pu(A) = 1.

Exemplo 2.3.4. A medida de Bernoulli no espago ¥ = {1,... ,d}N conside-
rando o deslocamento o : 2 — Y € uma medida ergodica.

Denotamos por Mz (X) o conjunto das medidas de probabilidade inva-
riantes pela aplicagao T e observamos que se i € g pertencem a My (X),
entdao (1 —t)py + tuos também é uma medida de probabilidade T-invariante,
qualquer que seja t € [0,1], ou seja, Mp(X) é um conjunto convexo. A
proxima proposi¢ao afirma que as medidas ergddicas sao os elementos extre-
mais do conjunto Mz (X).

Proposicao 2.3.5. Uma medida de probabilidade p € ergodica se, e somente
se, ndo € possivel escrevermos pn = (1 —t)pug + tpo com t € (0,1) e pig,puo
medidas de probabilidade invariantes distintas.

O proximo teorema afirma que em um espaco métrico compacto X', po-
demos decompor qualquer medida invariante como combinagao convexa de
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medidas ergddicas, valendo também para espagos métricos mais gerais um
resultado semelhante.

Teorema 2.3.6 (Decomposigao ergédica). Seja X' um espago métrico com-
pacto, T : X — X wuma transformagao mensurdvel e pu uma medida de pro-
babilidade T-invariante. Entdo existe um conjunto Xy C X com u(Xy) = 1,
uma particao P de Xy em conjuntos mensurdveis e uma familia de probabi-
lidades ergodicas da forma

n—1
o1
po = lim — > 075y,
§=0
tal que para B2 C X mensurdvel

W(E) = /X ta(E) dp.

Agora, vamos apresentar a nogao de equivaléncia ergddica entre dois sis-
temas, que é uma nog¢ao fundamental para decidir se dois sistemas podem
ser considerados o "mesmo”sob o ponto de vista da Teoria Ergddica.

Sejam 4 e v duas medidas de probabilidade invariantes por T : X — X
e S : Y — ), respectivamente. Dizemos que os sistemas (T, pu) e (S,v)
sao ergodicamente equivalentes se existem X C X e Y C Y com p(X) =
1, »(Y) = 1 e uma fungao bijetiva ¢ : X — Y mensurdvel com inversa
mensuravel tal que

polT =So0¢

Pupp = .
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Capitulo 3

Entropia

Neste capitulo vamos definir a entropia métrica e a entropia topoldgica de um
sistema dinamico, bem como alguns resultados basicos sobre cada uma delas.
Apesar do conceito de entropia ser algo conhecido em Dinamica, muitos
dos resultados e demonstragoes deste trabalho tem inspiragao nos resultados
deste capitulo. Além disso, no capitulo seguinte serd provado o Principio
Variacional que relaciona estas duas nogoes de entropia. Este resultado nos
diz que ao considerarmos X um espaco métrico compacto e 7' : X — X uma
transformacao continua, entao a entropia topoldgica é o supremo da entropia
métrica onde o supremo é tomado sobre todas as medidas de probabilidade
invariantes por 7T

3.1 Entropia Métrica

Antes de definirmos formalmente a entropia métrica, vamos apresentar um
exemplo que motiva a definicao da funcao informacao.

Como exemplo, consideramos o conjunto X = {1,2,...,6} e P a medida
de probabilidade que d& pesos 1/6 a cada elemento de X. Ao considerarmos
A={1,2,...,6} e B={1,2}, obtemos P(4) = 1 e P(B) = 1/3. Logo, se
quisermos definir uma funcao I que a cada elemento do conjunto X asso-
ciamos um nimero e este nimero representaria de certa forma o ”valor”da
informagao, é razoavel que P(A) = 1 implique I(A) =0 e P(A) > P(B) im-
plique I(A) < I(B). Intuitivamente, poderfamos pensar em um langamento
de um dado de seis faces, se alguém afirmasse que ao jogar o dado o conjunto
de resultados possiveis é A, ou seja, pode sair qualquer face, ndo é uma in-
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formacao tao relevante quanto se alguém afirmasse que os resultados seriam
somente {1,2}.

Além disso, como P(ANB) = P(B)-P(A/B) também é de se esperar que
I(AnB)=1I1(B)+I1(A/B).

Com isso, obtemos que I(A) = —logP(A).

Agora, ao considerar (X, B, 1) um espaco de probabilidade, podemos as-
sociar a cada particao P de conjuntos mensuraveis a respectiva fungao in-
formagao, que é definida por

onde P(x) representa o elemento da particdo que contém z.
Entao, isto nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1.1 (Entropia de uma particao). Seja P uma particio finita
ou enumerdvel de conjuntos mensurdveis e p uma medida de probabilidade.
Entao, chamamos de entropia ou informagao média da particao P o numero

H(P) = [ Ip du=3" ~(P)logu(P)

Pep

Além disso, por convencao, assumimos que 0log0 = lim,_ .oz logz = 0.

Exemplo 3.1.2. Se X = {1,2}, u € a medida de probabilidade que dd pesos
1/2 a cada elemento de X e P = {{1},{2}}. Entdo

1 1 1 1
H,(P)= _§1Og§ — §log§ = log 2.
Exemplo 3.1.3. Se X = {1,2}, u € a medida de probabilidade que dd pesos

1/3 € 2/3, respectivamente a 1 e 2. Entao

1 1 2 2 2
H,(P)= —glogg — glogg :10g3—10g2-§.

Observamos que a entropia do primeiro exemplo é maior que a do se-
gundo. Intuitivamente, isto significa que é mais dificil realizarmos previsoes
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no primeiro caso do que o segundo. De fato, a chance de obtermos 1 ou 2 no
primeiro caso sao iguais, ja no segundo, temos mais chance de que ocorra 2.

E possivel mostrar que toda partigdo finita tem entropia finita e H,(P) <
log|P|, onde |P| representa a cardinalidade do conjunto P, valendo a igual-
dade quando p(P) = 1/|P| para todo elemento de P.

Exemplo 3.1.4. Seja X = {1,...,d}N, i a medida de Bernoulli que dd
peso 1/d a cada elemento de {1,...,d} e P a parti¢io dada pelos cilindros
de tamanho n. Entao

H,(P)=-)_ (é)nlog (é)n =nlogd,

pep

pois esta particao contém d" elementos e a medida de cada um deles € 1/d".

Denotamos por PV Q = {PNQ:PeP,Q € Q} o refinamento das
particoes P e Q. Dizemos que P é menos fina que Q, em notagao P < Q,
quando para todo elemento ) C Q existe um elemento P C P tal que ) C P

u-q.5.p.

Definigao 3.1.5 (Entropia Condicional). Chamamos de entropia condicional
de P em relagdo a Q o numero

H,(P/Q) = Z Z (PNQ)log <P(8)Q)
PeP QeQ

Intuitivamente, a entropia condicional mede a informacao adicional forne-
cida pela particao P dado o conhecimento de Q. Dizemos que duas particoes
P e Q sao independentes se u(P N Q) = pu(P) - u(Q) para todo P € P e
Qe 9.

Logo
Ipyg(z) = —logu((PNQ)(x)) = —log pu (P(x)Q(x)) = Ip(z) + Io(x)

H,(PVvQ)=H,P)+ H,(Q).
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Além disso, é facil ver que quando P e Q s@o independentes, obtemos
H,(P/Q) = Hu(P)

Afirmamos que H,(P/Q) = H,(PV Q) — H,(Q).
De fato,

H(P/Q)=->_ > u (PNQ)log M%) mPNQ)

PeP QeQ (Q)

— —Z Z/”L PNnQ)logu(PNQ)+ Z ZM(PQQ)IO&U(Q)
PeP QeQ PeP QeQ

:_ZZ (PNQ)logu(PNQ) —i—ZM ) log 1(Q
PeP QeQ QeQ

= Hu,(PV Q) - Hu(Q).

Também ¢ possivel mostrar que H,(P/Q) < H,(P).

Consequentemente

H,(PV Q)< H,P)+ H,Q).

Lema 3.1.6. Sejam P e Q particoes mensurdveis com entropia finita tais
que P < Q, entao

Demonstracao. Sejam P e Q particoes mensurdveis com entropia finita tais

que P < 9, ou seja, todo elemento de Q esta contido em algum elemento de
P a menos de medida nula.

Logo
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== u(P)log (P

pPepP

— —ZZM(PWQ)logM(P)

P QCP

S W

P QCP

= —Zu )log 11(Q

Além disso, também é possivel mostrar que se P < Q, entao

H,(P/Q) =0.

Observamos que até agora nao utilizamos a dinamica no célculo da en-
tropia. Porém, para fazermos isso, consideramos 7' : X — ) uma aplicagao
mensuravel, ;4 uma medida de probabilidade definida em X e P uma particao
de V. Entao, podemos definir uma medida de probabilidade ¥ em ) e uma
particao Q em X escolhendo

v="TueQ=T"P).

Proposicao 3.1.7. Seja T : X — Y uma aplicagao mensurdvel, p uma
medida de probabilidade definida em X e P uma particio de Y. Entdo

Hr,,(P) = Hu(T~(P))

Demonstracao.
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Se considerarmos 17" : X — X mensuravel,  uma medida de probabilidade
T-invariante e P uma particao de X', podemos mostrar que

H,(P) = H,(T™(P)).

A partir de agora, ao longo desta se¢ao, vamos sempre considerar 7" uma
transformacao que preserva a medida pu.

Dada uma particao P com entropia finita, denotamos
n—1
Pr=\/T'(P).
=0

Antes de definirmos a entropia métrica de um sistema dinamico vamos
defini-la com respeito a uma particao. Para isso, precisamos do seguinte lema
técnico:

Lema 3.1.8. Seja (ap)nen uma sequéncia de nimeros positivos subaditiva,
ou seja, uma sequéncia tal que Gy < Gn + G, Ym,n > 1. Entao

. ap . (079
lim — = inf —.
n n n n

Demonstracao. Fixado p € N, para todo n € N tal que n > p podemos
escrever n = pg+ 7, onde 0 <7 < p— 1. Entao
Ap = Qpg4r < Qpq + Qr,

mas apg < Gp + -+ + ap < qay.

Logo

an _ qap N ar
n n
Como n > pq, obtemos

a a a a a
n 9 O _ G Or

pq n p n

Como p estd fixo, tomando o limite superior em ambos os lados, temos
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. Qn, . a . Qy
limsup — < limsup -2 4+ limsup — = 2
n—oo TN n—oo P n—oo TN P

Entao, como p é qualquer nimero natural, isto implica que

. a . a .. a
limsup — < inf £ < liminf —=.

. Qn . an
Portanto, sabendo que liminf,, . < limsup,,_, ., —, obtemos
. Qp . L 0p
lim — = inf —.
non non

]

Lema 3.1.9. Seja P uma particao com entropia finita e p uma medida de
probabilidade invariante por T : X — X. Entao

H,(P™™) < H,(P") + H,(P™),Ym,n > 1,

ou seja, a sequéncia H,(P") é subaditiva.

Demonstragao. Como P™*™ = P™ v T~"(P"), temos que

H,(P™™) = H,(P"™ vV T™"(P"))
H

]

Logo, definimos a entropia de T com respeito a medida u e a particao P
como o limite

1 1
h,(T,P) = lim EHM(PR) = inf EHM(P").
A entropia do sistema (7, i) é definida como
hu(T) = Sup hu(Ta 73)-
P
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onde o supremo ¢ tomado sobre todas as particoes de X com entropia finita.

No exemplo 3.1.4 calculamos a entropia sobre a particao dos cilindros
de tamanho n com respeito a medida de Bernoulli que da peso 1/d a cada
elemento de {1,...,d}, porém, agora vamos considerar um caso mais geral.
Considerando T' = o, onde o representa o deslocamento e P a particao dos
cilindros de tamanho 1, é possivel mostrar que P" é a particao dos cilindros
de tamanho n.

Entao, considerando p; = p([i]), Vi € {1,...,d}, obtemos

1
h,(T,P)= lim —H,(P")

n—oo N
1 d
= — lim — - log p;
nl_{gon n;l% Og Pi
1=

d
==Y pilogp,
=1

Para mais detalhes sobre entropia métrica sugerimos a leitura de [9], [11]
e [12], porém, vamos citar alguns resultados importantes.

Teorema 3.1.10 (Kolmogorov-Sinai). Seja Py < Py < -+- <P, <--- uma
sequéncia ndao-decrescente de parti¢ées com entropia finita tal que \J,~, Py,
gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdaveis a menos de medida nula. Entao

h(T) = lim h,(T, P,).

n—0o0

Corolario 3.1.11. Seja P uma particao com entropia finita tal que P™ gera
a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Entdao

hu(T) = hy (T, P).
Com isso, temos que
d
hu(o) = — Zpi log ps,
i=1
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onde i é a medida de Bernoulli.

Além disso, também é possivel mostrar que se (X, T,u) e (Y, S,v) sao
ergodicamente equivalentes, entao

3.2 Entropia Topolégica

A entropia topoldgica é um invariante topoldgico que mede a taxa de cres-
cimento exponencial de um numero de diferentes segmentos de orbita de
comprimento n. Além disso, pode ser utilizada para afirmar se dois sistemas
dinamicos podem ser topologicamente conjugados ou nao.

Definigao 3.2.1. Seja T' : X — X wma aplicagio continua e (X,d) um
espagco métrico compacto. Entao, Vn € N e x,y € X, definimos a métrica

d,(x,y) = max {d(Ti(gs),Ti(y))}

o<i<n

que mede a distancia maxima entre os primeiros n iterados dos pontos x e y.

Além disso, note que d,, > d,,—1 = --- = d; = d. Denotamos a bola de raio €
) n

na métrica d,, como uma (n, €)-bola dinamica.

Teorema 3.2.2. Todas as métricas d,, sao topologicamente equivalentes.

Demonstragao. Como d,(z,y) < € implica que d(z,y) < €, entdo Vy €
B, (z,¢€), onde B,(z,¢) = {y € X : d,(z,y) < €}, obtemos que y € B(zx,¢),
logo

B, (x,€) C B(x,e).

Por outro lado, se y € B, (z, €) entao

d(T'(z), T'(y)) < e,Vi € {0,1,...,n — 1},

Como T" é continua Vi € N, isto implica que 7% é uniformemente continua
em X', pois X é compacto.
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Entao, Vi € {0,1,...,n — 1}, existe ¢; > 0 tal que d(z,y) < ¢ implica
que d(T%(x),T'(y)) < €. Escolhendo € = min {¢;}, obtemos

B(z,€) C By(x,¢).

Portanto, mostramos que Vn € N as métricas d e d, sao equivalentes,
por transitividade, concluimos que todas as métricas d, sao duas a duas
equivalentes, ou seja, induzem a mesma topologia em (X', T). O

Agora, vamos definir alguns conceitos importantes que sao utilizados na
definicao de entropia topolégica.

Considerando n € N, e > 0, T : X — X continua e (X,d) espaco
métrico compacto, dizemos que um conjunto A C X é um (n,€)-gerador

se para todo = € X, existe a € A tal que d,(x,a) < e. Denotamos por
Ga(n,e) = min {|A| : A é (n, €)-gerador}.

Dizemos que um conjunto B C X' é (n, €)-separado se d,,(x,y) = €,Vr,y €

B. Denotamos N4(n,€) = max{|B| : B ¢é (n, €)-separado}.

Por 1ltimo, denotamos por Cy(n,€) o nimero minimo de elementos de
uma cobertura de X cujo diametro dos elementos desta cobertura é menor
do que € com respeito a métrica d,,.

Como X é um espago métrico compacto, os nimeros Cy(n,€), Gy(n,€) e
N4(n, €) sao finitos. Além disso, estes niimeros contam o nimero de segmen-
tos de érbitas de comprimento n distinguiveis em uma escala e.

Lema 3.2.3. Para todon € N, e >0, T continua e (X,d) compacto, temos

Cd(na 26) < Gd(”? 6) < Nd(n7 6) < Cd(”v 6)'

Demonstracao. Para provar a primeira desigualdade, consideramos A C X
um conjunto (n,€)-gerador tal que |A| = G4(n,€). Um conjunto ser (n,¢€)-
gerador implica que para todo x € X, existe um elemento a € A tal que
d,(z,a) < e. Logo

X = Bu(a,e).

a€A
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Com isso, obtemos uma cobertura por abertos de X tal que o diametro
com respeito a métrica d,, é menor ou igual a 2¢ e

Ca(n,2¢) < Gy(n,e).

Para a segunda desigualdade, consideramos B C X um conjunto (n, €)-
separado tal que |B| = Ny(n,¢€). Entao, isto implica que B também é um
conjunto (n, €)-gerador.

De fato, se existisse um elemento z € X tal que d,(z,b) > € para todo
b € B, terfamos que BU {x} seria um conjunto (n, €)-separado, contrariando
a maximalidade de B. Logo, isto implica que Vx € X, db € B tal que
d,(z,b) < e. Consequentemente

Gd(na 6) g Nd(”? 6)'

Por tltimo, seja C uma cobertura de X tal que |C|= Cy(n, €) e o diametro
dos elementos da cobertura é menor do que €. Logo, VC' € C, vai existir no
méximo um elemento b € B em C, onde B é um conjunto (n, €)-separado.
Entao, considerando | B| = Ny(n, €), obtemos

Ny(n,e) < Cy(n,e).
Il

Observamos que se €; < €, entdo Cy(n,e;) = Cy(n,ez). De fato, pois
toda cobertura de X com diametro menor do que €; tém diametro menor
que €,, em particular, a cobertura com menor niimero de elementos.

Seja

1
he(T') = lim sup - log Cy(n,€).

n—o0

Pela observacao anterior, é facil ver que se €; < €3, entao

he,(T) Z he, (T).

26



Portando, obtemos que h(7) ¢ uma fun¢do mondtona nao-decrescente
quando ¢ — 0.

Definicao 3.2.4 (Entropia Topolégica). Seja (X, d) um espago métrico com-
pacto e T : X — X continua. Entao a entropia topologica de T € definida
por

hiop(T) = lim Ao (T).

e—0

Pelo lema anterior obtemos

1
h(T') = lim lim sup — log Cy(n, €)

=0 pooco N

1
= lim lim sup — log G4(n, €)
=0 pooso N

1
= lim lim sup — log Ny(n, €).
=0 pnooco N

Teorema 3.2.5. Seja (X,d) um espago métrico compacto e T : X — X
continua. Fizado € > 0, entao

1
lim —log Cy(n,€) = h(T).
n—oo M
Demonstracdo. Sejam A e B duas coberturas de X tais que o diametro dos
elementos de A e B é menor do que € com respeito as métricas d,, e d,,
respectivamente. Além disso, consideramos A e B tais que |A| = Cy(m,€) e

B| = Cy(n, ).

Para construir uma cobertura com diametro em relacao a d,,,, menor do
que €, basta considerar

C={ANT ™(B):Ac A,BeB}.

De fato, como B é uma cobertura de X', pela continuidade de T" temos que
T71(B) também é uma cobertura de X. Logo, sucessivamente, obtemos que
T—™(B) é uma cobertura e, consequentemente, a intersecgao dos elementos
de A e T~™(B) também cobrem X.
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Agora, consideramos C' € C, entao Va,y € C

dntm (.I, y) = max {d(Ti<x>> Tl(y»}

o<i<n+m—1

= max {dp,(z,y), d. (T (), T (y))}

Como z,y € A para algum A € A, temos que d,,(z,y) < e. Além
disso, como T™(z), T™(y) € B para algum B € B, obtemos também que
d (T (x), T™(y)) < €. Logo dpim(z,y) < €,Vx,y € C. Como C é qualquer
elemento de C, concluimos que o diametro dos elementos de C com respeito
a métrica d, ., ¢ menor do que €. Entao

Cd(n +m, 6) < |A| ) |B| = Cd(m76) ’ Cd(nv E)‘

Consequentemente

lOg Cd(” +m, E) < lOg (Cd(m7 6) ’ Od(n7 6))
=log Cy(m, €) 4+ log Cy(n, €).

Portando, isso mostra que log Cy(n, €) é uma sequéncia subaditiva e

1
lim —log Cy(n, €)

n—oo M

existe.

Pela definigao de h.(T") concluimos que

1
lim —log Cy(n,€) = h(T).

n—oo M,

O

Por meio deste teorema podemos escrever a entropia topolégica em termos
do limite inferior, ou seja
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Definicao 3.2.6. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T : X — X
continua. Entao a entropia topologica de T ¢ definida por

1
R(T) = lim lim inf — log Cy(n, €)

e—~0 n—oo N

1
= lim lim inf — log G4(n, €)
e=+0 n—oo0 N

1
= lim lim inf — log Ny(n, €).
e—~0 n—oo N

Exemplo 3.2.7. Considerando o deslocamento o : {1,2}" — {1,2}", a
entropia topolégica de o € log 2.

De fato, considerando k,n € N, a cobertura de {1,2}N em cilindros
de tamanho k +n e a métrica d((x1, 2, x3,...), (Y1,Y2,Y3,...) = %, onde
i =min{i:xz; # y;}, temos que esta cobertura cobre o espago com 28T ele-
mentos e a distancia d, entre cada elemento de uma particao é menor do
que 27571 Com isso, obtemos que Cgq(n,27F71) < 2k Além disso, es-
colhendo um elemento de cada cilindro da cobertura formamos um conjunto
(n, 27%Y-separado, logo 2% < Ny(n,27%=1). Pelo Lema 5.2.3, concluimos
que Cyq(n,27%1) = Ny(n,27%"1) = 28" Logo

1
hiop(0) = lim lim —log Cy(n, 27" 1)

k—oon—oo N,

1
= lim lim —log2"™"
k—oon—oo N
= lim lim tn
k—o00 n—00 n
= lim log2 = log 2.

k—o00

log 2

A partir de agora vamos apresentar algumas propriedades importantes
da entropia topoldgica que muitas vezes podem servir para facilitar o seu
calculo.

Proposicao 3.2.8. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Entdo a en-
tropia topolégica de uma aplicagao continua T : X — X nao depende da
escolha de uma métrica particular que gera a topologia de X
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Demonstracao. Sejam d e d duas métricas equivalentes em X. Como as
métricas d,, sao duas a duas equivalentes para todo n € N, entao obtemos
que as métricas d,, e d’ sdo equivalentes e, consequentemente, d,, e d,, também
sao equivalentes. Fixado e > 0, consideramos A um conjunto (n, €)-gerador
com respeito a métrica d e com cardinalidade Gy(n,€). Isto implica que X
pode ser coberto por G4(n, €) (n, €)-bolas dinamicas centradas nos pontos de
A. Como as métricas d,, e d], sdo equivalentes, entao existe um § > 0 tal que
d) (z,a) < § implica d,(z,a) < € para todo elemento de A. Logo, toda (n, J)-
bola dindmica centrada nos pontos de A estd contida na (n, €)-bola dinamica
centrada no mesmo ponto de A, com respeito as métricas d), e d,, respecti-
vamente. Com isso, obtemos que Gy(n,€) < Gg(n,d) e h(T) < h'(T). Ana-
logamente obtemos que h(T") > h'(T') e, consequentemente, h(T) = 1'(T).
O

Teorema 3.2.9. Sejam (X,T) e (Y, S) sistemas dinamicos topologicamente
conjugados tais que a conjugacio ¢ : (X, T) — (V,5) € uma isometria, ou
seja, d¥(x,y) = d¥(p(2),¢(y)), Yo,y € X. Entao h(T) = h(S).

Demonstracao. Como os sistemas dinamicos sao conjugados, ou seja, existe
um homeomorfismo (bijegdo continua com inversa continua) ¢ : X — Y tal
que Vn € N,

poT" =5"0yp

e ¢ é uma isometria, Vx,y € X obtemos

dy(z,y) = max {d(T"(z),T"(y))}

0<i<n—1

= max {d(p(T(x)), o(T'W)))}

0<i<n—1

= max {d(S(¢(x)), S (¢(y)))}

0<is<n—1

= d(o(x), o(y)).

Portanto, considerando A C X um conjunto (n, €)-separado tal que |A| =
Ny(n, €), obtemos que p(A) é um conjunto (n, €)-separado em ). Além disso,
como ¢ é uma bijecao, a cardinalidade de A e p(A) é a mesma. Com isso,
concluimos que
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Ny (n,€) = Al = |p(A)] < Ny (ne).

Por outro lado, observamos que ¢! também é uma isometria e, analoga-
mente

N (n,¢) < N¥(n, ).
Logo
NF(n,e) = NY(n,e).

Portanto

1
h(T) = lim lim sup — log N3 (n, €)

=0 nsoco N
1
— 1 ; - Yy
= 11_% hglj;}p - log Ny (n,¢)
= h(9).
[

Corolario 3.2.10. A entropia topoldgica € um invariante por conjugacao
topologica.

Demonstragao. Seja ¢ : (X, T) — (), S) a conjugagao topoldgica entre os

sistemas dinamicos. Entao, definindo uma métrica em X da seguinte forma

d*(z,y) = d¥(p(), ¢(y)), Yo,y € X,
obtemos que ¢ é uma isometria. Logo h(T') = h(S). O

Quando nos referirmos a um sistema dinamico topolégico, estamos con-
siderando uma dupla (X,T) onde X é um espago topoldgico e T' uma trans-
formacao continua.

Corolario 3.2.11. Sejam (X,T) e (¥,S) sistemas dinamicos topoldgicos
com h(T') # h(S). Entdo os sistemas nao podem ser topologicamente conju-
gados.
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Proposicao 3.2.12. Seja (X,d) espago métrico compacto e T : X — X
continua. Entao h(T™) = m - h(T),Ym € N. Além disso, se T € invertivel,
entao h(T™) = |m| - h(T),Ym € Z.

Teorema 3.2.13. Seja (X,T) um sistema dinamico topoldgico tal que T é
uma isometria. Entao h(T) = 0.

Demonstracao. Como T é uma isometria, para todo z,y € X temos que

Logo, Ca(n,e) = Cy4(1,€). Entao

he(T) = lim llog Ca(n,e)

n—oo 1

1
= lim —log Cy(1,€)

n—oo M,

=0.

Portanto

W(T) =lim h (T) = 0.

e—0

]

O proéximo exemplo é a rotagdo, que é uma aplicacao bem conhecida em
sistemas dinamicos e é muito rica dinamicamente, porém, por se tratar de
uma isometria, tem entropia nula.

Exemplo 3.2.14 (Rotagdo). Seja S' = [0,1]/ ~, onde ~ indica que 0 e
1 estao identificados. FEntao, para todo 6 € R, denotamos por rotagao de
angulo 270 a aplicagcdo Ry : S* — S dada por

Ry(x) =2 +6 mod 1.
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Capitulo 4

Principio Variacional Classico

Neste capitulo vamos apresentar o Principio Variacional Classico que relaci-
ona entropia métrica e entropia topolégica. A demonstracao deste resultado
é feita com o auxilio de um lema encontrado em [1] que também serd provado
neste trabalho.

Para exemplificar um pouco, anteriormente calculamos a entropia métrica
do deslocamento o em relagdo a medida de Bernoulli no espago {1, ... ,d}N.
Considerando d = 2 ¢ a medida de Bernoulli com pesos 1/2 ¢ 1/2, obtemos
que a entropia métrica € log 2, porém, quando considerando a medida de Ber-
noulli com pesos 1/3 e 2/3 a entropia métrica é log 3 —2/31og 2. No exemplo
3.2.7, calculamos a entropia topolégica do deslocamento neste mesmo con-
texto e obtivemos como resultado log 2, ou seja, a entropia topoldgica coinci-
diu com a entropia métrica quando considerada a medida de Bernoulli com
os pesos igualmente distribuidos no conjunto {1, 2}.

Agora, antes de enunciarmos e provarmos o lema, vamos apresentar uma
definicao e dois resultados importantes, cujas demonstragoes sao omitidas
mas podem ser encontradas em [3].

Definicao 4.0.1. Seja p uma medida de probabilidade T-invariante. Para
d€(0,1),neN ee>0 definimos

1
h,(e,T,6) = limsup — log N,(n,€,0),
n

n—oo

onde N,(n,e, ) € o nimero minimo de (n,e€)-bolas dinamicas necessdrias
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para cobrir um conjunto de medida estritamente maior que 1 —49 com respeito
a .
Lema 4.0.2. Seja (X,d) um espago métrico compacto, T : X — X uma

aplicacao continua, p uma medida de probabilidade ergodica T-invariante e
d €(0,1). Entao

1
h,(P,T,) > limsup —log N,(n,¢,J),
n

n—oo

onde P € uma particao de diametro menor do que €.

Teorema 4.0.3. Seja (X, d) um espago métrico compacto, T : X — X uma
aplicacao continua e p uma medida de probabilidade ergodica T-invariante.
Entao

hH(T) = 11_{% hu(ev T, 5)?
onde h,(T') € a entropia métrica com respeito a medida ji. Em particular o
limite acima nao depende de 6 € (0,1).

Lema 4.0.4. Seja (X,d) um espago métrico compacto e T : X — X uma
aplicacao continua. Dado € > 0, existe uma medida de probabilidade T'-
mvariante p. tal que

hu (e,T,0) > S(X,d,2€) —30S(X,d,e).

Demonstracao. Seja E, = {xl, To, ... ,de(n7€)} um conjunto de pontos (n, €)-
separados em X tal que |E,| = Ng(n,€). Definimos a medida

1
0—71:|E‘25£C7

n Z‘EEn

onde 9, é a medida de probabilidade suportada no ponto x. Além disso,
definimos também a medida

n—1
1
Op = — E Tfan.
n
k=0

onde T*0,(A) = 0,(T*(A)) para qualquer A pertencente a o-algebra.
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Consideramos (ny)reny uma subsequéncia tal que

1
S(X,d,e) = lim — log Ny(ny, €).

k—o0 nk

Como X é compacto, o espago M;(X) das medidas de probabilidades
em X munido da topologia fraca* é compacto, logo toda sequéncia de proba-
bilidades em M;(X) admite alguma subsequéncia convergente na topologia
fraca®. Pelo Lema 2.2.27 todo ponto de acumulagao de uma sequéncia (i, ),
com i, = %ZZ;& T*v, onde v é uma probabilidade qualquer é uma proba-
bilidade invariante por T'. Portanto, podemos encontrar uma subsequéncia
de (ng) também denotada por (ng),cy, tal que (G, ),y converge para uma
medida de probabilidade T-invariante p e os termos desta sequéncia sao es-
colhidos de tal forma que lim_,o, 7= = 0o.

Seja K um subconjunto de X tal que pu(K) > 1 —460 e N(K,n,¢/2) =
N,(n,€e/2,6), onde N(K,n,e/2) é definido como sendo o nidmero minimo
de (n,€/2)-bolas dindmicas necessarias para cobrir K. Além disso, pode-
mos tomar K um conjunto aberto, pois como @,, — p na topologia fraca*
obtemos que para qualquer € > 0, existe ky € N tal que Vk > ky temos
On,. (A) > p(A) — €, para qualquer aberto de X'. Logo, para e suficientemente
pequeno, obtemos 7, (K) > u(K) —e>1—9,Vk > k.

Agora, definimos L,, = {(4,7) e N*: 0 <i<n—1,1 <j < Ny(n,e)} onde
se T%j € K entdo associamos 1 ao par (i,j) e 0 caso contrario, ou seja,
(i,7) = 0 se T'z; ¢ K. Pela defini¢ao de 7,, sabemos que o nimero de uns
em L,, é maior ou igual que ngNg(ng, €)(1 —J). De fato,

nkfl

- 1
7 () = == > Tlo, (K)
=0
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denotando o nimero de uns em L, por 7, obtemos

ng—1

T = Z Z 5&:(T_l(K))7

=0 ernk

pois, para todo n € N, T"(z) € K se, e somente se, z € T~"(K). Portanto,

jad que 7, (K) >1-24.

Para s € Re s > 1, definimos L, (s) como sendo o conjunto de pontos de
L,, com as primeiras coordenadas no intervalo H”—"} Mg — ["—j} — 1]. Logo,

k
o numero de uns em L, (s) é pelo menos
Nt (1~ 5]~ ) et (15 L 1),
N1, €) ( ng Ls ng Lk e Na(nn; €) s k

De fato, denotando o nimero de uns em L, (s) por 7(s), temos que

(] -1 ng—1
T(s)=7— > Y &TK)- > 0.(T7(K))
=0 x€En, =y —[ 2] 2€En,
>7— [%] Na(ng,€) [—k] Ny(ng,€)
= N, 1 = 0) = N, ) (- 2] - L [24])

o) (13- L[] - L [2))

1 1
>nkNd(nk,e) (1_5_§_E) .

#, implicando que % <1-20— % Entao
20—y
—% > 20 + % — 1 e, com isso, obtemos que 1 —§ — % — % > 0. Logo, para esta

escolha de s obtemos 7(s) = ngNy(ng, €)4.

Agora, assumimos que s >

36



Pela defini¢do de L, , podemos associar uma matriz (/;;) de zeros e uns
onde para cada entrada [;; atribuimos o valor referente ao par (i, j) correspon-
dente. Desse modo, a matriz correspondente a L, (s) tem Ng(ng, €) colunas
e (nk — [%‘“} - [”—’“D linhas.

%
Calculando o niimero médio de uns por linhas de L,, (s), obtemos que
existe um indice my tal que a mg-ésima linha tem pelo menos

uns e [%"] <my < ng — ["S—’“}

Além disso, escolhendo B como sendo um conjunto de pontos (my, €/2)-
separados com cardinalidade igual a Ny(my, €/2), isto implica que podemos
cobrir X com bolas dinamicas centradas nos pontos de B e raio €/2, pois,
como dy,, (z,y) = €/2,Vr,y € B, temos que B é um conjunto (mg,€/2)-
gerador, ou seja, Vo € X,3b € B, tal que d,,, (z,b) < €/2. Se supormos
por absurdo que existe pelo menos um ponto x € X que nao esta contido em
alguma bola, implicaria que BU{x} seria um conjunto N4(my, €/2)-separado,
contrariando a maximalidade de B, ja que |B| = Ny(my, €/2).

Observamos que se @ # j e dp, (%;, z;) < €, entdo

dnk_mk (ka (ZL‘Z), T (:L“]) > €,

pois, pela definicdo do conjunto E,,, sabemos que d,, (z;,z;) > €. Logo,
podemos concluir que existe um subconjunto I C {1,2,..., Ny(ng,€)} tal
que para cada i € I, temos T"*(x;) € K e

nkNd (nk, 6)5
(e =[] = [%])
Além disso, podemos obter um conjunto A C {77 (x;)},., tal que o diametro
de A com respeito d,,, é menor que € e

1] >

> Nd(nk, 6)5

Nd(nk, 6)5
Al > ATk )0
= Na(my,€/2)

Para fazer isso, basta dividir os elementos de {17 (x;)},.; nas Nq(my,€/2)
(myg, €/2)-bolas dindmicas, entao vai existir pelo menos um conjunto com a
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cardinalidade esperada. Portanto, se a,b € A e a # b, entdo d,, (a,b) >
dny—m, (@, b) = €. Consequentemente,

Nd(nk, 6)5
N 2,0)=N (K 2) > ————.
/»L(n]WE/ 9 ) ( 7nk7€/ ) Nd(mk7€/2)
De fato, como A C K e |A| < Ny(ng, €), isto implica que
‘A’ g Cd(nk, 6) < Cd(nk,e/Q)
para alguma cobertura de K, em particular, temos que

Ca(ng, €/2) < N(K,ny,€/2) = N,(n,€/2,9).

Logo

1
h,(e/2,T,6) = limsup —log N,(n,€/2,0)
n

n—oo
1 1
> lim sup (—log Na(ng, €) — UL log Ng(my, e/2)> .
k—oo Nk ng My

— | Pk a0 Mk _1 1
Como my, < ny [s},entaonkgl stae

log N, 1 1\ log N, 2
h,(e/2,T,d) > limsup <—og (e €) (1 - —+ —) og Nalm, ¢/ ))
s

k—o00 Ny g mp

1 1 1
> lim sup (— log Ng(ng, €) — <35 + —) p log Na(my, 6/2)) :
k

k—ro0 N T

1
1-35°
modo que 0 > 1/k. Além disso, como %t — oo e ["—k} < my, isto implica que

%
my — 0o quando k — oo.

pois podemos tomar s < basta escolher k suficientemente grande de

Antes de continuar a demonstracao do lema vamos provar dois resultados
que envolvem o limite superior de sequéncias.

Lema 4.0.5. Sejam (z,)n € (Yn)n Sequéncias tais que lim, ., x, eziste.
Entao

limsup(z, — y,) = lim x, — limsupy,
n—00 n—00 n—00
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Demonstracao. Supondo que x, e ¥y, sao sequéncias tais que lim, .., z,
existe. Entao, dado € > 0, para n suficientemente grande obtemos

T—€—Yp < Ty —Yp <T+E—Yy

tomando o limite superior em ambos os lados, temos que

x — €+ limsup —y,, < limsup(z, — y,) <  + € + limsup —y,

n—oo n—oo n—oo

usando que limsup,,_, ., —y, = — liminf, , ¥, temos

limsup(z, — y,) = lim z, — liminfy,
n—oo n—oo n—o0
como liminf,,_, vy, < limsup,,_,. yn, concluimos que

limsup(z, — y,) = lim x, — limsupy,
n—o0 n—00 n—00

[]

Lema 4.0.6. Sejam (a,), € (by), sequéncias tais que lim,_ . a, = a,a €
R,a>0eb, >0. Entao

limsup (ay, - b,) = a - limsup b,.
n—oo n—oo

Demonstracao. Pela definicao de limite e limite superior, dado € > 0, pode-
mos encontrar um ng € N tal que Vn > ng, temos

a—e<a,<a+teeb, <L+e,

onde L = limsup,,_, . b,. Além disso, também podemos construir uma sequéncia
(M) gen tal que L — € < by, .

Portanto, por um lado obtemos

lim sup(a, - b,) < (a +€)(L +¢€)
n—oo

= al + ae + Le + €°.

Fazendo € — 0, temos a,, - b, < al.
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Por outro lado, temos que

lim sup(ay,, - by, ) = (a —€)(L —€)

k—o0

> al —aec — Le + €2,
fazendo € — 0, concluimos que

limsup (ay, - b,) = a - limsup b,.
n—oo n—oo

Caso L = oo, para todo € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ny,
obtemos a,, > a—¢€eb, > % > (0, onde M é qualquer ntimero real positivo.
Entao, a, - b, > M,¥n > ng e, consequentemente,

lim sup (ay, - b,) = 0o = al.
n—o0

Portanto, continuando a demonstracao do lema, obtemos

hu(€/2,T,6) > lim log Na(n,€) Jim sup (<36+ i> 10gNd(mk7€/2))
k—o0 Nk k—o0 N my

1 1
= lim — log Ny(ng, €) — 36 lim sup — log Ny(myg, €/2)
k—o0 1 k—oo Mg

= S(X,d,e) —305(X,d,e/2).
Logo,

hu(e,T,6) > S(X,d,2€) —30S(X,d,e).

Em particular, obtemos que

sup  hy(e,T,0) > S(X,d,2€) —305(X,d,e).

pEMT(X)
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A demonstracao do préximo lema sera omitida, porém pode ser encon-
trada em [11].

Lema 4.0.7. Seja E, um conjunto (n,€)-separado, v, = Ién\ > wer, Oz €
fin = = ?;01 Tiv,. Se p é um ponto de acumulagdo de (p,)nen entao p é

uma medida T-invariante e

1
limsup —log|E,,| < h,(T,P),

n—oo 1

onde P € uma particao finita mensurdvel tal que seus elementos tem diametro
menor do que € e pu ((Jpep OP) = 0.

Corolario 4.0.8 (Principio Variacional Cléssico). Seja (X,d) um espago
métrico compacto e T : X — X continua. Entao

hioT) = sup_ h(T).
HEMT(X)

Demonstragao. Considerando E,, um conjunto (n, €)-separado tal que |E,| =
Ny(n,€). Pelo Lema 4.0.7, existe uma medida T-invariante v tal que

1
lim sup — log Ny(n, €) < h,(T,P)

n—oo TN

e P ¢é uma particao finita de X em conjunto mensuraveis tal que seus ele-
mentos possuem diametro menor do que € e v (U Pep 8P) = 0.

Para construir uma partigdo que satisfaz esta condicao, seja {Bj, ... By}
uma cobertura de & por bolas de raio menor do que €¢/2 e v(9B;) = 0.
Definimos P = { Py, ..., P;}, onde

i—1
PIZEIGPiZEi\UEj‘
j=1

Entao, cada elemento da particao

Pr=PV... VT "(P)
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possui diametro em relagdo a métrica d, menor do que € e v(0F;) = 0
para todo ¢ € {1,...,k}. Para mostrar que v(0F;) = 0, basta notar que
Ueco,e/o) 0B(2,€) = B(z,€/2) tem medida finita e ¢ uma uniao disjunta nao
enumeravel, logo existe pelo menos um €' < ¢/2 tal que v(0B(z,€')) = 0.

De fato, supondo por absurdo que existe uma quantidade nao enumeravel
de parcelas da soma com medida positiva. Definindo

A= {e/ € [0, %) :v(0B(z,€)) > 0}

A, = {e’ e [0, %) . V(0B(z, ) > %}

temos que

A= G A,
n=1

Como A é nao enumeravel isto implica que existe pelo menos um indice n
tal que A, é nao enumeravel, consequentemente infinito e

o ( U V(aB(I,€,))> = Z v(0B(z,€)) > |A,] - % = 0.

ecAy, eecAy,

Porém, a medida de A deve ser finita. Logo, existe uma quantidade enu-
meravel de parcelas com medida positiva, implicando que existe pelo menos
um € < ¢/2 tal que v(0B(z,€')) = 0. Além disso, como 0P, C U§:1 0B;,
isto implica que v(0F;) = 0.

Como podemos cobrir X por |E,| (n,e)-bolas dinamicas, isto implica
que o numero minimo de (n, €)-bolas dindmicas necessarias para cobrir X é
menor do que Ny(n,€). Em particular, vale também que para todo 6 € (0,1)
e qualquer medida p € Mp(X)

N,lb(na 6, 5) < Nd(”a 6)‘

Logo,

1 1
limsup —log N, (n,€,d) < limsup - log Ny(n,€) < h,(T,P).

n—oo T N—00
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Portanto, obtemos que
hu(€7T7 5) < hu(T7 7)) < hl/(T)

Agora, consideramos v = | » Ve dv(x) a decomposicao ergddica de v e,
analogamente a esta decomposicao, também podemos escrever

h,(T) = /h,,z(T)dy(:c).
Logo
h,(e,T,6) < h,(T) <suph, (T) < sup h,(T).
TEX v ergdédicas

Como p é qualquer medida de probabilidade T-invariante, escolhemos u tal
que

h,(e,T,9) > S(X,d,2€) —30S(X,d,e).

Pelo Teorema 4.0.3, temos que h,(T) = lim._,o h,(¢,T,J) para toda me-
dida ergddica T-invariante e § € (0,1). Entao, como N,(n,¢€,d) < Ng(n,e€),
obtemos h,(T") < hiop(T). Organizando as desigualdades, concluimos que

S(X,d,2¢) —30S(X,d,e) < h,(e,T,0) < sup  h,(T) < hyop(T).

v ergbddicas

Fazendo € — 0, obtemos

hiop(T') — 30h4op(T') < Sug hu(T> < hiop(T)
M ergodicas
e com ¢ — 0 concluimos que

sup  hu(T) = huop(T).

w ergédicas

]

Note que, como estamos considerando o caso em que hy,(7") pode ser in-
finita, estamos adotando a aritmética da reta estendida R = RU{+o0, —o0}.
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Capitulo 5

Dimensao Métrica Média

Neste capitulo vamos apresentar a dimensao métrica média seguindo as ideias
propostas por A. Velozo e R. Velozo em [1]. Definimos um Principio Variaci-
onal para sistemas dinamicos com entropia topoldgica infinita que, posterior-
mente, ¢ utilizado para relacionar a dimensao métrica média com a dimensao
de Minkowski. Ao estabelecer esta relacao, conseguimos generalizar o caso
em que consideramos a aplicac¢do deslocamento o no espaco [0, 1]% para o
caso ([0, 1]4)Z.

Inicialmente vamos estabelecer uma notagao que serd 1til na apresentagao
dos resultados seguintes. Considerando N4(n,€) a cardinalidade méxima de
um conjunto (n, €)-separado em (X, d), denotamos

1
S(X,d,e) = limsup — log Ny(n, €).

n—oo N

Definimos a dimensao métrica média superior como

- S(Xx,d
mdim(X,d,T) = lim sup M
0 [log(e)|

Analogamente, definimos a dimensao métrica média inferior como

mdim(X,d,T) = lim inf M
<0 [log(e)|

Observamos que se X é um espaco métrico compacto, entao sabemos que
entropia topoldgica é independente da métrica, desde que ela gere a topologia
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de X, porém, a dimensao métrica média depende da métrica ambiante. Além
disso, observamos que se a entropia topoldgica é finita, entao a dimensao
métrica média é nula. Um caso em que a entropia topoldgica é finita é
o Exemplo 3.2.7, que possui entropia topoldgica log2 e S(X,d,e) = log?2.
Calculando a dimensao métrica média superior deste exemplo, obtemos que
S(X,d,e) . log2_0

mdim(X,d,T) = limsup = limsup —— =
0 |log(e)] e0  loge

5.1 Principio Variacional

Nesta se¢ao vamos apresentar um principio variacional para sistemas dinamicos
com entropia topoldgica infinita e um corolario que permite calcular a di-
mensao métrica média de espagos métricos compactos mais gerais. Além
disso, também calculamos a dimensao métrica média superior do desloca-
mento em [0, 1]Z.

Teorema 5.1.1 (Principio Variacional). Seja (X, d) um espaco métrico com-
pacto e T : X — X continua. Entao

su h €, T’ )
mdim(X,d,T) = lim lim sup Puemr(x) i )
6=0 0 [log(e)|

Demonstracao. Pelo Lema anterior obtemos

sup  hy(e,T,0) = S(X,d,2€) —305(X,d,e).
pEMT(X)

Logo,

SUD e My (x0) Pu(€, T, 0) . S(X.d,2¢) — 305(X . d. )

[log(e)] g llog(e)]
lim sup puEMT(X) 'u(e ) 2 lim sup (S( ’d7 E) 355( 7d7 E)) )
e=~0 |log(e)] €0 llog(e)|
Escolhemos (¢;),y uma sequéncia tal que
- S(X,d 2¢) S(X,d, 2)
lim ————— = limsup —————~——.
koo [log(ex)] o [log(e)]
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Além disso, considerando m = 2¢, temos que

X, d X, d -
lim sup S(,—n;m) = lim sup S(X,d,m) = mdim(X,d,T).
m—0 [l0g(%F)] m—0  [log(m) —log(2)]
Entao,
h’ ) T’ 5 X: 9 2 . X) Y
lim sup il ue ) > lim M — limsup 30 - M
0 |log(e)| koo |log(ex)| k00 |log(ex)|
Denotando S(X,d, e) = S(e) e fazendo 6 — 0 obtemos
h,(e,T,¢
lim lim sup SUPu “(E’ L) > lim lim 5(2¢r) — lim 36 - lim sup S(er)
50 50 [log ()| 50 k—oo [log(ex)| -0 koo |log(€r)]
2
> lim lim 5(2¢k) — lim 30 - lim sup 5()

§—0k—oo [log(ex)| -0 e—0  |log(e)]
= lim mdim(X,d, T) — lim 30 - mdim/(X,d, T)
6—0 0—0

=mdim(X,d,T).
Por outro lado, Ve > 0,0 € (0,1) e p € Myp(X), obtemos a seguinte

desigualdade:

N,u(na 6, 5) < Nd(”v 6)'

Consequentemente,
sup  hyu(e,T,0) < S(e)
HEMT(X)
e
su h,(e,T,d S
lim sup Puestr(co Pl ) < limsup S :
0 llog(e)] 0 |log(e)]
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Fazendo § — 0

lim lim sup pemr) hule,T,9) < lim lim sup 5(e)
550 es0 llog(e)| T 620 eso o [log(e)]

Logo

su h,(e,T,6
lim lim sup Puesrr() Iul )

< mdim(X,d,T).
30 50 llog(€)| ( )

Com isso, concluimos que

su h,(e,T,d
lim lim sup Puetr() iul )

= mdim(X,d,T).
50 0 [log(e)| ( )

]

Proposicao 5.1.2. A dimensao métrica média superior da aplicacdo shift
(deslocamento) em [0, 1]% com a métrica dr(x,y) = Y, cp s d(xr, yi) € dada
por

mdim([0,1)%, dp, T) = 1,

ondex = (..., 2 1,20,%1,.-.), Y= (..., ¥_1,Y0,Y1,-..) e d = |z, — yp| em
[0, 1].

Demonstragao. Para k > 1 consideramos o conjunto P, = {p1,pa, ..., Pk},
onde p; = 212;1. Definimos A\; como uma medida de probabilidade em [0, 1]

tal que A\p(p;) = %,Vi € {1,2,...,k}, definimos também a medida produto
wr = (M\)®Z. Agora, consideramos o conjunto

Aigivisins = {2 €[0,1]% 1 20 = pig, -+, Tt = Din_, } -

Para prosseguir a demonstragao precisamos do seguinte lema:
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Lema 5.1.3. Seja r < ﬁ e q € [0,1]2. Entdo existe um 1inico conjunto
Aigiv.in_y tal que

Supp<:uk) N Bn(Qa T) C Aio,il,...,infl .

Demonstracao. Seja x € supp(pr) N Bp(g, 7). Logo, por defini¢ao, temos que

) ) 1
d(zj,y;) < dp(T?2,T7q) < dn(x,q) <r < ﬂ’vj €{0,1,...,n—1}.

De fato, como B,(q,r) = {z € [0,1]% : d,(z,q) < r}, onde

d,(z,q) = max {dT(Tjw,TjQ)} ;

0<i<n

obtemos que |z; — ;| < r,Vj, pois o primeiro termo da soma de dp(TVz,T7q)
é |x; — ¢;| e o restante dos termos sdo positivos. Logo

|z; — q;| = d(z,q5) < dT(zj,qu) < dp(x,q) <.

Como x € supp(pg) e pug é um produto de medidas, nenhuma das parcelas
da multiplicacao deve ser nula, logo z; € P;,Vj € Z, em particular para
j €40,1,...,n—1}. Como, pela definigdo de P sabemos que d(p;,p;) =
2—2,% # 7, isto implica que s6 temos uma escolha para z; em P, denotada
por p;;, provando a unicidade de A e concluindo a demonstracao do

lema.

20,81 -+ ey n—1

]

Continuando a demonstragao da proposicao, observamos que, em parti-
cular, o lema prova que

1
kn’
Logo, se A é um conjunto tal que pi(A) >1—4de

IU’]C(BTL<QJT)) < :uk(Aio,il,...,infl) = Vq S [0, 1]Z

L
AcC UBn(zi,r),
i=1
ou seja, A é coberto por L bolas dinamicas, entao
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- L
1—5</Lk <UB Ziy T ) ZBH Ziy T )

implicando que N, (n,r,d) > (1 —0)k™,Vn > 1,0 € (0,1). Portanto, pelo
Lema, obtemos que para § € (0,1) fixado e r < 1/2k

1
by, (r,T,0) = hmsup—logNuk(n,r, J)

n—oo

1
> lim sup ﬁ log ((1 —0)k™)

n—oo

= lim sup — - (log(l —0)+ log(k"))

n— o0
1
= lim —log(1 —¢) + limsup — log(k‘")
n—oo 1 n—oo 1

= limsup log(k) = log(k).

n—oo

Entao, considerando a sequéncia (r)gen tal que 7, = 1/3k, obtemos

h(r,T,0 h 1,6 1
lim sup PP ulr ) > lim sup M > lim L(k) —
=0 HOg(T” k—o0 |10g (3k:)| k—ro0 log(Sk‘)

Portanto, pelo Teorema anterior, concluimos que
mdim([0,1)%, dr, T) > 1.
Para mostrar a desigualdade oposta, utilizamos a ideia da demonstragao

encontrada em [5]. Inicialmente, como Ny(n,€) < Cy(n, €) obtemos

1
S(€) = limsup — log Ny(n, €)

n—oo T

1
< lim sup — log Cy(n, €).
n

n—o0
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Agora, dado € > 0 e [ = [log,(4/€)], onde [log,(4/€)] representa o menor
inteiro maior ou igual que log,(4/€), observamos que

1
> g <

[n|>1

N ™

De fato,
> -2( % )

|n|>l
1 1
2L+ -

1
2!

I
N

€

N

2-
2
4

Considerando a cobertura por abertos de [0, 1] dada por

I — (“‘f e ;”6) 0< k< 12/,

onde [12/€] representa o maior inteiro menor ou igual a 12/€ e cada inter-
valo I tem comprimento igual a €/6. Entao, para n > 1, consideramos a
cobertura de [0, 1]* dada por

[0,1]22 U {xzx—lElk_lw--awl—I—nEIan}-

ngfl:”wkH»n

Observamos que cada aberto desta cobertura tem diametro com respeito a
métrica d, menor que €. De fato, para [n| > [ sabemos que >_ -, 27l £
Para |n| <,
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=2 1 27 -1 +1
- T\2 921

1
:2(1—5)4-1
<241=3

Como o supremo entre a distancia de dois elementos de um mesmo intervalo
I}, é €/6, obtemos que
1 e < €
Z oln[ g S 9

Inl<t

e, portanto, o diametro com respeito a d, dos abertos desta cobertura é
menor ou igual que €. Logo,

Ca(n,e) < (1+ [12/€])" 7 < (1+12/e)"

implicando que

1
S(e) < limsup — log (1 + 12/¢)" !

n—oo TN
1 20+ 1
= limsup — - n+—+log (1+12/¢)
n—oo N 1

=log (1+12/¢).

Fazendo ¢ — 0, obtemos

limlog (1 + 12/€) = limlog (12/¢)
e—0 e—0
= lim (log(12) — log(c))

= lim — log(e) = lim|log(e)|.
para e suficientemente pequeno.
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Portanto,

mdim([0,1)%, dp, T) = lim sup 5(0)

0 [log(e)]
log (1 + 12
0 [log(e)]

e, consequentemente, mdim([0,1]%, dp, T) = 1.
]

Para ([0, 1]d)Z, basta seguir um desenvolvimento andlogo ao caso [0, 1)%
para obter

mdim <([0, 1]d)Z L dr, T) =d
ou utilizar a préoxima proposi¢ao para isso.

O préximo resultado é uma generalizacao do resultado anterior para
espagos métricos mais gerais, envolvendo a Dimensao de Minkowski supe-
rior ou Upper Box Dimension, definida por

- log N
dimp(Y,d) = limsup og—(e)j
0 [log(e)|

onde N(e) denota a cardinalidade méxima de um conjunto e-separado em

(Y, d).
Proposicao 5.1.4.
mdim(Y?, dp, T) = dimp(Y, d).

Demonstracao. Seja Y um espago métrico compacto com a métrica d. Con-
sideramos (€x), oy Uma sequéncia decrescente convergindo a zero tal que

lim log N (ex)

—— — dimp(Y,d).
koo |log(er)| imp (Y d)
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Seja P, = {xl, ZTo,. .. ,xN(Ek)} um conjunto de pontos €,-separados em Y
e A\r uma medida de probabilidade que da pesos 1/N(¢) a cada elemento de
Py. Pelo lema anterior, obtemos que para r < € /2

Vg e Y.

1
/J’k(BTL(q? T)) < N(Ek)"’

Logo, para todo § € (0,1) consideramos a sequéncia (7y)reny onde 1, =
€1/3 e o supremo em relacio as medidas u € Mz(Y%), obtemos

h,(r,T,6 T,
lim sup SUPy f( ) > limsup —h”’“ (r, T,9)
25 g (r) 25 log(r)
> lim sup —h“’“(ek/g’ T,9)
T ke [log(ex/3)]

1
lim sup,,_, o log ((1 = &) N (ex)")

> li
Hoap llog(e/3)

. lim,, £ log(1 — d) + limsup,, + log(N (e)")
= lim sup & "

. [log(ex/3)]
= lim sup —IOg(N(Ek»

koo |l0g(€r/3)]

. log(N(ex))
= lim su

brno og(ex) — log(3)]

= i 8N ey,
k—oo  |log(e)]

Portanto, mdim(Y%,dp, T) > dimp(Y,d).

Por outro lado, considerando € € (0,1), [ € N tal que

iy 1 €
A 20=2 " 2. diam(Y')
7121
e M a cardinalidade maxima de um conjunto e-separado B = {xz}f‘il em
Y. Supondo B um conjunto e-separado de cardinalidade maxima, temos que
Y = Ui‘il B(z;,€). Logo, podemos considerar a particao de Y dada pelos
conjuntos
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Consideramos a aplicagdo f : Y — Y definida por f(z) = x; onde i
representa o conjunto A; tal que z € A;. Como cada A; é mensuravel e a
uniao de mensuraveis ¢ mensuravel, temos que f é mensuravel.

Agora, consideramos o conjunto

Si

onde i; € {1,2,..., M} para cada j. Consequentemente, para cada z,y €
S; obtemos que

Z{yEYZ:yjeAijparatodo —l<j<n+l},

—l7"'7in+l

sl

i i . 1 1
d(T'z, T'y) < diam(Y) - Y _ om T > o d(2itj, Yivj)
|51>1 |71
€ 1
l7l<t

< Te,
para todo ¢ € {0,1,...,n}, pois diam(A;) < 2e Vi e
1—21 L ol—o-241-3-927<3
Zﬂ_ 1§+—(—)+—— < o.

l71<t i=

Concluimos entao que dz’am(SLl " ) < Te com respeito a métrica d,.
yeeeyln 41
Além disso,

7
Y = U Si—l7"'7in+l'

7;717"'77;n+l
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Entao, obtemos a seguinte desigualdade

NdT(n77€) < Mn+2l+1 g N(E)n+2l+1.

Considerando m = 7e e § € (0,1), temos que N,(n,m,0) < Cy(n,m)
para toda medida p. Logo

. sup,, h,(m,T,0) lim,, o = log Cy(n, m)
lim sup < lim sup n
m—0 \log(m)| m—0 HOg(m) |
< lim sup hmn_)o()% log(N (e)n+21+1)
" lo(7e)
’ log N (e)
= limsup ——=
2o Tlog(7e)]
5 log N (e)
= lim su
2o Tlog(7) — log(c)|

. logN(e) —
= limsup ———= = dimpg(Y,d).
2P Toga e

Portanto, concluimos que
mdim(Y?, dr, T) < dimp(Y, d).
Logo,

mdim(Y?, dp, T) = dimp(Y, d).

5.2 Funcio Taxa de Distorcao e h,(e, T, 0)

Nesta segdo vamos relacionar a fungao taxa de distor¢do R, (e) e a fungdo
71“(6, T,6). Além disso, vamos utilizar os resultados desta se¢ao para provar o
principio variacional para a dimensao métrica média que E. Lindenstrauss e
M. Tsukamoto estabeleceram em [5], onde relacionaram a dimensao métrica

média com a funcao taxa de distorcao.
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Antes de definirmos a fungdo taxa de distorcao R, (€), vamos definir a
informacao mutua entre duas varaveis aleatérias que possuam imagem finita.
Sejam 7, e Z, duas varidveis aleatorias com imagem finita agindo em X,
denotamos por H,(Z;) a entropia da partigao pré-imagem de Z; com respeito
a medida p, para i = {1,2}. Definimos a informagdo mutua de Z; e Zy por

1(Z1, Zs) = H,(Z1) + Hy(Z2) — HW(Z1 V Zs),
onde H,,(Z,V Z3) denota a entropia do refinamento das parti¢des pré-imagem
de Zl (§] ZQ.

Definicao 5.2.1. Dizemos que o par (X,Y) satisfaz a condigdo (%), se as
sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. Eziste um espago de probabilidade (Q,P) tal que X : Q@ - X eY =
(Yo, Y1,..., Y, 1) : Q — X" sdo aplicagoes mensurdveis;

2. A medida X, P € uma medida de probabilidade T-invariante em X;

3. E (L0 AT X, ) < e

Dizemos que o par (X,Y) satisfaz a condi¢do (%), se, além disso, temos
X.P=pu.

Definigao 5.2.2. Dada uma medida de probabilidade T-invariante p em X,
definimos a funcao taxa de distor¢ao como

1
R, (e) = inf ﬁI#(X, Y),

onde o infimo € tomado sobre todos os pares (X,Y') satisfazendo a condi¢do

(*)n,E,u'

Agora, considerando a aplicacao T : X — X e uma métrica d podemos
definir mais uma nova familia de métricas em X, semelhante a métrica d,,,
porém, usando a média da distancia entre os n primeiros iterados ao invés
da distancia méaxima entre eles.
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Entao, definimos

n—1

da(w,y) = = 3 d(T*(2), T(y).

k=0

3

Denotamos uma bola de raio € na métrica d,, como uma (n, €)-bola dindmica
média.

Analogamente a Defini¢ao 4.0.1, onde usamos a métrica d,, para definir
h,(e, T, ), a préxima definigao é semelhante, porém, utilizamos a métrica
dy,.

Definicao 5.2.3. Seja p uma medida de probabilidade T-invariante em X .
Definimos

- 1 N
h,(e,T,9) = limsup —log N,(n, €, 6),

n—oo 1

onde N,(n,e,8) é o mimero minimo de (n,e)-bolas dinamicas médias ne-
cessdrias para cobrir um conjunto com medida estritamente maior que 1 — 9
com respeito a . Definimos também a entropia métrica média com respeito
a it como sendo o limite

h(T,5) = lim hu(e,T,6).

Proposicao 5.2.4. Seja p uma medida de probabilidade ergodica T -invariante
e (X, d) um espago métrico compacto com diametro D. Entdo

R,(€) < hu(e/2,T,e/2D).
Se P ¢ uma particdo com diametro menor que €. Entdo

R,(e) < hy(P,T).

Demonstracao. Por definicao, temos que

1
R,(e) =inf —1,(X,Y),
n

onde (X,Y) satisfazem a condigao (%), -
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Considerando K C X tal que N(K,n,€e/2) = N(n,e/2,¢/2D) = N, ou
seja, o nimero minimo de (n, €/2)-bolas dinamicas médias necessarias para
cobrir K ¢é igual ao niimero minimo de (n,¢/2)-bolas dindmicas médias ne-
cessarias para cobrir um conjunto de medida p maior que 1 — €/2D.

Logo, existem pontos {z;}1, em X tais que
N €

K C Bn <IZ’, —)
Uz (o3

€
K)y>1—-—.
1(K) 5D
Além disso, consideramos uma particao de K {A;, As,..., Ay}, cons-
truida da seguinte forma:

A1 :Bn <[E17§> NnK

= (30 o) ) B2 o)

A]\; _ (Bn (:w%) N K) \ (Bn (xgg) U---UB, (:cNfl, %))

Entao, considerando Ay = &'\ vazl A;, obtemos uma particao de X' com
N + 1 elementos.

Agora, definimos uma aplicagao mensuravel f : X — X, andloga a defi-
nida na proposigao anterior, onde f(z) =x;se z € A;ei € {1,2,...,N} e
flx)=pe X\ K sex € Ayyi. Além disso, observamos que para r € K,

d,(z, f(x)) < €/2 e, por construgdo, obtemos também que |f(z)| = N + 1.

Definimos Y = (f(x), T(f(x)),T*(f(x)),...,T""(f(2))). Como f(z)
pode tomar somente N + 1 valores, obtemos também que [Im(Y)| = N + 1.

Logo
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N
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iy
o

pois, como d(T*(z), T*(f(x)) < D, concluimos que

n—1

/X\K % Z AT @), TS (@) dpu() < . Ddyu(z)

=D e du(x) = Du(X \ K).

Para a integral em K, sabendo que d,(z, f(z)) < €/2, obtemos a seguinte
desigualdade

= d(TH(x), TH(f (@))dp(x) < [ =dp(x)
n 2
KT K
= gu(K )
<=
2

Portanto



pois u(K) > 1—¢/2D implica que u(X \ K) < €/2D.

Agora, a partir da definicao da informacao mutua, obtemos as seguintes
desigualdades:

L(X,Y) = Hy(X) + Hy(Y) = Hy(X VY)
= Hu(X) + Hu(Y) = (Hu(X) + Hu(Y]X))
= H,(Y) = Hu(Y]X)
< Hu(Y)
< log(|f(2)])
= log(N +1)

Logo

1
R,(e) =inf —1,(X,Y)
n

1
< liminf —7,(X,Y)

n—oo N

s (5. 55)
< liminf —lo n,—, —
e B\ e\ 55

€

Relacionando as duas métricas d,, e d,,, observamos que se 0 maximo entre
as distancias dos iterados é menor do que €, ou seja, d,(z,y) < €, entao a
distancia média dos iterados também ¢ menor do que €, ou seja, d,(z,y) < €.

Portanto, concluimos que

B(x,€) C By(z,€).
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Entao, considerando uma cobertura por bolas dinamicas para um deter-
minado conjunto, isto implica que podemos considerar uma cobertura para
este mesmo conjunto por meio de bolas dinamicas médias centradas nos mes-
mos pontos e com mesmo raio. Consequentemente N,(n,€,0) > Nu(n, €,0) e

hu(e/2,T,¢/2D) = h,, (¢/2,T,¢/2D) .

Pelo Lema 4.0.2, temos

1
h,(P,T) > limsup — log N, (n,¢€,0),
n

n—oo

para qualquer particdo com diametro menor que € e qualquer 6 € (0,1).
Com isso, concluimos que

Rou(€) < by, (¢/2.T./2D) < h,(P.T),

onde P é uma particao com diametro menor do que e.

A demonstrac¢ao do préximo teorema pode ser encontrado em [14].

Teorema 5.2.5. Seja X : (Q,P) — (X, 1) uma aplicagio mensurdvel com
XP = u onde p é uma medida de probabilidade ergodica T-invariante em
X. Dado ¢y > 0, existe n(ey) € N tal que para cada n > n(ey), existe uma
fungao mensurdvel f, : X — X" tal que o par (X, f, 0 X) satisfaz a condi¢ao
(Fnereo € | fa(X)] < enluldreo),

Definicao 5.2.6. Uma aplicagéo Z : X — X™ € uma (n, €)-aproximacgdao de
(X,T) se é€ uma aplicagdo mensurdvel com imagem finita e satisfaz

/x % i d(T*(x), Zi(x))dp(z) < e

Lema 5.2.7. Dada Z uma (n, €)-aproximagcao de (X, T), podemos encontrar
uma (n,2¢)-aprozimagaio de (X,T) Z' = (Z},...,Z! ) tal que Z, = T*Z).
Além disso, as particoes geradas pelas pré-imagens de Z e Z' coincidem.

Demonstragao. Como Z é uma (n,e€)-aproximacao de (X,T), temos que
Im(Z) = {z,2,...,2r}, onde z; € X", Vj € {1,...,T}, pois Z tem ima-
gem finita.
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Logo, denotamos por Q = {Q1,...,Qr} a partigdo pré-imagem de Z, ou
seja, a particao tal que

Zle =z = (Zj’o, R 7Zj,n—1) c X",

Entao, obtemos que

/Zdi ), Zi(2))dp(x Z/ ZdT’ 2p)dp(x),

Para simplificar a notacao, definimos a funcgao g : Qr — R dada por

n—1

gu() = =3 d(T (1), 21).

n <
1=0

Usando o fato de Z ser uma (n, €)-aproximagao, obtemos que
z/ zd:ﬂ xdua z/ <e

Considerando a; = ka gr(x)du(x), analisamos os casos ax # 0 e a, = 0.
Entao, supondo a; # 0 para algum &k € {1,...,T}, afirmamos que exite um
ponto xy € @y tal que
Qy

M(Qk).

gi(xy) <

De fato, supondo por absurdo que

entao
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ag
/Q (x)d(r) > /Q e

= %/ dp(z)

g
= 1(Qx) =
1(Qr)
o que implica que a; > ax, absurdo. Logo, obtemos que
Qg
gr(Tr) < ———-
= Q)
Agora, se a;, = 0, escolhemos x; como sendo qualquer ponto de Q.
Definimos
Zl(z) = T"(z), Vo € Q4
e

ZNx) = (2}, Z1,..., Z) 1)
= (QTk,TZ(l‘k),...,Tn 1(l‘k)),

sempre que r € Q. Além disso, pela construcao de Z’, obtemos que a
particao pré-imagem de Z e Z’ coincidem.

Entao,
1 n—1
[aTdre Z/ Zd (T (), T' (@) dp(). (5.1)

Usando a desigualdade triangular e a linearidade da integral, obtemos
que 5.1 é menor um igual a

Z( [ are), s + | %Zdw,i,ﬂm)du(@),

k=0 k=0
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que por sua vez ¢ igual a

Z ar + 1(Qr)gr(xr)) - (5.2)

obtemos que 5.2 é menor ou igual a

k)

T

Z 2ar) =2 -
=1

Logo, concluimos que Z" é uma (n, 2¢)-aproximagao para (X, 7).

Como gy (zy) <

(

Mq

(ak) < 2€.

B
Il

1

]

Proposicao 5.2.8. Seja p uma medida de probabilidade ergodica T -invariante.
Entao

h(4Le, T,1/L) < R, (e).

Demonstracao. Fixado ¢y > 0 arbitrariamente pequeno. Para n > n(ey) con-
sideramos a aplicagao f, = (fn0,---s fan-1) : X = X" dada pelo Teorema
5.2.5.

Como (X, f,(X)) satisfaz a condi¢ao (*), et¢,, onde X : (Q,P) — (X, u)

¢ uma aplicacao mensuravel com X,P = pu, obtemos que

1 n—1 i - 1 n—1 )

(5.3)

De fato, considerando E' um conjunto mensuravel e Xz sua funcao carac-
teristica, entao

/X X dp = p(E) = P(XY(E)) = /Q Xp o XdP.

Como a integral é um funcional linear, segue que

/sd,u:/szd]P’ (5.4)
X Q
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- k
para toda funcao simples s = ijl a;jXy;, onde ay, ..., € Re Ay, ..., Ay
sao conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois.

Seja ¢ uma funcao mensuravel nao negativa e integravel, entao existe
uma sequéncia nao decrescente de funcgoes simples 0 < s < s9 < -+
com lim,, , s,(z) = ¢(z),Vz € X e, por definicao de integral, [¢ du =
lim, e [ S, dp. Além disso, obtemos também que lim,, o (s, 0 X) (z) =
(poX)(x), paratodo x € Qe 0 < s30X < s90X < ---. Logo, pelo
Teorema da Convergéncia Monétona, temos que

lim snon}P):/goon]P’.
Q Q

n—o0

Portanto, usando 5.4 concluimos que

/god,u:/gponIP’
X Q

para toda funcao mensuravel nao negativa e integravel.
Como d é mensuravel e nao negativa, isto implica que vale 5.3.

Por meio desta igualdade, observamos que para todo n > n(e¢) cada
fn € uma (n, € + €y)-aproximagao de (X,7T) e, além disso, como |f,(X)| <
e Fu(dte) gplicando o logaritmo e dividindo por n esta desigualdade, obte-
mos que

1
— 108 ()] < Rule) + 6o

Pelo Lema 5.2.7 , podemos encontrar aplicagoes fn : X = &A™ que sao
(n, 2€ 4 2€q)-aproximagdes de (X, T) com f, = T* fp 0. Definindo g, = fn.0,
escrevemos f, como

.]En = (gnu Tgna ce >Tn_1gn)'
Como as partigoes pré-imagem de f, e fn coincidem, obtemos também que
Hy(fn) = Hu(fn) € |fa(X)] = [fa(X)] = |gn(X)], pois as coordenadas de fn
dependem somente da primeira coordenada que € g,. Logo, obtemos que

1
Eloglgn(?f)l < Ru(e) +eo.
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Antes de relacionar Ry, (¢) com hy,(4Le, T, 1/L), observamos que

/ dy (2, gn(z))dp(x) = / %id(Tk(x),Tkgn(x))d,u(x) < 26 + 2¢.
x x "=

Definindo C' = g,(X) C X e A =, ... Bn(p, 2L(€ + 7)) afirmamos que

w(A) >1-1/L.

peC

~ De fato, se # € X\ A, entao dy(z, gn(2)) > 2L(e + ), caso contrério,
dn(z, gn(x)) < 2L(e + €y) implicaria que = € B,(p,2L(e + €)) para algum
p € C e, consequentemente, r € A.

Como
[ dutegntanin= [ e e+ [ o0 < 20+ o),

obtemos

/ 2L(e + e0)dpi(z) < / 0o, g () dp() < 2(e + o),
X\A X\A

implicando
2L(e + e0)pu(X \ A) < 2(e + €p).

Portanto, concluimos que

p(X\A) <

SIE

consequentemente
p(A) =1 -

Por construgao, sabemos que o conjunto A pode ser coberto por |C|=
|gn(X)| (n,2L(e + €))-bolas dindmicas médias. Logo, obtemos que
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Nyu(n, 2L(e + €0), 1/L) < [gn(X)]-

Aplicando o logaritmo e dividindo por n em ambos os lados da desigualdade,
temos

1 ~ 1
Elog N,(n,2L(e+¢€),1/L) < - log|gn(X)| < R,(€) + €0, Vn > n(e).

Agora, para cada €y > 0 fixado, a desigualdade anterior implica que

1 .
limsup —log N, (n,2L(e + €y),1/L) < R,(€) + €o.
n

n—oo

Fazendo ¢y — 0, em algum momento vamos ter €y < € e 2L(e + ¢y) < 4Le,
entao

N,(n,4Le,1/L) < N,(n,2L(e + €),1/L)

1 ~ 1 ~
limsup — log N, (n,4Le, 1/L) < limsup — log N, (n,2L(e + €), 1/L).
n n

n—0o0 n—o0

Portanto,

. 1 .
h,(4Le, T,1/L) = limsup — log N,,(n,4Le, 1/L) < R, (¢).
n

n—oo

O préximo teorema resume as Proposigoes 5.2.4 e 5.2.8.

Teorema 5.2.9. Seja (X, d) um espago métrico compacto com diametro D,
T : X — X uma transformacao continua e p uma medida de probabilidade
ergodica T-invariante. Entdo

hu(4Le, T,1/L) < R,(€) < hyle, T e/2D).
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Defini¢ao 5.2.10. Dado x € X, n >0 er € (0,1) definimos

B! (z,e,1) = {yeX:%#{Oéién—l:d(Ti(x),Ti(y)) <e} > 1—7’}.

Definimos também N,(n,€,0,7) como o nimero minimo de bolas B, (z, €, )
necessdarias para cobrir um conjunto com medida maior ou igual que 1 — 0.

A seguinte proposigao segue de um resultado encontrado em [16].

Proposicao 5.2.11. Seja p uma medida de probabilidade ergodica T -invariante.
Entao, para cada 6 € (0,1), temos a sequinte desigualdade

1
h,(T) < lim lim lim sup —log N,,(n, €,d,7).
n

r—=0e=0 ;500

Se assumirmos que X é compacto, entao obtemos a igualdade.

Uma aplicagao da Proposicao 5.2.11 é o proximo resultado.

Proposicao 5.2.12. Seja p uma medida de probabilidade ergodica T -invariante.
Entao, para § € (0,1) temos

h(T) < h, (T, 6).

Demonstracao. Inicialmente, observamos que se y € Bn(gc,e), entao y €
B! (x, Le, 1/L). De fato, supondo por contradi¢ao que y € B, (z,€) e

#{0<i<n—1:d(T(2),T"(y) > Le} > T

obtemos

) = £ Y d(T @), T')

n

> T Le)ze,

SENS

implicando que y # By (z, €).
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Logo, concluimos que

#{0<i<n-—1: d(TZ()Ti(y)>Le}<%

que é equivalente a

L <i<n-1:d@@). Tw) <L > 1- 1.

Com isso, concluimos que
B, (z,€) C B (x,Le, 1/L).
Entao,

N,(n,Le,5,1/L) < Ny(n,€,6),¥5 € (0,1)

hmsup—logN (n,Le,0,1/L) < l1msup log N, (n, €, 6).

n—oo n—0o0

Fazendo € — 0, mas com L fixado, obtemos

1 1
hmhmsup log N, (n, Le, 6,1/L) = hmhmsup—logN (n,€,9).

=0 pueo n—00

Como

hmhmsup log N, (n, €,8) = h, (T, 6),

=0 noco

temos que

1
hmhmsup log N, (n,€,8,1/L) < h,(T,6).

=0 nooo

Fazendo L — oo e usando a proposicao anterior, obtemos
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1 .
h,(T) < lim limlimsup —log N,(n,€,6,1/L) < h,(T,6).
n

L—ocoe—0 5 400

]

Corolario 5.2.13. Seja (X, d) um espago métrico compacto de diametro D,
T : X — X uma transformacdo continua e p uma medida de probabilidade
ergodica T-invariante. Entao

h,(T,6) = lg% R, (e) = h,(T).
Demonstracao. Pelo Teorema 5.2.9, sabemos que
hu(4Le, T,1/L) < R,(€) < hy(e, T €/2D).
Como Nu(n, €,0) < Ny(n,€,6), pois By(x,€) C B, (x,€), obtemos

hu(e/2,T,e/2D) < h,(e/2,T,e/2D).
Logo,

h,(4Le, T,1/L) < R,(e) < h,(e,T,€/2D).
Tomando o limite com ¢ tendendo a zero, temos

lim hu(4Le, T,1/L) < lim R,,(¢) < lim hy, (e, T, ¢/2D),

e, consequentemente

h,(T,0) < lirr(l) R,(e) < h,(T).

Pela proposicao anterior, sabemos que izH(T, §) = h,(T') e, portanto, con-
cluimos que

h(T,8) = lim R, (¢) = h,(T).

e—0
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Definicao 5.2.14. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T : X — X
uma aplicacao continua. Entao

. 1 -
S(X,d,e) = limsup — log Ny(n, €),

n—oo T
onde Nd(n, €) é definido como sendo a cardinalidade mazima de um conjunto

(n, €)-separado com respeito a métrica d,.

Frequentemente denotaremos S(e) = S(X,d, ) quando a dindmica estd
bem especificada.

Lema 5.2.15. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T : X — X uma
aplicagao injetiva. Dado € >0 e 0 € (0,1/4), existe uma medida de probabi-
lidade T-invariante p. tal que

- ~ 2¢ ~ €
> — .
b6 T, 0) /5(1_45) 355<1_45)

Demonstracao. Fixado e > 0e ¢ € (0,1/4). Seja

E, = {xl,xg, . 7de(n,e)}

uma colegao de pontos (n, €)-separados em relagdo a métrica d,, com cardi-
nalidade Ny(n,€). Definimos também a medida

1
On = |En‘ Z 5:(:7

.Z‘EEn

onde d, ¢ a medida de probabilidade suportada no ponto x e
1 n—1
On = — Trq,,.

Consideramos uma sequéncia (ny),oy tal que

_ 1 .
S(X,d,e) = lim — log Ny(ng, €).

k—oo Nk

Conforme argumentado no Lema 4.0.4, podemos obter uma subsequéncia
de (n) tal que (G, ), oy converge a uma medida de probabilidade T-invariante
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p. Além disso, podemos considerar a sequéncia de tal modo que limy ;o 55 =
00.

Consideramos K C X um conjunto aberto com u(K) >1—4de

N (K, n, (1 —40)e/2) = N, (n, (1 —40)e/2,6),

onde N(K,n,r) é definido como sendo o ntimero minimo de (n,7)-bolas
dinamicas médias necessarias para cobrir K. Além disso, conforme argu-
mentado no Lema 4.0.4, existe ky € N tal que 7,, (K) > 1 —6,Vk > k.
Entao, definimos o conjunto

L = {(z’,j) eN2:0<z<n—1,1<j<Nd(n,e)},
onde (i,7) =1se T"(z;) € K e (i,7) = 0 caso contrério.

Definindo 7 como sendo o nimero de uns em L,,, seguimos uma ar-
gumentacio analoga ao Lema 4.0.4 e obtemos 7 > npNg(ng, €)(1 — 6). Além
disso, para s > 1 onde s € R, definimos L,, (s) como sendo o conjunto dos ele-
mentos de L,,, com as primeiras coordenadas no intervalo H"—’“} , Mg — [%] — 1}

k
e concluimos também que

onde 7(s) é o nimero de uns em Ly, (s).

Agora, ao assumirmos que

1
< s <

I
1—-26——
k

o que pode ser feito tomando k suficientemente grande de modo que 6 > 1/k,
obtemos que o ntimero de uns em Ly, (s) é pelo menos ng Ny(ng, €)6. Como
Ly, (s) tem (nk — [Z—k} — [”—k’“]) linhas, calculando o niimero médio de uns por
linha concluimos que existe um indice my tal que a my-ésima linha possui

1
1—36

Ng(ng,e)d
pelo menos % uns e [%E] <myp <y — [2£].

Em paralelo a isto, consideramos B um conjunto (my, €/2)-separado com
respeito a métrica d,,, com |B| = Ng(my,€/2). Isto implica que podemos
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cobrir X com Ny(my, €/2) (my, €/2)-bolas dindmicas médias, ou seja,

X =|]JBu, (y.¢/2).

yeB

Agora, observamos que se i # j e

R 1 mk—l
dmk(xi7$j) - m_k Z d(Tl(xZ)uTl(:E])) <€
1=0
entao
mp—1
D d(T' (@), T (xy)) < mye.
1=0

Com isso, obtemos que

nk—mk—l

mye+ Y AT (), T ()

p=0
¢ maior ou igual a
mk—l nk—l B
D AT (@), T ay) + Y d(T' (@), T'(w))) = ng - duy (3,75),
=0 l=my,

que pela defini¢ao de £, , implica

ng—myg—1

Z d(T™FP(2;), T™ P (7)) = nge — mye = (ng, — my,)e,
p=0

ou seja,

dnk—mk (ka (xz)vak (37])) 2 €.
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Podemos concluir também que existe um um subconjunto
I C {1,2, . ,Nd(nk,e)}

tal quesei € I, entao T™* (z;) € K. Além disso, pelos argumentos anteriores,
sabemos que

nkNd(nk,e)5
=[] =[]
Entao, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe um subconjunto A C

{T™ () },e; C K tal que o diametro de A com respeito a d,,, é no maximo
€e

|[| 2 Z Nd(nk, 6)5

4] > Nl o
Na(my, €/2)
Logo, isto implica que se a,b € A e a # b, entao Jnk_mk(a,b) > ¢ e, conse-
quentemente, obtemos
i - e(ng —my)
ne(@,0) = dpyy —m, (a,0) > € > ——=.
3
Como my, < ny, — [%}, entdao —my, > ["—s’“} — ng, implicando que
ng
R R
— = 1 1 1
Mk — Mk [ } s _ >

N N N S (% N

devido a escolha de 5. Com isso, conclufmos que d,,, (a,b) > (1—36 —1/n)e.
Como para k suficientemente grande 1/n; < ¢, isto implica que Jnk(a, b) >
(1 — 49) €, mostramos que A é um conjunto (n, (1—44)e)-separado em relacao
a d,,. Considerando P o ntmero méximo de elementos de um conjunto
(n, (1 — 40)e)-separado em relacdo a d,, contido em K, temos

N, (n, (1 —46)¢/2,8) = Ny (K, n, (1 —46)e/2)
> P
> |4
2 {Vd(nk,e)é
Nd(mk,€/2)
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Definindo o = (1 — 49)e/2, obtemos

B 1 .
hu(a,T,0) = limsup —log N, (n, a, §)

n—oo N
1 N, b
> lim sup — log M
k—oo Tk Nd(mk, 6/2)

1 ~ 1 ~
= lim sup (— log Ny(ng, €) — — log Ny(my, 6/2))
N

k—o00 ng

k—oc0 ng ng Mg

8 1 .
= lim sup (ilog Na(ng, €) — M~ log Ny(my,, e/2)> :

ng ~ . my 1 1
Como my < ny — [?}, entao 7 < I—<+ — Logo,

- 1 ~ 1 1 1 -
h,(a,T,0) > limsup (— log Ng(ng, €) — (1 — -+ —) — log Nd(mk,e/Z))

k—o00 Nk S ng /) Mg

1 ~ 1 1 -
> lim sup <— log Ng(ng, €) — (3(5 + —) p— log Ng(my, e/2))
k

k—00 g ng

1 ~ 1 1 -
> lim — log Ny(ny, €) — limsup ((35 + —) — log Ng(my, e/2)>

k—oo M, k—o0 ng /) mg

1 - 1 ~
= lim — log Ny(ng, €) — 36 lim sup — log Ny(my, €/2).

k—o00 My, k—oo TNk

Como [%} < my, entao my — oo quando £k — oo. Com isso, concluimos
que

ha(, T,6) = S(e) — 365(¢/2),

pois, pela escolha da sequéncia (ny), sabemos que

1 N
S(e) = ,}i_{gon—klog Na(n, €)
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S(e/2) = limsup ! log Ny(n, €/2)

n—oo TN

1 5
> lim sup — log Ny(my, €/2).

k—oo Mg

Portanto,

- ~ 2¢ ~ €
> — .
hu(e,T,é)/S(l_M) 355(1_45)

Em particular, isto implica que

- - 2¢ & €
S _ — .

O

A partir de agora, precisamos de uma versao do Teorema 5.2.5 para me-
didas nao ergddicas. Para isso, consideramos em X" a métrica p, dada por

1 n
=1

onde z = (z1,...,2,) ¢y = (y1,...,Yn). Definimos também a medida p"
como p"(A) = u((T™)~1(A)), para todo A C X™ mensuravel, onde T
X — X" é definida como T™(z) = (z,T(z),...,T" (). Além disso, para
um subconjunto finito C,, C X, definimos E,(C},) como

B (Co) = [ min pu(a, c)du™ ().
yn c€Cn

Definicao 5.2.16. Dado R > 0, definimos

5,(R) =inf {E,(C,) : C, C X" e |Cy| < ™'}

D,(R) = inf {Eu (

—

n—

SRS

1
d(T*X,Y; 0 X)) : EIM(X, (Yo,..., Y, 1)) < R} .

e
Il

0
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As demonstragoes dos préximos trés resultados podem ser encontradas
em [14].

Teorema 5.2.17. Seja p uma medida de probabilidade ergodica T-invariante
em X. Entao

5,(R) = D,(R).

Proposicao 5.2.18. A funcdo p — 0,(R) € afim e semicontinua superior-
mente. A func¢do R — §,(R) € convera e decrescente.

Corolario 5.2.19. Seja  uma medida de probabilidade T-invariante em X .
Entao

M@—AM@M@%

onde pp = [ pydp(x) é a decomposicio ergédica de p.

Além disso, temos que
}%gfo 6,(R) =0.

De fato, como E,(C,) = an Mineee, po(z, c)du™(x), p, é uma métrica e a
integral é um funcional linear positivo, obtemos que E,(C,) > 0 e, conse-
quentemente, infr>od,(R) = 0.

Além disso, dado € > 0, seja B um conjunto e-separado de cardinalidade
maxima. Entao, isto implica que para todo x € X, existe um elemento b € B
tal que d(z,b) < e. Logo, definimos C),, como

C,=BxBx---xB,

onde estamos tomando o produto cartesiano de B n vezes. Com isso, con-
cluimos que |Cy| = N (€)™ e pp(x,c) < €, para algum ¢ € C,,.

De fato, para todo z = (z1,...,x,) € X", Jc = (¢1,...,¢,) € C, tal que
d(x;,¢;) < e,¥i€{l,...,n}. Logo
(0,0 = 23 d(wc) <~ e <
n\L,C) = — T, C; — - ne €.
P n < n
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Portanto,
i (o )" (o) < [ edy(a) =
xn ceChp n

desde que N(€)" < e"®, o0 que é possivel tomando R suficientemente grande.
Logo, E,(C,,) pode ser tomado tao préximo de zero quanto se queira, basta
considerar C), assim como definido anteriormente e R suficientemente grande.
Com isso, concluimos que infp=(0,(R) = 0.

Agora, como 9, (R) é convexa e infp> 6, (R) = 0, temos que 9, (R) é estri-
tamente decrescente em R se 6,(R) > 0. De fato, supondo por contradigao
que existem R; e Ry tais que Ry < Ry e 0,(Ry) = d,(R2) > 0. Como
infp=0d,(R) = 0, exite R3 tal que Ry < Ry < R3 e 6,(R3) < 0,(Ry). Como
0,(R) é convexa em R, isto implica que

Ou(Ri(1 = X) 4+ AR3) < (1 — A)6,(R1) + Ao, (Rs3), VA € [0,1].
Considerando A € (0,1) tal que (1 — N)R; + N R3 = Rs, obtemos

0u(R2) < (1 = N)ou(Ri) + Ny (Rs)
1-— X)‘Su(Rl) + X‘Su(Rl)
(R

Ry

VANV/AN

—~

=0
:5/'L

~—

=

—~
~—

Logo, obtemos que 0,(R2) < 0,(R2), o que é uma contradi¢do. Portanto,
0,(R) é estritamente decrescente se 0,(R) > 0, pois, pela proposicao 3.3.16
jé sabemos que R — §,(R) é decrescente.

Definindo

Doc(R) = sup D, (R) = supé,,(R),

reX reX

temos que Do (R) é uma fun¢ao convexa pois é o supremo de funges con-
vexas, consequentemente é também uma funcao continua. Além disso, pela
definicao de Do (R), também temos que infp-g Doo(R) = 0 e Doo(R) € estri-
tamente decrescente em R se Dy (R) > 0.
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Afirmamos também que R,(e) e D,(R) sao inversas uma da outra nos
pontos onde R,(¢) e D,(R) sdo estritamente decrescentes. De fato, pela
definicao de D,(R), temos

n

D,(R,(¢)) = inf {Eu (% nid(T’fX, Y; 0 X)) : l[M(X, Y) < Ru(e)}

n

n—1
. 1 1 |
= inf {Eu (ﬁ ;_0 d(T*X, Y}, 0 X)) L(X)Y) < inf —L(Z, W)}

onde Z, W satisfazem a condigao (%), .

Como R, (¢) é estritamente decrescente, para que ~1,(X,Y) < R,(e) ¢
necessario que X, Y satisfacam (%), ., , onde e; > e. Caso contrario, se €; < e,
terfamos R, (e1) > Ry(€), ou seja, inf 11,(X,Y) > inf 21,(Z, W), o que seria
uma contradi¢do. Logo, obtemos D, (R, (€)) = €.

Por outro lado,

.1
R.(Du(R)) = gg/ E]M(Z7 W),

tais que, Z, W satisfazem a condicao (*),,p,(r),u- Como R, (€) é estritamente
decrescente, o infimo vai ocorrer quando

E, (1 nz_:d(TkZ, Wk)> = D,(R)

n
k=0

que ¢ igual a

n—1
. 1 1
}g}ﬁ {]Eu (5 § d(T*X,Y} o X)) : ﬁIM(X, Y) < R} .

k=0

Como D, (R) é estritamente decrescente, temos que se Ry < R, isto implica
que D, (Ry) > D,(R). Entao

XY n
k=0

n—1
1 1
inf {E (- d(TFX, Yy o X)) (X, Y)< R < R}
n
¢ maior do que
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3

-1
. 1 i 1
— - — <
inf {E (n > d(ThX, Y oX)) L(X,Y) < R}.

k=0
Logo, o infimo da esperanca acima ocorre quando %]N(X, Y) = R. Portanto,
R, (Du(R)) = R.

Lema 5.2.20. Seja D,,, : (0,00) = R uma fungdo convexa decrescente para
cada x € X e definindo

Do (R) = sup D,.(R).

Seja I = {t € (0,00) : Dyo(t) > 0} e J = Im(Dy). Entio D' : J — I estd
bem definida e para todo € € J, temos

D !(e) = sup D;xl (€).

o0

Demonstracao. Pela convexidade de D, obtemos a convexidade de D, que
implica a continuidade de D,,. Como D, é estritamente decrescente em R
quando Dy, (R) > 0, temos que D! estd bem definida e que J é um intervalo
aberto.

Afirmamos que
o0

D' (e) = sup D, (e).

De fato, supondo por contradiao que Do (R) > D, (R) e D! (e) < sup, D, (e).
Entao, temos que

D (Doo(R)) < D, (Doo(R))
< D, (Dy.(R))

pois D;xl(e) ¢ decrescente. Logo, obtemos que R < R, o que é uma con-
tradicao. Portanto, concluimos que

o0

D.'(e) = sup D, (e).
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Agora, afirmamos que

o0

sup D !(e) = D (e).

Supondo novamente por contradicao que existe g > 0 e € € J tal que
para todo x € X temos D_}(e) — ey > D, '(€) sempre que D7 '(€) estd bem
definida. Seja b= D!'(¢) e a = D !(e) — 5. Como

[e.e]

Dyo(a) = Do (DM (€) — €0) > Doo(D M €)) = €

o0

Dy (a) =sup D, (a) > e,

existe 0 > 0 tal que sup, D, (a) —d > €. Logo, isto implica que existe z € X
tal que

D, (a) >sup D, (a) — 0 > e.
Portanto, obtemos

Du(a) 2 Dy, (a) > € = Dog(b) 2 Dy, (b).

Pelo Teorema do Valor Intermediario, 3¢ € (a,b] tal que D, (c) = €, im-
plicando que ¢ > a = D3'(e) — €, mas D '(e) — ¢ > D,'(e) = c¢. Logo,
obtemos uma contradigao e, consequentemente, temos

o

D3} (€) = sup D, ! (e).
[l

Proposicao 5.2.21. Seja (X,d) um espago métrico compacto e p uma me-
dida de probabilidade T-invariante. Entao

hu(Le,T,1/L) <sup R, (€) < sup Ry(e).

w ergodicas

Demonstracao. Afirmamos que dado R > 0 e ¢y > 0, existe C,, C X™ tal que
’Cn| < en(R+eo) e
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Bu(Co) < [ Du(Ruta) +

De fato, como §,,(R) é decrescente, obtemos

(SM(R + 60)

Logo,

5,(R+ ) =inf {E,(Cy,) : C,, C X" e |G| < "L < D (R) + €.
Em particular, para R = Ry (€) = sup, R, (€), obtemos

E,(Cn) < Do(R(€)) + €0 = € + €

para algum C),. Como

E.(Cn) = min p,(z, ¢)dp"(z) < € + €,
xn ceCp
isto implica que Vo € X™, 3¢ € C, tal que p,(z, c) < e+e€g. Entao, concluimos
que podemos cobrir X™ com bolas fechadas centradas nos pontos de C,, e raio
€ + €9 com respeito a métrica p,. Com isso, obtemos que

Cul 3 Culn, 2(e + €0)) > Naln, 2(e + o).
Seja A C X" um conjunto (n, 2(e+ ¢€p))-separado com cardinalidade igual
a Na(n,2(e+e)) e BC XXT(X)x---xT" 1(X) um conjunto (n,2(e+¢))-
separado com cardinalidade maxima tal que todo ponto b € B ¢é da forma

b= (b,T(b),..., T"(b)).
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Al > |B]
>

min {|C] : C' é uma cobertura por bolas abertas de raio 2(e + ¢)},

cujos centros das bolas sdo da forma ¢ = (¢, T(c),...,T" (c)) e cobrem o
conjunto K formado por todos os pontos T = (z,T(z), ..., T" !(x)).

Agora, observamos que se T = (z,...,7" !(z)) € B,,(¢,2(e+¢)), entao,
pela definicao de p,, obtemos que

do(z,c) = % z_: (T (), TH(c)) < 2€ + 260,

Com isso, concluimos que x € Bn(c, 2¢ + 2¢y). Como T é arbitrario e a uniao
das bolas centradas nos pontos de C' cobrem K, ao considerarmos o conjunto
C’ dos pontos de X formado pela primeira coordenada dos pontos de C,
formamos uma cobertura de X por bolas de raio 2¢ + 2¢; com respeito a
métrica d,. Logo,

|IC| =|C"| = Nu(n,2(e + €),0),Vd € (0,1).

Em particular, para § = 1/L, com L > 1, obtemos

" (foo(€)+€0) > |C,| = Nu(n,Q(e +¢€),1/L) > Nu(n,QL(e +€9),1/L).

Tomando ¢y suficientemente pequeno de modo que ¢y < €, obtemos

enBelte) > N (0, 2L(e + ¢0),1/L) > N, (n,4Le, 1/L).

Consequentemente,

1 ~
Roo(€) + €0 = limsup — log N,,(n,2L(e + €),1/L)
n

n—oo

1 .
> limsup —log N, (n,4Le, 1/L)
n

n—oo

Fazendo ¢y — 0, temos
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1 . ~
R (e) > limsup —log N, (n,4Le,1/L) = h,(4Le, T, 1/L),
n

n—oo
logo

h,(4Le,T,1/L) < Roo(e) =sup R, (e) < sup R,(e).

w ergddicas

]

Definicao 5.2.22. Seja (X,d) um espago métrico compacto. (X,d) satisfaz
a condicao 1.2 se para todo 6 > 0, temos

lim € log #(X, d, €) = 0,
e—0
onde #(X,d,€) € o nimero minimo de e-bolas necessdrias para cobrir X .

Proposicao 5.2.23. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T : X — X
uma aplicacao continua. Entao

: Sup# R.“(E) . S(X7 da 6)
lim sup ————— = lim sup ————.
0 [log(e)] 0 [log(e)]

Se (X,d) satisfaz a condi¢ao 1.2, entao

- sup,, R, (e
mdim(X,d,T) = lim sup p”—“()
0 |log(e)]
Demonstracao. Seja {xl, o 7:UNd(n,e/2)} um conjunto (n, €/2)-separado com

respeito a métrica d,, entao {Bn(:vl, €/2),..., Bn(.fﬁd(n’e/z), 6/2)} ¢ uma co-

bertura de X com diametro no maximo € e, com isso, temos que
C~(d(na E) < Nd(na 6/2>7
onde Cy(n, €) é definido analogamente a Cy(n, €), porém usando d,,.

Pelo lema 3.1 de [5], obtemos

1 ~ 1 -
R,(e) < lim —log Cy(n,€) < limsup —log Ny(n,e/2) = S(X,d, €/2)

n—0o0 7 n—oo 1
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sup R,,(e) < S(X,d,e/2).
m

Entao,
sup,, R, (¢) - S(X,d, 6/2)'
[log(e)] [log(e)|
Portanto,
R S(X,d,e/2
lim sup i TR AN ule) < limsup —( d.¢/ ),
0 |log(e)] o [log(e)]
consequentemente
R S(X,d
0 [log(e)| 0 |log(e)|

Por outro lado, como

ho(4Le, T,1/L) < sup Ry(e)

w ergédicas

para qualquer medida de probabilidade T-invariante, em particular vale para

sup h,(4Le, T, 1/L).
I

Escolhendo § = 1/L, podemos escrever a desigualdade acima como

sup h,(4€/6,T,8) < sup  R,(e).
I

w ergddicas

Pelo Lema 5.2.15, obtemos

sup  Ry(e) > sup h(4€/8,T.6) > § (%) — 368 (&L) .

1 ergodicas

Logo
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[log(e)]| [log(e)]|

lim Sup Supu ergédicas RH<€) > lim sup
e—0 |10g(6)| - e—0

(S (8¢/5(1—49)) _ 5 (4e/3(1 — 45)))

Fazendo 6 — 0, obtemos

ergddicas R . g
lim sup ZHPu erged n(6) > lim sup —<E) .
€—0 |log(e)] 0 [log(e)]

Portanto, temos que

: sup,, Ru(€) S(X,d.€)
lim sup ————— = lim sup —————=.
0 [log(e)] 0 [log(e)|

Se (X, d) satisfaz a condicao 1.2, foi mostrado em [5] que

- X,d
mdim(X,d,T) = lim sup M
0 |log(e)]

Logo, concluimos que

_ R
mdim(X,d,T) = limsup M,
0 [log(e)|

quando (X, d) satisfaz a condigao 1.2. ]
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