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RESUMO

Uma crescente e importante duvida na Teoria Espectral de Grafos é
como saber quando dois grafos sdo determinados pelo espectro (DS), em particular,
da matriz de adjacéncia, e se quase todos os grafos sao DS. Este trabalho retrata o
alguns resultados que temos até o momento dos grafos que sao determinados pelo seu
espectro, isto é, quando um espectro esta associado a apenas um grafo, mostrando
quais métodos foram utilizados e quais autores foram os responsaveis pelo estudo.
Também abordaremos algumas afirmacoes acerca de grafos DS realizadas por alguns
matematicos que, ao longo dos anos, foram descobertas serem falsas. Apresentamos
também um estudo sucinto sobre as invariantes espectrais de um grafo, que sao
utilizados em todas as presentes demonstracoes de grafos que sao determinados pelo

espectro.

Palavras-chave: Teoria Espectral de grafos, Matriz de Adjacéncia, Gra-

fos Determinados pelo seu Espectro, Invariantes Espectrais.



ABSTRACT

A growing and important question on Spectral Graph Theory is how to
know when two graphs are determined by the spectrum (DS) of a matrix, particu-
larly, their adjacency matrix, and if mostly all graphs are DS. This work portraits
what we have so far about the graphs that are determine by their spectrum, meaning
when a spectrum is associated with only one graph, showing which methods were
used and which authors were responsible for the study. We also approach a few af-
firmations about DS graphs made by some mathematicians that over the years were
discovered to be false. We present a succinct study about a graph’s spectral invari-
able elements, which are used in every shown demonstration on graphs determined

by the spectrum.

Keywords: Spectral Graph Theory, Adjacency Matrix, Graphs Deter-

mined by their Spectrum, Spectral Invariables.



1 INTRODUCAO

Nao é novidade que a Matematica é uma das portas de entrada para
entender o mundo. E, para compreender essa imensidao, existem diversos campos
de estudo que analisam a singularidade de cada uma das partes de nosso universo.
Dentre todas estas partes se encontra a Teoria de Grafos e a Algebra Linear. Neste
trabalho, estudamos a interseccao entre estas duas areas: a Teoria Espectral de
Grafos (TEG). Ela teve origem na Quimica Quéantica quando, em 1931, Huckel
[23] produziu um modelo tedrico para um problema no qual certos elétrons eram

representados por autovalores de um grafo.

Quase todo ser humano ja foi apresentado as ferramentas da Teoria
de Grafos, seja ela através de uma rede de conhecidos, como Facebook, Instagram,
e-mail, Linkedin, etc., através de um GPS ou mapa, estudando qual onibus pegar
para ir a um determinado local, sendo abastecido com a agua de uma certa regiao,

e assim por diante, diversos exemplos que utilizam grafos em sua estrutura.

Dentro da Teoria de Grafos, temos a Teoria Espectral de Grafos (abre-
viada como TEG), que nada mais é do que uma teoria que estuda as propriedades
de um grafo através de suas representacoes matriciais e de seus respectivos espectros
(conjunto dos autovalores das matrizes). O inicio de sua fundamentagcao tedrica foi
em 1957, com um artigo de Collatz e Sigogowitz [39], sedimentada em 1971, com
a tese de doutorado de Cvetkovic [8], bem como com o primeiro livro sobre o as-
sunto Spectra of Graphs [9]. Nesses trabalhos foram demonstrados alguns resultados

elementares para o estudo de grafos.

No inicio do estudo deste tema pensava-se e esperava-se que o espectro
de um grafo o caracterizasse, isto é, que cada espectro estivesse associado a um tinico
grafo. A pergunta principal deste trabalho teve inicio com Giinthard e Primas [17],

em 1956: Quais grafos sao determinados pelo seu espectro(DS)? Existem espectros



associados a apenas um grafo? [34] Quando dois grafos sdo isomorfos? Isto é, existe
uma lista completa de parametros capaz de decidir se dois grafos sao isomorfos?

Ainda nao existee, mas tais parametros sao conhecidos como invariantes do grafo.

Como as diversas outras areas da Matematica, o estudo de Grafos
também possui diversas ramificacoes que contemplam parte da Matematica Discreta.
Um dos problemas mais celebrados atualmente na area de teoria da complexidade é
o de isomorfismo de grafos. Mais precisamente a questao é determinar a complexi-
dade de se verificar se dois grafos dados sao isomorfos. A relagao desse problema com
TEG pode ser construida da seguinte maneira: se dois grafos sao isomorfos, ou seja,
existe uma bijecao entre seus conjuntos de vértices de modo que as adjacéncias sao
preservadas, eles tém o mesmo polinomio caracteristico e, portanto, o mesmo espec-
tro (para qualquer matriz associada). Assim, se dois grafos tém diferentes espectros,
entao eles nao sao isomorfos. Se a reciproca fosse verdadeira, isto €, se grafos nao
isomorfos tivessem espectros diferentes, entao o problema do isomorfismo de grafos
seria polinomial, uma vez que o polinémio carateristico da matriz associada pode

ser calculado em tempo polinomial.

E bastante conhecido, no entanto, que existem grafos nao isomorfos que
tém o mesmo espectro. Estes grafos sao chamados de coespectrais. Logo, a questao
da complexidade do isomorfismo de grafos a partir de invariantes espectrais nao é
trivial. Por exemplo, Schwenk [30] provou que praticamente todas as drvores tém
uma outra arvore (nao isomorfas) com o mesmo espectro com relacao a matriz de

adjacéncia.

Uma das questoes mais importantes atualmente na TEG e que estd
diretamente relacionada ao problema do isomorfismo de grafos é saber se quase
todos os grafos sao determinados pelo espectro. Foi entao que, em 2016, van Dam e

Haemers enunciram a seguinte Conjectura:

Conjectura 1. [18] Quase todos os grafos sao determinados pelo seu espectro.



Tal Conjectura tornou-se nossa maior motivagao para o estudo de grafos
determinados pelo espectro, isto é, saber, dentre os estudos antigos e atuais, quais
grafos sao determinados pelo espectro, se existe alguma relagao entre eles e quais

parametros foram utilizados para se provar tais argumentos.

Segundo Brouwer e Haemers [6], sio muito mais conhecidos os grafos
que nao sao DS do que o contrario, visto que as ferramentas que sao utilizadas para
provar que um dado grafo é DS parecem funcionar apenas para aquele grafo com
aquela determinada estrutura especial, e se a Conjectura 1 de van Dam e Haemers
for verdadeira, entdao serd um problema complicado provar isso, com os métodos

conhecidos.

No decorrer da histéria do estudo deste problema surgiram diversas
conjecturas e afirmagoes falsas sobre alguns grafos serem determinados pelo espectro.
Citamos por exemplo a unidao disjunta de k caminhos P,, + P, +-- -+ P,,. Segundo
[19], [34] e [41] a uniao disjunta é DS com relac¢ao ao espectro da matriz de adjacéncia.
Porém esta afirmacdo é falsa, assim como mostrado em [31], segundo o contra-

exemplo de que P; + P, é coespectral com Z3 + Ps.

Em 2009, Xiaoling e Heping [43] mostraram que Pineapple Graph K
¢ determinado pelo espectro da matriz de adjacéncia: 1) No Teorema 2.8 do artigo
temos que o complemento doPineapple Graph K]l é determinado pelo espectro de
matriz de adjacéncia; 2) No Teorema 2.9 do artigo temos que o Pineapple Graph K}

¢ determinado pelo espectro de matriz de adjacéncia;

Porém, em 2016, Topcu, Sorgun e Harmers [33], mostraram que isto
nao é verdade, esta afirmacao sé vale para alguns casos, como mostrado na segao
5.5. Eles mostram, em forma de corolario, a falsidade dos teoremas supracitados,
construindo grafos que sao coespectrais e nao isomorfos com K}, sempre que p € par

P

e ¢ = (§)* No corolario 2.2 temos que se p = 2k > 4 e ¢ = k*, entdo K nao é

determinado pelo espectro da matriz de adjacéncia.



Em [24] é mostrado que Para k =1 temos que G = Po+ Py +- -+ P =
mP,, portanto G x Ky = 2mP;. Entao G x Ky = 2mP; é DS, porém, como mostrado
em [31], a unido disjunta de m caminhos nao é determinado pelo espectro, portanto

a hipdtese para a demonstracao do Teorema é falsa, tornando o Teorema falso.

Até acreditou-se que uma matriz especifica podia determinar mais gra-
fos DS do que as demais. Segundo Cvetkovic [7], existiria uma forte base para se
acreditar que o estudo de grafos através da matriz laplaciana sem sinal facilitaria
a determinacao de grafos pelo espectro, sendo mais eficiente do que pela matriz de
adjacéncia. Seus estudos se firmaram na hipotese de que esta matriz tinha menos
pares coespectrais. Porém, ao longo da histéria, foi mostrado que existem diversas
familias com pares coespectrais mesmo se utilizando esta matriz. Podemos perceber

este fato em estudos recentes realizados por Souza [32].

Segundo Haemers é muito mais facil determinar pares de grafos nao
isomorfos e coespectrais do que demonstrar que um unico grafo é DS. Notamos ao
longo do trabalho que cada demonstracao de grafos DS é tinica e singular, nao se
estendendo para outros grafos. O que talvez explique a dificuldade de se encontrar
grafos DS. Porém, ainda assim, acredita-se que quase todos os grafos sao determi-

nados pelo seu espectro. Podemos formalizar esta nocao da seguinte maneira:

Definigao 1. [2] Se dois grafos G e H sao nao isomorfos e coespectrais com respeito

a uma matriz M entao eles formam um par coespectral com respeito a M. Seja C,

um congunto finito de grafos de ordem m, e ( um subconjunto em que cada grafo
¢

tem um par coespectral em (, — (' com respeito a M. A razao & ¢ chamada de

incerteza coespectral de ordem n com respeito a M.

Mais especificamente, qual o comportamento do limite desta razao
quando n tende ao infinito? A Conjectura de Haemers é formalizada ao dizer que

este limite é igual a zero, o que significa que quase todos os grafos sao DS. Em uma



linguagem mais coloquial, o limite zero significa que a proporcao de grafos que tém

um par coespectral é pequena comparada ao total de grafos.

O que fizemos neste trabalho foi revisar acerca da Conjectura de van
Dam e Haemers [18] observando e revendo em outras fontes quais os grafos conheci-
dos sao Determinados pelo seu Espectro e quais as técnicas utilizadas pelos autores.
Dentro destas técnicas destacamos as invariantes espectrais de um grafo, como a
regularidade, o grau da regularidade, nimeros de arestas e de vértices, etc., que
foram os argumentos mais utilizados dentro das demonstracoes. E importante res-
saltar que neste trabalho nao iremos determinar novos grafos DS, mas iremos fazer

um survey de alguns grafos que ja sao conhecidos serem DS.
Esta dissertacao de mestrado esta organizada da seguinte forma:

Encontraremos no Capitulo 2 deste trabalho um estudo sucinto sobre
a Teoria de Grafos e Algebra Linear, isto é, resultados que iremos precisar para
compreender os estudos realizados neste trabalho, que facilitam a sua leitura e in-

terpretacao.

No Capitulo 3, temos um estudo sobre Invariantes Espectrais dos Gra-
fos, no qual apresentamos a importancia deste estudo e definigbes e teoremas ele-
mentares para compreender os resultados acerca de grafos DS. Dentro deste capitulo
também trazemos uma breve discussao sobre grafos coespectrais, como encontré-los

e algumas obras relevantes que estudam a construcao de pares de grafos coespectrais.

No Capitulo 4 deste trabalho apresentamos alguns dos grafos que sao
conhecidos serem Determinados pelo seu Espectro, porém sem demonstragoes que
tornam tais teoremas verdadeiros. Nesta lista encontram-se: o caminho e seu com-
plemento, grafos regulares, completos, bipartidos, ciclo, odd sun graphs, lollipop
graph, multicone graph, pineapple graph, grafos Z,, t-shape trees, grafos fortemente

regulares, grafos distancia-regulares, entre outros.



No Capitulo 5 apresentamos as demonstracoes que foram escolhidas
(por serem significativas para a evolucao do tema) sobre grafos determinados pelo
espectro. Sao eles: grafo completo, bipartido e ciclo; caminho; grafo Z,,; lollipop

graph; t-shape trees;grafo regular; pineapple graph.

No capitulo 6 apresentamos alguns produtos entre grafos que sao de-
terminados pelo espectro, de modo que tais produtos preservam o fato deles serem
determinados pelo espectro, mostrando a definicao dos produtos e os respectivos

produtos realizados.

Por tultimo, encontramos a conclusao do trabalho no capitulo 7.



2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo iremos apresentar a Teoria de Grafos, mostrando um
problema motivacional e introduzindo os conceitos bésicos de grafos nos quais iremos
trabalhar ao longo da dissertacao, bem como apresentamos as matrizes que sao
associadas a um grafo. Também abordamos alguns conceitos preliminares acerca de
Algebra Linear, que permeiam o estudo sobre grafos determinados pelo espectro.
Tal capitulo tem como principal objetivo familiarizar o leitor com os conceitos que
serao trabalhados ao longo da dissertacao e facilitar a sua leitura. Tais conceitos,

definigoes e teoremas foram retiradas de: [2, 12, 13, 18, 22, 23, 27, 29, 34, 36].

2.1 Teoria de Grafos

Iniciamos este capitulo apresentando o seguinte problema: temos que

ligar tres fios de telefone a trés casas sem que os fios se interceptem. Sera possivel?

Figura 2.1: Problema das trés casas



Note que podemos tentar resolver este problema usando um conjunto
de pontos, para representar as casas e os telefones, e um conjunto de ligagoes entre

eles. Chamamos esta estrutura de Grafo.

Especificamente, vamos representar os telefones e as casas por pontos
e os fios de energia elétrica por linhas. Chamamos, na Teoria de Grafos, os pontos
de vértices e as linhas de arestas. Em termos mais elementares, um grafo G pode

ser descrito como qualquer objeto que envolva uma conexao entre pontos.

Muitos problemas podem ser resolvidos através da abstracao deste con-
ceito. Matematicamente, podemos dizer que um grafo G = (V, E') consiste em dois
conjuntos, nos quais V' é um conjunto de vértices e E é o conjunto das arestas que
consiste em subconjuntos de dois elementos de V', pois cada aresta ira possuir um
par de vértices associada a ela. Podemos representar um grafo por uma lista, que

indicara a relagao entre os vértices, ou por uma representacao grafica.

Voltando ao problema inicial, apesar de ser um problema muito co-
nhecido, nao possui uma solugao, mas iremos utiliza-lo para explanar os conceitos

iniciais na Teoria de Grafos.

O grafo que representa o problema enunciado é chamado de Grafo de
Thomsem, apesar de o mesmo nao resolver o problema, visto que os fios nao podem

se interceptar:

Figura 2.2: Grafo de Thomsem

Este problema foi uma das motivacoes para o estudo da planaridade de

grafos e, de uma maneira vagamente diferente, proposto por Henry Dudeney [12, 13],



em 1913, apesar do mesmo afirmar que este é um problema muito mais antigo que

a prépria luz.

No exemplo apresentado, vimos que cada vértice tem trés arestas co-
nectando ele a outro vértice: chamamos de grau do vértice v o ntimero de vezes que
as arestas incidem ao vértice, ele é denotado por d,. Portanto o grau de cada vértice

deste problema é tres.

Podemos ter também o que chamamos de lago, que é quando uma aresta
liga o vértice a ele mesmo. Deste modo, o grau do vértice é dois, isto é, um grau
para cada extremidade da aresta. Também podemos ter dois vértices sendo ligados

por mais de uma aresta, o chamado multigrafo, que possui arestas multiplas.

Grafos sem lacos ou arestas multiplas sao chamados de grafos simples,

que € o que iremos estudar neste trabalho.

[©N

Agora vamos definir o que é um subgrafo. Dizemos que G’ = (V', E’)

um subgrafo de G = (V,E) se V' C V e E' C E. Quando G’ é subgrafo de G

[N

tal que dois vértices sao adjacentes em G’ se e somente se eles sdo adjacentes em G,

dizemos entao que G’ é um subgrafo induzido de G.

Um passeio de comprimento n de um grafo G = (V| E') é uma sequéncia
de vértices vy, ..., v, tal que {v;,v;11} € E, para 1 <i < n—1. Un caminho é
um passeio sem repetigoes de vértices. Um caminho fechado, que comeca e termina

no mesmo vértice, é denominado ciclo.

Vimos até entao propriedades bésicas de um grafo qualquer. Como
algumas familias de grafos possuem caracteristicas distintas e sao importantes para

o estudo de nosso trabalho, iremos explanéa-las agora.

Dizemos que um grafo é conexo Se existe um caminho entre quaisquer
par de vértices. Vejamos um caso em que isto nao ocorre, observe o grafo da Figura

2.3:



Figura 2.3: Exemplo de Grafo Desconexo

Ele recebe o nome de grafo desconexo, de modo que cada parte sem

ligacao entre os vértices é chamada de componente conexa do grafo.

Um grafo é dito completo se quaisquer pares de vértices sao adjacentes.
Denotamos o grafo completo de n vértices por K,. Vemos na Tabela 2.1 os grafos

completos de n =1 até 5.

Um grafo é regular quando todos os vértices possuem o mesmo grau.
Um grafo em que todos os vértices tém grau k£ é denominado k-regular. O Grafo de

Thomsem é um grafo 3 — regular.

Denotamos por P, um caminho com n vértices. Vejamos na Figura 2.4

OPQ.
*——©

Figura 2.4: Exemplo de Caminho

Um ciclo de n vértices é denotado por C,,. Veja na Figura 2.5 o exemplo

do (3, particularmente chamado de triangulo.

K; : 0 arestas | Ky : 1 arestas | K3 : 3 arestas | K4 : 6 arestas | K5 : 10 arestas
[ ] o —0 A

Tabela 2.1: Exemplos de Grafos Completos
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Figura 2.5: C3

Dado um grafo G = (V, E), a distancia entre dois vértices u e v € V
¢ denotada por d(u,v) e é o comprimento do menor caminho que liga v e v. O
maximo das distancias entre dois vértices de G é chamada de didametro e denotado

por d(G).

Grafo bipartido ¢ um grafo em que podemos particionar o conjunto V'
de vértices em dois subconjuntos disjuntos V; e V5, de modo que toda aresta com
extremidade em algum vértice de V; tem a outra extremidade em V5, nao havendo

vértices adjacentes em um mesmo conjunto.

A generalizacao desta definicao pode ser feita e chamamos de grafo k-
partido, no qual V' pode ser repartido em k subconjuntos nao vazios e disjuntos dois
a dois. O grafo bipartido completo é um grafo bipartido em que todos os vértices
de Vj estao ligados a todos de V5, como na Figura 2.1 . Sua representagao é dada

por K, ,, |Vi| =p e |Va| = q. A representagao do grafo de Thomsem é K3 5.

Um dos objetivos desta dissertacao é apresentar algumas invariantes
espectrais de um grafo, que serao definidas posteriormente. Dentre tais invariantes,
podemos deduzir do espectro de um grafo se ele é bipartido. Para demonstrar tal

resultado, precisaremos do seguinte Teorema:

Teorema 1. Um grafo € bipartido se e somente se nao possui caminhos fechados de

comprimento impar.

Demonstracao. Suponhamos que um grafo G seja bipartido, entao podemos separar

os vértices em dois subconjuntos distintos V; e V5. Se G possuir um caminho fechado
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de tamanho n, ele serd C, = vgvivs...v,. Suponhamos também, sem perda de
generalidade, que vy € V; entao v; € V5 e, novamente, v, € Vi. Temos que v; € V5
se e somente se ¢ é impar. Para fechar o caminho, precisamos que v, = vy € Vi, ou

seja, n é par. Portanto os caminhos fechados tem tamanho par.

Vamos supor agora que G é um grafo conexo sem caminhos fechados
de tamanho fmpar e seja vy € V; um vértice de G. Vamos definir que v € V] se e
somente se existe um caminho de tamanho par entre vy e v e que v € V5 se e somente

se existe um caminho de tamanho impar entre vy e v.

Se existir w € V4 N V5 entao existe um caminho P; de tamanho par
entre vy e w e existe um caminho P, de tamanho impar entre w e vg. Unindo esses
caminhos, temos que PP, é um caminho de vy a vy de tamanho impar, ou seja, o
grafo contém um caminho de tamanho fmpar. Portanto Vi NV, = 0, o que nos dé a
biparticao. No caso de G ser desconexo, basta verificar que, para cada componente
conexa, o grafo é bipartido, e unir o subconjuntos de vértices das componentes

conexas. O

Dado um grafo G, o Line Graph de G, denotado por L(G), é o grafo
obtido através do grafo G tomando as arestas de G como vértices de L(G) e ligando
dois vértices em L(G) se, e somente se, as arestas correspondentes em G possuirem

um vértice comum.

Um grafo G é chamado de uniciclico se for conexo e contiver apenas

um ciclo.

O Cocktail Party Graph [29] em 2n vértices, denotado por C'P(n),
é um grafo regular de 2n vértices de grau 2n — 2. Vejamos o exemplo do C'P(3) na

Figura 2.6.

7

Um Line Graph generalizado [29], denotado por L(H;ay,...,a,), é

construido a partir de um grafo H com n vértices vy, ...,v, e nimeros naturais
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Figura 2.6: C'P(3)

ai, ..., a, da seguinte maneira: é uma uniao de cépias disjuntas de L(H) e C'P(a;)(i =

1,...,n), com arestas adicionais unindo um vértice em L(H) com um vértice em

.
CP(a;) se o vértice em L(H) corresponde a uma aresta em H que tem v; como

vértice final.

Uma arvore ¢é um grafo conexo sem ciclos. Um grafo em que todas as
componentes conexas sao arvores é chamado de floresta e o vértice pendente (vértice
de grau 1) é chamado de folha. Se uma arvore G tem n vértices e n— 1 folhas, entao
G é uma estrela. Denotamos uma estrela de n vértices por S,. Vejamos como um

exemplo de arvore a Figura 2.7:

Figura 2.7: Exemplo de Arvore
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Além da representacao de um grafo através de uma lista ou de um
grafico, temos também sua representacao matricial. Focaremos neste trabalho ape-
nas na Matriz de Adjacéncia. Esta matriz é construida a partir da relacao de

adjacéncia entre os vértices do grafo.

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. A matriz de adjacéncia
A = (a;;) de G, muitas vezes denotada por A(G), é a matriz quadrada de ordem n

cujas entradas sao 0 ou 1, como mostrado a seguir:

1, se{v;,v;} € E para v;,v; € V
Q35 = (21)
0, caso contrario

Vejamos abaixo um exemplo de uma matriz de adjacéncia que repre-

senta o grafo a seguir:

Vi V4

723 V3

Figura 2.8: Exemplo de Grafo

A matriz de adjacéncia correspondente a este grafo é:

0101

1 011
A—

01 01

1 110

Apesar de que, como ja dito anteriormente, focaremos neste trabalho
apenas na matriz de adjacéncia, iremos agora, definir as demais matrizes associadas

aos grafos.
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Comecaremos com a definicao de matriz laplaciana e da laplaciana sem

sinal:

Segundo [2] a matriz laplaciana desempenha um relevante papel em
diversas aplicacoes, além do mais, é uma importante ferramenta para grafos deter-

minados pelo espectro. Sua definicao é a seguinte:

Definicao 2. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G e seja

A a matriz de adjacéncia de G. Dizemos que a matriz:
L=D-A (2.2)

¢ a matriz laplaciana do grafo G.

Vejamos no exemplo do grafo da Figura 2.8 qual a matriz diagonal dos

graus que teremos:

2000

0 300
D =

00 20

000 3

Portanto, a matriz laplaciana do grafo G sera dada por:

2 -1 0 -1
—1 3 -1 -1
I —
0 —1 2 -1
—1 0 -1 3

Vamos agora a definicao da matriz laplaciana sem sinal:
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Definicao 3. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G e seja

A a matriz de adjacéncia de G. A matriz dada por:
Q=D+ A (2.3)

¢ chamada matriz laplaciana sem sinal de G.

No exemplo do grafo da Figura 2.8 a matriz laplaciana sem sinal é dada

por:

2101

1 311
Q=

01 21

1 01 3

Por 1ltimo vamos a definicao de matriz de adjacéncia do complemento.
Para compreender esta definicao precisamos saber o que é o complemento. Diz-se

por complemento o grafo complementar de um grafo G. Segue sua definigao:

Definicao 4. Chamamos de complemento de um grafo G o grafo G’ tal que dois

vértices sao adjacentes em G’ se, e somente se, eles nao sao adjacentes em G.

Ou seja, para encontrar o complementar G/ de um grafo GG, basta pre-
encher em G’ todas as arestas que faltavam para se obter um grafo completo, e
remove-se todas as arestas que ja estavam em G de G'. Para obter a matriz de

adjacéncia do complemento, basta fazer a matriz de adjacéncia do grafo G'.

A sessao seguinte trata dos conceitos preliminares de Algebra Linear
que necessitaremos para a compreensao de algumas demonstracoes do decorrer da

dissertacao.
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2.2 Conceitos Preliminares de Algebra Linear

Sabemos que existem diversas interagoes entre a Teoria Espectral de
Grafos e outros ramos da Matematica. Esta teoria esta completamente baseada na
Algebra Linear. Praticamente tudo que aprendemos efetuando um curso inicial de

Algebra Linear ¢é utilizado como aplicacao na Teoria Espectral de Grafos.

Para iniciarmos as defini¢des que utilizaremos, comecaremos com algu-

mas notacgoes primordiais para esta secao.

Seja M, »(R) o conjunto de todas as matrizes de ordem m x n com
entradas no corpo R. No caso em que m = n chamamos a matriz de quadrada. Em
particular, denotamos por I a matriz identidade de ordem n. Agora vejamos o

que é o determinante de uma matriz A:

Definig¢ao 5. Dada uma matriz A = (a;;) € M, ,(R), o determinante de A, deno-

tado por detA € o niumero real

detA = Z <sgn7r ﬁ ai,w(i))?
T =1

no qual a soma € sobre doas as n! permutagoes de 7 de {1,2,...,n} e sngm = +lou—
1, dependendo se a quantidade minima de transposicoes necessdrias para transformar

mem {1,2,....,n} for par ou impar, respectivamente.

Olharemos agora para o produto de uma matriz A por um vetor ¥ de

modo a procurar um escalar A tal que:

Ar = A7

O estudo de matrizes esta diretamente ligado ao estudo do polinémio
caracteristico, autovalores e autovetores de uma matriz, como veremos a se-

guir:

17



Seja A uma matriz n x n. Um autovetor de A é um vetor (ndo nulo)
7 tal que AT = N7, para algum escalar A. Chamamos A de autovalor de A, se

existir uma solugao nao trivial 7 de AT = \T.

Chamamos

p(A) = det(A — \I)

de polinomio caracteristico da matriz A. Desta forma, a ordem da matriz indica o
nimero de autovalores associados a ela. Tais autovalores sao determinados através
das raizes do polindmio caracteristico e, portanto, uma matriz pode nao possuir
todos os autovalores distintos, o que nos leva a préxima definicao: multiplicidade de

um autovalor.

A multiplicidade de um autovalor A é o nimero de vezes em que A
¢é raiz do polinomio caracteristico. Isto nos indica a quantidade de vezes que os

autovalores se repetem, uma definicao fundamental da Teoria Espectral de Grafos.

E, como ja mencionado informalmente na segao anterior: O conjunto
de autovalores, juntamente com suas multiplicidades, de uma matriz A é chamado

de espectro de A.

O trago de uma matriz quadrada é uma fungao que associa a matriz a

soma dos elementos da sua diagonal principal:

tT(A) = Z Qi = Q11 + Qoo + ... + Qppy- (24)

i=1

Os seguintes resultados sobre o traco sao conhecidos e serao utilizados

para alguns resultados dos préoximos capitulos:

Proposicao 1. As sequintes afirmacoes sobre o traco de matrizes quadradas A e B

sao verdadeiras:

1. O trago € linear:
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(a) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)

(b) tr(AA) = Mr(A),A € R
2. O traco de uma matriz € iqual ao traco da sua transposta:

tr(A) = tr(A") (2.5)

3. tr(AF) =371 Nk € N e \; autovalor de A
4. O trago de uma matriz € igual a soma dos seus autovalores.

5. O trago de um produto de matrizes quadradas nao depende da ordem
do produto:
tr(AB) =tr(BA) (2.6)

Vamos ver agora o conceito de menores principais. Para entendeé-lo,
precisamos da definicao de submatriz principal: Seja A € M, «,. Uma submatriz
A, € My»n(R) de A, com r < n, é dita submatriz principal de A se A, é obtida da
matriz de A removendo-se n —r linhas e suas respectivas colunas. Dada uma matriz
A € M,y,, um menor principal de A de ordem r é o determinante de qualquer

submatriz principal A, de A, para 1 <r < n.
Vejamos o exemplo abaixo:

a1; Qa2 Qi3

A= 21 Q22 Q23

a31 asz 33

Os menores principais de ordem 1 serao:

1)
ai; aig

ag1 A2
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ai1p as

a31 33

Ag2 A23

az2 as3

O Teorema abaixo é uma das versoes do chamado de Teorema do
Entrelacamento. Esta versao do Teorema nos fornece uma possivel relagao entre
os autovalores de um grafo GG e os autovalores de um subgrafo induzido de G. A sua

demonstracao pode ser encontrada em [2].

Teorema 2. [2, 3}/(Teorema do Entrelacamento): Seja G = (V, E) um grafo com
n vértices e autovalores tais que A\y > Ao > ... > N\, e seja H = (V' E') um subgrafo
induzido de G com m vértices. Se os autovalores de H sao py > po > ... > [y
entao, para cada t tal que 1 < 1 < m vale A\y_pri < iy < Ni. Em particular, se

veV eV =V —wv entio \iy1 < i < N\ para cada i, tal que 1 <i<n—1

O entrelacamento dos autovalores dos grafos nos mostram como o es-
pectro de um grafo se relaciona com o espectro de um subgrafo induzido, isto €, apos
a aplicagao de uma operacao, em particular de um subgrafo obtido pela retirada de

um vértice.

Notamos que retirar um vértice do grafo GG significa retirar a linha e a
coluna da matriz A(G) associada a ele, ou seja, removemos da matriz os elementos
que relacionavam as adjacéncias deste com os outros vértices de G. Logo A(H)
(sendo H o subgrafo induzido de G) é uma submatriz de ordem n — 1 de A(G),
fazendo com que os autovalores de A(H) estejam entre os autovalores de A(G).

Vejamos no exemplo da Figura 2.9 abaixo a aplicacao do Teorema:

Seja G = Cf:

20



Figura 2.9: G = (5

Sua matriz de adjacéncia é dada por:

011
A=11 01
1 10
E seus autovalores sao: Ay =2,y = A3 = —1.

Seja H o subgrafo induzido de G ao removermos um vértice, como

podemos ver na Figura 2.10.

Figura 2.10: H Subgrafo induzido de G

Sua matriz de adjacéncia é dada por:

01
A=
1 0
E seus autovalores sao: puy =1, s = —1.

Como podemos ver: \{ =22> 1 =12 o =—-1> XA =—-12> A3 =

21



3 INVARIANTES ESPECTRAIS

Além de representar um grafo através de gréaficos e listas, podemos
também representa-lo por uma matriz, como ja vimos anteriormente. O estudo da
Teoria Espectral de Grafos, em termos elementares e como ja explicitado anterior-
mente, relaciona as propriedades algébricas de algumas matrizes associadas a um

grafo com as propriedades estruturais de tal grafo.

Apesar da representacao grafica de um grafo ser 1util para o estudo
de suas propriedades, se mostrou mais eficiente o estudo de grafos através de sua
estrutura, isto é, através da analise das informacgoes contidas nas matrizes associadas
ao grafo, por exemplo, a adjacéncia entre os vértices do grafo, o grau de cada vértice,

etc.

Para dissertar sobre as informacoes contidas nas matrizes associadas
aos grafos, lembramos que a matriz de adjacéncia do grafo mostrado na Figura 2.8

é

0101

1 011
A=

0101

1 110

Algo que esta diretamente ligado as matrizes associadas aos grafos é o seu espectro.
Isto nos mostra que também podemos associar um grafo ao seu espectro. O espectro
de uma matriz A, como ja supracitado, é o conjunto de seus autovalores e é denotado

por spec(A).

O polinémio caracteristico da matriz de adjacéncia do exemplo 2.8 é
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p(A) = A* — 5AZ — 4\

O seu espectro é:

spec(A) = {%(1 —V/17), -1,0, %(1 + \/1_7)}

Enfim chegamos ao nosso objetivo deste trabalho: Matrizes de ad-
jacéncia diferentes podem ter o mesmo espectro e representar grafos diferentes.
Entao, quando um grafo é Determinado pelo seu Espectro (DS)? Isto é, quando
um espectro esta associado a apenas um grafo? Apenas se pudermos definir unica-
mente suas propriedades a partir do seu espectro. O que acontece quando dois grafos
sao aparentemente diferentes mas representam a mesma situacao? Chamamos tais

grafos de isomorfos. Matematicamente:

Definicao 6. Dois grafos Gy e Gy sao grafos isomorfos se existe uma bijecao entre
seus conjuntos de vértices, de modo que as adjacéncias sejam preservadas. Isto €,
dois vértices u e v de Gy sao adjacentes se e somente se os vértices correspondentes

de u e v em Gy sao adjacentes.

Como podemos ver, o isomorfismo entre grafos preserva a sua estrutura.
Se dois grafos sao isomorfos, entao eles tém o mesmo espectro: eles precisam ter o
mesmo numero de vértices e arestas e, além disso, possuir uma mesma sequéncia de
graus dos vértices. Mas estas trés condi¢oes nao sao suficientes para que dois grafos

sejam isomorfos.

Chamamos de invariantes espectrais de um grafo os parametros que
podem ser determinados a partir do espectro do grafo, isto é, que sao preservados

por isomorfismos.
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As trés invariantes mais conhecidas sao o nimero de vértices, de ares-
tas e o numero de triangulos. Podemos ver através do Teorema abaixo o que é

determinado a partir do espectro de um grafo:

Teorema 3. [6, 25, 3/, /2] Seja G um grafo. Podemos deduzir do espectro da matriz

de adjacéncia A de G o que se seque:

i) O nimero de vértices;

it) O nimero de arestas;

i11) Se G € regular;

i) O nimero de passeios fechados de qualquer comprimento fixo;
v) Se G € bipartido;

vi) O numero de triangulos;

vi1) O grau da regularidade de G.

Demonstragdo. Dado o polinomio caracteristico p(A) = A" +a  A\" 1+ as X, o + ... +

an-1 A + a, da matriz de adjacéncia A(G) e seja m o nimero de arestas.

i) Podemos deduzir do espectro da matriz de adjacéncia de um grafo
o numero de vértices, pois ele estd vinculado ao niimero de autovalores, ou seja, o

grau do polinomio caracteristico nos diz a quantidade de vértices existentes.

i) [2, 15] ag = —m é o ndmero de arestas: Por [22], temos que para
cada i,1 < i < s, a soma dos menores principais da matriz de adjacéncia A com 1

linhas e i colunas é igual a (—1)‘a;.

Tomando os menores principais de duas linhas e duas colunas, s6 havera
duas opgoes possiveis, visto que a matriz de adjacéncia de G é simétrica. A primeira

opcao é a matriz 2x2 nula de determinante zero e a outra ¢ a submatriz
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que possui determinante —1.

Isto s6 acontece com linhas e colunas associadas a vértices adjacentes e
cada menor principal contarda uma aresta de GG. Entao, somando todos os menores
principais, teremos que: (—1)%ay = (—1).|E| = —1m, sendo |E| o nimero de arestas.

Portanto ay = —m.

i11) [34] Ideia da demonstragao: suponhamos que G seja um grafo com n
vértices e com matriz de adjacéncia A. Seja J a matriz de 1’s, I a matriz identidade
e D a matriz diagonal dos graus de G. Seja o, 3,7, € R, com a # 0. Com respeito
a matriz ) = aA + J +vD + 61 um grafo regular nao pode ser coespectral com a

um grafo nao regular, exceto quando vy =0e —1 < f/a < 0.

iv) Se G é um grafo com vértices vy, vy, ..., v, € A sua matriz de ad-
jacéncia, entdo para cada ntimero natural k, o elemento 4, j da matriz A* é o niimero

de passeios de comprimento k de v; a v;.

Demonstraremos este Teorema por inducao no nimero de vértices k.
Para k = 1 temos que A*¥ = A, isto é, a prépria matriz de adjacéncias, portanto o

elemento 7, 7 da matriz é o nimero de passeios de comprimento 1.

Por inducdo, suponhamos que o elemento i, j da matriz A* é o ntimero
de passeios de comprimento k de v; a v;. Temos que mostrar que o numero de

passeios de comprimento k + 1 de v; a v; é o elemento i, j da matriz AF*1,
Seja A = (a; ;) e A¥ = (b;;). O elemento i, j de A¥1 ¢
AR — ;10 b b
= inb1j + Qigl2; + oo+ i bm,j
Note que a;10; ; é o nimero de arestas de v; a vy, ou seja, o numero de

passeios de v; a v; de comprimento £, que é o nimero de passeios de comprimento

k +1 de v; a v; passando por v;.
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v) Vamos mostrar que G é bipartido se, e somente se, tem espectro

simétrico.

(=) Seja G um grafo bipartido e V; e V5 seus dois conjuntos disjuntos
de vértices. Vamos enumerar quem sao os k vértices de Vi e os w vértices de V5. A

matriz de adjacéncia de GG sera da forma:

0 B
BT 0

A:

Seja (A, 27) um autopar de A(G) (ou seja, A é o autovalor associado ao autovetor
Z) no qual:
7 = (xh o Thy Y1y -0y yw)

%
Devemos mostrar que A é autovalor de A com 2z’ = (z1, ..., Tk, —Y1, -, —Yuw):

%
Az" = (B.(—y, ..., —yw)T,BT(:I:l, ...,:L‘k)T) = (=AY, ey = AT, AYL, ooy AYy) =

1

-z’

Ou seja, se A é autovalor de A com multiplicidade m, entao —\ é

autovalor de A com multiplicidade m. Portanto, o espectro de G é simétrico.

(<) Seja o grafo G = (V, E') um grafo de espectro simétrico e A a sua
matriz de adjacéncia. Seja spec(A) um multiconjunto simétrico [y, Ag, ..., —Aa, —A1].
Entao, se tivermos Aq, Ao, ... A\o11, OU seja, uma quantidade fmpar, entao teremos
{=Aams1y ooy —A2, =\ },m € N que também é uma quantidade fmpar, portanto o
total de autovalores é par. O mesmo ocorre se tivermos uma quantidade par entre
as duas partes. Portanto o nimero de autovalores diferente de zero é par, ou seja,
2k.k € N. Seja w o nimero de autovalores nulos. Entao temos que o nimero de
autovalores n é n = 2k +w. Como o espectro é simétrico, entao para todo A; temos

que seu correspondente é dado por —\,_;.1, se i < k.

Entao, para qualquer r € w impar vale que o traco de A" sera:
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TT(A") = N HX4 AN AN AN T N g Fo A, = ATHA = A5=AT =0

Logo G nao possui caminhos fechados de comprimento fmpar e, por-

tanto, G é bipartido.

vi)[15] a3 = —2t no qual ¢ é nimero de triangulos: Existem seis possi-
bilidades para menores principais de 3 linhas e 3 colunas. Dessas, apenas uma tem

determinante nao nulo que é

01 1
A=1101
110

Essa situacao representa trés vértices mutuamente adjacentes, isto ¢, um triangulo.
Como o valor do determinante dessa submatriz ¢ 2, temos que (—1)3a3 = 2t, pois,
segundo [22], a soma dos menores principais da matriz de adjacéncia A do grafo G

com i linhas e i colunas é igual a (—1)%a;, entao az = —2t.

vii) [2, 15] Seja G um grafo com n vértices, m arestas, regular de grau
k, Ty o numero total de passeios fechados de comprimento 2 e sejam Ay, ..., A, 0s
seus autovalores. Entao Tp = Y ' | A\? = kn, pois kn = 2m (cada um dos n vértices
possui k arestas incidentes, somando todas teremos duas vezes o nimero de arestas,

pois cada uma conta duas vezes, logo kn = 2m)

]

A demonstracao de que um grafo é determinado pelo seu espectro pode
envolver diversos argumentos, dentre eles se encontram: nimero de vértices, niimero
de arestas, o maior autovalor, o segundo maior autovalor e o entrelacamento. O
segundo maior autovalor de um grafo regular se tornou, desde 1976, uma ferramenta

importante para determinar a estrutura de um grafo, segundo [10].
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Segundo [35] e o Teorema 3 acima, a regularidade de um grafo é de-
terminada pelo espectro. J& sabemos desde, no minimo, 1980 [9] que todos grafos
regulares com menos de 10 vértices sao DS, sendo que com 10 vértices existe quatro

pares de grafos coespectrais nao isomorfos.

Apresentamos um Teorema importante para os restultados dos capitulos

seguintes e do préximo Teorema:

Teorema 4. [28] Seja G um grafo reqular de grau k, entao

(a) k € um autovalor de G;
(b) G € um grafo conezxo se e somente se a multiplicidade de k € 1

(¢) qualquer autovalor X de G satisfaz |\| < k

%
Demonstragdo. [28] (a) Seja 1 o vetor coluna [1,1,....,1]T . Como a soma das
entradas de cada linha da matriz de adjacéncia A de G ék, o grau de cada vértice,

- = . ,
temos que A1 =k 1, ou seja, k é um autovalor de G.

T um autovetor

(b)(=) Seja G um grafo conexo e T = [z, Ty, ..., T]
associado ao autovalor k£ de G, isto é, A7 = k7. Suponhamos que x; ¢ uma
entrada de 7’ com valor absoluto maximo. Temos que (AZ’); = 3. ;, no qual
o somatorio ¢ considerado sobre os k& vértices v; que sao adjacentes a v;. Logo,

> x; = kz;. Entao temos que, para cada [ tal que v; é adjacente a v;:

2+ (k= Dl =Yl <D ol < fauf + (k= 1)z

Ent&o temos que |z;| < |z;| e, portanto, x; = w; para todos estes k

vértices. Como G é conexo, podemos prosseguir sucessivamente desta maneira até
? .~ . . - ? , P -

mostrar que todas as entradas de sao iguais. Entao ¢ multiplo de 1 e o

autoespaco associado ao autovalor k£ tem dimensao 1.
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(<) Suponhamos que k possua multiplicidade 1. Suponhamos por
absurdo que G é desconexo, tomemos entao Gi,Ga, ...,G,, as componentes cone-
xas de G. Como cada uma é um grafo conexo k-regular entao k£ ¢ um auto-
valor de multiplicidade 1 para cada G;. Pela proposicao 2.6 de [28] temos que
pca(A) = pa,(N).pay(N)...pa,, (A), entdo segue que k é um autovalor de G de multi-

plicidade m, o que contraria a hipotese. Logo, G é conexo.

(c) Seja %/ um vetor nao nulo de G associado a um autovalor A de G

e seja y; uma entrada de 7 com valor absoluto maximo. Como em (i), temos que

i =Ays e Wyl = 1 2wl < Kly;l- Logo, |\l < k -

Teorema 5. [6, 34, 37, 41] Para grafos requlares, ser DS € equivalente para as ma-
trizes de adjacéncia, laplaciana, matriz de adjacéncia do complemento e laplaciana

sem sinal.

A estratégia utilizada pelo autor para a demonstracao deste corolario foi
reconhecer os autovalores de cada matriz, mostrando que eles nao diferem totalmente

(sao deslocamentos) do espectro da matriz de adjacéncia.

Demonstragao. [6] Para cada uma dessas matrizes, o teorema acima nos diz que a
regularidade pode ser reconhecida, como ja mostrado no Teorema 3. Resta encontrar
o grau da regularidade de k. Para cada uma dessas matrizes temos que o maior
autovalor é k,2k,n — 1 — k, respectivamente. Para a laplaciana sem sinal, o trago é

nk. O

Nosso unico problema é que nem sempre o espectro de uma matriz
associada ao grafo o representa unicamente, pois para que haja a caracterizagao de
um grafo a partir de seu espectro, é necessario que todos os grafos daquela familia

possuam 0 mesmo espectro e as mesmas caracteristicas.
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Vimos anteriormente sobre o problema de isomorfismo entre grafos: se
dois grafos sao isomorfos, entao eles possuem o mesmo espectro. A reciproca desta
afirmacao nao é verdadeira, ou seja, se dois grafos possuem o mesmo espectro eles
podem nao ser isomorfos, e entao entramos no assunto da coespectralidade entre

grafos.

O problema de existirem grafos coespectrais e que nao sao isomorfos
significa que algumas propriedades da estrutura dos grafos nao podem ser caracte-
rizadas pelo seu espectro. Ja sabemos, por exemplo, que a conexidade [38] de um
grafo nao depende do espectro, bem como a existéncia de ciclos de comprimento 4

e o grau dos vértices [38].

Mas o que sao, de fato, grafos coespectrais?

Definicao 7. Diz-se que dois grafos G e H sao coespectrais em rela¢ao a alguma
matriz M se spect(M(G)) = spect(M(H)), ou seja, se os autovalores da matriz

associada M sdao iguais para ambos os grafos.

Em 1971 [30] foi provado que quase todas as arvores sdo coespectrais
em relacao a matriz de adjacéncia, matriz foco neste trabalho. Isto nos mostra
que, quando se trata da familia das arvores, dificilmente teremos grafos que sao
determinados pelo espectro. Este resultado se torna claro ao longo do trabalho, sobre

o que temos até hoje demonstrado de grafos que sao determinados pelo espectro.

Vejamos na Figura 3.1 um exemplo classico de grafos coespectrais em

relacao a matriz de adjacéncia.

Os grafos da Figura 3.1 possuem o mesmo polinémio caracteristico
p(A) = A\’ —4X\3 e, portanto, o mesmo espectro spec(A) = {0, 22} mas, ape-
sar disto, nao sao isomorfos. Um dos motivos é pelo fato de que o primeiro possui

vértices com grau maximo igual a dois e o segundo possui um vértice de grau quatro,
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Figura 3.1: Exemplo de Grafos Coespectrais

podemos observar também que um contém um ciclo de comprimento 4 e o outro nao

contém ciclos.

Mas como podemos mostrar que dois grafos sao coespectrais? Uma das
maneiras mais utilizadas é mostrando que suas respectivas matrizes de adjacéncia

sao similares:

Definigao 8. Uma matriz B € R™" € similar a uma matriz A € R™™ se existe

uma matriz S € R™™ nao singular, ou seja, que admite matriz inversa, tal que

B=S"1AS.

Desta defini¢ao, vamos direto ao seguinte Teorema, que nos mostra que

se os grafos possuirem matrizes similares entao eles sao coespectrais:

Teorema 6. [32] Sejam A e B € R™™. Se B ¢ similar a A, entao os polindmios

caracteristicos pa(x) de A e pp(x) de B sao iguais.

Deste Teorema, decorre o corolario de que, se A e B sao similares, entao
possuem o mesmo polinémio caracteristico, logo possuem os mesmos autovalores e,

entao, possuem o mesmo espectro: sao coespectrais.

Corolario 1. [32] Se A e B € R™" sao similares, entao A e B tém os mesmos

autovalores, contando suas multiplicidades.

Podemos verificar a demonstragao destes Teorema e Coroldrio em [32].

Encontramos no decorrer da histoéria diversos estudos que apresentam a construgao
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de pares de grafos coespectrais. Dentre eles citamos: Godsil [16], Haemers [20, 21],

Schwenk [30] e Souza [32].

Em particular, Schwenk [30] mostrou que, na incerteza coespectral (De-
finigdo 1 na pédgina 4), para n suficientemente grande, quase toda arvore 7' com p

vértices tem um par coespectral.

Mostraremos a seguir um Lema importante sobre grafos coespectrais.

Lema 1. [34/Para matrizes n x n A e B, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A e B sao coespectrais.
2. A e B tem o mesmo polinomio caracteristico.

3. tr(A") =tr(B") parai=1,...,n.
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4 GRAFOS DETERMINADOS PELO SEU
ESPECTRO - SURVEY

Neste capitulo iremos apresentar alguns grafos que foram determinados
pelo espectro ao longo da histéria, mas sem mostrar as demonstracoes que tornam

isto verdadeiro. Por tal motivo, nomeamos o capitulo de survey.
Comecaremos mostrando alguns grafos especificos:
Caminho

Sabemos por [6, 34, 37] que o caminho F,, com n vértices, é determinado
pelo espectro da matriz de adjacéncia. J& por [11], sabemos que o complemento do

caminho é determinado pelo espectro da matriz de adjacéncia.
Grafos Fortemente Regulares

Agora vejamos os Grafos Fortemente Requlares, comecando por sua
definicao: Um Grafo G é Fortemente Regular se é um Grafo nao nulo e nao completo
com parametros (n, k; a, ¢) tais que: G é k-regular (k > 1), com vértices n > 3, todo
o par de vértices adjacentes tem a vértices adjacentes em comum e todo o par de
vértices nao adjacentes tem c vértices adjacentes em comum. O ciclo com 5 vértices,

Cs, é um grafo fortemente regular com parametros (5,2;0,1):

Figura 4.1: Cj
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Sabemos por [6] que o espectro de um grafo G determina se G é forte-
mente regular: se um grafo regular tem espectro 6; > - -- > 6,, entao ele é fortemente

regular se, e somente se, [0;|2 <i < n|=2.

Segundo [6] existem muitas familias de Grafos fortemente regulares que
nao sao DS. Sao DS se, segundo [6, 34], n # 8 e m # 4 os grafos aK,, L(K,) (grafo
triangular T'(n)) e L(K,,,) ¢ seus complementos sao grafos fortemente regulares
DS. Para os casos em que n = 8 e m = 4 temos que o grafo L(K,4) tem um par
coespectral com Shrikhande graph, e existem trés pares coespectrais com L(K3y), 0s

chamados Chang graphs.

Abaixo temos alguns grafos fortemente regulares, com seus complemen-

tos, que sao DS segundo Haermers [6]:

v | Nome
5 | Pentagono
13 | Paley
17 | Paley
16 | Folded 5-Cube
27 | GQ(2,4)
520 | Hoffman-Singleton
56 | Gewirtz
77 | My

81 | Brouwer-Haemers
100 | Higman-Sims
105 | flags of PG(2,4)
112 | GQ(3,9)
120 | 001...inS(5,8,24)
126 | Goethals
162 | local McLaughlin
176 | 01...inS(5,8,24)
275 | McLaughlin

Tabela 4.1: Grafos Fortemente Regulares que sao DS

Odd Sun Graphs
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Agora vejamos um outro tipo de grafo: Odd Sun Graphs. Ele é um
grafo obtido anexando um vértice pendente a cada vértice de ciclo impar. Veja na

Figura abaixo o Suns, no qual sao anexados 5 vértices pendentes.

Figura 4.2: Sun Graph Suns

Boulet [3] provou em 2009 que o Sun Graph impar é determinado pelo
espectro, bem como os grafos C'BSun, 4, p impar. As demonstracoes destes Teore-

mas se encontram no artigo de Boulet.
Pineapple Graph

Agora, vejamos o Pineapple Graph: Segundo [33] o Pineapple Graph

K 5 ¢ determinado pelo espectro.
Multicone Graph

Um Multicone Graph é definido pela jungao (join denotado por v/)
de um cliqgue e um grafo regular. Seja G um grafo G = (V, E), um cliqgue é um
subconjunto de vértices V7 € V, tal que para cada dois vértices em V), existe uma

aresta os conectando, isto é, é um subgrafo induzido de G.

Figura 4.3: A esquerda o Grafo G e a direita um clique de G
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Corolério 2. [}2] Seja G um grafo. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. G~ K,VCP(n);
2. spec(@) = spec(K,VCP(n));
3. spec(L(Q)) = spec(L(K,VCP(n));

Sabemos por [1] que: 1) qualquer grafo coespectral com um Multicone

Graph K 7 P é isomorfo com K; 57 P. 2) Multicone Graph K,, 57 P é DS.

Sabemos também, mas por [42], que: 1)Qualquer grafo coespectral com
um Multicone Graph K; sy CP(n) é DS. 2)Multicone Graph K, 57 CP(n) é DS.
3)Multicone Graph K,, 57 Cy = K,, 7 CP(2) sao DS.

Lollipop Graph

Segundo [19] o Lollipop Graph L(p,k), com k impar, é determinado
pelo espectro. E segundo [4] o Lollipop Graph L(p, k), com k par, é determinado
pelo espectro. Ou seja, todos Lollipop Graphs sao DS.

Zn

De acordo com [31] a familia Z,,, anel dos inteiros médulo n, é cara-
terizada pelo espectro da matriz de adjacéncia. Além disto, estes mesmos autores
mostraram que o grafo Z,, + Z,, + --- + Z,, ¢ determinado pelo espectro da ma-
triz de adjacéncia, quando todos mny,ns,...,n; sao maiores que 1. Encontramos a

demonstragao deste Teorema em [31].
T-Shape Trees

Van Dam e Haemers em [34] fez a pergunta que iremos responder neste

momento " quais drvores sio DS”7 Encontramos esta resposta em [40].
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Um T-Shape é uma arvore com exatamente em um de seus vértices grau
méximo 3. Denotaremos por T'(ly, I3, l3) a tinica T-shape tree tal que T'(I1, 1o, l3)—v =
P, U P, U P, no qual P, é um caminho com [; vértices (i = 1, 2e3), e v o vértice de

grau 3.

Segundo [40], seja G = T'(I1,1s,13) com (I; < ly < l3) um grafo. Entao
G é unicamente determinada pelo seu espectro se (ly,ls,13) # (I,1,2] — 2) para
qualquer inteiro positivo. Sugerimos a leitura da demonstracao em [40], por tratar
de uma demonstracao que necessita algumas técnicas envolvendo propriedades de

autovalores de grafos.

Ainda segundo [40] temos um conjectura que diz: Seja G = T'(ly, la,l3)
com (I} <ly <l3) um grafo. Entdao o complemento de G é unicamente determinada

pelo seu espectro se (ly,ls,13) # (1,1,20 — 2) para qualquer inteiro positivo a > 2.
Grafos Regulares

Segundo [6, 34, 37, 41] para grafos regulares, ser DS é equivalente para
as matrizes de Adjacéncia, Laplaciana, matriz de Adjacéncia do Complemento e

Laplaciana sem sinal.
Grafos Completos, Bipartidos e o Ciclo

De acordo com [6, 37| os grafos completos, bipartidos e o ciclo sao
caraterizados pelo espectro. Segundo [24], se m e n sao inteiros primos e distintos,
entdo o grafo bipartido completo K, , ¢ DS. E, segundo [24], se m e n s@o inteiros
primos e distintos tal que y/mn é inteiro, entao o grafo bipartido completo K, , nao

é DS.
Grafos Distancia-Regulares

Agora, vamos estudar um pouco sobre grafos distancia-regulares, através

de sua defini¢ao encontrada em [36]: Um Grafo conexo G com diametro D é chamado
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de distancia-reqular se existem constantes Cj, a;, b; tais que, paratodoi = 0,1, ..., D,
e para todos vértices v e w a uma distancia i = d(v, w), entre os vértices adjacentes
de w, ¢; estd a uma distancia ¢ — 1 de v, a; a uma distancia 7 e b; a uma distancia

t+ 1.

Em geral, de acordo com Van Dam e Koolen [5], grafos distancia-regular
nao sao determinados pelo espectro. Segundo [6] os seguintes Grafos Distancia-
Regular sao DS: poligonos C,, grafo bipartido completo menos o matching, grafo ob-
tido removendo no maximo cinco arestas de grafos DS, grafos impares e Folded(2d+

1) — cubes.

Teorema 7. [6] Se I é um grafo distancia-regular com diametro d e circunferéncia
g satisfazendo uma das sequintes propriedades, entdo todo grafo coespectral com I €

também distancia-regular, com os mesmos parametros que I':

1. g >2d—1.
2. g>2d—2 el é Bipartido.
8.9g>2d—2ecd—1)dg < —(c" 1+ 1)(01 + -+ + ba).

Vemos na Tabela 4.2 alguns grafos Distancia-Regulares que sao DS

segundo Haermers [6].

Vemos na Tabela 4.3 alguns grafos Distancia-Regulares Bipartidos que

sao DS segundo Haermers [6].

Vemos na Tabela 4.4 alguns grafos Distancia-Regulares Nao-Bipartidos

que s@o DS segundo Haermers [6].

Para finalizar esta parte sobre grafos-distancia regulares, deixamos como
curiosidade que se tem observado por Haemers e autores [35], que o complemento
da uniao disjunta de grafos bipartidos e completos é sempre DS, porém ainda nao

se ha nada que comprove esta teoria.
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14

Nome

12
14
14
15
21
22
22
26
26
36
42
42
42
52
o7
62
62
63
105
114
114
146
146
175
186
456
506
012
657
729
819
2048
2457

[cosaedro

Heawood; GH(1,2)
1G(7,4,2)

L(Petersen)

GH(2,1)

IG(11,5,2)

IG(11,6,3)

GH(1,3)

1G(13,9,6)

Sylvester

antipodal 6-cover of K
GH(1,4)

1G(21,16,12)

GH(3,1)

Perkel

GH(1,5)

IG(31,25,20)
antipodal 7-cover of Ky
GH(4,1)

GH(1,7)

1G(57,49, 42)

GH(1,8)

IG(73,64,56)

L(HoSi)

GH(5,1)

GH(7,1)

grafo Mog

Grafo coconjunto de Goy
GH(8,1)

Grafo coconjunto de G
GH(2,8)

Grafo coconjunto de Gog
GH(8,2)

Tabela 4.2: Grafos distancia-regulares DS com diametro 3
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Grafo Triangular

Vejamos um novo tipo de grafo: o grafo triangular T'(n). O grafo
triangular T'(n) pode ser definido como T'(n) ~ L(K,) e é caraterizado pelo espectro,

segundo [9], se n # 8. Sen = 8 temos exatamente trés grafos excepcionais.
Line Graph

O Line graph, segundo [9], denominado por L(G) de um grafo indireto
G sem loops ou arestas miultiplas é o grafo cujo conjunto de vértices corresponde 1
para 1 com o conjunto de arestas do grafo GG, com dois vértices de L(G) adjacentes

se, e somente se, as arestas correspondentes em GG tem um vértice em comum.

Consideramos agora um grafo linha de um grafo regular completo e
bipartido: L(K, ) = K, + K,, entdo, segundo [9], oo menos que n = 4, L(K,,,) é

caracterizado pelo seu espectro. Se n=4 ha exatamente um grafo excepcional.
BIBD

Descobrimos em [9] que o tnico grafo conexo e bipartido com trés auto-
valores distintos é um grafo completo e bipartido. Existe, no entanto, muitos grafos
bipartidos com quatro autovalores distintos e, diferente do caso de trés autovalores,
nem todos sao caracterizados pelo espectro. Para construir os que sao definiremos

primeiramente o que é BIBD (balanced incomplete block design)
Defini¢ao 9. [9/ Um BIBD consiste em v elementos e b subconjuntos destes ele-
mentos chamados de blocos tais que:

1. Cada elemento estd contido em r blocos;

2. Cada bloco contém k elementos;

3. Cada par de elementos € simultaneamente contido em Ax blocos.
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Os inteiros v, b, r, k, \x sao chamados de parametros do design. No caso particular

em que r =k o design é chamado de simétrico.

Defini¢ao 10. /9] Dado um BIBD, o grafo design € formado da sequinte maneira:
0os b+ v vértices do grafo correspondem aos blocos e elementos do design com dois
vértices adjacentes se, e somente se, um corresponde a um bloco e o outro corres-
ponde a um elemento contido naquele bloco. Entao, o grafo € bipartido com cada

vértice de grau r ou k se corresponde a um elemento ou um bloco.

Utilizando essas defini¢oes e segundo [9], temos que o grafo de um design
simétrico é caracterizado pelo seu espectro. Também temos segundo [9], que a menos
que v, k, Ax = 4,3, 2, o grafo linha de um BIBD simétrico é caracterizado pelo seu
espectro. Se v, k, Ax = 4, 3,2 ha exatamente um grafo excepcional. Se r + k > 18,
entao o grafo linha de um BIBD com parametros v, b, r, k, 1 é caraterizado pelo seu

espectro.
Produto de Grafos

E por tltimo, temos a lista de grafos que surgem através de um produto

entre grafos que sao determinados pelo espectro, segundo [24]:

Os produtos K,, () ko, k, X ks, k, ® ko sao determinados pelo espectro

Seja G um grafo bipartido k-regular de ordem 2m. Se k=2, m-1, m,

entao o produto G x Ky é DS.

O produto C,, x K5 é determinado pelo espectro.

O grafo completo e bipartido K,,, é DS se, e somente se, K,,,, X Ky ¢

DS.

O produto K,,, x Ky é DS se, e somente se, para qualquer inteiro k,

com m < k < n, k nao é um fator de mn.
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v | Nome

18 | Pappus; Biaff(3)

30 | Tutte’s 8-cage; GO(1,2)
32 | Biaff(4)

50 | Biaff(5)

80 | GO(1,3)

98 | Biaff(7)

126 | GD(1,2)

128 | Blaff(8)

170 | GO(1, 4)

Tabela 4.3: Grafos distancia-regulares Bipartidos DS com diametro maior que 4

v | Nome

20 | Dodecaedro

28 | Coxeter

45 | GO(2,1)
102 | Biggs-Smith
160 | GO(3,1)
189 | GD(2,1)
330 | Grafo MQQ
425 | GO(4,1)
990 | Ivanov-Ivanoc-Faradjev

Tabela 4.4: Grafos distancia-regulares Nao-Bipartidos DS com diametro maior que
4
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5 GRAFOS DETERMINADOS PELO SEU
ESPECTRO

Neste capitulo apresentamos alguns grafos relevantes que sao determi-
nados pelo espectro e as demonstragoes que tornam este fato verdadeiro. Apresenta-
mos também os autores responsaveis pelo estudo de cada um dos grafos apresenta-
dos, juntamente com as principais ideias de cada demonstracao, como por exemplo,

utilizar as invariantes espectrais de um grafo e o Teorema do Entrelagamento.

5.1 Grafo Completo, Bipartido e Ciclo

Vamos iniciar esta se¢do com uma proposicao que nos diz que estas trés

familias de grafos sao determinadas pelo espectro da matriz de adjacéncia:

Proposigao 2. [6, 37] O grafo completo, o grafo bipartido completo K, ., e o ciclo
sao DS.

A estratégia utilizada pelo autor para demonstrar esta proposigao é
apresentar as arestas e vértices de cada um dos grafos (Teorema 3), invariantes dos
grafos reconhecidas na matriz de adjacéncia, mostrando, através da regularidade

destes grafos, que um grafo regular s6 pode ser coespectral com outro grafo regular.

Demonstragao. [6] Um grafo coespectral com K, necessita ter n vértices e @

arestas e, portanto por definicao de K, e por que um grafo regular nao pode ser
coespectral com com grafo nao regular [35], é igual a K,. O mesmo acontece com

um grafo bipartido completo, isto ¢, um grafo coespectral com K,,,, precisa ser
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também regular e bipartido com 2m vértices e m? arestas, entao é isomorfo a K, .
Um grafo coespectral a C),, é 2-regular com circunferéncia n, entao é igual a C,,

portanto todos sao determinados pelo seu espectro. O]

Vamos agora a outra proposicao sobre outros tipos de grafos DS:

s

Proposigao 3. [6, 19, 34] A unido disjunta de k grafos completos, K, ++ -+ Ky, ,é

DS, com respeito a matriz de adjacéncia.

Demonstragao. 6]

O espectro da matriz de adjacéncia A de qualquer grafo coespectral com
Ko, + -+ Ky, éiguala {[my—1]1, ... [my—1]%, [=1]""*}, no qual n = my+- - -+my.
Isto significa que A + I é positivo e semi-definido de posto k e, portanto, A+ I é a
matriz de produtos internos de n vetores em R¥. Todos esses vetores sao unitarios,
e os produtos internos sao 0 ou 1. Assim, dois desses vetores coincidem ou sao
ortogonais. Isto implica que os vértices podem ser ordenados de tal forma que
A + I seja uma matriz bloco diagonal com todos os blocos diagonais iguais a 1. Os

tamanhos desses blocos sao autovalores diferentes de zero de A + I. OJ

5.2 Caminho

No ano de 2002 foi demonstrado por Edwin R. van Dam e Wille H.
Haemers [34] que o caminho é determinado pelo espectro da matriz de adjacéncia.
Neste mesmo ano, Haemers e Michael Doob [11], mostraram que o complemento
do caminho com n vértices é também determinado pelo espectro da matriz de ad-

jacéncia.
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Veremos primeiramente temas iniciais que abordam conceitos que serao
necessarios para a demonstragao principal desta secao, que é demonstrar que o

caminho é determinado pelo seu espectro.

Lema 2. [25] Seja P, o caminho com n vértices. Os autovalores de P, sdo auto-

v
n+1

valores simples \; = 2cos(=%),i = 1,...,n, que possui um autovetor w(j) = (w;)

cuja i-ésima coordenada € definida por w; = sen(;—ﬁ) Vie{l,2,...,n}.

Lema 3. [14] O Ciclo C,, tem maior autovalor igual a 2.

Lema 4. [31, 34] Em um grafo sem 4-ciclos, o nimero de passeios de comprimento
4 € igqual a duas vezes o numero de arestas mais quatro vezes o numero de caminhos

mduzidos de comprimento 2.

Teorema 8. [6, 37, 3/] O caminho P,, com n vértices, é determinado pelo espectro

da matriz de adjacéncia.

A estratégia utilizada pelo autor [34] para demonstrar este Teorema é
supor por absurdo que o caminho tem um par coespectral, verificar quais os possiveis
grafos candidatos para serem esses pares coespectrais através dos autovalores dele
e, pelo Teorema do Entrelagcamento, mostrar que estes autovalores desclassificam os
candidatos, restando apenas o proprio caminho.

g
n+1

Demonstragao. Os autovalores de P, sao A\; = 2cos(-=%), e, portanto, como cosseno

admite no maximo valor 1, temos que \; < 2.

Suponhamos por absurdo que um grafo ¢ é coespectral com P, com
respeito ao espectro da matriz de adjacéncia. Entao 1 também tem n vértices e

n — 1 arestas, como ja mostrado no Teorema 3.
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Como v pode ser conexo ou desconexo, vamos supor que seja desconexo.
Se 1 tiver um ciclo, ele tem um subgrafo induzido C} e tem maior autovalor menor
ou igual a 2, o que, pelo Teorema do Entrelagamento, nao pode ocorrer, visto que o
maior autovalor de P, é menor que 2. Portanto ¢ nao tem ciclos e tem n— 1 arestas,

logo é conexo.

Suponhamos agora que v tenha um vértice de grau 4, isto é, tenha a

estrela K 4 como subgrafo induzido. Vamos calcular os autovalores desta estrela.

Sabemos que a matriz de adjacéncia da estrela K 4 ¢ igual a:

(00111 1]
10000
A={10000
10000
10000

Seu respectivo polinomio caracteristico ¢ dado por p(A) = 4A3 — \°.
Entdo seu espectro é spec(A) = {—2,2,0)}. Portanto, seu maior autovalor é 2.
Entao ¢ nao tem K;4 como subgrafo induzido pelo Teorema do Entrelacamento.
Portanto, nenhum vértice de 1 pode ter grau maior ou igual a 4 e, entao, todos seus

vértices tém grau menor ou igual a 3.

Suponhamos que ¢ tenha, no minimo, dois vértices de grau 3, como

mostrado na Figura abaixo:

Figura 5.1: Grafo com dois vértices de grau 3

Se 1 tem no minimo dois vértices de grau 3, entao 1 possui um subgrafo

induzido v/, com apenas dois vértices de grau 3, formado por um caminho P, k > 2
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com duas folhas em cada extremidade. Seja A = A(¢)’) a matriz de adjacéncia de 1'.
Notamos que, como cada extremidade de P, possui duas folhas, tais extremidades
serao dois vértices de grau 3. Afirmamos que o vetor & = (x1, T2, X3, ..., Tr44) dado

por

1, sewv; éfolhaparal <i<k+4

2, caso contrario

é autovetor de A associado a A = 2. De fato, quando efetuamos o
produto de A por ¥, encontramos as seguintes possibilidades:
i) Se v; for uma folha, sua unica adjacéncia serd algum vértice v; de grau 3 e,
portanto, temos A;7 = x; = 2 = 2u;.
ii) Se v; for um vértice de grau 2, suas duas adjacéncias sao vértices v; e v;, que nao
sao folhas. Ou seja, A; @ = z; + 1 = 2 + 2 = 2x;.
iii) Se v; for um vértice de grau 3, entao ¢ adjacente a duas folhas e outro vértice v,

de grau 2. Logo A;%¥ = 2.1+ z; = 2+ 2 = 2x;. Assim concluimos que A7 = 27.

Entao ¢ tem um subgrafo induzido no qual seu maior autovalor é 2.
Mas, pelo Teorema do Entrelacamento @ nao pode ter um subgrafo induzido com

maior autovalor igual a 2. Portanto, ¥ tem no maximo um vértice de grau trés.

Suponhamos que seja movido um ramo deste vértice de grau trés para
o n-ésimo vértice de ¥. Entao, tinhamos um vértice de grau 3 que se tornou de
grau 2, fazendo com que o grafo tenha no maximo vértices de grau 2, tornando
em P,. Como ¢ e P, sao coespectrais, esta operacao nao pode mudar o niimero de
passeios de comprimento 4, o que nao acontece, segundo Lema 4. Portanto ¢ nao

tem vértice de grau 3 e, portanto, é isomorfo a P,. O
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5.3 Grafo 7,

Consideramos Z,,, o anel dos inteiros médulo n.

Figura 5.2: Z,

Teorema 9. [26] Nao hd duas starlike trees nao-isomorfas que sejam coespectrais

com relacao as suas matrizes de adjacéncia.

Teorema 10. [31] O grafo Z, é determinado pelo espectro da matriz de adjacéncia.

Demonstragao. Os autovalores da matriz de adjacéncia de Z,,, segundo [9], sao 0 e

(2i+ D)7
2(n+1)

2cos 1 =0,1,...,n. Entao, como cosseno admite no maximo valor 1, temos
que A\i(Z,) < 2. Para realizar esta demonstragao, vamos separar Z, em dois casos:

sen=1ousen>1.

Para n = 1, teremos que o grafo Z, é igual a P53 e, como ja mostrado
anteriormente, o caminho é determinado pelo espectro. Portanto, paran =1, Z, é

determinado pelo espectro.

Vejamos agora para n > 1. Suponhamos por absurdo que exista um
grafo T' coespectral com Z,, com respeito ao espectro da matriz de adjacéncia. Por-

tanto, 7' é um grafo com n + 2 vértices e n + 1 arestas.

Sabemos que T' pode ser conexo ou desconexo, vamos supor que seja
desconexo. Se T tiver um ciclo, ele tem um subgrafo induzido C}, e, pelo Teorema do

Entrelacamento, tem maior autovalor menor ou igual a 2, o que nao pode ocorrer,
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visto que o maior autovalor de Z,, é menor que 2. Portanto 7" nao tem ciclos e tem

n + 1 arestas, logo é conexo.

Entao T" é uma arvore. Suponhamos agora que 71" tenha um vértice
de grau 4, isto ¢, tenha a estrela K;4 como subgrafo induzido. Seu espectro ¢
{-2,2,00}, como ja calculado anteriormente. Portanto, seu maior autovalor é
2. Entao T nao tem K;, como subgrafo induzido, pois pelo Teorema do En-
trelacamento, os autovalores dos subgrafos induzidos de T' devem ter autovalores
menores que 2. Portanto, nenhum vértice de T" pode ter grau maior ou igual a 4 e,

entao, todos seus vértices tém grau menor ou igual a 3.

Como o caminho é determinado pelo espectro e T é coespectral com
Zn, T nao é um caminho. Entao T' é uma arvore starlike com vértice de maior grau

3. Logo, pelo Teorema 9, T' é isomorfo a Z,,. n

5.4 Lollipop Graph L(p, k), com k impar

Um lollipop graph L, é obtido anerando um ciclo C,, com p > 3
vértices, a um vértice pendente de um caminho P;,; ,com k& =1 > 2 vértices. Por
exemplo, o Lollipop Graph L, o é um ciclo C},. Vejamos na imagem abaixo o exemplo

do Lollipop Graph Ls;:

Figura 5.3: Lollipop Graph Ls;

Em 2006, Haemers, Liu e Zhang [19] mostraram em seu artigo que o
lollipop graph L(p, k), com k impar, e seu complemento, sdo determinados pelo seu
espectro e ainda era desconhecido se todos Lollipop Graphs eram DS. Porém, em

2008 foi mostrado por Boulet e Jouve [4] que todos lollipop graphs sao DS, baseados
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em um método de contar caminhos fechados. Nao falaremos deste método neste
trabalho, mais informagoes sao encontradas em [4]. Ao invés disto, escolhemos uma
demonstracao para apresentar nesta segao: o lollipop graph L(p, k), com k impar, é

DS. Para isto, utilizaremos o Lema e o Teorema a seguir.

Lema 5. [19] O seqgundo maior autovalor de um lollipop Graph € estritamente menor

que 2.

Teorema 11. [4, 19] Nao hd lollipop graphs coespctrais que ndao sejam isomorfos.

A demonstracao deste Teorema é encontrada nos dois artigos [4] e [19],
porém em [4] é mostrada em uma prova mais sucinta, utilizando o método de contar

caminhos fechados.

Teorema 12. [19] O lollipop graph L(p,k), com k impar, é determinado pelo es-

pectro.

A estratégia utilizada pelo autor para realizar a demonstracao deste
Teorema ¢ utilizar o ntimero de vértices, arestas e caminhos fechados (Teorema
3)(chamados de t-tour pelo autor) para a suposigdo da existéncia de um grafo co-
espectral com o lollipop e também o Teorema do Entrelacamento, Teorema 2, para

supor que existe ciclo, que também ¢é determinado pelo espectro.

Demonstragao. [19]

Seja G um grafo coespectral com L = L, , com k impar. Entao G
tem o mesmo numero de vértices, arestas e caminhos fechados de comprimento ¢
que L. Detonamos estes caminhos fechados de t-tour. Sabemos pelo lema anterior

que o segundo maior autovalor de G' é menor que 2. Entao, se G for desconexo, o
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Teorema do Entrelacamento, Teorema 2, nos diz que apenas um componente pode

ter autovalor 2 e, portanto, contém o ciclo.

Vamos mostrar por inducao em i(1 < i < n — p) que, na verdade, G é
um Lollipop Graph L = L,4;, com o vértice pendente substituido por algum grafo

em n —p— i+ 1 vértices. Para i = n — p temos que G é isomorfo a L.

Base de indugao: Caso i = 1 Sabemos que G tém t-tours com k < p,
K impar, que G tem 2p-tours e um ciclo C' de comprimento p e G e L tém o mesmo
nimero de (p+2)-tours. Em L existem dois tipos de (p+ 2)-tours: ao redor do ciclo
em que uma aresta é usada trés vezes, e passeios em torno de C' que vao um passo
para cima e para baixo na cauda do Lollipo Graph. Entao G tem o mesmo nimero

de (p + 2)-tours.

Podemos observar que G tem os 2p*(p + 2)-tours em torno de C. Se C
é um componente, entao todos os outros componentes nao tem ciclos e, portanto,
G nado tem outros (p + 2)-tours: contradi¢ao. Portanto, deve haver pelo menos uma
aresta entre C' e os outros vértices de G. Se houver mais de uma aresta, G tem

muitos (p + 2)-tours, portanto existe exatamente uma dessas arestas.

Caso ¢ > 2. Nossa hipdtese de inducao é que G contém L, 1;_; 5, no qual
apenas o vértice pendente, denotado por v, pode ser incidente com outras arestas
de G. Agora, G tem o mesmo numero de (p + 2)-tours que L. E impossivel que
Ly+i—1, seja um componente de (G,pois os componentes restantes nao tem ciclo. Se
v tem grau 3 ou mais, G tem mais (p + 2i)-tours do que L. Portanto v tem grau 2,

o que comprova a afirmagao. Entao G ¢é isomorfo a H. O]

5.5 Pineapple Graph Kg

Obtemos um pineapple graph K]l acrescentando g arestas pendentes a

um vértice de um grafo completo K, , > 1,p > 3.
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Figura 5.4: Pineapple K}

Sabemos por [33], KZ tem n = p + q vértices, (’2’) + ¢ arestas e (’g)

triangulos.
Proposicao 4. [33] O polinomio caracteristico p(x) = det(xl — A) do pineapple
graph K}l € igual

plx) =" o+ 1)P 2@ —2*(p—2) —z(p+q—1)+qlp—2))

Lema 6. [33] Seja G um grafo conexo com o menor autovalor maior que —2. Entao,
uma das afirmacoes abaizo acontece:
1. G tem sete vértices e dg = 2.

2. G € um line graph de um grafo uniciclico com um ciclo de comprimento

impar e dg = 4

3. G é um line graph generalizado de uma drvore do tipo (1,0,...,0) e

dg =4
Vamos agora aos pineapple graphs que sao determinados pelo espectro:

Teorema 13. [33] O pineapple graph Kg € determinado pelo espectro.
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A estratégia utilizada pelo autor para a demonstragao deste Teorema é
utilizar o ntimero de vértices, arestas e triangulos (invariantes do grafo no Teorema
3)para as possiveis escolhas de um grafo coespectral com o pineapple, e novamente

o Teorema do Entrelagamento 2 para encontrar a contradicao.

Demonstragao. [33] Suponhamos que G é um grafo coespectral com Kz. Entao, por
[33], G tem n = p+ 2 vértices, (’2’) + 2 arestas e (g) triangulos e, pela Proposicao 4,

tem polinomio caracteristico:
p(z) = x(z + 1P (2 — (p - 2)a® —z(p+1) + 2(p — 2))
Portanto, segue que \2(G) < 1, e A\py2(G) > —2.

Suponhamos que G seja desconexo. Se existe dois componentes com
a0 menos uma aresta, entao 2K é um subgrafo induzido de G. Pelo Teorema do
Entrelacamento 2 nos da que 1 = A\y(2K3) < A\2(G) < 1, uma contradi¢ao. Entao
apenas uma componente de G tem arestas. A multiplicidade do autovalor 0 é igual

a 1, portanto G tem dois componentes, um para cada vértice isolado.

O maior componente G’ tem polindémio caracteristio 1‘%, entao dg =
|p(—2)|
2

. Consequentemente, pelo lema 6, G’ tem sete vértices. N6s sabemos que G
tem 17 arestas e 20 triangulos. Verifica-se diretamente que hé exatamente dez grafos
conexos em sete vértices com 17 arestas, e nenhum tem 20 triangulos. Isto prova
que G é conexo e dg = p(—2) = 4. Entao estamos lidando com o caso (ii) ou (i)

do lema 6.

No caso (i7), G é um line graph de um grafo uniciclo H com p + 2
vértices. Seja v um vértice de H do grau maximo K e ponha ¢ = p+2 — k. Quando
v nao ¢ um triagulo de H, toda aresta que nao ¢ incidente com v é incidente com
no maximo um vizinho de v. Entdo hd no minimo ¢(k — 1) — 1 pares de arestas
disjunta em H. Se v é um triangulo {u, v, w} entdo a aresta {v, w} é incidente com

u e w e disjunto com k — 2 arestas através de v. Entao nds obtemos no minimo
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t(k—1)—1 pares de arestas disjuntas em H. As arestas disjuntas em H corresponde
aos pares dos nao adjacentes vértices em (. Isto implica que G tem no maximo

(p ;2) — t(k —1) — 1 arestas. Entao nds encontramos
() +2<(757) —elk -1 +1
o que nos da
(t—2)(k —3) <2

Isto implica que k < 3,k > p, ou (p,q) € 5,4),(6,4),(6,5)}.

Se k < 3, entao H tem no maximo PE2 vértices de grau 3. Assim sendo
) 2 )

G tem no maximo 1 + 1%2 triangulos, logo (g) <1+ }%2, que nos da p < 4.

O caso em que p = 3 esta resolvido em [43], e quando p = 4, G tem 8

arestas e 4 triangulos e sem Ky, o que é impossivel.

Se K =p+1, entao H = K;’_l, portanto GG tem (p;rl) + 2 arestas, o

que ¢é falso.

Se k = p, entao existe apenas duas formas de criar um ciclo impar em
H adicionando duas arestas. Nos dois casos nés obtemos H = Kg—z com um vértice
pendente anexado num vértice de no maximo grau 2, o que nos leva a mais (g)

triangulos em G.

Suponhamos (p, k) € {(5,4), (6,4), (6,5)}. N6s temos o niimero maximo
de possiveis triangulos em G se H consistir em um triangulo com k — 2 arestas pen-
dentes em um vértice do triangulo e —k + 1 arestas pendentes em outro vértice. Em
todos trés casos G tem menos triangulos que K%. Entao nds concluimos que nao

existe grafo coespectral com K% no caso (ii).
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Agora vamos para o caso (iii) do Lema 6. G é um line graph generali-
zado de uma arvore T' com p + 1 vértices e p arestas do tipo (1,0,...,0). Seja H o
line graph de T, seja v o vértice de T' com grau no maximo k, e defina c = p+2 —k.

Entao H tem no maximo (g) + (‘;1) + 2k arestas, e G tem no maximo (g) + (L_l)

2
arestas, portanto (g) + (5" +2k> (5) +2 0 que leva a (1 —4)(k — 1) > 0. Entdo

p=k+2p=k+1oup=*r.

Se p = k + 2, entao mantemos a desigualdade acima, ou seja, as duas
arestas de T' que nao sao incidentes em wvse cruzam. Entao H é a jungao de Kj e
um triangulo, com a juncao de Kj com P; em um vértice pendente de Ps.Isto nos
leva a sete line graphs generalizados do tipo (1,0, ...,0), dependendo de qual vértice

tem peso 1. Porém, nenhum desses tem (g ) triangulos.

Se p = k+1, entao H é um grafo completo K}, com uma aresta pendente.
Agora ha trés possiveis line graph generalizados do tipo (1,0,...,0), mas nenhum

desses tem (1;) triangulos.

Se p =k, entao T' = K, e H = Kj;. Entao temos dois possiveis line

graph generalizados, mas apenas K5 tem (1; ) triangulos. Entao G = Kz.
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6 PRODUTOS DE GRAFO

Neste capitulo mostraremos alguns produtos de grafos, dentre eles o
produto Kronecker, por Ky que sao determinados pelo seu espectro, através dos
estudos de Ke Xiang, Juan YAN, Bao Gang XU e Zhi Ren [24]. Porém, conforme
afirmado pelos autores [24] dos resultados, é dificil dar uma resposta exata sobre
casos mais gerais. Vamos ao que sabemos de produtos de grafos DS até entao, mas,
primeiramente, vamos definir todos os produtos que iremos utilizar, comecando com

o produto cartesiano:

Definigao 11. Sejam os grafos G1(V1, E1) e Go(Va, Es) tais que (uq,us, . .., uy,) $40
vértices de G1 e (v, vV, ...,0,) SGo os vértices de Gy. O Produto Cartesiano entre
G1 e Gy, denotado por Gy o Ga, € o grafo com congunto de vértices V= (V3 x V3) e
(ug,v1) € adjacente a (ug,vq) se uy € adjacente a uy em G1 e v = vy em Gg ou vy

¢ adjacente a vo em Gy e uy = uy em Gj.
Vejamos na Figura 6.1 o produto cartesiano entre os grafos Cy e Ps:

Vamos agora a definicao de Produto Direto:

Definigao 12. Sejam os grafos G1(V1, E1) e Go(Va, Es) tais que (uq,us, . .., uy,) $Go
vértices de Gy e (v1,va,...,0,) $Go 0s vértices de Go. O Produto Direto entre Gy e
G, denotado por (Vi x V3), é o grafo com conjunto de vértices (V4 x Vo) e (uy,v1)

¢ adjacente a (ug,ve) se uy € adjacente a uy em Gy e vy € adjacente a vy em Gs.

Vejamos na Figura 6.2 o produto direto entre os grafos C5 e Ps:

Vamos agora a definicao de Produto Forte, que é a uniao entre o Pro-

duto Cartesiano e o Produto Direto:

Defini¢ao 13. Sejam os grafos G1(Vi, E1) e Go(Va, Es) tais que (uy,usg, . .., uUy,) $G0

vértices de Gy e (v1,v2,...,0,) sGo os vértices de Gy. O Produto Forte entre Gy e
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Figura 6.1: Cyo Py

G, denotado por Gy O Ga, € o grafo com conjunto de vértices (Vi x Vi) e (ug,vy) €
adjacente a (ug, v2) se uy € adjacente a us em Gy e v = v em Gy ou vy € adjacente
a vy em Goy, se uy € adjacente a us em Gy e uy = uy em Gj.

Vejamos na Figura 6.3 o produto forte entre os grafos P3 e Ps:

E, por ultimo, vamos ao Produto de Kronecker:

Definicao 14. Sejam A € F™™ e B € F™", o produto de Kronecker de A e B,

denotado por A® B, é a matriz quadrada de ordem mn definida por:
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Figura 6.2: (5 x Py

anB  apB -+ a1, B

anB aypB -+ ay,B
A ® B = [aijB]Z.Zzl = 2% 2? 2 )

Cl,lmB (lgmB cee ammB

O produto a esquerda € definido por:

Abll Ablg cee Abln
Abyy  Abyy -+ Aby,
A@B=[Ab]l,_ = | " 7® ”

Vejamos um exemplo do Produto de Kronecker entre as matrizes:

Teremos entao:

28



Figura 6.3: P3O P,

10 10 1.1 1.0 2.1 2.0

1020
1 9.
0 1 0 1 1.0 1.1 2.0 2.1 010 2
A®B = i 1 ! 1| _
Llrof o 31 3.0 41 4.0 304 0
0 1 1o 1 30 3.1 4.0 4.1 030 4

Agora vamos as descobertas dos autores [24]

Teorema 14. [2/] Os produtos K, O ko, kyn X ko, kn @ ko sdo determinados pelo

espectro.

Teorema 15. [2/] Seja G um grafo bipartido K-regular de ordem 2m. Se k=2, m-1,
m, entao o produto G x Ky é DS.

Demonstragao. [24] Para k = 1 a prova encontrada é falsa. Para K = 2, G precisa
ser a uniao de t mesmos ciclos: G = Cyy,, Cop, ++ - - +Co,, no qual ky +ko+- - -+ k; =
m. E, segundo a Proposicao 3, G é determinado pelo espectro. Para k = m — 1,
G sera denotado por por Kﬁhm que nada mais é que um grafo bipartido retirando
um matching de Ky, . Temos que K, . x Ky = 2K, ., pois o Produto Kronecker

G x Ky é um grafo bipartido. Suponhamos que H seja coespectral com K}mm X K.
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Entao H precisa ser (m — 1) — regular grafo bipartido de ordem 4m com dois
componentes conexos. Entao podemos assumir que H = H; + H,, no qual H; é um
grafo bipartido e (m—1) —regular de ordem 2m, para i = 1,2. Além do mais, temos
que |V(Hy)| # |V(Hs)|, entdo, sem perda de generalidade, Hy é K1 -1 € seu
espectro, segundo [9], 6 m — 1,02m — 4), —m + 1. Entdo K}, ,, é isomorfo a K, X
K pelo 14, entéo o espectro de K\, . x Ky é (m — 1), 1272 —1*"72 (—(m — 1))?,
o que é uma contradicao visto que Hy, + Hy é coespectral com K}mm X Ky. Ja que
K, x Ky é DS, H é isomorfo com K}nm X Ky = ZK}mm. A prova para o caso em que

k = m é similar ao caso em que k =m — 1. O

Corolario 3. [2/] O produto C,, x Ky € determinado pelo espectro.

Demonstragao. [24] Pela defini¢ao do Produto de Kronecker, temos que:

Cs,, sen n éimpar
CoxKy=14 P 6.0
2C,, senn é par

Portanto, pelo Teorema 15, temos que C,, X K5 é DS. n

Teorema 16. [2/] O grafo bipartido completo K, ,,(m < n) é DS se, e somente

se, para qualquer inteiros k com m < k < mn,k ndo é um fator de mn.

Demonstragao. [24]

Seja f(z) = m+n—x— 2% eseja fo(r) = v+ ™%, no qual x sdo todos
inteiros positivos. Primeiramente vamos mostrar que qualquer inteiro x tal que
m < x < n nao é um fator em comum com mn. Para isto, suponhamos que H seja
coespectral com K, ,. Visto que o espectro de K, ,, é &/mn, 0™ 2 —¥mn, entao
H=K, q+(m+n—r —s)K;, no qual r;s; = mn. Como K,,, é DS, podemos

ter que r; = m,s; = n. Ja que a fun¢do f(z) tem no maximo valor 0 e alcanga
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esse maximo somente quando x = m ou x = n, a fungao fo(z) tem no minimo o
valor m + n no intervalo [m,n| e alcanca esse minimo somente quando z = m ou

J/mn)

x =n. E devido a fungdo fy(x) ser mondtona nos inteiros dos intervalos (m,
e (¢mn,n), qualquer inteiro x tal que m < x < n nao é um fator em comum com
mn. Agora vamos mostrar que o grafo bipartido completo K, ,,, (m < n) é DS. Por
causa da nao-divisibilidade de mn por qualquer inteiro £ no qual m < k < n, a
funcao fo(x) alcanga o minimo valor m + n somente com = = m ou x = n. Entao
nos temos que m+n —r; —s; < 0 para todos inteiros positivos rq, s tal que r; < s

e r1s; = mn, sendo que a igualdade funciona somente se r; = m,s; = n. Assim

sendo, qualquer grafo H coespectral com K,,, é isomorfo a ele. O
Corolario 4. [2/] A estrela Ky, é DS se, e somente se, n for 1 ou primo.

Corolario 5. [2/] Seja m e n inteiros positivos com n —m < 2. Entdo o grafo

bipartido completo K,,,, é DS.

Demonstragio. [24] B trivial se n—m = 0. Para o caso em que n—m = 1, nao existe
inteiro tal que m < k < n e segue do Teorema 16 que K,,, é DS. Se m —n = 2,
m + 1 é o Unico inteiro entre m e n que nao é um fator de mn = m(m + 2), e segue

do Teorema 16 que K,,, é DS. O

Corolario 6. [2/] Se m e n sdo inteiros primos e distintos, entdo o grafo bipartido

completo K, ,, ¢ DS.

Corolario 7. [2/] Se m e n sao inteiros primos e distintos tal que /mn € inteiro,

entao o grafo bipartido completo K,,,, nao é DS.

Corolario 8. [2/] Seja m e n inteiros primos e distintos tais que n —m > i para
i =1,2 emn = x®+ix para um inteiro positivo x. Entdo o grafo completo bipartido

K, nao € DS.

Teorema 17. [24] O grafo completo e bipartido K, ,, € DS se, e somente se, K, ,, X
Ky € DS.
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Demonstracao. [24] Pelo Teorema 15, nés temos que K, ., X Ko = 2K, ,,. Pelo
Teorema 16 temos que o grafo K, , ¢ DS se e somente se a fungao fo(r) = = + =2,
no qual z e =* sao todos inteiros positivos, tem o valor minimo m +n se x = m ou
x = n. Considerando que o espectro [6] de 2K,,, é (y/mn)? 0> 24 (—\/mn)?,
o grafo K,,, x Ky é DS se, e somente se, a fun¢do de duas varidveis g(z,y) =
T+t +y+ %, nos quais x e y sao inteiros positivos, tem o valor minimo 2(m +n)
e (z,y) = (m,m), (m,n), (n,m)ou(n,n) que é equivalente a dizer que o grafo K, ,

mn

¢ DS se e somente se a fungao fo(z) = z + ™%, no qual x e sao todos inteiros

positivos, tem o valor minimo m +n se x = m ou x = n. O

Os autores [24] propdem que, ao G ser um grafo conexo, o problema dele
ser DS é mais facil de trabalhar, apesar deles nao terem obtido nenhum progresso até
entao. Porém, eles deixam em aberto uma pergunta, que talvez seja mais modesta
de responder, do que o caso geral: 1) Dados dois grafos G e H DS, quais grafos

obtidos dos trés produtos supracitados sao DS?
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7  CONCLUSAO

Trabalhamos ao longo desta dissertagao com a Teoria Espectral de Gra-
fos, empenhando-se em descobrir quais grafos que sao conhecidos serem determina-
dos pelo espectro da matriz de adjacéncia e quais as técnicas utilizadas pelos autores
responsaveis. Vimos que este ¢ um assunto estudado desde 1957, sendo que, atual-

mente, ele se tornou um dos objetivos primordiais da TEG.

O primeiro objetivo desta dissertacao foi um tanto audacioso: tentar
encontrar um método que pudesse ser usado para provar que varias familias distintas
de grafos sao determinadas pelo espectro da matriz de adjacéncia. Porém, no decor-
rer dos estudos, percebemos que isto nao foi possivel, segundo diversos autores, pois
o avanco neste assunto se da em pequenos passos, de familia em familia, separada-
mente. Entao fomos ao nosso segundo objetivo, também deveras avido: encontrar e
estudar todas as familias de grafos que sao determinadas pelo espectro. Porém, de-
vido a imensidao do tema e a complexidade das demonstragoes, isto também nao foi
possivel. Enfim, resolvemos estudar as familias de grafos mais importantes que sao
determinados pelo espectro e que possuem demonstracoes que utilizam, em suma,

0s mesmos métodos:

e Grafo Completo, Bipartido e o Ciclo, no qual a estratégia utilizada
pelo autor para demonstrar que estes grafos sao DS foi apresentar as
arestas e vértices de cada um dos grafos, que sao Invariantes Espectrais
mostradas no Teorema 3, mostrando, através da regularidade destes
grafos, que um grafo regular s6 pode ser coespectral com outro grafo

regular;

e Caminho, no qual a estratégia utilizada pelo autor [34] para demons-
trar este Teorema foi supor por absurdo que o caminho tem um par

coespectral, apresentando as arestas e vértices de cada um dos gra-
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fos, que sao Invariantes Espectrais mostradas no Teorema 3, verificar
quais os possiveis grafos candidatos para serem esses pares coespectrais
através dos autovalores dele e, pelo Teorema do Entrelacamento, mos-
trar que estes autovalores desclassificam os candidatos, restando apenas

o préprio caminho;

e /,: para demonstrar que Z, é DS, foi utilizada a mesma estratégia que
a utilizada para mostrar que o caminho é determinado pelo espectro da

matriz de adjacéncia;

e Lollipop L(p, k), com k impar, no qual a estratégia utilizada pelo au-
tor para realizar a demonstracao deste Teorema foi utilizar o niimero
de vértices, arestas e caminhos fechados, que sao Invariantes Espec-
trais segundo o Teorema 3 para a suposicao da existéncia de um grafo
coespectral com o Lollipop e também o Teorema do Entrelagcamento,
Teorema 2, para supor que existe ciclo, que também é determinado pelo

espectro.

e Pineapple Kg, no qual a estratégia utilizada pelo autor para a de-
monstracao deste Teorema foi utilizar o ntimero de vértices, arestas
e triangulos que sao Invariantes do Grafo, segundo o Teorema 3, para
as possiveis escolhas de um grafo coespectral com o Pineapple, e nova-

mente o Teorema do Entrelacamento 2 para encontrar a contradicao.
e Produtos entre grafos DS que preservam a determinacgao pelo espectro.
Nosso segundo objetivo com esta dissertacao foi fornecer aos leitores
um resumo do que foi encontrado sobre grafos determinados pelo espectro ao longo

do estudo, apresentando os autores responsaveis e onde estudar tais grafos DS, que

se encontram no Capitulo 4.
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Estudamos ao longo da dissertacao diversas familias de Grafos. Porém,
apesar de todas as familias de grafos relatadas no trabalho, sabemos que ainda exis-
tem familias que ja foram descobertas serem DS e que nao foram mencionadas. Além
disto, ainda existem as familias que ainda nao foram provadas serem determinadas
pelo espectro, porém acredita-se que estas sao infinitas. Portanto, ainda ha muito o
que se trabalhar neste assunto, pela imensidao do desconhecimento que existe neste

tema.

Para muitos autores este é um dos assuntos mais dificeis de se deter-
minar na Teoria Espectral de Grafos. Alguns estudiosos acreditam até que talvez
nao se tenha como resolver este problema segundo as atuais demonstracoes, visto
que elas usam propriedades muito especificas e particulares de cada familia de gra-
fos, nao havendo métodos generalizados que aproximam uma demonstragao a outra.
Percebemos, no entanto, que existem técnicas que todas que estao neste trabalho
compartilham: utilizar as Invariantes Espectrais dos grafos e o Teorema do En-
trelacamento, como mostrado nas estratégias das demonstragoes de cada um dos

grafos DS supracitados.

Por fim, gostariamos de ressaltar que nao foi possivel descrever que,
dado um grafo qualquer ele é ou nao determinado pelo espectro da matriz de ad-
jacéncia. Isto nos mostra que a pergunta realizada por Harmers [34] ainda estd sem
resposta e a Conjectura 1 ainda segue apenas como uma conjectura. Sendo este o

estado da arte do problema.
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