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RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo de cotas superiores para parametros de
dominancia em grafos d-regulares. Nossos resultados foram obtidos por meio da
aplicagao de um método conhecido e versatil proposto por Wormald que envolve
equacoes diferenciais e aleatoriedade em grafos. Estao envolvidas as areas de Com-

binatoria, Probabilidade e Analise.

Um grafo G é dito d-regular se todo vértice tem grau d. Em um grafo G,
um conjunto Dy C V(G) é dito totalmente dominante se todo vértice de G possui
um vizinho em Dp. Um conjunto Dy, C V(G) é dito k-dominante se todo vértice
de G'\ Dy possui pelo menos k vizinhos em Dj. Os nimeros de dominagao total
1(G) e de k-dominancia v (G) sdo as menores cardinalidades possiveis de con-
juntos D7 e Dy com essas propriedades, respectivamente, para o grafo G fixado.
Neste trabalho, analisamos algoritmos capazes de construir conjuntos totalmente
dominantes e 2-dominantes em grafos aleatérios d-regulares. Essas andlises es-
tabeleceram cotas superiores, validas assintoticamente quase certamente, para os
nimeros 1 (G)/|V(G)| e %(G)/|V(G)| em fungao de d. As cotas probabilisticas
produzidas aqui sao melhores do que as cotas deterministicas encontradas na li-
teratura para todos os valores de d > 3 para os quais a cota foi efetivamente
calculada. Adicionalmente, a aplicacao de um resultado recente de Hoppen e Wor-
mald permite que essas mesmas cotas sejam validas como cotas deterministicas
para todos os grafos d-regulares G com cintura ¢g(G) suficientemente grande, onde

a cintura g(G) de um grafo G é o comprimento do menor ciclo contido em G.

X



ABSTRACT

This work is dedicated to the study of upper bounds on domination parame-
ters in d-regular graphs. Our results were obtained through the application of a
well-known and versatile method proposed by Wormald that involves differential
equations and randomness in graphs. The areas of Combinatorics, Probability and

Analysis are involved.

A graph G is said to be d-regular if every vertex has degree d. In a graph
G, a set Dy C V(G) is said to be totally dominating if every vertex of G has
a neighbor in Dr. A set D C V(G) is k-dominating if every vertex of G\ Dy
has at least k neighbors in Dj. The total domination number ;(G) and the k-
domination number v, (G) are the smallest possible cardinalities of sets Dy and Dy,
with these properties, respectively, for a fixed graph G. In this work, we analyze
the performance, in random regular graphs, of algorithms capable of constructing
totally dominating sets and 2-dominating sets in d-regular graphs. This analysis
leads to upper bounds, valid asymptotically almost surely, on v (G)/|V(G)| and
12(G)/|V(G)| as a function of d. The probabilistic bounds produced here are better
than the deterministic bounds found in the literature for all values d > 3 for which
they have been computed. In addition to this, the application of a recent result
of Hoppen and Wormald implies that essentially the same bounds are valid as
deterministic bounds for all d-regular graphs G with girth g(G) sufficiently large,
where the girth g(G) of a graph G is the length of the shortest cycle in G.



1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, houve um crescente interesse em certos parametros de
grafos. Alguns dos parametros mais conhecidos estao relacionados a conceitos
como dominancia, independéncia e niumero cromdtico, por exemplo. Determinar
qualquer um desses parametros para um grafo arbitrario é um problema N P-
completo [39] de forma que esses parametros se tornaram objeto de muita pesquisa.
Habitualmente, o que se faz é tentar estimar essas quantidades, isto é, obtém-
se cotas para esses parametros que valem para todos os grafos que satisfazem
certas hipdteses. Essas cotas podem ser dificeis de obter e é natural que elas
acabem dependendo excessivamente de casos especiais e, por isso, podem ficar
muito afastadas dos valores tipicos. Uma forma de tentar entender um grafo tipico
é por meio da teoria dos grafos aleatdrios, na qual as cotas sao validas para todos
os grafos considerados exceto por uma proporc¢ao desprezivel do total. Além disso,
para evitar a influéncia excessiva de casos especiais, é comum estudar o valor do

paramentro para alguma familia de grafos pré-definida.

1.1 Nocgoes preliminares

Duas formas tradicionais de investigar o comportamento de um parametro
em um grafo d-regular evitando o efeito de casos especiais consistem em considerar
seu valor para grafos que nao contém ciclos curtos e em considerar seu valor tipico,
isto é, seu valor para um grafo d-regular escolhido aleatoriamente de acordo com

uma certa distribuicao de probabilidade.

Os modelos probabilisticos mais frequentemente abordados na literatura sao

o modelo binomial G,, ,, e 0 modelo uniforme G,, 5; dos grafos com n vértices e M



arestas (ambos conhecidos como modelos de Erdds-Rényi) e o modelo uniforme dos
grafos d-regulares, denotado por G, 4. Propriedades de grafos aleatérios regulares
tém sido intensamente estudadas desde os anos 70, sobretudo envolvendo formas
de gerar elementos desse espaco e estabelecendo relagoes entre seus elementos e
parametros tradicionais da teoria dos grafos. Um dos resultados mais importantes
é o Teorema 2.5, que responde varias questoes sobre a presenca de ciclos curtos
em grafos d-regulares aleatorios arbitrariamente grandes. Para uma resenha de

resultados sobre grafos regulares aleatérios, sugerimos Wormald [52].

A cintura de um grafo é o comprimento do menor ciclo de um grafo. O efeito
da auséncia de ciclos curtos em parametros de grafos também foi alvo de interesse
pelo menos desde que Erdds [23] provou que, para quaisquer inteiros positivos k e
g, existe um grafo com cintura pelo menos g e nimero cromatico pelo menos k, o
que evidencia a natureza global do nimero croméatico do um grafo. Outro exemplo
cléssico é o Teorema de Grotzsch [26], que estabelece que todo grafo planar com
cintura pelo menos 4 possui nimero cromatico no maximo 3, enquanto que os

grafos planares em geral podem ter niimero cromatico igual a 4.

Particularmente, neste trabalho nos aprofundaremos em cotas superiores de
dois parametros, conhecidos como numero de dominancia total e numero de 2-
dominancia, para grafos aleatérios d-regulares e grafos com cintura suficientemente

grande.
Seja G = (V, F) um grafo, entao dizemos que:
(1) D C V(G) éum conjunto dominante de G se todo vértice de V(G)\ D
possui um vizinho em D;

(2) Dy C V(G) é um conjunto totalmente dominante de G se todo vértice

de V(G) possui um vizinho em Dr;



(3) Dy C V(G) é um conjunto k-dominante de G se todo vértice de
V(G) \ Dy, possui k vizinhos em Dy.

O estudo dos parametros relacionados a dominancia é motivado, por exemplo,
por questoes de vigilancia e cobertura de redes sem fio. Para ilustrar a diferenca
entre o conceito classico de dominancia e o de dominancia total, consideraremos

os seguintes problemas praticos.

Considere um conjunto de posicoes onde se deseja ter acesso a rede através
da instalacao de pontos de acesso, com roteadores wireless, em algumas dessas
posicoes. Podemos modelar esse problema de modo que cada posicao corresponda
a um vértice e que duas posigoes estejam ligadas por uma aresta se o fato de uma
delas ser um ponto de acesso implica que a outra tenha acesso a rede. Eviden-
temente, uma posicao que é ponto de acesso também tem acesso a rede. Assim,
o problema ¢é escolher um conjunto de pontos de acesso de forma que todas as
posicoes tenham acesso a rede, o que configura um conjunto dominante do grafo
das posicoes. Um problema de otimizacao natural é permitir acesso universal a
rede com o menor numero possivel de roteadores. Se adicionarmos a exigéncia de
que a falha de até k — 1 roteadores nao pode afetar o acesso universal a rede das
posigoes que nao sao pontos de acesso, obtemos uma situacao que configura um

problema de otimizacao do nimero de k-dominancia.

Um exemplo que ilustra a dominancia total pode ser o seguinte. Considere
um conjunto de locais que devam ser monitorados por cameras de seguranca através
da escolha de alguns deles para serem pontos de monitoramento, isto é, para serem
locais onde as cameras serao instaladas. Suponhamos que cada local é um vértice
e dois locais estao ligados por uma aresta se o fato de um deles ser ponto de
monitoramento implica que o outro esteja monitorado por cameras. Nesse caso,

como as configuragoes de foco impedem que uma camera filme objetos a distancias



muito curtas, cada ponto de monitoramento nao pode monitorar a si proprio, sendo
necessaria a existéncia de um ponto de monitoramento vizinho. Nessas condigoes,
um conjunto de pontos de monitoramento que filmam todos os locais é um conjunto

totalmente dominante.

A construcao de um conjunto dominante minimo é um problema cléssico ja
abordado em um grande niimero de trabalhos na literatura. O objetivo costuma
ser controlar o tamanho desse conjunto v(G) em fungao do nimero de vértices
do grafo G, o que sugere que se estude o parametro y(G)/|V(G)| conhecido como
indice de dominancia. Cotas superiores costumam surgir pela execugao de algo-
ritmos que servem para criar conjuntos dominantes e independentes, que nao sao
necessariamente dominantes minimos. De fato, um conjunto I C V(G) é indepen-
dente se, para todo par de vértices {u,v} C I, for verdade que {u,v} ¢ E(Q).
Portanto, um conjunto independente maximal é sempre dominante, e assim um
conjunto independente maximal de cardinalidade minima é uma cota superior para
o numero de dominagao. Sendo assim, um algoritmo eficiente para dominancia in-
dependente frequentemente é também eficiente para dominancia. Por outro lado,
um conjunto totalmente dominante nao pode ser independente e os algoritmos

podem diferir substancialmente dos anteriores.

1.2 Objetivos

Aqui, queremos estudar cotas superiores para algumas versoées de dominancia
ja bem exploradas, a dominancia total e a 2-dominancia, em grafos aleatérios d-
regulares e grafos com cintura grande. Por isso, gostariamos de obter resultados
com a forma dos Resultados 1 e 2 abaixo. Os resultados sao enunciados para a

dominancia total, mas também teremos resultados com o mesmo formato para a 2-



dominancia. Para enunciar o resultado sobre grafos aleatorios regulares, dizemos
que um evento FE, no espaco de grafos aleatorios d-regulares de n vértices vale

assintoticamente quase certamente se, e somente se, P[E,| — 1 quando n — oo.

Resultado 1. Um grafo aleatorio d-regular com n vértices assintoticamente quase
certamente possui um conjunto totalmente dominante (ou 2-dominante) de tama-

nho no mdzximo ci(d)n.

Resultado 2. FEziste um inteiro g > 0 tal que, para todo n suficientemente grande,
todo grafo d-reqular de n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto

totalmente dominante (ou 2-dominante) de tamanho no mdximo co(d)n.

O objetivo geral é encontrar os menores valores de ¢;(d) e co(d) para o qual as
afirmacoes acima sejam verdadeiras. Veremos que é possivel obter cotas superiores
para c1(d) e cy(d) consideravelmente melhores do que as melhores cotas existentes

para o caso geral.

Nos dois resultados, encontramos cotas que sao essencialmente iguais, o que
nao é tao surpreendente. De fato, nao é dificil de provar que qualquer cota cy(d) =
f(d) para o Resultado 2 implica que ¢i(d) = f(d) também ¢é valida para para o
Resultado 1, conforme veremos na segao 3.4.1. Essa relacao é valida para muitos

parametros além da dominancia.

Um resultado recente de Wormald e Hoppen [36] permite a dire¢ao contraria
sob certas hipéteses. Mais precisamente, permite provar que uma cota c;(d) =
f(d) para o Resultado 1 implica que ¢2(d) = f(d) também ¢é vélida para para o
Resultado 2 desde que a cota ¢;(d) do Resultado 1 tenha sido obtida pela andlise
de um algoritmo local, que seréd tratado brevemente a seguir e com mais detalhes

na Secao 5.6.



1.3 Metodologia

A estratégia para obter os resultados é analisar o desempenho médio de um
algoritmo local que produz um conjunto com a propriedade desejada no grafo
de entrada. Conhecendo esse valor médio, obtemos uma cota superior para a

cardinalidade de um conjunto minimo.

Existem diferentes contextos nos quais se pode definir algoritmo local de ma-
neira rigorosa. Uma defini¢ao formal compativel com esse trabalho pode ser vista
em Wormald e Hoppen [36]. Aqui, definiremos algoritmos locais de uma forma
genérica, menos formal, como segue. Num contexto simplificado de coloragao de
vértices, um algoritmo é um procedimento (cujos passos podem envolver aleato-
riedade) que decide a cor de cada vértice em um grafo de entrada G. Em outras
palavras, dado um conjunto finito de cores C' e um grafo de entrada G = (V, E)
(possivelmente com uma coloracao inicial), a saida serd uma fungao f : V(G) — C,
que estabelece cores para todos os vértices. Um algoritmo é dito local quando existe
um inteiro positivo r tal que a decisao da cor de um vértice v; especifico depende
apenas da coloracao dos vértices que estao a distancia no maximo r de v;. Além
disso, as decisoes tomadas para cada vértice sao invariantes por isomorfismo. A
essa regiao daremos o nome de vizinhang¢a de profundidade r de v;. Essas defini¢oes

sao similares as de Gamarnik e Sudan [25].

Como exemplo de algoritmo local para construir conjuntos independentes,
considere o seguinte algoritmo que utiliza duas cores, que chamaremos de vermelho
e branco, isto é, C' = {vermelho, branco}. Inicialmente, todos os vértices sao
brancos. Os vértices de G sao ordenados aleatoriamente como vy, ...,v,. Para
cada t € {1,...n}, o algoritmo decide se o vértice v; tem sua cor alterada para

vermelho ou nao. A essa decisao daremos no nome de passo t. O algoritmo



estabelece que essa alteracao sera feita se, e somente se, nenhum vizinho de v; for
vermelho. Assim, f é a coloracao de G obtida apds o algoritmo executar todos
os seus passos na ordem crescente dada por t = 1,2,3,...,n. E facil ver que, no
final, o conjunto D de vértices vermelhos serd um conjunto independente maximal
do grafo G. Isso significa que D é independente, mas D U {v} nao é independente
par todo v € V'\ D. Note que, em cada passo ¢, a decisao do algoritmo s6 depende

da vizinhanga de profundidade r = 1 de v;, 0 que caracteriza um algoritmo local.

Em comparagao com algoritmos nao-locais, em cada passo, cada decisao
depende apenas de uma quantidade limitada de informagao, pois suas decisoes nao
dependem da estrutura do grafo além de uma certa distancia. Por esse motivo, em

algoritmos locais, andlises mais precisas sao possiveis com métodos tradicionais.

E importante mencionar que a habilidade dos algoritmos locais para apro-
ximar certos parametros tem atraido bastante atencao. Recentemente, Gamarnik
e Sudan [25] mostraram que, para d suficientemente grande, algoritmos locais
nao podem aproximar o tamanho do maior conjunto independente para grafos d-
regulares com cintura grande com um erro multiplicativo arbitrariamente pequeno.
A estimativa de aproximagao foi melhorada por Rahman e Virdg [44], que prova-
ram que, quando d — 0o, o tamanho do maior conjunto independente produzido
por algoritmos locais converge para a metade do tamanho do maior conjunto in-
dependente existente. Recentemente, Chen, Gamarnik, Panchenko e Rahman [16]
provaram que os algoritmos locais também nao fornecem as melhores cotas para

alguns problemas de corte maximo em hipergrafos.

Nossa estratégia para obter os Resultados 1 e 2 da secao anterior é a se-
guinte. Usaremos o método devido a Wormald [55], conhecido como o Método
das Equagoes Diferenciais (ou MED), para analisar o desempenho de algoritmos

locais especificos que retornam conjuntos totalmente dominantes e conjuntos 2-



dominantes para qualquer grafo d-regular de entrada. Para cada algoritmo, isso
produzird um teorema com o formato do Resultado 1. Isto é formalizado pelos Te-
oremas 3.7, 3.9 e 3.11. Traduziremos, entao, estes resultados para todos os grafos
com cintura suficientemente grande usando [36, Theorem 5.5], de forma que obtere-
mos consequéncias do Resultado 1 com o formato do Resultado 2, o que produz os
Teoremas 3.8, 3.10 e 3.12. Assim, nossas contribuic¢oes sao obtidas pela andlise dos
Algoritmos 4.1(a), 5.1(a) e 8(b), que desenvolvemos, e pela aplicagdo dos métodos
mencionados, ja conhecidos na literatura. O Método da Equacoes Diferenciais é
bastante geral e foi aplicado em muitos contextos envolvendo processos aleatorios.
Por exemplo, em Fiz Pontiveros, Griffiths e Morris [43] temos uma aplicagao desse
método fora do contexto de grafos d-regulares. Por outro lado, esse método ja foi
usado para estudar parametros relacionados a dominancia, veja [21, 22|, e resul-
tados para grafos com cintura grande usando a abordagem geral descrita acima

foram provados em [37].

Cabe mencionar que grafos aleatdrios regulares nao sao o inico modelo pro-
babilistico que permite obter resultados para grafos com cintura grande. Em
Backhausz e Szegedy [7], processos em grafos d-regulares com cintura grande sao
comparados com processos na arvore d-regular infinita, que é Uinica a menos de au-
tomorfismos. Isso exemplifica uma outra maneira de caracterizar grafos d-regulares

com cintura grande.

Essencialmente, o método faz uso das teorias da probabilidade, da combi-
natoria e da analise. Por isso, optamos por incluir um capitulo inicial abordando

alguns tépicos dessas teorias.



1.4 Estrutura da tese

Essa tese esta organizada da seguinte forma.

No Capitulo 2 introduzimos a formalizacao de alguns conceitos basicos de
probabilidade, teoria dos grafos e aleatoriedade em grafos a serem usados no de-
correr da tese. Esse capitulo pode ser dispensado a critério do leitor. Depois disso,
no Capitulo 3, faremos uma discussao preliminar dos parametros abordados aqui

e também ¢é onde enunciamos de maneira formal os resultados obtidos nesta tese.

Enunciaremos, no Capitulo 4, um teorema técnico conhecido como o Método
das Fquagoes Diferenciais, que permitiu a analise do nosso algoritmo. Neste mo-
mento, apresentamos um exemplo basico de aplicacao direta do método. FEsse

exemplo serd retomado no Capitulo 6.

O Capitulo 5 é onde usamos o método para provar nossos resultados. Aqui,
como no exemplo da Secao 4.3 do Capitulo 4, descrevemos o algoritmo, deduzimos
as recorréncias necessarias ao teorema técnico e construimos o problema de valor

inicial associado.

Abordamos, no Capitulo 6, a 2-dominancia em grafos d-regulares com d > 4
por meio de um algoritmo que é praticamente uma extensao daquele usado na
Secao 4.3 do Capitulo 4 e neste caso, o problema de valor inicial permitiu uma

solucao analitica, diferentemente do que ocorreu no Capitulo 5.

No Capitulo 7 sao abordadas algumas questoes relacionadas a prioridade em
algoritmos locais para serem usadas no Capitulo 8, que serd dedicado a analisar
um algoritmo que apresenta cotas superiores melhores do que aquelas apresentadas

no Capitulo 6.



2 PRELIMINARES

Nosso estudo envolve nogoes de probabilidade, teoria dos grafos e aleatori-
edade em grafos. Neste capitulo, formalizaremos alguns conceitos béasicos sobre
essas areas, que darao suporte a nossa argumentacao posterior. Essa teoria pode
ser encontrada em obras consagradas da literatura, assim, esse capitulo pode ser

dispensado a critério do leitor.

2.1 Probabilidade

Dado um conjunto €2, uma o-algebra A sobre {2 e uma medida de probabi-
lidade IP sobre A, dizemos que uma tripla (€2, A, P) é um espaco de probabilidades
ou um modelo probabilistico. Se 2 é um conjunto finito, entao (£2,.4,P) é dito
um espaco de probabilidade finito. Chamamos de varidvel aleatoria uma funcao

X : Q) — S onde S é um conjunto de valores reais.

Dados um espaco de probabilidade finito (€2, 2, P) e uma varidvel aleatéria

X :Q— S, a esperanga de X, denotada por E[X], serd definida por

E[X] =) Pw]X(w) =) sP[X =s].

weN seSs

A waridvel indicadora do evento A, denotada por 14, é definida por

1l sewec A
0 sewd¢g A

1a(w) =

Note que E[14] = P[A].
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Proposigao 2.1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatéria nao-

negativa e t um numero real positivo, entao

P> 4 < B2

Demonstracao. Basta notar que
E[X] > E[X - 1xs¢ > E[t- 1y =t -P[X >¢].
O

Proposicao 2.2 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X wuma varidvel aleatéria
nao-negativa e t um numero real positivo, entao

o(X)?

PX —EX)| > 1) < To5,

onde o(X) = \/E[(X — E[X))?]

Demonstracao. Note que
P[|X —E[X]| > #] = P[(X — E[X])* > ¢*].

Agora basta aplicar a Desigualdade de Markov em Y = (X — E[X]). O

2.2 Grafos e outras estruturas

Chamamos de grafo o par denotado por G = (V,E) onde V = V(G) =

{v1,...,v,} é um conjunto finito e
E(G) S {ecV(G) e = 2}.

Os elementos de V' sao os vértices de G e os elementos de F sdo as arestas de G.

Dizemos que os vértices u e v sao adjacentes se {u,v} € E(G).

11



Dado um grafo G = (V, E), o grau de um vértice v € V, denotado por
degi(v), é definido por degq(v) := |[{u : {u,v} € E}|. Fixed € {1,2,...}, um
grafo G é d-regular se todo vértice de G tem grau d. Dado k& > 3, um ciclo
de comprimento k em G é um conjunto {vy,...,v;} de vértices de G tal que
{vk,n} € E e {v;,vi41} € F para todo 1 < i < k—1. A cintura do grafo G,
denotada por ¢g(G), é o menor comprimento de um ciclo de G. Um grafo G é
dito aciclico ou floresta se nao possui ciclos de nenhum comprimento. Neste caso,

escrevemos ¢(G) := oo.

O grau maximo e o grau minimo de um grafo GG, denotados, respectivamente,

por A(G) e §(G), sao definidos por

A(G) := max{deg(v) : v € V(G)},

§(G) := min{deg(v) : v € V(G)}.
Note que um grafo G é d-regular se, e somente, A(G) = 0(G).

Um grafo pode ser esquematizado em um desenho com os vértices represen-
tados por pontos e as arestas por segmentos de reta ligando esses pontos. A Figura

2.1 ilustra como isso pode ser feito..

Vs

Vs
Vs
A
Figura 2.1: Esquema de um grafo G com vértices vy, vg, ...,vg € arestas {vy, vs},

{ve,v3}, {vs,v4}, {vg, 01}, {vo,v5}, {vs,v6}, {vs,v4} € g(G) = 4.
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Um grafo G = (V, E) de n vértices é dito completo, e denotado por K,, se
E(G)={e CV(G): |e| = 2}.

Um multigrafo M = (V, E) é uma estrutura definida similarmente a um grafo,
onde a principal diferencga é que, em vez de conjuntos, usamos multiconjuntos, que
diferem dos conjuntos por permitirem elementos repetidos. Como consequéncia,
um multigrafo admite arestas repetidas e lagos (uma aresta ligando um vértice a
ele préprio). Fixado V finito com |V| = n, hd uma quantidade finita 2(3) de grafos
distintos possiveis G = (V, E'), mas para multigrafos M = (V, E) essa quantidade

¢ infinita, a menos que se limite o nimero de arestas.

2.3 Grafos aleatdrios

Um grafo aleatdrio é um grafo G = (V, E) gerado segundo algum critério
aleatério (como um sorteio, por exemplo). De forma andloga se define multigrafo

aleatorio.

Existem muitos modelos de grafos aleatérios, sendo que os mais famosos sao
G € Gpp. Dados inteiros M e n tais que 0 < M < (3), o espago denotado
por G, ys, € um espago uniforme composto por todos os grafos de n vértices e M

arestas.

Um modo natural de gerar um grafo de G, s pode ser descrito como um
algoritmo. Comece com um grafo de n vértices, todos isolados, e, em cada passo,
adicione uma aresta escolhendo um par que ainda nao forma uma aresta com pro-
babilidade uniforme. Apds exatamente M passos, teremos gerado um elemento de
Gy,m- Esse modo de gerar grafos, passando por etapas, é parte de algo mais geral

conhecido como processo aleatorio de grafos, conforme apresentado, por exem-
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plo, em Wormald [55]. Nele, o objeto construido evolui segundo alguma regra

estocastica para, no final, produzir um grafo do espacgo de probabilidade desejado.

Dado um numero real p, com 0 < p < 1, e n € N, um grafo aleatério do
espaco G,, , conhecido como o modelo de Erdds-Rényi [24], é um grafo de n vértices
onde cada aresta estd presente com probabilidade p de maneira independente.

Evidentemente, quando p = 1/2, G,,,, ¢ um espaco uniforme.

Sejam n > d > 3 inteiros nao-negativos tais que nd é par, denotamos por
Gy.qa 0 espaco de probabilidade uniforme composto por todos grafos rotulados
com conjunto de vértices {1,2,...,n} tais que cada vértice possui grau d. G, 4 é

chamado de espago dos grafos aleatorios d-requlares de n vértices.

Uma dificuldade que surge no estudo desse espacgo é, por exemplo, a conta-
gem exata do numero de grafos d-regulares de n vértices. Nao ha uma férmula
explicita simples que forneca esse niimero em funcao de n e d, diferentemente do
que ocorre com os espagos G, , e G, descritos anteriormente. Sem essa quantia,
nao temos como saber a probabilidade de um grafo especifico ser sorteado. Mesmo
assim podemos estudar esse espaco acoplando-o a um espaco de probabilidade
conveniente, apresentado por Bollobds [10] como modelo das configuragies e, in-
dependentemente, por Wormald [52] como modelo de emparelhamentos. Faremos

uma breve descricao desse modelo a seguir.

Considere um conjunto de nd pontos particionados em n células vy, v, ..., v,
com d pontos em cada célula. Chamaremos de emparelhamento um conjunto
P ={p1,...,pnas2} tal que cada p; é um par nao-ordenado de pontos e cada ponto
esta precisamente em um par p;. Seja 2,4 o conjunto de todos os emparelhamentos

distintos possiveis desse conjuto de nd pontos. Temos que

(nd)!

Qg = ——2
[2nal (nd/2)12nd/2
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Basta definir que cada um desses emparelhamentos tenha probabilidade 1/[€,,4| de
ocorrer, para completarmos a construcao de P,, 4 como um espaco de probabilidade

uniforme, cujos elementos sdo todos os conjuntos P = {p1,...,Pnas2}

Agora, vamos fazer uma correspondéncia entre emparelhamentos e multi-
grafos (com lagos e arestas duplas permitidas) de uma forma natural. Cada par
{i,j} de pontos com i € u e j € v corresponde a uma aresta {u,v} no multigrafo
associado. Assim, cada emparelhamento esta associado a um unico multigrafo,
mas o mesmo multigrafo pode estar associado a varios emparelhamentos. Dize-
mos que um multigrafo é simples se for um grafo (isto é, ndo possui lagos nem
arestas duplas). Neste caso, o multigrafo é um grafo d-regular de n vértices. Cada
um desses grafos estd associado a exatamente (d!)" emparelhamentos. Consequen-
temente, multigrafos simples sao sorteados de maneira uniforme pelo modelo de
emparelhamentos. Ja os multigrafos nao-simples nao sao gerados com a mesma
probabilidade, ja que o nimero de emparelhamentos associados a um multigrafo
especifico depende do niimero de lagos e arestas presentes nesse multigrafo. Pre-
cisamente, para termos a quantidade de emparelhamentos associadas a um multi-

grafo especifico, devemos tomar (d!)" e dividir:

(a) por 2 para cada lago existente,

(b) por k! para cada aresta que é se repete k vezes.

Entretanto, ainda devemos estimar a probabilidade de que um multigrafo
sorteado por P, 4 seja grafo. Seu valor assintético (n — o0) ja foi calculado por
Bender e Canfield [6]. Precisamente, esse calculo fornece que, se um emparelha-

mento P for escolhido por P, 4, entao

lim P[P gera um grafo simples] = e1=%)/4,
n—oo
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Essa propriedade garante que, para d fixo, a proporcao de emparelhamentos
que sao simples nao tende a zero quando n — oo. Em outras palavras, a proba-
bilidade de um elemento sorteado por P, 4 corresponder a um grafo d-regular é
maior do que o niimero positivo, digamos e(!=4)/4 /2 para todo n suficientemente
grande. Portanto, para todo n suficientemente grande, um evento que ocorre com
probabilidade tendendo a 1 em P, ; também ocorre com probabilidade tendendo
a 1 quando condicionado ao evento {P : P é simples}. A consequéncia pratica
disso é que se provarmos que um multigrafo de P, satisfaz certa propriedade
assintoticamente quase certamente, entao G, 4 satisfaz a mesma propriedade as-

sintoticamente quase certamente.

Seja (Ap)nen = ((Qn, An, Pr))nen, uma sequéncia de espagos de probabili-
dade. Uma propriedade P de (A, )nen € uma sequéncia (Ap, Ao, ... ), tal que cada
A, € A,. Geralmente, uma propriedade é declarada na forma de uma lei que
seja natural em todos os espagos da sequéncia. Por exemplo, em G,, 4, podemos
declarar a propriedade: “nao ha vértices isolados”. Formalmente, ela corresponde
a lista (Ay, As,...), onde cada A, é o conjunto de todos os grafos de n vértices

que nao possuem vértices isolados.

Definigao 2.3. Seja (A,)nen = (2,29, P,))nen uma sequéncia de espacgos de
probabilidade, e seja P = (Ay, As, . ..) uma propriedade de (A, )nen, entdo dizemos
que a propriedade P € satisfeita assintoticamente quase certamente em A,

Se

lim P,[A,] = 1.

Particularmente, esse conceito € til para caracterizar grafos aleatorios arbi-

trariamente grandes.
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Por simplicidade, podemos nos referir a propriedades que ocorrem assintoti-

camente quase certamente apenas afirmando que ocorrem com alta probabilidade.

As observagoes abaixo explicam alguns fendmenos sobre a distribuicao dos
ciclos em grafos regulares grandes, caracterizando relagoes entre cintura e aleato-

riedade. Isto serd necessario para compreender a Segao 3.4.1.

Definicao 2.4. Dizemos que uma varidvel aleatéria X no conjunto {0,1,2,...}

tem Distribuicao de Poisson com valor esperado X > 0 se

PX =s] = , s=0,1,2,....

De forma simplificada, denotamos X ~ Poisson(\).

Teorema 2.5 (Bollobés [10], Wormald [53, 54]). Para um inteiro positivo d, seja
Xi(G) = Xin(G) (i > 3) o numero de ciclos de comprimento i em G € Gy, 4.
Entao, para cada k > 3 fixo e para n — oo, X3, ..., Xy convergem para varidveis

aleatorias independentes com Distribuicao de Poisson com wvalor esperado \; =

(d-1)'
2

para cada 3 < i < k.

Estamos particularmente interessados em controlar a proporcao de ciclos cur-

tos em grafos aleatdrios grandes, por isso formalizamos as seguintes quantidades.

Definicao 2.6. Dado um grafo G € G, 4 e go > 0, entao

(a) X°(G) € definido como o niimero de ciclos de G com comprimento

menor do que gg.

(0) Analgo) == A{G € Gna: X;%(G) < 1In(n)}, isto €, A, a(go) € o con-
gunto dos grafos de G, q com menos de In(n) ciclos de comprimento

menor do que gg.
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Corolario 2.7. Para quaisquer €, gy > 0 existe ng € N tal que, se n > ng, entao

[ An.a(g0)] > (1 = €)|Gyal

Demonstracao. Pelo Teorema 2.5, existe n; € N tal que, se n > ny, entao

E[X% ] < 2902_1 @=1" (g1
ndl = 2i '

=3

Isso, juntamente com a Desigualdade de Markov 2.1, fornece

d—1)%
PX% >1 < (—
[ n,d — n(n)] — ln(n)
Agora, tomemos ns € N tal que, se n > na,

d— 1)%

a-um .

In(n)
Assim, tomando ny = max{n;, ns}, podemos concluir que, para todo n > ny,

| An.a(g0)]

Cod PIX)% <In(n)] > 1—¢

O

Corolario 2.8. Dados go,d > 3, existe ng tal que, para todo n > ng tal que dn é

par, existe um grafo d-reqular de n vértices com cintura pelo menos go.

Demonstracao. Note que, em geral, qualquer evento com probabilidade nao nula

deve possuir pelo menos um elemento. Pelo Teorema 2.5,

go—1 67/\1'/\0 go—1
- 9 _ ] — i ,
nh_)rrolo PIX;%, = 0] = H o —exP (- ; i |

=3

(d—1)?
2

%

. Agora, basta tomar ng tal que para todo n > ny tenhamos

1 go—1
PIX0, = 0] > 5 exp (- > )\i> > 0.

1=3

onde \; =
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2.4 Processos para grafos aleatérios

Olharemos para espacos de grafos aleatérios através de processos aleatorios
utilizados para gerd-los. Iniciamos com um grafo GGy de n vértices, geralmente
todos isolados, e vai-se acrescentando arestas repetidamente de forma aleatéria
segundo alguma regra estocastica. Isso determina um espaco de probabilidade de
sequéncias Gg,G1,Gs, ... onde Gy é o t-ésimo grafo do processo. Se nenhuma
aresta é adicionada em um certo instante M, exigiremos que G;;; = G; para
todo 7 > M e diremos que G, é o grafo final do processo. Esse M sera dito o
tempo de parada natural do processo. Trataremos de grafos finitos. Neste caso, o
tempo de parada é finito, pois o nimero de arestas acrescentadas em cada passo
é positivo e o nimero total de arestas é limitado por n(n — 1)/2, onde n é o
numero de vértices do grafo. Como consequéncia, o espaco das listas G, G1, Go, . ..
também serd finito. Além disso, vamos descartar as listas G, G1, Go, ... que forem
impossiveis segundo a respectiva regra: por exemplo, se a regra diz que em cada
passo adicionamos uma aresta, nao ha como o grafo G; ter 2t arestas. Assim, esses
casos, que teriam probabilidade nula, nao estao inclusos no espago de probabilidade
das listas G, GG1, Gio, . . .. Portanto, cada lista contida no espaco tem probabilidade

maior do que zero.

Um dos aspectos que sera particularmente interessante para noés é entender
a sequeéncia de graus do grafo ao longo do processo. Para tanto, vamos definir
as varidveis Y;(f) como o numero de vértices de grau i em G,. Consideraremos
sequéncias que iniciam com um grafo G com todos os vértices isolados, isto é,
com E(Gy) = 0. Como as varidveis Y; dependem de n, estas poderdo, em certos
casos, serem estudadas quando n — oo. Eventualmente outras variaveis podem

ser definidas. Sempre que nos referirmos a ordem de crescimento O(+), esta serd
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com respeito a n e uniforme com relagao a outras quantidades. Assim, vamos usar

a mesma notagao usada em [38]:

Em particular, estamos interessados em gerar um grafo d-regular, com n
vértices, de maneira uniforme, por meio de algum processo adequado. Como vimos
na Secao 2.3, o espaco dos grafos d-regulares nao se parece muito com os outros
espacos definidos na Secao 2.3. Na verdade, gerar um grafo d-regular aleatorio de
alguma maneira, mesmo que nao seja necessariamente um processo, ja nao ¢ uma

tarefa tao trivial quanto gerar um grafo aleatério nos espacos G, , € Gy, .

Em termos de “nimero de tentativas”, o modelo dos emparelhamentos nao
¢ a forma mais eficiente de gerar grafos aleatorios regulares, ja que quanto maior
for d, menor a chance de o multigrafo gerado ser um grafo d-regular. Apesar disso,
o modelo dos emparelhamentos ja atende nossos objetivos, e, por isso, sera o que
usaremos neste trabalho, mas cabe mencionar que ha formas mais eficientes de
gerar grafos aleatérios d-regulares. Temos, por exemplo, um algoritmo conhecido
como d-process estudado em Rucinski e Wormald (1992) [46]. Ele é um processo
aleatorio de grafos bem simples, como segue. Dados d e n, com dn par, comece
com n vértices isolados e adicione repetidamente arestas ligando vértices de grau
estritamente menor do que d. Em cada instante uma aresta é adicionada em uma
das posicoes vagas com probabilidade uniforme. O processo acaba quando todos
o vértices tém grau d ou quando todos os vértices que tém grau menor que d ja
estao ligados por aresta. Em [46] foi provado que este algoritmo gera um grafo
d-regular assintoticamente quase certamente. Ainda é uma questao em aberto se

esse algoritmo gera grafos aleatérios d-regulares com probabilidade uniforme.
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3  MOTIVACAO E RESULTADOS

3.1 Nocoes de dominancia

H&4 uma variedade de parametros que estao relacionados a nocao geral de
dominagcao em grafos que ja foram abordados na literatura. A nocao mais estudada
é a dominancia, a qual nos referimos como dominancia cldssica. Ela é definida da
seguinte forma. Dado um grafo G = (V, E) e um subconjunto de vértices qualquer
V' C V(G), dizemos que um vértice v € V(G) é dominado pelo conjunto V' se for
adjacente a algum vértice de V’. Dizemos que V C V(G) é um conjunto dominante
de G se todo v € V'\ V é dominado por V, isto é, cada vértice de V(G deve ter
um vizinho em V ou estar em V. O nimero de dominacdo, denotado por v(G), é

definido por

v(G) = min{|V| : V é um conjunto dominante de G}.

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que Dy C V(G) é um congunto total-
mente dominante de G se todo v € V(@) for dominado por Dy. Certamente, qual-
quer conjunto totalmente dominante é também um conjunto dominante classico,
e um grafo G admite um conjunto totalmente dominante se, e somente se, G nao

possui vértices isolados.

Naturalmente, o nimero de dominagao total, denotado por v;(G), é definido

por
7(G) = min{|Dz| : Dy é um conjunto totalmente dominante de G},

isto é, 14(G) é o menor tamanho possivel de um conjunto totalmente dominante

de G.
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Em Hedetniemi e Laskar [29] temos uma revisao bibliogréfica de artigos so-
bre a dominacao em grafos. Ali, mostra-se que as publicagoes sobre essa teoria
surgiram nos anos 50, com um crescimento significativo por volta dos anos 70.
A partir dessa data, o ritmo se manteve até os dias atuais. A dominancia total
foi introduzida por Cockayne, Dawes e Hedetniemi [17], e desde entdao vem sendo

amplamente explorada como parte da teoria dos grafos.

Determinar o tamanho de um conjunto dominante minimo é notoriamente
um problema dificil, que aparece na lista original de problemas NP-completos de
Karp [39]. Determinar o tamanho de um conjunto totalmente dominante minimo
também é um problema NP-completo, como vemos em Pfaff, Laskar e Hedetni-
emi [42]. Para mais resultados e referéncias sobre dominacao cléssica e total, reco-
mendamos as resenhas de Haynes, Hedetniemi e Slater [28] e Henning e Yeo [31],

respectivamente.

Cada versao de dominancia parece ser estudada de forma essencialmente
independente de demais. Naturalmente, um resultado associado a uma versao de
dominancia parece nao ter implicagoes diretas para a outras versoes. No entanto,
hé relagoes bem bésicas entre v,(G) e 7(G). Uma delas, por exemplo, é o seguinte

teorema, encontrado em Bollobéds e Cockayne (1979) [12].

Teorema 3.1. Para todo grafo G sem vértices isolados, v(G) < 1(G) < 2v(G).

Demonstracao. A desigualdade da esquerda segue do fato de que qualquer conjunto
totalmente dominante também é dominante. A desigualdade da direita segue do
fato de que qualquer conjunto dominante 1% pode ser estendido a um conjunto

totalmente dominante pela adicao de até um vizinho de cada vértice de V. O]
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3.2 Dominancia total

No caso de um grafo G com n vértices, podemos fornecer um cota inferior

natural em fungao do seu grau méximo A(G), dada por

%(G) > [ﬁGﬂ , (3.1)

ja que cada vértice domina totalmente no maximo A(G) vértices. Essa cota é

justa, como ilustram os grafos bipartidos completos, que discutiremos a seguir.

Em geral, o tamanho de um conjunto totalmente dominante minimo pode
variar consideravelmente entre os grafos d-regulares com n vértices. Por exemplo,
se G é uma colecao de grafos bipartidos completos disjuntos Ky 4, teremos 1(G) =
n/d, pois cada componente é totalmente dominada se escolhermos um vértice
de cada lado da biparticao. Isto mostra que a cota inferior trivial para ~,(G)
mencionada acima é justa para todo d. Por outro lado, se G' é uma colecao de grafos
completos disjuntos Kyyq, teremos v(G) = 2n/(d + 1), que é substancialmente
maior. A Tabela 3.1 apresenta cotas superiores e inferiores para v;(G) em funcao
do grau d dos vértices de um grafo regular G. Veremos que os limites superiores

da tabela sdo justos para d € {3,4}.

Tipicamente, as melhores cotas superiores encontradas para grafos d-regulares
sao cotas para um conjunto de grafos um maior: grafos de grau minimo §(G) = d.
No livro Total Domination in Graphs de Henning e Yeo [31], podemos encontrar as
mais variadas propriedades do niimero de dominacao total. Dentre elas, podemos

destacar, por exemplo, o seguinte teorema.

Teorema 3.2 ([31]). Se G é um grafo de n vértices e com grau minimo 6(G) > 1,
entao

1(G) < (%) n.
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Naturalmente, o Teorema 3.2 pode ser usado para fornecer uma cota superior
para os grafos d-regulares. H& melhoramentos recentes das cotas desse teorema
para valores pequenos de 6(G). Por exemplo, Archdeacon et al. [4] provaram que,
se 0(G) > 3, entdao (G) < n/2 e, o mais importante, essa cota é justa. Um
exemplo de grafo G no qual se tem a igualdade v, (G) = n/2 é dado pelo Grafo de

Petersen Generalizado, que é um grafo cibico (3-regular) com 16 vértices.

Figura 3.1: Grafo de Petersen Generalizado de 16 vértices.

E possivel construir explicitamente a familia de todos os grafos satisfazendo a
igualdade, porém nao vamos fazeé-lo aqui para nao desviar nosso foco, que estd em
melhorar essas cotas. Para leitores interessados, recomendamos o livro Henning
e Yeo [31]. Para nds, a utilidade disso consiste, particularmente, em obter a
igualdade v;(G) = n/2 para valores de n arbitrariamente grandes. Basta, por
exemplo, tomar varias cépias disjuntas do Grafo de Petersen Generalizado acima.
Abaixo, temos uma tabela com as melhores cotas conhecidas de v, para §(G) = 3,4

e .
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0 | Cota inferior | Cota superior | Publicagao
(trivial) ja publicada ou fonte
1/3~0.3333 | 1/2=0.5000 [4] (2004)
1/4=0.2500 | 3/7 ~0.4285 [50] (2007)
1/5=0.2000 | 17/44 ~ 0.3863 | [20] (2015)
1/6 ~ 0.1666 0, 4653 Teorema 3.2

S| O | =~ | W

Tabela 3.1: Limitagoes conhecidas para v(G)/|V(G)| em funcao de 6, todas as

cotas inferiores e as cotas superiores para §(G) € {3,4} sdo justas

Para § > 6, podemos obter cotas usando o Teorema 3.2. Mas note que a
cota para §(G) = 6, que, intuitivamente, deveria ser pelo menos tao boa quanto
para 6(G) = 5, estd pior na tabela, pois estamos utilizando simplesmente a cota

geral do Teorema 3.2.

Ja foi provado que a cota da tabela para 6(G) = 4 é justa assim como para
d(G) = 3. O teorema que garante isso pode ser encontrado no livro [31] e tem o

seguinte enunciado.

As seguintes definigoes esclarecem a igualdade no Teorema 3.4

Definicao 3.3 (Complemento bipartido). Dados dois grafos G e G com V(G) =

V(G) = {v1,...,vom}, dizemos que G é um complemento bipartido de G se existe

um grafo bipartido completo H = K, contendo G tal que E(G) = E(H)\ E(G).

Na Figura 3.2, temos o grafo de Heawood.
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Figura 3.2: Grafo de Heawood

Teorema 3.4. Se G € um grafo conexo de ordem n com §(G) > 4, entdo 1(G) <
3n/7, com igualdade se, e somente se, G € um complemento bipartido do grafo de

Heawood.

Ainda nao se sabe se hé algum grafo G com 6(G) > 5 tal que 1,(G) = 17n/44.
Inclusive, hd uma conjectura, devida a Thomassé e Yeo [50], de que, se §(G) > 5,
entao (G) < 4n/11 ~ 0,3636n. Dentre as cotas probabilisticas que deduziremos
mais a frente, veremos que a cota para grafos H-regulares é ainda um pouco melhor
que a dessa conjectura, ou seja, o valor conjecturado é pelo menos uma cota

superior para quase todos os grafos 5-regulares.

Com relagao ao efeito que a cintura grande tem sobre o nimero de dominacao
total de um grafo d-regular, Henning e Yeo [32] abordaram um caso particular dessa
questdo, onde eles mostraram que, se G é um grafo de n vértices com §(G) > 2 e

cintura g > 3, entao

(G) < (1 ¥ 1) . (3.2)

3.3 k-dominancia

A k-dominancia é uma generalizacao da dominancia cldssica que considera

o numero de vezes que um vértice do grafo deve ser dominado pelo conjunto de

26



vértices dominantes. Dado G = (V| E) um grafo, dizemos que D C V é um
conjunto k-dominante de G se, para todo v € V' \ D, v é adjacente a pelo menos
k elementos de D. Também seria natural considerar uma nog¢ao de k-dominancia
total em que cada vértice do grafo deva ser dominado por pelo menos k£ outros
vértices . Porém optamos por abordar uma versao mais préxima da dominancia

classica, isto é, os vértices que dominam nao precisam ser dominados.

Definimos
Y&(G) := inf{|D| : D é um conjunto k dominante de G}
como o numero de k-dominacao de G.

Uma limitagao inferior trivial para 7;(G) em fungao do grau maximo A =
A(G), pode ser obtida por considerar que cada vértice de G domina no méaximo
A(G) outros vértices. De fato, se D C V(G) é um conjunto k-dominante de G e
n = |V(G)|, entao

(n—|D|)k < |D|A =

kn
< |D|.
A+k — D
Isso implica que
k

>
(&) = ATtk

n. (3.3)

E possivel obter igualdade na expressao (3.3) em um grafo d-regular G para
cada d = A(G). Com efeito, seja G = (V, E) um grafo bipartido com biparti¢ao
V(G) = C1UCy onde |Cy| = 2k e |Cy| = 2d e onde cada vértice de C possui grau
d e cada vértice de Cy possui grau k. Isso é possivel porque o niimero de arestas
com uma extremidade em C4 é dk, que é o mesmo numero de arestas com uma
extremidade em Cy. Para que G seja um grafo d-regular resta que cada vértice de
C5 possua mais d — k arestas incidentes. Mas isso pode ser obtido pela adicao das
arestas de um grafo (d — k)-regular G’ = (Cy, E'). Se esse grafo (d — k)-regular

existir, C serd um conjunto com k vértices e k-dominante de um grafo d-regular
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G que satisfaz |V(G)| = d + k. Isso fornece a igualdade desejada na expressao

(3.3).

Resta provar que o grafo G’ usado existe, o que segue da seguinte proposicao.

Proposigao 3.5. Sejam 0 < d < n com dn par. Entao existe um grafo d-regular

de n vértices.

Demonstracao. Se d é par, defina G = (V, F) onde V =7Z, ={0,1,2,...,n — 1}

¢ o corpo dos inteiros médulo n, e {ny,n2} € E(G) se, e somente se,
min{n; —ng,ny —n1} =1,2,3,...,d/2 (mod(n)).

Se d é impar, entao n é par. Neste caso, construa o G = (V, F) para o niumero par

d — 1 e adicione a aresta {n,ny} sempre que
min{n; — ng,ne —n1} =n/2 (mod(n)).

Esse passo fornece um emparelhamento adicional que completa a d-regularidade

desejada. O

Com respeito a cotas superiores para 7, um resultado de Hansberg e Volk-

mann (2009) [27] estabelece cotas em fungao do grau minimo 6(G) de um grafo

G.

Teorema 3.6 (Coroldrio 1 de [27]). Seja G é um grafo com n vértices e grau
d+1

- > 9k ta
In(6 + 1) = = e

minimo ¢ e seja k € N. Se

kln(o +1)+1
d+1

(G) < (3.4)

Quando k = 2, a desigualdade (3.4) é vélida para todo § > 9. Mas sua

conclusao s6 comeca a ser util a partir de § > 13, onde temos

2In(13 +1) 41

<
7(G) < 13+1

n = 0,4829n,
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pois, para § < 12 e k = 2, hd um resultado mais antigo (1990), devido a Caro e
Roditty [15], que estabelece que, se §(G) > 3, entdo 12(G) < n/2. Essas cotas sao
justas para 0 igual a 3 e 4, e os grafos que as justificam podem ser, por exemplo,
os grafos bipartidos completos K33 e K, 4, respectivamente. Finalmente, hd um
resultado de 2016, devido a Bujtas e Jaskd [14], que melhora as cotas superiores

anteriores para 6 < § < 21. O resultado estabelece, por exemplo, que
I(G) =6 = 1% (G) < 0.498n,
§(G) =T7= %(G) <0.467n,
I(G) =8= 1»(G) <0.441n e

5(G) =9 = 15(G) < 0.418n.

Atualmente, a nossa pesquisa bibliografica sugere que as melhores cotas supe-
riores para 72(G) em fungao de 6(G) sao dadas por Caro e Roditty para 3 < § <5
e por Bujtés e Jasko para 6 < § < 21.

Por outro lado, é natural que os grafos que tém um maior niimero de 2-
dominagao sejam aqueles que tém menos arestas. Assim, no conjunto dos grafos
G com §(G) = d, é natural esperar que os grafos d-regulares sejam aqueles que
possuem os maiores valores para ;. Aparentemente, as melhores cotas para grafos
d-regulares existentes na literatura sdo aquelas que sdo para o grau minimo 6(G) =
d. De fato, a relagao entre grau minimo e varias nogoes de dominancia ja foi bem

explorada.

3.4 Resultados principais

Nossos resultados fornecem cotas superiores assintéticas para os nimeros de

2-dominacao e de dominacao total em grafos regulares. Basicamente, apresenta-
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mos dois tipos de resultado: um deles, de carater probabilistico, fornece essas cotas
para a grande maioria dos grafos d-regulares, em funcao de d; o outro, de caréater
deterministico, fornece essas cotas para todos os grafos d-regulares com cintura
suficientemente grande, também em funcao de d. Formalmente, os resultados rela-
cionados a dominancia total sao dados pelos Teoremas 3.7 e 3.8, que correspondem
as versoes probabilistica e deterministica, respectivamente. Alguns dos enunciados
dependem de solugoes de sistemas de equagoes diferenciais que serao enunciados
nos préximos capitulos. No teorema a seguir, pense em ¢(x) como uma fungao que
descreve a proporcao do tamanho de um conjunto dominante parcial contruido por
um certo algoritmo até um certo instante x e pense em z* como o instante final

do algoritmo.

Teorema 3.7. Dados ¢ > 0 e d > 3, um grafo aleatorio d-reqular G, com n
vértices, assintoticamente quase certamente possui um conjunto totalmente domi-

nante Dy C V(G) tal que
|Dr| < n(q(z*) +€),

onde x* = inf{zx > 0: zy(z) = 0} e onde zo(x) e q(x) sdo as solugoes do problema

de valor inicial (5.3).

Teorema 3.8. Dadose > 0 e d > 3, existe um inteiro positivo g tal que todo grafo
d-regular G com n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto totalmente
dominante Dy tal que

| Dr| < (q(z") + €)n,

onde z* = inf{z > 0: zo(z) = 0} e onde zo(x) e q(x) sdo as solugoes do problema

de valor inicial (5.3).

Temos uma tabela comparando nossa cota probabilistica para conjuntos to-

talmente dominantes ¢(z*) com as cotas deterministicas encontradas na litera-
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tura. O nimero ¢(z*) foi aproximado por uma implementacao computacional via
o método de Fuler para resolucao de sistemas de equacoes diferenciais, com tama-

nho do passo igual a 0,00005. As informacgoes sobre as publicagoes foram obtidas

do livro de Henning e Yeo [31] de 2013.

Grau minimo | Cota inferior | Cota superior | Publicacao | d | Aproximacao
I(G) (trivial) ja publicada ou fonte para q(z*)
3 1/3~0,3333 | 1/2=0,5000 [4] (2004) |3 0, 4883
4 1/4=0,2500 | 3/7~0,4285 [50] (2007) |4 0,4136
5 1/5=0,2000 | 17/44 ~0,3863 | [20] (2015) | 5 0, 3656
6 1/6 ~ 0, 1666 0, 4653 Teorema 3.2 | 6 0, 3256

Tabela 3.2: Tabela comparando nossas cotas com as melhores cotas conhecidas

para grafos em geral.

O Teorema 3.7 serd provado no Capitulo 5 e uma justificativa para a validade

do Teorema 3.8 serd fornecida na Secao 5.6.

No caso da 2-dominancia, apresentamos dois resultados independentes. O
primeiro admite uma solucao analitica para seu problema de valor inicial, o que
leva a cotas explicitas. Isso permite que seus enunciados nao dependam de equacoes
diferenciais, como pode ser visto abaixo. O segundo resultado, que fornece cotas
melhores, nao admite uma solucao desse tipo por ser obtido de um sistema de
equacoes diferenciais mais complicado. Isso exige uma abordagem alternativa,
como a aproximacao computacional que usamos aqui. Cada um deles admite uma
versao probabilistica e uma deterministica, similarmente a dominancia total. As

duas versoes do primeiro resultado sao os Teoremas 3.9 e 3.10 abaixo, cujas provas

estao na Secao 6.
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Teorema 3.9. Para quaisquer € > 0 e d > 4, um grafo aleatorio d-regular G =
(V,E) com n vértices assintoticamente quase certamente possui um conjunto 2-

dominante D C V(Q), tal que

D] <n(z2+e),
onde
d—1+us—d[(d—2)(d—1)(1— yug)] /Y
€T ey
? 2(d —1)
com ug := (d — 1)72/4=2),
d | melhor cota To
conhecida
0,5 0,4519
0,5 0, 4089

0,498 0,3747
0,467 0, 3467
0,441 0,3233

o | || Ot =

Tabela 3.3: Comparacao entre as melhores cotas conhecidas e as aproximacoes

para o valor de x5 em funcao de d no Teorema 3.9.

Como feito para a dominancia total, a prova desse teorema tera como con-
sequéncia um resultado deterministico para grafos regulares com cintura grande.
Ele segue apé6s duas aplicagoes sucessivas (uma para cada fase) do Teorema 5.8.

O enunciado esta abaixo e a justificativa é andloga a do Teorema 3.8.
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Teorema 3.10. Dado € > 0, existe um inteiro positivo g tal que todo grafo G d-
reqular com n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto 2-dominante
D tal que

|D| < n(xe+e€),

onde
d—3)

d—1tu—d[(d=2)(d—1) (1 )]
2(d—1)

To —

com ug := (d — 1)72/d=2),

O resultado que trata das cotas superiores para o numero de 2-dominancia em
grafos d-regulares com cotas melhores do que as do Teorema 3.9 é mais elaborado
e seu enunciado depende de terminologias que serao definidas no Capitulo 8. Por
exemplo, o Algoritmo 8(c), as matrizes My, os conjuntos €2y, e as condigoes (i.k)

e (1.k) estao definidas nas Segoes 8.4 e 8.5.

Teorema 3.11. Dados d > 3 e € > 0, seja pg > 0 tal que
(1.1) |det My(z(0))| > 7,
(2.1) |a}(0)| >~ para todo 1 <i<d—1,

(3.1) (0,2(0),¢(0)) € @,

para algum v > 0. Suponha que, para k =2,...,r,

(a.k) det My(z(zg—1)) # 0, isto é, (1.k) € satisfeita;
(b.k) (xg—1,2(zk-1),q(xk-1)) € Qs isto €, (i.k — 1) ndo € satisfeita;

Seja y, = 11+ 19+ -+ + x,.. Entao a cardinalidade do conjunto 2-dominante

produzido pelo Algoritmo 8(c) aplicado a um grafo aleatorio d-reqular é a.q.c. no
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maximo

yen+ (1 — q(z,))n + en.

Teorema 3.12. Dados d > 3 e € > 0, seja pg > 0 tal que

(1.1) |det M1(z(0))| > 7,

(2.1) |a}(0)| >~ para todo 1 <i<d—1,

(3.1) (0,2(0),4q(0)) € &,

para algum v > 0. Suponha que, para k =2,...,r,

(a.k) det My(2(zx—1)) # 0, isto €, (1.k) € satisfeita;

(b.k) (xr—1,2(zk-1),q(xk—1)) € Qnps,_,, isto €, (i.k — 1) nao € satisfeita;

Seja y, = x1+xo+- - -+x,.. Entao existe um inteiro positivo g tal que cardinalidade
do conjunto 2-dominante produzido pelo Algoritmo 8(c) aplicado a um grafo G d-

reqular com n vértices e cintura maior do que g € no maxrimo

yrn+ (1 —q(z,))n + en.

A coluna da direita da Tabela 3.4 apresenta algumas aproximacoes obtidas

computacionalmente para as cotas dos Teoremas 3.11 e 3.12.
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d | melhor cota To yr +1—q(z,)
conhecida (aproximagao computacional)

3 0,5 - 0,4771

4 0,5 0,4519 0,4261

5) 0,5 0,4089 0, 3859

6 0,498 0, 3747 0,3536

Tabela 3.4: Comparacao entre as melhores cotas conhecidas para grafos em geral e
as aproximagoes computacionais para as cotas obtidas nesta tese para

2-dominancia em funcao de d

O Algoritmo 8(c) foi o que obteve melhor desempenho dentre vérios algo-
ritmos testados. O Teorema 3.11 fornece uma cota melhor do que a cota deter-

ministica para d = 3, o que nao acontecia com o Teorema 3.9.

3.4.1 Uma relacao entre cintura e aleatoriedade em grafos d-regulares

Podemos fornecer um resultado complementar aos resultados obtidos nesta
tese, o Teorema 3.14, que relaciona a cintura e aleatoriedade em grafos d-regulares.
Este resultado nao depende de algoritmos locais. Por ser um pouco mais curto e

independente dos demais, sera provado integralmente nesta secao.

Relembre que, na introdugao, apresentamos nossos objetivos, que consistiam
em encontrar as melhores cotas superiores ¢;(d) e ca(d) que satisfizessem os Re-
sultados 1 e 2, respectivamente. Nos também mencionamos que uma cota para o
Resultado 2 d4 uma cota para o Resultado 1. Trataremos deste fato agora. Por
isso, é importante definir rigorosamente as melhores cotas superiores possiveis para

os Resultados 1 e 2.
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Dados d > 2 e gy > 3, seja
Y (d, go) := sup{1(G)/|V(G)|: G é d-regular com cintura g > go}, (3.5)

isto é, v/ (d, go) é a menor cota superior possivel para grafos d-regulares com cintura
pelo menos gg. Isto produz uma sequéncia mondtona nao-crescente quando g
cresce, e podemos considerar o parametro

7 (d, 00) = lim ~/(d, go). (3.6)

go—o0

Esse é o infimo dos valores possiveis para c¢;(d) para o Resultado 2.

O resultado de Henning dado pela equacdo (3.2) combinado a cota inferior

dada pela equagao (3.3) mostra que 7/ (2,00) = 1/2.

Cabe mencionar que alguns de nossos principais resultados que envolvem
cintura, que foram descritos na Secao 3.4, podem ser reescritos em funcao da

notacao dada por 3.6. Por exemplo, o Teorema 3.8, assumiria a seguinte forma.

Teorema 3.13. Para 6 > d > 3, temos que ~{(d,00) € no mdzrimo os valores das

aprozimagcoes para q(z*) da Tabela 3.2.

Agora, podemos considerar o valor tipico do nimero de dominacao total em
um grafo d-regular grande. Relembrando, G,, 4 é o conjunto de grafos d-regulares
(rotulados) com n vértices e, para um inteiro d > 2 e uma constante ¢ > 0,

considere

R 1 - 1(G)
v (d,e) = 1}1—{20 AgGgldf,neN, sup{ " G e A} . (3.7)
|A[>(1=€)|Gn,al

Note que, para d fixo, v7(d,e) é limitado e cresce quando € decresce, assim o

seguinte limite estd bem definido:
YR (d) = lim 7/ (d,¢). (3.8)
e—0t
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Em termos de probabilidade, encontrar uma cota superior ¢;(d) para *(d) sig-
nifica que um grafo aleatério d-regular assintoticamente quase certamente possui
um conjunto totalmente dominante minimo com tamanho de no méximo ¢ (d).

Portanto, v/*(d) ¢ o menor ¢ (d) possivel para o Resultado 1.

De forma anéloga, poderemos reescrever os resultados que envolvam aleato-

riedade da Segdo 3.4 usando a notacao vZ(d).
Uma construgao bem conhecida permite-nos provar o seguinte.

Teorema 3.14. E verdade que

7 (d) < ~(d, ). (3.9)

A conexao entre parametros de grafos com cintura grande e grafos aleatorios
regulares apresentada por (3.9) no contexto de dominagao total também ¢ valida
para varios parametros diferentes, e é uma questao em aberto significativa quando (3.9)
vale com igualdade. Como mencionamos antes, Wormald e Hoppen [36] provaram
que um limite superior para 7(d) implica em um limite superior para ~/(d, oo)
se ele for obtido através da andlise de um algoritmo local, como o que tratamos
na Secao 1.3. (Novamente, a implicagdo anterior seria valida para uma série de
parametros além da dominagao total). Isso tem a interessante consequéncia de que
a desigualdade (3.9) se tornaria uma igualdade caso os algoritmos locais tivessem

a capacidade de aproximar v?(d).

Em particular, a desigualdade (3.2) implica no fato simples de que a cota
inferior trivial para a dominancia total é assintoticamente justa para grafos 2-
regulares quando g — oo e, por causa do Teorema 3.14, implica que 77(2) é igual
a n/2, o que nao parece tao trivial. E uma questao relevante se uma propriedade

assintotica da mesma natureza também vale para grafos d-regulares com d > 3.
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A prova do Teorema 3.14 pode ser conferida a seguir e versoes analogas
deste teorema para outros tipos de dominancia podem ser facilmente obtidas por

pequenas alteracoes na prova apresentada aqui.

Relembrando da Defini¢do 2.6, X,°,(G) é o nimero de ciclos de G com com-
primento menor do que go e Ana(g0) = {G € Gua @ X;%(G) < In(n)}, isto &,
A,.4(g0) € o conjunto dos grafos de G, 4 com menos de In(n) ciclos de compri-

mento menor do que go.

Lema 3.15. Para todo G € A, 4(g0), temos

7(Q) 2 ln(n)'

<9 (d, go) +

Demonstragao. Seja G € A, q(go). Pela definicao de A, 4(g0), G tem menos de
In(n) ciclos de comprimento menor do que go. Apds remover uma aresta de cada

ciclo curto formamos um grafo G’ com cintura pelo menos gy e grau maximo d.

Afirmamos que existe um inteiro s > 0 tal que, usando s cépias de G’ e
acrescentando algumas arestas, é possivel construir um grafo H, d-regular, com
cintura pelo menos go. Com efeito, o Corolario 2.8 garante que existe m par tal
que, para todo 0 < i < d — 1, existe um grafo (d — i)-regular de m vértices
e cintura pelo menos gy. Considere um grafo H, formado pelos grafos de uma
familia G = {G1,Gs,...,G} de m copias de G'. Se um vértice v € G’ tem grau 1,
entao ha uma copia desse vértice em cada elemento de G, que, portanto, se repete
m vezes em Hy. Sobre esses m vértices, construa um grafo G, (d — i)-regular
qualquer, com cintura pelo menos gy, e adicione suas arestas em qualquer ordem
a Hy sobre as copias de v formando H;. Agora, repetimos esse procedimento para
cada vértice de grau menor do que d, obtendo uma sequéncia H,, Hs, ... de grafos
com grau minimo menor ou igual a d. Para algum inteiro ¢ teremos que H, serd

d-regular. Basta definir H = H,; para obter o grafo desejado.

38



Por defini¢ao de 7/(d, go), H possui um conjunto totalmente dominante D
de tamanho no méximo 7y (d, go) - ns vértices. Pelo Principio da Casa dos Pombos,
pelo menos uma das copias de G', digamos G, possui uma quantidade menor ou

igual a v/ (d, go) - n de elementos de D.

No méaximo 21In(n) vértices de G s6 sao adjacentes a elementos de D fora
de GG;. Portanto, obtemos um conjunto totalmente dominante de G formado pelos
v (d, go) - n elementos de D que estavam em (7 mais um vizinho de cada um dos

até 21n(n) vértices que ndo eram dominados por vértices de G;.

Como G, ¢ isomorfo a GG, a conclusao é que conseguimos construir um con-

junto totalmente dominante de G' com tamanho 7 (d, go) - n + 21n(n), isto é,

1(G) 2In(n) ‘

n

]

Demonstragio. (Teorema 3.14) Mostraremos que, para todo § > 0, v7(d) <

7 (d, 00) + 0.

Fixe 6 > 0. Seja go tal que v/(d,go) < 7i(d,00) + /3 e € > 0 tal que
vi(d) < yf(d,e) + §/3. O Coroldrio 2.7 garante que existe ng tal que, para todo
n 2 n,

[ An.a(g0)|l > (1 = €)|Gndl.

Isso implica que, pela defini¢ao de /*(d, €),

7:(G)

Vi (d,e) < Sup{ ;G € An,d(go)} :

para todo n > ny.

Por outro, o Lema 3.15 afirma que, para todo G € A, 4(g0),

G 21
G o4, go) + 22,
n n
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Tome n; > ng tal que, 2In(n)/n < §/3, para todo n > ny. Assim, se n > nq,

temos
W) <t g0)+ 2 <l 00) + 2
Finalmente, temos
%) < 7/(d,€) + /3 < sup {%;G);G € An,d(go)} + g < 9(d,00) + 2—; + g
concluindo a prova. O]
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4 O METODO DAS EQUACOES
DIFERENCIAIS

Vamos estudar processos aleatérios em grafos, que, no nosso caso, serao grafos
que sao modificados ao longo do processo. A cada passo, controlaremos o valor de
certas variaveis, por exemplo, o numero de vértices de cada grau. Considerando
apenas valores esperados, isso nos leva a um sistema de recorréncias para esses

valores.

Para entender o processo aleatério, nosso objetivo sera resolver essas re-
corréncias e demonstrar que as suas solugoes sao proximas do que realmente acon-
tece no processo, com alta probabilidade. A fim de fazer essa aproximacao, vamos
usar um teorema técnico que, resumidamente, afirma que as solucoes assintéticas
das recorréncias sao bem aproximadas por solucoes de um sistema de equacoes
diferenciais. Ele funciona como um resultado de concentracao que aproxima o

desempenho esperado do desempenho tipico do processo.

O objetivo do capitulo é enunciar esse teorema e ilustrar como ele pode ser
aplicado. A versao que apresentaremos estd baseada no Teorema 5.1 em [55] e,
aqui, seu enunciado segue como Teorema 4.2. Optamos por enuncia-lo sem prova
pois a teoria necessaria a sua compreensao € extensa, o que desviaria demais o nosso
foco. O enunciado deste teorema aborda espacos de probabilidade e construcoes

sob um ponto de vista mais geral.
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4.1 Condicao de Lipschitz

Definicao 4.1. Dizemos que a funcao f : D — R satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

em D CR" se existe uma constante L > 0 com a propriedade de que
|f(ug,ug, ... uy) — f(v1,v2,...,0,) < L max |u; — vy

1<i<n

para todo (uy,...,u,) e (vi,...,v,) em D.

Neste caso dizemos que L é uma constante Lipschitz de f. Note que max;<;<y, |u;—

v;| é a distancia entre (uy, ug, ..., u,) e (v1,vs,...,v,) na métrica .
Vamos definir também a norma ||v|| de v = (vy,...,v,) € R™ por
ol = 4/ v} + - -+ 3.

Note que a condicao de Lipschitz é equivalente a
|f(u17u27 s 7“71) - f<0171}27 s 7Un>| S L||U - U||
para alguma constante L, pois

| < _ < .
52%§l|u1 v < |u v||_\/ﬁlr22a§>;|ul v

4.2 O teorema da aproximacao

Antes de enunciar o Teorema 4.2, vamos definir algumas estruturas um pouco

mais gerais do que aquelas tratadas anteriormente, para fins de formalizagao.

Um processo aleatdorio é um espago de probabilidade em tempo discreto que
pode ser denotado por (Q,Q1,...), onde cada @; toma valores num conjunto

S. Os elementos desse espago sdo as sequéncias (qo, q1, ... ), onde cada ¢; € S.
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Usamos h; para denotar (qo,q1,--.,q:), que denominamos a histéria do processo

até o tempo t.

Consideraremos uma sequéncia de processos aleatorios indexados por n, com
n € N. Assim ¢, = qt(”) e S = S™ mas por simplicidade vamos omitir a de-
pendéncia em n da notagao. Note que o nosso “processo de grafos aleatérios”
é um caso particular desse “processo aleatério”, se definirmos S = S™ = {G :

G é algum grafo de n vértices} e ¢ = G;.

A notacao S™+ denota o conjunto de todos h; = (qo,...,q) onde t € N e
cada ¢; € S™. No nosso caso, h; é uma lista de grafos de n vértices que descreve

a evolucao da construcao de um grafo até o tempo t.

Para variaveis Y7, ...,Y, definidas sobre as componentes do processo, e D C

R definimos o tempo de parada Tp(Y1,...,Y,) como o menor ¢ tal que

(t/n,Yi(t)/n,...,Y,(t)/n) & D.

Escreveremos apenas T quando as variaveis Y7, ..., Y, estiverem claras no con-
texto. Em nossos exemplos, vamos aplicar o teorema no caso particular em que
Yi(t) é o nimero de vértices de grau ¢ no grafo ¢;. Consideraremos também uma
varidvel Q(t), que farda a atualizagdo da contagem do numero de elementos no

conjunto totalmente dominante em cada passo.

Escrevemos a,, = O(b,) se existe ng € N e uma constante C' > 0 tal que

la,| < Cb,, para todo n > ny.

O enunciado do teorema exige trés hipdteses. A primeira (i) assegura que
cada Y; nao varia demais em cada passo, a segunda (i7) nos diz a taxa esperada
dessa variagao e estabelece que essa taxa basicamente depende apenas do conhe-

cimento dos valores das varidveis Y; no passo anterior, e a terceira (iii) assegura
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que essa taxa nao varia demais com o tempo. Com isso ja podemos enunciar o

teorema.

Teorema 4.2. Para cada 1 < { < a onde a € fivo, sejam y, : S™W+ — R e
fe: R — R, tais que para alguma constante Cy e todo €, |ye(h)| < Con para
todo hy € S™* e para todo n. Seja Y,(t) a varidvel aleatoria dada por yi(hy).
Suponha que as trés condi¢oes a sequir sejam verdadeiras, onde, em (ii) e (iit), D

¢ algum conjunto aberto, conexo e limitado contendo o fecho de

{(0, 21, ..., 24) : P[Y2(0) = zpn, 1 <€ < a] # 0 para todo n}.

(1) (Hipdtese de limitagcdo.) Para fungoes f = f(n) > 1 ey = ~(n), a
probabilidade de que

max |Yy(t+ 1) = Yu(t)| < B,

1<t<a

condicionada a qualquer historia hy, é pelo menos 1 —~ parat < Tp.

(17) (Hipdtese de tendéncia.) Para alguma func¢ao Ay = A(n) = o(1),

para todo { < a,
[E[Ye(t + 1) = Ye()[he] = fo(t/n, Yi(t)/n, ..., Ya(t)/n)] < N
parat < Tp.

(1i1) (Hipdtese de Lipschitz.) Cada funcao f, € continua e satisfaz a condi¢ao

de Lipschitz em

Dn{(t,z1,...,24) : t > 0}.

Entao o sequinte é verdade.
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(a) Para (0,21,...,2,) € D, o sistema de equagoes diferenciais

ng

%:fgCIf,Zl,...,ZQ) 621,...,0,

tem uma unica solucao em D para zy : R — R passando por
ZZ(O) == ZA’Z,

1 < ¢ < a, que se estende a pontos arbitrariamente proximos da

fronteira de D;

(b) Seja A > A1 + Cony com X\ = o(1). Para uma constante C' suficiente-

mente grande, com probabilidade 1 — O (Tw + gexp <—”ﬁ—’f’>),

Yi(t) = nz(t/n) + O(An)

para 0 <t < on e para cada l, onde z(x) € a solugao em (a) com 2, =
Yi(0)/n, e 0 = o(n) € o supremo dos x para os quais a solu¢do pode
ser estendida antes de alcancar distancia (> igual a C'A da fronteira

de D.

Nos ultimos anos, o Método das Equacoes Diferenciais tem sido intensamente

aplicado a problemas de otimizagao de parametros em grafos regulares aleatorios.

Restringindo a discussao apenas a parametros de dominancia, temos, por exemplo

o trabalho de Duckworth e Wormald [22], que obteve melhorias para o nimero

de dominacao independente. Duckworth e Mans [21] aplicaram o método & 7-

dominacao, que é uma generalizacao de dominancia que considera dominados os

vértices a uma distancia de até r passos de algum vértice do conjunto r-dominante.

Também tivemos aplicagoes recentes deste método feitas por Amini [2] a

processos de percolagao e difusao em grafos aleatérios com sequéncias de graus

dadas e, posteriormente, por Amini, Cont e Minca [3] sobre a resiliéncia ao contégio
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de redes financeiras. Ainda, na mesma linha dos gafos aleatérios com sequéncias
de graus dadas, Brightwell, Janson e Luczak [13] estudaram o tamanho de um

conjunto independente produzido por um algoritmo simples.

Outra aplicacao recente foi, como ja mencionamos, a de Fiz Pontiveros, Grif-
fiths e Morris [43] que obteve um melhora assintdtica significativa para o limite
inferior do ntimero de Ramsey R(3,t) estabelecido anteriormente por Kim [40].

Enquanto Kim obteve que

t2

1
B30 2 (55 - o) oo

Fiz Pontiveros, Griffiths e Morris obtiveram que

R(3.1) > G - 0(1)> 105(15)'

Essa mesma melhora foi obtida independentemente por Bohman e Keevash [9].

Este teorema é a principal ferramenta que usaremos para obter nossos resul-
tados. Por isso, na préxima secao, daremos um exemplo tipico de aplicacao com

finalidade ilustrativa. Este exemplo sera retomado no Capitulo 6.

4.3 Exemplo de aplicagao do Teorema 4.2

Dado um grafo G = (V, E), um conjunto I C V(G) é dito independente se,
para cada par u,v € I, for verdade que {u,v} ¢ E(G), isto é, ndo existem arestas
ligando vértices de I. Encontrar um conjunto independente de tamanho méximo
é um problema clédssico da teoria dos grafos que ja foi amplamente abordado na
literatura. Em particular, trata-se de um problema N P-completo. A seguir, vamos
aplicar o teorema a fim de obter uma cota inferior, assintoticamente quase certa,

para um conjunto independente méximo de um grafo aleatério d-regular. O que
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faremos a seguir foi extraido de Wormald [55] e, conforme o autor, nao é a melhor
cota ja descoberta. A finalidade é apenas ilustrar uma aplicacao mais simples do
que aquela que faremos no Capitulo 5. Vamos exibir alguns detalhes adicionais

além dos ja apresentados em [55].

Queremos construir um grafo aleatorio d-regular de n vértices e um con-
junto independente nesse grafo. Uma maneira de gerar esse grafo é por meio de
um processo que gera uma configuragao, escolhida como o ja descrito na Secao
2.3. Partimos de n células, que representam os vértices do multigrafo, com d
pontos em cada e, repetidamente, combinamos um ponto ainda nao emparelhado,
escolhido segundo algum critério, a um segundo ponto escolhido uniformemente
dentre os pontos disponiveis, até que tenhamos um emparelhamento completo. No
final, teremos um multigrafo aleatério. Lembre que, caso o emparelhamento seja
grafo, entao é escolhido de maneira uniforme. O interessante é que construir um
emparelhamento aleatorio é algo bem flexivel, ja que a ordem em que os pontos
sao tomados para formar seus pares nao afeta a uniformidade probabilistica do

emparelhamento obtido no final.

Vamos estabelecer um algoritmo que construa um conjunto independente si-
multaneamente a construcao do grafo. O conjunto contruido nao precisa satisfazer
alguma propriedade especifica se o multigrafo construido nao for grafo, mas, se o

for, deve ser um conjunto independente.

Comecamos em t = 0 sem pontos emparelhados, assim todos os vértices
comegam com grau zero. Em cada passo, que vai de t — 1 a t, fazemos o seguinte.
Escolhemos um vértice dentre os vértices de grau zero uniformemente, e entao
pareamos seus pontos aleatoriamente e uniformemente. Deste modo, no final do

passo, esse vértice escolhido terd grau d. Fim do passo!
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E importante notar que o conjunto dos t vértices escolhidos até o tempo t
¢ independente, pois cada vez que um passo ¢ iniciado, selecionamos um vértice
de grau zero que nao esta ligado aos vértices que foram escolhidos nos passos
anteriores, ja que todos os que estao ligados aos escolhidos antes tém grau maior
do que zero. Esse passo é repetido até que nao se tenha mais nunhum vértice de
grau zero. O conjunto independente é o conjunto dos vértices escolhidos, sendo
um em cada passo. O tamanho do nosso conjunto independente sera exatamente

igual ao t do ultimo passo executado.

Formalmente, vamos denotar por P, o emparelhamento parcial atualizado
no tempo t. Vamos definir Y (¢) como o nimero de vértices de grau zero em
P;. Comegamos com Py sendo um conjunto de nd pontos dispostos em n vértices
(células), sem nenhum emparelhamento formado e, portanto, com Y (0) = n. Du-

rante o processo, queremos determinar o primeiro ¢ tal que Y (¢) = 0.

O numero de pontos em vértices de grau zero no tempo ¢ é dY'(t), e existem
nd — 2dt pontos nao emparelhado no total (visto que d pares sao formado em cada
unidade de tempo). A probabilidade de que um ponto qualquer esteja em um

vértice de grau zero no tempo t é

dy(t)  Y()
nd —2dt n—2t

Essa probabilidade muda um pouco durante o passo, quando o novo vértice de
grau zero é escolhido e o primeiro ponto dele é destacado (e a aresta deste ponto
estd prestes a ser exposta). Quando isso acontece, Y (t) imediatamente decresce
em 1 unidade, e o outro ponto da aresta é escolhido aleatériamente dentre os
nd — 2dt — 1 pontos restantes. Contudo, para cada uma das d arestas expostas

num passo, a probabilidade de que pareie um ponto do vértice escolhido a um
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ponto de um vértice de grau zero é de

Y (1) 1
n—2t+0(n—2t—2>’

pois 2t + 2 < n, e assim

B 4y (t) 1
EY({t+1)-Y@)|P] =—-1— P +0 (m) :

Escrevendo t = zn e Y (t) = nz(t/n) = nz(x), a recorréncia se torna

z2(z+1/n) — z(x)
1/n

= E[nz((xzn+1)/n) — nz(z)| P

B dnz(z) 1
= n—2xn+0<n—2:pn—2>'

Como estamos supondo que n seja grande, isso sugere a equacao diferencial

dz(x)
/ — _1 _
#(@) 1—2z
com a condigdo inicial z(0) = 1. Esta é uma equagao de primeira ordem cuja

solucao é
(d—1)(1 —2x)%? — (1 — 2z)
d—?2 '

z(x) =

A menor solugao positiva de z(z) =0 é

1 1 1 2/(d-2)
T=573 (ﬁ) '

Podemos usar o teorema anterior para provar que z*n é uma aproximacao do
tamanho do nosso conjunto independente se n for suficientemente grande. Com
efeito, podemos verificar as hipoteses do teorema. Dado algum 6 > 0 pequeno,
defina Dy = {(z,2) : =0 < o < 2,0 < z < 1+ 6. A hipétese (i) se verifica
trivialmente com (n) :=d+ 1 e y(n) := 0, por exemplo. Para verificar (i7), note

que z* < 1/2. Dai, se 0 < x < z*,

(=)o)
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= EY(t+1)-Y@®)|P]=-1- % +0 (%) .

Como

temos que

[E[Y(t + 1) ( )IB f@t/n, Y (t)

(1) (o
n—2t+0<%> (1 ”—Qt)

- 11—

A—-1
<

n

para algum A > 0. Basta tomar A\;(n) = (A — 1)/n para obter (ii). Para verificar
(7i1), basta notar que f(x,z) é uma funcao racional e que z* < 1/2 = 1 — 2z >

1 —2x* > 0. Isso implica que f(z,z) é Lipschitz em Dy, para cada 6 > 0.

Com as hipdteses verificadas, vamos & conclusdo. Note que A(n) = A/n'/* >
A1(n) satisfaz (b) e implica que a probabilidade descrita nesse item tenda a zero

quando n — oo. A conclusao, com esse A\, é que, com probabilidade
A3
_ 1/4 _ 1/4
1 O(n exp( (d+1)3n )),

Y(t) = nz(t/n) + O(An),

vale que

para 0 < t < on, onde 0 = o(n) é o supremo dos x para os quais a solucao
z(z) pode ser estendida antes de alcancar a distancia C'A das laterais do retangulo
aberto Dy, para alguma constante C' > 0. Em particular, dado € > 0, temos que
x* —o(n) < e desde que n seja suficientemente grande. Isso segue da continuidade

e monotonicidade de z(z) nas proximidades de x* e também porque CA(n) — 0
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quando n — oo. Como |I| = o(n)n, entdo |I| > (z* — €)n. Dai, provamos o

seguinte.

Teorema 4.3. Dado € > 0, um grafo aleatorio d-reqular G, com n vértices, as-
sintoticamente quase certamente possui um congunto independente I C V(G), tal
que

(| = n (2" —e),

1 1/ 1 \¥@?
xzﬁ_i(ﬂ> ‘

Este é apenas um exemplo cuja finalidade é a de ilustrar uma aplicacao

onde

do teorema. Como ja mencionamos, ha algoritmos melhores do que esse para
conjuntos independentes que usam o Teorema 4.2. Por exemplo, em Wormald [55]
temos um outro algoritmo que produz um conjunto independente maior do que
este. Diferentemente do nosso algoritmo, que encerra logo que nao tenha mais
vértices de grau zero, o algoritmo encontrado em [55] é executado até completar o

multigrafo.

O Teorema 4.2 permite a escolha do algoritmo. Porém, nas aplicacoes reali-
zadas até o presente momento, as decisoes tomadas pelo algoritmo em cada passo
devem ser tomadas apenas em funcao das informagoes obtidas das proximidades
do vértice escolhido no passo atual. Como mencionamos, algoritmos desse tipo sao

conhecidos como algoritmos locais.
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5 DOMINANCIA TOTAL EM GRAFOS
REGULARES

Neste capitulo, provaremos os Teoremas 3.7 e 3.8 usando o Método das
Equacgoes Diferenciais, que foi apresentado no Capitulo 4. Nossa abordagem faz
uma analise de um algoritmo local capaz de construir conjuntos totalmente do-
minantes de maneira eficiente. As equacoes obtidas nao foram resolvidas analiti-
camente, no entanto apresentamos aproximagcoes computacionais que justificam a

eficiéncia do seu desempenho.

5.1 Uma heuristica para produzir um conjunto

totalmente dominante pequeno

Nesta secao, definiremos formalmente o algoritmo usado e as variaveis que
deverao ser analisadas pelo nosso método. Seguiremos passos similares aos do
exemplo da Secao 4.3 do Capitulo 4. Como antes, usaremos o modelo de empare-
lhamentos descrito no Capitulo 2 e a independéncia que existe entre os pares para

simular a construcao de grafos aleatérios d-regulares.

Assim como na Secao 4.3 do Capitulo 4, para cada 0 < i < d—1, Y;(t) é o

numero de vértices de grau i em G.

O algoritmo depende de parametros fixos d, n e € > 0 e tem como entrada
um grafo H d-regular com n vértices. Sua evolugao é controlada por um parametro
discreto de tempo ¢, onde t = 0, 1,2, .... Definimos também um conjunto D(t) que
inicia com D(0) = (. Em cada instante ¢ o seguinte procedimento é realizado.

Escolhemos um vértice v, de H; de grau maximo d com probabilidade uniforme e
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revelamos um de seus vizinhos u,; arbitrariamente. Se esse vizinho possuir grau d,
adicionamos v; e u; em D(t) e removemos v, e u; de Hy, produzindo H; ;. Se o
grau de u; for menor do que d entao adicionamos apenas u; a D(t) e removemos
u; de Hy, produzindo H;;. O processo termina no primeiro instante ¢t no qual a
quantidade de vértices de grau d estiver abaixo de um limiar ne. Para produzir
o conjunto totalmente dominante final, adicionamos a D(t) um vizinho de cada
vértices de grau d restante. Chamamos de etapa de selecao a escolha do vértice
inicial a cada passo, que neste caso é a escolha de vy, e chamamos de regra de
exploracao local e passo de recoloracdo a escolha das adjacéncias investigadas e
dos vértices revelados durante o passo, bem como das decisoes que sao tomadas
a partir das informacoes obtidas. Em particular, a etapa de selecao corresponde
precisamente a linha 5 do Algoritmo 4.1(a) e a linha 4 do Algoritmo 4.1(b) e a regra
de exploragao local corresponde as linhas 6 do Algoritmo 4.1(a) e 5 do Algoritmo
4.1(b) e o passo de recoloracao corresponde aos fragmentos entre as linhas 7 e 14

do Algoritmo 4.1(a) e entre as linhas 6 e 13 do Algoritmo 4.1(b).
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Algoritmo 4.1(a): com parametros n >4, d > 3 e ¢ > 0.

Entrada: Um grafo d-regular H com n vértices.

Saida: Um conjunto totalmente dominante Dy do grafo H.

1t=0;
2 Hy=H;
3 D(0) =0;
4 enquanto Yy(t) > ne faga
5 Escolha um vértice v; de grau d com probabilidade uniforme;
6 Revele um vizinho u; de vy;
7 se degg, (u;) = d entao
8 D(t+ 1) = D(t) U{uyg, v };
9 Remova wu; e vy de Hy, produzindo Hy,q;
10 senao
11 D(t+1)=D(t) U{w};
12 Remova u; de Hy, produzindo Hy,q;
13 fim
14 t=t+1,
15 fim

16 Dy = D(t) U {um vizinho de cada vértice de grau d de H,}.

Na pratica, esse algoritmo poderia ser estendido até que nao restassem mais
vértices de grau zero, isto é, até que Yy(t) = 0. Porém, nesse caso, o algoritmo
atingiria uma regiao que nosso método nao é capaz de analisar. Por isso, definimos
que nosso algoritmo termina um pouco antes, quando Yy(t) > ne, para algum € > 0

pequeno.

Para analisar esse algoritmo, simulamos seu desempenho em um multigrafo
aleatorio regular. Pela propriedade de independéncia, isso pode ser feito gerando

o grafo de acordo com as escolhas tomadas pelo algoritmo.

Assim, definiremos um algoritmo (Algoritmo 4.1(b) abaixo, que chamaremos

de algoritmo de construc¢ao) que ilustra como o Algoritmo 4.1(a) (chamado de
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algoritmo de delegdo) pode ser aplicado durante o préprio processo de construgao

do multigrafo d-regular aleatorio.

O Algoritmo 4.1(b) parte em ¢ = 0 de uma estrutura que denotaremos por
Gy, que consiste num conjunto de nd pontos organizados em n células com d
pontos em cada célula, sem nenhum ponto emparelhado. Como antes, as células
se referem a vértices do multigrafo e os pares darao origem as arestas. Assim, dizer
que um vértice é emparelhado é o mesmo que dizer que os pontos da célula que
representa esse vértice, e que ainda nao foram emparelhados, sao emparelhados.
Os multigrafos H; e G; representam essencialmente a mesma estrutura a menos da
forma como olhamos para o grafo. Enquanto que o Algoritmo 4.1(a) inicia com um
grafo d-regular bem definido, no Algoritmo 4.1(b), o grafo é construido & medida
que aplicamos o algoritmo. Assim, quando um vértice ou uma aresta sao removidos
pelo algoritmo de delecao, eles sao, na verdade, emparelhados ou construidos pelo
algoritmo de construcao. Assim, H; denota o que ainda nao foi removido pelo
algoritmo, enquanto que G; denota o que ainda nao foi emparelhado na geracao do
grafo aleatorio de forma que, do ponto de vista da geragao do multigrafo aleatério
d-regular, as adjacéncias ainda sao desconhecidas. Como consequéncia, o papel de
cada variavel Y; da versao de construcao ¢é trocado pelo papel da variavel Y; ; na

versao de delecao.

O Algoritmo 4.1(b) pode ser adaptado facilmente ao nosso método de anédlise
pois usa o modelo dos emparelhamentos discutido no Capitulo 2 para construir o

grafo aleatorio regular.
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Algoritmo 4.1(b): com parametros n >4,d >3 e e > 0.
Entrada: A estrutura Gy definida acima.

Saida: Um multigrafo aleatério d-regular G com n vértices e um

conjunto totalmente dominante Dp de G.

1t=0;
2 D(0) =0;
3 enquanto Y;(t) > ne faca
4 Escolha um vértice v; de grau zero com probabilidade
uniforme;
5 Revele um vizinho u; de vy;
6 se degg, (u:) = 0 entao
7 D(t+1) = D(t) U{us,vi};
8 Emparelhe u; e vy para obter Gyiq;
9 senao
10 D(t+1) = D(t) U{u};
11 Emparelhe u; para obter G;1;
12 fim
13 t=t+1;
14 fim

1

(S

Dy = D(t) U {um vizinho de cada vértice de grau 0 de G;};

16 Complete o emparelhamento de G; para obter G.

Note que é possivel que o primeiro par, que determina wu;, forme um laco,
que, neste caso, liga um vertice de GG; de grau zero a si mesmo. Pela lei do algo-
ritmo teremos v; = uy, que é acrescentado a D. O método se aplica ao modelo de
emparelhamentos e, portanto, analisa o comportamento do algoritmo para multi-
grafos. Assim, lagos em principio poderiam afetar os resultados. Isso nao ocorre
por motivos relacionados aos calculos das esperancas condicionais, conforme vere-
mos. Grosso modo, ocorréncias desse tipo sao tao raras que nao afetam as equacoes

além dos erros permitidos pelo método.
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Note que os passos eficientes do algoritmo sao executados até o ultimo t
tal que Yy(t) > me. A partir desse ponto, nada mais é acrescentado a D e os
pontos que nao foram emparelhados na geracao do emparelhamento podem ser
emparelhados de forma arbitraria, pois sao irrelevantes para D. Se o multigrafo
final for um grafo, entdo D(¢) domina todos os vértices de grau maior ou igual
a 1 no instante t. Cada um dos poucos vértices que ainda nao foram dominados
sao dominados por um vizinho acrescentado ao conjunto D final, conforme feito
no ultimo passo, para formar um conjunto totalmente dominante Dp. Podemos
definir a varidvel Q(t) como o nimero de vértices em D(t). Ela contabilizard o
numero de elementos do conjunto totalmente dominante que esté sendo produzido

em cada passo do processo, e é sempre nao-decrescente com t.

Queremos aplicar o Teorema 4.2. Por isso, devemos verificar que suas hipoteses
sao satisfeitas. Também queremos identificar o instante mais avancado no qual o

teorema da suporte ao nosso algoritmo. Isso é o que faremos a seguir.

5.2 A mudancga esperada em cada passo

Com o Algoritmo 4.1(b) bem definido, podemos fazer algumas dedugoes sobre
as mudancgas esperadas nas variaveis aleatorias em um passo do processo, isso sera

necessario para a analise do Método das Equacoes Diferenciais.

Defina S(t) como o ntimero total de pontos de GG; ndo emparelhados, assim

d—1

S(t) = (d—m)Yn(t).

=0
Quando um ponto é selecionado com probabilidade uniforme para formar par com
um ponto de vy, ele pertence a um vértice u; de Gy de algum grau, que é menor

ou igual a d — 1, com uma certa probabilidade. Definimos a varidvel X (¢) como
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o grau do vértice u; definido na linha 4 do Algoritmo 4.1(b). Desse modo, X (t)
determina quantos (e, com a escolha de u;, quais) pontos ainda serao emparelhados

nesse mesmo passo. Como Yy(t) < S(t), vale que

o ([d=0)Yi(t) = 1y (d=9)Yi(t) 1
P e = 5(1) L O(YO@)'

Vamos considerar que ¢ estd num intervalo fixo 0 < ¢ < ¢’ onde ¢’ = sup{s :

Yo(t) > ne, vt € [0, s]} para algum e > 0. Neste caso, vale que

i <=0 ().

e a ultima expressao pode ser reescrita como

(d—iyYit) (1
M0 (1), -

Note que, em cada passo, apenas um quantidade limitada de pontos (< 4d—2)
é emparelhada, o nimero exato depende de X (t). Se X(¢) > 1, entdo outros
d — X (t) — 1 pares serao formados ainda nesse passo, se X (t) = 0, entao outros

2d — 2 pares serao formados. Vamos definir os seguintes eventos
A¥(4) := {o k-ésimo par do passo ¢ atinge um vértice de grau j}.

Pode-se provar, de modo similar a expressao anterior, que

Plat)icd = 0 o (1) (5:2)

Sabemos que o valor de Y(t + 1) — Y;(t) ¢ igual a diferenga entre o niimero
de vértices que passam a ter grau j e aqueles que deixam de ter grau j no passo
t + 1. Assim, a escolha do segundo ponto em cada par pode contribuir em uma
unidade (a mais ou a menos) para essa diferenca. Note também que a diferenca
total é igual a soma dessas contribuigoes. Vamos definir que A¥(—1) = (), para

todo k, e vamos fixar Y_(t) = 0.
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A fungao Delta de Dirac, denotada por d; ;, serd igual a 1 se ¢ = j e igual a

0 caso contrario.

Dai, condicionado a X (t) = 0, temos que, para todo 0 < j < d — 1,

2d—1
ElY;(t+1) - Y;®)|X(t) =0,Gi] = —20;+E Z(lAk(j 1y — Lar) |Gy
f—2
2d-1
= —20p; + Z(E[lAi“(j—1)|Gt] — E[1as(y|Gi))
—
2d—1
= —20p,; + Z PIAF(j — 1)|Gi] — PIAF(5)|GY),

onde o termo —2; ; é devido ao fato de que os vértices v; e u; tém grau zero, o que
nao é contabilizado no somatdério. Usando a igualdade (5.2), a ltima expressao

pode ser reescrita como

(d—j+ DY) (d—j)Y;() 1
—260,; + (2d — 2) ( S — S ) +0 (—) :

Condicionado a X (t) = i, onde 1 < i < d — 1, um argumento anédlogo ao

anterior mostra que, para todo 0 < j < d — 1, temos

E[Y;(t+1) = V()X (t) = i, Gi]

P S W Y (SR LR RUET ) BT

Com isso, temos uma representacgao assintotica para E[Y;(t+1)—Y;(¢)| X (t) = i, G4

para cada ¢ tal que 0 <7 < d— 1.

Como a distribuigao de X (¢), condicionada a Gy, ¢ dada pela expressao (5.1),
podemos desenvolver a esperanca da diferenga Y;(t + 1) — Y;(¢), condicionada

somente a G, para todo 0 < j < d — 1, como segue:
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E[Y;(t +1) = Y;(0)|G.] = E[E[Y;(t + 1) = Y;(1)| X (2) = 4, Gi]| G

=2 (Bt +1) = Y;(0)|X(#) =i, G] - PLX(2) = 1]Ge))

oo | |

(d - V() AV (A Y0
:i_lw[_5"”51’”“"‘”( so S0
a0 . o (A DYa)  d— )Y

%3+ 5 [ o+ (2 2)( S() 500 )}

10 (L) .
vn

Estamos interessados no comportamento das variaveis Y;(t), com ¢ variando
entre 0 e t’, para valores grandes de n. Faremos agora uma etapa menos formal
e mais ilustrativa. Consideraremos versoes “normalizadas” de Yj(t), que, ao invés
de fornecer a quantidade de vértices de grau j, fornecem a proporgao de vértices,
dentre um total de n, que tém grau j. A escala de tempo também deve ser mudada,
ja que, para valores maiores de n, mais passos serao dados até o final do processo.
Como o numero total de passos até o final desse processo deve ser algo entre
n/2d e n (pois cada passo elimina entre 1 e 2d vértices de grau zero), podemos
considerar a mudanca da escala de passos unitarios para passos de comprimento
1/n definindo, por exemplo, x = ¢/n. Assim, x varia entre 0 até algo entre 1/2d
e 1. Finalmente, vamos supor que existam funcoes reais diferenciaveis z;(x), para
modelar o comportamento de Y;(zn)/n, onde xn = t. Queremos que, para valores

de n suficientemente grandes, as varidveis Y;(t) sejam aproximadas pelas funcoes

nz;(t/n).

Vamos, agora, substituir todos Y;(¢) na equacdo acima por nz;(x) e fazer
n — oo. Também fixaremos z_i(z) = 0. Note que a esperanga condicional

desaparece, ja que nao temos mais variaveis aleatorias e sim funcgoes reais. No
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lado esquerdo teremos

No lado direito, temos

51 [ - (ML) Ul
onde
d—1

Resta fazer a mesma substituigao para a funcao @(t). Nesse caso, temos

E[Q(t +1) — Q()|Gy] = E[L{X, >0} +2-1{X, = 0}|G|]

— P[X, > 0|Gy] + 2P[X, = 0|G|]
S(t) — dYo(t) |, 24%(0) ( 1 )

S(t) S(t) NG
dYp(t) 1
1+ +o<ﬁ).

Agora, ap6ds fazermos a substituigdo g(x) = Q(t)/n e n — 0o, obtemos

dzo(z)
() =1 .
q(z) =1+ 5(@)
Finalmente, para cada 0 < j < d—1, definimos cada expressao f;(z, zo, - . ., Za—1)
por

2 (d—i) d—j+ 1Dz (d—j)z
> Z[—5i,j+51,j+(d—i—1)< js = - S] ]ﬂ
i=1

s dz {_507]. +2d—2) ((d —j+ Dz —j)w’)} 7

s(x) s s
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Adicionalmente, definimos também

dZo

fd(.T,Zo, e 7Zd71) =1 + T

Isso sugere o seguinte problema de valor inicial:

zi(r) = fi(z,20,21,...,241) paracada0<j<d-—1

¢(x) = fa(x, 20,21, 24-1)

%(0) = 1 (5.3)
2;(0) = 0 paracadal <j<d-1

q(0) = 0

O Método das Equagoes Diferenciais garantird que, para n suficientemente
grande, as solucbes z;(z) e ¢(z) sdo, com alta probabilidade, boas aproximacoes
para Y;(zn)/n e para Q(xn)/n, respectivamente, para todos os valores de x em
{1/n,...,t'/n}. Além disso, veremos que o valor de ¥ /n estd concentrado na

vizinhanga de um valor que conseguimos aproximar.

5.3 Algumas propriedades das solugoes do sistema de

equacoes diferenciais

Parece nao haver uma forma simples de encontrar uma solucao analitica
explicita pra o PVI (5.3), o que nos leva a estabelecer propriedades qualitativas das
solucoes. Especificamente, provaremos que todas as solugoes z;(x) e ¢(x) tomam
valores no intervalo [0, 1] desde que x varie de zero até algum tempo suficientemente
avangado, isto é, algum tempo x onde zy(z) estd préximo de zero. Isso permitird
que o Teorema 5.1 de Wormald [55] seja aplicado em todo intervalo de interesse,

garantindo que essas solugoes descrevam o comportamento assintotico das variaveis

62



Y;/n e Q(t)/n até o final do processo. Assim, o nimero de vértices afetados pelo
ultimo passo do algoritmo sera reduzido, de forma que o ntiimero de vértices afetado

pelo 1dltimo passo do algoritmo, que é ineficiente, seja desprezivel..

Proposicao 5.1. Eziste § > 0 tal que, para todo x € (0,6], e todo 0 < j < d —1,

vale que z;(z) > 0.

Demonstra¢ao. Como 25(0) = 1 e zy(x) é diferencidavel em = = 0 e, portanto,

continua nesse ponto, temos que existe dg > 0 tal que zg(x) > 0 para todo z €

[O, 50]

Agora vamos considerar apenas as equagoes diferenciais dos 2} tais que 1 <

7 < d—1. Neste caso, podemos reescrever essas equacoes diferenciais assim:

Zi(x) = zj_1(x)(d — j + 1) ((Qd 2) dZO + Z — 10— 1))

—zi(2)(d — )<<2d 2)d"20() +—+Z —¢—1)>

d—1)z(x
+6l,j';( S(L)C)< )

Para simplificar a escrita, vamos denotar

uzg(x) = (d = ) <(2d— 2)62?‘;()”;) + ﬁ s %(d_ . 1)> |

=1

Assim o sistema pode ser reescrito como

£ 0) = sl o) = saunyo) + 01,0 3 T 6

Isso permite demonstrar, por inducao, que z; ¢ infinitamente diferencidvel nos

pontos em que s(x) > 0.
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Para simplificar a notagao da k-ésima derivada, escrevemos

d*[f ()]

dxk

F*® (o) =

T=x0

O que vamos fazer é provar que a derivada nao-nula de ordem mais baixa de

cada z; em x = 0 é maior do que zero.

Lema 5.2. Para cada 1 < j < d—1, temos que zj(k)(O) =0 paratodol <k <j—1

e que z](-j)(O) > 0.

Demonstracao. Usaremos inducao em j > 1. A base é dada pelo fato de que

=0) = 200)12(0) =20 0) 6y 3 D =) =204 1) > 1
ja que, paratodo 1 < j<d—1,
w0 = 2= IEDE=D oy 21 e a(0) = 0.

d

No passo de inducao, vamos usar a regra geral de Leibniz, para n-ésima
derivada do produto de fungoes na reta, e a hipdtese de indugao, a saber: z;_;(0) =
2; 1(0) = 2j 4(0) = --- = z§{_12)(0) =0e z](-j__ll)(O) > 0. Assim, podemos derivar

k — 1 vezes ambos os lados de (5.4). Daf obtemos que, para todo 1 <k < j—1,

P0) = Y (") (0t ™0 - 7 0l )

A igualdade acima, com k = 1, implica que 2;(0) = 0, pois z;(0) = 0. Agora, como
zj(0) = 0 e 25(0) = 0, essa igualdade com k = 2 implicard que zj(0) = 0. Esse

mesmo argumento pode ser repetido até obtermos 2;(0) = 2;(0) = zj(0) = -+ =
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z](-j 71)(0) = 0. Resta provar que z](-j )(O) > 0, mas isto é consequéncia de que

Isso conclui a inducao. O

Com isso em maos, podemos escrever a j-ésima Expansdo de Taylor [41] de

z;(z) em torno de x = 0, para cada j tal que 1 < j < d — 1. Daf obtemos

zi(z) = I 2+ r(x),

onde r(z) cumpre

lim r(x)/z? = 0.

z—0t
Assim, pela definicao de limite de fungoes, existe d; > 0 tal que, para todo = €

(0,4;], o lado direito de

Z(-j) rix .
@) = ( 0, <,>>x]

4! xd

é positivo. Isto é, para todo x € (0, ;] vale que z;(z) > 0. Para concluir a prova,

basta tomar § = min{d; : 0 < j <d —1}.
]

A préxima proposicao vai garantir uma cota superior para z;(z) e s(x) desde

que certas condigoes sejam satisfeitas.

Proposicao 5.3. Se z;(z) > 0, z(z) > € para todo x € [0,0] e todo j €
{0,1,...,d — 1}, onde g > 0 e 0 > 0, entio s(z) < d e cada zj(z) < 1 nesse

mtervalo.
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Demonstracao. Seja Z(x) = zo(x) + z1(x) + -+ + zq—1(x). Note que Z'(x) =
zp(x) + 25 () + - -+ 2,1 (), o que pode ser desenvolvido somando todas equagoes
diferenciais em (5.3). Isso vai fornecer que, para todo = € [0, 6],

L da(e) [ (d D)z (@)
20 =10 { s<x> }

[(24 2) dj‘(]g(;)c +§ ' d—i— 1)] < -1,

=1

onde a desigualdade da direita segue do fato de que s(x) > dzo(x) > deg. Isso prova
que Z(z) é decrescente no intervalo [0, §]. Agora, como dZ(0) = dz(0) = d = s(0),
e dZ(x) > s(x), segue que s(z) < d.

Na segunda parte, para limitar z;(z), basta notar que, paratodo j € {0,1,...,d—

1}, vale que 1 > Z(z) > z;(x) e que Z(0) =1 > 2;(0). O

Sabemos que existe 6 > 0 satisfazendo as hipoteses da proposicao acima, por
exemplo 6 = §. Nas préximas proposigoes, sempre que falarmos em 6 ele sera tal
que satisfaca as hipoteses da Proposicao 5.3, sem reafirmar isto, a menos que haja

ambiguidade no contexto.

Proposicao 5.4. Suponha que, para todo x € [§,0], todo j € {0,1,...,d — 1},
algum i € {0,1,...,d — 2} e algum ¢ > 0 tal que ¢, < min{z;(6)/2 : 0 < j <
d— 1} > 0, tenhamos z;(z) > 0 e z(x) > €. FEntao existe ;.1 > 0 tal que

Ziy1(x) > €41 em [0, 0].

Demonstracao. Usando as notacoes da demonstracao da Proposicao 5.1, temos

que

z£+1(£l7) = zi(@)u1i41(2) — zip1 (X)ug i1 () + 615 - z_: %

> i1 (T) = Zigpr () Uz, (2).
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Note que €;uy;+1(2) — zit1(x)ug,4+1(z) é maior do que zero sempre que

61U1i+1($)
Zin () < ———————=, 5.5
+1(2) U27i+1($) (5:5)

Agora, como s(x) <d, z; > 0e 2z >¢ com 0 <i<d—2, adefinicao de v ;

fornece que
2- €; o 461‘
@

Por outro lado, como s(z) > ¢ e z; < 1, a definicao de uy; fornece que

Uy i1 > 2

. 3 4
(2d-d+d*) _ 3d*

2 =
5 €

Ug i1 < d-

Como consequéncia, o lado direito de (5.5) é maior do que o valor positivo (€;/ d)°.

Portanto, é verdade a implicacao
zip (@) < (6/d)” = 2}y, (z) > 0.

Agora, como z;11(d) > €; > (¢&/ d)6 e como z;,1 é continua, nao tem como decrescer
até alcancar, por exemplo, (¢;/d)° /2 pois, quando z.1(x) estd entre (¢;/d)° e
(¢;/d)® /2, sua derivada deve ser positiva. Daf a prova segue com €41 = (¢;/d)® /2.

]

Seja €y > 0 um nimero real arbitrario menor do que min{z;()/2:0 < j <
d — 1}. Para um 6 adequado, podemos aplicar a Proposigao 5.4 repetidamente
de modo a construir uma sequéncia {eg, €1, ..., €41} que cumpre z;(x) > €; para

todo j € {0,1,...,d —1}.

Vamos entao definir 6y := inf{x > J : z;(x) = ¢;,algum j}. Esse nimero
estd bem definido porque cada z;(d) > €; e zj(r) < —1 em qualquer intervalo [0, 6]
no qual todas as z;(x) sejam maiores ou iguais a zero. Afirmamos que 2zo(6y) = €o.

De fato, a continuidade das z; garante que haveria algum j # 0 tal que z;(6y) = e;.
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Com isso, a Proposicao 5.4 garante que z;_1(6y) = €;_1, pois 6y é o supremo dos 6
que satisfazem a proposi¢ao com o ¢, dado (mas 6y nao satisfaz porque z;(6p) = ;).
Pelo mesmo argumento, obtemos que z;_5(fy) = €;_2 e assim por diante. Apés j

passos concluiremos que z(fy) = €.

Esse argumento garante que nenhuma fungao z;(x), partindo de z;(d) alcance

zero antes de zo(x). Assim, a construgao acima prova o seguinte resultado.

Proposigao 5.5. Para todo €y > 0 menor do que min{z;(d;)/2:0 < j <d— 1},
existe 0y > & tal que z9(6y) = €o €, para todo x € [6,00] e j € {0,1,...,d — 1},

z;(z) > 0.

Finalmente, como zy decresce até alcancar esse €y, as Proposicoes 5.1, 5.3 e

5.5 permitem enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 5.6. Considere o problema de valor inicial (5.3). Seja € > 0 fizo e
0. :=inf{x > 0: zo(x) = €}. Entdo, para todo x € [0,0,] e 1 < j < d—1, vale que

0<zj(x)<1,0<q(z) <1ee<zx) <1

Demonstragao. Resta apenas verificar que 0 < ¢(z) < 1, j4 que o resto é con-

sequéncia das proposicoes anteriores.

Com efeito, seja {(z) = —zo(z)+ 1. Note que ¢(0) = £(0) =0e, se x € [0,6],

entdo 1 < 1+ dz(z)/s(z) = ¢'(x) < —z(x) = ¥'(z). Assim 0 < ¢(x) < {(z) <

U

1—e

Uma consequéncia dessa proposigao é que zp vai decrescer até alcancar zero
pois, para todo € > 0, zg tem derivada menor do que —1 no intervalo [0, 6]. Assim,

fica bem definido z* = min{z > 0: zy(z) = 0}.
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5.4 Verificando a condicao de Lipschitz

Dado € > 0 e o vetor z = (zg, 21, ..., 24-1), Seja
D, = {(:p,q,z) ERM™?: —c<aw <l e<zmn<lte—e/d<qz< 1—|—E)},
onde j=1,2,...,d—1.
Proposicao 5.7. Dado € > 0, cada f; satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em D..
Demonstragao. Recorde que, se 0 < j < d — 1, fj(x,z2,...,24—1) ¢ dada pela

seguinte expressao

! (d — Z)ZZ

;2 {‘@m +(2d — 2) <(d It a2 Wj)] ’

s(x) s s

onde

d—1

(d—m)zp,

m=0

e, se J = d, é dada por
dz
fd(xvz()a s 7Zd—1> =1+ TO

Note que cada fj(z), onde z = (z, 29, ..., 24-1), € uma fungdo racional da forma
p(2)/s(2)?, onde p(z) e s(z) sdo fungdes polinomiais em d + 2 varidveis. Note

também que s(z) > ¢ em qualquer ponto de D, (fecho de D,). Neste caso, é
facil concluir que cada f; tem derivadas parciais de qualquer ordem em D, e,
portanto, cada f; ¢ uma funcao diferencidvel com derivadas parciais continuas
em um conjunto compacto D.. Isso implica que cada derivada parcial deve ser
0z

i

limitada, isto é, para cada 0 < i < d, existe M; > 0 tal que < M;, para

todo z € D.. Tomando M = > M; temos,
|f(u) = f(v)| < Ml[u—ol|.
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O tltimo passo é consequéncia do Teorema do Valor Médio em R9*+2. O

5.5 Aplicando o Teorema 4.2

Vamos aplicar o Teorema 4.2 ao processo que definimos antes. Lembremos
que cada varidvel Y; denota o ntimero de vértices de grau j no tempo t. Assim
fixamos a = d no enunciado do Teorema 4.2. Tomamos Cy = 1, D = D,
onde € > 0 é fixo. A hipétese de limitacao segue com [ = 2d, o que permite
tomar v = 0. J4 provamos que A\; = O(1/4/n). Assim, vamos tomar algum A > 0
suficientemente grande tal que A\; < A/y/n. A hip6tese de Lipschitz j4 foi verificada
para as nossas fungoes f; sobre esse conjunto D na segdo anterior. A funcao A(n)
do item (b), além de ser maior do que A, deve ser tal que a probabilidade do item
(b) tenda a zero quando n — oo. Vamos escolher A(n) = A/+/n por motivos que
ficarao claros mais a frente. Lembremos que o = o(n) é o supremo dos x para os
quais a solucao pode ser estendida antes de alcancar a distancia C'A da fronteira

de D, /g, onde C' é alguma constante suficientemente grande.

Como z, é continua e zy(fs) = €/8, existe a < /5 tal que z(x) < €/4
para todo z € [a,fs]. Por outro lado, existe ng tal que para todo n > ny,
CA(n) < min{f.s — o, €/8d}. Assim, se n > ng, a Proposicao 5.6 garante que a
primeira z; a se aproximar da fronteira de D,/3 a uma distancia menor do que CA,

é zo. Além disso, para n > ng, pela definicao de «,

a<o(n)= z(o) <

I

e como o < 0.5 — CA e pela definigao de o,

a>on)=z(c)=<+CA<

B~

€
8
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Consequentemente, para todo n > ng, 29(c) < €/4. Primeiramente vamos supor
que Tp > no. Assim, com a probabilidade descrita no item (b) do Teorema 4.2,
Q(on) é dada por
Q(on) = ng(o) + O(An).

Recorde que Q(t) faz a contagem de um conjunto D(t) que, no final do processo
deverd ser o conjunto totalmente dominante do grafo gerado durante o algoritmo.
Note que D(on) é totalmente dominante para todos os vértices de grau nao nulo
no tempo on. Assim, para termos um conjunto totalmente dominante de todo
grafo devemos adicionar vértices aa esse conjunto a fim de dominar os vértices
restantes (de grau zero). Para resolver isso, podemos, por exemplo, adicionar um
vizinho de cada vértice de grau zero ao conjunto D(on). O numero de vértices de

grau zero em on, com a probabilidade descrita, é dado por
Yo(on) = nzo(o) + O(An).

Assim, o tamanho do conjunto totalmente dominante construido, que denotamos

por Dp, sera

|Dr| = Q(on) + Yo(on)
= nq(o) + nzy(o) + O(An)

< ng(x*) + % + O(An)

= n(gla") +5+00)

onde a desigualdade segue pelo fato de que a funcdo g(x) é crescente. Podemos
escolher n; tal que, se n > ny, O(A(n)) < €/2, e dai, para todo n > max{ng, n1},
temos

[Dr| < n(q(z") +e).

O caso em que Tp < on é mais simples. Neste caso Y (Tp) < €¢/8 e dai, como

antes, adicionamos a Dy um vizinho de cada um desses poucos Yy(Tp) vértices de
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grau zero e, da mesma forma, temos

2en
|Dr| < ng(Tp) + 3 S n(q(z") +e).

Resta dizer com que probabilidade isso ocorre. Mas isso estd na conclusao
do item (b) e é funcdo de n. Com as nossas escolhas de A(n) = A/n'/4 v =0e

B = 2d, a expressao da probabilidade torna-se

B n\3 2d Anl/*
1—O<n7+xexp(—ﬁ>):1—O<Wexp<— Y :

Esta ultima converge para 1 quando n — oo. Com isso, provamos o Teorema 3.7.

A fim de ilustrar as solugbes do PVI (5.3), fornecemos abaixo um esbogo

computacional de suas curvas para o caso particular em que d = 3:

0.8
0.6

0.4

Figura 5.1: Gréafico das solugoes do PVI no caso d = 3 com as curvas zy(z) em

vermelho, z;(x) em azul, z3(x) em verde e g(x) em preto.
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5.6 Uma consequéncia da prova do Teorema 3.7

Conforme ja mencionamos, ha um trabalho recente, devido a Hoppen e Wor-
mald [36], que leva a uma consequéncia interessante da prova do Teorema 3.7. De
fato, o Teorema 5.5 desse artigo pode ser aplicado aos nossos dados permitindo
uma consequéncia deterministica cujo enunciado tem a estrutura do Resultado 2
visto no final da Secao 2.3. Ele usa as mesmas cotas do Teorema 3.7 e vale para
todos os grafos d-regulares G com cintura g(G) suficientemente grande. O Teo-
rema 5.8 a seguir é uma consequéncia do Teorema 5.5 [36] que funciona como uma

nova versao cujo objetivo é o de seguir a nossa terminologia.

Um algoritmo local de delecao é uma estrutura composta por uma regra de
sele¢do, uma regra de exploragao local e uma fungao de recoloragao. Seja C' =
{c1,..,ChyCa1,-..,ce} um conjunto de cores, onde as cores ¢y, ..., ¢, sao ditas
cores transientes € Cgi1, ...,y sdo ditas cores de saida. Dado um grafo G = (V, E)
cujos vértices sao coloridos com cores de C, o tipo de um vértice v € V(G) é um
par (cor, grau) associado a esse vértice, onde a cor é a cor do préprio vértice e
o grau ¢ o numero de vizinhos do vértice com cores transientes. Identificar uma
adjacéncia é determinar o tipo de um vizinho do vértice original. Revelar um
vizinho de um certo tipo é determinar qual dos vértices com tal tipo é o vizinho
do vértice original. Atribuir uma cor de saida é uma maneira de implementar a

remogao de um vértice por algoritmos que envolvam remocao de vértices.

A regra de selecao consiste em uma operagao que produz um conjunto S C
V(G) de maneira aleatéria com a propriedade de que vértices do mesmo tipo
devem pertencer a S com a mesma probabilidade. Vértices com cores de saida
nao podem pertencer a S. A granularidade de um algoritmo é a probabilidade

maxima de um vértice pertencer ao conjunto S da regra de selecao. Uma forma

73



natural de obter S é atribuir uma probabilidade para cada vértice pertencer a .S de
forma que vértices do mesmo tipo tenham a mesma probabilidade. Outra forma
é fixar um tipo e escolher vértices desse tipo com probabilidade uniforme, neste
caso S seria composto apenas por vértices de um mesmo tipo. Naturalmente, a
probabilidade de que um vértice esteja em S é determinada pelo seu tipo. Nos

algoritmos tratados nesta tese, S contém sempre um unico vértice.

Uma regra de exploragao local com raio r é uma sequéncia de operagoes de
identificagao e revelacao com a propriedade de que sé sao identificados ou revelados
vizinhos de vértices que ja foram revelados e que estao a uma distancia limitada

por r de algum elemento de S.

A fungao de recoloracdo é uma operacao executada apds uma aplicacao da
regra de exploracao local que permite alterar cores de vértices que ja foram reve-
lados pela regra de exploracao local recém aplicada e de seus vizinhos identifica-
dos. Vértices que tiveram todos os seus vizinhos identificados recebem cores de
saida, que sao cores inalteraveis por futuras aplicacoes da funcao de recoloracao.
As decisoes da funcao de recoloracao s6 dependem da estrutura do grafo que foi
identificada pela regra de exploragao local, e portanto, que estd a uma distancia

limitada por 2r do vértice a ser recolorido.

Um passo do algoritmo local de delecao é uma aplicacao da regra de selecao
seguida por uma aplicacao da regra de exploracao local a cada vértice selecionado e
terminando com uma aplicacao da funcao de recoloracao aos vértices identificados
ou revelados pela regra de exploracao local. A execucao do algoritmo local de

delegao consiste na aplicagao de uma sequéncia de passos desse tipo.
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No Algoritmo 4.1(a) nado atribuimos cores, o que equivale a assumir uma
funcao de recoloragao trivial, que possui somente uma cor transiente e uma cor de

saida. Neste caso o algoritmo ¢ denominado por algoritmo nativo.

No contexto de algoritmos locais de delecao apresentados aqui, o Algoritmo
4.1(a) pode ser interpretado da seguinte forma. O algoritmo tem uma unica cor
transiente e uma unica cor de saida. Como s6 ha uma cor transiente, o tipo de
cada vértice é determinado por seu grau. O algoritmo tem como entrada um grafo
d-regular com todos os vértices de cor transiente. A regra de selecao escolhe um
vértice v; com probabilidade uniforme entre os vértices de grau d, de forma que
ela claramente satisfaz a propriedade desejada. A regra de exploracao local inicial-
mente identifica o grau de um dos vizinhos de v, escolhido uniformemente dentre
as d adjacéncias, e revela esse vizinho u;. Se deg(u;) = d entao todas as adjacéncias
de u; e vy sao identificadas, senao, somente as adjacéncias de u; sao identificadas.
Isso encerra a regra de exploracao local, que tem raio r = 1. Finalmente, a fungao
de recoloragao entra em cena atribuindo cores de saida para os vértices revelados
pela regra de exploragao local. Nesse passo, as adjacéncias identificadas, mas nao
reveladas, no passo exploracao, sao reveladas para que tais vizinhos possam ser re-
coloridos. Nesse algoritmo, esse passo € in6cuo, pois nenhum vértice recebera uma
cor transiente distinta da original. Essa interpretacao estabelece que o Algoritmo

5.1(a) é um algoritmo local de delecao.

As concentragoes p desse enunciado sao os valores das variaveis definidas no

Teorema 4.2 no instante no definido nas conclusoes do teorema.

Teorema 5.8. Considere d > 1, uma regra de selecao, uma regra de exploracao
local L e uma fungao de recoloracao c. Suponha que o nimero de tipos seja igual a
s e o numero de cores de saida seja iqual a sg. Sejam Yi(t), ..., Ysis, () varidveis

que contam o numero de vértices de cada tipo e vértices com cada cor de saida no
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instante t. Suponha que essas varidveis satisfazem as hipéteses do Teorema 4.2.
Sejam pi1, ..., Psisys S concentracoes para os tamanhos das varidveis fornecidas
pela conclusao do Teorema 4.2. Entao, para todo § > 0, existe um algoritmo local
de delecao A com a mesma regra de exploracdo local L e fungao de recoloragdo
¢, e granularidade no mdximo 0, tal que quando A € aplicado em qualquer grafo
d-reqular de n vértices G com cintura suficientemente grande, existe um passo T
no qual, para todo 1 <1 < s+ sg, 0 numero esperado de vértices de cor de saida
ou tipo i no grafo Gr, obtido apds a aplicagdao do T-ésimo passo do algoritmo A,

estd a distancia menor ou igual a on de p;n.

No nosso contexto, simplesmente verificamos que o algoritmo que utilizamos
para demonstrar o Teorema 3.7 estd na classe de algoritmos descrita em Hoppen

e Wormald [36] para obter o Teorema 3.8.
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6 2-DOMINANCIA EM GRAFOS
ALEATORIOS REGULARES: UM
ALGORITMO SIMPLES

Queremos abordar o parametro 7, usando o Método das Equagoes Diferen-
ciais a fim de obter cotas melhores do que as cotas deterministicas apresentada
na Secao 3.3 que sejam vélidas para a grande maioria dos grafos d-regulares para

cada d, a menos de uma proporc¢ao insignificante.

6.1 Uma heuristica para produzir um conjunto

2-dominante pequeno

Primeiramente, vamos estudar um algoritmo simples que permite encontrar
cotas explicitas melhores do que as cotas deterministicas apresentadas na litera-
tura. Notemos as semelhancas da versao de construcao desse algoritmo com o
exemplo apresentado no Capitulo 4: Em cada passo tomamos um vértice de grau
zero e o acrescentamos a um conjunto D. Note que, durante todo o processo, o
grau de cada vértice é igual ao numero de vezes que ele foi dominado. Assim,
quando os vértices de grau zero acabam, obtemos um conjunto de saida D que
¢ dominante desse grafo. Como queremos um conjunto 2-dominante, vamos es-
tender esse processo escolhendo, agora, vértices de grau 1 para por no conjunto
dominante. Quando os vértices de grau 1 acabarem, nao haverd mais vértices de
grau 0 e 1, o que implica que todos os vértices sao dominados pelo menos duas
vezes. Portanto, D sera 2-dominante. Vamos chamar de fase 0 o intervalo no qual
tomamos vértices de grau zero e de fase 1 o intervalo no qual tomamos vértices de

grau 1. Cada fase serd estudada como um processo independente e vamos comecgar
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com a fase 0. Formalmente, o enunciado formal desse algoritmo é originalmente
dado pelo Algoritmo 5.1(a), que, como antes, é equivalente a um algoritmo de
simulacao que pode ser analisado pelo Método das Equacgoes Diferenciais. FEsse

ultimo serd denotado por Algoritmo 5.1(b).

Algoritmo 5.1(a): com parametros n >4, d >4 e e > 0.

Entrada: Um grafo d-regular G com n vértices.

Saida: Um conjunto 2-dominante D, do grafo G.

1t=0;

2 Hy =G,

3 D(0) =0;

4 enquanto Y,(t) > ne faga

5 Escolha um vértice u; de grau d com probabilidade uniforme;
6 Remova u; de Hy, produzindo Hy1;

7 | D({t+1)=D(t)U{u};

8 t=t+1;

9 fim

10 enquanto Y, (t) > ne faga

11 Escolha um vértice u; de grau d — 1 com probabilidade

uniforme;

12 Remova u; de Hy, produzindo Hy1;

13 D(t+1) = D(t) U{u};

14 t=t+1;
15 fim

16 Dy = D(t) U {vértices de graus d e d — 1 de H,}.

Como feito no Capitulo 5, o Algoritmo 5.1(b) parte em ¢t = 0 de uma estru-
tura que denotaremos por GGy, que consiste num conjunto de nd pontos organizados
em n células com d pontos em cada célula, sem nenhum ponto emparelhado. Como
antes, as células serao referidas a vértices do multigrafo e os pares darao origem

as arestas.
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Algoritmo 5.1(b): com parametros n >4,d >4 e e > 0.

N

w

©

10

11

12

13

14

15

Entrada: A estrutura Gy descrita anteriormente.

Saida: Um multigrafo aleatério d-regular G' com n vértices e um

conjunto 2-dominante Dy de G.

t=0;
D(0) = 0;
enquanto Y,(t) > ne faga

Escolha um vértice u; de grau 0 com probabilidade uniforme;
Emparelhe u; produzindo Gyy;

D(t+1) = D(t) U {w};

t=t+1;

fim

enquanto Y (t) > ne faga

Escolha um vértice u; de grau d — 1 com probabilidade
uniforme;

Emparelhe u; produzindo Gy;

D(t+1) = D(t) U {u;};

t=1+1;

fim

D,

= D(t) U {vértices de graus 0 e 1 de G;}.

6.2 Analisando o desempenho do Algoritmo 5.1(b)

Essa andlise pode ser feita em duas fases onde a fase 0 corresponde ao inter-

valo que parte da linha 1 e vai até a linha 8 do Algoritmo 5.1(b) e a fase 1 parte

da linha 9 e vai até a linha 14.

Fase 0

Um detalhe importante, é que, agora, devemos controlar o niimero de vértices

de grau 1 em cada passo. Por isso, vamos definir por Y, e Y] as varidveis que
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controlam os numeros de vértices de graus 0 e 1, respectivamente. Para a fase 0,
a curva zo(z) pode ser construida da mesma forma que a curva z(x) do exemplo
do final do Capitulo 4. Assim, a partir do problema de valor inicial

_ dz(z)
1 -2z

20(z) = —1 20(0) =1,

obtemos que
(d—1)(1 —22)¥2? — (1 - 22)

2o(z) = T 5 :

A menor solugao positiva de zy(z) =0 é

conforme vimos antes.

Agora, note que, de forma analoga, obtemos um PVI para z;(x), ainda nessa
primeira fase, dado por

_ dzo(x) — (d — 1)z (2)
1—2x ’

z1(x)

21 (O) =0.

Substituindo pela expressao de zo(x) ja determinada, esse PVI se torna

sy dd=1)1=2z)72 —d(1-22) (d—1)z(z)
) = (d—2)(1 — 22) T 12z

21(0) =0,
Essa ¢ uma EDO Linear de primeira ordem, da forma

y + fe)y = g(x),
que pode ser resolvida com o Método do Fator Integrante, pela férmula:

y(z) = eI F@ / e F@dz g (g

Realizando os calculos, obtemos a funcao

() = WA= 21— 20)"5 = (d— 1)(d — 3)(1 — 20)% — (1 — 2))

(d—2)(d—3)
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que, quando aplicada no ponto x*, fornece

d—1

d((d — 2)u,® — ug)
d—3

z(z*) =

onde ug := (d — 1)72/(d=2),

Dado algum 6 > 0 pequeno, defina Dy = {(z,20,21) : =0 < z < 2%,0 <
20 <1+6,—0 <z <1+6. Essa regiao é a mesma que a do Capitulo 4 mas com

uma dimensao a mais, que é referente a funcao z;.

Precisamos provar que as curvas permanecem em [;y durante o intervalo
nescessario para a analise. Sobre o comportamento dessas solugoes, afirmamos
que, no intervalo [0, z*], as curvas z e z; tém suas imagens no intervalo [0, 1] e o

que justifica isso é o seguinte.

20(0) =1 = 21(0) > 0 = z(x) > 0, para todo x € (0, ¢ para algum ¢, > 0.
Portanto hd um intervalo (0,€] no qual ambas as solugoes zg e 2z; tém imagem
dentro de (0,1). Agora resta provar que elas permanecem entre 0 e 1 até que
x = x*. De fato, zy permanece maior que zero até sua primeira raiz positiva, que
é z*, conforme visto antes. Note que, se z € [0, z*], entao

dzo(x)
d—1

21(x) > 0& dzg(x) — (d—1)z1(z) > 05 z(2) <

isto é, a fungdo z; tem derivada positiva para valores de z;(z) muito menores do
que zp(x) e, por isso, ndo pode alcangar zero antes de zy. Para ver que ambas
permanecem menores do que 1, basta notar que cada uma é menor do que a
soma de ambas, e que essa soma tem derivada z{(x) + 2} (z) < —1 em D; com

20(0) + 21(0) = 1. Isso completa a andlise de comportamento das curvas da fase 0.

Agora, podemos usar o Teorema 4.2 para obter um resultado de concen-
tracao das variaveis Yy e Y} nos momentos finais da fase zero. Com excecao de

D g, a verificagao das hipéteses do Teorema 4.2 pode ser feita usando os mesmos
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parametros que foram usados no exemplo do Capitulo 4, para ambas as variaveis.

A conclusao é que, com probabilidade

M3
1-0 <n1/4 exp (_mnl/4)) :

para alguma constante M > 0, vale que
Yi(t) = nzi(t/n) + O(An), i€{0,1},

para 0 < t < on, onde 0 = o(n) é o supremo dos x para os quais a soluc¢ao
z(x) pode ser estendida antes de alcancar a distancia CA das laterais do retangulo

aberto D g, para alguma constante C' > 0. Note que o(n) — z* quando n — 0.

Fase 1

Uma das principais complicacoes de uma fase nova é que as condigoes iniciais
nao estao bem definidas, pois elas sao, na verdade, variaveis aleatérias e o ponto
de parada o(n) nao é variavel aleatéria mas pode variar quando n cresce. Por
outro lado, os limites acima permitem controlar a aproximacao desses valores, em
termos probabilisticos, pelos seus respectivos pontos de convergéncia. Além disso,
se as equacoes que regem o desempenho da Fase 1 forem estaveis com relagao as
condicoes iniciais, os pontos finais da fase 1 poderao ser aproximados pelos pontos
finais relativos as condigoes iniciais limite: 2y = zo(z*), 21 = z1(z*) e & = z*.
Felizmente, a estabilidade é consequéncia da condicao de Lipschitz do Teorema

4.2. Basta que o nosso sistema satisfaca essa condicao.

Teorema 6.1 ([51]). Suponha que y satisfaca as equagoes

dy;
T = gi(z, y)

para (x,y(x)) em um conjunto aberto e limitado D, com condigoes iniciais y(0) =

y=y(n). Seja z outra solugio, com condigoes iniciais z(0) = z= z(n). Suponha
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que as fungoes g; sao Lipschitz em D e que |y(n) — z(n)| — 0 quando n — oc.
Seja xy = inf{x : (z,y(x)) ¢ D ou (z,2(z)) ¢ D }. Entao |y(z) — z(z)] — 0

uniformemente para x € [0, x1).

Nessa segunda fase tomamos apenas vértices de grau 1 na etapa de selegao,

dai as equacgoes diferenciais que aproximam as varidveis serao:

P (.CL’) _ (d_ 1)dZ0('r>

0 d—2di —2(d —1)(z — 2)

(d—1)(dzo(z) — (d — 1)z (x))
d—2di —2(d—1)(z — 1)

Alr) = 1+

onde & é o ponto de parada o(n) da fase anterior. Se as condigoes iniciais fossem
iguais as condigoes finais (assintéticas) da fase anterior, terfamos zp = 0 com um

PVI na forma simplificada

(d—1)z(x)

alr) = = T - D =)
2Ry oy
z1(z%) 73 :

onde

e ug = (d—1)72/=2),

O ponto de parada dessa tltima fase ocorre quando nao houver mais vértices
de grau 1. Felizmente, a equacao de z}(x) também é linear e pode ser resolvida
com o método do fator integrante, fornecendo

d—1+us—2(d—1)z
(d—1)(d-3)

2 (r) = - F(d—14ug—2 (d—1)z) ¢,

onde ¢4 fica determinada pelas condigoes iniciais:

(=2 a5 (1 /i)
d—3

Cq ‘=
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Dai, a menor solugao positiva de z;(z) =0 é
d—1+ug—d[(d—2)(d—1)(1—ag)] 7

2(d—1) '
Note que o < 1 pois para todo 0 < z < x5 vale que z{j(x) + zj(z) < —1 com

To =

6.3 Formalizando os resultados

Demonstragao. (Teorema 3.9). A prova segue por duas aplicagoes sucessivas do
Teorema 4.2, sendo uma para cada fase. A aplicacao da fase 0 ja foi executada
na secao 4.3. Assim, resta a segunda aplicacdo, que, naturalmente, depende do

estado final da primeira fase. A transicao entre essas fases deve ser considerada.

Na nova fase, as condicoes iniciais sao, na verdade, variaveis aleatorias re-
sultantes da fase anterior, e o ponto de parada o(n) nao é variavel aleatéria mas
pode variar quando n cresce. Portanto, a fim de adaptar o PVI as configuracoes
do teorema, vamos transladar o tempo para a origem por meio de uma operagao
de substitituicao: s := x — &, onde Z é o valor do ultimo x, no final da fase 0, dado
por o(n). O objetivo disso é fazer com que a fase 1 comece no tempo s = 0 fixo,
o que ¢ exigido no enunciado do Teorema 4.2. O momento no qual a fase anterior
termina serd uma nova varidvel (constante) na segunda fase X(t) = &(s)n, que

fara parte do sistema de equacoes com
i'(s) = 0.

Assim o sistema pode ser reescrito como

2(s) = Jfols, &, 20, 21) (6.2)

21(8) = f1<3>i.7Z0721)
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com condigoes iniciais z;(0) = Yj(o(n)n)/n, j € {1,2}, e £(0) = o(n), para algum
n, onde

_ (d— 1)d20
d—2di —2(d— 1)s

f0($7 ia 20, Zl) =

(d—1)(dzg — (d — 1))
d—2dz —2(d—1)s

fi(s,Z,20,21) == =1+

fZ(Saja 20721) =0

Relembremos ainda que o(n) < z* e que g(n) — z* quando n — oo. Assim,
exceto pela translagao horizontal, as curvas e as condigoes iniciais com n — 0o sao

as mesmas do PVI (6.1).
Seja

—0 < s<uxy— ¥,
Dyg =< (8,&,20,21) 1 —0 <& < a*+0,

—0<zy,z1 <1480,
onde 6 > 0 é pequeno.

Devemos verificar as hipdteses do Teorema 4.2 para alguma regiao Dyy. A

regiao D, deve ser aberta, conexa e conter o fecho de

~

{(0, 20, 21, %) : P[X(0) = £(0)n, ¥;(0) = 2(0)n, j € {1,2}] # 0}.

Queremos que ela também contenha as curvas zg e z; até que a curva z; intercepte
o intervalo [0, 1], mas também ¢é preciso que as f; sejam Lipschitz na regido, por isso
terfamos que excluir de Dy p uma vizinhanga das solucoes de d—2dzs—2(d—1)s = 0.

Com efeito, note que o fecho dos valores definidos para z(0), 21(0) e (0) estao
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em Dyy. Também ¢ verdade que, em Dy g,

d—2dzs—2(d—1)s > d—2d(z*+0)—2(d—1)(xa — x))
> d—2d0 —2(d— 1)z + 22"
> d—2d9—2(d—1)%—2x*
> 11— 27* —2df
> 0,

desde que 6 seja suficientemente pequeno. Isso garante que a condi¢ao (i4i) do
Teorema 4.2 é satisfeita. Além disso, para aplicarmos o Método das Equacoes
Diferenciais, é necessario verificar ainda as duas primeiras hipoteses do Teorema

4.2. A Hipétese de Limitacao é satisfeita pois
Yit+1)=Y(t)| <d+1, i=1,2.
para todot =0,1,2,...Tp.
A Hipdtese de tendéncia segue se verificarmos que
[E[Yi(t +1) = Yi(£)[he] = fi(t/n, Y1 (E)/n, Ya(t) /n)] < o(1)

para t < Tp. Esse fato segue automaticamente quando se determinam as funcoes

fi, parai=1,2,3.
A conclusao é que, com probabilidade

1-0 <n1/4 exp <_(di\:—31):’>”1/4)) , (6.3)

para alguma constante N > 0, vale que
Yi(t) = nzi(t/n) + O(An), i€{0,1},

para 0 < t < g9n, onde g9 = 09(n) é o supremo dos = para os quais a soluc¢ao

z(z) pode ser estendida antes de alcancar a distancia C'\ das laterais do retangulo

86



aberto D, para alguma constante C' > 0, onde 2z, 21 e £ sao a solucoes do PVI

(6.2).

A estabilidade das equacoes desse sistema permite que aproximemos as solucoes
gerais de (6.2) por solugoes especificas para as condigoes iniciais de concentragao:
a—1
d((d—Z)ud 2 —ug)

20(0) =0, 21(0) = ——34%—= e 2(0) = 2*. Em particular, podemos obter que

Yi(oan) = nzi(x2) + O(An), i€ {0,1}, (6.4)
com a probabilidade dada pela expressao (6.3), desde que o final da primeira fase

satisfaca

Yi(o1n) = nz;i(z*) + O(An), i€{0,1}. (6.5)

Sejam E; e E, eventos dados pelas equagoes (6.5) e (6.4), respectivamente. Note
que

P[Ey N By =1 — P[Ey] — P[Ey]P[E,|Ey] > 1 — P[Ey] — P[Es|E),

BB = 0 (¥ exp (i pn') ) o

P[E,|E] = O <n1/4 exp (—%nl/‘*)) :

Isso implica que P[F; N Ey] — 1 quando n — oo, fornecendo a concentracao

desejada. O]

onde,

Podemos interpretar cada fase do Algoritmo 5.1(a) como um algoritmo local
de delecao da seguinte forma. Existe apenas uma cor transiente e uma cor de
saida. Neste caso, o tipo de um vértice é dado por seu grau. Na fase 0, temos como
entrada um grafo d-regular com todos os vértices da mesma cor transiente neutra.
A regra de selecao escolhe com probabilidade uniforme um vértice u; de grau d,
de forma que ela claramente satisfaz os requisitos que regra de selecao deve ter. A

regra de exploragao local identifica as adjacéncias de u;. Isso encerra a regra de
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exploracao local, que tem raio » = 1. Finalmente, a funcao de recoloragao revela as
adjacéncias identificadas pela regra de exploracao local mas nao altera suas cores, e
atribui a cor de saida para u;. O algoritmo da fase 1 possui como entrada um grafo
d-regular com parte de seus vértices com a cor de saida e o restante dos vértices
com a cor transiente. A regra de selecao escolhe com probabilidade uniforme um
vértice u; de grau d — 1 e a regra de exploracao local e a funcao de recoloracao
sao iguais as da fase 0. Isso estabelece o Teorema 3.10 como consequéncia de duas

aplicacoes sucessivas do Teorema 5.8.
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7 ALGORITMOS COM PRIORIDADE

O conceito de prioridade esta relacionado a uma ordem de preferéncia entre
as opgoes de escolha para os vértices pelo algoritmo. Podemos classificar em duas

classes: Local e Global, que possuem abordagens substancialmente distintas.

Relembrando, dado um algoritmo local, chamamos de etapa de selecao a
escolha do vértice inicial a cada passo e de regra de exploragao local e passo de
recolora¢ao a escolha das adjacéncias investigadas e dos vértices revelados durante
0 passo, bem como das decisoes que sao tomadas a partir das informacgoes obtidas.
Por exemplo, a etapa de selecao corresponde precisamente a linha 5 do Algoritmo
4.1(a) e a linha 4 do Algoritmo 4.1(b) e a regra de exploragao local corresponde
as linhas 6 do Algoritmo 4.1(a) e 5 do Algoritmo 4.1(b) e o passo de recoloragao
corresponde aos fragmentos entre as linhas 7 e 14 do Algoritmo 4.1(a) e entre as

linhas 6 e 13 do Algoritmo 4.1(b).

7.1 Prioridade local

A prioridade local é um critério de ordenamento das preferéncias aplicado
durante a regra de exploracao local e da funcao de recoloracao que, em cada passo,
redefine uma ordem especifica para os vértices envolvidos no passo e é valida até o
final do passo. Esse tipo de critério costuma ser simples e pode ser analisado com

o MED, sendo possivel obter otimizagoes com essa abordagem.

Com relacao a anélise do MED, a principal diferenga ocorre nas equagoes di-
ferenciais obtidas, onde as probabilidades associadas ficam concentradas em torno

dos elementos que tém mais prioridade. Para ilustrar a diferenca entre os tipos de
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expressoes que podem ser obtidas, apresentamos um calculo de uma probabilidade
para duas situagoes: na primeira nao ha prioridade local e na segunda ha. O

exemplo sem prioridade local vem do Algoritmo 4.1(b).

Relembrando, na linha 5 do Algoritmo 4.1(b), que esté logo apds a etapa
de sele¢ao, um vizinho u; de v, foi escolhido aleatoriamente, com probabilidade
uniforme, dentre os vizinhos de v;. Em vez disso, poderiamos exigir que u; tivesse
o menor grau possivel dentre os vizinhos de v, o que caracterizaria uma prioridade
local. As distribuigoes de probabilidade do grau de u; nessas duas situagoes sao

diferentes e abaixo fornecemos um exemplo de como calcula-las.
Se um vértice v; de grau 0 é selecionado no instante t:
(a) a probabilidade de que um vizinho escolhido com probabilidade uni-
forme tenha grau j ¢é igual a Y;(t)/S(¢), enquanto que,

(b) a probabilidade de que um vizinho escolhido entre seus vizinhos de

grau minimo tenha grau j é igual a

(zi:](d - m)Ymu))d ) <Ziﬂ:j+1<d - m)Ymu))d o)

S(t) S(t)

Na diferencga acima, a expressao da esquerda é a probabilidade de que todos
os vizinhos de v; tenham grau maior ou igual a j, a da direita é a probabilidade
de que todos os vizinhos de v; tenham grau maior ou igual a 7 + 1. Portanto, a

diferenca ¢ a probabilidade de que um vizinho de menor grau tenha grau j.

Nem todos os algoritmos de que tratamos admitem uma versao com prio-
rizacao local que pode ser analisada por nossos métodos. Este é o caso do Al-
goritmo 4.1(b). Nele, atribuir prioridade poderia exigir modificagoes estruturais

adicionais, o que pode nao ser interessante. Por exemplo, para que o vértice u;
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fosse o de menor grau dentre os vizinhos de v;, seria necessario conhecer o grau de
todos os vizinhos de v;. Para identificar os seus vizinhos, os pontos que ainda nao
foram emparelhados na célula referente a v; devem ser emparelhados. Mas isso
prejudica nossa opgao de nao incluir v; no conjunto D(t), pois seus vizinhos aca-
bariam o passo com grau maior do que zero, e a correspondéncia entre os vértices
nao dominados e os vértices de grau zero seria perdida. Assim, outras modificacoes

deveriam ser feitas.

7.2 Prioridade global

No Capitulo 8 apresentaremos uma nova contribuicao, na qual, além de
usarmos prioridade local, usaremos um tipo de prioridade que chamaremos de
global. Optamos pela denominacao “global” porque a ordem que estabelece a pri-
oridade das classes é fixa durante todo o processo, funcionando, portanto, como
um parametro do algoritmo. Essa prioridade se refere unicamente as etapas de
selecao de cada instante ¢t. Algoritmos com prioridades ja foram analisados na lite-

ratura utilizando o Método das Equacoes Diferenciais, como vemos em Duckworth

e Wormald [22] e Wormald [51].

A anélise da prioridade global com o Método das Equacgoes Diferenciais é um
pouco mais complicada do que a prioridade local e exige consideragoes especificas

para as quais dedicamos o restante desse capitulo.

7.2.1 Terminologias preliminares

Como vimos antes, é natural particionar o conjunto de vértices de um grafo

Gy, produzido apds t passos do algoritmo, em uma familia finita de classes (vimos

91



exemplos onde os vértices eram particionados de acordo com o seu grau ou de
acordo com o seu tipo). Um ingrediente importante na andlise do algoritmo é
contabilizar o nimero de vértices de cada classe. Assim, essa contagem sera feita
por variaveis, cujo valor depende de G e, por isso, variam conforme ¢ cresce. Essa
¢ um forma muito comum e bem geral de estrutura que o MED costuma analisar

na literatura. A seguir precisaremos de algumas terminologias.

Suponhamos que existem r classes das quais s sao selecionaveis pela etapa
de selegao. Definimos o ordenamento C(t) := (c1(t), ca(t), . .., ¢ (t)) das classes ¢,
com 1 <i<r tal que,se 1 <j<i<s<r, entdo o conjunto de vértices ¢;(t)
tem mais prioridade do que o conjunto ¢;(t) e se i > s entdo os vértices de ¢;(t)
nao sao seleciondveis. Para todo 1 < j < r, definimos por Y;(¢) a varidvel que

contabiliza o nimero de vértices na classe 7 no instante ¢.

Em geral, quando um vértice de uma classe ¢; é selecionado pela etapa de
selecao do passo do instante ¢, uma regra de exploragao local é executada a partir
desse vértice até o final do passo. Damos o nome de Operacdo Op; ao conjunto

formado:

e pela etapa de selecao de um vértice da classe ¢; e

e pela regra de exploracao local que sucede essa etapa selecao.

O algoritmo serd decomposto em um conjunto de operacoes Op; com indices
¢ no conjunto de classes C', onde, em cada instante t, exatamente uma dessas
operagoes ¢ escolhida e executada para fornecer Gy;1. Denotamos a operacao rea-
lizada no instante ¢ por op;. Assim, um algoritmo fica bem definido pelo conjunto

das operagoes Op; e uma ordem de prioridade global especificada.
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Algoritmo 7(a): com parametros n >4, d > 3 e C(0).
Entrada: Um grafo G d-regular com n vértices.
Saida: C(Tp)

1t=0;

Go = G;

enquanto Y;(t) +--- + Y;(t) > 0 faca
i =min{m : Y,,(t) > 0};

5 Execute Op;, produzindo Gy, q;

6 t=t+1;

7 fim

Tph =1

N

w

'

[o4]

Um exemplo simples pode ser visto no Capitulo 6. Relembre que inicial-
mente seleciondvamos vértices de grau 0 para colocar no conjunto 2-dominante.
Isso pode ser formalizado como uma operacao Opy. Quando os vértices de grau
zero se tornaram raros, fizemos a simples modificacao de escolher somente vértices
de grau 1 em vez dos de grau 0. Essa operagao poderia ser denotada como Op;.
Assim, poderiamos formalizar uma decomposicao desse algoritmo pelo ordena-
mento C(t) := (¢1(t), ca(t), ..., cq(t)), definindo que ¢; é o conjunto de vértices de
grau ¢ — 1 em G, e onde ¢; tem prioridade sobre ¢; se, e somente se, ¢ < j. Note
que r = d e s = 2 (pois somente ¢1(t) e co(t) sao selecionaveis). Note que uma
aplicacao desse algoritmo produz uma lista ordenada (opg, op1, ops, . .., opr,) que,

tipicamente, teria o seguinte aspecto (Opg, Opo, - . ., Opg, Op1, Op1, ..., Op1).

Na pratica, essa decomposicao é 1til quando diferentes operacoes podem ser
aplicadas em uma mesma fase, algo que nao aconteceu no algoritmo do Capitulo

5. De fato, essa ¢ a principal complicacao que abordaremos aqui.
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7.2.2 Algoritmos despriorizados: uma forma de simular um processo
com prioridade global

Para abordar esse problema com o MED, devemos pensar nas recorréncias das
variacoes esperadas das variaveis Y/s também em funcao de Op;. Cada operacao
(2 9

quando aplicada, causard suas préprias variagoes de forma que poderemos calcular
E[Y;(t +1) = Y;()| Gr,op. = Opi] = f; (Y (t)/n) + o(1)

onde Y'(t) é o vetor

(Yi(), ... Yo (1)),

e as funcoes f;i)(z(:c)), com1l < j<rel<i<s, estdao bem definidas para
cada vetor z(z) := (21(z), ..., 2-(z)) num dominio e satisfazem as hipé6teses do

Teorema 4.2.

Teoricamente, em um instante t especifico, para que uma operacao Op; seja
executada é necessario que ¢ = min{m : Y,,(t) > 0}. Apds a aplicagdo de uma
operacao Op;, vértices de classes ¢; com j < ¢ poderao ser criados, sendo necessério
executar as respectivas operacoes até que sejam eliminados todos o vértices das

classes de indices menores do que ¢ antes de aplicar novamente uma operacao Op;.

E importante mencionar que a analise das variagoes esperadas das variaveis
se torna dificil devido as restri¢oes de prioridade. De fato, se fossemos escrever
as equagoes diferenciais, seria necessario incluir funcoes delta de Dirac que de-
terminam o grau minimo de cada passo, o que produziria descontinuidades nas
derivadas das solucoes dessas equacoes. Uma abordagem alternativa foi feita por
Wormald [51]. Neste trabalho, em vez de analisar diretamente a prioridade global,

ele considerou um algoritmo para o qual um vetor de probabilidade

a(z) = (a1 (z), ag(x),. .., as(z))
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é preescrito para cada G;. Esse vetor depende apenas do nimero n de vértices
do grafo original e de um parametro z, que esta relacionado com o passo t do

algoritmo. As coordenadas de a(x) sdo continuas com relagao a z.

Este novo algoritmo, em cada instante ¢, primeiro decide qual operacao sera
executada, onde cada Op; possui probabilidade «;(x) de ser escolhida. Quando
op;y = Op;, um vértice da classe ¢;(t) é escolhido uniformemente para implementar
a etapa de selecao. Chamamos esse novo algoritmo de despriorizado, pois o vértice
da etapa de selecao nao é mais determinado pela ordem de prioridades, as classes
apenas possuem diferentes probabilidades de serem escolhidas. Apesar de algumas
complicagoes serem geradas, tais como a necessidade de assegurar que G contenha
um vértice da classe ¢ caso a etapa de selecao peca por um vértice dessa classe,
a analise se torna possivel com um método similar ao usado anteriormente. A
principal razao para isso é que as variacoes esperadas podem ser calculadas, em

cada passo t, por

E[Yi(t+1) = Y;(t)| Gi) = > E[Y;(t+1) = Y;(t)| G, op = Opj] af (x),

=1

onde of(x) = Plop; = Op;|GY].

Para que esta versao despriorizada aproxime o algoritimo priorizado original,
Wormald define essas probabilidades em termos de propriedades que deveriam ser
satisfeitas pelo algoritmo priorizado. Contudo, essa comparacao é tecnicamente
independente da andlise do algoritmo despriorizado. Nosso objetivo é simular o
algoritmo original, com prioridades, por uma versao despriorizada adequada. Para
isso, nés o modelaremos diretamente a partir de algumas propriedades que o algo-
ritmo despriorizado deveria satisfazer. O mesmo tipo de abordagem ja foi usada

anteriormente no contexto de largura de biseccao de grafos aleatérios d-regulares
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por Diaz, Serna e Wormald [18] e no contexto de grafos aleatdrios regulares por

Shi e Wormald [47].
Primeiramente, estd claro que
Z a¥(r) =1, para cada z,
i=1

pois, em cada passo, o algoritmo deve sortear uma classe, de onde seréd escolhido
o vértice da etapa de selecao. Se o algoritmo estd na fase k, todas as classes

sorteadas devem possuir indice j < k, de forma que

k- .
aj(r) =0 sej>k.
Finalmente, durante a fase k, os vértices de classes com maior prioridade do

que k nao devem ser acumulados. Em termos quantitativos, isso significa que se

J < k, devemos ter

E[Y;(t+1) = Y;()| G = Y _E[Yj(t +1) = Y;(t)| Gy, 0pr = Op)] o () = 0.

=1

Assim, se o algoritmo estd na fase k, as probabilidades af (x) devem satisfazer

dz;(x : .
Zz—x) =Y fP@)ak(z), j=1.2,...7 (7.1)
i=1
onde o vetor o*(z) = (af(z),ak(z),...,ak(z)) é uma combinagio convexa, que é

solugao do sistema matricial (7.2).

| 1 1 1 ] _o/f(x) ] _1-
@) A2 () FOC(@) | | ob(x) 0
@) AB2() FPC@) || dbz) | =0 (7.2)
| A G@) K2 G@) wh(z(@) | | k@) | 0]




Se as probabilidades af(x) forem escolhidas de forma que satisfacam o sis-
tema linear (7.2), garantiremos que cada 2,(z), 22(2), ..., 2x—1(x) tenha derivadas
nulas, o que as manterd em zero caso sejam iniciadas assim. Isso s6 define o in-
terior da fase quando as funcoes f forem “bem comportadas”. De fato, nao esta
claro quando o sistema tera solugao. Por isso, devemos estabelecer condicoes para

que essa fase esteja bem definida.
Para as condigoes iniciais, devemos ter o seguinte:
Seja My (z) a matriz do sistema (7.2).
(1) | det My(xy)| > v para algum v > 0.

Justificativa. Isso garante que o sistema (7.2) tenha solugao e que ela seja tnica.

Além disso, a Regra de Cramer deixa bem definidas as fungoes

(—1)~t det My ;(2(x))
det My, (2(zx)) ’

af (xy,) = i=1,... .k

onde My ;(z(x)) é a matriz obtida de My (z(z)) pela remogao da primeira linha e
1-ésima coluna.
(2) Pelo menos um dos sequintes itens é verdadeiro:

(1) a¥(zx) > v para algum v > 0 e para todo i =1,2,...,k—1

)

(ii) a¥(xy) > 0 para todoi = 1,2, ..., k—1 e sempre que ¥ (z) = 0, devemos
dl’z,k(xk)ak(xk)
ter A; x(xy) vazio ou entdo dV—k(lk) > 0, onde
ViR T
d*ak(x) :
Aip(z):=49s>1: e #0 e vig(x) :=inf A, ().
xS ’ ’
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Justificativa. Essa condicao serve para garantir que as proporgoes o formem uma
combinagao convexa em um intervalo de comprimento minimo nao nulo [z, €] para

algum € > 0.
(3) Ambos os itens devem ser verdadeiros:
(1) 1 =~ > zj(xy) > para algum v > 0 e para todo j =1,2,... . k—1

(13) 1 > zj(zg) > 0 para todo i = k,k+1,...,1 e sempre que zj(x) = 0,
dXz,k(Ik)Z](xk)
dXik(@K)
dXi,k(xk)Zj<xk)
dxXi,k(xk)

devemos ter B, (xy) vazio ou entao > 0, e se zj(zg) = 1 devemos

ter B, x(xy) vazio ou entdo < 0, onde

B x(z) := {s >1: ds%w(f) #+ O} e Xix(z) :=inf B, x(x).

Justificativa. O primeiro item garante a existéncia de uma quantidade positiva
das classes consumidas pelas operagoes (essas variaveis z deveriam ser nulas, mas
por questoes técnicas lipschitzianas, pode ser problematico permiti-las assumir
esse valor, por outro lado se esse valor for suficientemente pequeno a estabilidade
garante que nos aproximemos tanto quanto desejamos da situagao ideal) o segundo
item apenas evita que as demais curvas z; excedam a fronteira do intervalo [0, 1]

por pelo menos um instante arbitrariamente pequeno [z, €].

Seja Mjy(t) a matriz do sistema (7.2) aplicada no ponto z := (Y1(t)/n,...,Y.(t)/n)
e seja My ;(t) a matriz My(t) ap6s remover a primeira linha e a i-ésima coluna.

Finalmente, o algoritmo da simulacao fica com um aspecto do Algoritmo 7(b).
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Algoritmo 7(b): com pardametros n >4, d > 3 e C(0).

Entrada: Uma estrutura vazia Gy com n vértices.

Saida: C(Tp)

1t=0;
2 enquanto Yi(t) +--- + Y;(f) > en e det My (t) > en faga

3 k= min{m : Y, (t) > en};
i—1
4 | Sejam af(t) := ( 1)detcji\z(j\t4)k’z(t), =1,...,k;
5 Sorteie j segundo a distribuicao P[j = i] = af(t);
6 Execute Op;, produzindo Gy4;
7 t=1+1;
8 fim
9 Tph=t
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8 MELHORANDO AS COTAS PARA
2-DOMINANCIA EM GRAFOS
ALEATORIOS REGULARES

No caso dos grafos 3-regulares, as cotas fornecidas pelo algoritmo anterior
nao sao boas. De fato, seu valor é aproximadamente 0,507, que estd acima da
melhor cota geral conhecida que é 0,5 (lembre que essa cota é justa, pois temos,

por exemplo, K33 onde o menor conjunto 2-dominante possui trés vértices).

Por outro lado, isso nao significa que o método apresentado nao se aplica
a grafos 3-regulares, mas somente que o algoritmo proposto no Capitulo 6 nao
é adequado. Quando n — oo, a probabilidade de um grafo aleatério 3-regular
ter nimero de 2-dominacao entre 0,48 e 0,5 tende a um numero maior do que
zero? Poderiamos pensar que sim devido a existéncia de familias bem conhecidas
de grafos 3-regulares com nimero de 2-dominancia igual a 0,5n e também para
numeros de 2-dominancia ligeiramente menores. No entanto, fornecemos uma
resposta negativa a essa questao provando que essa probabilidade converge para

zero. A prova disso é uma das consequéncias do que mostraremos nessa segao.

De fato, durante nossa busca por algoritmos eficientes para 2-dominacao,
encontramos alguns que, em particular, sao mais eficientes do que o do Capitulo
6, porém sao mais elaborados. Dentre eles, escolhemos aquele que ofereceu os

melhores valores para apresentar aqui.

Nessa secao, vamos descrever e analisar esse algoritmo com o Método das

Equagoes Diferenciais a fim de formalizar nossos resultados.
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8.1 Definindo as operagoes do nosso algoritmo

Para definir e analisar um algoritmo que produz conjuntos 2-dominantes,
além de controlar o nimero de vértices de cada grau, estamos interessados em
saber quais vértices ja foram 1-dominados. Por isso introduzimos duas cores para
os vértices: a cor azul a, que indica que o vértice nao foi dominado nenhuma vez,
e vermelho v, que indica que ele ja foi dominado uma vez. Portanto, definimos
a varidvel Y; .(t), onde {i,c} € [ := ({0,1,2,...,d — 1} x {v,a}) \ (0,v), como o

numero de vértices de grau ¢ e cor ¢ no instante t.

O algoritmo inicia com conjuntos vazios Ds(0) e D(0) que servem para iden-
tificar os vértices ja incluidos no conjunto 2-dominante e aqueles que ja foram
2-dominados, respectivamente. Da mesma maneira que nas secoes anteriores, po-
demos considerar duas versoes do algoritmo, uma de delecao e outra de construcao.

A estrutura vazia Gy é a mesma definida em algoritmos de capitulos anteriores.

Em cada passo, a etapa de selecao do algoritmo seleciona um vértice vermelho
de grau maximo disponivel e escolhe um vizinho azul de grau minimo desse vértice
para remover e por no conjunto 2-dominante. Se o vértice selecionado na etapa
de selecao nao possui vizinhos azuis, entao ele proprio é adicionado ao conjunto
2-dominante. Em seguida, os vizinhos azuis do vértice adicionado ao conjunto
2-dominante passam a ter cor vermelha e os que ja eram vermelhos sao removidos
do grafo, terminando o passo. Esse processo pode durar enquanto houver vértices
vermelhos disponiveis para o passo de selecao. Todos os vértices removidos rece-
bem uma cor de saida verde e sdo contabilizados por uma varidavel Q(t). Vértices

verdes sao vértices que ja foram 2-dominados.
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Algoritmo 8(a): com parametros n >4, d > 3.

N

w

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Entrada: Um grafo d-regular G com n vértices e com seus
vértices todos da cor azul.

Saida: Um conjunto 2-dominante D5 de G.

t=0;

Hy = G;

enquanto Y ,(¢) + -+ Yy_1,(t) > 0 faga

i =min{m : Y, ,(t) > 0};

Escolha um vértice v; de grau ¢« com probabilidade uniforme;

Revele os vizinhos de v,

se v; possui vizinho de cor azul entao

Selecione um vizinho azul de grau minimo qualquer u; de
Vg,

Defina Dy(t + 1) := Do(t) U {u; };

Revele todos os vizinhos de uy;

Defina D(t 4 1) := D(t) U {u; e seus vizinhos vermelhos};

Remova os vizinhos vermelhos de u; ;

Altere a cor dos vizinhos azuis de u; para vermelho;

senao

Defina Dy(t + 1) := Do(t) U {v;};

Defina D(t + 1) := D(t) U {v; e seus vizinhos};

Remova v; e seus vizinhos ;

fim

Denote a estrutura obtida apds esses emparelhamentos por
Hiyy;

t=t+1;

fim

Dy = Dy(t) UV (Go) \ D(t);

Este algoritmo admite a versao de construcao a seguir.

102




Algoritmo 8(b): com parametros n >4, d > 3.

Entrada: Uma estrutura vazia Gy com n vértices e com seus
vértices todos da cor azul.
Saida: Um multigrafo aleatdrio d-regular G com n vértices e um
conjunto 2-dominante D5 de G.
1t=0;
2 Gy = G;
enquanto Y) ,(¢) + -+ Yy_1,(t) > 0 faga

w

4 | i=max{m:Y,,,(t) > 0};
5 Escolha um vértice v; de grau ¢« com probabilidade uniforme;
6 Emparelhe v,
7 se v; possui vizinho de cor azul entao
8 Selecione um vizinho azul de grau minimo qualquer u; de
Vt;
9 Defina Dy(t + 1) := Do(t) U {u; };
10 Emparelhe u,; totalmente;
11 Defina D(t + 1) := D(t) U {u; e seus vizinhos vermelhos};
12 Emparelhe totalmente os vizinhos vermelhos de u; ;
13 Altere as cores de u; e seus vizinhos vermelhos para verde;
14 Altere a cor dos vizinhos azuis de u; para vermelho;
15 senao
16 Defina Dy(t + 1) := Do(t) U {v;};
17 Defina D(t + 1) := D(t) U {v; e seus vizinhos};
18 Emparelhe totalmente os vizinhos de vy ;
19 Altere as cores de v; e seus vizinhos para verde;
20 fim
21 Denote a estrutura obtida apds esses emparelhamentos por
Giy1;
22 t=t+1;
23 fim

24 Dy = Do(t) UV (Gy) \ D(1);
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Chamaremos de aplicagdo da operagao Op; o fragmento do algoritmo 8(a)

que estd entre as linhas 5 e 18.

O vértice da etapa de selecao é um dos vértices que sera 2-dominado ao
final de cada passo. Intuitivamente, parece interessante que o vértice adicionado
ao conjunto dominante seja azul, pois isso faz com que ele seja “dominado duas
vezes” no proprio passo e evita o desperdicio de uma primeira dominagao herdada
de passos anteriores. Também é interessante que ele seja de grau minimo para
que o numero de novos vértices dominados por ele seja maximo. Quando o vértice
da etapa de selecao nao possui vizinhos azuis, optamos por colocar no conjunto
2-dominante o proprio vértice da etapa de selecao para garantir um ntmero grande

de vértices 2-dominados ao final de um passo desse tipo.

8.2 Encontrando as recorréncias e as equagoes diferenciais

associadas as operagoes Op; do algoritmo dado

Primeiramente devemos encontrar as recorréncias associadas a cada operagao

Op; para cada i fixo. Vamos denotar por Y (¢) o vetor

(3/0711(25)7 3/177) (t)’ }/l,a(t)v cee >}/d—1,v(t)7 Yd—l,a(t))‘

Seja

Quando um vértice v; de grau ¢ é escolhido na etapa de selegdo, (d — i) novos

vizinhos de v; sao revelados. A probabilidade de que ele tenha ¢ vizinhos azuis é

de

d—z’) SYOFSO Oy

d R
A Y1) “( () GV ) T SN
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Se vy possui ¢ vizinhos azuis, entao a probabilidade de que o menor grau entre

esses azuis seja n é de

BV (1)) = (zm:kg;mm,a(t)) - (Zm:k?féy_(:)l))ym’“(t)) +o().

Aqui definimos Yy, (t) = Ya,(t) = Yo14(t) = Y_1,4(t) = Y1,(t) = 0 por simplici-
dade.

Agora, vamos supor que v; tem grau ¢, £ > 1 vizinhos azuis e o vizinho azul
escolhido para ser u; tem grau k. Entao o valor esperado da variacao do nimero

de vértices de grau j e cor ¢ é de

Czdlgﬁc( (t)) = 5)1601) 6jk50a

dew( ]+1 Y] 1a(t) (d—7)Y(t)
Hd=k=1) ( S.(Y(0) 1 5.(Y (1)) ‘Sm >+sa<Y<t>>)

= (d—m)Y () d—m —1) ((d—j+1)Y;1.(t) = (d—j)Y;(t)
HA=k =12 T+ s, ) o rm )

+5c,v(d—i—£)((d JH)Y (%_)d IYilt )

(1 =0k )(d—Jj+1)Yj14(t) — (d—4)Yjal(t)
M”(Zé"”) =y ( ST (A= m) Y1) >+0<1)'

Note que acima ha seis termos. O primeiro termo é devido a possibilidade de
o vértice v; ser do mesmo tipo do vértice que esta sendo medido. O segundo termo
vem da possibilidade de u; ser do mesmo tipo do vértice sendo medido. O terceiro
termo é devido a mudanca de cor e grau dos demais vizinhos de u; revelados no
passo (o que desconsidera v;). Aqui, o termo negativo é a probabilidade de um
vizinho de u; ser do mesmo tipo que os vértices que estao sendo medidos, enquanto
que o termo positivo é devido a possibilidade de estar medindo um vértice vermelho
e o vizinho atingido por u; ser um vértice azul cujo grau seja uma unidade menor

do que o grau dos vértices que estao sendo medidos. O quarto termo é devido
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a mudanca de grau dos vizinhos vermelhos de u,; considerados no terceiro termo,
ja que esses vizinhos sao emparelhados completamente nesse passo. O quinto e o
sexto termos sao devidos aos vizinhos de v; sem considerar u;. O quinto termo
trata da mudanca do grau dos vizinhos vermelhos de v; e s6 entra na expressao
quando o vértice medido for vermelho, e o sexto termo, que trata da mudanca de
grau dos vizinhos azuis de vy, s6 entra na expressao quando o vértice medido for

azul.

Por outro lado, se v; nao tem vizinhos azuis, o valor esperado dessa variacao

(d —m)Y;.(t)

DY (1)) 1= =8iaben = deald = )5S

d—2 . .
: (d—m)Y, (1) (d—3+1)Y; 1.(t) = (d—7)Y;.(t)
(@=9) mzzl Sy(Y'(t)) <(d -m-1) S, (Y (1)) + S.(Y (1)) )

+o(1).

O primeiro termo é devido a remocao de v;, o segundo é devido a remocao
dos vizinhos de v; e o terceiro é devido a mudanca nos graus na vizinhanca dos

vizinhos de v; sem contar v;.

Com isso podemos finalmente obter que E[Y; .(t + 1) — Y, .(t)|G:, opr = Op;]

é igual a
3 (A&(Y(t)) _ BS,AY(t))CZZf(Y(t))) AL (Y (£) DR (1))

Serd interessante nesta andalise controlar o tamanho do conjunto 2-dominado D(t).
Assim, introduzimos a varidvel Q(t) := |D(t)|. Precisamos encontrar E[Q(t+ 1) —
Q(t)|Gy, 0py = Op;]. Suponhamos que v; tem pelo menos um vizinho azul e o

vizinho azul escolhido para ser u; tem grau k. Entao o valor esperado da variacao
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de Q(t) 6
) Su(Y (1))
So(Y(t)) + Sa(Y (1)

Mas se v; tem apenas vizinhos vermelhos, entao esse valor esperado é de (d—i+1).

EiY(t) =2+ (d—k—1

Isso permite concluir que E[Q(t 4+ 1) — Q(t)| Gy, op: = Op;] é igual a

) (A?,@<Y<t>> ] Bz,w(t»Ez(Y(t») ALY ()d—i+1)

(=1 k=0

Agora, fazemos as substituicoes = = t/n, ¢(z) = Q(zn)/n e zj.(v) =
Yjc(zn)/n, o que transforma, por exemplo, as expressoes S.(Y (x)), A%,(Y(z)) e

B (Y (z)) anteriores em

&.

—m

E d—1 ch

(l,))dfifé

) = (dzi) SERE ( s
<

Goa(0) +o(l) e
¢

+
d — Efn_:lk a() m= k+1 d—m)zp,q(T) K o
bk,é(z(x» T ( ) < a(Z(I)) ) + (1)7

respectivamente, onde

2(z) = (204(2), 210(2), 21.0(x), . . ., 2a—1.0(T), 2a-1.0(2)).

De forma analoga construimos cf,gg(z(x)) a partir de C’Z}ff(Y(t)), A (z(z))

a partir de D®°(Y (1)) e ed(z(x)) a partir de EZ(Y(t)).

Finalmente, para todo 0 < j < d—1e ¢ € {v,a}, podemos definir fun¢oes
fj(? (z(x)) para cada uma das operagoes Op;, por

d—i d—1
r)) = (ai Zb iliz(z ))) +afy(z(2))d 7 (2(x)).

=1

Para ¢(x) obtemos também

fP () = i ( Zb ))) +agg(2(2))(d — i +1).

(=1
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8.3 Definindo e analisando um algoritmo eficiente

Até aqui, obtemos as expressoes das funcoes f associadas a cada varidvel de
cada operacao Op;. Resta definir a regra que decide qual operacao serd realizada
em cada passo. Vamos definir que a operagao realizada é a operacao do tipo (i,v)
onde 7 é o menor possivel. Entao, o que o algoritmo faz é selecionar um vértice
vermelho de grau maximo v; e, caso ele possua algum vizinho azul, acrescentar um
vizinho azul de grau minimo u; no conjunto 2-dominante e atualiza a coloracao e os
emparelhamentos (isto é, os vizinhos vermelhos do vértice adicionado ao conjunto
2-dominante sao totalmente emparelhados e os vizinhos azuis tém sua cor alterada
para vermelho). Se v, ndo possui vizinho azul, o algoritmo adiciona o préprio
vértice no conjunto 2-dominante e faz a subsequente atualizacao. Isso completa a

descrigao do melhor algoritmo obtido para grafos 3 e 4-regulares.

Para d em geral esse algoritmo passa por varios estagios. No comecgo do
processo, cada vez que executamos Op; podemos gerar alguns poucos vértices
vermelhos de graus maiores do que 1, ficando, digamos, com Y; .(z) = o(n), para
certos ¢ > 1. Isso faz com que tenhamos de executar uma sequéncia de Op; com
¢ > 1 até eliminar todos esses tipos de vértices e dai voltamos a executar Op;
novamente. Inicialmente, os vértices vermelhos de grau ¢ > 1 sao eliminados
imediatamente de forma que z;(z) permanece igual a zero para todo i > 1. Mas,
conforme o processo avanca, a remocao de um vértice vermelho de grau 2 tendera
a produzir novos vértices vermelhos de grau 2, de forma que seja inevitavel que
alguma varidvel z;(x) com ¢ > 1, digamos ¢ = 2, se torne positiva. Quando isso
acontece, a fase 1 termina e uma nova fase se inicia com os vértices de grau 2

assumindo o papel dos vértices de grau 1.
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Conforme vimos no Capitulo 7, esse tipo de algoritmo apresenta prioridades
locais e globais. Portanto, o que faremos é analisar um processo que simula a
execucao do nosso algoritmo, isto ¢, analisaremos um processo no qual sabemos
a probabilidade de cada operacao ser executada em cada instante x. A principal
hipdtese dessa simulagdo é que, na fase k, 2 ,(z) = 0 para todo ¢ > k, o que pode
ser modelado escolhendo uma distribuicao de probabilidades conveniente para cada
Op; em cada instante x. Se estamos na fase k, queremos uma distribuicao de
probabilidades (af(x), o, (), ..., ak_;(z)) tal que af(z) +---+ak_j(z) =1e
que, para cada i € {k+ 1,k +2,...,d — 1}, tenhamos que

o (@) fi5 (2(2)) + g (@) 57 (2(2)) + - + gy () £ (2(2) = 0.

Em outras palavras, queremos determinar o vetor (d — k)-dimensional

(ai(x)ﬂiﬂ(ﬂ?)w--704571(55))
que € solucao da equacao matricial
| 1 1 e 1 ] _aﬂ@ 1 T1]
@) BV G@) o A @) | ] e () 0
Fih(2(2)) fki&(z(x)) v [l z@) || akal@) [ =] 0| (81)
AP G@) Y eE) e AS)G@) | db@) | | o]

para cada x. Assim, se My(z(x)) é a matriz da equagdo acima e My ;(2(z)) é a
matriz obtida pela remogao da primeira linha e da i-ésima coluna de M (z(z)),
entao a Regra de Cramer estabelece que

(—1)"*Fdet My ;(2(z))
det My (z(x))

Codi=k,...,d—1, (8.2)

desde que
det My(z(x)) # 0. (8.3)

109



Vamos supor que (8.3) é verdadeira para todos os pontos z(z) de interesse. Neste

caso o vetor a!(x) estd bem definido e podemos considerar o PVI

e Do (@) ;2 (()),
. i - (8.4)
=Dl @)f) (=),

Q(O) = qO’ Zj,c(o) = 73;‘),& (]a C) € I?

onde os valores 2;)0 e " serao discutidos a seguir.

8.4 Obtendo condicoes iniciais adequadas

Note que nao podemos usar as condigoes iniciais triviais z(z) = (1,0,...,0)
por causa da necessidade de existirem vértices vermelhos para a etapa de selecao
de uma operacao. Também nao é interessante que algum z;. intercepte a fron-
teira do intervalo [0,1]. Assim definimos uma etapa de pré-processamento que
produz vértices de todos os tipos em uma quantidade pequena, mas nao-negligivel

e antecede o algoritmo definido anteriormente.

As entradas do algoritmo sao um parametro p, e um grafo Gj, vazio com n
vértices. O que a etapa de pré-processamento faz é apenas acrescentar em Dy cada
vértice de Gy, independentemente com probabilidade py e realiza as atualizagdes
de coloragao e emparelhamentos tipicas do algoritmo anterior: vértices em D,
sao emparelhados completamente e sua cor ¢é alterada para verde, vértices com 1
vizinho em D, tém sua cor alterada para vermelho, e vértices com pelo menos 2
vizinhos em D, sao emparelhados completamente e sua cor é alterada para verde.
Com isso, a etapa de pré-processamento termina e o grafo de saida é denominado

por G'(po), que servird de entrada para o algoritmo anterior.
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Algoritmo 8(c): com parametros n > 4, d > 3.

N

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

Entrada: Um multigrafo colorido com n vértices G'(py)
produzido pela etapa de pré-processamento.
Saida: Um multigrafo aleatério d-regular G' com n vértices e um
conjunto 2-dominante Dy de G.
t=0;
Go = G'(po);
enquanto Y) ,(t) > yin, -+, Ya_1,(t) > y4-1n e det My (t) > en
faga
k = max{m : Y,,(t) > 2ynn};
(—1)=tdet My, ;(Y(t)/n)
det M (Y (t)/n) ’
Sorteie j segundo a distribuigao P[j = i] = of(t);

Sejam af(t) := =1,...,k;

)

Escolha um vértice v; de grau 5 com probabilidade uniforme;

Emparelhe vy;

se vy possui vizinho de cor azul entao

Escolha um vizinho azul de grau minimo wu; de vy;

Defina Dy(t + 1) := Dy(t) U {u;} e emparelhe u;
totalmente;

Defina D(t + 1) := D(t) U {u; e seus vizinhos vermelhos};

Emparelhe totalmente os vizinhos vermelhos de u; ;

Altere as cores de u; e seus vizinhos vermelhos para verde;

Altere as cores dos vizinhos azuis de u; para vermelho;

senao

Defina Dy(t + 1) := Do(t) U {v:};

Defina D(t + 1) := D(t) U {v; e seus vizinhos};

Emparelhe totalmente os vizinhos de v, ;

Altere as cores de v; seus vizinhos para verde;

fim

Denote a estrutura obtida apds esses emparelhamentos por
G

t=1+1;

fim

Dy = Dy(t) UV (Gy) \ D(t);
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Aqui, vamos denotar o nimero de vértices de GGy com grau j e cor ¢ por onc,

com a respectiva proporcao denotada por 226 = Yj?c /m. Com um certo abuso de

notagao, diremos que u € onc ¢ o evento no qual u tem grau j e cor c.

Teorema 8.1. Temos que

‘ " 1 se(j,¢) =(0,a) ) o
(a) limy, o+ B[] .(po)] = e esta € uma convergéncia
0 cec

mondtona.

(b) 23.(po) = E[Z].(po)] + o(1), a.q.c.

(¢) Dado po > 0 existe €(po) > 0 tal que €(po) < 27 .(po) < 1—€(po) a.q.c.

Demonstracao. Primeiramente, note que

1 ~
= 2B | 2 s | =Plue T 69
ueV(G)

E[2}.(po)] =E

n

i}]?c(pO)]

Agora, para que um vértice u tenha grau j < d e cor v em G é necessario que
nao esteja em Ds, o que tem probabilidade (1 — pg), mas deve possuir exatamente
um vizinho em Dy, o que ocorre com probabilidade po(1 — po)¢~t. Dos d — 1
vizinhos fora de Dy, j — 1 devem estar em em D. H& (Cll) (;lj) formas disso
ocorrer. Note que um vértice sé é responsavel por um emparelhamento se for
colocado em Dy ou se possuir pelo menos dois vizinhos em D,. Assim, cada um
dos vizinhos de u em D deve possuir pelo menos dois vizinhos em D, para que
sejam emparelhados com u. A probabilidade de cada uma dessas ocorréncias é de
1—(1=po)t— (dzl) po(1—po)9=2. Quanto aos seus vizinhos nao revelados, cada
um desses pode possuir no maximo um vizinho em Dy, pois nao sao emparelhados
com u. Essa probabilidade ¢ de (1 — po)?* + (dzl)po(l — po)¥2. Finalmente,

podemos escrever
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Plo € P9,()] = (1—po) (d) (?i - l)poa ~po) (8.6)

1/\yj—1

(1=t (1 Ym0
o (T

()
x ((d R 1)193 + popol (po))j1

x (1+ popol (po))* ™

d—1\"""(d\ [d—1\ 51 o
(YO i

De forma similar obtemos que

Bl e 70 ()] = (1 —po>(f)<1 o) 55)

X<P—ﬂ—pw“1—<d13ﬁml—mfﬁ)j
TERTENE (ol PROSRT I
_ Ed< 1>f<d> y ( ;1)]) p >
= 5 ;)P pol(po)

As igualdades para P[v € %?C(po)} acima fornecem prontamente o item (a).

Com (a) verdadeiro e supondo que (b) seja verdadeiro, o item (¢) é imediato.
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Para provar a concentracao do item (b) usamos a Desigualdade de Chebyshev.

Seja 6 > 0. Entao

1

P[léﬁc(po) — B[]l 2 9] < L Var [22,(p0)] = % Var

YO (po)
52

n

1
[ UGYO (o) ] + (n5)2 Z Cov [1u1€?ﬁc(po)’ 1u2€37ﬁc(p0)} ’

uEV (G) U FU2

onde o termo da esquerda converge para zero quando n — oo pois

’Var [Luera ]| < T

Para provar que o termo da direita converge para zero, observe que

1Cov (14,59 oy e || <1

e que esta covariancia € igual a zero sempre que 1, 70 (p for independente de

1 Mas essas variaveis indicadoras serao 1ndependentes sempre que a

uzéffc(m)'
distancia entre u; e us for maior do que 4. Por outro lado o niimero de vértices a
distancia menor ou igual a 4 de um u € V(G) especifico é no méaximo d*. Portanto,
o nimero de pares (uy,uy) com distancia menor ou igual a 4 é no maximo nd*/2.

Isso completa a prova do item (b). O

Um aspecto importante da simulacao que facilita a analise é que as coorde-
nadas da matriz My(z(x)) sejam estritamente positivas na regido de interesse com
excecao, possivelmente, da diagonal principal. Por isso, faremos uma breve anélise
dessas coordenadas. Primeiramente, vamos relembrar o significado das fungoes que
aparecem nas coordenadas da matriz My(z(x)). Cada ffg(o) representa a taxa de
variacao esperada dos vértices vermelhos de grau j no instante 0 pela operacao
Op;. Essa esperanga depende do ntimero de vértices vermelhos de graus 7, j — 1
e azuis de grau j — 1, sendo que os vértices de grau j vermelhos promovem o de-

crescimento e os outros dois tipos promovem o crescimento do ntmero de vértices
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vermelhos de grau j, independentemente da operacao aplicada. Adicionalmente,
a operacao Op; tem efeito de decrescimento de 1 unidade sobre vértices vermelhos
de grau i. Na fase k da simulagao, as curvas que representam os vértices vermelhos
de grau maior que k, zjv com ¢ > k, permanecem nulas, conforme ja discutimos.

Isso implica que as coordenadas fj(z)

7v’

com ¢ > k, sejam estritamente positivas ex-
ceto, possivelmente, as da diagonal principal. Uma maneira de obter isso de forma
rigorosa é olhar para a expressao de fji}(x) e notar que todos os termos negativos

sao multiplicados por z;,(z).

Para que a nossa simulacao tenha essa propriedade temos que escolher ade-
quadamente o parametro py da etapa de pré-processamento de forma que esses
termos sejam pequenos em comparagao com os termos que tornem a expressao
positiva e controlar o dominio das funcgoes f. Basta olhar para as expressoes
de c‘j,ﬁ?(z(m)) e dP°(z(z)) para ver que os termos positivos sdo multiplicados
por zj_1,(z) e zj_14(x) e que, em = = 0, estes termos podem ser tomados pro-
porcionalmente maiores do que z;,(x) tanto quanto se queira desde que py seja

suficientemente pequeno. Abaixo segue uma versao formal desse fato.

Consequéncia 8.2. (da prova do Teorema 8.1) Existe py tal que f]‘i}(O) +

d;j > 0 para todoi>1 e j > 2.

Demonstracao. Das equagoes (8.5), (8.6) e (8.8) obtemos que

im ]E[E;),v(p(])]
=0 B[2D_, (po)]

j—l,C

=0, ce{a,v}.

Agora, basta escolher py tal que as fungoes cf,gg(z(x)) e d™°(z(z)) sejam positivas

em z = 0. Ao olhar para as expressoes dessas fungoes podemos concluir que isso

serd verdadeiro se pp for escolhido pequeno o suficiente tal que

AE(Z],,(po)] < inf{E[£]_, .(po)] : ¢ € {a,v}},
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o que conclui a prova. O

No PVI (8.4) os denominadores das fungbes f nao podem ter polos na regiao
de seus dominios. Além disso, queremos que as coordenadas da matriz My (z(z))
que estao fora da diagonal principal sejam positivas no decorrer de todas as fases.
Por isso, devemos definir um dominio que contenha em seu interior as condicoes
iniciais resultantes do pré-processamento, e que haja uma certa tolerancia para
a movimentacao das variaveris que ocorre no decorrer do processo sem que as

coordenadas referidas deixem de ser positivas em algum momento.

Assim, seja py pequeno o suficiente tal que
SE[2),(p0)] < min{B[2)_, . (po)] : ¢ € {a,0}},

e seja yj. = E[é?ﬁc(po)]/z Note que 7;,. é uma cota inferior para z;. no dominio
de cada f;}c que garante a positividade de todas as funcoes f fora da diagonal

principal da matriz quadrada da equagao (8.1).

Dado € = min; . v;./2, seja
—e<x<l,

V(o) = { (r.2(2).q(@) R 2 <o) <1—e, (o) el
e<q(x)<1l—¢e}

Esta claro que cada funcao f}yv (x) + 6;; permanece positiva em ' (py).

Por outro lado, as fungoes o devem estar bem definidas neste dominio, o
que sera garantido se seu denominador det My (z(z)) nunca for nulo nesse dominio.

Assim, dado v > 0 definimos o conjunto aberto
0,(7) = {(z, 2(2), g(x)) € R**Y) - det My(2(x)) > 7}

O dominio da fase k podera ser definido como a componente conexa €2, do conjunto

aberto Y (pg) N Q.(7) que contém as condigoes iniciais da fase .
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Lema 8.3. Seja py > 0 e considere os valores 2?

)

«(po) obtidos pela etapa de pré-

processamento como entradas das funcoes f em x =0, entdo € verdade que

F00) = 8y = Hpg? ™7 e g e

pol(po),

onde H](lg > 0 € uma constante real e pol(py) denota um polinémio com indeter-

minada py.

Demonstracao. Relembre que

d—i

£ (@) = (amz(x)) ibi,Az(w))cZi:Z(z(w))) + ady(2(2))di 7 (2(x)),

=1
onde as fungoes a, b, ¢ e d foram definidas na Secao 8.2. Note que podemos usar

as equagoes 8.6 e 8.8 para descobrir que, nas condic¢oes iniciais, as fungoes a, b, ¢

e d tém valores da forma

i) = (@=k=1) (U + 57 pol(po))
+(d—i—1) <U2p§(j_1)_2 + pﬁ(j_l)_lpol(po)> :

bl (2(0) = (Uspl® + p2+'pol(po))”

al)(2(0)) = Uspy "+ pi~ ' pol(po),

e : 2(j—1 2(j—1)+1
a9 (:(0) = (d—i) (Uspt? ™" + 5 pol(po) )
onde Uy, ..., Us sao constantes reais positivas.

Agora, note que, no primeiro caso, em que 1 < d—2, a expressao de ffc) (2(0))
sempre tem exatamente um termo com um fator py de grau 2(j—1)—1 e coeficiente
positivo, que corresponde ao termo dos somatorios com ¢ =d —i—1e k = 0.

Claramente, nao hé fatores py com grau menor do que 2(j — 1) — 1.

No segundo caso i = d—1. Isso implica que o segundo termo de cf,g‘g(z(o)) na

expressao acima pode ser descartado. Com isso, os termos com fator py de menor
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grau tem grau 2(j — 1), que sdo referentes ao termo dos somatdrios associados a
{=d—iek=0eao termo da direita de fj(zc)(z(O)), que se refere a ¢ = 0. Ambos

com coeficientes positivos. ]

8.5 Estabelecendo condigoes para a consisténcia da

simulacao

E necessério verificar algumas hipoteses para garantir a existéncia e unicidade
das solugoes do PVI (8.4) e um comportamento adequado a anélise do MED.

Abaixo temos condigoes suficientes para garantir isso no comego do processo.

Proposicao 8.4. Fxiste v > 0 tal que

(1.1) | det My(=(0))]| > .
(2.1) |a}(0)| >~ para todo 1 <i<d—1.

(3.1) (0,2(0),(0)) € .

O primeiro item serve para garantir a existéncia e a unicidade das proporgoes
«’s nas condigdes iniciais e também nas proximidades destas. A segunda garante
que cada « inicial esteja no interior do intervalo (0,1) (pois a soma desses o's é

igual a 1). A terceira garante que as fungdes f nao tenham polos inicialmente.

Demonstra¢ao. (Proposicao 8.4). Como vimos antes, o nimero fﬁ(o) depende
do nimero de vértices vermelhos de graus j, j — 1 e azuis de grau j — 1, sendo
que os vértices vermelhos de grau j causam um efeito de decrescimento e os outros
dois tipos causam crescimento dos vermelhos de grau j, independentemente da

operacao aplicada. Adicionalmente, a operacao Op; tem efeito de decrescimento
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de 1 unidade permanente sobre vértices vermelhos de grau i. Por outro lado, se
desconsiderarmos esse efeito das Op; o Lema 8.3 permite afirmar que as expressoes

fj(lv) + 0, ; nao sao substancialmente diferentes para um mesmo j.

No instante ¢t = 0 essas quantidades sao fornecidas pela etapa de pré-processamento
definida anteriormente e podem ser concentradas tao proximas de zero quanto de-
sejado (escolhendo pg suficientemente pequeno, conforme o Teorema 8.1). Assim,
nao ¢ dificil concluir que todos os elementos da matriz My (z(0)) podem ser tor-
nados tao pequenos em modulo quanto desejados, com excessao dos elementos da

primeira linha e da diagonal principal, que terao valores absolutos préoximos de 1.

Por outro lado a matriz

(111 1]

0 —1 0 0

0 0 —1 --- 0 (8.9)
0 0 0 ~1

tem o valor absoluto do seu determinante igual a 1. Como o determinante de
uma matriz é fungao continua das suas coordenadas, M;(z(0)) pode ser tomada
tao préxima dessa matriz quanto desejado pela escolha de um py suficientemente
pequeno para a etapa de pré-processamento, o que permite que ela tenha a pro-

priedade do item (1.1).

Para obter (2.1), basta mostrar que o numerador e o denominador de (8.2)
tém o mesmo sinal e que o numerador é nao nulo. Com efeito, relembre da Algebra
Linear elementar que se B = (b;;);;_; ¢ uma matriz entao o determinante de B é

dado por

n

det B =" " sgn(o) [ [ biow

i=1
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onde o varia entre todas as permutagoes de (1,2,...,n). A funcao sgn(c), conhe-
cida como o sinal da permutacao, atribui o valor 1 para permutacoes pares, isto
é, permutagoes que podem ser obtidas a partir de (1,2,...,n) por um nimero par
de operagoes de transposicao, e atribui o valor —1 caso contrario. Além disso, o
numerador de (8.2) é o determinante da matriz dada por M'(z(0)) com a i-ésima

coluna substituida pelo vetor (1,0,0,...,0).

Afirmamos que o termo da trasposi¢ao (¢,2,3,...,i — 1,1,i+1,...,d — k)
domina a soma do determinante do numerador de o} (0). Com efeito, relembre que
a matriz do numerador tém elementos arbitrariamente pequenos com excecao da
primeira linha e da diagonal principal. Note que as coordenadas de uma mesma
linha, com excessao dos elementos da diagonal principal, tém a mesma ordem de
grandeza (em termos de py). De fato, o Lema 8.3 garante que, se 1 < j < i ou
0 <i < j,entdo f](lg(O) tem a mesma ordem de grandeza de pg(j_l)_1+5i’d_1 e, se

2 <1 =7, entao

fz(,i)) (0) — 14+ H‘(i)pg(i_l)_l"‘(si,dfl _'_pg(i—l)'ﬂsi,dq

7,0

pol(po),

i

onde H ](3 > () é uma constante real e pol(py) denota um polinémio com indetermi-
nada pg. Finalmente, note que a permutagao (4,2,3,...,i — 1,1,i+1,...,d — k)
envolve apenas uma coordenada fora da diagonal principal e da primeira linha
que, pelo Lema 8.3, é um polinémio em pgy cujo termo com coeficiente nao nulo de
menor grau tem grau 2(i — 1) — 1. Qualquer outra permutacao envolve pelo menos
duas coordenadas fora da primeira linha e da diagonal principal, sendo pelo menos
uma na ¢-ésima linha. Isso produz um polindmio em p, cujo termo de menor grau
tem grau maior do que 2j — 3. Assim, o sinal do det M ;(z(z)) é determinado pelo
sinal do termo referente a transposicao (¢,2,3,...,7 —1,1,i+1,...,d — k) para
po suficientemente pequeno. Isso também fornece um numerador nao nulo para

al(0).
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De forma andloga concluimos que o sinal do det M;(z(0)) é determinado pela
permutacao identidade (1,2,...,d — k). Finalmente, para ver que ambos tém o
mesmo sinal, note que a transposigao (7,2,3,...,i—1,1,i4+1,...,d— k) tem sinal
contrario a permutacao identidade e que o termo associado a permutacgao identi-
dade corresponde ao produto de coordenadas onde hé exatamente uma coordenada
negativa a mais do que o termo associado a transposicao. Isso completa o item

(2.1).

O item (3.1) segue da prova do Teorema 8.1 e da defini¢ao de €. O

A Proposicao 8.4 garante que o processo tenha um inicio e que a duragao
do processo é nao nula. Agora, podemos estender as solugoes do PVI (8.4) para
todo x € [0, x;] onde x; é o infimo de todos os = > 0 tal que pelo menos uma das

seguintes condigoes seja satisfeita.

(i1) (z,2(x), q(x)) ¢ .

(ii.1) Para algum 1 < 4 < d — 1, vale que o} (z) = 0, A;; é ndo vazio e
&0} (2)

o < 0, onde
Vi

' d*ak(x)

Ai,k = {S 2 1 A

7& O} € Vik = inf Ai,k-

Esse x; estd bem definido por que a condicao (i.1) tem que ser satisfeita em
tempo finito. Com efeito, em cada passo, pelo menos um vértice (vermelho) é
subtraido da soma de vértices de grau < d — 1. Como o nuimero total de vértices é
finito, alguma classe de vértices deve se anular. Isso se traduz em termos analiticos
da seguinte forma. A soma das varidveis z tem derivada negativa (menor do que
—1) e como cada z é menor do que a soma de todas elas, alguma curva z; .(z) deve
se anular em algum z < 1. Assim o PVI (8.4) estd bem definido em [0, 2] e 24

serd o final da fase 1.
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Se a condigao (i.1) é satisfeita em x4, a fase 1 é dita a fase final do processo.

Afirmamos que, se apenas a condicao (ii.1) é satisfeita em z, entdo o PVI
(8.4) satisfaz as hip6teses do Teorema 4.2 em ;. Com efeito, a Hipdtese de
limitagao vale com 3(n) := d* e y(n) = 0. A Hipétese de tendéncia vale para as
fungoes a direita das igualdades da equagao (8.4) porque é vélida para cada fj(zc)
(isso foi verificado no momento em que determinamos as expressoes das fungoes
f). Quanto a Hipdtese de Lipschitz, note que as fungoes fj(zc) sao Lipschitz em
1 devido a propria definicao desse conjunto. Resta verificar que as proporgoes
a sao todas Lipschitz nesse dominio. De fato, pela equagao (8.2), cada o é uma
fungao racional continua das fungoes f, onde o det M;(z(z)) ndo se anula, pois
estamos supondo que a condi¢ao (i.1) ndo ¢é satisfeita no intervalo fechado [0, z],
de forma que | det My (z(x))| > 7 para algum > 0 no intervalo fechado [0, z4].
Isso conclui a verificagdo da Hipétese de Lipschitz. O fato de a condigao (ii.1) ser
a unica restricao ativa no final da fase 1 implica que o determinante da matriz
M, (z(x)) (referente a fase 1) estd afastado de 0. Para que a fase 2 comece e se
mantenha pelo menos em um pequeno intervalo, é necessario que, no inicio da
fase 2, o determinante da matriz (referente a fase 2) esteja afastado de 0. Para
demonstrar isso, nao basta apenas dizer que o determinante esta afastado de 0 ao
final da fase 1, pois a matriz na fase 2 mudou para Ms(z(x)), logo ainda temos

que argumentar que esse determinante esta afastado de 0 de alguma forma.

Como mencionamos antes, estamos supondo que (7i.1) deve ser satisfeita em

x1. Neste caso afirmamos o seguinte.

Proposigao 8.5. Se apenas a condicao (ii.1) é satisfeita em xy, entdo af(zy) =0

e a}(z1) > 0 para todo i =2,3,...,d— 1.
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Demonstragao. De fato, nenhuma das proporgoes a é negativa em [0, x;] pela
definicao de x;. Além disso, se para algum i = 2,3,...,d — 1 for verdade que

a}(z) = 0 em algum ponto de [0, 2], serd necessario que

i—1 d—1
(Z ai(z)fé?(z(x))) ot (@) fl (2(x) + (Z ai(@fﬁ,’z)(z(x))) >0,
k=1

k=i+1
pois o termo central é nulo e o que sobra é uma combinacao convexa de quantidades
estritamente positivas. Mas isso contradiz o fato de que essas proporc¢oes a sao

uma solucdo da equagao matricial (8.1), o que deveria satisfazer que

(i ai(ﬂﬁ)ff,’i’(Z(fU))) k()i (=) + <2 ai(m)ff,’?@(m))) —0,

k=i+1

[]

A Proposicao 8.5 permite que saibamos que ol (1) é o tinico @ nulo quando

houver a possibilidade de uma segunda fase.

O problema de valor inicial associado a fase k > 2 é o seguinte.

Bt - Dot @) f{(=(x),
dq(x) B d—1 . ) (8.10)
) = Y ot o)

q(0) = ¢"1 2.0(0) =200 (o) €1,

onde "' e 73;“

! sdo iguais aos q(z_1) e 2;.(z_1) da fase k — 1, respectivamente.
Note que fizemos uma translacao na variavel tempo x de forma que as condig¢oes
iniciais da fase 2 fiquem na origem z = 0 (ao invés do ponto = = x4_1). Isso
serd feito para as demais fases e serve para que cada fase esteja no formato do
Teorema 4.2. Isso nao afeta o desempenho final porque as fungoes f nao dependem

diretamente de x, mas sim dos valores das varidveis z. O dominio ) pode ser

redefinido para outro valor de v > 0 se necessario.
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As hipéteses que garantem uma duragao minima para a fase k e as condigoes
de término desta sao andlogos as da fase 1. A diferenca estd na forma como
as hipdteses de inicio sao verificadas, pois dependem da situagao na qual a fase
anterior terminou. Para que se inicie a fase k > 2 ¢é suficiente que exista v > 0 tal

que

(1.k) | det M (2(0))| > ~.
(2.k) |a¥(0)| > v para todo k <i <d—1.

(3.k) (0, 2(0), q(0)) € Q.

O PVI (8.10) se estende para todo = € [0, ;] onde zj é o infimo de todos os

x > 0 tal que pelo menos uma das seguintes condigoes seja satisfeita.

(Zk) (x,z(x),q(x)) ¢ QMk

de ol (v)

dxVk:k <0

(ii.k) af(z) =0, A é nao vazio e

Note que o item (ii.k) foi simplificado em rela¢do a (ii.1), pois, da Pro-
posicdo 8.6 a seguir, para que algum outro a se anule antes de a3(x), é preciso que
det My(z(x)) = 0 o que ativaria o item (i.1).

Proposicao 8.6. Se, em x4, (ii.k — 1) € satisfeita e (i.k — 1) ndo € satisfeita,

entdo af~1(z1) =0 e af ' (z1) > 0 para todo i = k,3,...,d — 1.

Isso prova que as mudancas de fase ocorrem precisamente na sequéncia: fase

1, fase 2, fase 3 ...

Se apenas a condigao (ii.k — 1) for satisfeita em x;_;, entdo podemos consi-

derar o inicio da fase k. Para determinar se a fase k tem duracao nao nula nao é
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necessério verificar todas as condigdes de inicio, s6 precisamos verificar (1.k). Os

itens (2.k) e (3.k) serdo consequéncia. A proposigao que garante isso segue abaixo.

Proposicao 8.7. Se (i.k — 1) ndo € satisfeita, e (iii.k — 1) e (1.k) sao satisfeitos,
entao os itens (2.k) e (3.k) sdo satisfeitos. Portanto existe uma fase k com duragdo

nao nula e xj pode ser definido.

Demonstra¢ao. Como a condigao (i.k — 1) nao foi satisfeita no final da fase k — 1,

entao (0, 2(0),¢(0)) € €y, fornecendo o item (3.k).
Para provar que (2.k) é verdadeiro, relembre que o vetor

(= (@), (o™ (@rmn), - - gy ()

¢ solugao da equagao matricial (8.1) na versdo para k — 1 no ponto z(z) = z(xx_1).

Como af~1(zy_1) = 0 o vetor

(af M(@pe1), oy (Toa), - o ol (w))

também é solugao da equacao (8.1) mas desta vez na versao para k e no mesmo
ponto z(z) = z(xk_1) (pois, da versdao k—1 para k, tudo o que se faz é excluir a pri-
meira coluna e a segunda linha). Agora, como estamos supondo (1.k) verdadeiro,

essa solucao deve ser tinica, de forma que

af(0) = (1), i=k3,...,d—1.

)

onde as limitagoes 0 < af(zx_1) < 1 seguem da Proposicao 8.6. Isso prova (2.k).

]

Até aqui, vimos que a fase 1 é a fase inicial e sempre existe por causa das
propriedades das saidas da etapa de pré-processamento. Também vimos que, para
que exista uma fase k > 2, é suficiente que exista a fase k — 1 e que as seguintes

condigoes sejam satisfeitas:
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(a) det My(z(xk_1)) # 0, isto é, (1, k) é satisfeita,;

(b) (vg—1,2(Tk-1),q(xk-1)) € Qur,_,, isto é, (i.k — 1) ndo é satisfeita;

A dltima fase r serd definida como o menor r tal que (i.r) for satisfeita ou (1.r+1)

nao for satisfeita.

A concentracao obtida dessa simulacgao para esse x, final se deve, como
ja mencionado antes, a estabilidade das fungoes do nosso PVI com relagao as
condicgoes iniciais. Essa estabilidade é garantida pela Condicao de Lipschitz em

cada dominio €2y, .

Note que o tamanho do conjunto dominante construido no final do processo
é igual a soma das duracoes das fases x1, xs,...,x, com o tamanho do conjunto
de vértices nao dominados no final da fase r, 1 — ¢(z,). Isso conclui a prova do

Teorema 3.11.

Testes computacionais sugerem que a ultima fase que pode ser iniciada é a
fase d — 2. Em todos os testes a condicao que encerrou a ultima fase foi que a
quantidade de vértices do tipo que estava sendo consumido, os vértices vermelhos
de grau d — 2, se anulou antes que 4”2 ou det My_5(z(z)) se anulassem, o que

caracterizou a ativagao da condicao (i.d — 2).

Simulagoes numéricas foram incluidas no apéndice para 3 < d < 6 e os casos

d =3 e d=>5 estao comentados.

8.6 Prova do Teorema 3.12

Resta interpretar o Algoritmo 8(c) como um algoritmo local de dele¢do. Este

algoritmo tem duas cores transientes, azul e vermelho, e duas cores de saida, verde

126



e amarelo. O algoritmo tem como entrada um grafo colorido pela etapa de pré-
processamento ou pela fase anterior, obedecendo a seguinte coloracao. Vértices 2-
dominados ou do conjunto 2-dominantes tém a cor verde. Vértices que tém todos
os vizinhos 2-dominados com no maximo um vizinho no conjunto 2-dominante
recebem a cor amarela. Vertices que nao se enquadram nos critérios das cores verde
e amarela recebem cor azul se nao téem nenhum vizinho no conjunto 2-dominante e
recebem a cor vermelha se tém um vizinho no conjunto 2-dominante. Se estamos
processando a fase k, a regra de selecao escolhe um vértice vermelho v; seguindo as
probabilidades e procedimentos descritos nas linhas 5, 6 e 7 do Algoritmo 8(c), o
que claramente atende os requisitos da regra de selecao. A regra de exploracao local
opera da seguinte forma. O algoritmo identifica todas as adjacéncias dos vizinhos
de v;. No primeiro caso, v; possui vizinho azul. Neste caso, o algoritmo revela
um vizinho azul u; dentre os vizinhos azuis de menor grau e identifica todas as
adjacéncias de u;. Depois, revela todos os vértices correspondentes as adjacéncias
de u; que foram identificadas com a cor vermelha e identifica todas as adjacéncias
desses vértices. No segundo caso, quando v; nao tem vizinho azul. Neste caso,
o algoritmo revela todos os vizinhos de v; e identifica todas as adjacéncias dos
vértices revelados, o que encerra a regra de exploragao local de raio r = 2. A
funcao de recoloracao atribui cor verde para todos os vértices revelados pela regra
de exploracao local. Se v; tém um vizinho azul revelado, esse vértice, que precisa
ser o vértice u; da regra de exploracao local recém aplicada, tem seus vizinhos
identificados com a cor azul e grau menor do que d — 1 alteradas para vermelho.
Para os vértices que foram identificados com grau d — 1 mas nao revelados pela
regra de exploracao local, a fun¢ao de recoloracao os revela e atribui cor amarela.
Isso encerra nossa interpretagao. O Teorema 3.12 segue ap6s d — 2 aplicagoes do

Teorema 5.8 ao nosso algoritmo.
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9 CONCLUSAO

Neste trabalho, usamos o Método das Equagoes Diferenciais para analisar o
desempenho de algoritmos locais que produzem conjuntos dominantes especificos
em grafos aleatorios d-regulares. Estudamos os parametros de dominancia total e
2-dominancia, que ainda nao haviam sido explorados com esse método, e o desem-
penho obtido pela andlise dos algoritmos forneceu cotas superiores probabilisticas
para esses parametros que sao consideravelmente melhores do que aquelas que
estavam disponiveis na literatura até entao, que foram enunciadas para todos os

grafos ou para grafos que satisfazem uma certa propriedade.

Além disso, uma revisao da teoria desenvolvida em Hoppen e Wormald [36]
permitiu traduzir as cotas obtidas nesse contexto probabilistico para cotas deter-
ministicas validas para todos os grafos d-regulares com cintura suficientemente
grande. Assim, enunciamos dois teoremas para cada resultado obtido, um para

grafos com cintura suficientemente grande e outro para grafos aleatérios.

Como uma complementacao de nossos resultados, provamos na Secao 3.4.1
uma desigualdade entre cotas para os dois tipos de resultado. Essa desigualdade é
importante porque garante que qualquer cota superior para um resultado na versao
para a cintura grande também é cota superior para o respectivo resultado na versao
para grafos aleatdrios, independentemente da origem da cota. No entanto, cabe
destacar que a teoria de Hoppen e Wormald s6 garante que a cota superior de
um resultado na versao para grafos aleatérios seja também cota superior para um
resultado na versao para cintura grande se a cota foi obtida pela analise de um

algoritmo local, como feito em nosso trabalho.
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No caso da dominancia total, os dois resultados mencionados sao os Teore-
mas 3.7 e 3.8, demonstrados no Capitulo 5, que correspondem, respectivamente, a
versao para grafos aleatorios e a versao para a cintura grande. Resultados parciais
desta pesquisa foram apresentados na conferéncia da Society for Industrial and
Applied Mathematics (STAM) [35] e os resultados completos foram apresentados
no X Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LA-
GOS 2019). Esté previsto que o resumo expandido seja publicado em uma edigao
especial da revista Electronic Notes in Theoretical Computer Science. Os resulta-
dos foram disponibilizados via Internet (Veja [34]). Em breve, também esperamos

submeter a versao completa a publicagao.

O parametro de 2-dominacao contou com resultados derivados de dois algo-
ritmos distintos, onde cada um destes algoritmos gerou dois teoremas, um para
grafos aleatérios e outro para grafos com cintura grande. Os Teoremas 3.9 e 3.10
correspondem, respectivamente, as versoes para grafos aleatérios e para grafos com
cintura grande do primeiro algoritmo e foram provados no Capitulo 6. O algoritmo
que gerou estes resultados é bem simples e permitiu que as cotas destes teoremas

sejam dadas como uma funcao algébrica explicita que depende apenas de d.

Com relacao ao segundo algoritmo, os Teoremas 3.11 e 3.12 representam,
respectivamente as versoes para grafos aleatorios e para grafos com cintura grande
e foram provados no Capitulo 8. O algoritmo que gerou essas cotas é mais elabo-
rado, usa prioridades e tem cotas melhores do que as obtidas no primeiro algoritmo.
Neste caso, as cotas nao puderam ser obtidas explicitamente e dependem de im-
plementacgoes computacionais para obter aproximacoes de seus valores. Algumas
dessas aproximacgoes foram apresentadas na Tabela 3.4. Pretendemos enviar os

resultados do Capitulo 6 e 8 para publicacao em um periédico. Os resultados do
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Capitulo 6 também foram mencionados na conferéncia da Society for Industrial

and Applied Mathematics [35].

Acreditamos que as técnicas estudadas nesse trabalho permitem abordar uma
grande variedade de problemas em Teoria dos Grafos e em processos aleatorios em
geral. Essas técnicas permitem encontrar cotas probabilisticas que geralmente sao
bem melhores do que as cotas gerais obtidas com o mesmo algoritmo. Isso ocorre
porque as cotas gerais se baseiam no pior caso possivel de aplicacao do algoritmo,
enquanto que o método das equagoes diferenciais se baseia nos valor médio das

quantidades que o algoritmo retorna.

No caso dos parametros estudados nesse trabalho, nao encontramos, na li-
teratura, cotas inferiores para quantidades como v(d) e v/(d,00) além das cotas
inferiores triviais das equagoes (3.1) e (3.3). Potencialmente, algoritmos mais
complicados poderiam melhorar as cotas que obtivemos, no entanto nao se deve
esperar que as melhores cotas possiveis (isto é, determinar o valor de quantidades
como 7(d) e v{(d,00), definidas na Segdao 3.4.1) possam ser encontradas dessa
forma. Conforme ja mencionamos, ha trabalhos recentes, como o de Gamarnik e
Sudan [25], onde se prova que, se d é suficientemente grande, os algoritmos locais
nao sao capazes de fornecer a melhor cota para conjuntos independentes maximos,
0 que sugere que o mesmo seja valido para para valores de d pequenos e para
outros parametros da teoria dos grafos. Além disso, Bayati, Gamarnik e Tetali
[5] provaram que, no caso de conjuntos independentes para grafos d-regulares, a
proporc¢ao de vértices em um conjunto independente maximo ¢ assintoticamente
quase certamente igual a uma constante ay. Se um resultado semelhante valesse
para parametros de dominancia, terfamos que v(d) seria a.q.c. a proporcao de

vértices em um conjunto totalmente dominante minimo.
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E importante mencionar que ha varios parametros da teoria dos grafos que
ainda nao foram estudados com as técnicas abordadas aqui, por exemplo, as nogoes
de k-dominancia e de k-dominancia total. Nao ¢ dificil estender os algoritmos da 2-
dominancia tratados aqui para versoes de k-dominancia para k > 2, simplesmente
pela adicao de mais cores ou mais fases. As técnicas estudadas aqui certamente
se aplicariam a essa situacao, e os resultados dependem do estudo de solugoes de
um sistema de equacgoes diferenciais especifico. No futuro, podemos trabalhar com
outros parametros da Teoria dos Grafos para grafos d-regulares, além daqueles

voltados para dominancia.

Vale também ressaltar que o Método das Equacoes Diferenciais foi usado
em muitos contextos, como o da resiliéncia ao contagio de redes financeiras por
Amini, Cont e Minca [3] ou mesmo no trabalho Griffiths e Morris [43] que néo trata
especificamente de grafos d-regulares como o nosso. Além disso, esse método ja
recebeu aprimoramentos voltados para a questao deterministica, como o Trabalho
de Wormald e Hoppen [36]. Ele é capaz de estudar processos aleatérios em grafos
em geral de maneira eficiente e tem se mostrado uma ferramenta muito tutil e
promissora. Acreditamos que esse estudo permita abordar problemas de outra

natureza no futuro.

131



Referéncias Bibliograficas

N. Alon e J. Spencer, The Probabilistic Method, Wiley Series in Discrete
Mathematics and Optimization, Wiley, 2011.

H. Amini, Bootstrap percolation and diffusion in random graphs with
given vertex degrees, Electronic Journal of Combinatorics, 17(1):25 pp,

2010.

H. Amini, R. Cont e A. Minca, Resilience to contagion in financial

networks, Mathematical Finance, 26(2):329-365, 2016.

D. Archdeacon, J. Ellis-Monaghan, D. Fischer, D. Froncek, P. C. B.
Lam, S. Seager, B. Wei e R. Yuster, Some remarks on domination. J.

Graph Theory, 46:207-210, 2004.

M. Bayati, D. Gamarnik e P. Tetali, Combinatorial approach to the
interpolation method and scaling limits in sparse random graphs, The

Annals of Probability, 41(6):4080-4115, 2013.

E. A. Bender e E. R. Canfield, The asymptotic number of non-negative
integer matrices with given row and column sums, Journal of Combi-

natorial Theory, Series A, 24:296-307, 1978.

A. Backhausz e B. Szegedy, On large-girth regular graphs and random
processes on trees, Random Structures and Algorithms, 53(3):389-416,
2018.

S. Bermudo, J. C. Hernandez-Goémez e J. M. Sigarreta, On the total
k-domination in graphs, Discussiones Mathematicae Graph Theory,

38(1):301-317, 2018.

132



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

T. Bohman e P. Keevash, Dynamic concentration of the triangle-free
process. The Seventh Furopean Conference on Combinatorics, Graph

Theory and Applications, Edizioni della Normale, Pisa, 489-495, 2013.

B. Bollobas, A probabilistic proof of an asymptotic formula for the
number of labelled regular graphs, Furopean Journal of Combinatorics,

1:311-316, 1980.
B. Bollobas, Random Graphs, Academic Press, London, 1985.

B. Bollobas e E. J. Cockayne, Graph-theoretic parameters concerning
domination, independence, and irredundance. Journal of Graph The-

ory, 3:241-249, 1979.

G. Brightwell, S. Janson e M. Luczak, The greedy independent set in a
random graph with given degrees. Random Structures and Algorithms,

51(4):565-586, 2017.

C. Bujtas e S. Jaskd, Bounds on the 2-domination number. Discrete

Applied Mathematics, 242:4-15, 2018.

Y. Caro e Y. Roditty, A note on the k-domination number of a
graph. International Journal of Mathematics and Mathematical Sci-

ences, 13:205-206, 1990.

W. Chen, D. Gamarnik, D. Panchenko e M. Rahman, Suboptimality
of local algorithms for a class of max-cut problems, The Annals of

Probability, 47(3):1587-1618, 2019.

E. J. Cockayne, R. Dawes e S. T. Hedetniemi, Total domination in
graphs, Networks, 10(3):211-219, 1980.

133



[18]

[19]

[20]

[24]

[25]

J. Diaz, M. Serna e N. C. Wormald, Computation of the bisection
width for random d-regular graphs, Lecture Notes in Computer Sci-

ence, LATIN 200/4: Theoretical informatics, 49-58, 2004.

N. A. Cook, Discrepancy properties for random regular digraphs, Ran-
dom Structures and Algorithms, 50:23-58, 2016.

M. Dorfling e M. A. Henning, Transversals in 5-uniform hypergraphs
and total domination in graphs with minimum degree five, Quaestiones

Mathematicae, 38(2):155-180, 2015.

W. Duckworth e B. Mans, Randomized greedy algorithms for finding
small k-dominating sets of random regular graphs, Random Structures

and Algorithms, 27(3):401-412, 2005.

W. Duckworth e N. C. Wormald, On the independent domination num-
ber of random regular graphs, Combinatorics, Probability and Compu-

ting, 15:513-522, 2006.

P. Erdés, Graph theory and probability, Canadian Journal of Mathe-
matics 11:34-38, 1959.

P. Erdés e A. Rényi, On Random Graphs 1., Publicationes Mathema-
ticae, 6:290-297, 1959.

D. Gamarnik e M. Sudan, Limits of local algorithms over sparse ran-
dom graphs, Proceedings of the 5th Conference on Innovations in The-

oretical Computer Science, ACM, 369-376, 2014.

H. Grotzsch, Ein dreifarbensatz fiir dreikreisfreie netze auf der kugel,
Wiss. Z. Martin-Luther-Uniw. Halle- Wittenberg Math.-Natur. Reihe,
8:109-120, 1959.

134



28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

A. Hansberg e L. Volkmann, Upper bounds on the k-domination num-
ber and the k-Roman domination number, Discrete Applied Mathema-

tics, 157:1634-1639, 2009.

T. Haynes, S. T. Hedetniemi e P. Slater, Fundamentals of domination

in graphs. CRC Press, 1998.

S. T. Hedetniemi e R. C. Laskar, Bibliography on domination in graphs
and some basic definitions of domination parameters, Annals of Dis-

crete Mathematics, 48: 257-277, 1991.

M. A. Henning, Graphs with large total domination number. Journal

of Graph Theory 35(1):21-45, 2000.
M. A. Henning e A. Yeo. Total domination in graphs. Springer, 2013.

M. A. Henning e A. Yeo. Total domination in graphs with given girth,
Graphs and Combinatorics | 24(4):333-348, 2008.

C. Hoppen, Properties of graphs with large girth, Doctoral thesis, Uni-
versity of Waterloo, 2008.

C. Hoppen e G. Mansan, Total Domination in Regular Graphs, e-print
arX1w:1812.03560, 2018.

C. Hoppen e G. Mansan, Domination in Random Regular Graphs and
in Graphs with Large Girth, Proceedings of the SIAM Conference on
Discrete Mathematics 2018 (DM18), p. 14, 2018.

C. Hoppen e N. C. Wormald, Local algorithms, regular graphs of large
girth, and random regular graphs. Combinatorica, 38(3):619-664, 2018.

135



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

C. Hoppen e N. Wormald, Properties of regular graphs with large
girth via local algorithms, Journal of Combinatorial Theory, Series

B, 121:367-397, 2016.

S. Janson, T. Luczak e A. Rucinski. Random Graphs, Wiley Series in
Discrete Mathematics and Optimization, Wiley, 2011.

R. M. Karp, Reducibility among combinatorial problems, Complezity
of computer computations, 85-103, Springer, 1972.

J. H. Kim, The Ramsey number R(3,t) has order of magnitude
t?/log(t), Random Structures and Algorithms, 7(3):173-207, 1995.

E. L. Lima, Andlise real, IMPA, 2004.

J. Pfaff, R. C. Laskar e S. T. Hedetniemi. NP-completeness of total and
connected domination and irredundance for bipartite graphs. Technical

Report 428, Dept. Math. Sciences, Clemson University, 1983.

G. Fiz Pontiveros, S. Griffiths e R. Morris, The triangle-free process
and the Ramsey number R(3, k), e-print arXiv:1302.6279, 2013.

M. Rahman e B. Virag, Local algorithms for independent sets are half-
optimal, Annals of Probability, 45(3):1543-1577, 2017.

R. W. Robinson e N. C. Wormald, Almost all regular graphs are Ha-
miltonian, Random Structures and Algorithms, 5(2):363-374, 1994.

A. Rucinski, N. C. Wormald, Random graph processes with degree
restrictions, Combinatorics, Probability and Computing, 1(2):169-180,
1992.

136



[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

L. Shi e N. C. Wormald, Colouring random 4-regular graphs, Combi-
natorics, Probability and Computing 16(2):309-344, 2007.

A. Shiryaev and S. Wilson, Probability, Graduate Texts in Mathema-
tics, Springer, New York, 2013.

L. Sun, An upper bound for the total domination number, J. Beijing

Inst. Tech, 4:111-114, 1995.

S. Thomassé e A. Yeo, Total domination of graphs and small transver-

sals of hypergraphs, Combinatorica, 27:473-487, 2007.

N. C. Wormald, Analysis of greedy algorithms on graphs with bounded
degrees, Discrete Mathematics, 273(1-3):235-260, 2003.

N. C. Wormald, Models of random reqular graphs. London Mathema-
tical Society Lecture Note Series, 267:239-298, 1999.

N. C. Wormald. Some Problems in the Enumeration of Labelled Graphs,
Doctoral thesis, Newcastle University, 1978.

N. C. Wormald, The asymptotic distribution of short cycles in random
regular graphs, Journal of Combinatorial Theory, Series B, 31:168-182,
1981.

N. C. Wormald, The diferential equation method for random graph
processes and greedy algorithms. Lectures on approximation and ran-

domized algorithms, 73-155, 1999.

137



Apéndice A EXPERIMENTOS
COMPUTACIONAIS

Conforme mencionamos, o problema de valor inicial associado ao Algoritmo
8(c), cuja andlise gerou os Teoremas 3.11 e 3.12, nao foi resolvido analiticamente,
mas aproximacoes para suas solugoes foram obtidas computacionalmente e fornece-
ram a Tabela 3.4. Nossos dados foram obtidos pela aplicacao do método de Euler.
Métodos de aproximagao mais elaborados e precisos para solugoes de equacgoes
diferenciais nao foram necessarios devido ao fato das fungoes f terem constantes
de Lipschitz baixas, o que facilita a convergéncia. Por completude, incluiremos a
seguir as linhas de comando, que foram executadas no programa Maple na versao
2015.1. Além disso, para o algoritmo com prioridades, apresentaremos experimen-
tos computacionais que levaram aos valores aproximados obtidos nas tabelas que

apresentemos no texto.

:1 with (LinearAlgebra) :
| > with(linalg) :
> delta:=proc{i,j);

if i=j then 1;

elsa 0;
end if;
end:

> deltam:=proc(i,j):
if i<j then 0;

else 1;
end if;
end:

> Bin:=proc(d) local Q.,i,k;
Qi=Array(l..d+1,1..4d+1,0);
for k from 0 to 4 do
for i from 0 to d-k do
Qi+l ,k+1] :=binomial (d-k,1i) ;
end do;
end do;

[+

end:
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-:- Drop:=proc(d,M) local drop,j.i,r;
drop:=Array(l..d,1..d4+4,0);
for § from 0 to d do
drop[l,j+2] :=drop[l,J+1]+M[d-3+2,1]*5;
drop[l,d+3] i=drop[l,d+3]+M[d-j+2,2]*3;
end de;
drop[l,d+4] :=drop[l,d+3]+drop[l,d+2];
for ¥ from 1 to d+4d do
for i from 2 to d do
drop[i,r] :=drep[i-1,r]*drop[l,r];
end do
end de;
drop;
and:
> Dife:=proc(d,j,t,M,Dr) local gq;
qi={(d-3+1) *M[3+1, £] - (d-3) *M[§+2,¢]) /Dr[1,d+4];
gnd:
> Difejt:=proc(d,M,Dr) local Q,j,m, t;
Q:=Array(l..d+1,1..2,0);
for t from 1 to 2 do
for § from 0 to d do
Q[j+1,t]:=Dife(d.j, t,M,Dx)
end do;
end de;
Q:
and:
> Bux:=proc(d,M} lecal g,m;
+=0;
?ur m from 0 to d-2 do
g:=q+ (d-m) * (d-m-1) *M[m+2, 2] ;
end do;
q;
and:
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> Auxl:=procid,q,t,M,Dr difejt,au) local gq;
gq:={(d-j+1)*M[j+1,1] *delta(t,2) - (d-j) *M[j+2 , t] +auv*difejt[j+1,t])
/Dr[l1,d4+4];
q;
end:

> Auxlijt:=proc(d,M,Dr,difejt,au) local Q,j,m, t;
Qi=Array(l..d+1,1..2,0);
for £ from 1 to 2 do
for § from 0 to d do
Q[3+1,t] :=huxlid,j, t,M,Dr, difejt, an)
end do;
end de;
Qi
and:

> Bux?:=proc(d,j,t,i,k,Dr,difejt, auxljt , M) leocal n,q;

t=0:

?ur n frem 0 to d-1 do
q:=g+({Dr[i,d+2-n]-Dr[i,d+l-n]) *(-delta{j,n}*delta(t 1)+ {d-n-1)*
auxljt[j+1, ]+ (d-k-1i)*{(d-j+1) *M[3+1,t] - (d-F) *M[4+2,t]) /Dx[1,d+3]
*delta(t,2)+{i-1)*{{d-§+1)*M[j+1,¢]-(d-§)*M[j+2,¢])/({Dx[1l,d+2-n])
*delta(t,l)*deltam(j-1 ,n)+{i-1)* (- (d-j)*M[§+2 t])/ (Dx[1l,d+2-n])*
delta(t,1)*delta{j,n));
end do;
q;
end:

» hux3:=proc(d,j,t,k,Dr difejt,auxljt,Bin M) local i,q;
if k<d-1 then
qi=hux?(d,j,t,d-k,k,Dr , difejt, auxljt M) ;
for i from 1 to d-k-1 do;
gqi=g+Bin[i+l,k+1]*Dr[d-k-i,d+3]*Aux2(d,j,t,i,k,Dr difejt,auxlit,
M

end do;
else g:=Bin[1+1 k+l]*Aux2({d,j,t,1,k,Dr difejt, auxljt M),
end if;
qi
end:
> Fix:=proc(d,j,t M, k,Dr difejt, au) local gq;
if k<d-1 then
q:=Dr[d-k-1,d+3]*({d-k)*au*rdifejt[j+l,t]-delta(t,2)*({d-k}*(d-j)}*M
[3+2.2]})
else
gq:={d-k) *aurdifejt[j+l,t]-delta(t, 2) * (d-k) *(d-j) *M[j+2,2];
end if;
q;
end:
> fr=proci(d,j,t , M, k,Dr difejt,au,auxljt,Bin) local g;
gqi=—delta(j, k) *delta(t,2)+(Aux3(d,j,t,k,Dr , difejt, auxlijt,Bin M)+
Fix{d,j,t,M k,Dr, difejt,au) ) /Drd-k,d+4];
end:
> Auxqg?:=proc(d,i,Dr} loecal gq,n;
:=0;
?nr n frem 0 to d-1 do
q:=g+(Dr[i, d+2-n]-Dr[i,d+l-n]) *{2+(({d-n-1)*Dr[1,d+3])/Dc[1,d+4]);
end do;
q;
end:
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Auxg3:=proc(d,k,Dr,Bin) local gq,i;

if k<d-1 then

g:=Ruxqg2 (d,d-k,Dr} ;

for i from 1 to d-k-1 do;

gr=g+Bin[i+1 k+1]*Dr[d-k-i,d+3] *AuxgZ (d,i,Dr)
end do;

else q:=Bin[1+1, k+l]*Auxg2(d,1,Dr);

end if;

q;

end:

Fixg:=proc(d,k,Dr) local g;
gq:=Dr[d-k,d+3] * {d-k+1) ;

q:

end :

fgq:=proc(d,k,Dr,Bin) leoccal g;

g:={Auxg3 (d, k,Dr,Bin)+Fixg(d, k,Dr} ) /Drd-k,d+4];
End:

eule:=proc(d, h,M, x0, k,quant) local C,R,j,1i,x,di,au,aul,B,q,mE,
fimk, kk,£j2k,b,alpha,Bkk,gjm,gg; global A;
3#:=2x0;

q:=gquant;

C:=M;

fimk :=Array(l..d+1,1..2,1..d-1,0);
£32k:=Matrix(1..d-k,1..d-k,1);
b:=Matrix(1..d-k,1,0);b[1,1]:=1;alpha:=Matrix(1..d-k,1,1);

while alpha[1l,1]>=0.000001 and C[k+2,2]>=0 do
E:=evalf (C) ;

R:=Drop(d,E) ;

au:=Aux(d,E) ;

di:=Difejt(d,E,R):

aul :=Auxljt(d,E,R,di au);

B:=Bin(d) ;

for kk from 1 to d-1 do

for m from 1 to 2 do

for j from 0 to d do

fimk[j+1,m, kk] :=evalf (f(d,j,m,E, kk,R,di, au,aul ,B)) ;
end do;

end do;

end de;

for kk from 1 to d-k do

for j from 2 to d-k do

£32k([j, kk] :=fimk[j+k,2 kkt+k-1];
end do;

end de;

alpha:=MatrixInverse (£52k) .b;
gjm:=Array(l..d+1,1..2,0});

for j from 1 to d+1 do

for m from 1 to 2 do

for kk from 1 to d-k de

gjm[j,m] :=gjm[j,m] +talpha[kk,1] *fjmk[j,m, kk+k-1]
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end do
end do;
and do;

gg:=0;

for kk from 1 to d-k do
gg:=gqtalphafkk,1]*£q(d, kk+k-1,R,B);
end do;

for m from 1 to 2 do

for j from 0 to d do
C[j+2,m] :=C[j+2 ,m] +h*gjm[j+1 ,m] ;
end deo;

end do;

q:=q+h*gqg;

®:=x+h;

end do;

L:=E;

print (alpha,q,C,x,1-g+x) ;
and:

» fp:=procid,p) local Q,3:
Q:=Array(l..d+2,1..2,0);
Q[0+2,1] :=(1-p) *binomial (d,0) *(1-p)* (d) *(1-(1-p) " (d-1) -binomial
(d-1,1)*p*{1l-p)*(d-2) )~ (0)*{{1l-p)* (d-1) +binomial {d4-1,1) *p*{1l-p}*
(d-2) )" (d-0);
for j from 1 to d do
Q[j+2,2] :=(1-p) *binomial (d,1) *binomial {d-1,4-1)*p*{1-p)* (d-1)*(1-
(1-p)*(d-1)-binomial (d-1,1)*p* (1-p)*(d-2) )~ (3-1)*{(1-p) " (d-1)+
binomial (d-1,1) *p*{1-p)* (d-2}))*(d-J):
Q[j+2,1]:=({1-p) *binomial (d, 3} *{1-p)* (d) *({1-(1-p)* (d-1) -bincomial
(d-1,1)*p*(1-p)*(d-2) ) *{J) *{{1l-p}* (d-1)+Dbinomial (d-1,1)*p*{l-p}*

(d-2) )" {d-3) :

end do;

Q;
L end:
> A:=fp(3,0.001)

0 0 |
0.9960H{3 0080 0
A e | DLOOMIZERE012012 0002991003015 n

2988015000 10" 5982012012 107

0060059060 107" 2 901008007 10717

"> eule(3,0.0001,A,0,1,0);
0.699311925158584 |

[, 0.944739691533200, )
0.300688074841417 |
0 0
0.000886296161521942 0.

.0057961 B70 1040607 —0ﬂﬂﬂﬂ4??3305ﬁ?5&3ﬂﬁ55Iﬂ4259|9437;5ﬂ3ﬂ34ﬁﬁ3uu

01633027451 14965 5.98201201196886 107
0.0139669961617109 GOT73274R5R8087237
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A rotina (2) acima é a saida do comando eule(3,0.0001, A, 0, 1,0), que im-
plementa o Método de Euler na fase 1 do caso d = 3 com passo de Euler igual
a 0,0001. Isso significa que cada passo da aproximacao de Euler corresponde a
n/1000 passos do algoritmo. A matriz A acima (Veja (1)) é a matriz inicial do
processo e informa os nimeros esperados de vértices vermelhos e azuis de cada
grau obtidos apds a etapa de pré-processamento com py = 0,001. O elemento da
linha i e coluna j é a aproximagao de z;42.(0), onde j = 1 significa c=a e j =2
significa ¢ = v. Nessa implementacao, z44(0) € 24,(0) contam de fato vértices
azuis e vermelhos de grau d, mas z_; 4, 2_1, € 2, sao sempre nulas em qualquer

mstante x.

Os dados de saida da rotina (2) acima podem ser interpretados da seguinte
forma. A primeira matriz, que é do tipo 2x 1, fornece as proporcoes o} (1) e ()
no final da fase 1. O segundo dado de saida, o ntimero 0,9447..., representa o
tamanho do conjunto dominado D(t) produzido até a linha 24 desse algoritmo, o
que significa que o tamanho aproximado desse conjunto é de 0,9447n. O quarto
dado de saida, o numero 0,4219, é a duracao do processo, o que significa que
o numero de iteragoes da primeira fase do algoritmo de delegao é de 0,4219n.
Como cada iteracao adiciona um vértice ao conjunto 2-dominante, esse também ¢é
o tamanho do conjunto 2-dominante produzido até a linha 24 do Algoritmo 8(c).
A matriz 5 X 2 da saida da rotina (2) é a matriz que indica o fim da fase 1. Essa
matriz representaria a proporgao dos vértices de cada tipo (como na matriz A) ap6s
4220 passos de Euler, mas verificamos que a condi¢ao de que as proporgoes sejam
positivas foi violada, o que significa que o passo foi interrompido anteriormente
(a matriz de saida é o primeiro passo em que isso ocorre). O elemento da linha
i e coluna j da matriz A apds o passo 4219 é a aproximacao de 242 (), onde
j = 1 significa ¢ = a e j = 2 significa ¢ = v. O quinto e tltimo dado acima, o

nimero 0,4771 ... representa a proporcao de vértices no conjunto Ds, produzido
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na linha 25 do Algoritmo 8(c). Para obter esse nimero, somamos as coordenadas
nao-nulas da matriz A no final da fase ao nimero 0,4219. Note que os dados
de saida indicam que a fase 1 é a fase final desse processo. Isso ocorre porque a
condicao que interrompeu a implementacao foi a coordenada negativa da matriz de
saida —0,000049..., que representa os vértices vermelhos de grau 1. Esses dados
indicam que todos os vértices vermelhos de grau 1 foram eliminados antes que
a coordenada oj(z;) da matriz coluna fosse anulada. Com relagao as condigoes
técnicas apresentadas no Capitulo 8, isso significa que a fase 1 foi encerrada porque

a condicao (i.1) foi violada.

Note também que, ao final dessa fase, sobram alguns vértices azuis de grau
menor do que d, cuja soma é aproximadamente 0,022. O que o passo da linha 25
faz é adicionar esses vértices ao conjunto 2 dominante, mas se a partir desse ponto,
o vértice da regra de selecao fosse azul em vez de vermelho, esses vértices poderiam
ainda ser processados melhorando a cota para o conjunto 2-dominante final em, no
méximo, 0,022n (na verdade, melhorias decorrentes disso seriam muito inferiores

a esse valor, e portanto nao a incluimos em nosso algoritmo).

Os dados a seguir s@o referentes as aplicagoes do Algoritmo 8(c) para d €

{4,5,6}. Discutiremos em mais detalhes o caso d = 5.

> A:=fp(4,0.001)
0 0
0.9949980579 0

GUHHMH 193205248 03983088152

5365860088 107" 3.583209686 10" G

1.072459785 107'%  1.074249484 107

8038110185 102 1.073536537 10°"°
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- 93 142622367731
G.963477635732836
G.0367155068R05319

0
1.412744668R897112
0.136543 1613157356

G0171732263409704
O HME42336253220145
(L HHH9192457377T7131

> A:=£p(5,0.001)

A= | 3.568858356 107"

> eule(4,0.0001,4,0,1,

L1 0
G0 3RRA 1097 0
OUMHM2ZOTTE00400 0004974030709

2138474168 10717
6406911276 102" 4281255219 1078
7.678093605 1077 6.413363029 10

0)

02676662781 14937,

0
0.

G 163RTRTIR0ITIT2

5 (01171, 084943372 | RRS063
3. 5R32096R590970 10

1.07424544599615 107
0.0000263767612403789

> eule(4,0.0001,A,0.1171,2,0.267666278114937)

0.777962553191819
0.222037446808181 | SRR
0. 0.
0.0000404450532755453 0.
0.000621544816632253  (.000684975701943058
0.00417257000135694  -0.0000342498952397106 [ 0~ D-426179835636610
0.0147002945968136  1.07425179134229 1077
0.0176616434190441 0.0123827120085460

1.192399333 107
1.071735658 1072
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> aule(5,0.0001,3,0,1,
-0.000549059610745513 |
0.976132801499297

0)

b AR (SR |, 1105391270 16849, {7
O.HH56T 138930515933
0 0
0.636132773227487 0.
1162308 17106048 12739103012 1084
GO0RI006067 6320675 1.19239933300012 107 |, 0.0491, 0.938560872083151
0.000300044640806550  1.07173565229991 102
0.00000533758350875295 4.28132229549851 10°'®
3.78460742568237 10°  4.55541968153976 10°F |
> eule(5,0.0001,A,0.0491,2,0.110539127916849)
-0.000854924301591824 |
o7 20059304 ] 7432 |I 4631352709 103340, (8}
(LO536539848841595 l
0. 0. |
0099971 8087467704 0.
L 130805682862426 . 11R465017358426
0.0713632028468575 00935182123627730 |, 0.1690, 0.705864720836651
0.0192127759766858  1.07173574053601 1077
0.00254050541961763  4.27702885489546 1078
001328544181 15760 O.MHHS3469 1836206670
.} eule (5,0.0001,A,0.1690,3,0.463135279163349)
0.815756562468409 |
T Tt ,, (.B55140853034347, ("
0. 0.
000000 ] 1484976206807 1 0.
HHHI3ATO2 1851332661 O HHI2TE90 1974040112
30444541 102413 0.000755435219607321 | 0.3411, 0.385959146965653

(0307250007 TRIR0T

(.0123083407422564
001 B0602580233153

- 0L 72R 701 16268

4.23886493842398 107
0.0096964395 1722304
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Asrotinas (7), (8) e (9) acima sao as saidas do comandos eule(5,0.0001, A, 0.0491, 1, 0),
eule(5,0.0001, A,0.1690, 1,0.110539127916849) e eule(5,0.0001, A, 0, 1,0.463135279163349),
que implementam o Método de Euler nas fases 1, 2 e 3, respectivamente, do caso
d = 5 com passo de Euler igual a 0,0001. A matriz A da saida (6) acima ¢ a matriz
inicial do processo para o caso em que d = 5 e suas coordenadas tém a mesma

descrigao ja feita para a matriz A da saida (1).

Quanto aos dados de saida da rotina (7) a interpretagdo é a seguinte. A

primeira matriz, que é do tipo 4 x 1, fornece as proporgoes aj (1), ad(z1), ad(x)

e aj(r;) que indicam o fim da fase 1. Essa matriz representaria as proporgoes a
apos 492 passos de Euler. Como uma das coordenadas é negativa, as condi¢oes
sao violadas e a fase é encerrada apods 491 passos. O segundo dado de saida, o
numero 0,1105.. ., indica que tamanho do conjunto dominado D(t) produzido até
o final da primeira fase tem tamanho aproximado de 0,1105n. O quarto dado de
saida, o numero 0,0491, é o instante no qual a fase 1 terminou, o que significa
que o numero de iteragoes da primeira fase do algoritmo de delecao é de 0,0491n.
Como cada iteracao adiciona um vértice ao conjunto 2-dominante, esse também
¢ o tamanho do conjunto 2-dominante produzido até o final dessa fase. A matriz
7 x 2 da saida da rotina (7) é a matriz de saida da fase 1 e suas coordenadas tém a
mesma descri¢do ja feita para o caso d = 3 em (2). O quinto e dltimo dado acima,
o numero 0,9385... representa a proporc¢ao de vértices que o conjunto conjunto
2-dominante teria se essa fosse a fase final do processo. Para obter esse nimero,
somamos as coordenadas nao-nulas da matriz A no final da fase 1 ao numero
0,0491. Note que os dados de saida (7) indicam que a fase 1 ndo ¢ a fase final do
caso d = 5. Isso ocorre porque a condicao que interrompeu a implementacao foi a
coordenada negativa —0,0005 ... relativa ao valor de aj(z1) da matriz coluna de
(7). A fase 2 tem como entrada a matriz A de saida da fase 1, que ocorre apds

491 passos de Euler. Os dados da saida da fase 2 sdo apresentados em (8) acima
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e tém descrigao andloga a feita para a saida (7). Note que a fase 2 também nao é
a fase final por motivo andlogo ao da fase 1. A fase 3 tem como entrada a matriz
A da saida da fase 2, que ocorre apds 1690 passos de Euler, e seus dados de saida
sao apresentados em (9). Neste caso, a fase 3 é a fase final porque a condigao que
interrompeu a implementacao dessa fase foi a coordenada negativa —0, 00004 . ..
que indica que todos os vértices vermelhos de grau 3 foram eliminados antes que

aj(z3) se anulasse. Isso significa que a condigao (i, 3) foi ativada.

Note também que, ao final dessa fase, sobra um total de aproximadamente
0,015 vértices azuis de grau menor do que d, o que permitiria que o algoritmo con-
tinuasse por um curto periodo caso a regra de selecao passasse a escolher vértices
azuis a partir deste deste momento. Como a melhoria seria ainda muito menor do

que esse valor optamos por nao incluir no nosso algoritmo.
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> A:=fp(6,0.001)

-(LH4623672R6649 706
0.981153M3061952

0.0 596456500744
OO 244TRG66 1461722

L
0.736141642204385
00961 884813111 116

0,005 1 6660982006329
0.000146998584137928
0.00000234069847262215
1.97891610984817 10
6.94142278658510 107"

5.898782617 107 2958254244 10
9.811759337 107" 5904746234 107 |
> eule(6,0.0001,A,0,1,0);

0 0

(9928015044 L0
(G HHHI5045924744 0005963792278

1.483526003 10°  2.975968010 107
1.974102258 10°" 5940103335 1072
1477633248 10°"° 5928294172 1077

21

0.0180026220415824 | 0.0606180114050757,

0
0.
O 107 206353360815

2.97596801000068 107
5.94010333611994 1072
5.92828914833428 1077
2.95651651388126 102
7.44395267978432 107!
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> eule (6,0.0001,A,0.0270,2,0.0606180114050757)
-0.000766527747917225

0.958527895521752
, 0.260397402760055, (12)
0.0396964666T85352
0.002542 16554763035
0. 0.
0.240113182404759 0.

(18967051093 19407 1570355993 885630
10626525028 146316 GO77418787021 1042
0.010840582932447%  5.94010315767633 1072 | SRS LR RTINS
0.00104328202740231  5.92776943526767 107"

0.0000532 101438439635 2.62104708665333 1077

0.00000112622418729755  7.59792166278540 10°7
> eule (6,0.0001,A,0.0945,3,0.260397402760955)

- (LHHE2442 89580055397
(19424474470072583 , 1363021092 150497, (13)
0.0577968419787627 |
i 0.
G.0217949536257503 0.

006040402108 13899 0.0421623567368111
G.0744236625207885 LO9E4109607423054

(.0484452226363953  0.0657852094012955 T LT LR Lab 0TI
0.0181971844784581  5.92750805569573 1077

0.00351085455642238  3.29787079162472 102
O.27R927RERIGTTAE (0I35085431951345
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> eule (6,0.0001,A,0.1799,4,0.565021092150497)
(LB35242123340582 L

F

0.96051 1870084885, (14)
0. 1647578766059418 |

0. 0.
2.46851858016573 10° {13
0.00000126780588727831  R.03524386655000 107
GHHH2TR396T69] 28566 OLWHHI3R4589548425806
O HHI320933063 1 26607 G085 04337503585
0.0239248B00036052 -0 HNM2R23027665 10071

L 03141, 0.353588129015115

GLOI05238 153880462 -2.46502309749037 107"
D.O1745665T9754198 0.007955301512881 82
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