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Prof. Dr. Carlos Hoppen
Orientador

Porto Alegre, junho de 2019.



CIP - CATALOGAÇÃO NA PUBLICAÇÃO
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RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo de cotas superiores para parâmetros de

dominância em grafos d-regulares. Nossos resultados foram obtidos por meio da

aplicação de um método conhecido e versátil proposto por Wormald que envolve

equações diferenciais e aleatoriedade em grafos. Estão envolvidas as áreas de Com-

binatória, Probabilidade e Análise.

Um grafo G é dito d-regular se todo vértice tem grau d. Em um grafo G,

um conjunto DT ⊆ V (G) é dito totalmente dominante se todo vértice de G possui

um vizinho em DT . Um conjunto Dk ⊆ V (G) é dito k-dominante se todo vértice

de G \Dk possui pelo menos k vizinhos em Dk. Os números de dominação total

γt(G) e de k-dominância γk(G) são as menores cardinalidades posśıveis de con-

juntos DT e Dk com essas propriedades, respectivamente, para o grafo G fixado.

Neste trabalho, analisamos algoritmos capazes de construir conjuntos totalmente

dominantes e 2-dominantes em grafos aleatórios d-regulares. Essas análises es-

tabeleceram cotas superiores, válidas assintoticamente quase certamente, para os

números γt(G)/|V (G)| e γ2(G)/|V (G)| em função de d. As cotas probabiĺısticas

produzidas aqui são melhores do que as cotas determińısticas encontradas na li-

teratura para todos os valores de d ≥ 3 para os quais a cota foi efetivamente

calculada. Adicionalmente, a aplicação de um resultado recente de Hoppen e Wor-

mald permite que essas mesmas cotas sejam válidas como cotas determińısticas

para todos os grafos d-regulares G com cintura g(G) suficientemente grande, onde

a cintura g(G) de um grafo G é o comprimento do menor ciclo contido em G.
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ABSTRACT

This work is dedicated to the study of upper bounds on domination parame-

ters in d-regular graphs. Our results were obtained through the application of a

well-known and versatile method proposed by Wormald that involves differential

equations and randomness in graphs. The areas of Combinatorics, Probability and

Analysis are involved.

A graph G is said to be d-regular if every vertex has degree d. In a graph

G, a set DT ⊆ V (G) is said to be totally dominating if every vertex of G has

a neighbor in DT . A set Dk ⊆ V (G) is k-dominating if every vertex of G \ Dk

has at least k neighbors in Dk. The total domination number γt(G) and the k-

domination number γk(G) are the smallest possible cardinalities of sets DT and Dk

with these properties, respectively, for a fixed graph G. In this work, we analyze

the performance, in random regular graphs, of algorithms capable of constructing

totally dominating sets and 2-dominating sets in d-regular graphs. This analysis

leads to upper bounds, valid asymptotically almost surely, on γt(G)/|V (G)| and

γ2(G)/|V (G)| as a function of d. The probabilistic bounds produced here are better

than the deterministic bounds found in the literature for all values d ≥ 3 for which

they have been computed. In addition to this, the application of a recent result

of Hoppen and Wormald implies that essentially the same bounds are valid as

deterministic bounds for all d-regular graphs G with girth g(G) sufficiently large,

where the girth g(G) of a graph G is the length of the shortest cycle in G.
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1 INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas, houve um crescente interesse em certos parâmetros de

grafos. Alguns dos parâmetros mais conhecidos estão relacionados a conceitos

como dominância, independência e número cromático, por exemplo. Determinar

qualquer um desses parâmetros para um grafo arbitrário é um problema NP -

completo [39] de forma que esses parâmetros se tornaram objeto de muita pesquisa.

Habitualmente, o que se faz é tentar estimar essas quantidades, isto é, obtêm-

se cotas para esses parâmetros que valem para todos os grafos que satisfazem

certas hipóteses. Essas cotas podem ser dif́ıceis de obter e é natural que elas

acabem dependendo excessivamente de casos especiais e, por isso, podem ficar

muito afastadas dos valores t́ıpicos. Uma forma de tentar entender um grafo t́ıpico

é por meio da teoria dos grafos aleatórios, na qual as cotas são válidas para todos

os grafos considerados exceto por uma proporção despreźıvel do total. Além disso,

para evitar a influência excessiva de casos especiais, é comum estudar o valor do

parâmentro para alguma famı́lia de grafos pré-definida.

1.1 Noções preliminares

Duas formas tradicionais de investigar o comportamento de um parâmetro

em um grafo d-regular evitando o efeito de casos especiais consistem em considerar

seu valor para grafos que não contêm ciclos curtos e em considerar seu valor t́ıpico,

isto é, seu valor para um grafo d-regular escolhido aleatoriamente de acordo com

uma certa distribuição de probabilidade.

Os modelos probabiĺısticos mais frequentemente abordados na literatura são

o modelo binomial Gn,p, e o modelo uniforme Gn,M dos grafos com n vértices e M
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arestas (ambos conhecidos como modelos de Erdős-Rényi) e o modelo uniforme dos

grafos d-regulares, denotado por Gn,d. Propriedades de grafos aleatórios regulares

têm sido intensamente estudadas desde os anos 70, sobretudo envolvendo formas

de gerar elementos desse espaço e estabelecendo relações entre seus elementos e

parâmetros tradicionais da teoria dos grafos. Um dos resultados mais importantes

é o Teorema 2.5, que responde várias questões sobre a presença de ciclos curtos

em grafos d-regulares aleatórios arbitrariamente grandes. Para uma resenha de

resultados sobre grafos regulares aleatórios, sugerimos Wormald [52].

A cintura de um grafo é o comprimento do menor ciclo de um grafo. O efeito

da ausência de ciclos curtos em parâmetros de grafos também foi alvo de interesse

pelo menos desde que Erdős [23] provou que, para quaisquer inteiros positivos k e

g, existe um grafo com cintura pelo menos g e número cromático pelo menos k, o

que evidencia a natureza global do número cromático do um grafo. Outro exemplo

clássico é o Teorema de Grötzsch [26], que estabelece que todo grafo planar com

cintura pelo menos 4 possui número cromático no máximo 3, enquanto que os

grafos planares em geral podem ter número cromático igual a 4.

Particularmente, neste trabalho nos aprofundaremos em cotas superiores de

dois parâmetros, conhecidos como número de dominância total e número de 2-

dominância, para grafos aleatórios d-regulares e grafos com cintura suficientemente

grande.

Seja G = (V,E) um grafo, então dizemos que:

(1) D ⊆ V (G) é um conjunto dominante de G se todo vértice de V (G)\D

possui um vizinho em D;

(2) DT ⊆ V (G) é um conjunto totalmente dominante de G se todo vértice

de V (G) possui um vizinho em DT ;
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(3) Dk ⊆ V (G) é um conjunto k-dominante de G se todo vértice de

V (G) \Dk possui k vizinhos em Dk.

O estudo dos parâmetros relacionados à dominância é motivado, por exemplo,

por questões de vigilância e cobertura de redes sem fio. Para ilustrar a diferença

entre o conceito clássico de dominância e o de dominância total, consideraremos

os seguintes problemas práticos.

Considere um conjunto de posições onde se deseja ter acesso à rede através

da instalação de pontos de acesso, com roteadores wireless, em algumas dessas

posições. Podemos modelar esse problema de modo que cada posição corresponda

a um vértice e que duas posições estejam ligadas por uma aresta se o fato de uma

delas ser um ponto de acesso implica que a outra tenha acesso à rede. Eviden-

temente, uma posição que é ponto de acesso também tem acesso à rede. Assim,

o problema é escolher um conjunto de pontos de acesso de forma que todas as

posições tenham acesso à rede, o que configura um conjunto dominante do grafo

das posições. Um problema de otimização natural é permitir acesso universal à

rede com o menor número posśıvel de roteadores. Se adicionarmos a exigência de

que a falha de até k − 1 roteadores não pode afetar o acesso universal à rede das

posições que não são pontos de acesso, obtemos uma situação que configura um

problema de otimização do número de k-dominância.

Um exemplo que ilustra a dominância total pode ser o seguinte. Considere

um conjunto de locais que devam ser monitorados por câmeras de segurança através

da escolha de alguns deles para serem pontos de monitoramento, isto é, para serem

locais onde as câmeras serão instaladas. Suponhamos que cada local é um vértice

e dois locais estão ligados por uma aresta se o fato de um deles ser ponto de

monitoramento implica que o outro esteja monitorado por câmeras. Nesse caso,

como as configurações de foco impedem que uma câmera filme objetos a distâncias
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muito curtas, cada ponto de monitoramento não pode monitorar a si próprio, sendo

necessária a existência de um ponto de monitoramento vizinho. Nessas condições,

um conjunto de pontos de monitoramento que filmam todos os locais é um conjunto

totalmente dominante.

A construção de um conjunto dominante mı́nimo é um problema clássico já

abordado em um grande número de trabalhos na literatura. O objetivo costuma

ser controlar o tamanho desse conjunto γ(G) em função do número de vértices

do grafo G, o que sugere que se estude o parâmetro γ(G)/|V (G)| conhecido como

ı́ndice de dominância. Cotas superiores costumam surgir pela execução de algo-

ritmos que servem para criar conjuntos dominantes e independentes, que não são

necessariamente dominantes mı́nimos. De fato, um conjunto I ⊆ V (G) é indepen-

dente se, para todo par de vértices {u, v} ⊆ I, for verdade que {u, v} /∈ E(G).

Portanto, um conjunto independente maximal é sempre dominante, e assim um

conjunto independente maximal de cardinalidade mı́nima é uma cota superior para

o número de dominação. Sendo assim, um algoritmo eficiente para dominância in-

dependente frequentemente é também eficiente para dominância. Por outro lado,

um conjunto totalmente dominante não pode ser independente e os algoritmos

podem diferir substancialmente dos anteriores.

1.2 Objetivos

Aqui, queremos estudar cotas superiores para algumas versões de dominância

já bem exploradas, a dominância total e a 2-dominância, em grafos aleatórios d-

regulares e grafos com cintura grande. Por isso, gostariamos de obter resultados

com a forma dos Resultados 1 e 2 abaixo. Os resultados são enunciados para a

dominância total, mas também teremos resultados com o mesmo formato para a 2-
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dominância. Para enunciar o resultado sobre grafos aleatórios regulares, dizemos

que um evento En no espaço de grafos aleatórios d-regulares de n vértices vale

assintoticamente quase certamente se, e somente se, P[En]→ 1 quando n→∞.

Resultado 1. Um grafo aleatório d-regular com n vértices assintoticamente quase

certamente possui um conjunto totalmente dominante (ou 2-dominante) de tama-

nho no máximo c1(d)n.

Resultado 2. Existe um inteiro g > 0 tal que, para todo n suficientemente grande,

todo grafo d-regular de n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto

totalmente dominante (ou 2-dominante) de tamanho no máximo c2(d)n.

O objetivo geral é encontrar os menores valores de c1(d) e c2(d) para o qual as

afirmações acima sejam verdadeiras. Veremos que é posśıvel obter cotas superiores

para c1(d) e c2(d) consideravelmente melhores do que as melhores cotas existentes

para o caso geral.

Nos dois resultados, encontramos cotas que são essencialmente iguais, o que

não é tão surpreendente. De fato, não é dif́ıcil de provar que qualquer cota c2(d) =

f(d) para o Resultado 2 implica que c1(d) = f(d) também é válida para para o

Resultado 1, conforme veremos na seção 3.4.1. Essa relação é válida para muitos

parâmetros além da dominância.

Um resultado recente de Wormald e Hoppen [36] permite a direção contrária

sob certas hipóteses. Mais precisamente, permite provar que uma cota c1(d) =

f(d) para o Resultado 1 implica que c2(d) = f(d) também é válida para para o

Resultado 2 desde que a cota c1(d) do Resultado 1 tenha sido obtida pela análise

de um algoritmo local, que será tratado brevemente a seguir e com mais detalhes

na Seção 5.6.
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1.3 Metodologia

A estratégia para obter os resultados é analisar o desempenho médio de um

algoritmo local que produz um conjunto com a propriedade desejada no grafo

de entrada. Conhecendo esse valor médio, obtemos uma cota superior para a

cardinalidade de um conjunto mı́nimo.

Existem diferentes contextos nos quais se pode definir algoritmo local de ma-

neira rigorosa. Uma definição formal compat́ıvel com esse trabalho pode ser vista

em Wormald e Hoppen [36]. Aqui, definiremos algoritmos locais de uma forma

genérica, menos formal, como segue. Num contexto simplificado de coloração de

vértices, um algoritmo é um procedimento (cujos passos podem envolver aleato-

riedade) que decide a cor de cada vértice em um grafo de entrada G. Em outras

palavras, dado um conjunto finito de cores C e um grafo de entrada G = (V,E)

(possivelmente com uma coloração inicial), a sáıda será uma função f : V (G)→ C,

que estabelece cores para todos os vértices. Um algoritmo é dito local quando existe

um inteiro positivo r tal que a decisão da cor de um vértice vt espećıfico depende

apenas da coloração dos vértices que estão a distância no máximo r de vt. Além

disso, as decisões tomadas para cada vértice são invariantes por isomorfismo. A

essa região daremos o nome de vizinhança de profundidade r de vt. Essas definições

são similares às de Gamarnik e Sudan [25].

Como exemplo de algoritmo local para construir conjuntos independentes,

considere o seguinte algoritmo que utiliza duas cores, que chamaremos de vermelho

e branco, isto é, C = {vermelho, branco}. Inicialmente, todos os vértices são

brancos. Os vértices de G são ordenados aleatoriamente como v1, ..., vn. Para

cada t ∈ {1, ...n}, o algoritmo decide se o vértice vt tem sua cor alterada para

vermelho ou não. A essa decisão daremos no nome de passo t. O algoritmo
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estabelece que essa alteração será feita se, e somente se, nenhum vizinho de vt for

vermelho. Assim, f é a coloração de G obtida após o algoritmo executar todos

os seus passos na ordem crescente dada por t = 1, 2, 3, . . . , n. É facil ver que, no

final, o conjunto D de vértices vermelhos será um conjunto independente maximal

do grafo G. Isso significa que D é independente, mas D ∪ {v} não é independente

par todo v ∈ V \D. Note que, em cada passo t, a decisão do algoritmo só depende

da vizinhança de profundidade r = 1 de vt, o que caracteriza um algoritmo local.

Em comparação com algoritmos não-locais, em cada passo, cada decisão

depende apenas de uma quantidade limitada de informação, pois suas decisões não

dependem da estrutura do grafo além de uma certa distância. Por esse motivo, em

algoritmos locais, análises mais precisas são posśıveis com métodos tradicionais.

É importante mencionar que a habilidade dos algoritmos locais para apro-

ximar certos parâmetros tem atráıdo bastante atenção. Recentemente, Gamarnik

e Sudan [25] mostraram que, para d suficientemente grande, algoritmos locais

não podem aproximar o tamanho do maior conjunto independente para grafos d-

regulares com cintura grande com um erro multiplicativo arbitrariamente pequeno.

A estimativa de aproximação foi melhorada por Rahman e Virág [44], que prova-

ram que, quando d → ∞, o tamanho do maior conjunto independente produzido

por algoritmos locais converge para a metade do tamanho do maior conjunto in-

dependente existente. Recentemente, Chen, Gamarnik, Panchenko e Rahman [16]

provaram que os algoritmos locais também não fornecem as melhores cotas para

alguns problemas de corte máximo em hipergrafos.

Nossa estratégia para obter os Resultados 1 e 2 da seção anterior é a se-

guinte. Usaremos o método devido a Wormald [55], conhecido como o Método

das Equações Diferenciais (ou MED), para analisar o desempenho de algoritmos

locais espećıficos que retornam conjuntos totalmente dominantes e conjuntos 2-
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dominantes para qualquer grafo d-regular de entrada. Para cada algoritmo, isso

produzirá um teorema com o formato do Resultado 1. Isto é formalizado pelos Te-

oremas 3.7, 3.9 e 3.11. Traduziremos, então, estes resultados para todos os grafos

com cintura suficientemente grande usando [36, Theorem 5.5], de forma que obtere-

mos consequências do Resultado 1 com o formato do Resultado 2, o que produz os

Teoremas 3.8, 3.10 e 3.12. Assim, nossas contribuições são obtidas pela análise dos

Algoritmos 4.1(a), 5.1(a) e 8(b), que desenvolvemos, e pela aplicação dos métodos

mencionados, já conhecidos na literatura. O Método da Equações Diferenciais é

bastante geral e foi aplicado em muitos contextos envolvendo processos aleatórios.

Por exemplo, em Fiz Pontiveros, Griffiths e Morris [43] temos uma aplicação desse

método fora do contexto de grafos d-regulares. Por outro lado, esse método já foi

usado para estudar parâmetros relacionados a dominância, veja [21, 22], e resul-

tados para grafos com cintura grande usando a abordagem geral descrita acima

foram provados em [37].

Cabe mencionar que grafos aleatórios regulares não são o único modelo pro-

babiĺıstico que permite obter resultados para grafos com cintura grande. Em

Backhausz e Szegedy [7], processos em grafos d-regulares com cintura grande são

comparados com processos na árvore d-regular infinita, que é única a menos de au-

tomorfismos. Isso exemplifica uma outra maneira de caracterizar grafos d-regulares

com cintura grande.

Essencialmente, o método faz uso das teorias da probabilidade, da combi-

natória e da análise. Por isso, optamos por incluir um caṕıtulo inicial abordando

alguns tópicos dessas teorias.
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1.4 Estrutura da tese

Essa tese está organizada da seguinte forma.

No Caṕıtulo 2 introduzimos a formalização de alguns conceitos básicos de

probabilidade, teoria dos grafos e aleatoriedade em grafos a serem usados no de-

correr da tese. Esse caṕıtulo pode ser dispensado a critério do leitor. Depois disso,

no Caṕıtulo 3, faremos uma discussão preliminar dos parâmetros abordados aqui

e também é onde enunciamos de maneira formal os resultados obtidos nesta tese.

Enunciaremos, no Caṕıtulo 4, um teorema técnico conhecido como o Método

das Equações Diferenciais, que permitiu a análise do nosso algoritmo. Neste mo-

mento, apresentamos um exemplo básico de aplicação direta do método. Esse

exemplo será retomado no Caṕıtulo 6.

O Caṕıtulo 5 é onde usamos o método para provar nossos resultados. Aqui,

como no exemplo da Seção 4.3 do Caṕıtulo 4, descrevemos o algoritmo, deduzimos

as recorrências necessárias ao teorema técnico e construimos o problema de valor

inicial associado.

Abordamos, no Caṕıtulo 6, a 2-dominância em grafos d-regulares com d ≥ 4

por meio de um algoritmo que é praticamente uma extensão daquele usado na

Seção 4.3 do Caṕıtulo 4 e neste caso, o problema de valor inicial permitiu uma

solução anaĺıtica, diferentemente do que ocorreu no Caṕıtulo 5.

No Caṕıtulo 7 são abordadas algumas questões relacionadas à prioridade em

algoritmos locais para serem usadas no Caṕıtulo 8, que será dedicado a analisar

um algoritmo que apresenta cotas superiores melhores do que aquelas apresentadas

no Caṕıtulo 6.
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2 PRELIMINARES

Nosso estudo envolve noções de probabilidade, teoria dos grafos e aleatori-

edade em grafos. Neste caṕıtulo, formalizaremos alguns conceitos básicos sobre

essas áreas, que darão suporte à nossa argumentação posterior. Essa teoria pode

ser encontrada em obras consagradas da literatura, assim, esse caṕıtulo pode ser

dispensado a critério do leitor.

2.1 Probabilidade

Dado um conjunto Ω, uma σ-álgebra A sobre Ω e uma medida de probabi-

lidade P sobre A, dizemos que uma tripla (Ω,A,P) é um espaço de probabilidades

ou um modelo probabiĺıstico. Se Ω é um conjunto finito, então (Ω,A,P) é dito

um espaço de probabilidade finito. Chamamos de variável aleatória uma função

X : Ω→ S onde S é um conjunto de valores reais.

Dados um espaço de probabilidade finito (Ω, 2Ω,P) e uma variável aleatória

X : Ω→ S, a esperança de X, denotada por E[X], será definida por

E[X] =
∑
ω∈Ω

P[ω]X(ω) =
∑
s∈S

sP[X = s].

A variável indicadora do evento A, denotada por 1A, é definida por

1A(ω) :=

 1 se ω ∈ A

0 se ω /∈ A

Note que E[1A] = P[A].
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Proposição 2.1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma variável aleatória não-

negativa e t um número real positivo, então

P[X ≥ t] ≤ E[X]

t
.

Demonstração. Basta notar que

E[X] ≥ E[X · 1X≥t] ≥ E[t · 1X≥t] = t · P[X ≥ t].

Proposição 2.2 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma variável aleatória

não-negativa e t um número real positivo, então

P[|X − E[X]| ≥ t] ≤ σ(X)2

t2
,

onde σ(X) =
√

E[(X − E[X])2].

Demonstração. Note que

P[|X − E[X]| ≥ t] = P[(X − E[X])2 ≥ t2].

Agora basta aplicar a Desigualdade de Markov em Y = (X − E[X])2.

2.2 Grafos e outras estruturas

Chamamos de grafo o par denotado por G = (V,E) onde V = V (G) =

{v1, . . . , vn} é um conjunto finito e

E(G) ⊆ {e ⊆ V (G) : |e| = 2}.

Os elementos de V são os vértices de G e os elementos de E são as arestas de G.

Dizemos que os vértices u e v são adjacentes se {u, v} ∈ E(G).
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Dado um grafo G = (V,E), o grau de um vértice v ∈ V , denotado por

degG(v), é definido por degG(v) := |{u : {u, v} ∈ E}|. Fixe d ∈ {1, 2, . . . }, um

grafo G é d-regular se todo vértice de G tem grau d. Dado k ≥ 3, um ciclo

de comprimento k em G é um conjunto {v1, . . . , vk} de vértices de G tal que

{vk, v1} ∈ E e {vi, vi+1} ∈ E para todo 1 ≤ i ≤ k − 1. A cintura do grafo G,

denotada por g(G), é o menor comprimento de um ciclo de G. Um grafo G é

dito aćıclico ou floresta se não possui ciclos de nenhum comprimento. Neste caso,

escrevemos g(G) :=∞.

O grau máximo e o grau mı́nimo de um grafo G, denotados, respectivamente,

por ∆(G) e δ(G), são definidos por

∆(G) := max{deg(v) : v ∈ V (G)},

δ(G) := min{deg(v) : v ∈ V (G)}.

Note que um grafo G é d-regular se, e somente, ∆(G) = δ(G).

Um grafo pode ser esquematizado em um desenho com os vértices represen-

tados por pontos e as arestas por segmentos de reta ligando esses pontos. A Figura

2.1 ilustra como isso pode ser feito..

Figura 2.1: Esquema de um grafo G com vértices v1, v2, ...,v6 e arestas {v1, v2},

{v2, v3}, {v3, v4}, {v4, v1}, {v2, v5}, {v5, v6}, {v6, v4} e g(G) = 4.
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Um grafo G = (V,E) de n vértices é dito completo, e denotado por Kn, se

E(G) = {e ⊆ V (G) : |e| = 2}.

Um multigrafo M = (V,E) é uma estrutura definida similarmente a um grafo,

onde a principal diferença é que, em vez de conjuntos, usamos multiconjuntos, que

diferem dos conjuntos por permitirem elementos repetidos. Como consequência,

um multigrafo admite arestas repetidas e laços (uma aresta ligando um vértice a

ele próprio). Fixado V finito com |V | = n, há uma quantidade finita 2(n
2) de grafos

distintos posśıveis G = (V,E), mas para multigrafos M = (V,E) essa quantidade

é infinita, a menos que se limite o número de arestas.

2.3 Grafos aleatórios

Um grafo aleatório é um grafo G = (V,E) gerado segundo algum critério

aleatório (como um sorteio, por exemplo). De forma análoga se define multigrafo

aleatório.

Existem muitos modelos de grafos aleatórios, sendo que os mais famosos são

Gn,M e Gn,p. Dados inteiros M e n tais que 0 ≤ M ≤
(
n
2

)
, o espaço denotado

por Gn,M , é um espaço uniforme composto por todos os grafos de n vértices e M

arestas.

Um modo natural de gerar um grafo de Gn,M pode ser descrito como um

algoritmo. Comece com um grafo de n vértices, todos isolados, e, em cada passo,

adicione uma aresta escolhendo um par que ainda não forma uma aresta com pro-

babilidade uniforme. Após exatamente M passos, teremos gerado um elemento de

Gn,M . Esse modo de gerar grafos, passando por etapas, é parte de algo mais geral

conhecido como processo aleatório de grafos, conforme apresentado, por exem-
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plo, em Wormald [55]. Nele, o objeto constrúıdo evolui segundo alguma regra

estocástica para, no final, produzir um grafo do espaço de probabilidade desejado.

Dado um número real p, com 0 ≤ p ≤ 1, e n ∈ N, um grafo aleatório do

espaço Gn,p, conhecido como o modelo de Erdős-Rényi [24], é um grafo de n vértices

onde cada aresta está presente com probabilidade p de maneira independente.

Evidentemente, quando p = 1/2, Gn,p é um espaço uniforme.

Sejam n > d ≥ 3 inteiros não-negativos tais que nd é par, denotamos por

Gn,d o espaço de probabilidade uniforme composto por todos grafos rotulados

com conjunto de vértices {1, 2, . . . , n} tais que cada vértice possui grau d. Gn,d é

chamado de espaço dos grafos aleatórios d-regulares de n vértices.

Uma dificuldade que surge no estudo desse espaço é, por exemplo, a conta-

gem exata do número de grafos d-regulares de n vértices. Não há uma fórmula

expĺıcita simples que forneça esse número em função de n e d, diferentemente do

que ocorre com os espaços Gn,p e Gn,M descritos anteriormente. Sem essa quantia,

não temos como saber a probabilidade de um grafo espećıfico ser sorteado. Mesmo

assim podemos estudar esse espaço acoplando-o a um espaço de probabilidade

conveniente, apresentado por Bollobás [10] como modelo das configurações e, in-

dependentemente, por Wormald [52] como modelo de emparelhamentos. Faremos

uma breve descrição desse modelo a seguir.

Considere um conjunto de nd pontos particionados em n células v1, v2, . . . , vn

com d pontos em cada célula. Chamaremos de emparelhamento um conjunto

P = {p1, . . . , pnd/2} tal que cada pi é um par não-ordenado de pontos e cada ponto

está precisamente em um par pi. Seja Ωnd o conjunto de todos os emparelhamentos

distintos posśıveis desse conjuto de nd pontos. Temos que

|Ωnd| =
(nd)!

(nd/2)!2nd/2
.
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Basta definir que cada um desses emparelhamentos tenha probabilidade 1/|Ωnd| de

ocorrer, para completarmos a construção de Pn,d como um espaço de probabilidade

uniforme, cujos elementos são todos os conjuntos P = {p1, . . . , pnd/2}.

Agora, vamos fazer uma correspondência entre emparelhamentos e multi-

grafos (com laços e arestas duplas permitidas) de uma forma natural. Cada par

{i, j} de pontos com i ∈ u e j ∈ v corresponde a uma aresta {u, v} no multigrafo

associado. Assim, cada emparelhamento está associado a um único multigrafo,

mas o mesmo multigrafo pode estar associado a vários emparelhamentos. Dize-

mos que um multigrafo é simples se for um grafo (isto é, não possui laços nem

arestas duplas). Neste caso, o multigrafo é um grafo d-regular de n vértices. Cada

um desses grafos está associado a exatamente (d!)n emparelhamentos. Consequen-

temente, multigrafos simples são sorteados de maneira uniforme pelo modelo de

emparelhamentos. Já os multigrafos não-simples não são gerados com a mesma

probabilidade, já que o número de emparelhamentos associados a um multigrafo

espećıfico depende do número de laços e arestas presentes nesse multigrafo. Pre-

cisamente, para termos a quantidade de emparelhamentos associadas a um multi-

grafo espećıfico, devemos tomar (d!)n e dividir:

(a) por 2 para cada laço existente,

(b) por k! para cada aresta que é se repete k vezes.

Entretanto, ainda devemos estimar a probabilidade de que um multigrafo

sorteado por Pn,d seja grafo. Seu valor assintótico (n → ∞) já foi calculado por

Bender e Canfield [6]. Precisamente, esse cálculo fornece que, se um emparelha-

mento P for escolhido por Pn,d, então

lim
n→∞

P[P gera um grafo simples] = e(1−d2)/4.
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Essa propriedade garante que, para d fixo, a proporção de emparelhamentos

que são simples não tende a zero quando n → ∞. Em outras palavras, a proba-

bilidade de um elemento sorteado por Pn,d corresponder a um grafo d-regular é

maior do que o número positivo, digamos e(1−d2)/4/2, para todo n suficientemente

grande. Portanto, para todo n suficientemente grande, um evento que ocorre com

probabilidade tendendo a 1 em Pn,d também ocorre com probabilidade tendendo

a 1 quando condicionado ao evento {P : P é simples}. A consequência prática

disso é que se provarmos que um multigrafo de Pn,d satisfaz certa propriedade

assintoticamente quase certamente, então Gn,d satisfaz a mesma propriedade as-

sintoticamente quase certamente.

Seja (An)n∈N = ((Ωn,An,Pn))n∈N, uma sequência de espaços de probabili-

dade. Uma propriedade P de (An)n∈N é uma sequência (A1, A2, . . . ), tal que cada

An ∈ An. Geralmente, uma propriedade é declarada na forma de uma lei que

seja natural em todos os espaços da sequência. Por exemplo, em Gn,d, podemos

declarar a propriedade: “não há vértices isolados”. Formalmente, ela corresponde

a lista (A1, A2, . . . ), onde cada An é o conjunto de todos os grafos de n vértices

que não possuem vértices isolados.

Definição 2.3. Seja (An)n∈N = ((Ωn, 2
Ωn ,Pn))n∈N uma sequência de espaços de

probabilidade, e seja P = (A1, A2, . . . ) uma propriedade de (An)n∈N, então dizemos

que a propriedade P é satisfeita assintoticamente quase certamente em An

se

lim
n→∞

Pn[An] = 1.

Particularmente, esse conceito é útil para caracterizar grafos aleatórios arbi-

trariamente grandes.
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Por simplicidade, podemos nos referir a propriedades que ocorrem assintoti-

camente quase certamente apenas afirmando que ocorrem com alta probabilidade.

As observações abaixo explicam alguns fenômenos sobre a distribuição dos

ciclos em grafos regulares grandes, caracterizando relações entre cintura e aleato-

riedade. Isto será necessário para compreender a Seção 3.4.1.

Definição 2.4. Dizemos que uma variável aleatória X no conjunto {0, 1, 2, . . . }

tem Distribuição de Poisson com valor esperado λ > 0 se

P[X = s] =
e−λλs

s!
, s = 0, 1, 2, . . . .

De forma simplificada, denotamos X ∼ Poisson(λ).

Teorema 2.5 (Bollobás [10], Wormald [53, 54]). Para um inteiro positivo d, seja

Xi(G) = Xi,n(G) (i ≥ 3) o número de ciclos de comprimento i em G ∈ Gn,d.

Então, para cada k ≥ 3 fixo e para n → ∞, X3, . . . , Xk convergem para variáveis

aleatórias independentes com Distribuição de Poisson com valor esperado λi =

(d−1)i

2i
, para cada 3 ≤ i ≤ k.

Estamos particularmente interessados em controlar a proporção de ciclos cur-

tos em grafos aleatórios grandes, por isso formalizamos as seguintes quantidades.

Definição 2.6. Dado um grafo G ∈ Gn,d e g0 > 0, então

(a) Xg0
n,d(G) é definido como o número de ciclos de G com comprimento

menor do que g0.

(b) An,d(g0) := {G ∈ Gn,d : Xg0
n,d(G) < ln(n)}, isto é, An,d(g0) é o con-

junto dos grafos de Gn,d com menos de ln(n) ciclos de comprimento

menor do que g0.
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Corolário 2.7. Para quaisquer ε, g0 > 0 existe n0 ∈ N tal que, se n ≥ n0, então

|An,d(g0)| > (1− ε)|Gn,d|.

Demonstração. Pelo Teorema 2.5, existe n1 ∈ N tal que, se n ≥ n1, então

E[Xg0
n,d] ≤ 2

g0−1∑
i=3

(d− 1)i

2i
< (d− 1)g0 .

Isso, juntamente com a Desigualdade de Markov 2.1, fornece

P[Xg0
n,d ≥ ln(n)] ≤ (d− 1)g0

ln(n)
.

Agora, tomemos n2 ∈ N tal que, se n ≥ n2,

(d− 1)g0

ln(n)
< ε.

Assim, tomando n0 = max{n1, n2}, podemos concluir que, para todo n ≥ n0,

|An,d(g0)|
|Gn,d|

= P[Xg0
n,d < ln(n)] ≥ 1− ε

Corolário 2.8. Dados g0, d ≥ 3, existe n0 tal que, para todo n > n0 tal que dn é

par, existe um grafo d-regular de n vértices com cintura pelo menos g0.

Demonstração. Note que, em geral, qualquer evento com probabilidade não nula

deve possuir pelo menos um elemento. Pelo Teorema 2.5,

lim
n→∞

P[Xg0
n,d = 0] =

g0−1∏
i=3

e−λiλ0
i

0!
= exp

(
−

g0−1∑
i=3

λi

)
,

onde λi = (d−1)i

2i
. Agora, basta tomar n0 tal que para todo n > n0 tenhamos

P[Xg0
n,d = 0] >

1

2
exp

(
−

g0−1∑
i=3

λi

)
> 0.
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2.4 Processos para grafos aleatórios

Olharemos para espaços de grafos aleatórios através de processos aleatórios

utilizados para gerá-los. Iniciamos com um grafo G0 de n vértices, geralmente

todos isolados, e vai-se acrescentando arestas repetidamente de forma aleatória

segundo alguma regra estocástica. Isso determina um espaço de probabilidade de

sequências G0, G1, G2, . . . onde Gt é o t-ésimo grafo do processo. Se nenhuma

aresta é adicionada em um certo instante M , exigiremos que Gi+1 = Gi para

todo i ≥ M e diremos que GM é o grafo final do processo. Esse M será dito o

tempo de parada natural do processo. Trataremos de grafos finitos. Neste caso, o

tempo de parada é finito, pois o número de arestas acrescentadas em cada passo

é positivo e o número total de arestas é limitado por n(n − 1)/2, onde n é o

número de vértices do grafo. Como consequência, o espaço das listasG0, G1, G2, . . .

também será finito. Além disso, vamos descartar as listas G0, G1, G2, . . . que forem

imposśıveis segundo a respectiva regra: por exemplo, se a regra diz que em cada

passo adicionamos uma aresta, não há como o grafo Gt ter 2t arestas. Assim, esses

casos, que teriam probabilidade nula, não estão inclusos no espaço de probabilidade

das listas G0, G1, G2, . . . . Portanto, cada lista contida no espaço tem probabilidade

maior do que zero.

Um dos aspectos que será particularmente interessante para nós é entender

a sequência de graus do grafo ao longo do processo. Para tanto, vamos definir

as variáveis Yi(t) como o número de vértices de grau i em Gt. Consideraremos

sequências que iniciam com um grafo G0 com todos os vértices isolados, isto é,

com E(G0) = ∅. Como as variáveis Yi dependem de n, estas poderão, em certos

casos, serem estudadas quando n → ∞. Eventualmente outras variáveis podem

ser definidas. Sempre que nos referirmos a ordem de crescimento O(·), esta será
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com respeito a n e uniforme com relação a outras quantidades. Assim, vamos usar

a mesma notação usada em [38]:

Em particular, estamos interessados em gerar um grafo d-regular, com n

vértices, de maneira uniforme, por meio de algum processo adequado. Como vimos

na Seção 2.3, o espaço dos grafos d-regulares não se parece muito com os outros

espaços definidos na Seção 2.3. Na verdade, gerar um grafo d-regular aleatório de

alguma maneira, mesmo que não seja necessariamente um processo, já não é uma

tarefa tão trivial quanto gerar um grafo aleatório nos espaços Gn,p e Gn,M .

Em termos de “número de tentativas”, o modelo dos emparelhamentos não

é a forma mais eficiente de gerar grafos aleatórios regulares, já que quanto maior

for d, menor a chance de o multigrafo gerado ser um grafo d-regular. Apesar disso,

o modelo dos emparelhamentos já atende nossos objetivos, e, por isso, será o que

usaremos neste trabalho, mas cabe mencionar que há formas mais eficientes de

gerar grafos aleatórios d-regulares. Temos, por exemplo, um algoritmo conhecido

como d-process estudado em Ruciński e Wormald (1992) [46]. Ele é um processo

aleatório de grafos bem simples, como segue. Dados d e n, com dn par, comece

com n vértices isolados e adicione repetidamente arestas ligando vértices de grau

estritamente menor do que d. Em cada instante uma aresta é adicionada em uma

das posições vagas com probabilidade uniforme. O processo acaba quando todos

o vértices têm grau d ou quando todos os vértices que têm grau menor que d já

estão ligados por aresta. Em [46] foi provado que este algoritmo gera um grafo

d-regular assintoticamente quase certamente. Ainda é uma questão em aberto se

esse algoritmo gera grafos aleatórios d-regulares com probabilidade uniforme.
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3 MOTIVAÇÃO E RESULTADOS

3.1 Noções de dominância

Há uma variedade de parâmetros que estão relacionados à noção geral de

dominação em grafos que já foram abordados na literatura. A noção mais estudada

é a dominância, a qual nos referimos como dominância clássica. Ela é definida da

seguinte forma. Dado um grafo G = (V,E) e um subconjunto de vértices qualquer

V ′ ⊆ V (G), dizemos que um vértice v ∈ V (G) é dominado pelo conjunto V ′ se for

adjacente a algum vértice de V ′. Dizemos que Ṽ ⊆ V (G) é um conjunto dominante

de G se todo v ∈ V \ Ṽ é dominado por Ṽ , isto é, cada vértice de V (G) deve ter

um vizinho em Ṽ ou estar em Ṽ . O número de dominação, denotado por γ(G), é

definido por

γ(G) = min{|Ṽ | : Ṽ é um conjunto dominante de G}.

Dado um grafo G = (V,E), dizemos que DT ⊆ V (G) é um conjunto total-

mente dominante de G se todo v ∈ V (G) for dominado por DT . Certamente, qual-

quer conjunto totalmente dominante é também um conjunto dominante clássico,

e um grafo G admite um conjunto totalmente dominante se, e somente se, G não

possui vértices isolados.

Naturalmente, o número de dominação total, denotado por γt(G), é definido

por

γt(G) = min{|DT | : DT é um conjunto totalmente dominante de G},

isto é, γt(G) é o menor tamanho posśıvel de um conjunto totalmente dominante

de G.
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Em Hedetniemi e Laskar [29] temos uma revisão bibliográfica de artigos so-

bre a dominação em grafos. Ali, mostra-se que as publicações sobre essa teoria

surgiram nos anos 50, com um crescimento significativo por volta dos anos 70.

A partir dessa data, o ritmo se manteve até os dias atuais. A dominância total

foi introduzida por Cockayne, Dawes e Hedetniemi [17], e desde então vem sendo

amplamente explorada como parte da teoria dos grafos.

Determinar o tamanho de um conjunto dominante mı́nimo é notoriamente

um problema dif́ıcil, que aparece na lista original de problemas NP-completos de

Karp [39]. Determinar o tamanho de um conjunto totalmente dominante mı́nimo

também é um problema NP-completo, como vemos em Pfaff, Laskar e Hedetni-

emi [42]. Para mais resultados e referências sobre dominação clássica e total, reco-

mendamos as resenhas de Haynes, Hedetniemi e Slater [28] e Henning e Yeo [31],

respectivamente.

Cada versão de dominância parece ser estudada de forma essencialmente

independente de demais. Naturalmente, um resultado associado a uma versão de

dominância parece não ter implicações diretas para a outras versões. No entanto,

há relações bem básicas entre γt(G) e γ(G). Uma delas, por exemplo, é o seguinte

teorema, encontrado em Bollobás e Cockayne (1979) [12].

Teorema 3.1. Para todo grafo G sem vértices isolados, γ(G) ≤ γt(G) ≤ 2γ(G).

Demonstração. A desigualdade da esquerda segue do fato de que qualquer conjunto

totalmente dominante também é dominante. A desigualdade da direita segue do

fato de que qualquer conjunto dominante Ṽ pode ser estendido a um conjunto

totalmente dominante pela adição de até um vizinho de cada vértice de Ṽ .
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3.2 Dominância total

No caso de um grafo G com n vértices, podemos fornecer um cota inferior

natural em função do seu grau máximo ∆(G), dada por

γt(G) ≥
⌈

n

∆(G)

⌉
, (3.1)

já que cada vértice domina totalmente no máximo ∆(G) vértices. Essa cota é

justa, como ilustram os grafos bipartidos completos, que discutiremos a seguir.

Em geral, o tamanho de um conjunto totalmente dominante mı́nimo pode

variar consideravelmente entre os grafos d-regulares com n vértices. Por exemplo,

se G é uma coleção de grafos bipartidos completos disjuntos Kd,d, teremos γt(G) =

n/d, pois cada componente é totalmente dominada se escolhermos um vértice

de cada lado da bipartição. Isto mostra que a cota inferior trivial para γt(G)

mencionada acima é justa para todo d. Por outro lado, se G é uma coleção de grafos

completos disjuntos Kd+1, teremos γt(G) = 2n/(d + 1), que é substancialmente

maior. A Tabela 3.1 apresenta cotas superiores e inferiores para γt(G) em função

do grau d dos vértices de um grafo regular G. Veremos que os limites superiores

da tabela são justos para d ∈ {3, 4}.

Tipicamente, as melhores cotas superiores encontradas para grafos d-regulares

são cotas para um conjunto de grafos um maior: grafos de grau mı́nimo δ(G) = d.

No livro Total Domination in Graphs de Henning e Yeo [31], podemos encontrar as

mais variadas propriedades do número de dominação total. Dentre elas, podemos

destacar, por exemplo, o seguinte teorema.

Teorema 3.2 ([31]). Se G é um grafo de n vértices e com grau mı́nimo δ(G) ≥ 1,

então

γt(G) ≤
(

1 + ln(δ)

δ

)
n.

23



Naturalmente, o Teorema 3.2 pode ser usado para fornecer uma cota superior

para os grafos d-regulares. Há melhoramentos recentes das cotas desse teorema

para valores pequenos de δ(G). Por exemplo, Archdeacon et al. [4] provaram que,

se δ(G) ≥ 3, então γt(G) ≤ n/2 e, o mais importante, essa cota é justa. Um

exemplo de grafo G no qual se tem a igualdade γt(G) = n/2 é dado pelo Grafo de

Petersen Generalizado, que é um grafo cúbico (3-regular) com 16 vértices.

Figura 3.1: Grafo de Petersen Generalizado de 16 vértices.

É posśıvel construir explicitamente a famı́lia de todos os grafos satisfazendo a

igualdade, porém não vamos fazê-lo aqui para não desviar nosso foco, que está em

melhorar essas cotas. Para leitores interessados, recomendamos o livro Henning

e Yeo [31]. Para nós, a utilidade disso consiste, particularmente, em obter a

igualdade γt(G) = n/2 para valores de n arbitrariamente grandes. Basta, por

exemplo, tomar várias cópias disjuntas do Grafo de Petersen Generalizado acima.

Abaixo, temos uma tabela com as melhores cotas conhecidas de γt para δ(G) = 3, 4

e 5.
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δ Cota inferior Cota superior Publicação

(trivial) já publicada ou fonte

3 1/3 ' 0.3333 1/2 = 0.5000 [4] (2004)

4 1/4 = 0.2500 3/7 ' 0.4285 [50] (2007)

5 1/5 = 0.2000 17/44 ' 0.3863 [20] (2015)

6 1/6 ' 0.1666 0, 4653 Teorema 3.2

Tabela 3.1: Limitações conhecidas para γt(G)/|V (G)| em função de δ, todas as

cotas inferiores e as cotas superiores para δ(G) ∈ {3, 4} são justas

Para δ ≥ 6, podemos obter cotas usando o Teorema 3.2. Mas note que a

cota para δ(G) = 6, que, intuitivamente, deveria ser pelo menos tão boa quanto

para δ(G) = 5, está pior na tabela, pois estamos utilizando simplesmente a cota

geral do Teorema 3.2.

Já foi provado que a cota da tabela para δ(G) = 4 é justa assim como para

δ(G) = 3. O teorema que garante isso pode ser encontrado no livro [31] e tem o

seguinte enunciado.

As seguintes definições esclarecem a igualdade no Teorema 3.4

Definição 3.3 (Complemento bipartido). Dados dois grafos G e G com V (G) =

V (G) = {v1, . . . , v2m}, dizemos que G é um complemento bipartido de G se existe

um grafo bipartido completo H = Km,m contendo G tal que E(G) = E(H) \E(G).

Na Figura 3.2, temos o grafo de Heawood.
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Figura 3.2: Grafo de Heawood

Teorema 3.4. Se G é um grafo conexo de ordem n com δ(G) ≥ 4, então γt(G) ≤

3n/7, com igualdade se, e somente se, G é um complemento bipartido do grafo de

Heawood.

Ainda não se sabe se há algum grafo G com δ(G) ≥ 5 tal que γt(G) = 17n/44.

Inclusive, há uma conjectura, devida a Thomassé e Yeo [50], de que, se δ(G) ≥ 5,

então γt(G) ≤ 4n/11 ∼ 0, 3636n. Dentre as cotas probabiĺısticas que deduziremos

mais à frente, veremos que a cota para grafos 5-regulares é ainda um pouco melhor

que a dessa conjectura, ou seja, o valor conjecturado é pelo menos uma cota

superior para quase todos os grafos 5-regulares.

Com relação ao efeito que a cintura grande tem sobre o número de dominação

total de um grafo d-regular, Henning e Yeo [32] abordaram um caso particular dessa

questão, onde eles mostraram que, se G é um grafo de n vértices com δ(G) ≥ 2 e

cintura g ≥ 3, então

γt(G) ≤
(

1

2
+

1

g

)
n. (3.2)

3.3 k-dominância

A k-dominância é uma generalização da dominância clássica que considera

o número de vezes que um vértice do grafo deve ser dominado pelo conjunto de
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vértices dominantes. Dado G = (V,E) um grafo, dizemos que D ⊆ V é um

conjunto k-dominante de G se, para todo v ∈ V \D, v é adjacente a pelo menos

k elementos de D. Também seria natural considerar uma noção de k-dominância

total em que cada vértice do grafo deva ser dominado por pelo menos k outros

vértices . Porém optamos por abordar uma versão mais próxima da dominância

clássica, isto é, os vértices que dominam não precisam ser dominados.

Definimos

γk(G) := inf{|D| : D é um conjunto k dominante de G}

como o número de k-dominação de G.

Uma limitação inferior trivial para γk(G) em função do grau máximo ∆ =

∆(G), pode ser obtida por considerar que cada vértice de G domina no máximo

∆(G) outros vértices. De fato, se D ⊆ V (G) é um conjunto k-dominante de G e

n = |V (G)|, então

(n− |D|)k ≤ |D|∆⇒ kn

∆ + k
≤ |D|.

Isso implica que

γk(G) ≥ k

∆ + k
n. (3.3)

É posśıvel obter igualdade na expressão (3.3) em um grafo d-regular G para

cada d = ∆(G). Com efeito, seja G = (V,E) um grafo bipartido com bipartição

V (G) = C1 ∪C2 onde |C1| = 2k e |C2| = 2d e onde cada vértice de C1 possui grau

d e cada vértice de C2 possui grau k. Isso é posśıvel porque o número de arestas

com uma extremidade em C1 é dk, que é o mesmo número de arestas com uma

extremidade em C2. Para que G seja um grafo d-regular resta que cada vértice de

C2 possua mais d− k arestas incidentes. Mas isso pode ser obtido pela adição das

arestas de um grafo (d − k)-regular G′ = (C2, E
′). Se esse grafo (d − k)-regular

existir, C1 será um conjunto com k vértices e k-dominante de um grafo d-regular
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G que satisfaz |V (G)| = d + k. Isso fornece a igualdade desejada na expressão

(3.3).

Resta provar que o grafo G′ usado existe, o que segue da seguinte proposição.

Proposição 3.5. Sejam 0 < d < n com dn par. Então existe um grafo d-regular

de n vértices.

Demonstração. Se d é par, defina G = (V,E) onde V = Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}

é o corpo dos inteiros módulo n, e {n1, n2} ∈ E(G) se, e somente se,

min{n1 − n2, n2 − n1} ≡ 1, 2, 3, . . . , d/2 (mod(n)).

Se d é ı́mpar, então n é par. Neste caso, construa o G = (V,E) para o número par

d− 1 e adicione a aresta {n1, n2} sempre que

min{n1 − n2, n2 − n1} ≡ n/2 (mod(n)).

Esse passo fornece um emparelhamento adicional que completa a d-regularidade

desejada.

Com respeito a cotas superiores para γk, um resultado de Hansberg e Volk-

mann (2009) [27] estabelece cotas em função do grau mı́nimo δ(G) de um grafo

G.

Teorema 3.6 (Corolário 1 de [27]). Seja G é um grafo com n vértices e grau

mı́nimo δ e seja k ∈ N. Se
δ + 1

ln(δ + 1)
≥ 2k, então

γk(G) ≤ k ln(δ + 1) + 1

δ + 1
n. (3.4)

Quando k = 2, a desigualdade (3.4) é válida para todo δ ≥ 9. Mas sua

conclusão só começa a ser útil a partir de δ ≥ 13, onde temos

γ2(G) ≤ 2 ln(13 + 1) + 1

13 + 1
n u 0, 4829n,
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pois, para δ ≤ 12 e k = 2, há um resultado mais antigo (1990), devido a Caro e

Roditty [15], que estabelece que, se δ(G) ≥ 3, então γ2(G) ≤ n/2. Essas cotas são

justas para δ igual a 3 e 4, e os grafos que as justificam podem ser, por exemplo,

os grafos bipartidos completos K3,3 e K4,4, respectivamente. Finalmente, há um

resultado de 2016, devido a Bujtás e Jaskó [14], que melhora as cotas superiores

anteriores para 6 ≤ δ ≤ 21. O resultado estabelece, por exemplo, que

δ(G) = 6⇒ γ2(G) ≤ 0.498n,

δ(G) = 7⇒ γ2(G) ≤ 0.467n,

δ(G) = 8⇒ γ2(G) ≤ 0.441n e

δ(G) = 9⇒ γ2(G) ≤ 0.418n.

Atualmente, a nossa pesquisa bibliográfica sugere que as melhores cotas supe-

riores para γ2(G) em função de δ(G) são dadas por Caro e Roditty para 3 ≤ δ ≤ 5

e por Bujtás e Jaskó para 6 ≤ δ ≤ 21.

Por outro lado, é natural que os grafos que têm um maior número de 2-

dominação sejam aqueles que têm menos arestas. Assim, no conjunto dos grafos

G com δ(G) = d, é natural esperar que os grafos d-regulares sejam aqueles que

possuem os maiores valores para γ2. Aparentemente, as melhores cotas para grafos

d-regulares existentes na literatura são aquelas que são para o grau mı́nimo δ(G) =

d. De fato, a relação entre grau mı́nimo e várias noções de dominância já foi bem

explorada.

3.4 Resultados principais

Nossos resultados fornecem cotas superiores assintóticas para os números de

2-dominação e de dominação total em grafos regulares. Basicamente, apresenta-
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mos dois tipos de resultado: um deles, de caráter probabiĺıstico, fornece essas cotas

para a grande maioria dos grafos d-regulares, em função de d; o outro, de caráter

determińıstico, fornece essas cotas para todos os grafos d-regulares com cintura

suficientemente grande, também em função de d. Formalmente, os resultados rela-

cionados a dominância total são dados pelos Teoremas 3.7 e 3.8, que correspondem

às versões probabiĺıstica e determińıstica, respectivamente. Alguns dos enunciados

dependem de soluções de sistemas de equações diferenciais que serão enunciados

nos próximos caṕıtulos. No teorema a seguir, pense em q(x) como uma função que

descreve a proporção do tamanho de um conjunto dominante parcial contrúıdo por

um certo algoritmo até um certo instante x e pense em x∗ como o instante final

do algoritmo.

Teorema 3.7. Dados ε > 0 e d ≥ 3, um grafo aleatório d-regular G, com n

vértices, assintoticamente quase certamente possui um conjunto totalmente domi-

nante DT ⊆ V (G) tal que

|DT | ≤ n (q(x∗) + ε) ,

onde x∗ = inf{x > 0 : z0(x) = 0} e onde z0(x) e q(x) são as soluções do problema

de valor inicial (5.3).

Teorema 3.8. Dados ε > 0 e d ≥ 3, existe um inteiro positivo g tal que todo grafo

d-regular G com n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto totalmente

dominante DT tal que

|DT | ≤ (q(x∗) + ε)n,

onde x∗ = inf{x > 0 : z0(x) = 0} e onde z0(x) e q(x) são as soluções do problema

de valor inicial (5.3).

Temos uma tabela comparando nossa cota probabiĺıstica para conjuntos to-

talmente dominantes q(x∗) com as cotas determińısticas encontradas na litera-
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tura. O número q(x∗) foi aproximado por uma implementação computacional via

o método de Euler para resolução de sistemas de equações diferenciais, com tama-

nho do passo igual a 0, 00005. As informações sobre as publicações foram obtidas

do livro de Henning e Yeo [31] de 2013.

Grau mı́nimo Cota inferior Cota superior Publicação d Aproximação

δ(G) (trivial) já publicada ou fonte para q(x∗)

3 1/3 ' 0, 3333 1/2 = 0, 5000 [4] (2004) 3 0, 4883

4 1/4 = 0, 2500 3/7 ' 0, 4285 [50] (2007) 4 0, 4136

5 1/5 = 0, 2000 17/44 ' 0, 3863 [20] (2015) 5 0, 3656

6 1/6 ' 0, 1666 0, 4653 Teorema 3.2 6 0, 3256

Tabela 3.2: Tabela comparando nossas cotas com as melhores cotas conhecidas

para grafos em geral.

O Teorema 3.7 será provado no Caṕıtulo 5 e uma justificativa para a validade

do Teorema 3.8 será fornecida na Seção 5.6.

No caso da 2-dominância, apresentamos dois resultados independentes. O

primeiro admite uma solução anaĺıtica para seu problema de valor inicial, o que

leva a cotas expĺıcitas. Isso permite que seus enunciados não dependam de equações

diferenciais, como pode ser visto abaixo. O segundo resultado, que fornece cotas

melhores, não admite uma solução desse tipo por ser obtido de um sistema de

equações diferenciais mais complicado. Isso exige uma abordagem alternativa,

como a aproximação computacional que usamos aqui. Cada um deles admite uma

versão probabiĺıstica e uma determińıstica, similarmente à dominância total. As

duas versões do primeiro resultado são os Teoremas 3.9 e 3.10 abaixo, cujas provas

estão na Seção 6.
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Teorema 3.9. Para quaisquer ε > 0 e d ≥ 4, um grafo aleatório d-regular G =

(V,E) com n vértices assintoticamente quase certamente possui um conjunto 2-

dominante D ⊆ V (G), tal que

|D| ≤ n (x2 + ε) ,

onde

x2 =
d− 1 + ud − d

[
(d− 2) (d− 1)

(
1−√ud

)]−2/(d−1)

2(d− 1)

com ud := (d− 1)−2/(d−2).

d melhor cota x2

conhecida

4 0, 5 0, 4519

5 0, 5 0, 4089

6 0, 498 0, 3747

7 0, 467 0, 3467

8 0, 441 0, 3233

Tabela 3.3: Comparação entre as melhores cotas conhecidas e as aproximações

para o valor de x2 em função de d no Teorema 3.9.

Como feito para a dominância total, a prova desse teorema terá como con-

sequência um resultado determińıstico para grafos regulares com cintura grande.

Ele segue após duas aplicações sucessivas (uma para cada fase) do Teorema 5.8.

O enunciado está abaixo e a justificativa é análoga à do Teorema 3.8.
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Teorema 3.10. Dado ε > 0, existe um inteiro positivo g tal que todo grafo G d-

regular com n vértices e cintura maior do que g possui um conjunto 2-dominante

D tal que

|D| ≤ n (x2 + ε) ,

onde

x2 =
d− 1 + ud − d

[
(d− 2) (d− 1)

(
1−√ud

)]−2/(d−3)

2(d− 1)

com ud := (d− 1)−2/(d−2).

O resultado que trata das cotas superiores para o número de 2-dominância em

grafos d-regulares com cotas melhores do que as do Teorema 3.9 é mais elaborado

e seu enunciado depende de terminologias que serão definidas no Caṕıtulo 8. Por

exemplo, o Algoritmo 8(c), as matrizes Mk, os conjuntos ΩMk
e as condições (i.k)

e (1.k) estão definidas nas Seções 8.4 e 8.5.

Teorema 3.11. Dados d ≥ 3 e ε > 0, seja p0 > 0 tal que

(1.1) | detM1(z(0))| > γ,

(2.1) |α1
i (0)| > γ para todo 1 ≤ i ≤ d− 1,

(3.1) (0, z(0), q(0)) ∈ Ω1,

para algum γ > 0. Suponha que, para k = 2, . . . , r,

(a.k) detMk(z(xk−1)) 6= 0, isto é, (1.k) é satisfeita;

(b.k) (xk−1, z(xk−1), q(xk−1)) ∈ ΩMk−1
, isto é, (i.k − 1) não é satisfeita;

Seja yr = x1 + x2 + · · · + xr. Então a cardinalidade do conjunto 2-dominante

produzido pelo Algoritmo 8(c) aplicado a um grafo aleatório d-regular é a.q.c. no
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máximo

yrn+ (1− q(xr))n+ εn.

Teorema 3.12. Dados d ≥ 3 e ε > 0, seja p0 > 0 tal que

(1.1) | detM1(z(0))| > γ,

(2.1) |α1
i (0)| > γ para todo 1 ≤ i ≤ d− 1,

(3.1) (0, z(0), q(0)) ∈ Ω1,

para algum γ > 0. Suponha que, para k = 2, . . . , r,

(a.k) detMk(z(xk−1)) 6= 0, isto é, (1.k) é satisfeita;

(b.k) (xk−1, z(xk−1), q(xk−1)) ∈ ΩMk−1
, isto é, (i.k − 1) não é satisfeita;

Seja yr = x1+x2+· · ·+xr. Então existe um inteiro positivo g tal que cardinalidade

do conjunto 2-dominante produzido pelo Algoritmo 8(c) aplicado a um grafo G d-

regular com n vértices e cintura maior do que g é no máximo

yrn+ (1− q(xr))n+ εn.

A coluna da direita da Tabela 3.4 apresenta algumas aproximações obtidas

computacionalmente para as cotas dos Teoremas 3.11 e 3.12.
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d melhor cota x2 yr + 1− q(xr)

conhecida (aproximação computacional)

3 0, 5 − 0, 4771

4 0, 5 0, 4519 0, 4261

5 0, 5 0, 4089 0, 3859

6 0, 498 0, 3747 0, 3536

Tabela 3.4: Comparação entre as melhores cotas conhecidas para grafos em geral e

as aproximações computacionais para as cotas obtidas nesta tese para

2-dominância em função de d

O Algoritmo 8(c) foi o que obteve melhor desempenho dentre vários algo-

ritmos testados. O Teorema 3.11 fornece uma cota melhor do que a cota deter-

mińıstica para d = 3, o que não acontecia com o Teorema 3.9.

3.4.1 Uma relação entre cintura e aleatoriedade em grafos d-regulares

Podemos fornecer um resultado complementar aos resultados obtidos nesta

tese, o Teorema 3.14, que relaciona a cintura e aleatoriedade em grafos d-regulares.

Este resultado não depende de algoritmos locais. Por ser um pouco mais curto e

independente dos demais, será provado integralmente nesta seção.

Relembre que, na introdução, apresentamos nossos objetivos, que consistiam

em encontrar as melhores cotas superiores c1(d) e c2(d) que satisfizessem os Re-

sultados 1 e 2, respectivamente. Nós também mencionamos que uma cota para o

Resultado 2 dá uma cota para o Resultado 1. Trataremos deste fato agora. Por

isso, é importante definir rigorosamente as melhores cotas superiores posśıveis para

os Resultados 1 e 2.
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Dados d ≥ 2 e g0 ≥ 3, seja

γgt (d, g0) := sup{γt(G)/|V (G)| : G é d-regular com cintura g ≥ g0}, (3.5)

isto é, γgt (d, g0) é a menor cota superior posśıvel para grafos d-regulares com cintura

pelo menos g0. Isto produz uma sequência monótona não-crescente quando g0

cresce, e podemos considerar o parâmetro

γgt (d,∞) = lim
g0→∞

γgt (d, g0). (3.6)

Esse é o ı́nfimo dos valores posśıveis para c2(d) para o Resultado 2.

O resultado de Henning dado pela equação (3.2) combinado à cota inferior

dada pela equação (3.3) mostra que γgt (2,∞) = 1/2.

Cabe mencionar que alguns de nossos principais resultados que envolvem

cintura, que foram descritos na Seção 3.4, podem ser reescritos em função da

notação dada por 3.6. Por exemplo, o Teorema 3.8, assumiria a seguinte forma.

Teorema 3.13. Para 6 ≥ d ≥ 3, temos que γgt (d,∞) é no máximo os valores das

aproximações para q(x∗) da Tabela 3.2.

Agora, podemos considerar o valor t́ıpico do número de dominação total em

um grafo d-regular grande. Relembrando, Gn,d é o conjunto de grafos d-regulares

(rotulados) com n vértices e, para um inteiro d ≥ 2 e uma constante ε > 0,

considere

γRt (d, ε) = lim
n→∞

inf
A⊆Gn,d,n∈N,
|A|≥(1−ε)|Gn,d|

sup

{
γt(G)

n
: G ∈ A

}
. (3.7)

Note que, para d fixo, γRt (d, ε) é limitado e cresce quando ε decresce, assim o

seguinte limite está bem definido:

γRt (d) = lim
ε→0+

γRt (d, ε). (3.8)
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Em termos de probabilidade, encontrar uma cota superior c1(d) para γRt (d) sig-

nifica que um grafo aleatório d-regular assintoticamente quase certamente possui

um conjunto totalmente dominante mı́nimo com tamanho de no máximo c1(d).

Portanto, γRt (d) é o menor c1(d) posśıvel para o Resultado 1.

De forma análoga, poderemos reescrever os resultados que envolvam aleato-

riedade da Seção 3.4 usando a notação γRt (d).

Uma construção bem conhecida permite-nos provar o seguinte.

Teorema 3.14. É verdade que

γRt (d) ≤ γgt (d,∞). (3.9)

A conexão entre parâmetros de grafos com cintura grande e grafos aleatórios

regulares apresentada por (3.9) no contexto de dominação total também é válida

para vários parâmetros diferentes, e é uma questão em aberto significativa quando (3.9)

vale com igualdade. Como mencionamos antes, Wormald e Hoppen [36] provaram

que um limite superior para γRt (d) implica em um limite superior para γgt (d,∞)

se ele for obtido através da análise de um algoritmo local, como o que tratamos

na Seção 1.3. (Novamente, a implicação anterior seria válida para uma série de

parâmetros além da dominação total). Isso tem a interessante consequência de que

a desigualdade (3.9) se tornaria uma igualdade caso os algoritmos locais tivessem

a capacidade de aproximar γRt (d).

Em particular, a desigualdade (3.2) implica no fato simples de que a cota

inferior trivial para a dominância total é assintoticamente justa para grafos 2-

regulares quando g →∞ e, por causa do Teorema 3.14, implica que γRt (2) é igual

a n/2, o que não parece tão trivial. É uma questão relevante se uma propriedade

assintótica da mesma natureza também vale para grafos d-regulares com d ≥ 3.
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A prova do Teorema 3.14 pode ser conferida a seguir e versões análogas

deste teorema para outros tipos de dominância podem ser facilmente obtidas por

pequenas alterações na prova apresentada aqui.

Relembrando da Definição 2.6, Xg0
n,d(G) é o número de ciclos de G com com-

primento menor do que g0 e An,d(g0) := {G ∈ Gn,d : Xg0
n,d(G) < ln(n)}, isto é,

An,d(g0) é o conjunto dos grafos de Gn,d com menos de ln(n) ciclos de compri-

mento menor do que g0.

Lema 3.15. Para todo G ∈ An,d(g0), temos

γt(G)

n
≤ γgt (d, g0) +

2 ln(n)

n
.

Demonstração. Seja G ∈ An,d(g0). Pela definição de An,d(g0), G tem menos de

ln(n) ciclos de comprimento menor do que g0. Após remover uma aresta de cada

ciclo curto formamos um grafo G′ com cintura pelo menos g0 e grau máximo d.

Afirmamos que existe um inteiro s > 0 tal que, usando s cópias de G′ e

acrescentando algumas arestas, é posśıvel construir um grafo H, d-regular, com

cintura pelo menos g0. Com efeito, o Corolário 2.8 garante que existe m par tal

que, para todo 0 ≤ i ≤ d − 1, existe um grafo (d − i)-regular de m vértices

e cintura pelo menos g0. Considere um grafo H0 formado pelos grafos de uma

famı́lia G = {G1, G2, . . . , Gm} de m cópias de G′. Se um vértice v ∈ G′ tem grau i,

então há uma cópia desse vértice em cada elemento de G, que, portanto, se repete

m vezes em H0. Sobre esses m vértices, construa um grafo Gv (d − i)-regular

qualquer, com cintura pelo menos g0, e adicione suas arestas em qualquer ordem

à H0 sobre as cópias de v formando H1. Agora, repetimos esse procedimento para

cada vértice de grau menor do que d, obtendo uma sequência H2, H3, . . . de grafos

com grau mı́nimo menor ou igual a d. Para algum inteiro t teremos que Ht será

d-regular. Basta definir H = Ht para obter o grafo desejado.
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Por definição de γgt (d, g0), H possui um conjunto totalmente dominante D

de tamanho no máximo γgt (d, g0) ·ns vértices. Pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos,

pelo menos uma das cópias de G′, digamos G1, possui uma quantidade menor ou

igual a γgt (d, g0) · n de elementos de D.

No máximo 2 ln(n) vértices de G1 só são adjacentes a elementos de D fora

de G1. Portanto, obtemos um conjunto totalmente dominante de G formado pelos

γgt (d, g0) · n elementos de D que estavam em G1 mais um vizinho de cada um dos

até 2 ln(n) vértices que não eram dominados por vértices de G1.

Como G1 é isomorfo a G, a conclusão é que conseguimos construir um con-

junto totalmente dominante de G com tamanho γgt (d, g0) · n+ 2 ln(n), isto é,

γt(G)

n
≤ γgt (d, g0) +

2 ln(n)

n
.

Demonstração. (Teorema 3.14) Mostraremos que, para todo δ > 0, γRt (d) ≤

γgt (d,∞) + δ.

Fixe δ > 0. Seja g0 tal que γgt (d, g0) < γgt (d,∞) + δ/3 e ε > 0 tal que

γRt (d) < γRt (d, ε) + δ/3. O Corolário 2.7 garante que existe n0 tal que, para todo

n ≥ n0,

|An,d(g0)| > (1− ε)|Gn,d|.

Isso implica que, pela definição de γRt (d, ε),

γRt (d, ε) ≤ sup

{
γt(G)

n
;G ∈ An,d(g0)

}
,

para todo n ≥ n0.

Por outro, o Lema 3.15 afirma que, para todo G ∈ An,d(g0),

γt(G)

n
≤ γgt (d, g0) +

2 ln(n)

n
,
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Tome n1 ≥ n0 tal que, 2 ln(n)/n < δ/3, para todo n ≥ n1. Assim, se n ≥ n1,

temos
γt(G)

n
≤ γgt (d, g0) +

δ

3
≤ γgt (d,∞) +

2δ

3
.

Finalmente, temos

γRt (d) < γRt (d, ε) + δ/3 ≤ sup

{
γt(G)

n
;G ∈ An,d(g0)

}
+
δ

3
≤ γgt (d,∞) +

2δ

3
+
δ

3
.

concluindo a prova.
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4 O METODO DAS EQUAÇÕES

DIFERENCIAIS

Vamos estudar processos aleatórios em grafos, que, no nosso caso, serão grafos

que são modificados ao longo do processo. A cada passo, controlaremos o valor de

certas variáveis, por exemplo, o número de vértices de cada grau. Considerando

apenas valores esperados, isso nos leva a um sistema de recorrências para esses

valores.

Para entender o processo aleatório, nosso objetivo será resolver essas re-

corrências e demonstrar que as suas soluções são próximas do que realmente acon-

tece no processo, com alta probabilidade. A fim de fazer essa aproximação, vamos

usar um teorema técnico que, resumidamente, afirma que as soluções assintóticas

das recorrências são bem aproximadas por soluções de um sistema de equações

diferenciais. Ele funciona como um resultado de concentração que aproxima o

desempenho esperado do desempenho t́ıpico do processo.

O objetivo do caṕıtulo é enunciar esse teorema e ilustrar como ele pode ser

aplicado. A versão que apresentaremos está baseada no Teorema 5.1 em [55] e,

aqui, seu enunciado segue como Teorema 4.2. Optamos por enunciá-lo sem prova

pois a teoria necessária à sua compreensão é extensa, o que desviaria demais o nosso

foco. O enunciado deste teorema aborda espaços de probabilidade e construções

sob um ponto de vista mais geral.
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4.1 Condição de Lipschitz

Definição 4.1. Dizemos que a função f : D −→ R satisfaz a condição de Lipschitz

em D ⊆ Rn se existe uma constante L > 0 com a propriedade de que

|f(u1, u2, . . . , un)− f(v1, v2, . . . , vn)| ≤ L max
1≤i≤n

|ui − vi|

para todo (u1, . . . , un) e (v1, . . . , vn) em D.

Neste caso dizemos que L é uma constante Lipschitz de f . Note que max1≤i≤n |ui−

vi| é a distância entre (u1, u2, . . . , un) e (v1, v2, . . . , vn) na métrica `∞.

Vamos definir também a norma ||v|| de v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn por

||v|| =
√
v2

1 + · · ·+ v2
n.

Note que a condição de Lipschitz é equivalente a

|f(u1, u2, . . . , un)− f(v1, v2, . . . , vn)| ≤ L||u− v||

para alguma constante L, pois

max
1≤i≤n

|ui − vi| ≤ ||u− v|| ≤
√
n max

1≤i≤n
|ui − vi|.

4.2 O teorema da aproximação

Antes de enunciar o Teorema 4.2, vamos definir algumas estruturas um pouco

mais gerais do que aquelas tratadas anteriormente, para fins de formalização.

Um processo aleatório é um espaço de probabilidade em tempo discreto que

pode ser denotado por (Q0, Q1, . . . ), onde cada Qi toma valores num conjunto

S. Os elementos desse espaço são as sequências (q0, q1, . . . ), onde cada qi ∈ S.
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Usamos ht para denotar (q0, q1, . . . , qt), que denominamos a história do processo

até o tempo t.

Consideraremos uma sequência de processos aleatórios indexados por n, com

n ∈ N. Assim qt = q
(n)
t e S = S(n), mas por simplicidade vamos omitir a de-

pendência em n da notação. Note que o nosso “processo de grafos aleatórios”

é um caso particular desse “processo aleatório”, se definirmos S = S(n) = {G :

G é algum grafo de n vértices} e qt = Gt.

A notação S(n)+ denota o conjunto de todos ht = (q0, . . . , qt) onde t ∈ N e

cada qi ∈ S(n). No nosso caso, ht é uma lista de grafos de n vértices que descreve

a evolução da construção de um grafo até o tempo t.

Para variáveis Y1, . . . , Ya definidas sobre as componentes do processo, e D ⊆

Ra+1, definimos o tempo de parada TD(Y1, . . . , Ya) como o menor t tal que

(t/n, Y1(t)/n, . . . , Ya(t)/n) /∈ D.

Escreveremos apenas TD quando as variáveis Y1, . . . , Ya estiverem claras no con-

texto. Em nossos exemplos, vamos aplicar o teorema no caso particular em que

Yi(t) é o número de vértices de grau i no grafo qt. Consideraremos também uma

variável Q(t), que fará a atualização da contagem do número de elementos no

conjunto totalmente dominante em cada passo.

Escrevemos an = O(bn) se existe n0 ∈ N e uma constante C > 0 tal que

|an| ≤ Cbn, para todo n > n0.

O enunciado do teorema exige três hipóteses. A primeira (i) assegura que

cada Yi não varia demais em cada passo, a segunda (ii) nos diz a taxa esperada

dessa variação e estabelece que essa taxa basicamente depende apenas do conhe-

cimento dos valores das variáveis Yi no passo anterior, e a terceira (iii) assegura
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que essa taxa não varia demais com o tempo. Com isso já podemos enunciar o

teorema.

Teorema 4.2. Para cada 1 ≤ ` ≤ a onde a é fixo, sejam y` : S(n)+ → R e

f` : Ra+1 → R, tais que para alguma constante C0 e todo `, |y`(ht)| < C0n para

todo ht ∈ S(n)+ e para todo n. Seja Y`(t) a variável aleatória dada por y`(ht).

Suponha que as três condições a seguir sejam verdadeiras, onde, em (ii) e (iii), D

é algum conjunto aberto, conexo e limitado contendo o fecho de

{(0, z1, . . . , za) : P[Y`(0) = z`n, 1 ≤ ` ≤ a] 6= 0 para todo n}.

(i) (Hipótese de limitação.) Para funções β = β(n) ≥ 1 e γ = γ(n), a

probabilidade de que

max
1≤`≤a

|Y`(t+ 1)− Y`(t)| ≤ β,

condicionada a qualquer história ht, é pelo menos 1− γ para t < TD.

(ii) (Hipótese de tendência.) Para alguma função λ1 = λ1(n) = o(1),

para todo ` ≤ a,

|E[Y`(t+ 1)− Y`(t)|ht]− f`(t/n, Y1(t)/n, . . . , Ya(t)/n)| ≤ λ1

para t ≤ TD.

(iii) (Hipótese de Lipschitz.) Cada função f` é cont́ınua e satisfaz a condição

de Lipschitz em

D ∩ {(t, z1, . . . , za) : t ≥ 0}.

Então o seguinte é verdade.
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(a) Para (0, ẑ1, . . . , ẑa) ∈ D, o sistema de equações diferenciais

dz`
dx

= f`(x, z1, . . . , za) ` = 1, . . . , a

tem uma única solução em D para z` : R→ R passando por

z`(0) = ẑ`,

1 ≤ ` ≤ a, que se estende a pontos arbitrariamente próximos da

fronteira de D;

(b) Seja λ > λ1 +C0nγ com λ = o(1). Para uma constante C suficiente-

mente grande, com probabilidade 1−O
(
nγ + β

λ
exp

(
−nλ3

β3

))
,

Y`(t) = nz`(t/n) +O(λn)

para 0 ≤ t ≤ σn e para cada `, onde z`(x) é a solução em (a) com ẑ` =

Y`(0)/n, e σ = σ(n) é o supremo dos x para os quais a solução pode

ser estendida antes de alcançar distância `∞ igual a Cλ da fronteira

de D.

Nos últimos anos, o Método das Equações Diferenciais tem sido intensamente

aplicado a problemas de otimização de parâmetros em grafos regulares aleatórios.

Restringindo a discussão apenas a parâmetros de dominância, temos, por exemplo

o trabalho de Duckworth e Wormald [22], que obteve melhorias para o número

de dominação independente. Duckworth e Mans [21] aplicaram o método à r-

dominação, que é uma generalização de dominância que considera dominados os

vértices a uma distância de até r passos de algum vértice do conjunto r-dominante.

Também tivemos aplicações recentes deste método feitas por Amini [2] a

processos de percolação e difusão em grafos aleatórios com sequências de graus

dadas e, posteriormente, por Amini, Cont e Minca [3] sobre a resiliência ao contágio
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de redes financeiras. Ainda, na mesma linha dos gafos aleatórios com sequências

de graus dadas, Brightwell, Janson e Luczak [13] estudaram o tamanho de um

conjunto independente produzido por um algoritmo simples.

Outra aplicação recente foi, como já mencionamos, a de Fiz Pontiveros, Grif-

fiths e Morris [43] que obteve um melhora assintótica significativa para o limite

inferior do número de Ramsey R(3, t) estabelecido anteriormente por Kim [40].

Enquanto Kim obteve que

R(3, t) ≥
(

1

162
− o(1)

)
t2

log(t)
,

Fiz Pontiveros, Griffiths e Morris obtiveram que

R(3, t) ≥
(

1

4
− o(1)

)
t2

log(t)
.

Essa mesma melhora foi obtida independentemente por Bohman e Keevash [9].

Este teorema é a principal ferramenta que usaremos para obter nossos resul-

tados. Por isso, na próxima seção, daremos um exemplo t́ıpico de aplicação com

finalidade ilustrativa. Este exemplo será retomado no Caṕıtulo 6.

4.3 Exemplo de aplicação do Teorema 4.2

Dado um grafo G = (V,E), um conjunto I ⊆ V (G) é dito independente se,

para cada par u, v ∈ I, for verdade que {u, v} /∈ E(G), isto é, não existem arestas

ligando vértices de I. Encontrar um conjunto independente de tamanho máximo

é um problema clássico da teoria dos grafos que já foi amplamente abordado na

literatura. Em particular, trata-se de um problema NP -completo. A seguir, vamos

aplicar o teorema a fim de obter uma cota inferior, assintoticamente quase certa,

para um conjunto independente máximo de um grafo aleatório d-regular. O que
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faremos a seguir foi extráıdo de Wormald [55] e, conforme o autor, não é a melhor

cota já descoberta. A finalidade é apenas ilustrar uma aplicação mais simples do

que aquela que faremos no Caṕıtulo 5. Vamos exibir alguns detalhes adicionais

além dos já apresentados em [55].

Queremos construir um grafo aleatório d-regular de n vértices e um con-

junto independente nesse grafo. Uma maneira de gerar esse grafo é por meio de

um processo que gera uma configuração, escolhida como o já descrito na Seção

2.3. Partimos de n células, que representam os vértices do multigrafo, com d

pontos em cada e, repetidamente, combinamos um ponto ainda não emparelhado,

escolhido segundo algum critério, a um segundo ponto escolhido uniformemente

dentre os pontos dispońıveis, até que tenhamos um emparelhamento completo. No

final, teremos um multigrafo aleatório. Lembre que, caso o emparelhamento seja

grafo, então é escolhido de maneira uniforme. O interessante é que construir um

emparelhamento aleatório é algo bem flex́ıvel, já que a ordem em que os pontos

são tomados para formar seus pares não afeta a uniformidade probabiĺıstica do

emparelhamento obtido no final.

Vamos estabelecer um algoritmo que construa um conjunto independente si-

multaneamente à construção do grafo. O conjunto contrúıdo não precisa satisfazer

alguma propriedade espećıfica se o multigrafo construido não for grafo, mas, se o

for, deve ser um conjunto independente.

Começamos em t = 0 sem pontos emparelhados, assim todos os vértices

começam com grau zero. Em cada passo, que vai de t− 1 a t, fazemos o seguinte.

Escolhemos um vértice dentre os vértices de grau zero uniformemente, e então

pareamos seus pontos aleatoriamente e uniformemente. Deste modo, no final do

passo, esse vértice escolhido terá grau d. Fim do passo!
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É importante notar que o conjunto dos t vértices escolhidos até o tempo t

é independente, pois cada vez que um passo é iniciado, selecionamos um vértice

de grau zero que não está ligado aos vértices que foram escolhidos nos passos

anteriores, já que todos os que estão ligados aos escolhidos antes têm grau maior

do que zero. Esse passo é repetido até que não se tenha mais nunhum vértice de

grau zero. O conjunto independente é o conjunto dos vértices escolhidos, sendo

um em cada passo. O tamanho do nosso conjunto independente será exatamente

igual ao t do último passo executado.

Formalmente, vamos denotar por Pt o emparelhamento parcial atualizado

no tempo t. Vamos definir Y (t) como o número de vértices de grau zero em

Pt. Começamos com P0 sendo um conjunto de nd pontos dispostos em n vértices

(células), sem nenhum emparelhamento formado e, portanto, com Y (0) = n. Du-

rante o processo, queremos determinar o primeiro t tal que Y (t) = 0.

O número de pontos em vértices de grau zero no tempo t é dY (t), e existem

nd−2dt pontos não emparelhado no total (visto que d pares são formado em cada

unidade de tempo). A probabilidade de que um ponto qualquer esteja em um

vértice de grau zero no tempo t é

dY (t)

nd− 2dt
=

Y (t)

n− 2t
.

Essa probabilidade muda um pouco durante o passo, quando o novo vértice de

grau zero é escolhido e o primeiro ponto dele é destacado (e a aresta deste ponto

está prestes a ser exposta). Quando isso acontece, Y (t) imediatamente decresce

em 1 unidade, e o outro ponto da aresta é escolhido aleatóriamente dentre os

nd − 2dt − 1 pontos restantes. Contudo, para cada uma das d arestas expostas

num passo, a probabilidade de que pareie um ponto do vértice escolhido a um
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ponto de um vértice de grau zero é de

Y (t)

n− 2t
+O

(
1

n− 2t− 2

)
,

pois 2t+ 2 < n, e assim

E[Y (t+ 1)− Y (t)|Pt] = −1− dY (t)

n− 2t
+O

(
1

n− 2t− 2

)
.

Escrevendo t = xn e Y (t) = nz(t/n) = nz(x), a recorrência se torna

z(x+ 1/n)− z(x)

1/n
= E[nz ((xn+ 1)/n)− nz(x)|Pt]

= −1− dnz(x)

n− 2xn
+O

(
1

n− 2xn− 2

)
.

Como estamos supondo que n seja grande, isso sugere a equação diferencial

z′(x) = −1− dz(x)

1− 2x

com a condição inicial z(0) = 1. Esta é uma equação de primeira ordem cuja

solução é

z(x) =
(d− 1)(1− 2x)d/2 − (1− 2x)

d− 2
.

A menor solução positiva de z(x) = 0 é

x∗ =
1

2
− 1

2

(
1

d− 1

)2/(d−2)

.

Podemos usar o teorema anterior para provar que x∗n é uma aproximação do

tamanho do nosso conjunto independente se n for suficientemente grande. Com

efeito, podemos verificar as hipóteses do teorema. Dado algum θ > 0 pequeno,

defina Dθ = {(x, z) : −θ < x < x∗, 0 < z < 1 + θ. A hipótese (i) se verifica

trivialmente com β(n) := d+ 1 e γ(n) := 0, por exemplo. Para verificar (ii), note

que x∗ < 1/2. Dáı, se 0 ≤ x ≤ x∗,

O

(
1

n− 2t− 2

)
= O

(
1

n

)
49



⇒ E[Y (t+ 1)− Y (t)|Pt] = −1− dY (t)

n− 2t
+O

(
1

n

)
.

Como

f(x, z) = −1− dz

1− 2x
,

temos que

|E[Y (t+ 1)− Y (t)|Pt]− f(t/n, Y (t)/n)|

= −1− dY (t)

n− 2t
+O

(
1

n

)
−
(
−1− dY (t)/n

1− 2t/n

)
= −1− dY (t)

n− 2t
+O

(
1

n

)
−
(
−1− dY (t)

n− 2t

)
≤ A− 1

n

para algum A > 0. Basta tomar λ1(n) = (A− 1)/n para obter (ii). Para verificar

(iii), basta notar que f(x, z) é uma função racional e que x∗ < 1/2 ⇒ 1 − 2x >

1− 2x∗ > 0. Isso implica que f(x, z) é Lipschitz em Dθ, para cada θ > 0.

Com as hipóteses verificadas, vamos à conclusão. Note que λ(n) = A/n1/4 >

λ1(n) satisfaz (b) e implica que a probabilidade descrita nesse item tenda a zero

quando n→∞. A conclusão, com esse λ, é que, com probabilidade

1−O
(
n1/4 exp

(
− A3

(d+ 1)3
n1/4

))
,

vale que

Y (t) = nz(t/n) +O(λn),

para 0 ≤ t ≤ σn, onde σ = σ(n) é o supremo dos x para os quais a solução

z(x) pode ser estendida antes de alcançar a distância Cλ das laterais do retângulo

aberto Dθ, para alguma constante C > 0. Em particular, dado ε > 0, temos que

x∗−σ(n) < ε desde que n seja suficientemente grande. Isso segue da continuidade

e monotonicidade de z(x) nas proximidades de x∗ e também porque Cλ(n) → 0
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quando n → ∞. Como |I| = σ(n)n, então |I| > (x∗ − ε)n. Dáı, provamos o

seguinte.

Teorema 4.3. Dado ε > 0, um grafo aleatório d-regular G, com n vértices, as-

sintoticamente quase certamente possui um conjunto independente I ⊆ V (G), tal

que

|I| ≥ n (x∗ − ε) ,

onde

x∗ =
1

2
− 1

2

(
1

d− 1

)2/(d−2)

.

Este é apenas um exemplo cuja finalidade é a de ilustrar uma aplicação

do teorema. Como já mencionamos, há algoritmos melhores do que esse para

conjuntos independentes que usam o Teorema 4.2. Por exemplo, em Wormald [55]

temos um outro algoritmo que produz um conjunto independente maior do que

este. Diferentemente do nosso algoritmo, que encerra logo que não tenha mais

vértices de grau zero, o algoritmo encontrado em [55] é executado até completar o

multigrafo.

O Teorema 4.2 permite a escolha do algoritmo. Porém, nas aplicações reali-

zadas até o presente momento, as decisões tomadas pelo algoritmo em cada passo

devem ser tomadas apenas em função das informações obtidas das proximidades

do vértice escolhido no passo atual. Como mencionamos, algoritmos desse tipo são

conhecidos como algoritmos locais.
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5 DOMINÂNCIA TOTAL EM GRAFOS

REGULARES

Neste caṕıtulo, provaremos os Teoremas 3.7 e 3.8 usando o Método das

Equações Diferenciais, que foi apresentado no Caṕıtulo 4. Nossa abordagem faz

uma análise de um algoritmo local capaz de construir conjuntos totalmente do-

minantes de maneira eficiente. As equações obtidas não foram resolvidas analiti-

camente, no entanto apresentamos aproximações computacionais que justificam a

eficiência do seu desempenho.

5.1 Uma heuŕıstica para produzir um conjunto

totalmente dominante pequeno

Nesta seção, definiremos formalmente o algoritmo usado e as variáveis que

deverão ser analisadas pelo nosso método. Seguiremos passos similares aos do

exemplo da Seção 4.3 do Caṕıtulo 4. Como antes, usaremos o modelo de empare-

lhamentos descrito no Caṕıtulo 2 e a independência que existe entre os pares para

simular a construção de grafos aleatórios d-regulares.

Assim como na Seção 4.3 do Caṕıtulo 4, para cada 0 ≤ i ≤ d − 1, Yi(t) é o

número de vértices de grau i em Gt.

O algoritmo depende de parâmetros fixos d, n e ε > 0 e tem como entrada

um grafo H d-regular com n vértices. Sua evolução é controlada por um parâmetro

discreto de tempo t, onde t = 0, 1, 2, .... Definimos também um conjunto D(t) que

inicia com D(0) = ∅. Em cada instante t o seguinte procedimento é realizado.

Escolhemos um vértice vt de Ht de grau máximo d com probabilidade uniforme e
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revelamos um de seus vizinhos ut arbitrariamente. Se esse vizinho possuir grau d,

adicionamos vt e ut em D(t) e removemos vt e ut de Ht, produzindo Ht+1. Se o

grau de ut for menor do que d então adicionamos apenas ut a D(t) e removemos

ut de Ht, produzindo Ht+1. O processo termina no primeiro instante t no qual a

quantidade de vértices de grau d estiver abaixo de um limiar nε. Para produzir

o conjunto totalmente dominante final, adicionamos a D(t) um vizinho de cada

vértices de grau d restante. Chamamos de etapa de seleção a escolha do vértice

inicial a cada passo, que neste caso é a escolha de vt, e chamamos de regra de

exploração local e passo de recoloração a escolha das adjacências investigadas e

dos vértices revelados durante o passo, bem como das decisões que são tomadas

a partir das informações obtidas. Em particular, a etapa de seleção corresponde

precisamente à linha 5 do Algoritmo 4.1(a) e à linha 4 do Algoritmo 4.1(b) e a regra

de exploração local corresponde às linhas 6 do Algoritmo 4.1(a) e 5 do Algoritmo

4.1(b) e o passo de recoloração corresponde aos fragmentos entre as linhas 7 e 14

do Algoritmo 4.1(a) e entre as linhas 6 e 13 do Algoritmo 4.1(b).
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Algoritmo 4.1(a): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3 e ε > 0.

Entrada: Um grafo d-regular H com n vértices.

Sáıda: Um conjunto totalmente dominante DT do grafo H.

1 t = 0;

2 H0 = H;

3 D(0) = ∅;
4 enquanto Yd(t) > nε faça

5 Escolha um vértice vt de grau d com probabilidade uniforme;

6 Revele um vizinho ut de vt;

7 se degGt
(ut) = d então

8 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut, vt};
9 Remova ut e vt de Ht, produzindo Ht+1;

10 senão

11 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
12 Remova ut de Ht, produzindo Ht+1;

13 fim

14 t = t+ 1;

15 fim

16 DT = D(t) ∪ {um vizinho de cada vértice de grau d de Ht}.

Na prática, esse algoritmo poderia ser estendido até que não restassem mais

vértices de grau zero, isto é, até que Yd(t) = 0. Porém, nesse caso, o algoritmo

atingiria uma região que nosso método não é capaz de analisar. Por isso, definimos

que nosso algoritmo termina um pouco antes, quando Yd(t) > nε, para algum ε > 0

pequeno.

Para analisar esse algoritmo, simulamos seu desempenho em um multigrafo

aleatório regular. Pela propriedade de independência, isso pode ser feito gerando

o grafo de acordo com as escolhas tomadas pelo algoritmo.

Assim, definiremos um algoritmo (Algoritmo 4.1(b) abaixo, que chamaremos

de algoritmo de construção) que ilustra como o Algoritmo 4.1(a) (chamado de
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algoritmo de deleção) pode ser aplicado durante o próprio processo de construção

do multigrafo d-regular aleatório.

O Algoritmo 4.1(b) parte em t = 0 de uma estrutura que denotaremos por

G0, que consiste num conjunto de nd pontos organizados em n células com d

pontos em cada célula, sem nenhum ponto emparelhado. Como antes, as células

se referem a vértices do multigrafo e os pares darão origem às arestas. Assim, dizer

que um vértice é emparelhado é o mesmo que dizer que os pontos da célula que

representa esse vértice, e que ainda não foram emparelhados, são emparelhados.

Os multigrafos Ht e Gt representam essencialmente a mesma estrutura a menos da

forma como olhamos para o grafo. Enquanto que o Algoritmo 4.1(a) inicia com um

grafo d-regular bem definido, no Algoritmo 4.1(b), o grafo é constrúıdo à medida

que aplicamos o algoritmo. Assim, quando um vértice ou uma aresta são removidos

pelo algoritmo de deleção, eles são, na verdade, emparelhados ou constrúıdos pelo

algoritmo de construção. Assim, Ht denota o que ainda não foi removido pelo

algoritmo, enquanto que Gt denota o que ainda não foi emparelhado na geração do

grafo aleatório de forma que, do ponto de vista da geração do multigrafo aleatório

d-regular, as adjacências ainda são desconhecidas. Como consequência, o papel de

cada variável Yi da versão de construção é trocado pelo papel da variável Yd−i na

versão de deleção.

O Algoritmo 4.1(b) pode ser adaptado facilmente ao nosso método de análise

pois usa o modelo dos emparelhamentos discutido no Caṕıtulo 2 para construir o

grafo aleatório regular.
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Algoritmo 4.1(b): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3 e ε > 0.

Entrada: A estrutura G0 definida acima.

Sáıda: Um multigrafo aleatório d-regular G com n vértices e um

conjunto totalmente dominante DT de G.

1 t = 0;

2 D(0) = ∅;
3 enquanto Y0(t) > nε faça

4 Escolha um vértice vt de grau zero com probabilidade

uniforme;

5 Revele um vizinho ut de vt;

6 se degGt
(ut) = 0 então

7 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut, vt};
8 Emparelhe ut e vt para obter Gt+1;

9 senão

10 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
11 Emparelhe ut para obter Gt+1;

12 fim

13 t = t+ 1;

14 fim

15 DT = D(t) ∪ {um vizinho de cada vértice de grau 0 de Gt};
16 Complete o emparelhamento de Gt para obter G.

Note que é posśıvel que o primeiro par, que determina ut, forme um laço,

que, neste caso, liga um vertice de Gt de grau zero a si mesmo. Pela lei do algo-

ritmo teremos vt = ut, que é acrescentado a D. O método se aplica ao modelo de

emparelhamentos e, portanto, analisa o comportamento do algoritmo para multi-

grafos. Assim, laços em prinćıpio poderiam afetar os resultados. Isso não ocorre

por motivos relacionados aos cálculos das esperanças condicionais, conforme vere-

mos. Grosso modo, ocorrências desse tipo são tão raras que não afetam as equações

além dos erros permitidos pelo método.
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Note que os passos eficientes do algoritmo são executados até o último t

tal que Y0(t) > nε. A partir desse ponto, nada mais é acrescentado a D e os

pontos que não foram emparelhados na geração do emparelhamento podem ser

emparelhados de forma arbitrária, pois são irrelevantes para D. Se o multigrafo

final for um grafo, então D(t) domina todos os vértices de grau maior ou igual

a 1 no instante t. Cada um dos poucos vértices que ainda não foram dominados

são dominados por um vizinho acrescentado ao conjunto D final, conforme feito

no último passo, para formar um conjunto totalmente dominante DT . Podemos

definir a variável Q(t) como o número de vértices em D(t). Ela contabilizará o

número de elementos do conjunto totalmente dominante que está sendo produzido

em cada passo do processo, e é sempre não-decrescente com t.

Queremos aplicar o Teorema 4.2. Por isso, devemos verificar que suas hipóteses

são satisfeitas. Também queremos identificar o instante mais avançado no qual o

teorema dá suporte ao nosso algoritmo. Isso é o que faremos a seguir.

5.2 A mudança esperada em cada passo

Com o Algoritmo 4.1(b) bem definido, podemos fazer algumas deduções sobre

as mudanças esperadas nas variáveis aleatórias em um passo do processo, isso será

necessário para a análise do Método das Equações Diferenciais.

Defina S(t) como o número total de pontos de Gt não emparelhados, assim

S(t) =
d−1∑
m=0

(d−m)Ym(t).

Quando um ponto é selecionado com probabilidade uniforme para formar par com

um ponto de vt, ele pertence a um vértice ut de Gt de algum grau, que é menor

ou igual a d − 1, com uma certa probabilidade. Definimos a variável X(t) como
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o grau do vértice ut definido na linha 4 do Algoritmo 4.1(b). Desse modo, X(t)

determina quantos (e, com a escolha de ut, quais) pontos ainda serão emparelhados

nesse mesmo passo. Como Y0(t) < S(t), vale que

P[X(t) = i|Gt] =
(d− i)Yi(t)− 1{i=0}

S(t)
=

(d− i)Yi(t)
S(t)

+O

(
1

Y0(t)

)
.

Vamos considerar que t está num intervalo fixo 0 ≤ t ≤ t′ onde t′ = sup{s :

Y0(t) ≥ nε,∀t ∈ [0, s]} para algum ε > 0. Neste caso, vale que

1

Y0(t)
≤ 1

nε
= O

(
1√
n

)
,

e a última expressão pode ser reescrita como

(d− i)Yi(t)
S(t)

+O

(
1√
n

)
. (5.1)

Note que, em cada passo, apenas um quantidade limitada de pontos (≤ 4d−2)

é emparelhada, o número exato depende de X(t). Se X(t) ≥ 1, então outros

d − X(t) − 1 pares serão formados ainda nesse passo, se X(t) = 0, então outros

2d− 2 pares serão formados. Vamos definir os seguintes eventos

Akt (j) := {o k-ésimo par do passo t atinge um vértice de grau j}.

Pode-se provar, de modo similar à expressão anterior, que

P[Akt (j)|Gt] =
(d− j)Yj(t)

S(t)
+O

(
1√
n

)
. (5.2)

Sabemos que o valor de Yj(t+ 1)− Yj(t) é igual a diferença entre o número

de vértices que passam a ter grau j e aqueles que deixam de ter grau j no passo

t + 1. Assim, a escolha do segundo ponto em cada par pode contribuir em uma

unidade (a mais ou a menos) para essa diferença. Note também que a diferença

total é igual a soma dessas contribuições. Vamos definir que Akt (−1) = ∅, para

todo k, e vamos fixar Y−1(t) ≡ 0.
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A função Delta de Dirac, denotada por δi,j, será igual a 1 se i = j e igual a

0 caso contrário.

Dáı, condicionado a X(t) = 0, temos que, para todo 0 ≤ j ≤ d− 1,

E[Yj(t+ 1)− Yj(t)|X(t) = 0, Gt] = −2δ0,j + E

[
2d−1∑
k=2

(1Ak
t (j−1) − 1Ak

t (j))|Gt

]

= −2δ0,j +
2d−1∑
k=2

(E[1Ak
t (j−1)|Gt]− E[1Ak

t (j)|Gt])

= −2δ0,j +
2d−1∑
k=2

(P[Akt (j − 1)|Gt]− P[Akt (j)|Gt]),

onde o termo −2δ0,j é devido ao fato de que os vértices vt e ut têm grau zero, o que

não é contabilizado no somatório. Usando a igualdade (5.2), a última expressão

pode ser reescrita como

−2δ0,j + (2d− 2)

(
(d− j + 1)Yj−1(t)

S(t)
− (d− j)Yj(t)

S(t)

)
+O

(
1√
n

)
.

Condicionado a X(t) = i, onde 1 ≤ i ≤ d − 1, um argumento análogo ao

anterior mostra que, para todo 0 ≤ j ≤ d− 1, temos

E[Yj(t+ 1)− Yj(t)|X(t) = i, Gt]

= −δi,j − δ0,j + δ1,j + (d− i− 1)

(
(d− j + 1)Yj−1(t)

S(t)
− (d− j)Yj(t)

S(t)

)
+O

(
1√
n

)
.

Com isso, temos uma representação assintótica para E[Yj(t+1)−Yj(t)|X(t) = i, Gt]

para cada i tal que 0 ≤ i ≤ d− 1.

Como a distribuição de X(t), condicionada a Gt, é dada pela expressão (5.1),

podemos desenvolver a esperança da diferença Yj(t + 1) − Yj(t), condicionada

somente a Gt, para todo 0 ≤ j ≤ d− 1, como segue:
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E[Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt] = E[E[Yj(t+ 1)− Yj(t)|X(t) = i, Gt]|Gt]

=
d−1∑
i=0

(E[Yj(t+ 1)− Yj(t)|X(t) = i, Gt] · P[X(t) = i|Gt])

=
d−1∑
i=1

(d− i)Yi(t)
S(t)

[
−δi,j + δ1,j + (d− i− 1)

(
(d− j + 1)Yj−1(t)

S(t)
− (d− j)Yj(t)

S(t)

)]
−δ0,j +

dY0(t)

S(t)

[
−δ0,j + (2d− 2)

(
(d− j + 1)Yj−1(t)

S(t)
− (d− j)Yj(t)

S(t)

)]
+O

(
1√
n

)
.

Estamos interessados no comportamento das variáveis Yj(t), com t variando

entre 0 e t′, para valores grandes de n. Faremos agora uma etapa menos formal

e mais ilustrativa. Consideraremos versões “normalizadas” de Yj(t), que, ao invés

de fornecer a quantidade de vértices de grau j, fornecem a proporção de vértices,

dentre um total de n, que têm grau j. A escala de tempo também deve ser mudada,

já que, para valores maiores de n, mais passos serão dados até o final do processo.

Como o número total de passos até o final desse processo deve ser algo entre

n/2d e n (pois cada passo elimina entre 1 e 2d vértices de grau zero), podemos

considerar a mudança da escala de passos unitários para passos de comprimento

1/n definindo, por exemplo, x = t/n. Assim, x varia entre 0 até algo entre 1/2d

e 1. Finalmente, vamos supor que existam funções reais diferenciáveis zj(x), para

modelar o comportamento de Yj(xn)/n, onde xn = t. Queremos que, para valores

de n suficientemente grandes, as variáveis Yj(t) sejam aproximadas pelas funções

nzj(t/n).

Vamos, agora, substituir todos Yj(t) na equação acima por nzj(x) e fazer

n → ∞. Também fixaremos z−1(x) ≡ 0. Note que a esperança condicional

desaparece, já que não temos mais variáveis aleatórias e sim funções reais. No
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lado esquerdo teremos

lim
n→∞

zj(x+ 1/n)− zj(x)

1/n
= z′j(x).

No lado direito, temos

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)

[
−δi,j + δ1, j + (d− i− 1)

(
(d− j + 1)zj−1(x)

s(x)
− (d− j)zj(x)

s(x)

)]
−δ0,j +

dz0(x)

s(x)

[
−δ0,j + (2d− 2)

(
(d− j + 1)zj−1(x)

s(x)
− (d− j)zj(x)

s(x)

)]
,

onde

s(x) =
d−1∑
m=0

(d−m)zm(x).

Resta fazer a mesma substituição para a função Q(t). Nesse caso, temos

E[Q(t+ 1)−Q(t)|Gt] = E[1{Xt > 0}+ 2 · 1{Xt = 0}|Gt]

= P[Xt > 0|Gt] + 2P[Xt = 0|Gt]

=
S(t)− dY0(t)

S(t)
+

2dY0(t)

S(t)
+O

(
1√
n

)
= 1 +

dY0(t)

S(t)
+O

(
1√
n

)
.

Agora, após fazermos a substituição q(x) = Q(t)/n e n→∞, obtemos

q′(x) = 1 +
dz0(x)

s(x)
.

Finalmente, para cada 0 ≤ j ≤ d−1, definimos cada expressão fj(x, z0, . . . , zd−1)

por

d−1∑
i=1

(d− i)zi
s

[
−δi,j + δ1,j + (d− i− 1)

(
(d− j + 1)zj−1

s
− (d− j)zj

s

)]
−δ0,j +

dz0

s(x)

[
−δ0,j + (2d− 2)

(
(d− j + 1)zj−1

s
− (d− j)zj

s

)]
,
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Adicionalmente, definimos também

fd(x, z0, . . . , zd−1) = 1 +
dz0

s
.

Isso sugere o seguinte problema de valor inicial:

z′j(x) = fj(x, z0, z1, . . . , zd−1) para cada 0 ≤ j ≤ d− 1

q′(x) = fd(x, z0, z1, . . . , zd−1)

z0(0) = 1

zj(0) = 0 para cada 1 ≤ j ≤ d− 1

q(0) = 0

(5.3)

O Método das Equações Diferenciais garantirá que, para n suficientemente

grande, as soluções zj(x) e q(x) são, com alta probabilidade, boas aproximações

para Yj(xn)/n e para Q(xn)/n, respectivamente, para todos os valores de x em

{1/n, . . . , t′/n}. Além disso, veremos que o valor de t′/n está concentrado na

vizinhança de um valor que conseguimos aproximar.

5.3 Algumas propriedades das soluções do sistema de

equações diferenciais

Parece não haver uma forma simples de encontrar uma solução anaĺıtica

expĺıcita pra o PVI (5.3), o que nos leva a estabelecer propriedades qualitativas das

soluções. Especificamente, provaremos que todas as soluções zj(x) e q(x) tomam

valores no intervalo [0, 1] desde que x varie de zero até algum tempo suficientemente

avançado, isto é, algum tempo x onde z0(x) está próximo de zero. Isso permitirá

que o Teorema 5.1 de Wormald [55] seja aplicado em todo intervalo de interesse,

garantindo que essas soluções descrevam o comportamento assintótico das variáveis
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Yj/n e Q(t)/n até o final do processo. Assim, o número de vértices afetados pelo

último passo do algoritmo será reduzido, de forma que o número de vértices afetado

pelo último passo do algoritmo, que é ineficiente, seja despreźıvel..

Proposição 5.1. Existe δ > 0 tal que, para todo x ∈ (0, δ], e todo 0 ≤ j ≤ d− 1,

vale que zj(x) > 0.

Demonstração. Como z0(0) = 1 e z0(x) é diferenciável em x = 0 e, portanto,

cont́ınua nesse ponto, temos que existe δ0 > 0 tal que z0(x) > 0 para todo x ∈

[0, δ0].

Agora vamos considerar apenas as equações diferenciais dos z′j tais que 1 ≤

j ≤ d− 1. Neste caso, podemos reescrever essas equações diferenciais assim:

z′j(x) = zj−1(x)(d− j + 1)

(
(2d− 2)

dz0(x)

s(x)2
+

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)2
(d− i− 1)

)

−zj(x)(d− j)

(
(2d− 2)

dz0(x)

s(x)2
+

1

s(x)
+

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)2
(d− i− 1)

)

+δ1,j ·
d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)

Para simplificar a escrita, vamos denotar

u1,j(x) := (d− j + 1)

(
(2d− 2)

dz0(x)

s(x)2
+

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)2
(d− i− 1)

)
e

u2,j(x) := (d− j)

(
(2d− 2)

dz0(x)

s(x)2
+

1

s(x)
+

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)2
(d− i− 1)

)
.

Assim o sistema pode ser reescrito como

z′j(x) = zj−1(x)u1,j(x)− zj(x)u2,j(x) + δ1,j ·
d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)
. (5.4)

Isso permite demonstrar, por indução, que zj é infinitamente diferenciável nos

pontos em que s(x) > 0.
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Para simplificar a notação da k-ésima derivada, escrevemos

f (k)(x0) :=
dk[f(x)]

dxk

∣∣∣∣
x=x0

.

O que vamos fazer é provar que a derivada não-nula de ordem mais baixa de

cada zj em x = 0 é maior do que zero.

Lema 5.2. Para cada 1 ≤ j ≤ d−1, temos que z
(k)
j (0) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ j−1

e que z
(j)
j (0) > 0.

Demonstração. Usaremos indução em j ≥ 1. A base é dada pelo fato de que

z′1(0) = z0(0)u1,1(0)− z1(0)u2,1(0) + δ1,j ·
d−1∑
i=1

(d− i)zi(0)

s(0)
= u1,1(0) = 2(d− 1) > 1.

já que, para todo 1 ≤ j ≤ d− 1,

u1,j(0) =
3(d− j + 1)(d− 1)

d
> 0, z0(0) = 1 e z1(0) = 0.

No passo de indução, vamos usar a regra geral de Leibniz, para n-ésima

derivada do produto de funções na reta, e a hipótese de indução, a saber: zj−1(0) =

z′j−1(0) = z′′j−1(0) = · · · = z
(j−2)
j−1 (0) = 0 e z

(j−1)
j−1 (0) > 0. Assim, podemos derivar

k − 1 vezes ambos os lados de (5.4). Dáı obtemos que, para todo 1 ≤ k ≤ j − 1,

z
(k)
j (0) =

k−1∑
m=0

(
k − 1

m

)(
z

(m)
j−1(0)u

(k−m)
1,j (0)− z(m)

j (0)u
(k−m)
2,j (0)

)
= −

k−1∑
m=0

(
k − 1

m

)
z

(m)
j (0)u

(k−m)
2,j (0).

A igualdade acima, com k = 1, implica que z′j(0) = 0, pois zj(0) = 0. Agora, como

zj(0) = 0 e z′j(0) = 0, essa igualdade com k = 2 implicará que z′′j (0) = 0. Esse

mesmo argumento pode ser repetido até obtermos zj(0) = z′j(0) = z′′j (0) = · · · =
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z
(j−1)
j (0) = 0. Resta provar que z

(j)
j (0) > 0, mas isto é consequência de que

z
(j)
j (0) =

j−1∑
m=0

(
j − 1

m

)(
z

(m)
j−1(0)u

(j−m)
1,j (0)− z(m)

j (0)u
(j−m)
2,j (0)

)
= z

(j−1)
j−1 (0)u1,j(0) > 0.

Isso conclui a indução.

Com isso em mãos, podemos escrever a j-ésima Expansão de Taylor [41] de

zj(x) em torno de x = 0, para cada j tal que 1 ≤ j ≤ d− 1. Dáı obtemos

zj(x) =
z

(j)
j (0)

j!
xj + r(x),

onde r(x) cumpre

lim
x→0+

r(x)/xj = 0.

Assim, pela definição de limite de funções, existe δj > 0 tal que, para todo x ∈

(0, δj], o lado direito de

zj(x) =

(
z

(j)
j (0)

j!
+
r(x)

xj

)
xj

é positivo. Isto é, para todo x ∈ (0, δj] vale que zj(x) > 0. Para concluir a prova,

basta tomar δ = min{δj : 0 ≤ j ≤ d− 1}.

A próxima proposição vai garantir uma cota superior para zj(x) e s(x) desde

que certas condições sejam satisfeitas.

Proposição 5.3. Se zj(x) ≥ 0, z0(x) > ε0 para todo x ∈ [0, θ] e todo j ∈

{0, 1, . . . , d − 1}, onde ε0 > 0 e θ > 0, então s(x) ≤ d e cada zj(x) ≤ 1 nesse

intervalo.
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Demonstração. Seja Z(x) = z0(x) + z1(x) + · · · + zd−1(x). Note que Z ′(x) =

z′0(x) + z′1(x) + · · ·+ z′d−1(x), o que pode ser desenvolvido somando todas equações

diferenciais em (5.3). Isso vai fornecer que, para todo x ∈ [0, θ],

Z ′(x) = −1− dz0(x)

s(x)
−
[

(d− (d− 1))zd−1(x)

s(x)

]
×

[
(2d− 2)

dz0(x)

s(x)
+

d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)
(d− i− 1)

]
≤ −1,

onde a desigualdade da direita segue do fato de que s(x) ≥ dz0(x) ≥ dε0. Isso prova

que Z(x) é decrescente no intervalo [0, θ]. Agora, como dZ(0) = dz0(0) = d = s(0),

e dZ(x) ≥ s(x), segue que s(x) ≤ d.

Na segunda parte, para limitar zj(x), basta notar que, para todo j ∈ {0, 1, . . . , d−

1}, vale que 1 ≥ Z(x) ≥ zj(x) e que Z(0) = 1 ≥ zj(0).

Sabemos que existe θ > 0 satisfazendo as hipóteses da proposição acima, por

exemplo θ = δ. Nas próximas proposições, sempre que falarmos em θ ele será tal

que satisfaça as hipóteses da Proposição 5.3, sem reafirmar isto, a menos que haja

ambiguidade no contexto.

Proposição 5.4. Suponha que, para todo x ∈ [δ, θ], todo j ∈ {0, 1, . . . , d − 1},

algum i ∈ {0, 1, . . . , d − 2} e algum εi > 0 tal que εi ≤ min{zj(δ)/2 : 0 ≤ j ≤

d − 1} > 0, tenhamos zj(x) ≥ 0 e zi(x) > εi. Então existe εi+1 > 0 tal que

zi+1(x) > εi+1 em [δ, θ].

Demonstração. Usando as notações da demonstração da Proposição 5.1, temos

que

z′i+1(x) = zi(x)u1,i+1(x)− zi+1(x)u2,i+1(x) + δ1,j ·
d−1∑
i=1

(d− i)zi(x)

s(x)

> εiu1,i+1(x)− zi+1(x)u2,i+1(x).
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Note que εiu1,i+1(x)− zi+1(x)u2,i+1(x) é maior do que zero sempre que

zi+1(x) <
εiu1,i+1(x)

u2,i+1(x)
, (5.5)

Agora, como s(x) ≤ d, zj ≥ 0 e zi > εi com 0 ≤ i ≤ d− 2, a definição de u1,j

fornece que

u1,i+1 ≥ 2 · 2 · εi
d2

=
4εi
d2
.

Por outro lado, como s(x) ≥ εi e zj ≤ 1, a definição de u2,j fornece que

u2,i+1 ≤ d · (2d · d+ d3)

ε2i
≤ 3d4

ε2i

Como consequência, o lado direito de (5.5) é maior do que o valor positivo (εi/d)6.

Portanto, é verdade a implicação

zi+1(x) < (εi/d)6 ⇒ z′i+1(x) > 0.

Agora, como zi+1(δ) > εi > (εi/d)6 e como zi+1 é cont́ınua, não tem como decrescer

até alcançar, por exemplo, (εi/d)6 /2 pois, quando zi+1(x) está entre (εi/d)6 e

(εi/d)6 /2, sua derivada deve ser positiva. Dáı a prova segue com εi+1 = (εi/d)6 /2.

Seja ε0 > 0 um número real arbitrário menor do que min{zj(δ)/2 : 0 ≤ j ≤

d − 1}. Para um θ adequado, podemos aplicar a Proposição 5.4 repetidamente

de modo a construir uma sequência {ε0, ε1, . . . , εd−1} que cumpre zj(x) > εj para

todo j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}.

Vamos então definir θ0 := inf{x > δ : zj(x) = εj, algum j}. Esse número

está bem definido porque cada zj(δ) > εj e z′0(x) ≤ −1 em qualquer intervalo [δ, θ]

no qual todas as zj(x) sejam maiores ou iguais a zero. Afirmamos que z0(θ0) = ε0.

De fato, a continuidade das zj garante que haveria algum j 6= 0 tal que zj(θ0) = εj.
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Com isso, a Proposição 5.4 garante que zj−1(θ0) = εj−1, pois θ0 é o supremo dos θ

que satisfazem a proposição com o ε0 dado (mas θ0 não satisfaz porque zj(θ0) = εj).

Pelo mesmo argumento, obtemos que zj−2(θ0) = εj−2 e assim por diante. Após j

passos concluiremos que z0(θ0) = ε0.

Esse argumento garante que nenhuma função zj(x), partindo de zj(δ) alcance

zero antes de z0(x). Assim, a construção acima prova o seguinte resultado.

Proposição 5.5. Para todo ε0 > 0 menor do que min{zj(δj)/2 : 0 ≤ j ≤ d− 1},

existe θ0 > δ tal que z0(θ0) = ε0 e, para todo x ∈ [δ, θ0] e j ∈ {0, 1, . . . , d − 1},

zj(x) > 0.

Finalmente, como z0 decresce até alcançar esse ε0, as Proposições 5.1, 5.3 e

5.5 permitem enunciar o seguinte resultado.

Proposição 5.6. Considere o problema de valor inicial (5.3). Seja ε > 0 fixo e

θε := inf{x > 0 : z0(x) = ε}. Então, para todo x ∈ [0, θε] e 1 ≤ j ≤ d− 1, vale que

0 ≤ zj(x) ≤ 1, 0 ≤ q(x) ≤ 1 e ε ≤ z0(x) ≤ 1.

Demonstração. Resta apenas verificar que 0 ≤ q(x) ≤ 1, já que o resto é con-

sequência das proposições anteriores.

Com efeito, seja `(x) = −z0(x)+1. Note que q(0) = `(0) = 0 e, se x ∈ [0, θε],

então 1 ≤ 1 + dz0(x)/s(x) = q′(x) ≤ −z′0(x) = `′(x). Assim 0 ≤ q(x) ≤ `(x) ≤

1− ε.

Uma consequência dessa proposição é que z0 vai decrescer até alcançar zero

pois, para todo ε > 0, z0 tem derivada menor do que −1 no intervalo [0, θε]. Assim,

fica bem definido x∗ = min{x > 0 : z0(x) = 0}.
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5.4 Verificando a condição de Lipschitz

Dado ε > 0 e o vetor z = (z0, z1, . . . , zd−1), seja

Dε =
{

(x, q, z) ∈ Rd+2 : −ε < x < θε, ε < z0 < 1 + ε,−ε/d < q, zj < 1 + ε)
}
,

onde j = 1, 2, . . . , d− 1.

Proposição 5.7. Dado ε > 0, cada fj satisfaz a condição de Lipschitz em Dε.

Demonstração. Recorde que, se 0 ≤ j ≤ d − 1, fj(x, z0, . . . , zd−1) é dada pela

seguinte expressão

d−1∑
i=1

(d− i)zi
s

[
−δi,j + δ1,j + (d− i− 1)

(
(d− j + 1)zj−1

s
− (d− j)zj

s

)]
−δ0,j +

dz0

s(x)

[
−δ0,j + (2d− 2)

(
(d− j + 1)zj−1

s
− (d− j)zj

s

)]
,

onde

s =
d−1∑
m=0

(d−m)zm,

e, se j = d, é dada por

fd(x, z0, . . . , zd−1) = 1 +
dz0

s
.

Note que cada fj(z), onde z = (x, z0, . . . , zd−1), é uma função racional da forma

p(z)/s(z)2, onde p(z) e s(z) são funções polinomiais em d + 2 variáveis. Note

também que s(z) ≥ ε em qualquer ponto de Dε (fecho de Dε). Neste caso, é

facil concluir que cada fj tem derivadas parciais de qualquer ordem em Dε e,

portanto, cada fj é uma função diferenciável com derivadas parciais cont́ınuas

em um conjunto compacto Dε. Isso implica que cada derivada parcial deve ser

limitada, isto é, para cada 0 ≤ i ≤ d, existe Mi > 0 tal que

∣∣∣∣∂fj∂zi
(z)

∣∣∣∣ ≤ Mi, para

todo z ∈ Dε. Tomando M =
∑

iMi temos,

|f(u)− f(v)| ≤M ||u− v||.
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O último passo é consequência do Teorema do Valor Médio em Rd+2.

5.5 Aplicando o Teorema 4.2

Vamos aplicar o Teorema 4.2 ao processo que definimos antes. Lembremos

que cada variável Yj denota o número de vértices de grau j no tempo t. Assim

fixamos a = d no enunciado do Teorema 4.2. Tomamos C0 = 1, D = Dε/8,

onde ε > 0 é fixo. A hipótese de limitação segue com β = 2d, o que permite

tomar γ = 0. Já provamos que λ1 = O(1/
√
n). Assim, vamos tomar algum A > 0

suficientemente grande tal que λ1 ≤ A/
√
n. A hipótese de Lipschitz já foi verificada

para as nossas funções fj sobre esse conjunto D na seção anterior. A função λ(n)

do item (b), além de ser maior do que λ1, deve ser tal que a probabilidade do item

(b) tenda a zero quando n → ∞. Vamos escolher λ(n) = A/ 4
√
n por motivos que

ficarão claros mais a frente. Lembremos que σ = σ(n) é o supremo dos x para os

quais a solução pode ser estendida antes de alcançar a distância Cλ da fronteira

de Dε/8, onde C é alguma constante suficientemente grande.

Como z0 é cont́ınua e z0(θε/8) = ε/8, existe α < θε/8 tal que z0(x) ≤ ε/4

para todo x ∈ [α, θε/8]. Por outro lado, existe n0 tal que para todo n > n0,

Cλ(n) < min{θε/8 − α, ε/8d}. Assim, se n > n0, a Proposição 5.6 garante que a

primeira zj a se aproximar da fronteira de Dε/8 a uma distância menor do que Cλ,

é z0. Além disso, para n > n0, pela definição de α,

α ≤ σ(n)⇒ z0(σ) ≤ ε

4

e como α < θε/8 − Cλ e pela definição de σ,

α > σ(n)⇒ z0(σ) =
ε

8
+ Cλ ≤ ε

4
.
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Consequentemente, para todo n > n0, z0(σ) ≤ ε/4. Primeiramente vamos supor

que TD ≥ nσ. Assim, com a probabilidade descrita no item (b) do Teorema 4.2,

Q(σn) é dada por

Q(σn) = nq(σ) +O(λn).

Recorde que Q(t) faz a contagem de um conjunto D(t) que, no final do processo

deverá ser o conjunto totalmente dominante do grafo gerado durante o algoritmo.

Note que D(σn) é totalmente dominante para todos os vértices de grau não nulo

no tempo σn. Assim, para termos um conjunto totalmente dominante de todo

grafo devemos adicionar vértices aa esse conjunto a fim de dominar os vértices

restantes (de grau zero). Para resolver isso, podemos, por exemplo, adicionar um

vizinho de cada vértice de grau zero ao conjunto D(σn). O número de vértices de

grau zero em σn, com a probabilidade descrita, é dado por

Y0(σn) = nz0(σ) +O(λn).

Assim, o tamanho do conjunto totalmente dominante constrúıdo, que denotamos

por DT , será

|DT | = Q(σn) + Y0(σn)

= nq(σ) + nz0(σ) +O(λn)

≤ nq(x∗) +
nε

2
+O(λn)

= n
(
q(x∗) +

ε

2
+O(λ)

)
onde a desigualdade segue pelo fato de que a função q(x) é crescente. Podemos

escolher n1 tal que, se n > n1, O(λ(n)) ≤ ε/2, e dáı, para todo n > max{n0, n1},

temos

|DT | ≤ n (q(x∗) + ε) .

O caso em que TD < σn é mais simples. Neste caso Y (TD) ≤ ε/8 e dáı, como

antes, adicionamos a DT um vizinho de cada um desses poucos Y0(TD) vértices de
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grau zero e, da mesma forma, temos

|DT | ≤ nq(TD) +
2εn

8
≤ n (q(x∗) + ε) .

Resta dizer com que probabilidade isso ocorre. Mas isso está na conclusão

do item (b) e é função de n. Com as nossas escolhas de λ(n) = A/n1/4, γ = 0 e

β = 2d, a expressão da probabilidade torna-se

1−O
(
nγ +

β

λ
exp

(
−nλ

3

β3

))
= 1−O

(
2d

n1/4
exp

(
−An

1/4

8d3

))
.

Está última converge para 1 quando n→∞. Com isso, provamos o Teorema 3.7.

A fim de ilustrar as soluções do PVI (5.3), fornecemos abaixo um esboço

computacional de suas curvas para o caso particular em que d = 3:

Figura 5.1: Gráfico das soluções do PVI no caso d = 3 com as curvas z0(x) em

vermelho, z1(x) em azul, z2(x) em verde e q(x) em preto.
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5.6 Uma consequência da prova do Teorema 3.7

Conforme já mencionamos, há um trabalho recente, devido a Hoppen e Wor-

mald [36], que leva a uma consequência interessante da prova do Teorema 3.7. De

fato, o Teorema 5.5 desse artigo pode ser aplicado aos nossos dados permitindo

uma consequência determińıstica cujo enunciado tem a estrutura do Resultado 2

visto no final da Seção 2.3. Ele usa as mesmas cotas do Teorema 3.7 e vale para

todos os grafos d-regulares G com cintura g(G) suficientemente grande. O Teo-

rema 5.8 a seguir é uma consequência do Teorema 5.5 [36] que funciona como uma

nova versão cujo objetivo é o de seguir a nossa terminologia.

Um algoritmo local de deleção é uma estrutura composta por uma regra de

seleção, uma regra de exploração local e uma função de recoloração. Seja C =

{c1, . . . , ck, ck+1, . . . , c`} um conjunto de cores, onde as cores c1, . . . , ck são ditas

cores transientes e ck+1, . . . , c` são ditas cores de sáıda. Dado um grafo G = (V,E)

cujos vértices são coloridos com cores de C, o tipo de um vértice v ∈ V (G) é um

par (cor, grau) associado a esse vértice, onde a cor é a cor do próprio vértice e

o grau é o número de vizinhos do vértice com cores transientes. Identificar uma

adjacência é determinar o tipo de um vizinho do vértice original. Revelar um

vizinho de um certo tipo é determinar qual dos vértices com tal tipo é o vizinho

do vértice original. Atribuir uma cor de sáıda é uma maneira de implementar a

remoção de um vértice por algoritmos que envolvam remoção de vértices.

A regra de seleção consiste em uma operação que produz um conjunto S ⊆

V (G) de maneira aleatória com a propriedade de que vértices do mesmo tipo

devem pertencer a S com a mesma probabilidade. Vértices com cores de sáıda

não podem pertencer a S. A granularidade de um algoritmo é a probabilidade

máxima de um vértice pertencer ao conjunto S da regra de seleção. Uma forma
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natural de obter S é atribuir uma probabilidade para cada vértice pertencer a S de

forma que vértices do mesmo tipo tenham a mesma probabilidade. Outra forma

é fixar um tipo e escolher vértices desse tipo com probabilidade uniforme, neste

caso S seria composto apenas por vértices de um mesmo tipo. Naturalmente, a

probabilidade de que um vértice esteja em S é determinada pelo seu tipo. Nos

algoritmos tratados nesta tese, S contém sempre um único vértice.

Uma regra de exploração local com raio r é uma sequência de operações de

identificação e revelação com a propriedade de que só são identificados ou revelados

vizinhos de vértices que já foram revelados e que estão a uma distância limitada

por r de algum elemento de S.

A função de recoloração é uma operação executada após uma aplicação da

regra de exploração local que permite alterar cores de vértices que já foram reve-

lados pela regra de exploração local recém aplicada e de seus vizinhos identifica-

dos. Vértices que tiveram todos os seus vizinhos identificados recebem cores de

sáıda, que são cores inalteráveis por futuras aplicações da função de recoloração.

As decisões da função de recoloração só dependem da estrutura do grafo que foi

identificada pela regra de exploração local, e portanto, que está a uma distância

limitada por 2r do vértice a ser recolorido.

Um passo do algoritmo local de deleção é uma aplicação da regra de seleção

seguida por uma aplicação da regra de exploração local a cada vértice selecionado e

terminando com uma aplicação da função de recoloração aos vértices identificados

ou revelados pela regra de exploração local. A execução do algoritmo local de

deleção consiste na aplicação de uma sequência de passos desse tipo.
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No Algoritmo 4.1(a) não atribuimos cores, o que equivale a assumir uma

função de recoloração trivial, que possui somente uma cor transiente e uma cor de

sáıda. Neste caso o algoritmo é denominado por algoritmo nativo.

No contexto de algoritmos locais de deleção apresentados aqui, o Algoritmo

4.1(a) pode ser interpretado da seguinte forma. O algoritmo tem uma única cor

transiente e uma única cor de sáıda. Como só há uma cor transiente, o tipo de

cada vértice é determinado por seu grau. O algoritmo tem como entrada um grafo

d-regular com todos os vértices de cor transiente. A regra de seleção escolhe um

vértice vt com probabilidade uniforme entre os vértices de grau d, de forma que

ela claramente satisfaz a propriedade desejada. A regra de exploração local inicial-

mente identifica o grau de um dos vizinhos de vt, escolhido uniformemente dentre

as d adjacências, e revela esse vizinho ut. Se deg(ut) = d então todas as adjacências

de ut e vt são identificadas, senão, somente as adjacências de ut são identificadas.

Isso encerra a regra de exploração local, que tem raio r = 1. Finalmente, a função

de recoloração entra em cena atribuindo cores de sáıda para os vértices revelados

pela regra de exploração local. Nesse passo, as adjacências identificadas, mas não

reveladas, no passo exploração, são reveladas para que tais vizinhos possam ser re-

coloridos. Nesse algoritmo, esse passo é inócuo, pois nenhum vértice receberá uma

cor transiente distinta da original. Essa interpretação estabelece que o Algoritmo

5.1(a) é um algoritmo local de deleção.

As concentrações ρ desse enunciado são os valores das variáveis definidas no

Teorema 4.2 no instante nσ definido nas conclusões do teorema.

Teorema 5.8. Considere d ≥ 1, uma regra de seleção, uma regra de exploração

local L e uma função de recoloração c. Suponha que o número de tipos seja igual a

s e o número de cores de sáıda seja igual a s0. Sejam Y1(t), . . . , Ys+s0(t) variáveis

que contam o número de vértices de cada tipo e vértices com cada cor de sáıda no
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instante t. Suponha que essas váriáveis satisfazem as hipóteses do Teorema 4.2.

Sejam ρ1, . . . , ρs+s0 , as concentrações para os tamanhos das variáveis fornecidas

pela conclusão do Teorema 4.2. Então, para todo δ > 0, existe um algoritmo local

de deleção A com a mesma regra de exploração local L e função de recoloração

c, e granularidade no máximo δ, tal que quando A é aplicado em qualquer grafo

d-regular de n vértices G com cintura suficientemente grande, existe um passo T

no qual, para todo 1 ≤ i ≤ s + s0, o número esperado de vértices de cor de sáıda

ou tipo i no grafo GT , obtido após a aplicação do T -ésimo passo do algoritmo A,

está a distância menor ou igual a δn de ρin.

No nosso contexto, simplesmente verificamos que o algoritmo que utilizamos

para demonstrar o Teorema 3.7 está na classe de algoritmos descrita em Hoppen

e Wormald [36] para obter o Teorema 3.8.
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6 2-DOMINÂNCIA EM GRAFOS

ALEATÓRIOS REGULARES: UM

ALGORITMO SIMPLES

Queremos abordar o parâmetro γ2 usando o Método das Equações Diferen-

ciais a fim de obter cotas melhores do que as cotas deterministicas apresentada

na Seção 3.3 que sejam válidas para a grande maioria dos grafos d-regulares para

cada d, a menos de uma proporção insignificante.

6.1 Uma heuŕıstica para produzir um conjunto

2-dominante pequeno

Primeiramente, vamos estudar um algoritmo simples que permite encontrar

cotas expĺıcitas melhores do que as cotas determińısticas apresentadas na litera-

tura. Notemos as semelhanças da versão de construção desse algoritmo com o

exemplo apresentado no Caṕıtulo 4: Em cada passo tomamos um vértice de grau

zero e o acrescentamos a um conjunto D. Note que, durante todo o processo, o

grau de cada vértice é igual ao número de vezes que ele foi dominado. Assim,

quando os vértices de grau zero acabam, obtemos um conjunto de sáıda D que

é dominante desse grafo. Como queremos um conjunto 2-dominante, vamos es-

tender esse processo escolhendo, agora, vértices de grau 1 para pôr no conjunto

dominante. Quando os vértices de grau 1 acabarem, não haverá mais vértices de

grau 0 e 1, o que implica que todos os vértices são dominados pelo menos duas

vezes. Portanto, D será 2-dominante. Vamos chamar de fase 0 o intervalo no qual

tomamos vértices de grau zero e de fase 1 o intervalo no qual tomamos vértices de

grau 1. Cada fase será estudada como um processo independente e vamos começar
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com a fase 0. Formalmente, o enunciado formal desse algoritmo é originalmente

dado pelo Algoritmo 5.1(a), que, como antes, é equivalente a um algoritmo de

simulação que pode ser analisado pelo Método das Equações Diferenciais. Esse

último será denotado por Algoritmo 5.1(b).

Algoritmo 5.1(a): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 4 e ε > 0.

Entrada: Um grafo d-regular G com n vértices.

Sáıda: Um conjunto 2-dominante D2 do grafo G.

1 t = 0;

2 H0 = G;

3 D(0) = ∅;
4 enquanto Yd(t) > nε faça

5 Escolha um vértice ut de grau d com probabilidade uniforme;

6 Remova ut de Ht, produzindo Ht+1;

7 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
8 t = t+ 1;

9 fim

10 enquanto Yd−1(t) > nε faça

11 Escolha um vértice ut de grau d− 1 com probabilidade

uniforme;

12 Remova ut de Ht, produzindo Ht+1;

13 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
14 t = t+ 1;

15 fim

16 D2 = D(t) ∪ {vértices de graus d e d− 1 de Ht}.

Como feito no Caṕıtulo 5, o Algoritmo 5.1(b) parte em t = 0 de uma estru-

tura que denotaremos por G0, que consiste num conjunto de nd pontos organizados

em n células com d pontos em cada célula, sem nenhum ponto emparelhado. Como

antes, as células serão referidas a vértices do multigrafo e os pares darão origem

às arestas.
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Algoritmo 5.1(b): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 4 e ε > 0.

Entrada: A estrutura G0 descrita anteriormente.

Sáıda: Um multigrafo aleatório d-regular G com n vértices e um

conjunto 2-dominante D2 de G.

1 t = 0;

2 D(0) = ∅;
3 enquanto Y0(t) > nε faça

4 Escolha um vértice ut de grau 0 com probabilidade uniforme;

5 Emparelhe ut produzindo Gt+1;

6 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
7 t = t+ 1;

8 fim

9 enquanto Y1(t) > nε faça

10 Escolha um vértice ut de grau d− 1 com probabilidade

uniforme;

11 Emparelhe ut produzindo Gt+1;

12 D(t+ 1) = D(t) ∪ {ut};
13 t = t+ 1;

14 fim

15 D2 = D(t) ∪ {vértices de graus 0 e 1 de Gt}.

6.2 Analisando o desempenho do Algoritmo 5.1(b)

Essa análise pode ser feita em duas fases onde a fase 0 corresponde ao inter-

valo que parte da linha 1 e vai até a linha 8 do Algoritmo 5.1(b) e a fase 1 parte

da linha 9 e vai até a linha 14.

Fase 0

Um detalhe importante, é que, agora, devemos controlar o número de vértices

de grau 1 em cada passo. Por isso, vamos definir por Y0 e Y1 as variáveis que
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controlam os números de vértices de graus 0 e 1, respectivamente. Para a fase 0,

a curva z0(x) pode ser constrúıda da mesma forma que a curva z(x) do exemplo

do final do Caṕıtulo 4. Assim, a partir do problema de valor inicial

z′0(x) = −1− dz0(x)

1− 2x
, z0(0) = 1,

obtemos que

z0(x) =
(d− 1)(1− 2x)d/2 − (1− 2x)

d− 2
.

A menor solução positiva de z0(x) = 0 é

x∗ =
1

2
− 1

2

(
1

d− 1

)2/(d−2)

,

conforme vimos antes.

Agora, note que, de forma análoga, obtemos um PVI para z1(x), ainda nessa

primeira fase, dado por

z′1(x) =
dz0(x)− (d− 1)z1(x)

1− 2x
, z1(0) = 0.

Substituindo pela expressão de z0(x) já determinada, esse PVI se torna

z′1(x) =
d(d− 1)(1− 2x)d/2 − d(1− 2x)

(d− 2)(1− 2x)
− (d− 1)z1(x)

1− 2x
, z1(0) = 0,

Essa é uma EDO Linear de primeira ordem, da forma

y′ + f(x)y = g(x),

que pode ser resolvida com o Método do Fator Integrante, pela fórmula:

y(x) = e−
∫
f(x)dx

∫
e
∫
f(x)dxg(x)dx.

Realizando os cálculos, obtemos a função

z1(x) =
d((d− 2)2(1− 2x)

d−1
2 − (d− 1)(d− 3)(1− 2x)

d
2 − (1− 2x))

(d− 2)(d− 3)
,
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que, quando aplicada no ponto x∗, fornece

z1(x∗) =
d((d− 2)u

d−1
2

d − ud)
d− 3

onde ud := (d− 1)−2/(d−2).

Dado algum θ > 0 pequeno, defina D1,θ = {(x, z0, z1) : −θ < x < x∗, 0 <

z0 < 1 + θ,−θ < z1 < 1 + θ. Essa região é a mesma que a do Caṕıtulo 4 mas com

uma dimensão a mais, que é referente à função z1.

Precisamos provar que as curvas permanecem em D1,θ durante o intervalo

nescessário para a análise. Sobre o comportamento dessas soluções, afirmamos

que, no intervalo [0, x∗], as curvas z0 e z1 têm suas imagens no intervalo [0, 1] e o

que justifica isso é o seguinte.

z0(0) = 1⇒ z′1(0) > 0⇒ z1(x) > 0, para todo x ∈ (0, ε1] para algum ε1 > 0.

Portanto há um intervalo (0, ε1] no qual ambas as soluções z0 e z1 têm imagem

dentro de (0, 1). Agora resta provar que elas permanecem entre 0 e 1 até que

x = x∗. De fato, z0 permanece maior que zero até sua primeira raiz positiva, que

é x∗, conforme visto antes. Note que, se x ∈ [0, x∗], então

z′1(x) > 0⇔ dz0(x)− (d− 1)z1(x) > 0⇔ z1(x) <
dz0(x)

d− 1

isto é, a função z1 tem derivada positiva para valores de z1(x) muito menores do

que z0(x) e, por isso, não pode alcançar zero antes de z0. Para ver que ambas

permanecem menores do que 1, basta notar que cada uma é menor do que a

soma de ambas, e que essa soma tem derivada z′0(x) + z′1(x) ≤ −1 em D1,θ com

z0(0) + z1(0) = 1. Isso completa a análise de comportamento das curvas da fase 0.

Agora, podemos usar o Teorema 4.2 para obter um resultado de concen-

tração das variáveis Y0 e Y1 nos momentos finais da fase zero. Com exceção de

D1,θ, a verificação das hipóteses do Teorema 4.2 pode ser feita usando os mesmos

81



parâmetros que foram usados no exemplo do Caṕıtulo 4, para ambas as variáveis.

A conclusão é que, com probabilidade

1−O
(
n1/4 exp

(
− M3

(d+ 1)3
n1/4

))
,

para alguma constante M > 0, vale que

Yi(t) = nzi(t/n) +O(λn), i ∈ {0, 1},

para 0 ≤ t ≤ σn, onde σ = σ(n) é o supremo dos x para os quais a solução

z(x) pode ser estendida antes de alcançar a distância Cλ das laterais do retângulo

aberto D1,θ, para alguma constante C > 0. Note que σ(n)→ x∗ quando n→∞.

Fase 1

Uma das principais complicações de uma fase nova é que as condições iniciais

não estão bem definidas, pois elas são, na verdade, variáveis aleatórias e o ponto

de parada σ(n) não é variável aleatória mas pode variar quando n cresce. Por

outro lado, os limites acima permitem controlar a aproximação desses valores, em

termos probabiĺısticos, pelos seus respectivos pontos de convergência. Além disso,

se as equações que regem o desempenho da Fase 1 forem estáveis com relação às

condições iniciais, os pontos finais da fase 1 poderão ser aproximados pelos pontos

finais relativos às condições iniciais limite: ẑ0 = z0(x∗), ẑ1 = z1(x∗) e x̂ = x∗.

Felizmente, a estabilidade é consequência da condição de Lipschitz do Teorema

4.2. Basta que o nosso sistema satisfaça essa condição.

Teorema 6.1 ([51]). Suponha que y satisfaça as equações

dyi
dx

= gi(x,y)

para (x,y(x)) em um conjunto aberto e limitado D, com condições iniciais y(0) =

ŷ = ŷ(n). Seja z outra solução, com condições iniciais z(0) = ẑ = ẑ(n). Suponha
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que as funções gi são Lipschitz em D e que |ŷ(n) − ẑ(n)| → 0 quando n → ∞.

Seja x1 = inf{x : (x,y(x)) /∈ D ou (x, z(x)) /∈ D }. Então |y(x) − z(x)| → 0

uniformemente para x ∈ [0, x1).

Nessa segunda fase tomamos apenas vértices de grau 1 na etapa de seleção,

dáı as equações diferenciais que aproximam as variáveis serão:

z′0(x) = − (d− 1)dz0(x)

d− 2dx̂− 2(d− 1)(x− x̂)

z′1(x) = −1 +
(d− 1)(dz0(x)− (d− 1)z1(x))

d− 2dx̂− 2(d− 1)(x− x̂)
,

onde x̂ é o ponto de parada σ(n) da fase anterior. Se as condições iniciais fossem

iguais às condições finais (assintóticas) da fase anterior, teŕıamos z0 ≡ 0 com um

PVI na forma simplificada
z′1(x) = −1− (d− 1)z1(x)

d− 2dx∗ − 2(d− 1)(x− x∗)
,

z1(x∗) =
d((d− 2)u

(d−1)/2
d − ud)

d− 3
.

(6.1)

onde

x∗ =
1

2
− 1

2

(
1

d− 1

)2/(d−2)

e ud := (d− 1)−2/(d−2).

O ponto de parada dessa última fase ocorre quando não houver mais vértices

de grau 1. Felizmente, a equação de z′1(x) também é linear e pode ser resolvida

com o método do fator integrante, fornecendo

z1 (x) = −d− 1 + ud − 2 (d− 1)x

(d− 1) (d− 3)
+ (d− 1 + ud − 2 (d− 1)x)(d−1)/2 cd

onde cd fica determinada pelas condições iniciais:

cd :=
(d− 2) d(3−d)/2

(
1−√ud

)
d− 3
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Dáı, a menor solução positiva de z1(x) = 0 é

x2 =
d− 1 + ud − d

[
(d− 2) (d− 1)

(
1−√ud

)]−2/(d−3)

2(d− 1)
.

Note que x2 < 1 pois para todo 0 ≤ x ≤ x2 vale que z′0(x) + z′1(x) ≤ −1 com

z0(0) + z1(0) = 1.

6.3 Formalizando os resultados

Demonstração. (Teorema 3.9). A prova segue por duas aplicações sucessivas do

Teorema 4.2, sendo uma para cada fase. A aplicação da fase 0 já foi executada

na seção 4.3. Assim, resta a segunda aplicação, que, naturalmente, depende do

estado final da primeira fase. A transição entre essas fases deve ser considerada.

Na nova fase, as condições iniciais são, na verdade, variáveis aleatórias re-

sultantes da fase anterior, e o ponto de parada σ(n) não é variável aleatória mas

pode variar quando n cresce. Portanto, a fim de adaptar o PVI às configurações

do teorema, vamos transladar o tempo para a origem por meio de uma operação

de substitituição: s := x− x̂, onde x̂ é o valor do último x, no final da fase 0, dado

por σ(n). O objetivo disso é fazer com que a fase 1 comece no tempo s = 0 fixo,

o que é exigido no enunciado do Teorema 4.2. O momento no qual a fase anterior

termina será uma nova variável (constante) na segunda fase X̂(t) = x̂(s)n, que

fará parte do sistema de equações com

x̂′(s) = 0.

Assim o sistema pode ser reescrito como

 z′0(s) = f0(s, x̂, z0, z1)

z′1(s) = f1(s, x̂, z0, z1)
(6.2)
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com condições iniciais zj(0) = Yj(σ(n)n)/n, j ∈ {1, 2}, e x̂(0) = σ(n), para algum

n, onde

f0(s, x̂, z0, z1) := − (d− 1)dz0

d− 2dx̂− 2(d− 1)s

f1(s, x̂, z0, z1) := −1 +
(d− 1)(dz0 − (d− 1)z1)

d− 2dx̂− 2(d− 1)s

f2(s, x̂, z0, z1) = 0

Relembremos ainda que σ(n) ≤ x∗ e que σ(n) → x∗ quando n → ∞. Assim,

exceto pela translação horizontal, as curvas e as condições iniciais com n→∞ são

as mesmas do PVI (6.1).

Seja

D2,θ :=

(s, x̂, z0, z1) :

−θ < s < x2 − x∗,

−θ < x̂ < x∗ + θ,

−θ < z0, z1 < 1 + θ,


onde θ > 0 é pequeno.

Devemos verificar as hipóteses do Teorema 4.2 para alguma região D2,θ. A

região D2,θ deve ser aberta, conexa e conter o fecho de

{(0, z0, z1, x̂) : P[X̂(0) = x̂(0)n, Yj(0) = zj(0)n, j ∈ {1, 2}] 6= 0}.

Queremos que ela também contenha as curvas z0 e z1 até que a curva z1 intercepte

o intervalo [0, 1], mas também é preciso que as fj sejam Lipschitz na região, por isso

teŕıamos que excluir deD2,θ uma vizinhança das soluções de d−2dx̂s−2(d−1)s = 0.

Com efeito, note que o fecho dos valores definidos para z0(0), z1(0) e x̂(0) estão

85



em D2,θ. Também é verdade que, em D2,θ,

d− 2dx̂s− 2(d− 1)s ≥ d− 2d(x∗ + θ)− 2(d− 1)(x2 − x∗))

≥ d− 2dθ − 2(d− 1)x2 + 2x∗

≥ d− 2dθ − 2(d− 1)
1

2
− 2x∗

≥ 1− 2x∗ − 2dθ

> 0,

desde que θ seja suficientemente pequeno. Isso garante que a condição (iii) do

Teorema 4.2 é satisfeita. Além disso, para aplicarmos o Método das Equações

Diferenciais, é necessário verificar ainda as duas primeiras hipóteses do Teorema

4.2. A Hipótese de Limitação é satisfeita pois

|Yi(t+ 1)− Y`(t)| ≤ d+ 1, i = 1, 2.

para todo t = 0, 1, 2, . . . TD.

A Hipótese de tendência segue se verificarmos que

|E[Yi(t+ 1)− Yi(t)|ht]− fi(t/n, Y1(t)/n, Y2(t)/n)| ≤ o(1)

para t ≤ TD. Esse fato segue automaticamente quando se determinam as funções

fi, para i = 1, 2, 3.

A conclusão é que, com probabilidade

1−O
(
n1/4 exp

(
− N3

(d+ 1)3
n1/4

))
, (6.3)

para alguma constante N > 0, vale que

Yi(t) = nzi(t/n) +O(λn), i ∈ {0, 1},

para 0 ≤ t ≤ σ2n, onde σ2 = σ2(n) é o supremo dos x para os quais a solução

z(x) pode ser estendida antes de alcançar a distância Cλ das laterais do retângulo
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aberto D2,θ, para alguma constante C > 0, onde z0, z1 e x̂ são a soluções do PVI

(6.2).

A estabilidade das equações desse sistema permite que aproximemos as soluções

gerais de (6.2) por soluções espećıficas para as condições iniciais de concentração:

z0(0) = 0, z1(0) =
d((d−2)u

d−1
2

d −ud)

d−3
e x̂(0) = x∗. Em particular, podemos obter que

Yi(σ2n) = nzi(x2) +O(λn), i ∈ {0, 1}, (6.4)

com a probabilidade dada pela expressão (6.3), desde que o final da primeira fase

satisfaça

Yi(σ1n) = nzi(x
∗) +O(λn), i ∈ {0, 1}. (6.5)

Sejam E1 e E2 eventos dados pelas equações (6.5) e (6.4), respectivamente. Note

que

P[E1 ∩ E2] = 1− P[E1]− P[E1]P[E2|E1] ≥ 1− P[E1]− P[E2|E1],

onde,

P[E1] = O

(
n1/4 exp

(
− M3

(d+ 1)3
n1/4

))
e

P[E2|E1] = O

(
n1/4 exp

(
− N3

(d+ 1)3
n1/4

))
.

Isso implica que P[E1 ∩ E2] → 1 quando n → ∞, fornecendo a concentração

desejada.

Podemos interpretar cada fase do Algoritmo 5.1(a) como um algoritmo local

de deleção da seguinte forma. Existe apenas uma cor transiente e uma cor de

sáıda. Neste caso, o tipo de um vértice é dado por seu grau. Na fase 0, temos como

entrada um grafo d-regular com todos os vértices da mesma cor transiente neutra.

A regra de seleção escolhe com probabilidade uniforme um vértice ut de grau d,

de forma que ela claramente satisfaz os requisitos que regra de seleção deve ter. A

regra de exploração local identifica as adjacências de ut. Isso encerra a regra de
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exploração local, que tem raio r = 1. Finalmente, a função de recoloração revela as

adjacências identificadas pela regra de exploração local mas não altera suas cores, e

atribui a cor de sáıda para ut. O algoritmo da fase 1 possui como entrada um grafo

d-regular com parte de seus vértices com a cor de sáıda e o restante dos vértices

com a cor transiente. A regra de seleção escolhe com probabilidade uniforme um

vértice ut de grau d − 1 e a regra de exploração local e a função de recoloração

são iguais às da fase 0. Isso estabelece o Teorema 3.10 como consequência de duas

aplicações sucessivas do Teorema 5.8.
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7 ALGORITMOS COM PRIORIDADE

O conceito de prioridade está relacionado a uma ordem de preferência entre

as opções de escolha para os vértices pelo algoritmo. Podemos classificar em duas

classes: Local e Global, que possuem abordagens substancialmente distintas.

Relembrando, dado um algoritmo local, chamamos de etapa de seleção a

escolha do vértice inicial a cada passo e de regra de exploração local e passo de

recoloração a escolha das adjacências investigadas e dos vértices revelados durante

o passo, bem como das decisões que são tomadas a partir das informações obtidas.

Por exemplo, a etapa de seleção corresponde precisamente à linha 5 do Algoritmo

4.1(a) e à linha 4 do Algoritmo 4.1(b) e a regra de exploração local corresponde

às linhas 6 do Algoritmo 4.1(a) e 5 do Algoritmo 4.1(b) e o passo de recoloração

corresponde aos fragmentos entre as linhas 7 e 14 do Algoritmo 4.1(a) e entre as

linhas 6 e 13 do Algoritmo 4.1(b).

7.1 Prioridade local

A prioridade local é um critério de ordenamento das preferências aplicado

durante a regra de exploração local e da função de recoloração que, em cada passo,

redefine uma ordem espećıfica para os vértices envolvidos no passo e é válida até o

final do passo. Esse tipo de critério costuma ser simples e pode ser analisado com

o MED, sendo posśıvel obter otimizações com essa abordagem.

Com relação a análise do MED, a principal diferença ocorre nas equações di-

ferenciais obtidas, onde as probabilidades associadas ficam concentradas em torno

dos elementos que têm mais prioridade. Para ilustrar a diferença entre os tipos de

89



expressões que podem ser obtidas, apresentamos um cálculo de uma probabilidade

para duas situações: na primeira não há prioridade local e na segunda há. O

exemplo sem prioridade local vem do Algoritmo 4.1(b).

Relembrando, na linha 5 do Algoritmo 4.1(b), que está logo após a etapa

de seleção, um vizinho ut de vt foi escolhido aleatoriamente, com probabilidade

uniforme, dentre os vizinhos de vt. Em vez disso, podeŕıamos exigir que ut tivesse

o menor grau posśıvel dentre os vizinhos de vt, o que caracterizaria uma prioridade

local. As distribuições de probabilidade do grau de ut nessas duas situações são

diferentes e abaixo fornecemos um exemplo de como calculá-las.

Se um vértice vt de grau 0 é selecionado no instante t:

(a) a probabilidade de que um vizinho escolhido com probabilidade uni-

forme tenha grau j é igual a Yj(t)/S(t), enquanto que,

(b) a probabilidade de que um vizinho escolhido entre seus vizinhos de

grau mı́nimo tenha grau j é igual a(∑d
m=j(d−m)Ym(t)

S(t)

)d

−

(∑d
m=j+1(d−m)Ym(t)

S(t)

)d

+ o(1).

Na diferença acima, a expressão da esquerda é a probabilidade de que todos

os vizinhos de vt tenham grau maior ou igual a j, a da direita é a probabilidade

de que todos os vizinhos de vt tenham grau maior ou igual a j + 1. Portanto, a

diferença é a probabilidade de que um vizinho de menor grau tenha grau j.

Nem todos os algoritmos de que tratamos admitem uma versão com prio-

rização local que pode ser analisada por nossos métodos. Este é o caso do Al-

goritmo 4.1(b). Nele, atribuir prioridade poderia exigir modificações estruturais

adicionais, o que pode não ser interessante. Por exemplo, para que o vértice ut
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fosse o de menor grau dentre os vizinhos de vt, seria necessário conhecer o grau de

todos os vizinhos de vt. Para identificar os seus vizinhos, os pontos que ainda não

foram emparelhados na célula referente a vt devem ser emparelhados. Mas isso

prejudica nossa opção de não incluir vt no conjunto D(t), pois seus vizinhos aca-

bariam o passo com grau maior do que zero, e a correspondência entre os vértices

não dominados e os vértices de grau zero seria perdida. Assim, outras modificações

deveriam ser feitas.

7.2 Prioridade global

No Caṕıtulo 8 apresentaremos uma nova contribuição, na qual, além de

usarmos prioridade local, usaremos um tipo de prioridade que chamaremos de

global. Optamos pela denominação “global” porque a ordem que estabelece a pri-

oridade das classes é fixa durante todo o processo, funcionando, portanto, como

um parâmetro do algoritmo. Essa prioridade se refere unicamente às etapas de

seleção de cada instante t. Algoritmos com prioridades já foram analisados na lite-

ratura utilizando o Método das Equações Diferenciais, como vemos em Duckworth

e Wormald [22] e Wormald [51].

A análise da prioridade global com o Método das Equações Diferenciais é um

pouco mais complicada do que a prioridade local e exige considerações espećıficas

para as quais dedicamos o restante desse caṕıtulo.

7.2.1 Terminologias preliminares

Como vimos antes, é natural particionar o conjunto de vértices de um grafo

Gt, produzido após t passos do algoritmo, em uma famı́lia finita de classes (vimos
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exemplos onde os vértices eram particionados de acordo com o seu grau ou de

acordo com o seu tipo). Um ingrediente importante na análise do algoritmo é

contabilizar o número de vértices de cada classe. Assim, essa contagem será feita

por variáveis, cujo valor depende de Gt e, por isso, variam conforme t cresce. Essa

é um forma muito comum e bem geral de estrutura que o MED costuma analisar

na literatura. A seguir precisaremos de algumas terminologias.

Suponhamos que existem r classes das quais s são selecionáveis pela etapa

de seleção. Definimos o ordenamento C(t) := (c1(t), c2(t), . . . , cr(t)) das classes ci,

com 1 ≤ i ≤ r, tal que, se 1 ≤ j < i ≤ s ≤ r, então o conjunto de vértices cj(t)

tem mais prioridade do que o conjunto ci(t) e se i > s então os vértices de ci(t)

não são selecionáveis. Para todo 1 ≤ j ≤ r, definimos por Yj(t) a variável que

contabiliza o número de vértices na classe j no instante t.

Em geral, quando um vértice de uma classe ci é selecionado pela etapa de

seleção do passo do instante t, uma regra de exploração local é executada a partir

desse vértice até o final do passo. Damos o nome de Operação Opi ao conjunto

formado:

• pela etapa de seleção de um vértice da classe ci e

• pela regra de exploração local que sucede essa etapa seleção.

O algoritmo será decomposto em um conjunto de operações Opi com ı́ndices

i no conjunto de classes C, onde, em cada instante t, exatamente uma dessas

operações é escolhida e executada para fornecer Gt+1. Denotamos a operação rea-

lizada no instante t por opt. Assim, um algoritmo fica bem definido pelo conjunto

das operações Opi e uma ordem de prioridade global especificada.

92



Algoritmo 7(a): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3 e C(0).

Entrada: Um grafo G d-regular com n vértices.

Sáıda: C(TD)

1 t = 0;

2 G0 = G;

3 enquanto Y1(t) + · · ·+ Ys(t) > 0 faça

4 i = min{m : Ym(t) > 0};
5 Execute Opi, produzindo Gt+1;

6 t = t+ 1;

7 fim

8 TD = t

Um exemplo simples pode ser visto no Caṕıtulo 6. Relembre que inicial-

mente selecionávamos vértices de grau 0 para colocar no conjunto 2-dominante.

Isso pode ser formalizado como uma operação Op0. Quando os vértices de grau

zero se tornaram raros, fizemos a simples modificação de escolher somente vértices

de grau 1 em vez dos de grau 0. Essa operação poderia ser denotada como Op1.

Assim, poderiamos formalizar uma decomposição desse algoritmo pelo ordena-

mento C(t) := (c1(t), c2(t), . . . , cr(t)), definindo que ci é o conjunto de vértices de

grau i − 1 em Gt e onde ci tem prioridade sobre cj se, e somente se, i < j. Note

que r = d e s = 2 (pois somente c1(t) e c2(t) são selecionáveis). Note que uma

aplicação desse algoritmo produz uma lista ordenada (op0, op1, op2, . . . , opTD) que,

tipicamente, teria o seguinte aspecto (Op0, Op0, . . . , Op0, Op1, Op1, . . . , Op1).

Na prática, essa decomposição é útil quando diferentes operações podem ser

aplicadas em uma mesma fase, algo que não aconteceu no algoritmo do Caṕıtulo

5. De fato, essa é a principal complicação que abordaremos aqui.
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7.2.2 Algoritmos despriorizados: uma forma de simular um processo
com prioridade global

Para abordar esse problema com o MED, devemos pensar nas recorrências das

variações esperadas das variaveis Y ′i s também em função de Opi. Cada operação,

quando aplicada, causará suas próprias variações de forma que poderemos calcular

E [Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt, opt = Opi] = f
(i)
j (Y (t)/n) + o(1)

onde Y (t) é o vetor

(Y1(t), . . . Yr(t)),

e as funções f
(i)
j (z(x)), com 1 ≤ j ≤ r e 1 ≤ i ≤ s, estão bem definidas para

cada vetor z(x) := (z1(x), . . . , zr(x)) num domı́nio Ω e satisfazem as hipóteses do

Teorema 4.2.

Teoricamente, em um instante t espećıfico, para que uma operação Opi seja

executada é necessário que i = min{m : Ym(t) > 0}. Após a aplicação de uma

operação Opi, vértices de classes cj com j < i poderão ser criados, sendo necessário

executar as respectivas operações até que sejam eliminados todos o vértices das

classes de ı́ndices menores do que i antes de aplicar novamente uma operação Opi.

É importante mencionar que a análise das variações esperadas das variáveis

se torna dif́ıcil devido às restrições de prioridade. De fato, se fôssemos escrever

as equações diferenciais, seria necessário incluir funções delta de Dirac que de-

terminam o grau mı́nimo de cada passo, o que produziria descontinuidades nas

derivadas das soluções dessas equações. Uma abordagem alternativa foi feita por

Wormald [51]. Neste trabalho, em vez de analisar diretamente a prioridade global,

ele considerou um algoritmo para o qual um vetor de probabilidade

α(x) = (α1(x), α2(x), . . . , αs(x))
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é preescrito para cada Gt. Esse vetor depende apenas do número n de vértices

do grafo original e de um parâmetro x, que está relacionado com o passo t do

algoritmo. As coordenadas de α(x) são cont́ınuas com relação a x.

Este novo algoritmo, em cada instante t, primeiro decide qual operação será

executada, onde cada Opi possui probabilidade αi(x) de ser escolhida. Quando

opt = Opi, um vértice da classe ci(t) é escolhido uniformemente para implementar

a etapa de seleção. Chamamos esse novo algoritmo de despriorizado, pois o vértice

da etapa de seleção não é mais determinado pela ordem de prioridades, as classes

apenas possuem diferentes probabilidades de serem escolhidas. Apesar de algumas

complicações serem geradas, tais como a necessidade de assegurar que Gt contenha

um vértice da classe i caso a etapa de seleção peça por um vértice dessa classe,

a análise se torna posśıvel com um método similar ao usado anteriormente. A

principal razão para isso é que as variações esperadas podem ser calculadas, em

cada passo t, por

E [Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt] =
s∑
i=1

E [Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt, opt = Opi]α
k
i (x),

onde αki (x) = P[opt = Opi|Gt].

Para que esta versão despriorizada aproxime o algoritimo priorizado original,

Wormald define essas probabilidades em termos de propriedades que deveriam ser

satisfeitas pelo algoritmo priorizado. Contudo, essa comparação é tecnicamente

independente da análise do algoritmo despriorizado. Nosso objetivo é simular o

algoritmo original, com prioridades, por uma versão despriorizada adequada. Para

isso, nós o modelaremos diretamente a partir de algumas propriedades que o algo-

ritmo despriorizado deveria satisfazer. O mesmo tipo de abordagem já foi usada

anteriormente no contexto de largura de bisecção de grafos aleatórios d-regulares
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por Dı́az, Serna e Wormald [18] e no contexto de grafos aleatórios regulares por

Shi e Wormald [47].

Primeiramente, está claro que

s∑
i=1

αki (x) = 1, para cada x,

pois, em cada passo, o algoritmo deve sortear uma classe, de onde será escolhido

o vértice da etapa de seleção. Se o algoritmo está na fase k, todas as classes

sorteadas devem possuir ı́ndice j ≤ k, de forma que

αkj (x) = 0 se j > k.

Finalmente, durante a fase k, os vértices de classes com maior prioridade do

que k não devem ser acumulados. Em termos quantitativos, isso significa que se

j < k, devemos ter

E [Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt] =
k∑
i=1

E [Yj(t+ 1)− Yj(t)|Gt, opt = Opi]α
k
i (x) = 0.

Assim, se o algoritmo está na fase k, as probabilidades αki (x) devem satisfazer

dzj(x)

dx
=

k∑
i=1

f
(i)
j (x)αki (x), j = 1, 2, . . . , r (7.1)

onde o vetor αk(x) = (αk1(x), αk2(x), . . . , αkk(x)) é uma combinação convexa, que é

solução do sistema matricial (7.2).



1 1 · · · 1

f
(1)
1 (z(x)) f

(2)
1 (z(x)) · · · f

(k)
1 (z(x))

f
(1)
2 (z(x)) f

(2)
2 (z(x)) · · · f

(k)
2 (z(x))

...
...

. . .
...

f
(1)
k−1(z(x)) f

(2)
k−1(z(x)) · · · f

(k)
k−1(z(x))





αk1(x)

αk2(x)

αk3(x)
...

αkk(x)


=



1

0

0
...

0


(7.2)
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Se as probabilidades αki (x) forem escolhidas de forma que satisfaçam o sis-

tema linear (7.2), garantiremos que cada z1(x), z2(x), . . . , zk−1(x) tenha derivadas

nulas, o que as manterá em zero caso sejam iniciadas assim. Isso só define o in-

terior da fase quando as funções f forem “bem comportadas”. De fato, não está

claro quando o sistema terá solução. Por isso, devemos estabelecer condições para

que essa fase esteja bem definida.

Para as condições iniciais, devemos ter o seguinte:

Seja Mk(x) a matriz do sistema (7.2).

(1) | detMk(xk)| > γ para algum γ > 0.

Justificativa. Isso garante que o sistema (7.2) tenha solução e que ela seja única.

Além disso, a Regra de Cramer deixa bem definidas as funções

αki (xk) =
(−1)i−1 detMk,i(z(xk))

detMk(z(xk))
, i = 1, . . . , k,

onde Mk,i(z(x)) é a matriz obtida de Mk(z(x)) pela remoção da primeira linha e

i-ésima coluna.

(2) Pelo menos um dos seguintes itens é verdadeiro:

(i) αki (xk) > γ para algum γ > 0 e para todo i = 1, 2, . . . , k − 1

(ii) αki (xk) ≥ 0 para todo i = 1, 2, . . . , k−1 e sempre que αki (xk) = 0, devemos

ter Ai,k(xk) vazio ou então
dνi,k(xk)αki (xk)

dxνi,k(xk)
> 0, onde

Ai,k(x) :=

{
s ≥ 1 :

dsαki (x)

dxs
6= 0

}
e νi,k(x) := inf Ai,k(x).
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Justificativa. Essa condição serve para garantir que as proporções α formem uma

combinação convexa em um intervalo de comprimento mı́nimo não nulo [xk, ε] para

algum ε > 0.

(3) Ambos os itens devem ser verdadeiros :

(i) 1− γ > zj(xk) > γ para algum γ > 0 e para todo j = 1, 2, . . . , k − 1

(ii) 1 ≥ zj(xk) ≥ 0 para todo i = k, k + 1, . . . , r e sempre que zj(xk) = 0,

devemos ter Bi,k(xk) vazio ou então
dχi,k(xk)zj(xk)

dxχi,k(xk)
> 0, e se zj(xk) = 1 devemos

ter Bi,k(xk) vazio ou então
dχi,k(xk)zj(xk)

dxχi,k(xk)
< 0, onde

Bi,k(x) :=

{
s ≥ 1 :

dszj(x)

dxs
6= 0

}
e χi,k(x) := inf Bi,k(x).

Justificativa. O primeiro item garante a existência de uma quantidade positiva

das classes consumidas pelas operações (essas variáveis z deveriam ser nulas, mas

por questões técnicas lipschitzianas, pode ser problemático permit́ı-las assumir

esse valor, por outro lado se esse valor for suficientemente pequeno a estabilidade

garante que nos aproximemos tanto quanto desejamos da situação ideal) o segundo

item apenas evita que as demais curvas zj excedam a fronteira do intervalo [0, 1]

por pelo menos um instante arbitrariamente pequeno [xk, ε].

SejaMk(t) a matriz do sistema (7.2) aplicada no ponto z := (Y1(t)/n, . . . , Yr(t)/n)

e seja Mk,i(t) a matriz Mk(t) após remover a primeira linha e a i-ésima coluna.

Finalmente, o algoritmo da simulação fica com um aspecto do Algoritmo 7(b).
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Algoritmo 7(b): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3 e C(0).

Entrada: Uma estrutura vazia G0 com n vértices.

Sáıda: C(TD)

1 t = 0;

2 enquanto Y1(t) + · · ·+ Ys(t) > εn e detMk(t) > εn faça

3 k = min{m : Ym(t) > εn};

4 Sejam αki (t) :=
(−1)i−1 detMk,i(t)

detMk(t)
, i = 1, . . . , k;

5 Sorteie j segundo a distribuição P[j = i] = αki (t);

6 Execute Opj, produzindo Gt+1;

7 t = t+ 1;

8 fim

9 TD = t
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8 MELHORANDO AS COTAS PARA

2-DOMINÂNCIA EM GRAFOS

ALEATÓRIOS REGULARES

No caso dos grafos 3-regulares, as cotas fornecidas pelo algoritmo anterior

não são boas. De fato, seu valor é aproximadamente 0, 507, que está acima da

melhor cota geral conhecida que é 0, 5 (lembre que essa cota é justa, pois temos,

por exemplo, K3,3 onde o menor conjunto 2-dominante possui três vértices).

Por outro lado, isso não significa que o método apresentado não se aplica

a grafos 3-regulares, mas somente que o algoritmo proposto no Caṕıtulo 6 não

é adequado. Quando n → ∞, a probabilidade de um grafo aleatório 3-regular

ter número de 2-dominação entre 0, 48 e 0, 5 tende a um número maior do que

zero? Podeŕıamos pensar que sim devido a existência de famı́lias bem conhecidas

de grafos 3-regulares com número de 2-dominância igual a 0, 5n e também para

números de 2-dominância ligeiramente menores. No entanto, fornecemos uma

resposta negativa a essa questão provando que essa probabilidade converge para

zero. A prova disso é uma das consequências do que mostraremos nessa seção.

De fato, durante nossa busca por algoritmos eficientes para 2-dominação,

encontramos alguns que, em particular, são mais eficientes do que o do Caṕıtulo

6, porém são mais elaborados. Dentre eles, escolhemos aquele que ofereceu os

melhores valores para apresentar aqui.

Nessa seção, vamos descrever e analisar esse algoritmo com o Método das

Equações Diferenciais a fim de formalizar nossos resultados.
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8.1 Definindo as operações do nosso algoritmo

Para definir e analisar um algoritmo que produz conjuntos 2-dominantes,

além de controlar o número de vértices de cada grau, estamos interessados em

saber quais vértices já foram 1-dominados. Por isso introduzimos duas cores para

os vértices: a cor azul a, que indica que o vértice não foi dominado nenhuma vez,

e vermelho v, que indica que ele já foi dominado uma vez. Portanto, definimos

a variável Yi,c(t), onde {i, c} ∈ I := ({0, 1, 2, . . . , d − 1} × {v, a}) \ (0, v), como o

número de vértices de grau i e cor c no instante t.

O algoritmo inicia com conjuntos vazios D2(0) e D(0) que servem para iden-

tificar os vértices já inclúıdos no conjunto 2-dominante e aqueles que já foram

2-dominados, respectivamente. Da mesma maneira que nas seções anteriores, po-

demos considerar duas versões do algoritmo, uma de deleção e outra de construção.

A estrutura vazia G0 é a mesma definida em algoritmos de caṕıtulos anteriores.

Em cada passo, a etapa de seleção do algoritmo seleciona um vértice vermelho

de grau máximo dispońıvel e escolhe um vizinho azul de grau mı́nimo desse vértice

para remover e pôr no conjunto 2-dominante. Se o vértice selecionado na etapa

de seleção não possui vizinhos azuis, então ele próprio é adicionado ao conjunto

2-dominante. Em seguida, os vizinhos azuis do vértice adicionado ao conjunto

2-dominante passam a ter cor vermelha e os que já eram vermelhos são removidos

do grafo, terminando o passo. Esse processo pode durar enquanto houver vértices

vermelhos dispońıveis para o passo de seleção. Todos os vértices removidos rece-

bem uma cor de sáıda verde e são contabilizados por uma variável Q(t). Vértices

verdes são vértices que já foram 2-dominados.
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Algoritmo 8(a): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3.

Entrada: Um grafo d-regular G com n vértices e com seus

vértices todos da cor azul.

Sáıda: Um conjunto 2-dominante D2 de G.

1 t = 0;

2 H0 = G;

3 enquanto Y1,v(t) + · · ·+ Yd−1,v(t) > 0 faça

4 i = min{m : Ym,v(t) > 0};
5 Escolha um vértice vt de grau i com probabilidade uniforme;

6 Revele os vizinhos de vt

7 se vt possui vizinho de cor azul então

8 Selecione um vizinho azul de grau mı́nimo qualquer ut de

vt;

9 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {ut};
10 Revele todos os vizinhos de ut;

11 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {ut e seus vizinhos vermelhos};
12 Remova os vizinhos vermelhos de ut ;

13 Altere a cor dos vizinhos azuis de ut para vermelho;

14 senão

15 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {vt};
16 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {vt e seus vizinhos};
17 Remova vt e seus vizinhos ;

18 fim

19 Denote a estrutura obtida após esses emparelhamentos por

Ht+1;

20 t = t+ 1;

21 fim

22 D2 = D2(t) ∪ V (G0) \D(t);

Este algoritmo admite a versão de construção a seguir.
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Algoritmo 8(b): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3.

Entrada: Uma estrutura vazia G0 com n vértices e com seus

vértices todos da cor azul.

Sáıda: Um multigrafo aleatório d-regular G com n vértices e um

conjunto 2-dominante D2 de G.

1 t = 0;

2 G0 = G;

3 enquanto Y1,v(t) + · · ·+ Yd−1,v(t) > 0 faça

4 i = max{m : Ym,v(t) > 0};
5 Escolha um vértice vt de grau i com probabilidade uniforme;

6 Emparelhe vt

7 se vt possui vizinho de cor azul então

8 Selecione um vizinho azul de grau mı́nimo qualquer ut de

vt;

9 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {ut};
10 Emparelhe ut totalmente;

11 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {ut e seus vizinhos vermelhos};
12 Emparelhe totalmente os vizinhos vermelhos de ut ;

13 Altere as cores de ut e seus vizinhos vermelhos para verde;

14 Altere a cor dos vizinhos azuis de ut para vermelho;

15 senão

16 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {vt};
17 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {vt e seus vizinhos};
18 Emparelhe totalmente os vizinhos de vt ;

19 Altere as cores de vt e seus vizinhos para verde;

20 fim

21 Denote a estrutura obtida após esses emparelhamentos por

Gt+1;

22 t = t+ 1;

23 fim

24 D2 = D2(t) ∪ V (G0) \D(t);
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Chamaremos de aplicação da operação Opi o fragmento do algoritmo 8(a)

que está entre as linhas 5 e 18.

O vértice da etapa de seleção é um dos vértices que será 2-dominado ao

final de cada passo. Intuitivamente, parece interessante que o vértice adicionado

ao conjunto dominante seja azul, pois isso faz com que ele seja “dominado duas

vezes” no próprio passo e evita o desperd́ıcio de uma primeira dominação herdada

de passos anteriores. Também é interessante que ele seja de grau mı́nimo para

que o número de novos vértices dominados por ele seja máximo. Quando o vértice

da etapa de seleção não possui vizinhos azuis, optamos por colocar no conjunto

2-dominante o próprio vértice da etapa de seleção para garantir um número grande

de vértices 2-dominados ao final de um passo desse tipo.

8.2 Encontrando as recorrências e as equações diferenciais

associadas às operações Opi do algoritmo dado

Primeiramente devemos encontrar as recorrências associadas a cada operação

Opi para cada i fixo. Vamos denotar por Y (t) o vetor

(Y0,a(t), Y1,v(t), Y1,a(t), . . . , Yd−1,v(t), Yd−1,a(t)).

Seja

Sc(Y (t)) :=
d−m∑
m=0

(d− i)Ym,c(t).

Quando um vértice vt de grau i é escolhido na etapa de seleção, (d − i) novos

vizinhos de vt são revelados. A probabilidade de que ele tenha ` vizinhos azuis é

de

Adi,`(Y (t)) :=

(
d− i
`

)
· Sa(Y (t))`Sv(Y (t))d−i−`

(Sa(Y (t)) + Sv(Y (t)))d−i
+ o(1).
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Se vt possui ` vizinhos azuis, então a probabilidade de que o menor grau entre

esses azuis seja n é de

Bd
k,`(Y (t)) :=

(∑d
m=k(d−m)Ym,a(t)

Sa(Y (t))

)`

−

(∑d
m=k+1(d−m)Ym,a(t)

Sa(Y (t))

)`

+ o(1).

Aqui definimos Yd,a(t) ≡ Yd,v(t) ≡ Y−1,a(t) ≡ Y−1,a(t) ≡ Y1,v(t) ≡ 0 por simplici-

dade.

Agora, vamos supor que vt tem grau i, ` ≥ 1 vizinhos azuis e o vizinho azul

escolhido para ser ut tem grau k. Então o valor esperado da variação do número

de vértices de grau j e cor c é de

Cd,j,c
i,k,` (Y (t)) := −δj,iδc,v − δj,kδc,a

+(d− k − 1)

(
δc,v(d− j + 1)Yj−1,a(t)

Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))
− (d− j)Yj,c(t)
Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))

)
+(d− k − 1)

d−2∑
m=1

(d−m)Ym,v(t)(d−m− 1)

Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))

(
(d− j + 1)Yj−1,c(t)− (d− j)Yj,c(t)

Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))

)
+δc,v(d− i− `)

(
(d− j + 1)Yj−1,v(t)− (d− j)Yj,v(t)

Sv(Y (t))

)
+δc,a

(
d−1∑
m=k

δm,j

)
(`− 1)

(
(1− δk,j)(d− j + 1)Yj−1,a(t)− (d− j)Yj,a(t)∑d−1

m=k(d−m)Ym,a(t)

)
+ o(1).

Note que acima há seis termos. O primeiro termo é devido à possibilidade de

o vértice vt ser do mesmo tipo do vértice que está sendo medido. O segundo termo

vem da possibilidade de ut ser do mesmo tipo do vértice sendo medido. O terceiro

termo é devido a mudança de cor e grau dos demais vizinhos de ut revelados no

passo (o que desconsidera vt). Aqui, o termo negativo é a probabilidade de um

vizinho de ut ser do mesmo tipo que os vértices que estão sendo medidos, enquanto

que o termo positivo é devido à possibilidade de estar medindo um vértice vermelho

e o vizinho atingido por ut ser um vértice azul cujo grau seja uma unidade menor

do que o grau dos vértices que estão sendo medidos. O quarto termo é devido
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à mudança de grau dos vizinhos vermelhos de ut considerados no terceiro termo,

já que esses vizinhos são emparelhados completamente nesse passo. O quinto e o

sexto termos são devidos aos vizinhos de vt sem considerar ut. O quinto termo

trata da mudança do grau dos vizinhos vermelhos de vt e só entra na expressão

quando o vértice medido for vermelho, e o sexto termo, que trata da mudança de

grau dos vizinhos azuis de vt, só entra na expressão quando o vértice medido for

azul.

Por outro lado, se vt não tem vizinhos azuis, o valor esperado dessa variação

é

Dd,j,c
i (Y (t)) := −δj,iδc,v − δc,v(d− i)

(d−m)Yj,v(t)

Sv(Y (t))

(d− i)
d−2∑
m=1

(d−m)Ym,v(t)

Sv(Y (t))

(
(d−m− 1)

(d− j + 1)Yj−1,c(t)− (d− j)Yj,c(t)
Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))

)
+o(1).

O primeiro termo é devido à remoção de vt, o segundo é devido à remoção

dos vizinhos de vt e o terceiro é devido à mudança nos graus na vizinhança dos

vizinhos de vt sem contar vt.

Com isso podemos finalmente obter que E[Yj,c(t+ 1)− Yj,c(t)|Gt, opt = Opi]

é igual a

d−i∑
`=1

(
Adi,`(Y (t))

d−1∑
k=0

Bd
k,`(Y (t))Cd,j,c

i,k,` (Y (t))

)
+ Adi,0(Y (t))Dd,j,c

i (Y (t))

Será interessante nesta análise controlar o tamanho do conjunto 2-dominado D(t).

Assim, introduzimos a variável Q(t) := |D(t)|. Precisamos encontrar E[Q(t+ 1)−

Q(t)|Gt, opt = Opi]. Suponhamos que vt tem pelo menos um vizinho azul e o

vizinho azul escolhido para ser ut tem grau k. Então o valor esperado da variação
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de Q(t) é

Ed
k(Y (t)) := 2 + (d− k − 1)

Sv(Y (t))

Sv(Y (t)) + Sa(Y (t))
.

Mas se vt tem apenas vizinhos vermelhos, então esse valor esperado é de (d−i+1).

Isso permite concluir que E[Q(t+ 1)−Q(t)|Gt, opt = Opi] é igual a

d−i∑
`=1

(
Adi,`(Y (t))

d−1∑
k=0

Bd
k,`(Y (t))Ed

k(Y (t))

)
+ Adi,0(Y (t))(d− i+ 1)

Agora, fazemos as substituições x := t/n, q(x) := Q(xn)/n e zj,c(x) :=

Yj,c(xn)/n, o que transforma, por exemplo, as expressões Sc(Y (x)), Adi,`(Y (x)) e

Bd
k,`(Y (x)) anteriores em

sc(z(x)) :=
d−m∑
m=0

(d− i)zm,c(x),

adi,`(z(x)) :=

(
d− i
`

)
· sa(z(x))`sv(z(x))d−i−`

(sa(z(x)) + sv(z(x)))d−i
+ o(1) e

bdk,`(z(x)) :=

(∑d−1
m=k(d−m)zm,a(x)

sa(z(x))

)`

−

(∑d−1
m=k+1(d−m)zm,a(x)

sa(z(x))

)`

+ o(1),

respectivamente, onde

z(x) := (z0,a(x), z1,v(x), z1,a(x), . . . , zd−1,v(x), zd−1,a(x)).

De forma análoga construimos cd,j,ci,k,`(z(x)) a partir de Cd,j,c
i,k,` (Y (t)), dd,j,ci (z(x))

a partir de Dd,j,c
i (Y (t)) e edk(z(x)) a partir de Ed

k(Y (t)).

Finalmente, para todo 0 ≤ j ≤ d − 1 e c ∈ {v, a}, podemos definir funções

f
(i)
j,c (z(x)) para cada uma das operações Opi, por

f
(i)
j,c (z(x)) :=

d−i∑
`=1

(
adi,`(z(x))

d−1∑
k=0

bdk,`(z(x))cd,j,ci,k,`(z(x))

)
+ adi,0(z(x))dd,j,ci (z(x)).

Para q(x) obtemos também

f (i)
q (z(x)) :=

d−i∑
`=1

(
adi,`(z(x))

d−1∑
k=0

bdk,`(z(x))edk(z(x))

)
+ adi,0(z(x))(d− i+ 1).
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8.3 Definindo e analisando um algoritmo eficiente

Até aqui, obtemos as expressões das funções f associadas a cada variável de

cada operação Opi. Resta definir a regra que decide qual operação será realizada

em cada passo. Vamos definir que a operação realizada é a operação do tipo (i, v)

onde i é o menor posśıvel. Então, o que o algoritmo faz é selecionar um vértice

vermelho de grau máximo vt e, caso ele possua algum vizinho azul, acrescentar um

vizinho azul de grau mı́nimo ut no conjunto 2-dominante e atualiza a coloração e os

emparelhamentos (isto é, os vizinhos vermelhos do vértice adicionado ao conjunto

2-dominante são totalmente emparelhados e os vizinhos azuis têm sua cor alterada

para vermelho). Se vt não possui vizinho azul, o algoritmo adiciona o próprio

vértice no conjunto 2-dominante e faz a subsequente atualização. Isso completa a

descrição do melhor algoritmo obtido para grafos 3 e 4-regulares.

Para d em geral esse algoritmo passa por vários estágios. No começo do

processo, cada vez que executamos Op1 podemos gerar alguns poucos vértices

vermelhos de graus maiores do que 1, ficando, digamos, com Yi,c(x) = o(n), para

certos i > 1. Isso faz com que tenhamos de executar uma sequência de Opi com

i > 1 até eliminar todos esses tipos de vértices e dáı voltamos a executar Op1

novamente. Inicialmente, os vértices vermelhos de grau i > 1 são eliminados

imediatamente de forma que zi(x) permanece igual a zero para todo i > 1. Mas,

conforme o processo avança, a remoção de um vértice vermelho de grau 2 tenderá

a produzir novos vértices vermelhos de grau 2, de forma que seja inevitável que

alguma variável zi(x) com i > 1, digamos i = 2, se torne positiva. Quando isso

acontece, a fase 1 termina e uma nova fase se inicia com os vértices de grau 2

assumindo o papel dos vértices de grau 1.
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Conforme vimos no Caṕıtulo 7, esse tipo de algoritmo apresenta prioridades

locais e globais. Portanto, o que faremos é analisar um processo que simula a

execução do nosso algoritmo, isto é, analisaremos um processo no qual sabemos

a probabilidade de cada operação ser executada em cada instante x. A principal

hipótese dessa simulação é que, na fase k, zi,v(x) = 0 para todo i > k, o que pode

ser modelado escolhendo uma distribuição de probabilidades conveniente para cada

Opi em cada instante x. Se estamos na fase k, queremos uma distribuição de

probabilidades (αkk(x), αkk+1(x), . . . , αkd−1(x)) tal que αkk(x) + · · · + αkd−1(x) = 1 e

que, para cada i ∈ {k + 1, k + 2, . . . , d− 1}, tenhamos que

αkk(x)fki,v(z(x)) + αkk+1(x)fk+1
i,v (z(x)) + · · ·+ αkd−1(x)fd−1

i,v (z(x)) = 0.

Em outras palavras, queremos determinar o vetor (d− k)-dimensional

(αkk(x), αkk+1(x), . . . , αkd−1(x))

que é solução da equação matricial

1 1 · · · 1

f
(k)
k+1,v(z(x)) f

(k+1)
k+1,v (z(x)) · · · f

(d−1)
k+1,v (z(x))

f
(k)
k+2,v(z(x)) f

(k+1)
k+2,v (z(x)) · · · f

(d−1)
k+2,v (z(x))

...
...

. . .
...

f
(k)
d−1,v(z(x)) f

(k+1)
d−1,v (z(x)) · · · f

(d−1)
d−1,v (z(x))





αkk(x)

αkk+1(x)

αkk+2(x)
...

αkd−1(x)


=



1

0

0
...

0


(8.1)

para cada x. Assim, se Mk(z(x)) é a matriz da equação acima e Mk,i(z(x)) é a

matriz obtida pela remoção da primeira linha e da i-ésima coluna de Mk(z(x)),

então a Regra de Cramer estabelece que

αki (x) =
(−1)i−k detMk,i(z(x))

detMk(z(x))
, i = k, . . . , d− 1, (8.2)

desde que

detMk(z(x)) 6= 0. (8.3)
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Vamos supor que (8.3) é verdadeira para todos os pontos z(x) de interesse. Neste

caso o vetor α1(x) está bem definido e podemos considerar o PVI

dzj,c(x)

dx
=

d−1∑
i=1

α1
i (x)f

(i)
j,c (z(x)),

dq(x)

dx
=

d−1∑
i=1

α1
i (x)f (i)

q (z(x)),

q(0) = q̂0, zj,c(0) = ẑ0
j,c, (j, c) ∈ I,

(8.4)

onde os valores ẑ0
j,c e q̂0 serão discutidos a seguir.

8.4 Obtendo condições iniciais adequadas

Note que não podemos usar as condições iniciais triviais z(x) = (1, 0, . . . , 0)

por causa da necessidade de existirem vértices vermelhos para a etapa de seleção

de uma operação. Também não é interessante que algum zj,c intercepte a fron-

teira do intervalo [0, 1]. Assim definimos uma etapa de pré-processamento que

produz vértices de todos os tipos em uma quantidade pequena, mas não-negliǵıvel

e antecede o algoritmo definido anteriormente.

As entradas do algoritmo são um parâmetro p0 e um grafo G′0 vazio com n

vértices. O que a etapa de pré-processamento faz é apenas acrescentar em D2 cada

vértice de G′0 independentemente com probabilidade p0 e realiza as atualizações

de coloração e emparelhamentos t́ıpicas do algoritmo anterior: vértices em D2

são emparelhados completamente e sua cor é alterada para verde, vértices com 1

vizinho em D2 têm sua cor alterada para vermelho, e vértices com pelo menos 2

vizinhos em D2 são emparelhados completamente e sua cor é alterada para verde.

Com isso, a etapa de pré-processamento termina e o grafo de sáıda é denominado

por G′(p0), que servirá de entrada para o algoritmo anterior.
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Algoritmo 8(c): com parâmetros n ≥ 4, d ≥ 3.

Entrada: Um multigrafo colorido com n vértices G′(p0)

produzido pela etapa de pré-processamento.

Sáıda: Um multigrafo aleatório d-regular G com n vértices e um

conjunto 2-dominante D2 de G.

1 t = 0;

2 G0 = G′(p0);

3 enquanto Y1,v(t) > γ1n, · · · , Yd−1,v(t) > γd−1n e detMk(t) > εn

faça

4 k = max{m : Ym(t) > 2γmn};

5 Sejam αki (t) :=
(−1)i−1 detMk,i(Y (t)/n)

detMk(Y (t)/n)
, i = 1, . . . , k;

6 Sorteie j segundo a distribuição P[j = i] = αki (t);

7 Escolha um vértice vt de grau j com probabilidade uniforme;

8 Emparelhe vt;

9 se vt possui vizinho de cor azul então

10 Escolha um vizinho azul de grau mı́nimo ut de vt;

11 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {ut} e emparelhe ut

totalmente;

12 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {ut e seus vizinhos vermelhos};
13 Emparelhe totalmente os vizinhos vermelhos de ut ;

14 Altere as cores de ut e seus vizinhos vermelhos para verde;

15 Altere as cores dos vizinhos azuis de ut para vermelho;

16 senão

17 Defina D2(t+ 1) := D2(t) ∪ {vt};
18 Defina D(t+ 1) := D(t) ∪ {vt e seus vizinhos};
19 Emparelhe totalmente os vizinhos de vt ;

20 Altere as cores de vt seus vizinhos para verde;

21 fim

22 Denote a estrutura obtida após esses emparelhamentos por

Gt+1;

23 t = t+ 1;

24 fim

25 D2 = D2(t) ∪ V (G0) \D(t);
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Aqui, vamos denotar o número de vértices de G0 com grau j e cor c por Ŷ 0
j,c,

com a respectiva proporção denotada por ẑ0
j,c := Ŷ 0

j,c/n. Com um certo abuso de

notação, diremos que u ∈ Ŷ 0
j,c é o evento no qual u tem grau j e cor c.

Teorema 8.1. Temos que

(a) limp0→0+ E[ẑ0
j,c(p0)] =

 1 se (j, c) = (0, a)

0 c.c.
e esta é uma convergência

monótona.

(b) ẑ0
j,c(p0) = E[ẑ0

j,c(p0)] + o(1), a.q.c.

(c) Dado p0 > 0 existe ε(p0) > 0 tal que ε(p0) ≤ ẑ0
j,c(p0) ≤ 1− ε(p0) a.q.c.

Demonstração. Primeiramente, note que

E[ẑ0
j,c(p0)] = E

[
Ŷ 0
j,c(p0)

n

]
=

1

n
E

 ∑
u∈V (G)

1u∈Ŷ 0
j,c(p0)

 = P
[
u ∈ Ŷ 0

j,c(p0)
]
. (8.5)

Agora, para que um vértice u tenha grau j < d e cor v em G0 é necessário que

não esteja em D2, o que tem probabilidade (1− p0), mas deve possuir exatamente

um vizinho em D2, o que ocorre com probabilidade p0(1 − p0)d−1. Dos d − 1

vizinhos fora de D2, j − 1 devem estar em em D. Há
(
d
1

)(
d−1
j−1

)
formas disso

ocorrer. Note que um vértice só é responsável por um emparelhamento se for

colocado em D2 ou se possuir pelo menos dois vizinhos em D2. Assim, cada um

dos vizinhos de u em D deve possuir pelo menos dois vizinhos em D2 para que

sejam emparelhados com u. A probabilidade de cada uma dessas ocorrências é de

1− (1− p0)d−1−
(
d−1

1

)
p0(1− p0)d−2. Quanto aos seus vizinhos não revelados, cada

um desses pode possuir no máximo um vizinho em D2, pois não são emparelhados

com u. Essa probabilidade é de (1 − p0)d−1 +
(
d−1

1

)
p0(1 − p0)d−2. Finalmente,

podemos escrever
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P[v ∈ Ŷ 0
j,v(p0)] = (1− p0)

(
d

1

)(
d− 1

j − 1

)
p0(1− p0)d−1 (8.6)

×
(

1− (1− p0)d−1 −
(
d− 1

1

)
p0(1− p0)d−2

)j−1

×
(

(1− p0)d−1 +

(
d− 1

1

)
p0(1− p0)d−2

)d−j
=

((
d

1

)(
d− 1

j − 1

)
p0 + p2

0pol(p0)

)
(8.7)

×
((

d− 1

2

)
p2

0 + p3
0pol(p0)

)j−1

× (1 + p0pol(p0))d−j

=

(
d− 1

2

)j−1(
d

1

)(
d− 1

j − 1

)
p2j−1

0 + p2j
0 pol(p0)

De forma similar obtemos que

P[v ∈ Ŷ 0
j,a(p0)] = (1− p0)

(
d

j

)
(1− p0)d (8.8)

×
(

1− (1− p0)d−1 −
(
d− 1

1

)
p0(1− p0)d−2

)j
×
(

(1− p0)d−1 +

(
d− 1

1

)
p0(1− p0)d−2

)d−j
=

(
d− 1

2

)j(
d

j

)
p2j

0 + p2j+1
0 pol(p0)

As igualdades para P[v ∈ Ŷ 0
j,c(p0)] acima fornecem prontamente o item (a).

Com (a) verdadeiro e supondo que (b) seja verdadeiro, o item (c) é imediato.

113



Para provar a concentração do item (b) usamos a Desigualdade de Chebyshev.

Seja δ > 0. Então

P[|ẑ0
j,c(p0)− E[ẑ0

j,c(p0)]| ≥ δ] ≤ 1

δ2
Var

[
ẑ0
j,c(p0)

]
=

1

δ2
Var

[
Ŷ 0
j,c(p0)

n

]
=

1

(nδ)2

∑
u∈V (G)

Var
[
1u∈Ŷ 0

j,c(p0)

]
+

1

(nδ)2

∑
u1 6=u2

Cov
[
1u1∈Ŷ 0

j,c(p0), 1u2∈Ŷ 0
j,c(p0)

]
,

onde o termo da esquerda converge para zero quando n→∞ pois∣∣∣Var
[
1u∈Ŷ 0

j,c(p0)

]∣∣∣ ≤ 1.

Para provar que o termo da direita converge para zero, observe que∣∣∣Cov
[
1u1∈Ŷ 0

j,c(p0), 1u2∈Ŷ 0
j,c(p0)

]∣∣∣ ≤ 1

e que esta covariância é igual a zero sempre que 1u1∈Ŷ 0
j,c(p0) for independente de

1u2∈Ŷ 0
j,c(p0). Mas essas variáveis indicadoras serão independentes sempre que a

distância entre u1 e u2 for maior do que 4. Por outro lado o número de vértices a

distância menor ou igual a 4 de um u ∈ V (G) espećıfico é no máximo d4. Portanto,

o número de pares (u1, u2) com distância menor ou igual a 4 é no máximo nd4/2.

Isso completa a prova do item (b).

Um aspecto importante da simulação que facilita a análise é que as coorde-

nadas da matriz Mk(z(x)) sejam estritamente positivas na região de interesse com

exceção, possivelmente, da diagonal principal. Por isso, faremos uma breve análise

dessas coordenadas. Primeiramente, vamos relembrar o significado das funções que

aparecem nas coordenadas da matriz Mk(z(x)). Cada f
(i)
j,v(0) representa a taxa de

variação esperada dos vértices vermelhos de grau j no instante 0 pela operação

Opi. Essa esperança depende do número de vértices vermelhos de graus j, j − 1

e azuis de grau j − 1, sendo que os vértices de grau j vermelhos promovem o de-

crescimento e os outros dois tipos promovem o crescimento do número de vértices
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vermelhos de grau j, independentemente da operação aplicada. Adicionalmente,

a operação Opi tem efeito de decrescimento de 1 unidade sobre vértices vermelhos

de grau i. Na fase k da simulação, as curvas que representam os vértices vermelhos

de grau maior que k, zij,v com i > k, permanecem nulas, conforme já discutimos.

Isso implica que as coordenadas f
(i)
j,v , com i > k, sejam estritamente positivas ex-

ceto, possivelmente, as da diagonal principal. Uma maneira de obter isso de forma

rigorosa é olhar para a expressão de f
(i)
j,v(x) e notar que todos os termos negativos

são multiplicados por zj,v(x).

Para que a nossa simulação tenha essa propriedade temos que escolher ade-

quadamente o parâmetro p0 da etapa de pré-processamento de forma que esses

termos sejam pequenos em comparação com os termos que tornem a expressão

positiva e controlar o domı́nio das funções f . Basta olhar para as expressões

de cd,j,ci,k,`(z(x)) e dd,j,ci (z(x)) para ver que os termos positivos são multiplicados

por zj−1,v(x) e zj−1,a(x) e que, em x = 0, estes termos podem ser tomados pro-

porcionalmente maiores do que zj,v(x) tanto quanto se queira desde que p0 seja

suficientemente pequeno. Abaixo segue uma versão formal desse fato.

Consequência 8.2. (da prova do Teorema 8.1) Existe p0 tal que f
(i)
j,v(0) +

δi,j > 0 para todo i ≥ 1 e j ≥ 2.

Demonstração. Das equações (8.5), (8.6) e (8.8) obtemos que

lim
p0→0

E[ẑ0
j,v(p0)]

E[ẑ0
j−1,c(p0)]

= 0, c ∈ {a, v}.

Agora, basta escolher p0 tal que as funções cd,j,ci,k,`(z(x)) e dd,j,ci (z(x)) sejam positivas

em x = 0. Ao olhar para as expressões dessas funções podemos concluir que isso

será verdadeiro se p0 for escolhido pequeno o suficiente tal que

4E[ẑ0
j,v(p0)] < inf{E[ẑ0

j−1,c(p0)] : c ∈ {a, v}},
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o que conclui a prova.

No PVI (8.4) os denominadores das funções f não podem ter polos na região

de seus domı́nios. Além disso, queremos que as coordenadas da matriz Mk(z(x))

que estão fora da diagonal principal sejam positivas no decorrer de todas as fases.

Por isso, devemos definir um domı́nio que contenha em seu interior as condições

iniciais resultantes do pré-processamento, e que haja uma certa tolerância para

a movimentação das variáveris que ocorre no decorrer do processo sem que as

coordenadas referidas deixem de ser positivas em algum momento.

Assim, seja p0 pequeno o suficiente tal que

8E[ẑ0
j,v(p0)] < min{E[ẑ0

j−1,c(p0)] : c ∈ {a, v}},

e seja γj,c := E[ẑ0
j,c(p0)]/2. Note que γj,c é uma cota inferior para zj,c no domı́nio

de cada f ij,c que garante a positividade de todas as funções f fora da diagonal

principal da matriz quadrada da equação (8.1).

Dado ε = minj,c γj,c/2, seja

Ω′(p0) =

(x, z(x), q(x)) ∈ R2d+1) :

−ε < x < 1,

γj,c < zj,c(x) < 1− ε, (j, c) ∈ I

ε < q(x) < 1− ε}

 .

Está claro que cada função f ij,v(x) + δi,j permanece positiva em Ω′(p0).

Por outro lado, as funções α devem estar bem definidas neste domı́nio, o

que será garantido se seu denominador detMk(z(x)) nunca for nulo nesse domı́nio.

Assim, dado γ > 0 definimos o conjunto aberto

Ω′k(γ) := {(x, z(x), q(x)) ∈ R2d+1) : detMk(z(x)) > γ}.

O domı́nio da fase k poderá ser definido como a componente conexa Ωk do conjunto

aberto Ω′(p0) ∩ Ω′k(γ) que contém as condições iniciais da fase .
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Lema 8.3. Seja p0 > 0 e considere os valores ẑ0
j,c(p0) obtidos pela etapa de pré-

processamento como entradas das funções f em x = 0, então é verdade que

f
(i)
j,v(0)− δj,i = H

(i)
j,vp

2(j−1)−1+δi,d−1

0 + p
2(j−1)+δi,d−1

0 pol(p0),

onde H
(i)
j,v > 0 é uma constante real e pol(p0) denota um polinômio com indeter-

minada p0.

Demonstração. Relembre que

f
(i)
j,c (z(x)) :=

d−i∑
`=1

(
adi,`(z(x))

d−1∑
k=0

bdk,`(z(x))cd,j,ci,k,`(z(x))

)
+ adi,0(z(x))dd,j,ci (z(x)),

onde as funções a, b, c e d foram definidas na Seção 8.2. Note que podemos usar

as equações 8.6 e 8.8 para descobrir que, nas condições iniciais, as funções a, b, c

e d têm valores da forma

cd,j,ci,k,`(z(0)) = (d− k − 1)
(
U1p

2(j−1)
0 + p

2(j−1)+1
0 pol(p0)

)
+(d− i− `)

(
U2p

2(j−1)−2
0 + p

2(j−1)−1
0 pol(p0)

)
,

bdk,`(z(0)) =
(
U3p

2k
0 + p2k+1

0 pol(p0)
)`
,

adi,`(z(0)) = U4p
d−i−`
0 + pd−i−`+1

0 pol(p0),

dd,j,ci (z(0)) = (d− i)
(
U5p

2(j−1)
0 + p

2(j−1)+1
0 pol(p0)

)
,

onde U1, . . . , U5 são constantes reais positivas.

Agora, note que, no primeiro caso, em que i ≤ d−2, a expressão de f
(i)
j,c (z(0))

sempre tem exatamente um termo com um fator p0 de grau 2(j−1)−1 e coeficiente

positivo, que corresponde ao termo dos somatórios com ` = d − i − 1 e k = 0.

Claramente, não há fatores p0 com grau menor do que 2(j − 1)− 1.

No segundo caso i = d−1. Isso implica que o segundo termo de cd,j,ci,k,`(z(0)) na

expressão acima pode ser descartado. Com isso, os termos com fator p0 de menor
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grau tem grau 2(j − 1), que são referentes ao termo dos somatórios associados a

` = d− i e k = 0 e ao termo da direita de f
(i)
j,c (z(0)), que se refere a ` = 0. Ambos

com coeficientes positivos.

8.5 Estabelecendo condições para a consistência da

simulação

É necessário verificar algumas hipóteses para garantir a existência e unicidade

das soluções do PVI (8.4) e um comportamento adequado à análise do MED.

Abaixo temos condições suficientes para garantir isso no começo do processo.

Proposição 8.4. Existe γ > 0 tal que

(1.1) | detM1(z(0))| > γ.

(2.1) |α1
i (0)| > γ para todo 1 ≤ i ≤ d− 1.

(3.1) (0, z(0), q(0)) ∈ Ω1.

O primeiro item serve para garantir a existência e a unicidade das proporções

α′s nas condições iniciais e também nas proximidades destas. A segunda garante

que cada α inicial esteja no interior do intervalo (0, 1) (pois a soma desses α′s é

igual a 1). A terceira garante que as funções f não tenham polos inicialmente.

Demonstração. (Proposição 8.4). Como vimos antes, o número f
(i)
j,v(0) depende

do número de vértices vermelhos de graus j, j − 1 e azuis de grau j − 1, sendo

que os vértices vermelhos de grau j causam um efeito de decrescimento e os outros

dois tipos causam crescimento dos vermelhos de grau j, independentemente da

operação aplicada. Adicionalmente, a operação Opi tem efeito de decrescimento
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de 1 unidade permanente sobre vértices vermelhos de grau i. Por outro lado, se

desconsiderarmos esse efeito das Opi o Lema 8.3 permite afirmar que as expressões

f
(i)
j,v + δi,j não são substancialmente diferentes para um mesmo j.

No instante t = 0 essas quantidades são fornecidas pela etapa de pré-processamento

definida anteriormente e podem ser concentradas tão próximas de zero quanto de-

sejado (escolhendo p0 suficientemente pequeno, conforme o Teorema 8.1). Assim,

não é dificil concluir que todos os elementos da matriz Mk(z(0)) podem ser tor-

nados tão pequenos em módulo quanto desejados, com excessão dos elementos da

primeira linha e da diagonal principal, que terão valores absolutos próximos de 1.

Por outro lado a matriz

1 1 1 · · · 1

0 −1 0 · · · 0

0 0 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −1


(8.9)

tem o valor absoluto do seu determinante igual a 1. Como o determinante de

uma matriz é função cont́ınua das suas coordenadas, M1(z(0)) pode ser tomada

tão próxima dessa matriz quanto desejado pela escolha de um p0 suficientemente

pequeno para a etapa de pré-processamento, o que permite que ela tenha a pro-

priedade do item (1.1).

Para obter (2.1), basta mostrar que o numerador e o denominador de (8.2)

têm o mesmo sinal e que o numerador é não nulo. Com efeito, relembre da Algebra

Linear elementar que se B = (bi,j)
n
i,j=1 é uma matriz então o determinante de B é

dado por

detB =
∑
σ

sgn(σ)
n∏
i=1

bi,σ(i)
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onde σ varia entre todas as permutações de (1, 2, . . . , n). A função sgn(σ), conhe-

cida como o sinal da permutação, atribui o valor 1 para permutações pares, isto

é, permutações que podem ser obtidas a partir de (1, 2, . . . , n) por um número par

de operações de transposição, e atribui o valor −1 caso contrário. Além disso, o

numerador de (8.2) é o determinante da matriz dada por M1(z(0)) com a i-ésima

coluna substitúıda pelo vetor (1, 0, 0, . . . , 0).

Afirmamos que o termo da trasposição (i, 2, 3, . . . , i − 1, 1, i + 1, . . . , d − k)

domina a soma do determinante do numerador de α1
i (0). Com efeito, relembre que

a matriz do numerador têm elementos arbitrariamente pequenos com exceção da

primeira linha e da diagonal principal. Note que as coordenadas de uma mesma

linha, com excessão dos elementos da diagonal principal, têm a mesma ordem de

grandeza (em termos de p0). De fato, o Lema 8.3 garante que, se 1 < j < i ou

0 < i < j, então f
(i)
j,v(0) tem a mesma ordem de grandeza de p

2(j−1)−1+δi,d−1

0 e, se

2 ≤ i = j, então

f
(i)
i,v (0) = −1 +H

(i)
i,vp

2(i−1)−1+δi,d−1

0 + p
2(i−1)+δi,d−1

0 pol(p0),

onde H
(i)
j,v > 0 é uma constante real e pol(p0) denota um polinômio com indetermi-

nada p0. Finalmente, note que a permutação (i, 2, 3, . . . , i − 1, 1, i + 1, . . . , d − k)

envolve apenas uma coordenada fora da diagonal principal e da primeira linha

que, pelo Lema 8.3, é um polinômio em p0 cujo termo com coeficiente não nulo de

menor grau tem grau 2(i−1)−1. Qualquer outra permutação envolve pelo menos

duas coordenadas fora da primeira linha e da diagonal principal, sendo pelo menos

uma na i-ésima linha. Isso produz um polinômio em p0 cujo termo de menor grau

tem grau maior do que 2j−3. Assim, o sinal do detM1,i(z(x)) é determinado pelo

sinal do termo referente à transposição (i, 2, 3, . . . , i − 1, 1, i + 1, . . . , d − k) para

p0 suficientemente pequeno. Isso também fornece um numerador não nulo para

α1
i (0).
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De forma análoga concluimos que o sinal do detM1(z(0)) é determinado pela

permutação identidade (1, 2, . . . , d − k). Finalmente, para ver que ambos têm o

mesmo sinal, note que a transposição (i, 2, 3, . . . , i− 1, 1, i+ 1, . . . , d−k) tem sinal

contrário à permutação identidade e que o termo associado a permutação identi-

dade corresponde ao produto de coordenadas onde há exatamente uma coordenada

negativa a mais do que o termo associado a transposição. Isso completa o item

(2.1).

O item (3.1) segue da prova do Teorema 8.1 e da definição de Ω1.

A Proposição 8.4 garante que o processo tenha um ińıcio e que a duração

do processo é não nula. Agora, podemos estender as soluções do PVI (8.4) para

todo x ∈ [0, x1] onde x1 é o ı́nfimo de todos os x > 0 tal que pelo menos uma das

seguintes condições seja satisfeita.

(i.1) (x, z(x), q(x)) /∈ Ω1.

(ii.1) Para algum 1 ≤ i ≤ d − 1, vale que α1
i (x) = 0, Ai,1 é não vazio e

dνi,1α1
i (x)

dxνi,1
< 0, onde

Ai,k :=

{
s ≥ 1 :

dsαki (x)

dxs
6= 0

}
e νi,k := inf Ai,k.

Esse x1 está bem definido por que a condição (i.1) tem que ser satisfeita em

tempo finito. Com efeito, em cada passo, pelo menos um vértice (vermelho) é

subtraido da soma de vértices de grau ≤ d− 1. Como o número total de vértices é

finito, alguma classe de vértices deve se anular. Isso se traduz em termos anaĺıticos

da seguinte forma. A soma das variáveis z tem derivada negativa (menor do que

−1) e como cada z é menor do que a soma de todas elas, alguma curva zj,c(x) deve

se anular em algum x ≤ 1. Assim o PVI (8.4) está bem definido em [0, x1] e x1

será o final da fase 1.
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Se a condição (i.1) é satisfeita em x1, a fase 1 é dita a fase final do processo.

Afirmamos que, se apenas a condição (ii.1) é satisfeita em x1, então o PVI

(8.4) satisfaz as hipóteses do Teorema 4.2 em Ω1. Com efeito, a Hipótese de

limitação vale com β(n) := d2 e γ(n) = 0. A Hipótese de tendência vale para as

funções à direita das igualdades da equação (8.4) porque é válida para cada f
(i)
j,c

(isso foi verificado no momento em que determinamos as expressões das funções

f). Quanto à Hipótese de Lipschitz, note que as funções f
(i)
j,c são Lipschitz em

Ω1 devido a própria definição desse conjunto. Resta verificar que as proporções

α são todas Lipschitz nesse domı́nio. De fato, pela equação (8.2), cada α é uma

função racional cont́ınua das funções f , onde o detM1(z(x)) não se anula, pois

estamos supondo que a condição (i.1) não é satisfeita no intervalo fechado [0, x1],

de forma que | detM1(z(x))| > γ para algum γ > 0 no intervalo fechado [0, x1].

Isso conclui a verificação da Hipótese de Lipschitz. O fato de a condição (ii.1) ser

a única restrição ativa no final da fase 1 implica que o determinante da matriz

M1(z(x)) (referente à fase 1) está afastado de 0. Para que a fase 2 comece e se

mantenha pelo menos em um pequeno intervalo, é necessário que, no ińıcio da

fase 2, o determinante da matriz (referente à fase 2) esteja afastado de 0. Para

demonstrar isso, não basta apenas dizer que o determinante está afastado de 0 ao

final da fase 1, pois a matriz na fase 2 mudou para M2(z(x)), logo ainda temos

que argumentar que esse determinante está afastado de 0 de alguma forma.

Como mencionamos antes, estamos supondo que (ii.1) deve ser satisfeita em

x1. Neste caso afirmamos o seguinte.

Proposição 8.5. Se apenas a condição (ii.1) é satisfeita em x1, então α1
1(x1) = 0

e α1
i (x1) > 0 para todo i = 2, 3, . . . , d− 1.
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Demonstração. De fato, nenhuma das proporções α é negativa em [0, x1] pela

definição de x1. Além disso, se para algum i = 2, 3, . . . , d − 1 for verdade que

α1
i (x) = 0 em algum ponto de [0, x1], será necessário que(

i−1∑
k=1

α1
k(x)f

(k)
i,v (z(x))

)
+ α1

i (x)f ii,v(z(x)) +

(
d−1∑
k=i+1

α1
k(x)f

(k)
i,v (z(x))

)
> 0,

pois o termo central é nulo e o que sobra é uma combinação convexa de quantidades

estritamente positivas. Mas isso contradiz o fato de que essas proporções α são

uma solução da equação matricial (8.1), o que deveria satisfazer que(
i−1∑
k=1

α1
k(x)f

(k)
i,v (z(x))

)
+ α1

i (x)f ii,v(z(x)) +

(
d−1∑
k=i+1

α1
k(x)f

(k)
i,v (z(x))

)
= 0,

A Proposição 8.5 permite que saibamos que α1
1(x1) é o único α nulo quando

houver a possibilidade de uma segunda fase.

O problema de valor inicial associado à fase k ≥ 2 é o seguinte.

dzj,c(x)

dx
=

d−1∑
i=k

αki (x)f
(i)
j,c (z(x)),

dq(x)

dx
=

d−1∑
i=k

αki (x)f (i)
q (z(x)),

q(0) = q̂k−1, zj,c(0) = ẑk−1
j,c , (j, c) ∈ I,

(8.10)

onde q̂k−1 e ẑk−1
j,c são iguais aos q(xk−1) e zj,c(xk−1) da fase k− 1, respectivamente.

Note que fizemos uma translação na variável tempo x de forma que as condições

iniciais da fase 2 fiquem na origem x = 0 (ao invés do ponto x = xk−1). Isso

será feito para as demais fases e serve para que cada fase esteja no formato do

Teorema 4.2. Isso não afeta o desempenho final porque as funções f não dependem

diretamente de x, mas sim dos valores das variáveis z. O domı́nio Ωk pode ser

redefinido para outro valor de γ > 0 se necessário.
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As hipóteses que garantem uma duração mı́nima para a fase k e as condições

de término desta são análogos às da fase 1. A diferença está na forma como

as hipóteses de ińıcio são verificadas, pois dependem da situação na qual a fase

anterior terminou. Para que se inicie a fase k ≥ 2 é suficiente que exista γ > 0 tal

que

(1.k) | detMk(z(0))| > γ.

(2.k) |αki (0)| > γ para todo k ≤ i ≤ d− 1.

(3.k) (0, z(0), q(0)) ∈ ΩMk
.

O PVI (8.10) se estende para todo x ∈ [0, xk] onde xk é o ı́nfimo de todos os

x > 0 tal que pelo menos uma das seguintes condições seja satisfeita.

(i.k) (x, z(x), q(x)) /∈ ΩMk
.

(ii.k) αkk(x) = 0, Ak,k é não vazio e
dνk,kαkk(x)

dxνk,k
< 0

Note que o item (ii.k) foi simplificado em relação a (ii.1), pois, da Pro-

posição 8.6 a seguir, para que algum outro α se anule antes de α2
2(x), é preciso que

detMk(z(x)) = 0 o que ativaria o item (i.1).

Proposição 8.6. Se, em xk−1, (ii.k − 1) é satisfeita e (i.k − 1) não é satisfeita,

então αk−1
k−1(x1) = 0 e αk−1

i (x1) > 0 para todo i = k, 3, . . . , d− 1.

Isso prova que as mudanças de fase ocorrem precisamente na sequência: fase

1, fase 2, fase 3 ...

Se apenas a condição (ii.k − 1) for satisfeita em xk−1, então podemos consi-

derar o ińıcio da fase k. Para determinar se a fase k tem duração não nula não é
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necessário verificar todas as condições de ińıcio, só precisamos verificar (1.k). Os

itens (2.k) e (3.k) serão consequência. A proposição que garante isso segue abaixo.

Proposição 8.7. Se (i.k− 1) não é satisfeita, e (iii.k− 1) e (1.k) são satisfeitos,

então os itens (2.k) e (3.k) são satisfeitos. Portanto existe uma fase k com duração

não nula e xk pode ser definido.

Demonstração. Como a condição (i.k− 1) não foi satisfeita no final da fase k− 1,

então (0, z(0), q(0)) ∈ Ωk, fornecendo o item (3.k).

Para provar que (2.k) é verdadeiro, relembre que o vetor

(αk−1
k−1(xk), (α

k−1
k (xk−1), . . . , αk−1

d−1(xk−1))

é solução da equação matricial (8.1) na versão para k−1 no ponto z(x) = z(xk−1).

Como αk−1
k−1(xk−1) = 0 o vetor

(αk−1
k (xk−1), αk−1

k+1(xk−1), . . . , αk−1
d−1(xk−1))

também é solução da equação (8.1) mas desta vez na versão para k e no mesmo

ponto z(x) = z(xk−1) (pois, da versão k−1 para k, tudo o que se faz é excluir a pri-

meira coluna e a segunda linha). Agora, como estamos supondo (1.k) verdadeiro,

essa solução deve ser única, de forma que

αki (0) = αk−1
i (xk−1), i = k, 3, . . . , d− 1.

onde as limitações 0 < αki (xk−1) < 1 seguem da Proposição 8.6. Isso prova (2.k).

Até aqui, vimos que a fase 1 é a fase inicial e sempre existe por causa das

propriedades das sáıdas da etapa de pré-processamento. Também vimos que, para

que exista uma fase k ≥ 2, é suficiente que exista a fase k − 1 e que as seguintes

condições sejam satisfeitas:

125



(a) detMk(z(xk−1)) 6= 0, isto é, (1, k) é satisfeita;

(b) (xk−1, z(xk−1), q(xk−1)) ∈ ΩMk−1
, isto é, (i.k − 1) não é satisfeita;

A última fase r será definida como o menor r tal que (i.r) for satisfeita ou (1.r+1)

não for satisfeita.

A concentração obtida dessa simulação para esse xr final se deve, como

já mencionado antes, à estabilidade das funções do nosso PVI com relação às

condições iniciais. Essa estabilidade é garantida pela Condição de Lipschitz em

cada domı́nio ΩMk
.

Note que o tamanho do conjunto dominante construido no final do processo

é igual à soma das durações das fases x1, x2, . . . , xr com o tamanho do conjunto

de vértices não dominados no final da fase r, 1 − q(xr). Isso conclui a prova do

Teorema 3.11.

Testes computacionais sugerem que a última fase que pode ser iniciada é a

fase d − 2. Em todos os testes a condição que encerrou a última fase foi que a

quantidade de vértices do tipo que estava sendo consumido, os vértices vermelhos

de grau d − 2, se anulou antes que αd−2
d−2 ou detMd−2(z(x)) se anulassem, o que

caracterizou a ativação da condição (i.d− 2).

Simulações numéricas foram inclúıdas no apêndice para 3 ≤ d ≤ 6 e os casos

d = 3 e d = 5 estão comentados.

8.6 Prova do Teorema 3.12

Resta interpretar o Algoritmo 8(c) como um algoritmo local de deleção. Este

algoritmo tem duas cores transientes, azul e vermelho, e duas cores de sáıda, verde
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e amarelo. O algoritmo tem como entrada um grafo colorido pela etapa de pré-

processamento ou pela fase anterior, obedecendo a seguinte coloração. Vértices 2-

dominados ou do conjunto 2-dominantes têm a cor verde. Vértices que têm todos

os vizinhos 2-dominados com no máximo um vizinho no conjunto 2-dominante

recebem a cor amarela. Vertices que não se enquadram nos critérios das cores verde

e amarela recebem cor azul se não têm nenhum vizinho no conjunto 2-dominante e

recebem a cor vermelha se têm um vizinho no conjunto 2-dominante. Se estamos

processando a fase k, a regra de seleção escolhe um vértice vermelho vt seguindo as

probabilidades e procedimentos descritos nas linhas 5, 6 e 7 do Algoritmo 8(c), o

que claramente atende os requisitos da regra de seleção. A regra de exploração local

opera da seguinte forma. O algoritmo identifica todas as adjacências dos vizinhos

de vt. No primeiro caso, vt possui vizinho azul. Neste caso, o algoritmo revela

um vizinho azul ut dentre os vizinhos azuis de menor grau e identifica todas as

adjacências de ut. Depois, revela todos os vértices correspondentes às adjacências

de ut que foram identificadas com a cor vermelha e identifica todas as adjacências

desses vértices. No segundo caso, quando vt não tem vizinho azul. Neste caso,

o algoritmo revela todos os vizinhos de vt e identifica todas as adjacências dos

vértices revelados, o que encerra a regra de exploração local de raio r = 2. A

função de recoloração atribui cor verde para todos os vértices revelados pela regra

de exploração local. Se vt têm um vizinho azul revelado, esse vértice, que precisa

ser o vértice ut da regra de exploração local recém aplicada, tem seus vizinhos

identificados com a cor azul e grau menor do que d − 1 alteradas para vermelho.

Para os vértices que foram identificados com grau d − 1 mas não revelados pela

regra de exploração local, a função de recoloração os revela e atribui cor amarela.

Isso encerra nossa interpretação. O Teorema 3.12 segue após d − 2 aplicações do

Teorema 5.8 ao nosso algoritmo.
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9 CONCLUSÃO

Neste trabalho, usamos o Método das Equações Diferenciais para analisar o

desempenho de algoritmos locais que produzem conjuntos dominantes espećıficos

em grafos aleatórios d-regulares. Estudamos os parâmetros de dominância total e

2-dominância, que ainda não haviam sido explorados com esse método, e o desem-

penho obtido pela análise dos algoritmos forneceu cotas superiores probabiĺısticas

para esses parâmetros que são consideravelmente melhores do que aquelas que

estavam dispońıveis na literatura até então, que foram enunciadas para todos os

grafos ou para grafos que satisfazem uma certa propriedade.

Além disso, uma revisão da teoria desenvolvida em Hoppen e Wormald [36]

permitiu traduzir as cotas obtidas nesse contexto probabiĺıstico para cotas deter-

mińısticas válidas para todos os grafos d-regulares com cintura suficientemente

grande. Assim, enunciamos dois teoremas para cada resultado obtido, um para

grafos com cintura suficientemente grande e outro para grafos aleatórios.

Como uma complementação de nossos resultados, provamos na Seção 3.4.1

uma desigualdade entre cotas para os dois tipos de resultado. Essa desigualdade é

importante porque garante que qualquer cota superior para um resultado na versão

para a cintura grande também é cota superior para o respectivo resultado na versão

para grafos aleatórios, independentemente da origem da cota. No entanto, cabe

destacar que a teoria de Hoppen e Wormald só garante que a cota superior de

um resultado na versão para grafos aleatórios seja também cota superior para um

resultado na versão para cintura grande se a cota foi obtida pela análise de um

algoritmo local, como feito em nosso trabalho.
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No caso da dominância total, os dois resultados mencionados são os Teore-

mas 3.7 e 3.8, demonstrados no Caṕıtulo 5, que correspondem, respectivamente, à

versão para grafos aleatorios e à versão para a cintura grande. Resultados parciais

desta pesquisa foram apresentados na conferência da Society for Industrial and

Applied Mathematics (SIAM) [35] e os resultados completos foram apresentados

no X Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LA-

GOS 2019). Está previsto que o resumo expandido seja publicado em uma edição

especial da revista Electronic Notes in Theoretical Computer Science. Os resulta-

dos foram disponibilizados via Internet (Veja [34]). Em breve, também esperamos

submeter a versão completa à publicação.

O parâmetro de 2-dominação contou com resultados derivados de dois algo-

ritmos distintos, onde cada um destes algoritmos gerou dois teoremas, um para

grafos aleatórios e outro para grafos com cintura grande. Os Teoremas 3.9 e 3.10

correspondem, respectivamente, às versões para grafos aleatórios e para grafos com

cintura grande do primeiro algoritmo e foram provados no Caṕıtulo 6. O algoritmo

que gerou estes resultados é bem simples e permitiu que as cotas destes teoremas

sejam dadas como uma função algébrica expĺıcita que depende apenas de d.

Com relação ao segundo algoritmo, os Teoremas 3.11 e 3.12 representam,

respectivamente as versões para grafos aleatórios e para grafos com cintura grande

e foram provados no Caṕıtulo 8. O algoritmo que gerou essas cotas é mais elabo-

rado, usa prioridades e tem cotas melhores do que as obtidas no primeiro algoritmo.

Neste caso, as cotas não puderam ser obtidas explicitamente e dependem de im-

plementações computacionais para obter aproximações de seus valores. Algumas

dessas aproximações foram apresentadas na Tabela 3.4. Pretendemos enviar os

resultados do Caṕıtulo 6 e 8 para publicação em um periódico. Os resultados do
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Caṕıtulo 6 também foram mencionados na conferência da Society for Industrial

and Applied Mathematics [35].

Acreditamos que as técnicas estudadas nesse trabalho permitem abordar uma

grande variedade de problemas em Teoria dos Grafos e em processos aleatórios em

geral. Essas técnicas permitem encontrar cotas probabiĺısticas que geralmente são

bem melhores do que as cotas gerais obtidas com o mesmo algoritmo. Isso ocorre

porque as cotas gerais se baseiam no pior caso posśıvel de aplicação do algoritmo,

enquanto que o método das equações diferenciais se baseia nos valor médio das

quantidades que o algoritmo retorna.

No caso dos parâmetros estudados nesse trabalho, não encontramos, na li-

teratura, cotas inferiores para quantidades como γRt (d) e γgt (d,∞) além das cotas

inferiores triviais das equações (3.1) e (3.3). Potencialmente, algoritmos mais

complicados poderiam melhorar as cotas que obtivemos, no entanto não se deve

esperar que as melhores cotas posśıveis (isto é, determinar o valor de quantidades

como γRt (d) e γgt (d,∞), definidas na Seção 3.4.1) possam ser encontradas dessa

forma. Conforme já mencionamos, há trabalhos recentes, como o de Gamarnik e

Sudan [25], onde se prova que, se d é suficientemente grande, os algoritmos locais

não são capazes de fornecer a melhor cota para conjuntos independentes máximos,

o que sugere que o mesmo seja válido para para valores de d pequenos e para

outros parâmetros da teoria dos grafos. Além disso, Bayati, Gamarnik e Tetali

[5] provaram que, no caso de conjuntos independentes para grafos d-regulares, a

proporção de vértices em um conjunto independente máximo é assintoticamente

quase certamente igual a uma constante αd. Se um resultado semelhante valesse

para parâmetros de dominância, teŕıamos que γRt (d) seria a.q.c. a proporção de

vértices em um conjunto totalmente dominante mı́nimo.
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É importante mencionar que há vários parâmetros da teoria dos grafos que

ainda não foram estudados com as técnicas abordadas aqui, por exemplo, as noções

de k-dominância e de k-dominância total. Não é dif́ıcil estender os algoritmos da 2-

dominância tratados aqui para versões de k-dominância para k > 2, simplesmente

pela adição de mais cores ou mais fases. As técnicas estudadas aqui certamente

se aplicariam a essa situação, e os resultados dependem do estudo de soluções de

um sistema de equações diferenciais espećıfico. No futuro, podemos trabalhar com

outros parâmetros da Teoria dos Grafos para grafos d-regulares, além daqueles

voltados para dominância.

Vale também ressaltar que o Método das Equações Diferenciais foi usado

em muitos contextos, como o da resiliência ao contágio de redes financeiras por

Amini, Cont e Minca [3] ou mesmo no trabalho Griffiths e Morris [43] que não trata

especificamente de grafos d-regulares como o nosso. Além disso, esse método já

recebeu aprimoramentos voltados para a questão determińıstica, como o Trabalho

de Wormald e Hoppen [36]. Ele é capaz de estudar processos aleatórios em grafos

em geral de maneira eficiente e tem se mostrado uma ferramenta muito útil e

promissora. Acreditamos que esse estudo permita abordar problemas de outra

natureza no futuro.
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[8] S. Bermudo, J. C. Hernández-Gómez e J. M. Sigarreta, On the total

k-domination in graphs, Discussiones Mathematicae Graph Theory,

38(1):301-317, 2018.

132



[9] T. Bohman e P. Keevash, Dynamic concentration of the triangle-free

process. The Seventh European Conference on Combinatorics, Graph

Theory and Applications, Edizioni della Normale, Pisa, 489-495, 2013.

[10] B. Bollobás, A probabilistic proof of an asymptotic formula for the

number of labelled regular graphs, European Journal of Combinatorics,

1:311-316, 1980.

[11] B. Bollobás, Random Graphs, Academic Press, London, 1985.

[12] B. Bollobás e E. J. Cockayne, Graph-theoretic parameters concerning

domination, independence, and irredundance. Journal of Graph The-

ory, 3:241-249, 1979.

[13] G. Brightwell, S. Janson e M.  Luczak, The greedy independent set in a

random graph with given degrees. Random Structures and Algorithms,

51(4):565-586, 2017.
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Apêndice A EXPERIMENTOS

COMPUTACIONAIS

Conforme mencionamos, o problema de valor inicial associado ao Algoritmo

8(c), cuja análise gerou os Teoremas 3.11 e 3.12, não foi resolvido analiticamente,

mas aproximações para suas soluções foram obtidas computacionalmente e fornece-

ram a Tabela 3.4. Nossos dados foram obtidos pela aplicação do método de Euler.

Métodos de aproximação mais elaborados e precisos para soluções de equações

diferenciais não foram necessários devido ao fato das funções f terem constantes

de Lipschitz baixas, o que facilita a convergência. Por completude, incluiremos a

seguir as linhas de comando, que foram executadas no programa Maple na versão

2015.1. Além disso, para o algoritmo com prioridades, apresentaremos experimen-

tos computacionais que levaram aos valores aproximados obtidos nas tabelas que

apresentemos no texto.
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A rotina (2) acima é a sáıda do comando eule(3, 0.0001, A, 0, 1, 0), que im-

plementa o Método de Euler na fase 1 do caso d = 3 com passo de Euler igual

a 0, 0001. Isso significa que cada passo da aproximação de Euler corresponde a

n/1000 passos do algoritmo. A matriz A acima (Veja (1)) é a matriz inicial do

processo e informa os números esperados de vértices vermelhos e azuis de cada

grau obtidos após a etapa de pré-processamento com p0 = 0, 001. O elemento da

linha i e coluna j é a aproximação de zi+2,c(0), onde j = 1 significa c = a e j = 2

significa c = v. Nessa implementação, zd,a(0) e zd,v(0) contam de fato vértices

azuis e vermelhos de grau d, mas z−1,a, z−1,v e z0,v são sempre nulas em qualquer

instante x.

Os dados de sáıda da rotina (2) acima podem ser interpretados da seguinte

forma. A primeira matriz, que é do tipo 2×1, fornece as proporções α1
1(x1) e α1

2(x1)

no final da fase 1. O segundo dado de sáıda, o número 0, 9447 . . . , representa o

tamanho do conjunto dominado D(t) produzido até a linha 24 desse algoritmo, o

que significa que o tamanho aproximado desse conjunto é de 0, 9447n. O quarto

dado de sáıda, o número 0, 4219, é a duração do processo, o que significa que

o número de iterações da primeira fase do algoritmo de deleção é de 0, 4219n.

Como cada iteração adiciona um vértice ao conjunto 2-dominante, esse também é

o tamanho do conjunto 2-dominante produzido até a linha 24 do Algoritmo 8(c).

A matriz 5× 2 da sáıda da rotina (2) é a matriz que indica o fim da fase 1. Essa

matriz representaria a proporção dos vértices de cada tipo (como na matriz A) após

4220 passos de Euler, mas verificamos que a condição de que as proporções sejam

positivas foi violada, o que significa que o passo foi interrompido anteriormente

(a matriz de sáıda é o primeiro passo em que isso ocorre). O elemento da linha

i e coluna j da matriz A após o passo 4219 é a aproximação de zi+2,c(x1), onde

j = 1 significa c = a e j = 2 significa c = v. O quinto e último dado acima, o

número 0, 4771 . . . representa a proporção de vértices no conjunto D2, produzido
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na linha 25 do Algoritmo 8(c). Para obter esse número, somamos as coordenadas

não-nulas da matriz A no final da fase ao número 0, 4219. Note que os dados

de sáıda indicam que a fase 1 é a fase final desse processo. Isso ocorre porque a

condição que interrompeu a implementação foi a coordenada negativa da matriz de

saida −0, 000049..., que representa os vértices vermelhos de grau 1. Esses dados

indicam que todos os vértices vermelhos de grau 1 foram eliminados antes que

a coordenada α1
1(x1) da matriz coluna fosse anulada. Com relação às condições

técnicas apresentadas no Caṕıtulo 8, isso significa que a fase 1 foi encerrada porque

a condição (i.1) foi violada.

Note também que, ao final dessa fase, sobram alguns vértices azuis de grau

menor do que d, cuja soma é aproximadamente 0, 022. O que o passo da linha 25

faz é adicionar esses vértices ao conjunto 2 dominante, mas se a partir desse ponto,

o vértice da regra de seleção fosse azul em vez de vermelho, esses vértices poderiam

ainda ser processados melhorando a cota para o conjunto 2-dominante final em, no

máximo, 0, 022n (na verdade, melhorias decorrentes disso seriam muito inferiores

a esse valor, e portanto não a inclúımos em nosso algoritmo).

Os dados a seguir são referentes às aplicações do Algoritmo 8(c) para d ∈

{4, 5, 6}. Discutiremos em mais detalhes o caso d = 5.
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As rotinas (7), (8) e (9) acima são as sáıdas do comandos eule(5, 0.0001, A, 0.0491, 1, 0),

eule(5, 0.0001, A, 0.1690, 1, 0.110539127916849) e eule(5, 0.0001, A, 0, 1, 0.463135279163349),

que implementam o Método de Euler nas fases 1, 2 e 3, respectivamente, do caso

d = 5 com passo de Euler igual a 0, 0001. A matriz A da sáıda (6) acima é a matriz

inicial do processo para o caso em que d = 5 e suas coordenadas têm a mesma

descrição já feita para a matriz A da sáıda (1).

Quanto aos dados de sáıda da rotina (7) a interpretação é a seguinte. A

primeira matriz, que é do tipo 4× 1, fornece as proporções α1
1(x1), α1

2(x1), α1
3(x1)

e α1
4(x1) que indicam o fim da fase 1. Essa matriz representaria as proporções α

após 492 passos de Euler. Como uma das coordenadas é negativa, as condições

são violadas e a fase é encerrada após 491 passos. O segundo dado de sáıda, o

número 0, 1105 . . . , indica que tamanho do conjunto dominado D(t) produzido até

o final da primeira fase tem tamanho aproximado de 0, 1105n. O quarto dado de

sáıda, o número 0, 0491, é o instante no qual a fase 1 terminou, o que significa

que o número de iterações da primeira fase do algoritmo de deleção é de 0, 0491n.

Como cada iteração adiciona um vértice ao conjunto 2-dominante, esse também

é o tamanho do conjunto 2-dominante produzido até o final dessa fase. A matriz

7×2 da sáıda da rotina (7) é a matriz de sáıda da fase 1 e suas coordenadas têm a

mesma descrição já feita para o caso d = 3 em (2). O quinto e último dado acima,

o número 0, 9385 . . . representa a proporção de vértices que o conjunto conjunto

2-dominante teria se essa fosse a fase final do processo. Para obter esse número,

somamos as coordenadas não-nulas da matriz A no final da fase 1 ao número

0, 0491. Note que os dados de sáıda (7) indicam que a fase 1 não é a fase final do

caso d = 5. Isso ocorre porque a condição que interrompeu a implementação foi a

coordenada negativa −0, 0005 . . . relativa ao valor de α1
1(x1) da matriz coluna de

(7). A fase 2 tem como entrada a matriz A de sáıda da fase 1, que ocorre após

491 passos de Euler. Os dados da sáıda da fase 2 são apresentados em (8) acima
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e têm descrição análoga à feita para a sáıda (7). Note que a fase 2 também não é

a fase final por motivo análogo ao da fase 1. A fase 3 tem como entrada a matriz

A da sáıda da fase 2, que ocorre após 1690 passos de Euler, e seus dados de sáıda

são apresentados em (9). Neste caso, a fase 3 é a fase final porque a condição que

interrompeu a implementação dessa fase foi a coordenada negativa −0, 00004 . . .

que indica que todos os vértices vermelhos de grau 3 foram eliminados antes que

α3
3(x3) se anulasse. Isso significa que a condição (i, 3) foi ativada.

Note também que, ao final dessa fase, sobra um total de aproximadamente

0, 015 vértices azuis de grau menor do que d, o que permitiria que o algoritmo con-

tinuasse por um curto peŕıodo caso a regra de seleção passasse a escolher vértices

azuis a partir deste deste momento. Como a melhoria seria ainda muito menor do

que esse valor optamos por não incluir no nosso algoritmo.
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