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Resumo
E bem conhecido que dados R, S anéis tais que R C S e S um R mddulo
finitamente gerado,se R é um anel noetheriano entdo S é um anel noetheriano. O

objetivo deste trabalho serd de apresentar a reciproca desse teorema feito por Paul

M. Eakin Jr., isto é, se S € um anel noetheriano entao R é um anel noetheriano.

Abstract

It’s well known for R, S rings such that R C S and S is finitely generated
module R , if R is a noetherian ring then S is a noetherian ring. The objective this
job will be to present a converse this theorem that it was done by Paul M. Eakin

Jr. He told that if S is a noetherian ring then R is a noetherian ring.
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Introducao

Um teorema muito conhecido de dlgebra comutativa afirma que, sendo Re S
anéis comutativos com unidade tais que R C S e S é um R-médulo finitamente
gerado, entdo se R for um anel noetheriano, S também serd uma anel noetheri-
ano[apéndice proposigao 1.

Paul Eakin mostrou que a reciproca deste resultado é também verdadeira, isto
é, sendo validas as mesmas hipéteses, se S for um anel noetheriano R também
serd um anel noetheriano. O objetivo desta dissertacao é o de apresentar a bonita
prova desta reciproca feita por Eakin.

Neste trabalho sempre que falarmos em anéis estaremos supondo que tais
anéis sao anéis comutativos com unidade. O teorema 2, que é o principal deste
trabalho, € devido a Eakin e para prova-lo precisaremos introduzir uma classe
de anéis que sao muito préximos dos anéis noetherianos e que Eakin chamou de
anéis RMX(restricted maximum condition). Um anel R é um anel RMX se para
todo ideal primo préprio P de R o anel R/P for um anel noetheriano. Decorre
imediatamente da definicao de anel RMX que todo anel noetheriano é um anel
RMX. O contrério é falso e os exemplos 1,2 e 3 desta dissertacao ilustram esse
fato.

Para podermos provar o teorema 2 precisaremos provar antes um caso partic-



ular dele que afirma que, sendo R e S dominios tais que R C S, S é um R-médulo
finitamente gerado e R é um anel RMX entao, se S for um dominio noetheriano, R
também serd um dominio noetheriano. Os exemplos 5 e 6 deste trabalho mostram
que a hipétese de finitude da extensao é de fato necessiria mesmo no caso em que
R e § tenham o mesmo corpo de fragoes.

Gilmer em|[2], propde a seguinte questao: Sejam R um dominio inteiramente
fechado em seu corpo de fragdes K, L uma extensio finita separdvel de K e S o
fecho inteiro de R em L. Se S for um dominio noetheriano, R também serd um
dominio noetheriano? Apresentaremos a resposta parcial que Eakin deu a esta
questao. Mostraremos primeiramente que se o discriminante da extensao for um
elemento inversivel em R entao R sera necessariamente um dominio noetheriano.
No outro caso, isto é, quando o discriminante nao for inversivel em R, mostra-se
que R é uma interseccao de anéis de Krull noetherianos com uma interseccao finita
de anéis de valorizagoes discreta de posto 1.

Apresentaremos ainda um exemplo que mostra que nem sempre a intersecgao

de anéis noetherianos é um anel noetheriano.



Proposicao 1: Seja R um anel comutativo com unidade. Sao equivalentes:

i) R € um anel RMX.

it) Se Ay C Ay C .... é uma cadeia de ideais de R na qual um dos ideais
contém um ideal primo proprio de R entao a cadeia € estaciondria.

i) Se U € um conjunto nao vazio de ideais de R, tal que existe um ideal A € U
que contém um ideal primo proprio de R, entdo U tem elemento mdzimo com
respeito a inclusao.

iv) Se A é um ideal de R e P um ideal primo prdprio de R entao (P + A)/P
€ um ideal finitamente gerado do anel R/P.

Prova:

Considere a cadeia deideaisde R, A1 C Ay C ....,ek € Ntal que Ay D P onde
P é um ideal primo préprio de R. Temos assim que P C Ay C Agy1 C Agio C ...
Como R/P é um dominio noetheriano, a cadeia Ay/P C Ayy1/P C Ayy2/P C ...
é estacionéria, logo existe 7 € N, j > k | tal que A;/P = A;.,/P para todo n
natural. Portanto A; = A, para todo n natural e a cadeia A; C A, C ....¢ uma

cadela estacionaria.

it) = i)



Suponhamos que ¥ n&o possua elemento méximo, e seja A; o ideal de ¥ que
contém um ideal primo préprio de R. Como ¥ nao possui elemento méximo existe
Ay € U tal que Ay contém propriamente A;. Da mesma maneira existe Az € ¥
tal que Az contém propriamente Ay Procedendo assim obtemos uma cadeia de
ideais A; C Ay C Az C .... na qual hd um elemento que contém um ideal primo
préprio de R e que nao € estacionaria, o que contraria a hipétese. Logo ¥ possui
elemento maximo.

iii) = iv)

Dado P um ideal primo préprio de R, queremos mostrar que R/P é um anel
noetheriano. De fato, seja J;/P C Jy/P C ... uma cadeia de ideais em R/P. Em
R teremos P C J; C Js.... Seja ¥ = {Jy,J5,...}. Como P C Jj, por hipétese
existe £ € N tal que J; é o elemento maximo de ¥, dai Jy = Ji4,, para todo n
natural. Logo a cadeia J;/P C Jo/P C ... é estacionaria e, portanto, R/P é um
anel noetheriano. Dessa maneira concluimos que (A + P)/P é ideal finitamente
gerado do anel R/P.

) = 1)

Seja P um ideal primo préprio de R. Queremos mostrar que todo ideal de R/ P
é finitamente gerado. Com efeito, dado F um ideal qualquer de R/ P, existe I um

ideal de Rtal que I D Pe F = I/P. Como F = I/P = (I + P)/P é um ideal



finitamente gerado de R/P, podemos concluir que R/P é um anel noetheriano.

Portanto R é um anel RMX.

Agora veremos alguns exemplos de anéis RMX.

Exemplo 1) Todo anel de valorizagéo discreta de dimenséo 2 (por exemplo,
o anel de valorizacao associado a um prolongamento da valorizacao p-addica sobre
Q a Q(X)) é um anel RMX que n3o é um anel noetheriano.

Seja R um anel de valorizagao de um corpo K cujo grupo de valores seja Z X Z.
Como Z x Z possui somente trés subgrupos isolados, sabemos que em R existem
apenas trés ideais primos, o ideal nulo, o ideal maximo de R e um terceiro ideal
primo que denotaremos por P [apéndice, proposigéo 12]

Queremos mostrar que R nao é um anel noetheriano, embora seja um anel
RMX.

Observe que se R fosse um anel noetheriano, entao R seria um dominio de
ideais principais [apéndice, proposigao 5| e com isso, dim R = 1 o que contraria o
fato de dim R = 2. Logo R nao é um anel noetheriano. Para ver que R é um anel
RMX, basta ver que R/P é um anel noetheriano, o que decorre do fato de R/P
ser um anel de valorizagao com dimensao de krull 1.

Exemplo 2) Seja D um dominio e K seu corpo de fragoes com D # K.



Sejam K[[X]] o anel das séries de poténcias formais e (X) o seu ideal méximo.
SejaT(D) =D+ (X) ={d+ X f(X),d € D, f(X) € K[[X]]}. Entao T(D) nao
é um dominio noetheriano e se D for noetheriano entao 7'(D) é um anel RMX .

E facil ver que T(D) com as operagdes restritas de K[[X]] é um dominio.
Suponhamos que D é um anel noetheriano e vamos mostrar que 7(D) é um anel
RMX.

Mostraremos inicialmente que (X') é o tinico ideal primo de altura 1 de T'(D).
E imediato que (X) é um ideal de T(D). Além disto, (X) é um ideal primo de
T(D), pois (X) é um ideal primo de K[[X]]. Resta mostrar que (X) é o tnico ideal
primo de altura 1 de T'(D). Para isso, mostraremos que se I é um ideal préprio
qualquer de T(D) entdo (X) C v/I. De fato, dado I um ideal préprio de T(D)
e f € I um elemento nao nulo, sejam d € D, a € K[[X]], tais que f = d+ X
Se d # 0 entdo f é inversivel em K|[[X]]. Neste caso, 1 = ff ! =df ' + X[l
Como X fla € (X) Cc T(D)el € D C T(D) temos que df ' € T(D), logo
d=df'f € fT(D) C I e, consequentemente, Xaa € I. Sed =0entaod € [ e
Xa = f € I. Logo nos dois casos temos que se f = d + X« é um elemento de
I,comd e Deac K[X]] entéo d, Xa € I. Em particular se I é um ideal de
T(D)entao I=IND+(X)NIeselID (X)entaol=IND+(X).

Mostremos que (X) C +/I para todo ideal I # (0) de T(D). Observemos



inicialmente que sendo I # (0) existe um elemento g € I\D, caso contrario [
estaria contido em D), e neste caso I nao seria um ideal de T'(D), pois XI nao
estaria contido em I. Sejag € I\D,g=d+aX com d € D, a € K[[X]] e a # 0.
Temos que o = zi a;X* com a; € K e a; #0. Seja a; = iij a; X*7. Observe que
a1 € inversivel em K[[X]] e que a = a3 X?. Daf temos que X' a o' X = X7+2,
Como o7 X € (X) C T(D) e a; X'*! = X temos que X7*2 € (aX) C I. Logo
X € /I, de onde se conclui que (X) é o tinico ideal primo de altura 1.

Dado P um ideal primo préprio de T(D), temos que P D (X) logo P =
(PN D)+ (X). Considere i: D —T(D) e w:T(D)— T(D)/P onde i é a
aplicagao inclusao e 7 a projegao canodnica. Mostraremos que 7 o i é sobrejetivo.
Dado f+ P € T(D)/P, temos que f =d + Xa para algum d € D e o € K[[X]].
Logo, como X € P, f+P = d+P = (moi)(d) com isso moi é sobrejetivo. Portanto,
pelo teorema dos isomorfismos, temos T'(D)/P ~ D/ker(noi) = D/PN D que é
um anel noetheriano. Sendo assim T'(D) é um anel RMX.

Mostraremos agora que T(D) nao é um anel noetheriano. Caso contrério,
escolhendo 2z um elemento nao nulo e nao inversivel de D, terlamos que os primos
minimos do ideal 2T(D) teriam que ter altura 1, e portanto (X) seria o unico

primo minimo de 27(D) o que implicaria que z € (X), contrariando a escolha de

Z.

~1



Observacao: No exemplo acima, a fungdo h : T(D) — D definida por
h(d+ za) = d é um homomorfismo sobrejetor, logo todo dominio noetheriano
€ imagem homomoérfica de um dominio nao noetheriano RMX.

Exemplo 3) todos os anéis noetherianos e anéis de dimensao 1 sao anéis RMX.

Lema 1: Sejam R C S anéis tais que R é um anel RMX e S um R-mdédulo
finitamente gerado. Se P € um ideal primo de S tal que PN R # (0) entaé S/P
€ um anel noetheriano.

Prova:

Considere i: R — S a aplicagdo inclusdo, f:S — S/P projegio candnica
entdo foi: R — S/P definida por (f oi)(z) = z + P é um homomorfismo de
anéis. Afirmamos que seu nucleo é P N R. Com efeito, se z € P N R entédo
(foi)(2) = 2+ P = P, pois z € P, logo z é um elemento do nicleo de
f o4, a outra inclusao é trivial. Pelo teorema dos isomorfismos de anéis temos
R/PNR ~Imfoi C S/P e portanto R/PN R C S/P. Agora mostraremos
que S/P é um R/P N R -médulo finitamente gerado. De fato, como S é um
R-médulo finitamente gerado, existem ay,...,a; € S tais que S = Ra; + ... + Ra;.
Afirmamos que S/P = (R/P N R)a; + .. + (R/P N R)@;. E claro que S/P D

(R/PNR)ai + ..+ (R/PNR)ag. Por outro lado dado T =z + P, z € S podemos



escrever T = bja; + ... + byag, com b; € R para todo i = 1...k e dessa maneira
T=2z+P = (bay+...+bax)+P = (bi+ P)(a1+ P)+....+ (by + P)(a + P). Pela
identificagdo h: R/PN R < S/P definida por h(z + PN R) = z + P, podemos
escrever T = (by + PN R)(a; + P) +.... + (bs + PN R)(ax, + P), o que implica que
z € (R/PNR)Yai+..+(R/PNR)az. Como R/ PNR é um anel noetheriano, pois
R é um anel RMX, e S/P = (R/PNR)@; + ..+ (R/P N R)ax temos por [apéndice,

proposicao 1] que S/P é um anel noetheriano.

Coroldario 1: Sejam D e R dominios de integridade, D C R e R um D-
modulo finitamente gerado. Se D é um anel RMX entao R é um anel RMX.

Prova:

Como R é um D-médulo finitamente gerado entao R é uma extensdo inteira
sobre D. Logo sendo R um dominio, se P for um ideal primo préprio de R entao

por [apéndice, proposigio 8], PN D # (0). O resultado segue agora do lema 1.

Observacao: A reciproca desse coroldrio é verdadeira e seguird do teorema 2.

Definigao 1: Sejam R C S anéis. Dizemos que um ideal A de R € um ideal

contraido, se existir um tdeal B de S tal que A = BN R, neste caso denota-se



A = B°¢. Dizemos que um ideal B de S € um ideal estendido, se existir um ideal

A de R tal que B = AS, neste caso denota-se B = A®.

Lema 2: Sejam R C S anéis tais que S seja um R-mddulo finitamente gerado.
Suponhamos que

i) A € um ideal proprio contraido de R.

i) S é um anel noetheriano.

iii) Nenhum ideal primo prdprio de S se contrai ao ideal nulo de R.

Entao hd ideais primos préprios de R, P, ..., Py tais que (P...Py)* C A .

Prova:

Como S é um anel noetheriano, existem @1, ..., Qx ideais primos proéprios de .S,
tais que (Q1...Qx) C A°[apéndice, proposicdo 2]. Seja P; = @; N R. Por hipétese
P; # {(0). Observe que (P;...R) C (Pr....B)* = (Pf...P¢)* C (Q1....Qk)° C
A®. Sendo A um ideal contraido entao A% = A [apéndice, proposicaol6], logo

(P....P)* C A.

Lema 3: Suponha que R seja um anel RMX, S um anel noetheriano tal que
Rc Se S é un R-mddulo finitamente gerado. Se Py, ..., Py sao tdeats primos

proprios de R entao R/(P;...P;)* € um anel noetheriano.
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Prova:

A prova seré feita por indugio no niimero de ideais primos.

Para k =1, como P; é um ideal primo de R e S é uma extensao inteira de R,
Pf¢ = Pj[apéndice, proposicao 8] portanto, sendo R um anel RMX, temos que
R/Pf¢ é um anel noetheriano.

Agora suponha que o lema seja verdadeiro se tivermos o produto de k—1 ideais
primos e mostremos que o anel R/(P;...P;)* é um anel noetheriano. Seja P um
ideal primo de R/(P;...Px)* e @ um ideal primo de R que contém (P;...P;)*
tal que P = Q/(P;...P;)*. Mostraremos que o ideal P é finitamente gerado,
de onde decorrerd que R/(P;...P;)* é um anel noetheriano, pelo teorema de
Cohen [apéndice, proposigdo 3]. Como Q@ O (Pr...P)* D (Pi..F) e @ é um
ideal primo, existe i € {1,..,k} tal que @ D P;. Podemos supor sem perda de
generalidade que ¢ = k, isto é, que @ D F;. Como R/P; é um anel noetheriano e
Q/P, ~ Q/(P,...B,)*/ Py /(P,...P,)¥, para mostrar que Q/(P;...Py)® é um ideal
finitamente gerado, basta mostrar que Py /(P;...Py)% é ideal finitamente gerado,
isto é, que Py /(P;...Px)* é R/(P;...P;)*-médulo finitamente gerado.

Sendo S um anel noetheriano, o ideal P; é um ideal de S finitamente gerado
portanto P¢ é um S-médulo finitamente gerado [apéndice, proposigao 13]. Além

disto (P...P;_1)¢ esté contido no anulador do S-médulo P¢/(Py... P )¢, pois (P1...Py1)¢F® =

11



(Py...Py)¢logo Pg/(P...Py)® é um S/(P,...P;_1)®-mddulo finitamente gerado [apéndice,
proposicao 4]. Por outro lado, sendo S um R médulo finitamente gerado, S/(P;...P—1)®
é um R-médulo finitamente gerado cujo anulador é (P;...Py—1)%, pois (Pi...Py_1)%S =
(Pr...Pi1)® = (Pp..Ps_1)*. Logo S/(Pi...Pe_1)® é um R/(P,...Ps_)*-médulo
finitamente gerado. Como Pg/(P;...Py)¢ é S/(P;...P;—1)®-médulo finitamente ger-
adoe S/(P...P;_1)¢ é R/(P;...P;_1)*-mébdulo finitamente gerado, entao P¢/(P;...P;)®
é um R/(P;...P;_1)*-médulo finitamente gerado. Sendo R/(P;...FP;_1)* um anel
noetheriano, P¢/(P;...P;)¢ é R/(P;...Px—1)%-médulo noetheriano [apéndice, proposigao
1]. Por outro lado, P, = P DO (P;...B), logo Py/(P;...P;)* é um R-médulo
cujo anulador contém (P...Ps_1)%, pois (P1..Ps-1)*P; = (P...Pe—1)*P* =
(Pp...Py)*. Logo Py/(Py...P)* é

R/(Py...P;_1)**-médulo finitamente gerado. De fato, como Fy/(P;...Py)* é
um submédulo de P¢/(P...P)¢ que é um R/(P;...Pi—1)*-médulo noetheriano,
logo P/(P;...B)* é um R/(P;...P;_1)*-médulo finitamente gerado. Dai, como
R/(P;...P;_1)* é um R-médulo cujo anulador contém (P;...F;)* podemos con-
cluir que R/(P...Px—1)* é R/(P;...P;)*-mébdulo finitamente gerado e portanto
P/(Py...P;)* éum R/(P;...P;)*-mébdulo finitamente gerado o que conclui a prova
do lema.

Lema 4: Se R é um anel comutativo com unidade, entao R € um anel noethe-

12



riano se, e somente se, R/A é um anel noetheriano para todo ideal préprio A de
R

Prova:

Se R é um anel noetheriano e / um ideal de R, entdo R/I é um anel noethe-
riano.[apéndice, proposigao 14]

Se R nao é um anel noetheriano entao existe uma cadeia de ideais de R,
I, Cc I, C I; C ..que nio é estaciondria. E claro que existe um ntimero
natural k tal que I; é um ideal préprio de R. Em R/I; a cadeia I, 1/I;C

Lo /I Clyi3/I;C.... é uma cadeia de ideais que nao é estaciondria o que con-

tradiz a hipétese de R/Ij ser um anel noetheriano.

Corolario 2: Seja R um dominio RMX com corpo quociente K. Seja S um
anel tal que R C S C K e § um R-mddulo finitamente gerado. Entdo S € um
anel noetheriano se, e somente se, R € um anel noetheriano.

Prova:

Suponhamos que S é um anel noetheriano. Como S é um R-mddulo finita-
mente gerado, entao existem $1, ..., S, € S tais que S = Ra; + .... + Ra,. Como
S C K, onde K é o corpo de fracdes de R, entdo cada s; = % com z;, z € R.

Decorre dai que S C R. Seja I um ideal préprio de R e IS = I°. Afirmamos que

13



I® é um ideal préprio em S. De fato,como I é ideal préprio de R existe um ideal
méaximo M de R tal que M D I. Como M* é um ideal préprio de S [apendice,
th6] e I® C M® entao I® é um ideal préprio de S. Além disso, 2I® = zIS é um
ideal de S que é préprio, pois Iz # 0. Afirmamos que I°z é um ideal de R
contido em I. De fato, como zI¢ = zIS e S C R temos zI® C IR = I. Logo
zI® = zI°* N R é um ideal préprio de R que estd contido em 1.

Pelo lema 2 existem P, ..., Py, ideais primos proprios de R tais que (Py....P;)* C
zl® C I. Pelo lema 3, temos que R/(P;...Px)* é um anel noetheriano. Como
R/(Py..P)*/I[(Py...B)* ~ R/I, R/I é imagem homomérfica de um anel
noetheriano, logo R/I é um anel noetheriano e, pelo lema 4, podemos concluir

que R é um anel noetheriano.

O exemplo a seguir , mostra que no corolario 2, a hipétese de S ser uma
extensao inteira de R nao pode ser dispensada.

Exemplo 5: Seja K um corpo e v uma valorizagao de K cujo grupo de valores
é Z X 7 com a ordem lexicografica. Seja R o anel de valorizagao de v em K. Sabe-
mos que a dimensao de Krull de R é 2 [apéndice, proposicao 12] e que, em virtude
disto, R nao é um anel noetheriano [apéndice, proposigao 5]. Sejam (0) C P C M

os ideais primos de R. Observe que R/P é um anel de valorizagao de seu corpo de
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fracoes, cujo grupo de valores é Z [apéndice, proposigaol2], portanto R/P é um
anel noetheriano[apéndice, proposi¢ao 5]. Como R/M é um corpo e R/P é um
anel noetheriano, entdo R é um anel RMX. Sejax € M|Pe S = R[3]. S é um
anel de valorizacao de K que contém propriamente R; de fato S = Rp Assim S
€ um anel de valorizacao de K cujo grupo de valores é Z, logo noetheriano. Note

que S nao é de fato um R mddulo finitamente gerado

Queremos salientar ainda que no corolario 2, nao podemos substituir a hipétese
de S ser um R médulo finitamente gerado, pela hipdtese mais fraca de S ser apenas
uma extensao inteira de R, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 6: Seja K um corpo que é uma extensao algébrica e infinita de Q,
o corpo dos numeros racionais. Seja X um elemento transcendental sobre K e
R = K]|[X]] o anel das séries formais sobre K. Sejam L o corpo de fragdes de R,
(X) o ideal méximo de Re D = Q + (X). Como D e R tém o ideal (X) em
comum entio o corpo de fragdes de D é igual ao corpo de fragoes de R. Temos
assim D C R C L. Mostraremos que R é uma extensao inteira de D. Dada
f(X) = S ;X' € R = K[[X]]. Temos f(X) = ao + Xg(X) onde ag € K e

i=j
Xg(X) € (X). Como ag € K temos que ag € algebrico sobre @Q, portanto ag

é inteiro sobre D = Q + (X). O elemento Xg(X) € D, logo f(X) é inteiro
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sobre D. Logo R é uma extensao inteira de D. Por outro lado, sendo K um
corpo, R = K[[X]| é um anel noetheriano [apéndice, proposigao 15] que possui
um s6 ideal maximo, que é (X), e que portanto, pelo teorema do ideal principal
[apéndice, proposigao 17], tem altura 1. Logo R é um anel local noetheriano com
dimensao de Krull igual a 1. Como R é uma extenséo inteira de D, pelo teorema
do lying over, D possui apenas dois ideais primos, a saber (0) e (X). Como
D/ (X) é um corpo, temos que D é um anel RMX. Mostraremos que D nao é um

anel noetheriano. Consideremos M um D submédulo de L gerado por %, isto é

M = D%. E facil ver que R = K[[X]] C M pois f(X) = (Xf(X))x € D%. Se D
fosse um anel noetheriano, M seria um D médulo noetheriano, portanto R sendo
um D submédulo de M, seria um D mddulo finitamente gerado.

Se R fosse um D médulo finitamente gerado, R/ (X) seria um D/ (X )-mdédulo
finitamente gerado, isto é, K seria um Q mddulo finitamente gerado, o que con-
traria o fato de K ser uma extensao algébrica de QQ de grau infinito. Logo D nao

€ um anel noetheriano.

Observacao: O que foi feito neste exemplo nos permite concluir que se K7 C Ko
sao corpos de caracteristica zero, K, é uma extensao infinita de K3, R = K[[X]],

X trancendente sobre Ky e (X) é o seu ideal maximo, entdo D = K; + (X) nao
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€ um anel noetheriano.

Lema 5: Sejam D um dominio com corpo de fra¢ées K e R um anel que
contém D tal que RN K = D. Entdo todo ideal préprio de D contém um ideal
proprio contraido.

Prova:

Mostraremos que todo ideal principal de D é a contragao de um ideal de R.
Seja a € D. E claro que aD C (aR) N D. Por outro lado dado ¢ € (aR) N D existe
s € R tal que c = as. Como s = £ temos que s € RN K = D, logo ¢ € aD. Logo

aD = (aR)N D.

Lema 6: Sejam D um dominto RMX com corpo quociente K, R um anel
que contém D que € um D-mddulo finitamente gerado e D* = RN K. Se D*
€ um anel RMX entdo R € um anel noetheriano se, e somente se, D* é um
anel noetheriano. Se D *é um D-mddulo finitamente gerado entao R € um anel
noetheriano se, e somente se, D € um anel noetheriano.

Prova:

Mostraremos primeiramente que se D* é um anel RMX entao R é um anel

noetheriano se, e somente se, D* é um anel noetheriano. Seja D* um anel RMX e R
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um anel noetheriano; como R é um D-mddulo finitamente gerado e D C D* C R,
é claro que R é um D*-médulo finitamente gerado. Como D C D*C Ke K éo
corpo de fragdes de D entao K é o corpo de fragdes de D*. Por outro lado, D* C R
e RN K = D* logo, pelo lema 5, todo ideal préprio de D* contém a contragao de
um ideal préprio de R. Sejam I um ideal préprio de D* entdo I contém um ideal
proprio A de D* que é a contragao de um ideal de R. Como sdo satisfeitas as
hipéteses do lema 2, para D* e R existem P, ..., P; ideais primos préprios de D*
tais que (Py...P)** C A C I. Pelo lema 3, D/(P;....P;)®* é um anel noetheriano.
Pelo teorema dos isomorfismos D*/(P;....FP;)%/1/(P;y....P;)®¢ ~ D*/I; portanto
D*/I é um anel noetheriano para todo ideal préprio I de D*. Logo, pelo lema
4, D* é um anel noetheriano. Reciprocamente, se D* é um anel noetheriano e
R é um D*-médulo finitamente gerado, entao R é um anel noetheriano[apéndice,
proposigaol].

Agora mostraremos que se D* é um D-médulo finitamente gerado entao R é
um anel noetheriano se, e somente se, D é um anel noetheriano.

Sendo D* um D-mddulo finitamente gerado e D um anel RMX, pelo corolério
1, D* é um anel RMX. Se R é um anel noetheriano, podemos concluir pelo que

foi visto acima D* é um anel noetheriano. Do corolério 2 segue que D é um anel

noetheriano.
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Reciprocamente, se D é um anel noetheriano, como R é um D-médulo finita-

mente gerado entdo R é um anel noetheriano [apendice, proposigao 1].

Lema 7: Sejam D uwm dominio com corpo de fracées K, L um corpo que
contém K e q um elemento de L inteiro sobre D. Entao hd um dominio D* C K
que satisfaz

a) D* DD e D* é um D-mddulo finitamente gerado.

b) D*[q] € um D[q]-mddulo finitamente gerado.

¢) D*[¢g] N K = D*

Prova:

Seja to + t1X + ... + X**1 o polinémio minimo de g sobre K. O conjunto
{1,q,...,4"} é uma base de K(q) como K-espago vetorial. Como ¢ é inteiro sobre
D, ent3o ty,...,t; sao inteiros sobre D [apéndice, proposicao 6]. Sejam D* =
Dlto,...,tx] € R = D*[q] = Dlto, ..., t,q). Como ty,...,t; e ¢ s@o inteiros sobre
D, temos que D* é um D-médulo finitamente gerado e que R é um D[g]-médulo
finitamente gerado. Resta ver que D* = RN K. E claro que D* C KN R.
Para mostrar que K N R C D*, mostraremos primeiramente que {1,q,...,¢"} é
um conjunto gerador de R como D*-médulo. Para tanto, como todo elemento j

de R pode ser escrito como j = ¢o+ 19 + .. + caq coml € Necy,...,cq € D,
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basta mostrar que ¢¥*? ¢**2 ... pertencem a D* + D*q+.... + D*¢*. Observe que
¢+ = —to—t1g—...—tyq* € D*+D*q+....+D*¢*. Se ¢*** € D*+D*q+....+D*¢*
entao existem ¢y, €1, ..., ¢t € D* tais que ¢"7* = ¢o+ c1g+ .... + cxq¥, segue daf que
¢t = o1 @+t g = cogtar @+ e 188 ek (—to—tig—...—trq") =

= —tock +q(co— cxt1) + ... + (cx—1—trck)g* € D*+ D*q+....+ D*q*. Logo, por
indugao, temos que R é um D*-médulo gerado por {1,q,...,¢*}. Seja 2 € RN K.
Pelo que acabamos de ver, existem ay, ..., ay € D* tais que z = ag+a:1q+... +axq".
Por outro lado {1,q,...,¢*} é base de K(g) como K-espaco vetorial, logo um el-
emento de K(g) pode ser escrito de uma maneira inica como combinagéo linear
com coeficientes em K desta base. Como D* C K, pois, tg,....,tx € K temos
que z = kol. Comparando as duas maneiras de escrever z temos que ag = ko,

a1 = .... = a; = 0. Logo z = ag € D*, o que finaliza a prova do lema 7.

Teorema 1: Seja D um dominio RMX. Suponha que S € um dominio tal que
D cCS eS8 éum D-mddulo finitamente gerado. Entao S € um anel noetheriano
se, e somente se, D € um anel noetherano.

Prova:

Sejam ¢, ...,qn elementos de S inteiros sobre D tais que S = Dlqi,...,¢n).

Se D é um anel noetheriano entao S também é um anel noetheriano[apéndice,
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proposigao 1]. A reciproca serd mostrada por indugéo em n. Suponha n = 1, isto
é, S = D|g]. Sejam K e L o corpo quociente de D e S respectivamente. Pelo

7

lema 7, existe D* um dominio com corpo quociente K, tal que, D* D D, D* é
um D-médulo finitamente gerado e D* = D*[¢q;] N K. Como S = D[g| é um anel
noetheriano e D*[g;] é um S-médulo finitamente gerado, entdo D*[g;] é um anel
noetheriano.Além disto, D*[g;] é um D-mdédulo finitamente gerado, D é um anel
RMZX, D* é um D-médulo finitamente gerado e D*[g;] é um anel noetheriano,
segue do lema 6, que D é um anel noetheriano. Suponha que n > 1 e que o
resultado vale para n — 1. Como, pelo coroldrio 1, D[g;] é um dominio RMX,
e S = D|q][gs, ---, 9] é um dominio noetheriano que é uma extensao inteira de
Dlq1] entao, por indugado D[g;] é um anel noetheriano. Decorre do caso n =1 que

D é um anel noetheriano.

Lema 8: Suponha R C S anéis, com S uma extensdo inteira de R. Entdo
se a condigdo da cadeia ascendente para ideais primos vale em S também valerd
para R.

Prova:

Dado uma cadeia de ideais primos em R, P, C P, C P; C ..., como S é

uma extensao inteira de R, teremos que existem ideais primos Q; em S tais que
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QiNR=PF,eQy CQyC .. |Japéndice, proposicao8]. Mas, S satisfaz a condicso
da cadeia ascendente para ideais primos, com isto existe j € N tal que Q; = Q;n
para todo m natural. Logo, podemos concluir que P; = P;,, para todo n natural

[apéndice, proposicao 8].

Teorema 2: Sejam R C S anéis com S um R-mddulo finitamente gerado
entao S € um anel noetheriano se, e somente se, R é um anel noetheriano.

Prova:

A suficiencia € bem conhecida [apéndice, proposigao 1].

Sendo S um anel noetheriano, S satisfard a condigao da cadeia ascendente para
ideais primos; pelo lema 8, R também satisfard a condigcao da cadeia ascendente
para ideais primos. Queremos mostrar que K é um anel RM X de onde decorreri,
pelo teorema 1, que R é um anel noetheriano. Suponha o contrério, isto é, que R
nao seja um anel RM X, entdo F' ={P / P é ideal primo préprio de R e R/P um
anel ndo noetheriano} é, claramente, nao vazio. O fato de R satisfazer a condigao
da cadeia ascendente para os ideais primos é equivalente a R satisfazer a ” condicao
do méaximo” para os ideais primos. Logo F' possui um elemento maximo. Seja
M esse elemento méximo. Afirmamos que o anel R/M é um anel RMX. De fato,

para todo ideal primo préprio J de R/M existe J, um ideal primo de R tal que,
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McJCR,J=J/M,R/IM/J/M ~ R/J. Se R/J néo fosse anel noetheriano,
contradiria o fato de M ser o elemento méximo de F. Logo R/J é um anel
noetheriano. Concluimos assim que R/M é um anel RMX

Pelo teorema do lying over existe () um ideal primo de S tal que QN R =
M. Como R/M é um dominio RMX, R/M — S/Q, S/Q é um R/M-médulo
finitamente gerado e S/@ é um anel noetheriano. Entéo, pelo teorema 1, temos
que R/M é um anel noetheriano, o que contradiz o fato que M € F. Logo F = {)
e R é um anel RMX.

Se S é dominio, aplicando o teorema 1, entao obtemos que R é um anel noethe-

riano.

Se S nao for um dominio temos dois casos a considerar. No primeiro caso
suponhamos que exista um ideal primo ¢ de S que se contraia ao ideal nulo de
R. Neste caso temos R <— S/@ e aplicando o teorema 1, obtemos que R é um anel
noetheriano. No outro caso, temos que todo ideal primo préprio de S se contrai
a um ideal primo préprio de R. Como S é um anel noetheriano que nao é um
dominio, (0) = @;...Qx onde @y, ...,k sao ideais primos préprios de S. Os ideais
Q5, ..., Q% séo ideais primos préprios de R. Como R é um anel RMX, S é um anel
noetheriano que é um R-mdédulo finitamente gerado, QY ..., Q5 sdo ideais primos

préprios de R entao, pelo lema 3, R/(Q5...Q%)% é um anel noetheriano. Por outro
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lado, (Qf..-Q%)* = (QF".-QF)° € (0)° = (0), logo R/ (0) =~ R/(Qf...Q%)*, por-

tanto R é um anel noetheriano.

Proposicao 2: Seja R um anel que nao é um dominio, no qual, para todo ideal
proprio I tem-se que R/I é um anel artiniano, entdo R € um anel artiniano.

Prova:

Como para todo ideal préprio I de R, R/I é um anel artiniano entao R/I é
um anel noetheriano e todo ideal primo de R/I é um ideal méximo. Se R/I é um
anel noetheriano, para todo ideal préprio I de R entao, pelo lema 4, temos que R
¢ um anel noetheriano. Por outro lado, se P é um ideal primo de R, R/P é um
anel artiniano logo R/P é um corpo e P é um ideal méximo de R. Assim R é um
anel noetheriano no qual todo ideal primo é um ideal méximo, logo R é um anel

artiniano.

Proposicao 3: Sejam S e R anéis, R C S e § um R-modulo finitamente
gerado. Entdo S é um anel artiniano se, e somente se, R € um anel artiniano.

Prova:

E bem conhecido que se R é um anel artiniano, entao S é um anel artiniano

[apéndice, proposicéo 1].
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Se S é um anel artiniano entdo S é um anel noetheriano no qual todo ideal
primo é um ideal maximo. Sendo S um R-médulo finitamente gerado e S um anel
noetheriano, pelo teorema 2, concluimos que R é um anel noetheriano. Por outro

lado, como S é uma extensao inteira sobre R, logo dim S = dim R = 0. Portanto

R é um anel artiniano.

Neste ezemplo veremos uma aplicagao basicamente técnica do teorema 2.

Exemplo 7: Seja K um corpo e X, ..., Xz um nimero finito de vériaveis so-
bre K. Seja K[Xj, ..., Xz], 0 anel de polinémios sobre K, n € Ne (X;,..., X;)" um
ideal de K[Xj,...,X}]. Seja D = K + (X, ..., X;)". Entdo D é um anel noethe-
riano, mostrando que K[Xj, ..., Xj] é um D-médulo finitamente gerado e usando
o teorema 2. Para mostrar que K[X;,.., X;] é um D-mdédulo finitamente gerado,
basta verificar que K[Xj,..., Xz] = D[X3, ..., X e que X1, ..., X, sdo inteiros sobre
D [apéndice, proposigao 7). Para cada i € {1,..,k}, considere o polindmio ménico
hi(Z) € D[Z], definido por h;(Z) = Z"— X}. Observe que h;(X;) = X]'— X! = 0.
Logo X; é inteiro sobre D. Como K C D, tem-se K[X3,..,Xix] C D[Xj, .., Xk].
Por outro lado D C K[Xjy, ..., Xi], logo D[X4,..., Xi] C K[Xj,...,X}], portanto

K[X,..., Xi] = D[X1, .., Xx].



Proposigao 4: Sejam D um dominio inteiramente fechado e K o corpo
quociente e L uma extensdo finita separdvel de K. Seja J o fecho inteiro de D
em L. Entao eriste a € J tal que L = K(a).

Prova:

Pelo teorema do elemento primitivo[apéndice, proposigao 11] existe [ € L tal
que L = K(l). Afirmamos que podemos escolher [ € J. Para tanto considere X™+
kp_1 X" 1+...4+k; X +kg o polindmio minimo de I sobre K. Sejam dy, ..., d,_1,d € D
tal que k; = %. Seja o = dl. Observe que (dl)" + (dl)" ‘dp_1 + ... + (dl)d1d""2 +
dod™ ! = d"(l”—l—ﬁ‘a“—ll"_l-{—....—l—%ll—l—%‘l) = 0. Logo dl é inteiro sobre D , portanto
dl € J. Como K(l) = K(dl), pois d € K entdo L = K(dl) com dl € J.

Gilmer em|2], perguntou se, com as mesmas hipéteses da proposigdo 4, se J
for um anel noetheriano podemos garantir que D é um anel noetheriano?

A pergunta nao sera respondida inteiramente, mas faremos duas observacoes.
Pela proposigao 4, existe a € J tal que L = K(a). Seja {1,q,...,a" 1} uma base
de L sobre K. Se T é o trago[apéndice, definigao],sejap={8€ L / T(8J) C
D}. Afirmamos que ¢ é um J-médulo. De fato, dados f1, B2 € ¢, temos que
T((61 + B2)d) = T(6iJ + Bod) = T(B1J) + T(BJ) € D+ D = D, o que implica
B1+ By € . Além disso, 8 € ¢ e ( € J entao T((BJ) C T(SJ) C D, podemos

concluir que (B € ¢. Logo ¢ é um J-mddulo. Além disto, J C ¢ pois dado
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z € J, T(z) é um dos coeficientes do pdlinomio minimo de z sobre K, que é um
polinémio que pertence a D[X]. Logo J C ¢.

Mostraremos que se A é o discriminante de L sobre K,onde A = det(T' (o)),
entdo ¢ C D% +D%+...+D%ﬂ. Em particular, se x € D entéao ¢ C Dx+D%+

o™ 1

- +D%=logo J C ¢ C DE+D&+..+DE C J, portanto J = DA 4+DE 4.+

D"‘nA_Jl . Desta maneira J é um D-mdédulo finitamente gerado e pelo teorema 2, D é

n—1 ) . n—1 .
um anel noetheriano. Se z € v, 2 = . q;@*, com a; € K, entao za/ = ¥ a;0*"?
i=0 i=0

.on-l .
e dai T(z0?)= Y, a;T(a*e?). Como L é uma extensao separavel de K, A = det(
2
T(a*e?)) nao é nulo[apéndice, proposigao 18]. Como T'(a’a?) € D para todo 4,j

obtemos, aplicando a regra de Cramer, que Aq; € D, para todoi = 1, ...,n. Dessa

. n—1 i n—1 i -
maneira podemos escrever z = 3. (Aai)%ai =) di% € D% +...+ D%
=0 =0

. Logo

=

1 n
(pgDK-f'...-]-DaA .

Como foi falado anteriormente se o discriminante é um elemento inversivel de
D, conseguimos mostrar que D é um anel noetheriano. No outro caso se % ¢ D,
nao conseguimos mostrar que ) é um anel noetheriano, mas mostraremos que
D é a intersecgao de um dominio de Krull noetheriano com um nimero finito de
anéis de valorizacao discreta de posto 1.

Considere J[4] que é uma extensad inteira de D[+]. Como % € D3]

entdo, pelo que vimos anteriormente, podemos concluir que J [%] é D[%]—
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médulo finitamente gerado. Como J é um anel noetheriano, entdo J[] é um
anel noetheriano e pelo teorema 2, D[] é um anel noetheriano.

Por outro lado J é dominio inteiramente fechado e é um dominio noetheriano,
logo J é um dominio de Krull[apendice, proposi¢ao 9]. Como D = J N K, entao

D é um dominio de Krull.

Seja &= {1,A,A?, ...}, é facil D[+]=Dg= N
eja = {1,4A,A% ..}, é facil ver que D[] S | . Dp, portanto
D[] é um dominio de krull noetheriano. Sejam P, ..., P, primos de altura 1

de D que contém A, logo D = (NDp) N Dp N Dp,N...NDp, = D[x]N
altP=1e A¢P
Dp, N Dp,N....N Dp, [apéndice, proposi¢ao 10], onde Dp, (i =1,...,n) sio anéis
de valorizagao discreta de dimensao 1.
Observagao: No caso em que D tem dimensao de Krull igual a 1, poderemos
concluir que D é um dominio noetheriano. Isto é claro, pois, quando o discrim-

inante nao é um elemento inversivel de D, vimos que D é um dominio de Krull,

mas todo dominio de Krull de dimensao 1 é um dominio noetheriano.

O prézimo exemplo mostra que nem sempre intersecgao de anéis noetherianos
¢ um anel noetheriano.
Exemplo 8: Seja K um corpo de caracteristica zero, X transcendente sobre

K. Considere D = K(X)[[Y]] o anel das séries formais com coeficientes em
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K(X), e {Y) o seu tinico ideal méximo. E fécil ver que D = K(X) + (Y). Sejam
R=KX*)+({)e J=K(X?+ X)+ (Y) subanéis de D. Neste caso,
veremos que R e J sao anéis noetherianos e B N J nao é um anel noetheriano.
Como[K (X) : K(X?%)] =2, {1, X} é um conjunto gerador de K(X) como K (X?)-
modulo. Mostraremos que {1, X} gera D como R-médulo. E claro que R+RX C
D. Por outro lado f € D, temos f = g+ h com g € K(X) e h € (Y). Como
{1, X} é uma base de K(X) como K(X?)-espaco vetorial, logo podemos escrever
g =1g1 + Xgs onde g1 e g» € K(X?) C D. Temos assim f = 1(g; + h) + g2 X0
onde g1+h € K(X?)+(Y)=Regs € K(X?) C R. Dai D é um R-médulo gerado
por {1, X }. Logo, pelo teorema 2, R é um anel noetheriano. Analogamente, como
[K(X): K(X?4+X)] = 2, mostra-se que {1, X} é um conjunto gerador de D como
J-médulo. Pelo teorema 2, podemos concluir que J é um anel noetheriano.

Mostraremos que RN J = K + (Y) . Decorrerd da observagdo que segue o
exemplo 2 que RN J ndo é um anel noetheriano. Para mostrar que RN J =
K + (Y), basta mostrar que K(X?) N K(X?+ X) = K e o faremos através de
vérias afirmagoes.

Afirmacso 1: K(X?)NK[X] = K[X?]. E imediato que K (X?)NK[X] D K[X?].
Suponha que a outra inclusdo seja falsa e escolha f(X) = ]ZZ:O a; X7 € K(X?)n

K[X]\ K[X?]. Como f(X) ¢ K[X? existe j impar tal que a; # 0. Seja i = max{j
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/ j fmpar e a; # 0}. Sejam g(X?) = io bp X%, R(X2) = ii X% € K[X7]
nao nulos, com by # 0 e com # 0 tais que f(X) = %(%l). Como 4 é impar o
coeficiente de X?™** em g(X?) ¢ nulo. Por outro lado g(X?) = h(X?)f(X) logo
0 = bam+4s = Com@i + Com—205-2 + ... + CoQomi.

Pela escolha de i, se j é impar e j > ¢ entao a; = 0. Logo 0 = bypy; =
Com@;; como a; # 0 temos com = 0 contrariando a escolha de h(X). Logo nio
existe f(X) € K(X?) N K[X\K[X?2], daf K(X2) N K[X] C K[X?. Portanto
K(X?)n K[X] = K[X?.

Afirmacgo 2: K[X?|N K(X? + X) = K. E claro que s6 precisa ser verificado
que K[X)NK(X?+ X)C K.

Suponhamos que K[X?] N K(X? + X) # K. Seja h(X?) = ag + a,X? +
oees + @9, X um polindmio de K[X?]\K que pertenca a K(X?+ X) e que tenha
grau minimo dentre os polindmios que tém esta propriedade. Sejam f(X2 + X)
e g(X?2+ X) € K(X?+ X) tais que h(X?) = %ﬁ—ii% isto é, f(X? + X)h(X?) =
g(X?+ X). Podemos escrever f(X?+ X) = by +b1(X%+X) + ... +b(X?+ X)*
com by #0e g( X2+ X) =co+cr(X2+X) +... + o (X2 + X)"* com ¢y # 0.
O tinico monémio de f(X? 4+ X)h(X?) de grau 2n + 2k, é az,by X*"™?* que deve
ser igual ao tinico monémio de g(X2% 4+ X) de grau 2n + 2k, que é cp s X225,

Do mesmo modo, o tinico mondmio de f(X? 4+ X)h(X?) de grau 2n +2k — 1 é
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A2, bk X?" %=1 que deve ser igual a0 mondémio de g(X 2+ X) de grau 2n+2k — 1,
que é (n + k)b X?™ 251 Temos assim que Gondr = Cnix € kQonbi = (n + k)enyk.
Dai kcptr = (n+ k)cnix. Como n > 1 e caracteristica de K igual a zero ento
Cn+x = 0 0 que contraria a escolha de g(X?+ X). Logo K[X?|N K(X?+ X) C K.

Observe que (K(X?+ X)NK(X?))NK[X] = K(X?+ X)N(K(X?)NK[X]) =
K(X?+ X)N K[X?] = K. Segue da afirmagao 3, a seguir, que K (X% + X) N
K(X?) = K.

Afirmacéo 3: Se L é um corpo tal que K C L C K(X) etal que LNK[X] =K
entdo [K(X):L|=occe L=K.

Se [K(X) : L] fosse finito, X seria algébrico sobre L. Seja f(Z) = Z™ +
ln-1Z™ 1+ ...+ 11Z + |y € L[Z] o polindmio minimo de X sobre L. Como L #
K(X), pois LNK[X] = K, entdon > 1. Mostraremos que ly, ...,l,—1 € K de onde
concluiremos que —lp = L X +...4+1, 1 X" '+ X" € K[X]|NL. Como K[X]NL = K
teremos que ;X + ... + 1,1 X" ' + X" € K, o que nao pode acontecer, pois
X ¢é transcendente sobre K. Logo [K(X) : L] nao pode ser finito. Seja s =
min{j / j > 1lel; #0}. Como { X*+... 41, 1 X" '+ X" € L[X] C K(X), temos
que existem g(X) = i a;X* € K[X] com a;, # 0e h(X) = ';f b; X7 € K[X]

1=1g J=7Jo

com b;, # 0 tais que (b;uX? + ..... + b X™ (1 XS + oo + [ X+ X =

31



Decorre dai que l;b;, = a;,, logo [, € K. Suponhamos que I, ls41,...,[; € K e
mostremos que l;1; € K. Sabemos que @jyt+i+1 = lsbjotit1-s + lst1bjori-s + ... +
lipabins 1020 biliny = Giggerar — labjorist—s = loribigais — « — bibjpsa € K. Logo
l;+1 € K pois b, # 0.

Mostremos que L = K. Se L # K entdo existiria a € K(X)\K, o € L. Sejam
f(X),g(X) € K[X] tal que @ = Z&3. Considere f(Z) — ag(Z) € L[Z] que é um

polinomio que anula X, pois, f(X) — ag(X) = f(X) — ;l(%f(X) = 0. Além do
mais f(Z) — ag(Z) # 0, pois f(0) — ag(0) # 0 caso contrario a € K. Concluimos
dai que X é algébrico sobre L e portanto [K(X) : L] é finito, o que nao pode

acontecer. Logo L = K.
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APENDICE

Proposicao 1[1, VI, th5]:Se A € um anel noetheriano(artiniano) e M um

A-mddulo finitamente gerado, entdo M € um A-mddulo noetheriano(artiniano).

Proposigao 2[7, IV, pg 200]:Se A um anel noetheriano, todo ideal I de A

conterd um produto de um numero finito de ideais primos.

Proposigao 3(Cohen)[5, II1, thd]:Se todos os ideais primos do anel A sao

finitamente gerados entdo A € um anel noetheriano.

Proposigao 4[1, II, pgl9]:Se A um anel, M um A-médulo e I um ideal de
A contido no anulador de M como A-médulo, entago M é um A/I-mddulo(com

as operagées usuais).

Proposicao 5[5, IV, thll.1|:Seja R wm anel de valoriza¢do. FEntdo as
sequintes condig¢oes sao equivalentes:

a) R é um anel de valorizagdo discreta de posto 1.
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b) R € um dominio de ideais principass.

¢) R € um anel noetheriano.

Proposigac 6[7, IV, thd]:Sejam A um dominio e K o corpo de fragées de
A. Seja x um elemento de alguma extensao de K tal que x é um elemento inteiro
sobre A. Entao z € algébrico sobre K e os coeficentes do polinomio minimo de x

sobre K sao inteiros sobre A.

Proposigao 7[7, V, thl]:Sejam A, B anéis tal que A C B. Sejam z, ..., z, €
B tais que x, ..., Ty, SGo inteiros sobre A. Entio Alzi,...,x,] € A-mddulo finita-

mente gerado.

Proposicao 8[1, I, th44|:Sejam R, T anéis tais que R C T e T € uma
extensdo inteira de R. Entao valem os sequinies resultados:

a) Dado P um ideal primo de R, eziste um ideal primo Q de T tal que QNR =

b) Dados ideais primos P, e Py de R tais que P, C Py. Se @ é um ideal
primo de T tal que Q1 N R = P, entdo eziste um ideal primo Qy de T tal que

Q1CQ26QQHR=P2.
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¢) Dado um ideal primo P de R tais que existem Qq, Qy ideais primos de T
tais que Q1N R = P, e Q2N R = PB,. Entdo os ideais primos P, e P, ndo sao

compardveis.

Proposigao 9[6, V, th33.4]:Seja D um dominio. Se D for um dominio
noetheriano e se além disso for inteiramente fechado entao D € um dominio de

krull.

Proposigao 10[6, V, th33.5]:Sejam R uwm dominio, K o seu corpo de
fragoes. Suponha que um conjunto F' de anéis de valorizagoes noetherianos de
K satisfaga as sequintes condigoes:

a) R € a interseccao de todos V € F.

b)Se a € R, a # 0 entdo hd somente um nimero finito de V € F tais que a
nao € inversivel em V.

Seja S um subconjunto multiplicativo fechado de R tal que 0 ¢ S e seja F' C F
consistindo de todos os anéis V nos quais todo elemento de S € uma unidade .

Entao Rg :VQF’ V.

Proposigao 11[7, I, th19]:Seja K um corpo e L uma extensao separdvel e
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finita de K, entdo eziste o € L tal que L = K(a).

Proposicao 12[1, V, exercicio 32]:Seja I' um grupo abeliano totalmente
ordenado. Seja A um anel de valoriza¢ao de um corpo K, cujo grupo de valores
¢ I'. Entao eziste um correspondencia biunivoca entre os ideais primos de A e
os subgrupos isolados de I'. Além disso, dado P um ideal primo de A, se H € o
subgrupo isolado de T correspondente entdo os grupos de valores de A/P e Ap

séo H e G/H respectivamente.

Proposigao 13[1, VI, th2|:Sejam A um anel e M um A-mddulo. M é um A-

mddulo noetheriano se, e somente se, todo submddulo de M € finitamente gerado.

Proposigao 14(1, VI, th6]:Se A é um anel noetheriano(artiniano) e I um

ideal qualquer de A entdo A/I é um anel noetheriano(artiniano).

Proposigao 15[5, I, th3.3]:Se A ¢ um anel noetheriano entao A[[X]] € um

anel noetheriano.

Seja L uma extensdo finita de K, de grau n. Para cada z € L considere a

36



fungdo K-linear F, : L — L definida por F,(l) = zl. Seja p,(X) € K[X] o
polinémio caracteristico de F}. E claro que py (X) tem grau n.
Definigao: A funcao T : L — K que a cada x € L asssocia o coeficiente de
X1 do polinémio p,(X) € chamado o trago da eztensio e denotada Ty x .
Quando nao houver confusédo quanto a extensdo costuma-se omitir o indice o
trago simplesmente por T. E facil ver que [7, II, pg88] que T'(z+y) = T(z) +T(y)

e T'(kz) = kT (z) para todo z,y € Le k € K.

Proposicao 16[1, I, prop.17]:Sejam R C S anéis. Sao vdlidos os seguintes
resultados:

a) Para todo ideal I de R e todo ideal J de S temos que I C I* e J 2 J*

b) Se C ={I,ideal de R / I** =1} o conjunto dos ideais contraidos de R e
se E={I,idealde R / J% = J } o conjunto de ideais estendidos de S, entdao hd
uma aplicagao ¥ : C — E tal que para cada I € C aplica em I° € uma aplicagao

byjetiva.

Proposigao 17[4, 111, th142]:Se R € um anel noetheriano, I um ideal prin-

cipal de R e P um ideal primo minimo do ideal I entdo altP < 1.
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