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Resumo 

É bem conhecido que dados R, S anéis tais que R C S e S um R módulo 

finitamente gerado,se R é um anel noetheriano então S é um anel noetheriano. O 

objetivo deste trabalho será de apresentar a recíproca desse teorema feito por Paul 

M. Eakin Jr. , isto é, se Sé um anel noetheriano entã:o R é um anel noetheriano. 

Abstract 

It 's well known for R , S rings such that R C S and S is finitely generated 

module R , if Ris a noetherian ring then S is a noetherian ring.The objective this 

job will be to present a converse this theorem that it was done by Paul M. Eakin 

Jr. He told that if S is a noetherian ring then R is a noetherian ring. 
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Introdução 

Um teorema muito conhecido de álgebra comutativa afirma que, sendo R e S 

anéis comutativos com unidade tais que R C Se Sé um R-módulo finitamente 

gerado, então se R for um anel noetheriano, S também será uma anel noetheri-

ano[apêndice proposição 1]. 

Paul Eakin mostrou que a recíproca deste resultado é também verdadeira, isto 

é, sendo válidas as mesmas hipóteses, se S for um anel noetheriano R também 

será um anel noetheriano. O objetivo desta dissertação é o de apresentar a bonita 

prova desta recíproca feita por Eakin. 

Neste trabalho sempre que falarmos em anéis estaremos supondo que tais 

anéis são anéis comutativos com unidade. O teorema 2, que é o principal deste 

trabalho, é devido a Eakin e para prová-lo precisaremos introduzir uma classe 

de anéis que são muito próximos dos anéis noetherianos e que Eakin chamou de 

anéis RMX(restricted maximum condition). Um anel R é um anel RMX se para 

todo ideal primo próprio P de R o anel R/ P for um anel noetheriano. Decorre 

imediatamente da definição de anel RMX que todo anel noetheriano é um anel 

RMX. O contrário é falso e os exemplos 1,2 e 3 desta dissertação ilustram esse 

fato. 

Para podermos provar o teorema 2 precisaremos provar antes um caso partic-



ular dele que afirma que, sendo R e S domínios tais que R c S, Sé um R-módulo 

finitamente gerado e R é um anel RMX então, se S for um domínio noetheriano, R 

também será um domínio noetheriano. Os exemplos 5 e 6 deste trabalho mostram 

que a hipótese de finitude da extensão é de fato necessária mesmo no caso em que 

R e S tenham o mesmo corpo de frações. 

Gilmer em[2], propõe a seguinte questão: Sejam R um domínio inteiramente 

fechado em seu corpo de frações K , L uma extensão finita separável de K e S o 

fecho inteiro de R em L. Se S for um domínio noetheriano, R também será um 

domínio noetheriano? Apresentaremos a resposta parcial que Eakin deu a esta 

questão. Mostraremos primeiramente que se o discriminante da extensão for um 

elemento inversível em R então R será necessariamente um domínio noetheriano. 

No outro caso, isto é, quando o discriminante não for inversível em R, mostra-se 

que R é uma intersecção de anéis de Krull noetherianos com uma intersecção finita 

de anéis de valorizações discreta de posto 1. 

Apresentaremos ainda um exemplo que mostra que nem sempre a intersecção 

de anéis noetherianos é um anel noetheriano. 
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Proposição 1: Seja R um anel comutativo com unidade. São equivalentes: 

i) R é um anel RMX. 

i i) Se A1 C A2 C . . .. é uma cadeia de ideais de R na qual um dos ideais 

contém um ideal primo próprio de R então a cadeia é estacionária. 

iii) Se W é um conjunto não vazio de ideais de R, tal que existe um ideal A E w 

que contém um ideal primo próprio de R , então W tem elemento máximo com 

respeito à inclusão. 

iv) Se A é um ideal de R e P um ideal primo próprio de R então ( P +A)/ P 

é um ideal finitamente gerado do anel R/ P. 

Prova: 

i) :=;. ii) 

Considere a cadeia de ideais de R , A1 C A2 C .... , e k E N tal que Ak ::J P onde 

Pé um ideal primo próprio de R. Temos assim que PC Ak C Ak+l C Ak+2 C ... . 

Como R/Pé um domínio noetheriano, a cadeia Ak/ PC Ak+l/ PC Ak+2/ PC .. . 

é estacionária, logo existe j E N, j ;::: k , tal que Aj/ P = AJ+n/ P para todo n 

natural. Portanto Aj = AJ+n para todo n natural e a cadeia A1 C A2 C .. .. é uma 

cadeia estacionária. 

íí) :=;. iií) 
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Suponhamos que W não possua elemento máximo, e seja A1 o ideal de W que 

contém um ideal primo próprio de R. Como W não possui elemento máximo existe 

A2 E W tal que A2 contém propriamente A1 . Da mesma maneira existe A3 E W 

tal que A3 contém propriamente A2. Procedendo assim obtemos uma cadeia de 

ideais A1 C A2 C A3 C .... na qual há um elemento que contém um ideal primo 

próprio de R e que não é estacionária, o que contraria a hipótese. Logo W possui 

elemento máximo. 

iii) ==? i v) 

Dado P um ideal primo próprio de R, queremos mostrar que R/ P é um anel 

noetheriano. De fato , seja JI/ P C 12/ P C . .. uma cadeia de ideais em R/ P. Em 

R teremos P C J1 C J2 ···· Seja W = {J1 , J2 , ... }. Como P C J1, por hipótese 

existe k E N tal que Jk é o elemento máximo de W, daí Jk = Jk+n , para todo n 

natural. Logo a cadeia JI/ P C J2/ P C ... é estacionária e, portanto, R/ P é um 

anel noetheriano. Dessa maneira concluímos que (A+ P)/ P é ideal finitamente 

gerado do anel R/ P. 

iv) ==?i) 

Seja P um ideal primo próprio de R. Queremos mostrar que todo ideal de R/ P 

é finitamente gerado. Com efeito, dado :F um ideal qualquer de R/ P, existe I um 

ideal de R tal que I :J P e :F= I jP. Como :F= I / P =(I+ P) / P é um ideal 

4 



finitamente gerado de R/ P, podemos concluir que R/Pé um anel noetheriano. 

Portanto R é um anel RMX. 

Agora veremos alguns exemplos de anéis RMX. 

Exemplo 1) Todo anel de valorização discreta de dimensão 2 (por exemplo, 

o anel de valorização associado a um prolongamento da valorização p-ádica sobre 

Q a Q(:X.)) é um anel RMX que não é um anel noetheriano. 

Seja R um anel de valorização de um corpo K cujo grupo de valores seja Z X Z. 

Como Z x Z possui somente três subgrupos isolados, sabemos que em R existem 

apenas três ideais primos, o ideal nulo , o ideal máximo de R e um terceiro ideal 

primo que denotaremos por P [apêndice, proposição 12] 

Queremos mostrar que R não é um anel noetheriano , embora seja um anel 

RMX. 

Observe que se R fosse um anel noetheriano, então R seria um domínio de 

ideais principais [apêndice, proposição 5] e com isso, dim R = 1 o que contraria o 

fato de dim R = 2. Logo R não é um anel noetheriano. Para ver que R é um anel 

RMX, basta ver que R / Pé um anel noetheriano , o que decorre do fato de R/ P 

ser um anel de valorização com dimensão de krull 1. 

Exemplo 2) Seja D um domínio e K seu corpo de frações com D -::/:- K . 
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Sejam K[[X]] o anel das séries de potências formais e (X) o seu ideal máximo. 

Seja T(D) = D+ (X)= { d+Xf(X), dE D, f(X) E K[[X]]}. Então T(D) não 

é um domínio noetheriano e se D for noetheriano então T(D) é um anel RMX. 

É fácil ver que T(D) com as operações restritas de K[[X]] é um domínio. 

Suponhamos que D é um anel noetheriano e vamos mostrar que T(D) é um anel 

RMX. 

Mostraremos inicialmente que (X) é o único ideal primo de altura 1 de T(D) . 

É imediato que (X) é um ideal de T(D) . Além disto, (X) é um ideal primo de 

T(D) , pois (X) é um ideal primo de K[[X]]. Resta mostrar que (X) é o único ideal 

primo de altura 1 de T(D). Para isso , mostraremos que se I é um ideal próprio 

qualquer de T(D) então (X) Ç Jl. De fato, dado I um ideal próprio de T(D) 

e f E I um elemento não nulo, sejam dE D, a E K[[X]], tais que f= d+ Xa. 

Se d =/:-O então f é inversível em K[[X]]. Neste caso , 1 = ff- 1 = df- 1 + Xf- 1a. 

Como Xf- 1a E (X) c T(D) e 1 E D c T(D) temos que df- 1 E T(D), logo 

d = df- 1 f E fT (D) Ç I e, consequentemente, X a E I. Se d = O então d E I e 

X a = f E I. Logo nos dois casos temos que se f = d +X a é um elemento de 

I , com dE De a E K[[X]] então d, Xa E I . Em particular se I é um ideal de 

T(D) então I= In D +(X) n I e se I~ (X) então I= In D + (X). 

Mostremos que (X) Ç J] para todo ideal I =/=- (O) de T(D). Observemos 
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inicialmente que sendo I =J. {O) existe um elemento g E I\D, caso contrário I 

estaria contido em D, e neste caso I não seria um ideal de T(D), pois XI não 

estaria contido em I . Seja g E I\D , g = d+aX com dE D, a E K[[X)) e a =J. O. 

00 . 00 

Temos que a= L aiX2 com ai E K e aj =/:-O. Seja a 1 = L aixi-j. Observe que 
i=j i=j 

Como a}1 X E (X) c T(D) e a1Xl+1 = aX temos que Xl+2 E (aX) c I. Logo 

X E v'I, de onde se conclui que (X) é o único ideal primo de altura 1. 

Dado P um ideal primo próprio de T(D), temos que P =:) (X) logo P = 

(P n D) +{X) . Considere i: D ~ T(D) e 7r: T(D) ~ T(D)IP onde i é a 

aplicação inclusão e 7r a projeção canônica. Mostraremos que 7r o i é sobrejetivo. 

Dado f+ P E T(D)IP , temos que f= d + Xa para algum dE De a E K[[X]] . 

Logo, como X E P , f+P = d+P = (1roi)(d) com isso 1roi é sobrejetivo. Portanto, 

pelo teorema dos isomorfismos, temos T(D) I p ~DI ker(7r o i) = DI p n D que é 

um anel noetheriano. Sendo assim T(D) é um anel RMX. 

Mostraremos agora que T(D) não é um anel noetheriano. Caso contrário, 

escolhendo z um elemento não nulo e não inversível de D , teríamos que os primos 

mínimos do ideal zT(D) teriam que ter altura 1, e portanto (X) seria o único 

primo mínimo de zT(D) o que implicaria que z E (X), contrariando a escolha de 

z . 
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Observação: No exemplo acima, a função h : T(D) ---+ D definida por 

h(d + xa) = d é um homomorfismo sobrejetor, logo todo domínio noetheriano 

é imagem homomórfica de um domínio não noetheriano RMX. 

Exemplo 3) todos os anéis noetherianos e anéis de dimensão 1 são anéis RMX. 

Lema 1: Sejam R C S anéis tais que R é um anel RMX e S um R-módulo 

finitamente gerado. Se P é um ideal primo de S tal que P n R =f. (O) entaõ S/ P 

é um anel noetheriano. 

Prova: 

Considere i: R---+ S a aplicação inclusão, f : S---+ S/ P proJeçao canomca 

então f o i: R---+ S/ P definida por (f o i)(x) = x + P é um homomorfismo de 

anéis. Afirmamos que seu nucleo é P n R. Com efeito, se z E P n R então 

(f o i)(z) = z + P = P, pois z E P , logo z é um elemento do núcleo de 

f o i , a outra inclusão é trivial. Pelo teorema dos isomorfismos de anéis temos 

R/P n R~ lmf o i c S/P e portanto R/P n R c SjP. Agora mostraremos 

que S/ P é um R/ P n R -módulo finitamente gerado. De fato, como S é um 

R-módulo finitamente gerado , existem a1 , ... , ak EStais que S = Ra1 + ... + Rak . 

Afirmamos que S/P = (R/P n R)a1 + .. + (R/P n R)ak . É claro que S/P :2 

(R/ p n R)al + .. +(R/ p n R)ak . Por outro lado dado X= X+ P, X E s podemos 
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escrever x = b1a1 + ... + bkak , com bí E R para todo i = l.. .k e dessa maneira 

x = x+P = (b1a1 + ... +bkak)+P = (b1 +P)(a1 +P)+ .... +(bk+P)(ak+P). Pela 

identificação h: R/ P n R <.......t S/ P definida por h(z + P n R) = z + P, podemos 

escrever x = (b1 + P n R)(a1 + P) + ... . + (bk + P n R)(ak + P), o que implica que 

x E (R/ P n R)a1 + .. +(R/ P n R)ak. Como R/ P n R é um anel noetheriano, pois 

R é um anel RMX, e sI p = (R/ p n R)ai + 00 +(R/ p n R)ak temos por [apêndice, 

proposição 1] que S/ Pé um anel noetheriano. 

Corolário 1: Sejam D e R domínios de integridade, D C R e R um D­

módulo finitamente gerado. Se D é um anel RMX então R é um anel RMX. 

Prova: 

Como R é um D-módulo finitamente gerado então R é uma extensão inteira 

sobre D. Logo sendo R um domínio , se P for um ideal primo próprio de R então 

por [apêndice, proposição 8], P n D =/:- (O). O resultado segue agora do lema 1. 

Observação: A recíproca desse corolário é verdadeira e seguirá do teorema 2. 

Definição 1: Sejam R c S anéis. Dizemos que um ideal A de R é um ideal 

contraído , se existir um ideal B de S tal que A = B n R , neste caso denota-se 
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A= Bc. Dizemos que um ideal B de S é um ideal estendido, se existir um ideal 

A de R tal que B =AS, neste caso denota-se B = Ae. 

Lema 2: Sejam R C S anéis tais que S seja um R-módulo finitamente gerado. 

Suponhamos que 

i) A é um ideal próprio contraído de R. 

i i) S é um anel noetheriano. 

iii) Nenhum ideal primo próprio de S se contrai ao ideal nulo de R. 

Então há ideais primos próprios de R, Pb ... , Pk tais que (P1 ... Pk)ec C A . 

Prova: 

Como Sé um anel noetheriano, existem Q1, ... , Qk ideais primos próprios de S , 

tais que (Q 1 ... Qk) c Ae[apêndice, proposição 2]. Seja~= Qi n R. Por hipótese 

Pi =/= {0). Observe que (Pl ·· ··Pk) C (Pl· ··· Pk)ec = (Pf. ... Pk)c C (Ql ·· ··Qk)c C 

Aec. Sendo A um ideal contraído então Aec = A [apêndice, proposiçãol6], logo 

Lema 3: Suponha que R seja um anel RMX, S um anel noetheriano tal que 

R c S e S é um R-módulo finitamente gerado . Se P1 , ... , Pk são ideais primos 

próprios de R então R/(P1 ... Pk)ec é um anel noetheriano. 
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Prova: 

A prova será feita por indução no número de ideais primos. 

Para k = 1, como P1 é um ideal primo de R e S é uma extensão inteira de R, 

Pfc = P1 [apêndice, proposição 8] portanto, sendo R um anel RMX, temos que 

R/ P{c é um anel noetheriano. 

Agora suponha que o lema seja verdadeiro se tivermos o produto de k -1 ideais 

primos e mostremos que o anel R/(P1 ... Pk)ec é um anel noetheriano. Seja P um 

ideal primo de R / (PJ ... Pk)ec e Q um ideal primo de R que contém (P1 ... Pk)ec 

tal que P = Qj(P1 ... Pk)ec . Mostraremos que o ideal P é finitamente gerado, 

de onde decorrerá que R/(P1 ... Pk)ec é um anel noetheriano, pelo teorema de 

Cohen [apêndice, proposição 3]. Como Q ~ (PJ ... Pk)ec :=:> (PI· ··Pk) e Q é um 

ideal primo, existe i E {1, .. , k} tal que Q :=:> Pi. Podemos supor sem perda de 

generalidade que i= k, isto é , que Q :=:> Pk. Como R/ Pk é um anel noetheriano e 

Qj Pk ~ Qj(PI· ··Pk)ec / Pk/(PI···Pk)ec, para mostrar que Qj(PI···Pk)ec é um ideal 

finitamente gerado, basta mostrar que Pk/(P1 . • . Pk)ec é ideal finitamente gerado, 

isto é, que Pk/(P1 ... Pk)ec é R /(P 1 ... Pk) ec_módulo finitamente gerado. 

Sendo S um anel noetheriano, o ideal P: é um ideal de S finitamente gerado 

portanto P: é um S-módulo finitamente gerado [apêndice, proposição 13]. Além 

disto (P1 . .. Pk-I)e está contido no anulador doS-módulo P: /( PI ···Pk)e, pois (PI ·· ·Pk-I)e H e = 
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(PI···Pk)e logo Pf/(PI ···Pk)e é um S/(P1 ... Pk-I)e-módulo finitamente gerado [apêndice, 

proposição 4]. Por outro lado, sendo S um R módulo finitamente gerado, S/(P1 ... Pk_ 1 )e 

é um R-módulo finitamente gerado cujo anulador é (P1 ... Pk-I)ec , pois (P1 ... Pk-I)ecs = 

(Pl···pk-l)ece = (Pl···pk-l)e. Logo Sj(Pl···pk- l)e é um R/(Pl ···pk-l)ec_módulo 

finitamente gerado. Como Pf/(P1 ... Pk)e é Sj(P1 ... Pk-I)e-módulo finitamente ger-

ado e S/(PI· ·· pk_I)e é R/(PI···Pk-I)ec_módulo finitamente gerado, então Pf/(P1 .. . Pk)e 

é um R/(PI···Pk-I)ec_módulo finitamente gerado. Sendo R/(P1 ... Pk_ 1)ec um anel 

noetheriano, Pf/(P1 ... Pk)e é R/(P 1 .. . Pk-I) ec_módulo noetheriano [apêndice, proposição 

1]. Por outro lado, Pk = P:C ::) (PI···Pk)ec, logo Pk/(PI···Pk)ec é um R-módulo 

cujo anulador contém (H ... Pk-I) ec, pois (H ... Pk-I) ec Pk = (H ... Pk-l)ec P:c = 

(Pl· ··Pk)ec. Logo Pk/(Pl· ··Pk)ec é 

R/(P1 ... Pk-l)ec_módulo finitamente gerado. De fato, como Pk/(PI· ··Pk)ec é 

um submódulo de Pf/( Pl ···Pk)e que é um R/(PI···Pk-l)ec_módulo noetheriano, 

logo Pk / (P1 ... Pk)ec é um R/(P1 ... Pk-I)ec_módulo finitamente gerado. Daí, como 

R/(P1 ... Pk_ 1 )ec é um R-módulo cujo anulador contém (PI···Pk)ec podemos con­

cluir que R/ (H ... Pk-I)ec é R/(P1 ... Pk)ec_módulo finitamente gerado e portanto 

Pk / (P1 ... Pk) ec é um R/ (P1 ... Pk)ec_módulo fini tamente gerado o que conclui a prova 

do lema. 

Lema 4: Se R é um anel comutativo com unidade, então R é um anel noethe-
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rzano se, e somente se, R/ A é um anel noetheriano para todo ideal próprio A de 

R 

Prova: 

Se R é um anel noetheriano e I um ideal de R, então R/ I é um anel noethe­

riano. [apêndice, proposição 14] 

Se R não é um anel noetheriano então existe uma cadeia de ideais de R, 

I1 C I2 C I3 C ... que não é estacionária. É claro que existe um número 

natural k tal que h é um ideal próprio de R. Em R/ h a cadeia h+ I/ h c 

Ik+2/ hch+3 / Ikc .... é uma cadeia de ideais que não é estacionária o que con­

tradiz a hipótese de R/ Ik ser um anel noetheriano. 

Corolário 2: Seja R um domínio RMX com corpo quociente K. Seja S um 

anel tal que R C S C K e S um R-módulo finitamente gerado. Então S é um 

anel noetheriano se, e somente se, R é um anel noetheriano. 

Prova: 

Suponhamos que S é um anel noetheriano. Como S é um R-módulo finita­

mente gerado, então existem s1 , ... , Sn EStais que S = Ra1 + .... + Ran . Como 

S C K , onde K é o corpo de frações de R , então cada si = '; com x i, x E R. 

Decorre dai que xS c R. Seja I um ideal próprio de R eIS = r . Afirmamos que 
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1e é um ideal próprio em S. De fato,como I é ideal próprio de R existe um ideal 

máximo M de R tal queM :J I. Como Me é um ideal próprio de S [apendice, 

th6] e Je c Me então 1e é um ideal próprio de S. Além disso, xr = xl S é um 

ideal de S que é próprio, pois ]ex "=I O. Afirmamos que ]ex é um ideal de R 

contido em I. De fato, como xle =xiS e xS C R temos xle C IR= I. Logo 

xle = xle n R é um ideal próprio de R que está contido em I. 

Pelo lema 2 existem P1, ... , Pk, ideais primos próprios de R tais que (P1 .... Pk)ec C 

xr c I. Pelo lema 3, temos que R/(P1 . . . Pk)ec é um anel noetheriano. Como 

R/(PI ···Pk)ec /I /(PI····Pk)ec ~ R/ I, R/ I é imagem homomórfica de um anel 

noetheriano, logo R/ I é um anel noetheriano e, pelo lema 4, podemos concluir 

que R é um anel noetheriano. 

O exemplo a seguir , mostra que no corolario 2, a hipótese de S ser uma 

extensão inteira de R não pode ser dispensada. 

Exemplo 5: Seja K um corpo e v uma valorização de K cujo grupo de valores 

é Z X Z com a ordem lexicográfica. Seja R o anel de valorização de v em K. Sabe­

mos que a dimensão de Krull de R é 2 [apêndice, proposição 12] e que , em virtude 

disto , R não é um anel noetheriano [apêndice, proposição 5]. Sejam (O) C PC M 

os ideais primos de R. Observe que R/Pé um anel de valorização de seu corpo de 
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frações, cujo grupo de valores é Z [apêndice , proposição12], portanto R/ P é um 

anel noetheriano[apêndice, proposição 5]. Como R/M é um corpo e R/Pé um 

anel noetheriano, então R é um anel RMX. Seja x E MIP e S =R[~]. Sé um 

anel de valorização de K que contém propriamente R; de fato S = RP. Assim S 

é um anel de valorização de K cujo grupo de valores é Z , logo noetheriano. Note 

que S não é de fato um R módulo finitamente gerado 

Queremos salientar ainda que no corolário 2, não podemos substituir a hipótese 

de S ser um R módulo finitamente gerado, pela hipótese mais fraca de S ser apenas 

uma extensão inteira de R, como mostra o exemplo a seguir. 

Exemplo 6: Seja K um corpo que é uma extensão algébrica e infinita de Q, 

o corpo dos números racionais. Seja X um elemento transcendental sobre K e 

R = K[[X]] o anel das séries formais sobre K. Sejam L o corpo de frações de R , 

(X) o ideal máximo de R e D = Q + (X). Como D e R têm o ideal (X) em 

comum então o corpo de frações de D é igual ao corpo de frações de R. Temos 

assim D C R C L. Mostraremos que R é uma extensão inteira de D. Dada 

CXJ . 

f(X) = L: aix~ E R = K[[X]]. Temos f(X) = a0 + Xg(X) onde a0 E K e 
i = j 

Xg(X) E (X) . Como a0 E K temos que a0 é algebrico sobre Q, portanto ao 

é inteiro sobre D = Q + (X ). O elemento Xg(X) E D, logo f(X ) é inteiro 
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sobre D. Logo R é uma extensão inteira de D. Por outro lado, sendo K um 

corpo, R = K[[X]] é um anel noetheriano [apêndice, proposição 15] que possui 

um só ideal máximo, que é (X), e que portanto, pelo teorema do ideal principal 

[apêndice, proposição 17], tem altura 1. Logo R é um anel local noetheriano com 

dimensão de Krull igual a 1. Como R é uma extensão inteira de D, pelo teorema 

do lying over, D possui apenas dois ideais primos, a saber (O) e (X) . Como 

D/ (X) é um corpo, temos que D é um anel RMX. Mostraremos que D não é um 

anel noetheriano. Consideremos M um D submódulo de L gerado por l, isto é 

M = D l· É facil ver que R= K[[X]] Ç M pois f(X) = (Xf(X)) l E D l· Se D 

fosse um anel noetheriano, M seria um D módulo noetheriano, portanto R sendo 

um D submódulo de M, seria um D módulo finitamente gerado. 

Se R fosse um D módulo finitamente gerado, R/ (X) seria um D/ (X)-módulo 

finitamente gerado, isto é, K seria um Q módulo finitamente gerado, o que con­

traria o fato de K ser uma extensão algébrica de Q de grau infinito. Logo D não 

é um anel noetheriano. 

Observação: O que foi feito neste exemplo nos permite concluir que se K 1 C K2 

são corpos de característica zero, K2 é uma extensão infinita de K1, R = K2 [[X]], 

X trancendente sobre K 2 e (X) é o seu ideal máximo, então D = K1 + (X) não 
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é um anel noetheriano. 

Lema 5 : Sejam D um domínio com corpo de frações K e R um anel que 

contém D tal que R n K = D. Então todo ideal próprio de D contém um ideal 

próprio contraído. 

Prova: 

Mostraremos que todo ideal principal de D é a contração de um ideal de R. 

Seja a E D. É claro que aD C (aR) n D. Por outro lado dado c E (aR) n D existe 

s E R tal que c = as. Como s = ~ temos que s E R n K = D, logo c E aD. Logo 

aD =(aR) n D. 

Lema 6: Sejam D um domínio RMX com corpo quociente K, R um anel 

que contém D que é um D-módulo finitamente gerado e D* = R n K . Se D* 

é um anel RM X então R é um anel noetheriano se, e somente se, D* é um 

anel noetheriano. Se D *é um D-módulo finitamente gerado então R é um anel 

noetheriano se, e somente se, D é um anel noetheriano. 

Prova: 

Mostraremos primeiramente que se D* é um anel RMX então R é um anel 

noetheriano se , e somente se , D* é um anel noetheriano. Seja D* um anel RMX e R 
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um anel noetheriano; como R é um D-módulo finitamente gerado e D C D* C R, 

é claro que R é um D*-módulo finitamente gerado. Como D C D* c K e K é o 

corpo de frações de D então K é o corpo de frações de D*. Por outro lado, D* C R 

e R n K = D* logo, pelo lema 5, todo ideal próprio de D* contém a contração de 

um ideal próprio de R. Sejam I um ideal próprio de D* então I contém um ideal 

próprio A de D* que é a contração de um ideal de R. Como são satisfeitas as 

hipóteses do lema 2, para D* e R existem P1 , ... ,Pk ideais primos próprios de D* 

tais que (PI ···Pk)ec C A C I. Pelo lema 3, D I (P1 .... Pk)ec é um anel noetheriano. 

Pelo teorema dos isomorfismos D* I (P1 .. . . Pk)ec I I I (P1 •. .. Pkyc ~ D* I I; portanto 

D* / I é um anel noetheriano para todo ideal próprio I de D*. Logo, pelo lema 

4, D* é um anel noetheriano. Reciprocamente, se D* é um anel noetheriano e 

R é um D*-módulo finitamente gerado, então R é um anel noetheriano[apêndice, 

proposiçãol]. 

Agora mostraremos que se D * é um D-módulo finitamente gerado então R é 

um anel noetheriano se, e somente se , D é um anel noetheriano. 

Sendo D* um D-módulo finitamente gerado e D um anel RMX, pelo corolário 

1, D* é um anel RMX. Se R é um anel noetheriano, podemos concluir pelo que 

foi visto acima D* é um anel noetheriano. Do corolário 2 segue que D é um anel 

noetheriano. 
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Reciprocamente, se D é um anel noetheriano, como R é um D-módulo finita­

mente gerado então R é um anel noetheriano [apendice, proposição 1). 

Lema 7: Sejam D um domínio com corpo de fracões K, L um corpo que 

contém K e q um elemento de L inteiro sobre D. Então há um domínio D* c K 

que satisfaz 

a) D * :::) D e D* é um D-módulo finitamente gerado. 

b) D*[q] é um D[q]-módulo finitamente gerado. 

c)D*[q]nK=D* 

Prova: 

Seja t 0 + t 1X + ... + Xk+ 1 o polinômio rrúnimo de q sobre K. O conjunto 

{1, q, .. . , qk} é uma base de K(q) como K-espaço vetorial. Como q é inteiro sobre 

D, então t 0 , ... , tk são inteiros sobre D [apêndice, proposição 6]. Sejam D* = 

D[t0 , ... , tk] e R= D*[q] = D[t0 , ... , tk,q]. Como t0 , ... ,tk e q são inteiros sobre 

D , temos que D* é um D-módulo finitamente gerado e que R é um D[q]-módulo 

finitamente gerado. Resta ver que D* = R n K. É claro que D* ç K n R. 

Para mostrar que K n R Ç D* , mostraremos primeiramente que { 1, q, ... , qk} é 

um conjunto gerador de R como D* -módulo. Para tanto , como todo elemento j 

de R pode ser escrito como j = Co+ c1q + .. + czq1 com l E N e co , .. . , Cz E D *, 

19 



basta mostrar que qk+l, qk+2 , . •. pertencem a D* + D*q + .... + D*qk . Observe que 

k+l - t t t k E D* +D* + +D* k S k+i D* +D* + +D* k q --o-lq- ... -kq q .... q. eq E q .... q 

t - . t D* t . k+i k d ' en ao eXIs em co, c1 , ... , Ck E a1s que q =co+ c1q + ... . + ckq , segue a1 que 

k+i+l - + 2+ + k+l - + 2+ + k+ ( t t t k) -q - eoq c1q ... . ckq - coq c1q .... ck-lQ ck - o- 1q- ... - kQ -

indução, temos que R é um D*-módulo gerado por {1 , q, ... , qk}. Seja z E R n K. 

Pelo que acabamos de ver, existem a0 , ... , ak E D* tais que z = a0 + a1 q + ... + akqk. 

Por outro lado {1 , q, ... , qk} é base de K(q) como K-espaço vetorial, logo um el-

emento de K(q) pode ser escrito de uma maneira única como combinação linear 

com coeficientes em K desta base. Como D* C K , pois, to , .... , tk E K temos 

que z = k0 1. Comparando as duas maneiras de escrever z temos que ao = ko, 

a 1 = .... = ak =O. Logo z = a0 E D* , o que finaliza a prova do lema 7. 

Teorema 1: Seja Dum domínio RMX. Suponha que Sé um domínio tal que 

D c S e S é um D -módulo finitamente gerado. Então S é um anel noetheriano 

se; e somente se , D é um anel noetheriano. 

Prova: 

Sejam q1 , . .. , qn elementos de S inteiros sobre D tais que S = D[ql , ··· , qn]. 

Se D é um anel noetheriano então S também é um anel noetheriano[apêndice, 
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proposição 1]. A recíproca será mostrada por indução em n. Suponha n = 1, isto 

é, S = D[q1]. Sejam K e L o corpo quociente de D e S respectivamente. Pelo 

lema 7, existe D* um domínio com corpo quociente K, tal que, D* ~ D, D* é 

um D-módulo finitamente gerado e D* = D*[q1] n K. Como S = D[q1] é um anel 

noetheriano e D*[q1] é um S-módulo finitamente gerado, então D*[qi] é um anel 

noetheriano.Além disto , D* [q1] é um D-módulo finitamente gerado, D é um anel 

RMX, D* é um D-módulo finitamente gerado e D* [q1] é um anel noetheriano, 

segue do lema 6, que D é um anel noetheriano. Suponha que n > 1 e que o 

resultado vale para n- 1. Como, pelo corolário 1, D[q1] é um domínio RMX, 

e S = D[q1][q2, ... , qn] é um domínio noetheriano que é uma extensão inteira de 

D[q1] então, por indução D[q1] é um anel noetheriano. Decorre do caso n = 1 que 

D é um anel noetheriano. 

Lema 8: Suponha R C S anéis, com S uma extensão inteira de R. Então 

se a condição da cadeia ascendente para ideais primos vale em S também valerá 

para R. 

Prova: 

Dado uma cadeia de ideais primos em R, P1 C P2 C P3 C ... , como S é 

uma extensão inteira de R, teremos que existem ideais primos Qi em S tais que 
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Qi n R= F{ e QI C Q2 C ... ,[apêndice, proposição8]. Mas, S satisfaz a condição 

da cadeia ascendente para ideais primos, com isto existe j E N tal que Qj = Qj+n 

para todo n natural. Logo, podemos concluir que Pj = Pj+n para todo n natural 

[apêndice, proposição 8]. 

Teorema 2: Sejam R C S anéis com S um R-módulo finitamente gerado 

então S é um anel noetheriano se, e somente se, R é um anel noetheriano. 

Prova: 

A su:ficiencia é bem conhecida [apêndice, proposição 1] . 

Sendo S um anel noetheriano, S satisfará a condição da cadeia ascendente para 

ideais primos; pelo lema 8, R também satisfará a condição da cadeia ascendente 

para ideais primos. Queremos mostrar que R é um anel RM X de onde decorrerá, 

pelo teorema 1, que R é um anel noetheriano. Suponha o contrário, isto é, que R 

não seja um anel RM X, então F ={ P / P é ideal primo próprio de R e R/ P um 

anel não noetheriano} é, claramente, não vazio. O fato de R satisfazer a condição 

da cadeia ascendente para os ideais primos é equivalente a R satisfazer a " condição 

do máximo" para os ideais primos. Logo F possui um elemento máximo. Seja 

M esse elemento máximo. Afirmamos que o anel R/ M é um anel RMX. De fato , 

para todo ideal primo próprio ] de R/ M existe J , um ideal primo de R tal que, 
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M C J C R , J = JjM , RjMjJjM c::=. RjJ. Se RjJ não fosse anel noetheriano, 

contradiria o fato de M ser o elemento máximo de F . Logo R/ J é um anel 

noetheriano. Concluimos assim que R / M é um anel RMX 

Pelo teorema do lying over existe Q um ideal primo de S tal que Q n R = 

M. Como R/M é um domínio RMX, R/M "--7 SjQ , S/Q é um R/M-módulo 

finitamente gerado e SjQ é um anel noetheriano. Então, pelo teorema 1, temos 

que R/ M é um anel noetheriano, o que contradiz o fato que M E F. Logo F = 0 

e R é um anel RMX. 

Se Sé domínio, aplicando o teorema 1, então obtemos que R é um anel noethe-

nano. 

Se S não for um domínio temos dois casos a considerar. No primeiro caso 

suponhamos que exista um ideal primo Q de S que se contraia ao ideal nulo de 

R. Neste caso temos R "--7 S/Q e aplicando o teorema 1, obtemos que R é um anel 

noetheriano. No outro caso, temos que todo ideal primo próprio de S se contrai 

a um ideal primo próprio de R . Como S é um anel noetheriano que não é um 

domínio , (O) = Q1 .. . Qk onde Q1 , . .. , Qk são ideais primos próprios de S. Os ideais 

Q~, ... , Q~ são ideais primos próprios de R . Como R é um anel RMX, S é um anel 

noetheriano que é um R-módulo fini t amente gerado , QL .. . , Qk são ideais primos 

próprios de R então , pelo lema 3, R/ ( Q~ .. . QOec é um anel noetheriano. Por outro 
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tanto R é um anel noetheriano. 

Proposição 2: Seja R um anel que não é um domínio, no qual, para todo ideal 

próprio I tem-se que R/ I é um anel artiniano, então R é um anel artiniano. 

Prova: 

Como para todo ideal próprio I de R, R/ I é um anel artiniano então R/ I é 

um anel noetheriano e todo ideal primo de R/ I é um ideal máximo. Se R/ I é um 

anel noetheriano, para todo ideal próprio I de R então, pelo lema 4, temos que R 

é um anel noetheriano. Por outro lado, se P é um ideal primo de R, R/ P é um 

anel artiniano logo R/ P é um corpo e P é um ideal máximo de R. Assim R é um 

anel noetheriano no qual todo ideal primo é um ideal máximo, logo R é um anel 

artiniano. 

Proposição 3: Sejam S e R anéis, R C S e S um R-módulo finitamente 

gerado. Então Sé um anel artiniano se, e somente se, R é um anel artiniano. 

Prova: 

É bem conhecido que se R é um anel artiniano, então S é um anel artiniano 

[apêndice, proposição 1]. 
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Se S é um anel artiniano então S é um anel noetheriano no qual todo ideal 

primo é um ideal máximo. Sendo S um R-módulo finitamente gerado e S um anel 

noetheriano, pelo teorema 2, concluimos que R é um anel noetheriano. Por outro 

lado, como S é uma extensão inteira sobre R, logo dim S = dim R = O. Portanto 

R é um anel artiniano. 

Neste exemplo veremos uma aplicação basicamente técnica do teorema 2. 

Exemplo 7: Seja K um corpo e X 1, ... , Xk um número finito de váriaveis so­

bre K. Seja K[X1, ... , Xk], o anel de polinômios sobre K, n E N e (X1, ... , Xkf um 

ideal de K[X1 , ... ,Xk]· Seja D = K + (X1, ... ,Xk)n. Então D é um anel noethe­

riano, mostrando que K[X1, ... , X~~;] é um D-módulo finitamente gerado e usando 

o teorema 2. Para mostrar que K[X1, .. ,Xk] é um D-módulo finitamente gerado, 

basta verificar que K[Xl , ... , Xk] = D[Xl , ... , Xk] e que XI, .. . , xk são inteiros sobre 

D [apêndice, proposição 7). Para cada i E { 1, .. , k}, considere o polinômio mônico 

hi (Z) E D[Z], definido por hi(Z) = zn-xr. Observe que hi(Xi) = xr-xr =O. 

Logo Xi é inteiro sobre D . Como K Ç D , tem-se K[X1, .. , Xk] Ç D[X1, .. , Xk]. 

Por outro lado D Ç K[X1 , ... ,Xk], logo D[X1 , ... , Xk] Ç K[X1 , ... ,Xk], portanto 

K[X1, .. . ,Xk] = D[X1, .. . ,Xk]· 
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Proposição 4: Sejam D um domínio inteiramente fechado e K o corpo 

quociente e L uma extensão finita separável de K . Seja J o fecho inteiro de D 

em L. Então existe a E J tal que L= K(a). 

Prova: 

Pelo teorema do elemento primitivo[apêndice, proposição 11] existe l E L tal 

que L = K ( l). Afirmamos que podemos escolher l E J. Para tanto considere xn + 

kn_ 1xn-1+ ... +k1X +ko o polinômio mínimo de l sobre K. Sejam d0 , ... , dn-I, dE D 

tal que ki = ~· Seja a= dl. Observe que (dl)n + (dl)n- 1dn_ 1 + ... + (dl)d 1dn- 2 + 

dodn- 1 = dn(ln + dnd-lzn- 1 + .... + -ªJ-l + ~) = O. Logo dl é inteiro sobre D , portanto 

dl E J. Como K(l) = K(dl), pois dE K então L= K(dl) com dl E J. 

Gilmer em[2], perguntou se, com as mesmas hipóteses da proposição 4, se J 

for um anel noetheriano podemos garantir que D é um anel noetheriano? 

A pergunta não será respondida inteiramente, mas faremos duas observações. 

Pela proposição 4, existe a E J tal que L= K(a). Seja {1, a , .. . , an-1} uma base 

de L sobre K. Se T é o traço[apêndice, definição], seja cp = {,8 E L / T(,BJ) Ç 

D}. Afirmamos que cp é um J-módulo. De fato, dados ,81, ,82 E cp, temos que 

T(((31 + ,82)J) = T(f31J + ,82J) = T(,81J) + T(,82J) Ç D + D = D, o que implica 

,81 + ,82 E cp. Além disso, ,8 E cp e ( E J então T((,BJ) Ç T(,BJ) C D, podemos 

concluir que (,8 E cp. Logo cp é um J-módulo. Além disto , J Ç cp pois dado 
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x E J, T(x) é um dos coeficientes do pôlinomio mínimo de x sobre K, que é um 

polinômio que pertence a D[X]. Logo J Ç r.p. 

Mostraremos que se ..6. é o discriminante de L sobre K ,onde ..6. = det(T(ah}j)), 

então r.p c Di+Dx+ ... +Da:; 1
• Em particular, se± E D então r.p c Di+Dx+ 

D an-1 1 J c c D 1 Da D an-l J J 1 a ... + ---;:;;- ogo _ r.p _ x+ x+ ... + ---;:;;- c , portanto = Dx+Dx+ ... + 

Da:;1
• Desta maneira J é um D-módulo finitamente gerado e pelo teorema 2, D é 

n-1 n-1 
um anel noetheriano. Se z E r.p, z = L aiai, com ai E K, então zaj = L aiai+j 

i=O i=O 
n-1 

e daí T(zaJ)= L aiT(aiaj). Como L é uma extensão sepáravel de K, ..6. = det( 
i=O 

T(aiaj)) não é nulo[apêndice, proposição 18]. Como T(aiaj) E D para todo í ,j 

obtemos, aplicando a regra de Cramer, que ..6.aí E D, para todo i= 1, ... , n . Dessa 

. n-1 1 i n-1 ai 1 an-1 

maneira podemos escrever z = _L (..6.ai)xa = L di/":,. E Dx + ... + D-;:;;-. Logo 
t=O t=O 

1 Qn-1 
r.p Ç Dx + ... + D-;:;;-. 

Como foi falado anteriormente se o discriminante é um elemento inversível de 

D, conseguimos mostrar que D é um anel noetheriano. No outro caso se i ~ D , 

não conseguimos mostrar que D é um anel noetheriano, mas mostraremos que 

D é a intersecção de um domínio de Krull noetheriano com um número finito de 

anéis de valorização discreta de posto 1. 

Considere J[iJ que é uma extensaõ inteira de D[il· Como i E D[iJ 

então, pelo que vimos anteriormente, podemos concluir que J[iJ é D[iJ-
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módulo finitamente gerado. Como J é um anel noetheriano, então J[±J é um 

anel noetheriano e pelo teorema 2, D[±J é um anel noetheriano. 

Por outro lado J é domínio inteiramente fechado e é um dorrúnio noetheriano, 

logo J é um domínio de Krull[apendice , proposição 9]. Como D = J n K , então 

D é um dorrúnio de Krull. 

Seja 8' = {1 , .6.., .6..2 , ... }, é fácil ver que D[t] = Dss = n Dp , portanto 
altP=l e ó.'{.P 

D[t] é um domínio de krull noetheriano. Sejam P11 ..• , Pn primos de altura 1 

de D que contém .6.., logo D = (nDp) n Dp1 n Dp2 n .... n DPn = D[t]n 
altP=l e ó.'{. P 

DPr n Dp2 n .... n DpJapêndice, proposição 10], onde Dpi (i= 1, ... , n) são anéis 

de valorização discreta de dimensão 1. 

Observação: No caso em que D tem dimensão de Krull igual a 1, poderemos 

concluir que D é um dorrúnio noetheriano. Isto é claro, pois , quando o discrim-

inante não é um elemento inversível de D , vimos que D é um domínio de Krull, 

mas todo domínio de Krull de dimensão 1 é um domínio noetheriano. 

O próximo exemplo mostra que nem sempre intersecção de anéis noetherianos 

é um anel noetheriano. 

Exemplo 8: Seja K um corpo de característica zero, X transcendente sobre 

K. Considere D = K(X)[[Y]] o anel das séries formais com coeficientes em 
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K(X), e (Y) o seu único ideal máximo. É fácil ver que D = K(X) + (Y). Sejam 

J = K(X2 +X) + (Y) subanéis de D. Neste caso, 

veremos que R e J são anéis noetherianos e R n J não é um anel noetheriano. 

Como[K(X) : K(X2
)] = 2, {1, X} é um conjunto gerador de K(X) como K(X2 )-

módulo. Mostraremos que {1,X} gera D como R-módulo. É claro que R+RX Ç 

D. Por outro lado f E D, temos f = 9 +h com 9 E K(X) e h E (Y). Como 

{1, X} é uma base de K(X) como K(X2)-espaço vetorial, logo podemos escrever 

9 = 191 + X92 onde 91 e 92 E K(X2) C D. Temos assim f= 1(91 +h)+ 92XO 

onde 91 +h E K(X2) + (Y) =R e 92 E K(X2
) C R. Daí D é um R-módulo gerado 

por {1,X}. Logo, pelo teorema 2, R é um anel noetheriano. Analogamente, como 

[K(X) : K(X2+X)] = 2, mostra-se que {1 , X} é um conjunto gerador de D como 

]-módulo. Pelo teorema 2, podemos concluir que J é um anel noetheriano. 

Mostraremos que R n J = K + (Y) . Decorrerá da observação que segue o 

exemplo 2 que R n J não é um anel noetheriano. Para mostrar que R n J = 

K + (Y), basta mostrar que K(X2) n K(X2 +X) = K e o faremos através de 

várias afirmações. 

Afirmação 1: K(X2)nK[X] = K[X2]. É imediato que K(X2)nK[X]-;2 K [X2]. 

n 
Suponha que a outra inclusão seja falsa e escolha f (X) = I.: ajXj E K(X2) n 

j=O 

K[X] \ K[X2]. Como f(X ) ~ K[X2
] existe j ímpar tal que aj =I O. Seja i= max{j 
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m . 
I: c2iX22 E K[X2] 
i=O 

não nulos, com b2t =f. O e C2m =f. O tais que f(X) = ;~~~~. Como i é impar o 

coeficiente de X 2m+i em g(X2 ) é nulo. Por outro lado g(X2 ) = h(X2)J(X) logo 

Pela escolha de i, se j é ímpar e j > i então aj = O. Logo O = b2m+i = 

c2mai; como ai =f. O temos c2m = O contrariando a escolha de h(X). Logo não 

existe f(X) E K(X2) n K[X]\K[X2
], daí K(X2) n K[X] Ç K[X2]. Portanto 

Afirmação 2: K[X2
] n K(X2 +X) = K. É claro que só precisa ser verificado 

que K(X2
] n K(X2 +X) Ç K. 

Suponhamos que K[X2
] n K(X2 +X) =1- K . Seja h(X2) = a0 + a2X 2 + 

.... + a2nX2n um polinômio de K[X2]\K que pertença a K(X2 +X) e que tenha 

grau mínimo dentre os polinômios que têm esta propriedade. Sejam J(X2 +X) 

e g(X2 +X) E K(X2 +X) tais que h(X2) = ~~;~:;~ isto é, J(X2 + X)h(X2) = 

g(X2 +X). Podemos escrever f(X2 +X)= bo + b1 (X2 +X)+ ... + bk(X2 + X)k 

O único monômio de f(X2 + X)h(X2) de grau 2n + 2k, é a2nbkX2n+2k que deve 

ser igual ao único monômio de g(X2 +X) de grau 2n + 2k , que é Cn+kX 2n+2k. 

Do mesmo modo, o único monômio de J(X2 + X)h(X 2) de grau 2n + 2k- 1 é 
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a2nbkkX2n+2k-l que deve ser igual ao monômio de g(X2 +X) de grau 2n+2k -1 , 

Daí kcn+k = ( n + k )Cn+k· Como n 2: 1 e característica de K igual a zero então 

Cn+k = O o que contraria a escolha de g(X2 +X) . Logo K[X2] n K(X2 +X) Ç K. 

K(X2 +X) n K[X2] = K. Segue da afirmação 3 , a seguir, que K(X2 +X) n 

Afirmação 3: Se L é um corpo tal que K Ç L Ç K(X) e tal que LnK[X] = K 

então [K(X) : L] = oo e L= K . 

Se [K(X) : L] fosse finito , X seria algébrico sobre L. Seja f(Z) = zn + 

ln_ 1zn-l + ... + l1Z +lo E L[Z] o polinômio mínimo de X sobre L. Como L=/= 

K (X) , pois LnK[X] = K , então n > 1. Mostraremos que 11, .. • , ln- I E K de onde 

concluiremos que -l0 = hX+ ... +ln-lxn-l+Xn E K[X]nL. Como K[X]nL = K 

teremos que l1X + ... + ln_ 1xn-l + xn E K, o que não pode acontecer, pois 

X é t ranscendente sobre K . Logo [K(X) : L] não pode ser finito. Seja s = 

min{j / j > 1 e lj =/= 0}. Como l8X 5 + .. . +ln-lxn- 1 +Xn E L[X] C K(X ), temos 

t m 
que existem g(X ) = L aiXi E K[X] com aio =I= O e h(X) = L bjX j E K[X] 

J = Jo 

X io + + x t aio ..... at . 
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Decorre daí que lsbjo = ai0 , logo l 8 E K. Suponhamos que l 8 , ls+I , ... ,li E K e 

mostremos que li+I E K. Sabemos que ajo+i+I = lsbio+i+I-s + ls+Ibjo+i-s + ... + 

li+Ibj0 , logo bj0 li+1 = ai+io+I - lsbjo+i+I-s- ls+Ibjo+i-s- ... - libjo+I E K. Logo 

li+1 E K pois bj0 =/:- O. 

Mostremos que L= K. Se L=/:- K então existiria a E K(X)\K, a E L. Sejam 

f(X),g(X) E K[X] tal que a = ~f~~. Considere f(Z) - ag(Z) E L[Z] que é um 

polinomio que anula X, pois , f(X)- ag(X) = f(X)- ~(~~f(X) =O. Além do 

mais f(Z)- ag(Z) =/:-O, pois f(O)- ag(O) =/:-O caso contrário a E K. Concluimos 

daí que X é algébrico sobre L e portanto [K(X) : L] é finito, o que não pode 

acontecer. Logo L = K. 
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APÊNDICE 

Proposição 1[1, VI, th5):Se A é um anel noetheriano(artiniano) e M um 

A-módulo finitamente gerado, então M é um A-módulo noetheriano(artiniano). 

Proposição 2[7, IV, pg 200] :Se A um anel noetheriano, todo ideal I de A 

conterá um produto de um número finito de ideais primos. 

Proposição 3(Cohen)[5, III, th4):Se todos os ideais primos do anel A são 

finitamente gerados então A é um anel noetheriano. 

Proposição 4[1, 11, pg19) :Se A um anel, M um A-módulo e I um ideal de 

A contido no anulador de M como A-módulo, então M é um A/ I -módulo{com 

as operações usuais). 

Proposição 5[5, IV, th11.1):Seja R um anel de valorização . Então as 

seguintes condições são equivalentes: 

a) R é um anel de valorização discreta de posto 1. 
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b) R é um domínio de ideais principais. 

c) R é um anel noetheriano. 

Proposiçaõ 6(7, IV, th4]:Sejam A um domínio e K o corpo de frações de 

A. Seja x um elemento de alguma extensão de K tal que x é um elemento inteiro 

sobre A. Então x é algébrico sobre K e os coeficentes do polinômio mínimo de x 

sobre K são inteiros sobre A. 

Proposição 7(7, V, thl]:Sejam A , B anéis tal que A C B. Sejam x 1 , ... , Xn E 

B tais que X1J ... , Xn são inteiros sobre A. Então A[xL···,xn] é A-módulo finita­

mente gerado. 

Proposição 8[1, I, th44] :Sejam R, T anéis tais que R C T e T é uma 

extensão inteira de R. Então valem os seguintes resultados: 

a) Dado P um ideal primo de R, existe um ideal primo Q de T tal que QnR = 

P. 

b) Dados ideais primos P1 e P2 de R tais que P1 C P2 . Se Q1 é um ideal 

primo de T tal que Q1 n R = P1 ) então existe um ideal primo Q2 de T tal que 

QI c Q2 e Q2 n R = P2. 
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c) Dado um ideal primo P de R tais que existem Q1 , Q2 ideais primos de T 

tais que Q1 n R= P1 e Q2 n R = P2 . Então os ideais primos P1 e P2 não são 

comparáveis. 

Proposição 9[6, V, th33.4] :Seja D um domínio. Se D for um domínio 

noetheriano e se além disso for inteiramente fechado então D é um domínio de 

krull. 

Proposição 10[6, V, th33.5] :Sejam R um domínio, K o seu corpo de 

frações. Suponha que um conjunto F de anéis de valorizações noetherianos de 

K satisfaça as seguintes condições: 

a) R é a intersecção de todos V E F. 

b )Se a E R, a =f O então há somente um número finito de V E F tais que a 

não é inversível em V 

SejaS um subconjunto multiplicativo fechado de R tal que O ~ S e seja F' C F 

consistindo de todos os anéis V nos quais todo elemento de S é uma unidade . 

Então Rs = n V. 
VEF' 

Proposição 11[7, II, th19]:Seja K um corpo e L uma extensão separável e 
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finita de K , então existe a E L tal que L = K (a). 

Proposição 12[1, V, exercício 32]:Seja r um grupo abeliano totalmente 

ordenado. Seja A um anel de valorização de um corpo K, cujo grupo de valores 

é r. Então existe um correspondencia biunívoca entre os ideais primos de A e 

os subgrupos isolados de r. Além disso, dado P um ideal primo de A, se H é o 

subgrupo isolado de r correspondente então os grupos de valores de A/ P e Ap 

são H e G /H respectivamente. 

Proposição 13[1, VI, th2] :Sejam A um anel eM um A-módulo. M é um A­

módulo noetheriano se, e somente se, todo submódulo de M é finitamente gerado. 

Proposição 14(1, VI, th6]:Se A é um anel noetheriano(artiniano) e I um 

ideal qualquer de A então A/ I é um anel noetheriano ( artiniano). 

Proposição 15[5, I, th3.3] :Se A é um anel noetheriano então A[[ X]] é um 

anel noetheriano. 

Seja L uma extensão finita de K , de grau n . Para cada x E L considere a 
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função K-linear Fx : L ~ L definida por Fx(l) = xl. Seja Px(X) E K[X) o 

polinômio característico de Fx. É claro que Px(X) tem grau n. 

Definição: A função T : L ~ K que a cada x E L asssocia o coeficiente de 

xn-l do polinômio Px(X) é chamado o traço da extensão e denotada TLIK. 

Quando não houver confusão quanto a extensão costuma-se omitir o índice o 

traço simplesmente por T. E fácil ver que [7, II, pg88] que T(x+y) = T(x) +T(y) 

e T(kx) = kT(x) para todo x, y E L e k E K. 

Proposição 16[1, I, prop.17]:Sejam R C S anéis. São válidos os seguintes 

resultados: 

a) Para todo ideal I de R e todo ideal J de S temos que I Ç 1ec e J ;2 Jce 

b) Se C = {I, ideal de R I 1ec = I } o conjunto dos ideais contraídos de R e 

se E ={I, ideal de R I Jce = J } o conjunto de ideais estendidos de S, então há 

uma aplicação {} : C ~ E tal que para cada I E C aplica em Ie é uma aplicação 

bijetiva. 

Proposição 17[4, III, th142]:Se R é um anel noetheriano, I um ideal prin­

cipal de R e P um ideal primo mínimo do ideal I então altP :S 1. 
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P:roposição 18(7, 11, tb22]:8.sjo.m JC c L corpos. O corpo discriminante da 
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