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Resumo

Neste trabalho a dindmica de cadeias de spin unidimensionais descritas pelo modelo de Heisenberg é
estudada para diferentes situacodes fisicas. Na primeira parte, o Hamiltoniano de Heisenberg homogéneo e
isotrépico é analisado do ponto de vista da magnetizacao e fidelidade do sistema em configuracdes de 2,3 e 9
particulas. Este estudo preliminar serve de base para a exposi¢do dos procedimentos de diagonalizacdo exata
usados na descrigao dos sistemas apresentados. Os resultados tedricos obtidos sdo comparados com resultados
do método numérico de Crank-Nicolson de forma a ratificar sua validade. Na segunda parte, dois tipos de
dependéncias temporais na forma de potenciais periddicos ou de driving e uma anisotropia relacionada a
interacdes do tipo Ising sdo adicionadas ao Hamiltoniano e sua dindmica é estudada para cada tipo de driving
considerado. Para diagonalizar exatamente este tipo de Hamiltoniano, o método de Floquet é introduzido,
fornecendo uma base dependente do tempo usada para expressar a fun¢ao de onda do sistema. Os potenciais
tratados sdao uma oscilacdo do coeficiente de troca central da cadeia numa configuracao de 4 particulas e o
pulso de rotacdo numa configuracdo de 5 particulas. O primeiro potencial de driving foi escolhido para o
estudo do problema da impureza e o pulso de rotacgao foi escolhido por ter sido usado na discussao de cristais
temporais. Ao final deste trabalho, sio mencionadas possiveis extensoes deste estudo.



Abstract

In this work the dynamics of one-dimensional quantum spin chains described by the Heisenberg model is
studied for different physical situations. In the first part the homogeneous and isotropic Heisenberg Hamiltonian
is analyzed from the magnetization and system’s fidelity point of view for configurations of 2, 3 and 9 particles.
This preliminary study serves as basis for the exposition of the exact diagonalization procedures used in the
description of the presented systems. The theoretical results obtained are compared with the ones that came
from the numeric Crank-Nicolson method as a way to confirm they are valid. In the second part two types of
time dependencies under the form of periodic driving potentials and an anisotropy related to Ising interactions
are added to the Hamiltonian and its dynamics is studied for each type of driving considered. In order to exactly
diagonalize this type of Hamiltonian, the Floquet method is introduced, providing a time dependent base used
to express the system’s wave function. The potentials treated are an oscillation of the chain’s central exchange
coefficient for a configuration of 4 particles and the rotation pulse for a configuration of 5 particles. The first
driving potential is chosen for the study of the impurity problem and the rotation pulse is chosen because of its
usage in the discussion of time crystals. At the end of this work, it is mentioned some remarks about possible

extensions of this study.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das primeiras tentativas de se modelar teoricamente o magnetismo em sé6lidos surgiu com Werner
Heisenberg em 1928 quando ele sugeriu um modelo para esse fendmeno. Tal Hamiltoniano foi concebido para
descrever uma rede de spins submetida a interacdes de primeiros vizinhos, podendo ser facilmente adaptado
para vdrias geometrias diferentes. Para uma cadeia de spins finita unidimensional de N componentes este

Hamiltoniano é dado em unidades naturais por [1-3]:

1 N=1 o o o

— (i) ~(i+1) (i) +(i+1) (i) (i+1)

He=g X [Jix0i 0™+ Jiyo oyt + Jizolor (1.0.1)
1=

em que (75.” sdo as matrizes de Pauli o ; generalizadas para o sitio i. Como elas devem atuar trivialmente em

todos os sitios exceto o i-ésimo, elas sdo definidas da seguinte maneira:

N
os.i) =@ [1a(0~6x) +0 6k, (1.0.2)
k=1

em que I; é a matriz identidade com a dimensao d = 2s + 1 do espaco interno de spin do sistema e d; é a delta
de Kronecker. No que segue ao longo de todo este Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC), unidades naturais em
que /i = 1 serdo usadas. O modelo de Heisenberg é de grande importancia no campo de matéria condensada
pois foi uma das primeiras tentativas de se modelar as intera¢des magnéticas que surgem em solidos, e, além

disso, ¢ um dos modelos exatamente soltiveis mais importantes da Fisica Matemadtica.

Dependendo dos valores dos parametros J, casos especiais podem ser elencados, como o modelo XX X ou
isotropico, quando J; x = J; Vk = x,y,z; ou o modelo XX Z, quando J; x = J;,, = J; # Ji - Este modelo também
pode ser homogéneo quando J; x = Ji Vi. O modelo XXX foi primeiramente resolvido em 1931 por Hans
Bethe [4] ao empregar uma técnica matemadtica, que hoje leva seu nome. Posteriormente outros estudos
elucidaram mais propriedades sobre esse Hamiltoniano. Como no caso cléssico, J < 0 corresponde a um estado
fundamental ferromagnético, em que os termos diagonais no Hamiltoniano favorecem o alinhamento de spins
e J > 0 corresponde ao caso antiferromagnético, em que os termos diagonais do Hamiltoniano favorecem spins
antialinhados.

No decorrer do tempo, vdrias realizacoes experimentais desse modelo j& foram feitas, como em ensembles
de dtomos frios em armadilhas 6pticas [5], circuitos supercondutores [6], ions aprisionados [7] [8], finas fitas
magnéticas que carregam ondas de spin [9] [10] e outras [11-19]. Além disso, propriedades fisicas de diferentes
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compostos ja foram estudadas com o modelo de Heisenberg, de forma que muitas de suas propriedades
termodinamicas ja sio compreendidas [20] [21].

A partir dessas redes de spins ja foi possivel conceber modelos de dispositivos de computacao quantica,
como um bus e um transistor quanticos [22] [5]. Essas cadeias também sdo o resultado encontrado quando
mapeia-se um sistema de 4tomos ultrafrios fortemente interagentes em armadilhas de potencial e podem ser
usadas para se estudar as propriedades magnéticas de tais sistemas [23]. Nesses casos, os coeficientes J da
rede sao dados por expressoes que dependem somente da geometria da armadilha de potencial. Também ja
foi constatado que casos de cadeias inomogéneas podem ser interpretados como barreiras de potencial que
podem otimizar o transporte de estados quanticos [6] e efeitos de tunelamento entre pocos de potencial com
o modelo de Heisenberg também ja foram tema de um estudo [24]. Essas aplicacdes estio motivando uma
andlise da dinamica do modelo de Heisenberg.

Recentemente também estd sendo investigado o transporte ao longo da cadeia de spins submetida a um
potencial periddico. Apesar do risco de se introduzir erros no processo de transporte [25] [22], um controle
dinamico na cadeia pode melhorar significativamente a eficiéncia na transferéncia de estados quanticos ao
longo da rede. Alguns estudos nesse sentido j foram realizados como, por exemplo, um ajuste adiabatico dos
coeficientes J da cadeia [26] e a introduc¢ado de um potencial de driving periédico no Hamiltoniano [27] [28]. O
driving periédico em particular, tem recebido muita aten¢do nos ultimos anos. Ele pode ser tratado através
da teoria de Floquet [29], que consiste num anzatz para se encontrar uma solucdo exata para a equagao de
Schrodinger que descreve o sistema dado um Hamiltonino periédico.

Além da possivel descricdo do sistema pelo formalismo de Floquet, sistemas com driving periédico sdo
candidatos para a realizacdo de uma fase da matéria fora do equilibrio, os cristais temporais. Essa fase da
matéria é uma realizacdo experimental recente executada pela primeira vez justamente numa cadeia de spin
submetida a um protocolo de driving periédico na forma de um pulso de rotacdo [28]. Posteriormente este
estudo foi aplicado também para sistemas de poucas particulas [30] [31]. Atualmente também ha outro estudo
que conseguiu reproduzir esse fendmeno em compostos moleculares com um pulso de rotacao semelhante [27].

Assim, devido a grande importancia do modelo de Heisenberg em diferentes contextos, neste trabalho
serd estudada a dindmica quantica de modelos de cadeia de spins tanto no caso de Hamiltonianos estdticos
quanto periédicos. Os resultados da evolucao temporal exata do sistema desenvolvidos pela diagonalizagdo
do Hamiltoniano e pela teoria de Floquet foram comparados com os obtidos com o método numérico de
Crank-Nicolson [32], ja utilizado em estudos do transporte de spin no limite de velocidade quantico [33] e em
implementac¢oes de solucoes da equacao de Gross-Pitaevskii [34]. Este trabalho est4 dividido em duas partes.
O Capitulo 2 tratard da dindmica do modelo estatico sem dependéncia temporal e anisotropia enquanto o
Capitulo 3 tratard do modelo dindmico com potenciais de driving periédicos e anisotropia. No Capitulo 2 sua
dinamica foi estudada através da fidelidade do sistema e da componente z de sua magnetizacgao total, referida
aqui como simplesmente por magnetizacado do sistema. Através dessa andlise, as técnicas usadas ao longo de
todo este trabalho para o estudo exato do sistema foram explicadas e detalhadas.

No caso dos potenciais periédicos estudados no Capitulo 3, em particular, serd considerado modelos de
driving externo que possam ter relacdo com fendmenos fisicos interessantes como o transporte de estados
quéanticos e cristais temporais. No estudo do transporte de estados quanticos, foi estudado o problema da
impureza, em que uma oscilacao periédica do coeficiente J central da cadeia dirige a dindmica do sistema.
Nesse caso, a cadeia é iniciada num subespago de um spin antialinhado frente aos demais e esse estado diferente

é interpretado como uma impureza num plano de fundo de estados idénticos. Jd no estudo de cristais temporais,
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o objetivo deste estudo foi reproduzir esse fendmeno teoricamente monitorando a magnetizacdo do sistema
sujeito ao pulso de rotacao.

Este estudo foi desenvolvido visando adquirir o dominio de diferentes ferramentas que possibilitem a
abordagem de problemas fisicos atuais. Sendo assim, este trabalho serviu como um teste para a aplicacdo da
teoria de Floquet em outros potenciais periédicos além dos tratados aqui, assim como também foi usado para a
implementagdo do método de Crank-Nicolson. Ao final deste trabalho sdo feitas conclusdes sobre os modelos

analisados e perspectivas de futuros estudos com base nesses desenvolvimentos sao elencadas.



Capitulo 2

O Hamiltoniano de Heisenberg (H,)

Como jé visto na Introdugdo, o modelo de Heisenberg é um modelo da Mecénica Quantica que descreve
um sistema de N spins interagindo numa rede unidimensional. Neste TCC vamos trabalhar no caso de
sistemas de spin com dois estados internos: spin para cima ou spin para baixo. Este capitulo trata do modelo
XXX homogéneo sem anisotropias no caso de uma rede de dtomos frios, como descrito em [6]. Portanto, o

Hamiltoniano assume a seguinte forma:

Hy=-

Do | =

N-1 . X
Y J[1-o®.g0*V (2.0.1)
i=1

Nesta expressio, o) é o i-ésimo vetor de Pauli, cujas componentes so as i-ésimas matrizes de Pauli
para cada direcdo. Dependendo do sinal de J pode-se diferenciar entre os casos ferromagnético (J > 0) e
antiferromagnético (J < 0). Os autovalores e autovetores deste Hamiltoniano foram obtidos por Bethe em
1931; no entanto, outra possibilidade seria diagonalizar diretamente o Hamiltoniano (2.0.1). A partir disso, é
possivel obter os estados de spin e a magnetizacdo do sistema. Dados seus n autovalores E; de energia e seus
autoestados |€;), a solugdo geral do sistema pode ser expressa como [35]:

n .
P(0) =Y cje  Eilt=0)e;) (2.0.2)
j=1

em que c¢; = {€;|¥(f)). Uma vez obtida a solugdo para o sistema, quantidades fisicas como a fidelidade F(z),

que é a projecao da solucao sobre o estado inicial e a magnetizacao m(¢) podem ser obtidas como:

F(8) = (¥ ()P (1)) (2.0.3)
_1X ()
m(n) = 5 Y (PP ¥ (D) (2.0.4)

i=1

A partir dessa definicdo, é andlogo dizer que:

m(t) = (Y (IS 1w (1) (2.0.5)
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em que o operador
1N N
s = 3 Y ol = y s (2.0.6)
i=1 i=1

é a projecdo do spin total na direcao z.

A fidelidade é um dos observéveis de interesse em computacdo quantica pois nessa drea € muito importante
o conhecimento de em quais instantes o sistema se apresenta em determinado estado. A fidelidade fornece
uma alternativa além da diagonalizacdo direta para as transi¢des de energia do sistema porque, de (2.0.2) pode

Se escrever:

2 2

F(D) = [(¥ (1) Z Cje_lEf(t_tO)le‘j) Z |Cj|2e—zEj(t—t0) = F(f) = Z Z |Cj|2|ck|2e—l(Ej—Ek)(t—tO)

= F(t) =
j=1 Jj=1 k=1j=1
(2.0.7)
Com isso, a transformada de Fourier F(w) de F(t) sera:
1 ® vty v 2| . |2 —i(E;—Ep)(t—tp)
F(w)=—f e v cil?lex| et EiT BT g (2.0.8)
e L L lafled
1 n n 2 o0 A
F)=—=Y Y |cjl?|ck| e’(Ef‘EWOf e A (2.0.9)
V21 =1 j=1 ~00
n o n 9 .
F) =v2r Y. Y |cj|*|ex|” " Ei- B0 ((Ey ~ E) — w) (2.0.10)
k=1j=1

em que 6 (x) é a delta de Dirac. Portanto, a transformada de Fourier da fidelidade tera picos correspondentes as
frequéncias de transi¢cdo de niveis de energia do sistema. A magnetizagdo por sua vez serd ttil para acompanhar
os efeitos que a variagdao temporal no Hamiltoniano terd sobre o sistema, quando ele for modificado para
depender do tempo.

Como S comuta com o Hamiltoniano, tal como mostrado no apéndice A, a magnetizacdo definida em

M _ 1,0
Z

(2.0.4) deve ser uma quantidade conservada. Se o estado inicial estiver na base dos operadores S 50,

entao:
n-n
m=—— (2.0.11)
2
em que n; é o nimero de particulas com spin up e n| é o nimero de particulas com spin down.

A magnetizacao e a fidelidade sdo observaveis que permitem o acompanhamento da evolucao temporal
do sistema, que pode ser calculada exatamente através da solucdo em (2.0.2). Entretanto, devido a grande
variabilidade de potenciais que podem ser incluidos no Hamiltoniano, também se faz necessario uma forma
de se obter uma evolucao temporal numérica para o sistema, visto que, dependendo do potencial incluido, o
sistema pode ndo apresentar solucdo exata. Por isso neste trabalho também foi utilizado o método numérico de
Crank-Nicolson. Com isso se terd a disposi¢do duas formas de se encontrar a evolu¢do temporal do sistema
e, através da comparacgao entre essas evolucoes, a qualidade da solu¢ao encontrada podera ser determinada
através da andlise do erro entre os dois métodos. Também por conveniéncia, o tempo inicial usado ao longo

desse TCC foi 5 = 0.
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2.1 DINAMICA DO SISTEMA PARA 2 PARTICULAS

Esta Secdo € o primeiro teste de todo o maquindrio teérico desenvolvido nas Secdes anteriores. Aqui esta
sendo tratada a dindmica do sistema livre de potencial externo para duas particulas com spin 1/2, ou seja o
espaco de Hilbert serd de dimensao D = 4, sendo resultado da potenciacdo da dimensao espago interno de spin

d de cada particula com o ntimero de particulas do sistema N:
D=d¥=D=22=4 2.1.1)

Por causa do tamanho pequeno do espacgo a ser tratado nesta Se¢do, a solugdo exata serd determinada toda
manualmente, a fim de dar uma ideia dos célculos realizados nas outras Sec¢oes.
Para se determinar o Hamiltoniano H, primeiramente deve-se determinar os seus constituintes, ou seja, as

matrizes de Pauli para duas particulas. Utilizando (1.0.2), as matrizes de Pauli sdo definidas como:

0 010 01 00O
0 0 01 1 0 0 0
a _ a_ @ _ @ _
0. =0 L=>0) = o =1 Oy=>0y =
v =0xQh =0 1000 ¥ = Qo= 000 1
01 0 O 0 0 1 0
-i 0 0 —-i 0
0 -i i 0 O
1) — 1) — ) _ 2) —
0, =0 L=>0, = o, =L(Xo,>0} =
y =@ Y li o 0o o v =Qoy=oy 0 0 —i
0 ¢ O 0 0 0 ¢ O
[1 0 0 o (1 0 o
01 O 0 0 -1 0
1 _ 1 _ @) _ @) —
o, =0 L=>0, = o =1 o,=>0; =
$=0Qh=o=| S=h@omol=l
0 0 0 -1 |0 0 -1]
em que o subscrito na matriz identidade indica sua dimensao. Desse modo:
0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0
0010 0 1 0 -1 0
1) (2) — 1@ — 1) 52) _
g, 0, = 0,0, = g0 =
Y Jo1 00 yey 10 7% o -1 0
1 0 0 O -1 0 0 O 0 0 1
Com isso, o Hamiltoniano de Heisenberg homogéneo para duas particulas é, de acordo (2.0.1):
0 0 0 O
0 -1 1 0
Hg=] (2.1.2)
0O 1 -1 0
0 0 0 0

Agora, a base do espaco de Hilbert deve ser determinada. Ela é composta por quatro estados, sendo eles

resultado do produto tensorial dos estados que representam as possiveis projecoes mg‘) de S, para cada sitio.

Numa notacdo compacta, atribui-se uma seta a cada valor mék) de forma que, neste caso, ‘m(zk)> =11/2) >
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’m;k)> =Ne ‘mék)> =|-1/2)=> |m§k) =1]). Com essa convencao, a base pode ser expressa como:

{m®, m@) =111, 110,100,111} 2.1.3)

com cada estado determinado como:

=N = =1l =

- o O O

It =1l = D=1 QI =

S o - o © © o =

S = O O

O préximo passo seria a projecado do Hamiltoniano sobre os estados da base escolhida mas neste caso,
assim como no resto deste trabalho, tanto Hs quanto a base estao escritos com relacdo aos autoestados de S(Zk);
portanto, essa projec¢ao sé se faz necessaria caso deseje-se reduzir o tamanho do espaco de Hilbert para um
subespaco da base. Como H; comuta com S[ZT), um subespago que sempre existe é o subespaco dos estados
que preservam a magnetizacdo total definida no estado inicial. Isso ja pode ser constatado diretamente de
(2.1.2) pois o Hamiltoniano resultante € uma matriz diagonal por blocos. Essa reducdo é muito ttil para célculos
em sistemas maiores, visto que a dimensdo do espaco de Hilbert do sistema, de acordo com (2.1.1) escala
exponencialmente com o ntimero de particulas.

O efeito da escolha do estado inicial |¥¢) = |'¥ (¢ = 0)) sobre o subespaco projetado serd melhor visto na
préxima se¢do em que, com trés particulas, a dindmica do sistema serd estudada tomando como exemplo duas
configuracoes de spin inicial diferentes: a primeira de spins alternados, |¥¢) = [1|1), e a segunda com o tltimo
spin invertido em relacdo aos demais |Wy) = [11]). No caso desta secdo, para duas particulas, ambas se reduzem
a mesma escolha de configuracao inicial: [W¢) =11]).

A etapa seguinte no célculo exato da dindmica do sistema € a diagonalizacdo do Hamiltoniano de Heisenberg
projetado. Como o a dimensdo do sistema ainda é pequena o Hamiltoniano completo pode ser diagonalizado.
Calculando seus autovalores, como H; é bloco-diagonal:

For¢cando o determinante a ser 0, o seguinte conjunto de equacdes é obtido:

-J-E; J
J —-J-Ej

~Ej 0

— N2 _ 72| 2
- =|U+E)*- 2] B3 (2.1.4)

-5~

E1=0
E2=0 E,=0

j , N (2.1.5)
(J+E;) -7*=0 E3=0
E,=-2]

A partir da diagonalizacdo, pode-se perceber que este Hamiltoniano tem somente dois valores de energia

distintos, E; = 0 triplamente degenerado e E4 = —2]. Para se encontrar os autoestados do Hamiltoniano, é s6
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tomar a equacgdo de autovetores:

(H-EI)|ej)=0 (2.1.6)
sendo:
ej,l
€j,2
lej) = s (ejlejy=1 2.1.7)
6‘]‘,3
€j,4
Dessa forma, para Ey = —2]:
2] 0 0 0 €41 0 2]64,1 =0
0 0 € 0 €40+ Jeg3=0
J T 42| _ N Jean +Jes3 2.1.8)
0 J J O0f|eas 0 Jesn +Jeg3=0
0 0 0 2J €44 0 2]64,420
Resolvendo o sistema em (2.1.8), encontra-se:
0
1
les) =€4 ) =eg2(ITH=1IT) (2.1.9)
0

. ~ . PU . . .
A normalizacao de |e4) exige que €42 = 7 emque ¢ é uma fase que pode ser tomada arbitrariamente como
0. Aplicando esse procedimento com o outro autovalor de energia, a base de autoestados de Hs pode ser

encontrada, correspondendo aos estados:

Lo+, =

{le1), le2), les), lea)} = {ITT),HU, NG 7

(ITl)—IlT))} (2.1.10)

Por fim (2.0.2) pode ser aplicada ao estado inicial com os coeficientes c; = (ej | 11 ) Com isso:

— 1 2i]t
() = == lear+ e (2.1.11)

Escrevendo esse resultado novamente na base de S(Zk):
1 () = e (cos(JD 1) —isen(J1) |1 1)) (2.1.12)
Com esse resultado, o cédlculo da fidelidade, de acordo com (2.0.3) se da de forma quase direta:

E(O=[1lle" (cosUpI]) - isen(]t)IlT>)|2 = F(1) = |e'cos <m|2 = F(t) = [cos (J 1) (2.1.13)

Analisando superficialmente esse resultado poderia se ter divida se haveria ou ndo um pico na transformada
de Fourier da fidelidade em w = E3 — E4 = 2], como dito no inicio do capitulo, mas o resultado obtido esta

perfeitamente de acordo com essa previsao pois ele pode ser reescrito através de uma identidade trigonométrica
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1.0 61
0.8 51
0.6- ot
e 33
= 3
0.4- =
2,
0.2 o
0.0 " w " w Q—= ‘ ‘ :
0 5 10 15 20 25 1.0 15 2.0 25 3.0
t (/7! unidades) w (t7! unidades)
(a) (b)

Figura 2.1: Fidelidade do sistema F(r) = |[(¥o|¥())|? para duas particulas na configuracdo inicial |¥) = |1|) como funcéo
do tempo (Figura (a)) e o médulo quadrado de sua transformada de Fourier (Figura (b)). Tanto o resultado teérico quanto
o numérico tornam evidente a expressdo calculada em (2.1.13). Pode-se constatar na Figura (b) o pico na transformada
de Fourier de F(t) no ponto w = E3 — E4 = 2] confirmando a interpretacdo dada a F(¢) no inicio do Capitulo. Como a
unidade de tempo estd como o inverso da unidade de J, esse pico cai exatamente sobre o ponto w = 2 no grafico. A linha
azul continua nos dois gréficos sdo os resultados calculados pelo método exato e os quadrados vermelhos representam os
resultados calculados com o método de Crank-Nicolson como descrito no Apéndice.

para:
2 1+cos(2]1)

[cos(J1)] 2

(2.1.14)

As Figuras 2.1a e 2.1b mostram a fidelidade e 0o médulo quadrado de sua transformada de Fourier em torno do
ponto w = 2] respectivamente, corroborando o que foi discutido até este momento. Essas figuras possibilitam
a primeira oportunidade de comparacao entre a solucao exata discutida nesta secao e a solucao obtida pelo
método de Crank-Nicolson e mostram que as duas solu¢oes para o sistema concordam entre si.

Calculando a magnetizacdo do sistema de acordo com (2.0.4):
m(t) = eV (cosJ)(1 | +isen(T )| 1) (S + SP) (cosJ )1 ) —isen(J )| 1)) e”* (2.1.15)

Essa equacao pode ser dividida em duas partes m(t) = m (f) + m»(f) em que:

m;j(1) = (cosU D1 1+isen(T0)(1 1) S (cosU D)1 1)—isenT )] 1 1)) (2.1.16)
Aplicando S(Zj ) a0 ketem m (1), percebe-se que:
1
my (t) = (cos(J ) (1| |+isen(JO){|1]) > (cos(UNITD+isen(JO)II 1)) (2.1.17)
1
my (1) = (cos(JO){t||+isen(Jr){|T]) 3 (=cos(JD)It]y=isen(JO)I| 1)) = —my (¥) (2.1.18)

Portanto, m(t) = 0 e é conservada ao longo do tempo. Este resultado, que pode ser visto na Figura 2.2 é
consequéncia direta da relagdo de comutacdo entre Hs e S(ZT) corroborando a teoria desenvolvida no inicio do

Capitulo e no Apéndice.
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Figura 2.2: Magnetizacdo total do sistema obtida pelos métodos exato (linha azul continua) e de Crank-Nicolson (quadrados
(T
SZ

=0.

vermelhos) para duas particulas numa configuracao inicial |[¥g) = |1]). Este resultado vem diretamente de [H S

A seguir, a evolucdo temporal do sistema para trés particulas serd calculada nos mesmos moldes nos quais
ela foi desenvolvida nesta secdo. Entretanto, o tamanho do espaco de Hilbert neste caso ja torna proibitivo uma
obtencao manual da dindmica da cadeia de forma que o sistema aqui desenvolvido assume um bom carater
instrutivo.

2.2 DINAMICA DO SISTEMA PARA 3 E 9 PARTICULAS

Em se tratando de trés particulas, a dimensdo do espaco de Hilbert, de acordo com (2.1.1), torna-se
D =23 = 8, um aumento consideravel em relacio a Seco anterior. Felizmente, como [H S S(ZT)] =0, a evolucio
temporal do sistema pode ser calculada num subespaco que preserve m(t = 0) definida pelo estado inicial.
Se esse estado estiver definido na base de autoestados das matrizes S(Zk), entdao o numero de estados n nesse
subespaco pode ser definido como a permutacao de todos spins do estado inicial que gerem estados diferentes.
Ou seja, se o nimero de particulas do sistema puder ser definido como N = n; + n}, haverd uma representacéo

do subespaco em que a dindmica do sistema vai ocorrer com uma dimensao que sera:

N!
ne (2.2.1)
ni'lny!
Essa ideia pode ser generalizada para um estado inicial arbitrario ao escrevé-lo como uma combinacao linear
de estados na base de S(Zk) e tomar o subespaco final como o a unido dos subespacos obtidos para cada estado
presente na decomposicdo do estado inicial. Dessa forma a dindmica do sistema pode ser dada por um
Hamiltoniano H, definido na representa¢do de dimensdo n ao invés da representacdo do espago de Hilbert
total. Dados os espinores componentes do subespaco presentes no espaco de Hilbert total |‘I’ j)» 0s elementos
de Hy, Hp,;; serdo definidos como:

Hy,i;=(¥;|Hs|¥;) (2.2.2)

sendo H; o Hamiltoniano de Heisenberg ndo projetado. Assim como H), terd n? elementos os espinores na
representacdo do subespaco projetado também terdo n elementos, cada um correspondendo a presenca de um

10
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Figura 2.3: Fidelidade do sistema F(#) = [(Wo|¥ (1)) |2 como funcdo do tempo para 3 particulas nas configuragdes iniciais
[Wo) =11]1) (Figura (a)) e |[¥¢) =[11]) (Figura (b)). A linha azul continua nos dois gréficos € a fidelidade calculada pelo
método exato e os quadrados vermelhos representam a fidelidade calculada com o método de Crank-Nicolson.

estado |¥;).
Para trés particulas as configuracoes de estados iniciais tomadas foram Vo) = [{| 1), correspondendo a spins
alternados, e |¥g) =111]), correspondendo ao spin final da cadeia anti-alinhado. Em ambos os casos como

ny=2en| =1, adimensdo da representacdo do subespaco da evolugdo temporal do sistema é:

3!

n= ETRT] =3 (2.2.3)

que ja representa uma reducao considerdvel em relacao ao tamanho do espaco de Hilbert total do sistema.
De fato, como a composicao dessas duas configuragées iniciais em termos da quantidade de spins up e spins
down é amesma, pode-se até afirmar que elas estdo no mesmo subespaco sendo, portanto, regidas pelo mesmo
Hamiltoniano projetado.

Com base na solucdo exata (2.0.2) e no método de Crank-Nicolson, a fidelidade do sistema foi calculada
e mostrada nas Figuras 2.3a e 2.3b para as duas configuracdes iniciais ja citadas. Um olhar qualitativo sobre
essas duas figuras ja indica a presenca de mais autoestados do Hamiltoniano na dindmica apresentada pela
configuracdo |11|) do que na apresentada pela configuracdo |1]1), pois, para se gerar uma oscilacdo sinusoidal
na fidelidade, de acordo com (2.0.10) é necessaria a contribuicdo de somente dois autoestados |e;) e |ex)
do Hamiltoniano correspondendo a energias E; # Ex. Como a proje¢do do Hamiltoniano de Heisenberg
homogéneo (2.0.1) H;, possui somente trés autoenergias, pode-se dizer que a configuragdo |11]) é uma
combinacdo linear de todos os autoestados de H;p.

Uma confirmacao dessas observacoes pode ser obtida pela anélise dos espectros de Fourier de F(t) para
essas duas configuracées, mostrados nas Figuras 2.4a e 2.4b. Na Figura 2.4a, que representa |F ()|? para a
configuracao inicial |1]1), nota-se a presenca de apenas um pico numa frequéncia w # 0 evidenciando que
essa configuracao é uma combinacao linear de apenas dois autoestados do Hamiltoniano. J4 na Figura 2.4b,
que corresponde a configuragdo inicial [{1]), hé trés picos em frequéncias ndo nulas. Isso s6 é possivel se
esse estado for uma combinacéo linear de pelo menos trés autoestados ndo degenerados do Hamiltoniano.

Nesse caso, haverd trés energias diferentes entre si, E;, j € {1,2,3} e as frequéncias w; mostradas na Figura

11
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Figura 2.4: Médulos quadrados das transformadas de Fourier de F(¢) para as duas configuragoes iniciais de trés particulas
[111) e 11]) que estdo sendo estudadas nesta se¢do. A quantidade de picos em cada uma consegue fornecer a quantidade
de autoestados do Hamiltoniano e, no caso da configuragéo |11]) até determinar numericamente as autoenergias de Hp.
Como nas Figuras anteriores neste Capitulo, a linha azul continua corresponde a |F(w)|? calculada pelo método exato e
os quadrados vermelhos correspondem ao método de Crank-Nicolson. Exclui-se o ponto w = 0 e suas redondezas pois 14
sempre hd um grande pico devido as contribui¢cdes quando j = j' em (2.0.10). No caso do Hamiltoniano apresentar estados
degenerados, também haverd contribuicao em F(w) em w = 0.

corresponderio a:
w1 =|E1—B| wy=|E1-E3| w3=|E-E;| (2.2.4)

Como a dimensdo do subespaco € n = 3, esse € o caso, e de (2.2.4) os autovalores de energia de Hs, poderiam
ser ser determinados numericamente sem a necessidade de diagonalizd-lo. Mas num subespaco maior, podera
ndo ser possivel a resolucéo precisa de picos de correspondendo a energias diferentes de H,. Esse aspecto fica
mais evidente ao se aumentar o nimero de particulas.

Para 9 particulas, os subespacos para a configuracao de spins alternados, agora denominada simplesmente
por [1) =11} ...), e para configuracao do tltimo spin antialinhado para baixo, denominada por [2) = |11 ... |),ja

sdo diferentes entre si. Inclusive, tém dimensoes diferentes, sendo:
n=— =126 (2.2.5)

Ny= —— =9 (2.2.6)

Os valores de n; e np recém calculados mostram como a escolha do estado inicial pode impactar no tamanho

do subespaco a ser considerado na dinamica do sistema. Mesmo assim, esses nimeros ainda sao melhores que

o tamanho do espaco de Hilbert completo para 9 particulas, D = 2° = 512. Generalizando para N particulas:
N! N!

) Ve S e

n = N par
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Figura 2.5: Fidelidade para as configuracdes iniciais |1) = [f|...) e [2) =[11...]) (Figuras (a) e (c) respectivamente) de
9 particulas e os médulos quadrados de suas transformadas de Fourier (Figuras (b) e (d) respectivamente), evitando as
redondezas de w = 0. Em todos os graficos, a linha azul continua representa os resultados obtidos com o método exato a
partir de (2.0.2) e os quadrados vermelhos representam a solugdo obtida com o método de Crank-Nicolson. Em ambas as
configuracdes, F(f) ja assume um comportamento mais complexo em relacdo ao caso de poucas particulas. Isso é refletido
pela grande quantidade de picos nos | F(w) 2. Devido a proximidade entre eles, problemas de resolucdo comecam a aparecer.
Também um problema de discernimento dos picos em relacdo ao ruido oriundo do procedimento numérico para o célculo
de F(w) se torna evidente ao se comparar a amplitude do maior pico das figuras (b) e (d) com os picos nas Figuras 2.4 e 2.1b.
Esses dois fatores tornam necessdrio um refinamento cada vez maior do procedimento de integracao numérica a medida
que N aumenta, o que torna a obtenc¢do de F(w) cada vez menos vantajosa.

As Figuras 2.5a e 2.5c mostram a fidelidade em fun¢do do tempo para as configuragées iniciais |1) e |2). Em
ambos os casos, pode se constatar uma maior complexidade em sua dindmica indicando que varios autoestados
de Hsp contribuem para a evolucdo temporal do sistema. No entanto, os picos em |F (w)|?, mostrados para
ambas as configuracdes nas Figuras 2.5b e 2.5d, comecam a ficar muito préximos uns dos outros de modo
que ndo podem ser mais utilizados com a mesma exatidao para se determinar numericamente as energias de
H;p. Soma-se a esse problema a questdo da indeterminagdo do nimero de energias que podem estar gerando
esses picos. Como jd visto no caso de trés particulas, a escolha da configuracgao inicial do sistema influencia a

quantidade de picos em F(w). Se essa configuracdo nao for uma combinacao linear de todas as autoenergias
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de Hyp, haverd menos picos na transformada de Fourier da fidelidade de forma que a determinagédo das
autoenergias de Hy), através de expressdes como (2.2.4) leva a um sistema indeterminado. Junto a isso, se Hp
tiver pelo menos trés autovalores de energia igualmente espacados E; = Ey+ j6, j € N, haverd uma sobreposicao
de picos em F(w), pois |E i—Ejn | = 0. Isso também levard a uma indeterminacao no sistema de equacdes para
se obter as energias de Hy.

Um terceiro problema com a andlise de dos picos em |F(w) |2 est4 relacionado a sua amplitude a medida que
N aumenta. Uma comparacao das Figuras 2.5b e 2.5d com as Figuras 2.4 e 2.1b revela uma diminuicao gradual
na amplitude dos picos em |F (w)|? com o0 aumento no ndmero de particulas. Como F(w) é obtida por um
processo de integracdo numérica truncada até um certo tempo muito grande, sua obtenc¢ao gera um ruido, que
pode ser constatado claramente como as “ondula¢des” depois do pico em w = 2 na Figura 2.1b. Dessa forma, se
N for muito grande, os picos devidos as energias de Hy, se confundirdo com o préprio ruido em |F(w) > sendo
impossivel discerni-los. Coeréncia com (2.0.10) mostra que um refinamento do método de integracao mitigaria
tanto o problema de resolucdo quanto o problema da amplitude dos picos. No entanto tais refinamentos s6
podem ser feitos até certo limite pratico, de forma que a obtencdo de informacgdes a respeito do sistema a partir
de |F(w)|? é cada vez mais comprometida a2 medida que N cresce.

Apesar dessas limitacoes, a fidelidade ainda mostra-se uma ferramenta ttil para o acompanhamento da
compatibilidade dos métodos exato e numérico usados para se solucionar o sistema, tanto é que ainda é usada
no préximo capitulo na descricdo do pulso de rotagdo. Entretanto, para o tratamento do potencial J, oscilante
ela serd substituida por outro observéavel de maior interesse pratico. A magnetizacao para os casos mostrados
nessa secdo ainda é constante ao longo do tempo, pois a comutacdo de Hs; com S(ZT) é independente do nimero
de particulas, como mostrado no Apéndice. Além dessa comutacdo possibilitar a divisdo do espago de Hilbert
em subespacos, algo usado extensivamente ao longo deste capitulo e deste TCC, pode-se mostrar, usando
(2.0.11), que, para as configuracoes |1) e |2):

1
m=3 (2.2.7)
N
my = 3 -1 (228)

Até agora a magnetizagdo em si assumiu um papel mais secunddrio servindo mais como a expressao de
uma propriedade de H; fundamental ao estudo da dindmica do sistema. Entretanto, no préximo capitulo, com
o pulso 7, ela assumird em si mais importancia, apresentando uma dinamica prépria. Isso representard uma
violagdo da relacdo de comutacio de Hy com S¢'’, mas mesmo assim, ainda haverd formas exatas e numéricas

de se obter uma dindmica satisfatéria para o sistema.

14



Capitulo 3

Introduzindo Driving Externo em H;

No Capitulo anterior o Hamiltoniano de Heisenberg foi discutido para os casos de muitas e poucas particulas
e métodos para se obter a dindmica do sistema foram propostos e testados. Entretanto, até agora, somente
foi discutida a dindmica do sistema ndo perturbado, ou seja, livre para evoluir no tempo por conta prépria.
A tnica interagdo externa do sistema com o meio a sua volta se d4 justamente no inicio de sua dinamica,
quando o estado inicial é definido. Para as aplicacdes préticas, potenciais externos irdo interagir com o sistema
modificando seu comportamento no tempo. Dessa forma, H; serd alterado de forma adquirir uma dependéncia
temporal, mas ainda assim poderad ser escrito como a soma de uma parte dependente do tempo com uma parte
independente do tempo H(f) = Hy + V (£).

Em ambos os casos estudados neste trabalho, V(#) é periédico. Para a resolucdao numérica desse problema,
foi usado o método de Crank-Nicolson, que é baseado numa composicao das solu¢des numéricas implicita e
explicita da equacao de Schrédinger como mostrado no Apéndice. Entretanto, o método exato, que é baseado
na diagonalizacdo exata do Hamiltoniano em questio devera ser modificado justamente porque a introdugao
de um potencial dependente do tempo pode inviabilizar na maior parte dos casos a obtencao de uma solucao
exata para o sistema. Esse método vem da solugdo da equacao de Schrodinger para um Hamiltoniano H

independente do tempo ao se escrever |¥(f)) como:

W (0) = U (1, 1) ¥ (%)) (3.0.1)
Inserindo essa decomposi¢do na equagdo de Schrodinger, tem-se:

HU (t, 1) =i0:U (¢, tp) (3.0.2)

Com a condi¢ao de que U(t, t) = I Vt. Essa equacao é solucionada iterativamente ao ser transformada numa
equacao integral. Assim, U (t, fp) é dado como o tltimo termo de uma relacdo de recorréncia infinita:

t
Ups1 (L) =1—iH | U,(t, ty)dt (3.0.3)
4}

A solucao dessa equacao por sua vez é:

. rt 1 .
Ut 1) = e o 14 = (s, 1) = e PHE-10) (3.0.4)
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Para o caso de Hamiltonianos H(t) dependentes do tempo, a relacao de recorréncia obtida de (3.0.2) torna-se:
t

Upir () =1—1i f H( UL, t)dt (3.0.5)
to

O tratamento analitico para solucao de tal relacao de recorréncia é um pouco mais complicado, mas uma forma
fechada para (3.0.5) é capaz de ser encontrada como:

e ! !
e—lfto H(rhadr

Ult,tp)=T (3.0.6)

em que T'[A, B] indica o produto ordenado no tempo de operadores [35].Apesar de aparentemente simples, o
tratamento de (3.0.6) é desafiador para maior parte dos Hamiltonianos de forma que uma solucao analitica
alternativa para (3.0.2) se faz necessdria. Devido a periodicidade dos potenciais de driving externos estuda-
dos neste trabalho, o método de Floquet, exposto no Apéndice, se faz uma ferramenta indispensével para a
continuidade deste estudo.

Nas proximas se¢oes deste Capitulo, serdo estudados potenciais externos acrescentados ao Hamiltoniano
de Heisenberg H; apresentado no Capitulo anterior e na Introdu¢do. Em ambos os casos aqui estudados um
termo de anisotropia relacionado a interagdes de tipo Ising modulado por um parametro adimensional A sera
adicionado ao Hamiltoniano. Esse acréscimo € necessdrio pois se revelard uma peca chave para o fenémeno do
cristal temporal nos sistemas estudados, como ficara evidente na Secao 3.2. Quando submetida a um potencial
peri6dico no tempo, a cadeia de spins tem a chance de contribuir para uma possivel descricao desta fase da
matéria. Da mesma forma que cristais espaciais representam uma quebra de simetria espacial, os cristais
temporais surgem como uma quebra de simetria temporal e ocorrem, assim como seus “primos"espaciais
como uma fase diferente da matéria. Disso, vem sua primeira caracteristica, rigidez, ou seja, a configuracdo de
cristal temporal consegue resistir a uma certa quantidade de desordem no sistema. A caracterizacao do cristal
vem justamente de sua periodicidade, e no caso dos cristais temporais, ndo poderia ser diferente. Portanto
para ser classificado como cristal temporal, o sistema deve apresentar uma frequéncia de resposta que seja
um multiplo inteiro do periodo do potencial externo aplicado a ele. Por fim, da mesma forma que um cristal
espacial se repete vérias vezes no espac¢o, um cristal temporal deve ser capaz de se repetir muitas vezes no
tempo, ou seja, ele ndo pode espontaneamente se dissipar, sendo persistente [30].

No potencial J, oscilante, estudado para um niimero par de particulas, o coeficiente central da cadeia
Ja = Jn/2 € colocado num regime oscilatério periédico. A partir desse ponto, o transporte de spin ao longo dessa
cadeia é estudado num dos subespacos ja vistos no Capitulo anterior em que o problema da impureza pode ser
investigado [6]. Esse potencial é interessante de ser analisado no contexto de computacao quantica em que se
deseja executar um controle para que o sistema assuma um determinado estado em determinado momento.
Estudos de transporte de estados quanticos ja foram conduzidos em que os coeficientes J do Hamiltoniano
de Heisenberg sao alterados realizando um controle estatico e até ja ha um estudo em que esses coeficientes
variam adiabaticamente [6] [26]. No entanto, controle dindmico na cadeia de spin ainda ¢ algo relativamente
novo e ainda hd poucos trabalhos nesse sentido.

Ja no potencial do pulso de rotacdo, num certo intervalo de tempo T determinado, um pulso € aplicado
ao longo da cadeia de forma da girar os spins de todos os sitios num certo angulo. Um caso particular é o
pulso 7 que “gira"os spins da cadeia em n radianos. Esse potencial se relaciona com o fendmeno de cristais

temporais pois foi com esse potencial que esse fendmeno foi observado experimentalmente pela primeira
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vez [28]. Nessa observacgdo foi encontrado um regime em que a dindmica da magnetizacdo do sistema se
mantinha, caracterizando um comportamento de cristal temporal para o sistema. O estudo de tais sistemas
pode parecer uma trivialidade, mas especula-se que o comportamento de cristais temporais pode ser usado
em computacdo quantica como forma de se implementar uma memoria quéntica robusta, assim como pode

representar uma nova fase da matéria fora do equilibrio.

3.1 POTENCIAL J, OSCILANTE

O potencial J, oscilante € uma modificacdo de H, para o estudo do transporte de spin. No contexto desse
potencial, o comportamento do sistema € estudado num subespaco com um spin antialinhado em relagdo
aos demais, ou seja, no mesmo subespaco ao qual pertence a configuragdo |2) mostrada no na Secéo 2.2.
Nesse contexto, esse spin antialinhado é chamado de impureza e o objetivo deste estudo é determinar o seu
comportamento ao longo da cadeia. Como ja mostrado no inicio do capitulo, um termo de anisotropia A, que
pode ser definido arbitrariamente tendo-se em vista que H(f) deve continuar a ser hermitiano, é introduzido a
H; e o termo J, central da cadeia é posto num regime oscilatério. Com isso, o Hamiltoniano aqui estudado
assume a forma:

RS ! (@), li+D) (D) (i+1)
Hn=-Y Ji(t)[g(l—al a0} A (1400 D) (3.1.1)
i=1
com a variavel J;(¢) definida por:
Jo,i£a
]i(f)z{ ot (3.1.2)
J(),i=a

No caso deste trabalho, o foco foi 0 comportamento da impureza com a variacdo do coeficiente central.
Dessa forma, para haver tal coeficiente, o nimero de particulas envolvidas deve ser par, correspondendo ao
coeficiente central a = % O potencial de driving escolhido foi:

1—-cos(wpt)

](t):]()f (3.1.3)

em que wp € a frequéncia do driving, relacionada com o periodo T = f)—’; do Hamiltoniano, que pode ser definida
livremente. O sistema aqui estudado é uma cadeia de 4 particulas. Com isso a dimensao do espaco de Hilbert
agora se torna D = 16. No entanto, o observavel escolhido para o monitoramento da dindmica do sistema foi a

probabilidade de encontrar a impureza nas extremidades da cadeia:
P(0) = KITTHP @) + KPP (3.1.4)
Escrevendo o estado inicial [¥¢) = |¥(0)) explicitamente, P(¢) é dada por:
P(0) = KLU (5,0 ¥o)* + [K11T1U (£,0)[ o) [ (3.1.5)

Como para cada projecao em P(f) ha um estado no subespaco de |2), esse observavel s6 serd afetado pelas
componentes de |V (#)) que estiverem nesse subespaco. Junto a isso, ja que H(t) ainda comuta com S(ZT) como
mostrado no Apéndice, se |¥(0)) for definida inteiramente no subespaco de |2), a dindmica do sistema ocorrera
somente nesse subespaco. Tendo em vista essas consideracgoes, o sistema foi iniciado no estado fundamental

de H,(0), o que permite que a andlise de sua dindmica ocorra no subespago de |2) com uma representacgio de
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dimensao n =4.

Nas Figuras 3.1, foram mostrados os resultados para a dindmica do sistema no subespaco de |2) para
diferentes valores de wp e A. Essas Figuras mostram o primeiro teste do método de Floquet neste trabalho, que
ficou em concordéancia com o método de Crank-Nicolson. Pode-se notar que nas Figuras 3.1g e 3.1h comeca
a ocorrer uma resposta sub-harménica em P(¢). Para explorar melhor esse comportamento, o espectro de
poténcia S(wg) de P(t) foi calculado, sendo:

() X 2
S(wg) = U P(pe "“rldr (3.1.6)
0

Pode-se dividir P(¢) a partir de (3.1.4) em duas partes P, (f) = KT ()2 e Po(8) = (111 LW (5)]?, de forma

que:

oo ) oo ) 2 _ _
S(wg) = U Pl(r)e"‘”R”dHf Py(t)e”"R'dt| = S(wg) = |P1 (wg) + P> (am)lz (3.1.7)
0 0

Decompondo |¥(#)) na base de Floquet, P, (t) pode ser reescrita para:

2

=>Pi(n=) Z che M@ (0) (@ (0| 1111) (3.1.8)
j=1j'=1

m

> cie (It @;(0)

Pi(1) =

emque Aejj =€j—¢€;. O estado || 111) também pode ser escrito na base dos estados de Floquet como:

INREDWHOIHON (3.1.9)

j=1
em que a;(t) = (<I)j (1) | 11 TT). Pode-se perceber que, como |<I>j (t)> ¢ periddica de periodo T, a;(t) também o é.

Com essa decomposicdo, (3.1.8) pode ser expressa como:

cjcjar(D)” ap(t)e” BT @p(0)|@ (1)) (D1 (1)@ (1)) (3.1.10)
1

Ms

j'=1k=1k'

bl

Mas como {|®;(#))} é uma base ortonormal, P; (¢) pode ser simplificada para:
m m
P=Y Z ol aj (0 ay(ne it (3.1.11)
j: =1

Fazendo a transformacéo de P (t), tem-se:

Py (wg) = Z Z cjc ]f aj(*aj (e AN dt = Py (wp) = Z Z cjc} (3.1.12)
j=1j'= j=1j'=

As integrais em (3.1.12) podem ser individualmente reescritas ao se aproveitar da periodicidade dos coeficientes

a;(1). Seja fjj/ () = aj (n* aj (1), entdo as integrais em (3.1.12) podem ser reescritas para:

o , T , 0 .

Ijj’ 2‘[0 fjjl(t)e—t(w;q+Aejjr)tdt3 Ijj’ :fo jpjj/(t)e—t(wR+Aejjr)tdt+L f-jj/(t)e—t(wpg-%-Aejj/)tdt (3.1.13)
T —i(wg+Ae; )t b —i(wp+Ae; )L +T)

Ijj,zfo fijr(pye "R dt+f0 fij (' +Tye "ORT2EiT dt’ (3.1.14)
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Figura 3.1: Probabilidades P(#) para o sistema, iniciado no estado fundamental do Hamiltoniano projetado Hp(t), no
subespaco da configuracdo |2) para 4 particulas sob regimes de wp, em unidades de J, e A. A linha azul continua € o
resultado da dinadmica do sistema usando o método de Floquet e os quadrados vermelhos sdo os mesmos resultados, porém
empregando o método de Crank-Nicolson. A curva verde ao fundo dos gréficos é o termo J/2(f) em H(t). Pode-se observar
que, a medida que A aumenta, P(f) comeca a oscilar num sub-harménico de wp em determinadas regides (Figuras (g) e

(h)).

T [es)
—i A€ ;- —i Ae.-T —i Ae. )t
I]'j’:fo fjj’(t)e i(wr+ eflr)tdt+e i(wp+ 6”/) fo fjj’(t,)e i(wp+ e“/)t dt/ (3.1.15)

No entanto, o tltimo termo no lado direito de (3.1.15) é a propria I j» Com isso:

1 r —ilwg+Ae; )t
Procedimento analogo ao feito aqui para se obter P (wg) pode ser realizado para o célculo de P;(wg). Combi-

nando esses resultados o espectro de poténcia pode ser expresso por:

m.m Ajir+ By
* JJ JJ
S(wr) = CjCy——S (3.1.17)
j;l];l I~ 1 — e 1@r+Ae;;NT
com: T T
Ajj,:fo a,-(t)*ajr(t)e‘“‘”““n’”dteBjjr:fo bi()* by (e i dy (3.1.18)

Sendo que, da mesma forma que a;(t) = (®;()|1111), bj(1) = (@;(D)|1111).

A partir (3.1.17) o comportamento P(t) com frequéncias sub-harmonicas fica evidente. As frequéncias wg
que apresentam picos em S(wg) sdo as que fazem algum dos seus denominadores se anularem. Essa condi¢do
implica que:

(wr+A0ejj) T =2km, keZ (3.1.19)

_2m - 4 i .
Como T = D (3.1.19) é equivalente a:

wR=kwp—A¢jj (3.1.20)
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Figura 3.2: Logaritmo natural de S(wg) em funcao das frequéncias wp e wp em unidades de J para diferentes valores de A.
As retas comecando a partir da origem tornam evidente o comportamento em (3.1.20) para quando Ae jj' =0 Picos em
S(wp) em posicoes correspondendo a linhas curvas nos graficos indicam uma dinamica prépria dos valores de Ac j ;7 em
relagdo a wp, visto que (3.1.20) descreve apenas retas para valores constantes de Ae ;7. As linhas tracejadas verdes nos
gréficos indicam areta wg = wTD, uma frequéncia caracteristica de cristais temporais.

Esse resultado é mais geral do que parece. Ele é decorréncia da periodicidade da base de Floquet que pode ser
usada para descrever o sistema e ird ocorrer para o espectro de poténcia de qualquer observével da forma'

o =Z|<%|\P(r)>|2 (3.1.21)

sendo |¥;) um espinor constante no tempo arbitrario.

As figuras 3.2 mostram o logaritmo natural de S(wg) para os diferentes valores do pardmetro de anisotropia
A estudados. A andlise recém feita descreve a maior parte do comportamento apresentado pelas Figuras 3.2, no
entanto, se fosse considerado Ae;jj» como fixo para todas as wp, (3.1.20) ndo seria capaz de gerar linhas curvas
como pode ser constatado nas Figuras. Portanto, ha uma variacdo de Ae;» com wp que ndo € explicitamente

1 Essa conclusdo pode ser diretamente verificada ao se constatar que a substituicio dos estados sobre os quais | W (£)) est4 sendo projetada
em (3.1.4) por qualquer outro estado constante ndo muda em nada o raciocinio desenvolvido a partir de (3.1.8).
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mostrada em (3.1.20) sendo resultado de uma dinamica intrinseca ao potencial. Essa dindmica faz com que,
para determinados valores de wp, haja picos em S(wg) correspondendo a uma frequéncia de resposta wg = “’TD
como mostrado pelas linhas verdes pontilhadas nas Figuras 3.2. Ou seja, nesses casos o periodo de resposta
do sistema é um multiplo inteiro do periodo do driving, abrindo margem a indagacao de se sistema poderia
ser um cristal temporal. A préxima sec¢do trata também de outro potencial de driving capaz de transformar o
sistema em cristal temporal. De fato uma das primeiras realizacdes experimentais de cristais temporais veio do

estudo de sistemas semelhantes ao estudado na préxima secao [28].

3.2 PULSO DE ROTACAO

O pulso de rotagdo é um potencial V() adicionado ao Hamiltoniano que realiza uma rotagao periédica dos
spins do sistema num angulo 0; determinado e pode ser implementado com as matrizes de Pauli O'EC” para cada
sitio. Para que a rotacao seja aplicada instantaneamente num instante ¢, = nT, sendo T o periodo do pulso,

V(1) deve ser definido por?:

N
V(D= lze,-sgg)
i=1

o] N p. . o)
Y s(t-nT) =V = Z%agg’] Y &(t-nT) (3.2.1)
i=1

n=ngp n=ny

em que 1y denota o inicio da aplica¢do dos pulsos no dominio temporal considerado, portanto, ng = [[—T"] No
caso deste trabalho, os pulsos sdo aplicados desde o inicio da dindmica do sistema, de forma que ny =0 e
o periodo escolhido foi T = 0,786 unidades de /™!, correspondendo a uma frequéncia de driving wp = 7,99
unidades de J, ja que wp = 27” Como pode ser visto, esse potencial é descrito pelo produto de uma matriz
de rotacdo R constante independente no tempo por uma soma de deltas de Dirac que implementam sua
periodicidade. Somando V(#) ao Hamiltoniano de Heisenberg homogéneo e anisotrépico por interacdes de

Ising, seguindo o trabalho de [31], a dinAmica do sistema serd regida pelo operador H(t) dado por:

f+

Ht)=Hy+RY_ 6(t—nT) (3.2.3)

n=0

(e8]

Oi 5(t—nT) (3.2.2)
=0

N .
> %oy

i=1

JN=L(1 o o
H@®=-3 > {5 [1—0(”-0(”” +A[I+a(zl)a(2’+l)

i=1

n

Pode se notar o produto da parte estatica de H(¢) por mais um fator de global de % se ela for comparada
com os Hamiltonianos estudados nas Sec¢des anteriores. Esse fator extra ocorre para melhor conectar no
Hamiltoniano descrito aqui em termos das matrizes de Pauli com uma descri¢ao em termos dos operadores
de spin. Como os Hamiltonianos estudados anteriormente somente diferem dessa descricdo por um fator
multiplicativo, os resultados apresentados neste trabalho até este momento divergem da descri¢do do sistema
com operadores de spin apenas por um fator de escala.

Apesar da dependéncia temporal, hd uma solugdo exata para esse sistema. Num intervalo de tempo [#', 7]
que ndo contenha nenhum pico resultante das deltas de Dirac, o operador evolucdo temporal é dado por (3.0.4)
levando-se em conta apenas Hy e sua aplicacdo a algum estado |'¥) da rede leva a (2.0.2). No entanto, quando

hd a presenca de algum instante ¢, que corresponda a um pico nessas deltas, o operador evolucao temporal

2A principio, a forma mais geral desse potencial também envolve um deslocamento de fase nas deltas de Dirac, mas os efeitos desse
deslocamento sdo triviais como pode ser constado na expressao final para o operador evoluc¢ao temporal obtido em (3.2.5).
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deve ser dado pela relacao de recorréncia (3.0.5). Tomando um intervalo de tempo que contenha somente um
pico, W =1t,,, — 1, t;;, + T[, essa recorréncia pode ser expressa como:
tm+T
Upa1(ty + 71, tm—r)zl—if HyUy,(t, ty, —1)dt+iRU,(tm, ty — T) (3.2.4)
tm—T
O valor de 7 pode ser arbitrariamente pequeno e, a medida que diminui, a contribuicao de Hy para a
evolucdo temporal do sistema diminui cada vez mais. No limite, somente o termo com a matriz R contribui

para o operador evolucdo temporal e essa relacdo de recorréncia pode ser resolvida para:
Ult, tm) = e 'R (3.2.5)

Combinando os resultados obtidos para intervalos de tempo sem e com a aplicagado de R, o efeito do produto
ordenado no tempo mostrado em (3.0.6) pode ser apreciado, no sentido de que ele orienta como as diferentes
partes de U devem ser colocadas juntas para gerar a evolucao temporal do sistema. Entretanto, o resultado
obtido em (3.2.5) mostra que o modelo teérico utilizado pode ainda ser refinado ja que ele viola a condicdo de
que U(t,t) = I Vt. Apesar disso, o limite:

lim (U(t,1')) =1 (3.2.6)
t'—t

para qualquer tempo, mesmo os que levem a algum pico em H().

A partir de sua decomposicdo em autovalores e autovetores, a aplicacdo do operador em (3.2.5) num estado
|'?P) do sistema pode ser dado de forma semelhante a (2.0.2) e o método exato para a dinamica do sistema pode
ser adaptado. Nesta secdo, o sistema foi iniciado na configuracao | W) = |1) de spins alternados e sua dindmica
para o caso de 5 particulas foi monitorada através de sua fidelidade e magnetizacado. O primeiro caso estudado
foi o pulso 7, em que 6; = 7 radianos para todos os sitios e com A = 0. O efeito desse pulso é uma inversao dos
spins da rede que pode ser facilmente verificado pela fidelidade do sistema na Figura 3.3a. Ao serem “girados",
os espinores do sistema passam a evoluir no tempo num subespago V de magnetizacao oposta a magnetizacao
do estado inicial criando regides em que F(t) é identicamente nula. Como hd uma correspondéncia biunivoca
entre os elementos do subespaco de |¥() e esse subespaco, quando os espinores sdo girados novamente, sua
dinamica continua ocorrendo como se nenhuma rotacao tivesse sido aplicada, explicando o comportamento
de F(1).

Esse efeito também fica visivel na magnetizacdo do sistema, mostrada na Figura 3.3c, que fica oscilando
entre os valores de % e —% causando um pico no médulo quadrado de sua transformada de Fourier na metade da
frequéncia do pulso de rotacao, como destacado na Figura 3.3e. Ao se fazer uma rotacdo num angulo 8; =7 — ¢,
o comportamento da fidelidade fica mais complexo, como mostrado na Figura 3.3b, com o sistema nem sempre
sendo levado a um subespaco ortogonal ao estado inicial. Para ¢ pequeno, como no caso deste TCC, em que
¢ =0, 1 radianos, o pulso faz surgir um batimento na magnetizacao do sistema, como mostrado na Figura 3.3d,
causando uma divisdo de picos na transformada de Fourier de m(#), como seu médulo quadrado é capaz de
mostrar na Figura 3.3f.

Incrivelmente, esse batimento em m(¢) pode ser corrigido ao se introduzir as interagcdes de Ising no Hamil-
toniano. Ao se definir A = 10, as Figuras 3.4 mostram que a fidelidade do sistema oscila praticamente entre o
estado inicial e subespagos ortogonais a ele e que a magnetizagdo do sistema volta a oscilar praticamente sem
batimentos apesar de ¢ # 0. Isso pode ser visto claramente no médulo quadrado da transformada de Fourier

de m(t) na Figura 3.4c que apresenta somente um pico. Esse resultado mostra um trancamento no periodo
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Figura 3.3: Fidelidade F(f) = [(¥o|¥(1))|? (Figuras (a) e (b)), magnetizacio m(t) = (‘P(t)IS(ZT)I\I’(t)) (Figuras (c) e (d)) e
|m(w) |2 (Figuras (e) e (f)) do sistema para uma configuracao inicial [¥o) = |1) de 5 particulas de spins alternados. O sistema
foi analisado inicialmente com A = 0 e os pulsos de rotagdo em angulos de 7 — ¢ radianos foram aplicados ao sistema. Nas
Figuras (a) e (b), a linha verde ao fundo é o resultado para F(¢) na auséncia do pulso de rotac¢ao e nas Figuras (e) e (f) a
linha verde marca o ponto w = %2. O batimento na magnetizagdo com ¢ # 0 fica claro ao se constatar a presenca de dois
picos em torno dessa frequéncia na Figura (f). Os resultados mostrados nas curvas azuis foram obtidos com o método exato
adaptado e os quadrados vermelhos sao os resultados obtidos com o método de Crank-Nicolson.
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Figura 3.4: Fidelidade F(1) = |(¥o|¥(1))|? (Figura (a)), magnetizacio m(t) = (‘P(t)IS(ZT) |¥(#)) (Figura (b)) do sistema e sua
transformada de Fourier (Figura (c)) para uma configurac¢ao inicial | W) = |1) de 5 particulas de spins alternados submetidos
aum pulso de rotacdo em 7 — ¢ radianos com ¢ = 0, 1. A presenca de interacdes de Ising em H(t) acaba compensando o
batimento na magnetizacao introduzido por ¢, como fica claro em |m(w) 2, caracterizando um comportamento de cristal
temporal para o sistema. A linha verde ao fundo da Figura (a) é a fidelidade do sistema sem a presenca do pulso de rotacdo e
a linha verde na Figura (c) marca o ponto em que w = “)Z—D. Os resultados mostrados nas curvas azuis foram obtidos com o
método exato adaptado e os quadrados vermelhos sdo os resultados obtidos com o método de Crank-Nicolson.

de resposta da magnetizacdo do sistema frente ao pulso de rotacdo. Tal trancamento rigido com o dobro do
periodo do pulso representa uma quebra da simetria de translacdo temporal do sistema, confirmando que ele
se encontra na fase de cristal temporal [30]. Se comparado com os resultados da Secao anterior, ndao se pode
concluir definitivamente que o sistema submetido ao protocolo de potencial J, oscilante apresentou um regime
de cristal temporal porque a robustez da frequéncia de resposta do sistema wg = “’TD ndo foi demonstrada. Para
isso a implementacao de um desvio do protocolo do potencial oscilante deveria ser definida, o que ainda é
uma questdo em aberto, diferentemente do desvio ¢ do dngulo de  radianos definido para o pulso de rotacao

tratado nesta Secao.
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Conclusoes

Neste trabalho um estudo da dindmica do modelo de Heisenberg homogéneo e isotrépico foi feito em
diferentes situagdes. Foram definidas no Capitulo 2 as quantidades fisicas usadas para caracterizar o sistema:
fidelidade F(f) e magnetizacdo m(t). Com isso o seu comportamento foi estudado num cendrio de poucas e de
muitas particulas para se entender como estas propriedades escalam com o tamanho do sistema em particular.
A representacdo reduzida possivel por causa da relacdo de comutagdo do Hamiltoniano de Heisenberg H; com
a projecao do spin total do sistema na dire¢do z S(ZT) é valiosa na generalizacdo dos estudos de Hs para um
cendrio de mais particulas, pois para determinadas escolhas para o estado inicial do sistema, pode se evitar o
aumento exponencial do espago de Hilbert do sistema com o ntimero de particulas.

O estudo da fidelidade foi 1itil como uma preparacao para a andlise da probabilidade de se encontrar uma
impureza nas bordas do sistema P(t) quando o potencial J, oscilante foi analisado no Capitulo 3. Observaveis
como a F(f) sdo importantes em estudos de computacdao quantica pois fornecem uma visualizacao facil
de se o sistema encontra-se num determinado estado quantico desejado; no entanto, a sua relacdo com o
Hamiltoniano torna-se cada vez mais complexa a medida que o tamanho do sistema cresce. Isso foi bem
mostrado nos médulos quadrados de sua transformada de Fourier |F(w) |2, mostrados nas Figuras 2.1b, 2.4,
2.5b e 2.5d, em que trés problemas no reconhecimento dos picos de |F ()|? com as energias da cadeia de
spin foram identificados. Dois desses problemas dizem respeito ao limite de resolucdao dos picos e ao seu
discernimento de ruidos oriundos da integracao numérica usada para se obter F(w). Apesar desses problemas
poderem ser teoricamente contornados com um refinamento do método numérico de integragado, haverd um
limite experimental de resolucdo e discernimento para uma observacao direta desses picos que ndo podera ser
contornado. O terceiro problema se refere justamente a natureza desses picos, pois, como eles sdo resultado de
uma subtracdo de energias, eles podem se sobrepor mesmo para energias ndo degeneradas.

Apbs esse estudo preliminar, dependéncia temporal periddica e anisotropia foram introduzidas no Ha-
miltoniano no Capitulo 3. O primeiro caso tratado nesse Capitulo foi o potencial J, central oscilante no
Hamiltoniano de Heisenberg de quatro particulas com uma anisotropia ligada a intera¢des do tipo Ising. No
estudo da impureza, o observavel P(¢) definido em (3.1.4) foi introduzido para o estudo de como essa impureza
se desloca na cadeia ao longo do tempo. A medida que o parametro de anisotropia A crescia, uma resposta
sub-harmonica se tornava mais evidente mesmo para diferentes frequéncias do potencial de driving escolhido
como visto nas Figuras 3.1.

Esse comportamento motivou a investigacdo do espectro de poténcia de P(¢), S(wg), que encontrou uma

26



Capitulo 4. Conclusoes

relacdo simples aplicavel a ele, descrita em (3.1.20), vélida para todos os observaveis semelhantes a P(f) como
descrito em (3.1.21). Esse resultado foi uma validac¢édo da teoria de Floquet para o tratamento desse tipo de
Hamiltonianos pois ela forneceu o fundamento basico para obté-lo. (3.1.20) também revelou uma dindmica
intrinseca nas quasienergias de Floquet para o sistema que se tornava cada vez mais evidente a medida que a
anisotropia no Hamiltoniano se tornava mais dominante, como mostrado nas Figuras 3.2.

Apo6s o estudo do potencial J, oscilante, a atengdo deste trabalho se voltou ao pulso de rotagdo com uma
motivagdo de reproduzir o fendmeno de cristais temporais. Junto com o termo de anisotropia, foi acrescentado
um pulso ao Hamiltoniano de Heisenberg de cinco particulas que primeiramente girava os spins do sistema

num angulo de 7 radianos. Isso representa uma violacdo da relacdo de comutacdo de H; com S(ZT)

, 0 que
provocou uma dindmica na magnetizacdo do sistema. Nesse caso, essa dindmica é uma oscilagdo com o
dobro do periodo do driving como mostrado na Figura 3.3c. Quando esse pulso foi feito com um pequeno
desvio ¢ do angulo de n radianos, foi constatado que para grandes valores de A, o batimento introduzido na
magnetizacdo, mostrado na Figura 3.3d pela imperfeicdo retornava a uma oscilacéo simples, caracterizando a
fase de cristal temporal sem a necessidade da introducdo de desordem ou de interacdes de muitos corpos, na
linha de pensamento de [31].

Os préximos passos a serem tomados a partir deste trabalho podem incluir a extensao das observacoes
feitas no Capitulo 3 para o caso de muitas particulas. A generalizacdo do pulso de rotacdo ndo apresenta
problemas conceituais, entretanto apresenta um problema de implementacao, visto que o Hamiltoniano do
sistema ndo comuta mais com S(ZT) forcando o uso de todo o espacgo de Hilbert para a descri¢do do sistema. Jd a
generalizacao do potencial J, oscilante ja levanta mais discussdes tedricas, visto que uma aplicagao rigorosa
da definicdo de J;(¢) em (3.1.2) pode ndo garantir uma manutencdo escaldvel das propriedades do sistema
investigadas na Sec¢do 3.1.

Ha ainda outra possibilidade de ampliacao dos tépicos investigados neste TCC, motivada pelos experimen-
tos recentes realizados pelo grupo do Professor L. Fallani [36]. Ela consiste em aumentar o espago interno dos
constituintes da cadeia de spin e estudar sistemas com simetria SU (n). Essas duas possibilidades de generaliza-
¢do vistas neste Capitulo, foram escolhidas justamente por se tratarem de extensdes naturais e inéditas dos
temas aqui tratados podendo ser assuntos de futuros trabalhos.
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Material Complementar

A.1 A RELACAO DE COMUTACAO DE S."’ coM H;

Nesta secdo sera estudada a relacao de comutacao dos Hamiltonianos estudados ao longo deste TCC com o
operador spin total na diregado z, definido no Capitulo 2 como:

1Y
st = 5 Y o (A.1.1)
i=1

Comecando pelo Hamiltoniano Hg ndo perturbado apresentado no Capitulo 2 por (2.0.1) mas para um caso

inomogéneo, o comutador C = [ S S(T)] serd!

C=HS! - s Hy (A.1.2)
12 X M _G+D _(k K () _(+D G _G+D _(k K () _G+D
:ZZ Z]j{ ol e® —oWe Vel ]+[ay’ o/ Vo -ocWo 0y ]+ (A.1.3)
Jj=1k=1
+[U(ZJ)UZ;+1) k) _ (k) (J) ZJ+1)]}

17! () U+D. (+1) (+1)

C=- Z]]{ oo} (k)] [a a] ,T (k)] [a a] Ny (Zk)]} (A14)
4 Jj=1k=1

S P N

0 k) (j+1) (]) (]+1) (k) 0 ]| G+
o+ [0, 0] 04 100 [, 0] 4 [0, 0] oY)

UECJH) +0_§/j) [Ug/JH)’g(zk)] + ... (A.1.5)

Mas como [ng),o;q)] = 2i6pq6ijk0§€p), em que €;k é o tensor de Levi-Civita, (A.1.5) pode ser reescrito para:

N-
_ I ) u+1) O G+ () _G+D () _G+D) _ 4
__5 Z { toy oy -0y 0, -0y 0; }—0 (A.1.6)

1A relagdo de comutagdo de S(ZT) com as identidades em (2.0.1) é trivial. Com isso pode se perceber que essa demonstracao também é
aplicdvel ao Hamiltoniano (1.0.1) apresentado na Introdugao.
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A demonstracdo dessa relacdo de comutacdo também é capaz de mostrar que se interacdes do tipo Ising
forem acrescentadas, Hg continuaria comutando com S(ZT) pois elas acrescentariam termos que sao dados por
expressoes idénticas as componentes na componente z de H;. Com isso, essa expressao também demonstra
que o Hamiltoniano dependente do tempo usado no tratamento do potencial J, oscilante também comuta com
S(ZT) para qualquer tempo, visto que a homogeneidade do Hamiltoniano n3o a afeta. De fato a tinica condigdo
que H; precisa atender para comutar com S(ZT) é ser isotropico nas direcoes x e y, ndo necessariamente na
dire¢do z, compativel com modelos XXX ou XX Z. Como essa a relacdo de comutacao entre as matrizes de
Pauli vém da invariancia rotacional em trés dimensoes, a relacao de comutagdo de S(ZT) com H; continua vélida
mesmo para outros espacos de spin.

A partir dessas consideragdes, pode-se perceber que a relacdo de comutacao de H(¢) com o operador S(ZT)

para o pulso de rotacao, dependera somente do comutador entre V (), descrito no Capitulo 3, e S(ZT):

(T) _ o(T) fi XX G0 (-
c=vns sV =cw ==~ 0j{odo -o®od} (A.L7)
j=1k=1
em que:
o0
fn=Y 6(t-nT) (A.1.8)
n=0

com T sendo o periodo do potencial de driving. Com isso e aplicando a relacdo de comutacao entre as matrizes
o de diferentes sitios e direcdes, (A.1.7) se reduz a:

t- N N . 7 l- N .
C(t) = % Y Yo, aﬁg],a;'@] = C(t) = - lf4( ) Y 0j0) (A.1.9)
j=1k=1 j=1

Como esse comutador s6 ndo é nulo nos instantes ¢ = nT, o padrdo oscilante com pulsos quadrados na
magnetizacdo do sistema se justifica na Se¢éo 3.2.

A.2 O METODO DE CRANK-NICOLSON

Como j4 visto na Introducao, o método de Crank-Nicolson é um método numérico para se encontrar uma
solucao para a equacgao de Schrodinger. Contextos normais de sua aplicacdo incluem equacoes diferenciais
no espaco e no tempo, como a resolucao de equacgdes de transmissao de calor [32], mostrada na proposicao
original desse método ou, mais recentemente, da equacgao ou de Gross-Pitaevskii [34]. Ainda assim, ndo é sem
precedentes o uso desse método para a resolucdo de equacdes para equacoes diferenciais apenas temporais em
espacos de Hilbert finitos como os trabalhados aqui neste TCC [33]. Adaptando de [37], a evolucdo temporal do
sistema pode ser dada,por:

10, 1¥(1)) = H(®) ¥ (1)) (A.2.1)

O primeiro ponto a ser abordado na solucdo dessa equacdo € a discretizacao da derivada temporal. Para o
tempo discretizado como ¢ = ty + ndt, a equacao de Schrodinger associada se torna, adotando um método
explicito de discretizacao:

e TR0 (h22)
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em que |¥), =¥ (f + ndt)). Dessa forma, isolando |¥)+1:
(WYne1=U—-iH()O61) V), (A.2.3)

Também podemos escrever |V) ;.1 = U(n+ 1,n)|¥),, ou seja, o operador evolucdao temporal encontrado é

Un+1,n) =(I—-iH(t)6t). Esse operador € unitario em primeira ordem, visto que:
Un+1,n) Um+1,n=U+iHOSOU-iH@®)6H)=>Um+1,n) Umn+1,n) =I+[HD)?61 (A.2.4)

Un+1,n'Um+1,n=1+9(61%) (A.2.5)

Entretanto a evolucédo temporal obtida com esse operador é instavel para qualquer ¢ > 0 que se tome. Isso

pode ser visto ao se calcular os autovalores de U(n + 1, n) em (A.2.3), que sdo:
. pt+0
Aj() = 1—iE;(05t = Aj(1) = T|e S Esodt (A.2.6)

Esses autovalores seriam a aproximacdo em primeira ordem do operador evolugdo temporal obtido com a série
de Dyson e, devido a sua estrutura, devem ter norma unitaria. Impor essa condigdo aos autovalores A (1) ird

impor uma restricdo a  t de tal forma que:
1+ Ej(0)*0t°=1=51*=0 (A.2.7)

Ou seja, para qualquer que seja o passo temporal tomado, a norma da solucao nao € preservada e como |/l i \2 =1,
a solucdo tende a divergir.

Uma forma de contornar esse problema, seria usar um método implicito de se obter a solucdo de (A.2.1),
aplicando o Hamiltoniano também a [V),,41:

k4 n+l — k4 n
i% = H(D) W) i1 (A.2.8)

Isolando para |¥),+1, obtém-se:
W) i1 = L+ iHBSH) W), (A.2.9)

Nesse caso, os autovalores do operador evolugao temporal sao:

A0 = = A0~ T [en 10 Byt (A.2.10)

1
1+iE;j()6t
Apesar de ainda haver o mesmo problema de antes com a norma da solucao, com essa abordagem, a solu¢ao
tende a 0 ao invés de divergir.

O método de Crank-Nicolson representa um refinamento dessas duas abordagens para a solugao de (A.2.1)

ao combindé-las tomando o lado direito como uma média das aproximacdes explicita e implicita.

v -|¥Y H(t
P20 0 41930 (A2.11)
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Isolando |¥) 41, U(n+1,n) fica:

iHHS6t\ ™! iH(H6t

Un+l,n) =+ —— I——— (A.2.12)

2 2

com autovalores
iEj(t)ﬁt 5t
- = 5 . L+ )
Aj(D= e = 4= T o7 B0t (A.2.13)
1+ 2072
2

ainda como aproximacoes de primeira ordem dos autovalores de U(n + 1, n) obtido com a série de Dyson. Mas

dessa vez:
[E;j(n]*612

A0 = ——L— = A0 =1 (A.2.14)
[Ej(n]°612
1+ =—=—
Portanto ao se combinar uma abordagem explicita com uma abordagem implicita, o método de Crank-Nicolson
fornece uma solucdo numérica para a equagao de Schrédinger dependente do tempo usando apenas aproxima-
¢oes de primeira ordem no tempo, e ainda consegue preservar a norma da solucao.

A.3 O METODO DE FLOQUET

O método de Floquet é um anzatz para se encontrar uma solucao exata para a equagdo de Schrodinger dado
um Hamiltoniano periédico dependente do tempo de periodo T. Ele é baseado no teorema de Floquet [38] [39],
que fornece uma base dependente do tempo na qual a solucao do sistema pode ser expressa. Dessa forma, se

H(t+ T) = H(t) for uma matriz quadrada de dimensao m, |¥(t)) pode ser escrita como [29]:

m .
P() =) cje "i'|®;(1) (A.3.1)
j=1
em que |®;(r+T)) = |®;(1)). Em (A.3.1), {|®;())} constitui uma base ortonormal para o sistema, €; sdo as
chamadas quasienergias do sistema e ¢; = ((I) i (0) |‘I’(0) ) Os expoentes na exponencial em (A.3.1) também sdo
tradicionalemente chamados de modos de Floquet. Inserindo (A.3.1) na equacao de Schrédinger, um anélogo a
equacdo de Schrodinger independente do tempo surge:

(=i0:+ H®) W (1)) =€ ¥ (1)) = A () V(1)) =€ V(1)) (A.3.2)

Portanto, apesar de € j ndo ser uma autoenergia de H(r), ela ainda ainda se relaciona com a evolucdo temporal
do sistema por ser os autovalores de #(t). Apesar de providenciar maior semelhanca com as equagdes espaciais
obtidas da equacao de Schrodinger, a resolucdo de (A.3.2) pode ainda ser dificil de ser obtida analiticamente, de
forma que uma solugdo numérica se faz necessaria. Entretanto, por causa da periodicidade da base, (A.3.2)
s0 precisa ser resolvida ao longo de um periodo para se encontrar solu¢oes para qualquer tempo, sendo uma
grande vantagem em relacao a um método numérico direto.

A solucao de (A.3.2) pode ser obtida ao se observar o efeito da aplicagdo do operador evolucao temporal
U(t+ T, t) no intervalo de um periodo sobre um dos elementos da base de (A.3.1):

U(t+ T, 1) |y (1) = e D, (£ + T)) (A.3.3)

31



Apéndice A. Material Complementar

Mas como |, (1)) é periddica de periodo T, entao |D,(¢)) é autoestado do operador evolugdo temporal sobre

um periodo de autovalor y; = e~i€+T) Dessa forma, a partir do operador U(T,0) as quasienergias e j podem

ser determinadas por:

arg(p;)
T

e a diagonalizacdo de U(t + T, t) ao longo de um periodo fornece a base dependente do tempo a ser usada em

(A.3.1) para a obtenc¢do da solu¢dao num tempo arbitrario.

€j=i (A.3.4)
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