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RESUMO

O processo de transformacao da biomassa em biogas, conhecido como
Digestao Anaerdbia, tem se tornado uma importante fonte de pesquisa nos ultimos
anos. Uma das vantagens deste processo é a transformacgao de lixo em energia
utilizavel, reduzindo a emissao de gases tdxicos na atmosfera. O processo de digestao
anaerobia é complexo, formado por varias etapas de interagoes metabodlicas, que
ocorrem na auseéncia de oxigénio, realizado por populacoes bacterianas. Estas etapas
fornecem um conjunto de reacoes quimicas, as cujas espécies sao utilizadas para
formar o sistema de equagoes diferencias ordinarias que descreve a cinética quimica
do modelo. Em geral, este sistema é acoplado e nao linear, sendo necessarios métodos

numeéricos para resolve-lo.

Neste trabalho, apresenta-se a modelagem quimica e mateméatica do
processo de digestao anaerdbia. Sao propostas modelagens para este processo a
partir de quatro conjuntos de reacoes quimicas, para cada um deles considera-se a
celulose como substrato. Resolve-se numericamente o sistema cinético de equagoes
diferenciais ordinarias dos modelos. O nivel de independéncia da malha é avaliado
através do célculo do indice de convergéncia de malha. Obtém-se também solugoes
analiticas do problema: via simplificacoes das equacoes diferenciais ordinarias e pelo
método da decomposicao de Adomian, com o tempo discretizado. Os resultados
obtidos com a solugao analitica sao comparados com resultados numéricos e verifica-
se que ha concordancia entre estas solucoes. Além disso, é realizada uma anélise
de sensibilidade para verificar a importancia das reacoes e espécies envolvidas no

mecanismo de reagao do modelo considerado.
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ABSTRACT

The process of transformation of biomass into biogas, called Anaerobic
Digestion, has been a research topic of increasing importance in recent years. One
of the advantages of this process is the transformation of waste into usable energy,
reducing the amount of toxic gases released in the atmosphere. The anaerobic di-
gestion process is complex, consists of several stages that occurs in the absence of
oxygen, performed by bacterial populations. These steps provide a set of chemical
reactions, whose species are used to form the system of ordinary differential equa-
tions that describes the chemical kinetics of the model. In general, this system is

coupled and nonlinear, requiring numerical methods to solve it.

In this work, we present the chemical and mathematical modeling of the
anaerobic digestion process. We propose modeling for this process from four sets of
chemical reactions, considering the cellulose as substrate. We simulated, numerically
solving the kinetic system of ordinary differential equations of the models. The grid
independence level was evaluated from the Grid Convergence Index. We obtain the
analytical solution of the problem in two ways, in the first of them the equations
were simplified and in the second by the use of the Adomian decomposition method,
applied to the time variable. The results obtained with the analytical solution were
compared to the numerical results and it was verified agreement between these
solutions. In addition, a sensitivity analysis is performed to verify the importance

of the reactions and species involved in the reaction mechanism of the model.

Xvi



1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos, com o aumento do custo do petréleo e com suas
reservas mundiais se esgotando, a necessidade de fontes de energia alternativa a
partir de recursos locais vem aumentando rapidamente. Um dos recursos disponiveis
e que tem grande possibilidade de desenvolvimento e viabilidade é a biomassa [47,
87]. De modo geral, a biomassa é a matéria-prima mais abundante do mundo,
constituida por substancias de origem organica (vegetal, animal e microorganismos)
e, ao contrario das fontes fésseis de energia, como o petréleo e o carvao mineral, a

biomassa é renovavel em curto intervalo de tempo [14, 40, 44].

Através de processos termoquimicos e bioquimicos [88, 112], tais como,
gaseificagao [8, 58, 65, 104, 133, 143] e digestao anaerdbia [82, 131, 144], respectiva-
mente, obtém-se um gas de grande relevancia para a geracao de energia, conhecido
como metano, representado pela férmula quimica CHy. O grande interesse nes-
tes processos deve-se ao fato da transformacao da biomassa em metano apresentar
vantagens para a natureza e, consequentemente, para o ser humano. Uma das van-
tagens ¢é a transformacao de lixo em algo produtivo, que diminui a quantidade de
gases toxicos lancados na atmosfera e ainda gera energia utilizavel. O metano é o
principal componente do biogés, fonte de energia renovével [127], classificado como
biocombustivel que pode auxiliar o ser humano a se emancipar da dependéncia dos

combustiveis fésseis.

A principal intencao no uso do biogas é substituir os gases de origem
mineral como o GLP (Gés Liquefeito de Petréleo), usado no gas de cozinha, GN
(Géas Natural) usado em equipamentos domésticos, e GNV (Gés Natural Veicular),
ambos extraidos de reservas minerais. Ele pode ser empregado nos mais variados
tipos de produtos, como em fogoes domésticos, lampioes, motores de combustao in-

terna (automdveis), geladeiras, chocadeiras, secadores de graos ou secadores diversos



e aquecedores. Por exemplo, na producao rural, o biogés ¢ utilizado no aquecimento
de instalacOes para animais muito sensiveis ao frio ou no aquecimento de estufas de
produgao vegetal [77]. Além disso, pode ser usado na geracao de energia elétrica,
através de geradores elétricos acoplados a motores de explosao adaptados ao con-

sumo de gas.

Uma das vantagens de utilizar o biogds como fonte de energia é a

reducao da poluicao atmosférica, desacelerando o aquecimento global.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste estudo é modelar e simular o processo de
transformacao da biomassa em biogés, sugerindo possiveis melhorias no processo de

sua transformacao.

1.1.1 Objetivos Especificos
e Modelar a cinética quimica do processo de digestao anaerdbia para
producao de biogas.

e Estimar a concentracao de biogas em funcao do tempo, resolvendo

numericamente as equacoes diferenciais ordinarias que regem o problema.

e Desenvolver solugoes analiticas para o sistema de equacgoes diferenciais

ordindrias que regem o problema.
e Comparar as solugoes analiticas com as solugoes numéricas.

e Fazer uma anélise de sensibilidade para reconhecer as principais reagoes

e espécies envolvidas no modelo.



1.2 Organizacao da tese

A fim de alcancar os objetivos descritos anteriormente, este trabalho

estd organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2: Apresentam-se as fontes de biomassa e como elas sao
constituidas. Também sao apresentadas informacoes sobre o biogas, mostrando sua
composicao e o seu principal uso. Além disso, apresenta-se uma revisao da literatura
sobre o biogas e o desenvolvimento do processo de digestao anaerdbia, incluindo

modelos existentes, desde 1600 até os iltimos anos.

Capitulo 3: Descreve-se a modelagem quimica e matematica do pro-
cesso de digestao anaerobia. Em seguida, sao propostos quatro conjuntos de reagoes
quimicas que modelam o problema. Por fim, para cada modelo é apresentado seu

respectivo sistema cinético de equacoes diferenciais ordinarias.

Capitulo 4: Faz-se uma revisao de métodos numéricos explicitos (mais
especificamente os métodos Runge-Kutta) e apresenta-se um método semi-implicito,
chamado Rosenbrock, que pode ser usado para resolver sistemas de equacgoes rigidas.
Ambos os métodos sao utilizados para simular os modelos propostos para processo
de producao de biogas. Ainda no capitulo 4, é realizado um estudo sobre a estimativa
de erro através da extrapolacao de Richardson para obter o indice de convergéncia

da malha (Grid Convergence Index - GCI).

Capitulo 5: Apresentam-se formas analiticas para resolucao do pro-
blema. A primeira delas é via simplificagoes das equagoes do modelo, e a segunda é
através de um método conhecido como decomposicao de Adomian (Adomian Decom-
position Method- ADM). Verifica-se que quando utilizado o método da decomposigao
de Adomian com o tempo discretizado ocorre convergéncia para a solugao. Além
disso, para comprovar esta convergéncia é realizada uma andlise de convergéncia,

obtendo-se estimativas de erros para solugoes aproximadas pelo ADM, para um sis-



tema de EDQO’s de primeira ordem acoplado e nao linear. O resultado é aplicado ao

primeiro modelo proposto e, assim, garante-se a convergéncia para a solugao.

Capitulo 6: Desenvolve-se a teoria sobre analise de sensibilidade, a
qual tem a finalidade de verificar a importancia das reagoes e espécies envolvidas no
mecanismo de reacao proposto. Neste estudo encontram-se a analise de sensibilidade

de concentragao e a analise de componente principal.

Capitulo 7: Apresentam-se as simulacoes, resultados e discussoes. En-
tre os resultados, mostram-se os valores do GCI ao utilizar os métodos de Runge-
Kutta de quarta ordem e quatro estagios e o método de Runge-Kutta simplificado.
Além disso, através de estimativas de erros, compara-se a solucao obtida pelo método
de Adomian modificado com os resultados obtidos pelos métodos numeéricos citados
anteriormente. Resultados da anédlise de sensibilidade de concentracao também sao
discutidos, mostrando o principal envolvimento de cada espécie em cada reacao. E a
partir da analise de componente principal reagoes menos importantes sao eliminadas

do modelo em questao.
Capitulo 8: Apresentam-se as conclusoes.

Apos o Capitulo 8 encontram-se as Referéncias Bibliograficas e por fim

os Apéndices, como segue:
Apeéndice 9.1: Mostra-se uma descrigao sobre a energia livre de Gibbs.

Apéndice 9.2: Apresentam-se algumas consideracoes técnicas da plata-

forma computacional e softwares utilizados no desenvolvimento do trabalho.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Pelo menos desde o final do século XX, o aproveitamento da biomassa
para a geragao de biocombustiveis tem motivado diversos estudos. Além disso, com
o recente avanco da capacidade computacional, com o desenvolvimento de novas
técnicas numéricas e novos modelos para descrever os complexos processos fisicos
e quimicos, verifica-se um aumento do nimero de trabalhos publicados sobre a si-
mulacao numérica envolvendo as rotas termoquimica e bioquimica de conversao da

biomassa.

Um dos processos para geracao de fontes renovaveis que tem recebido
muita atencao é a Digestao Anaerdbia (Anaerobic Digestion - AD) [83], processo
bioquimico de conversao da biomassa, a partir do qual a matéria organica ¢ decom-

posta em um ambiente anaerébio (sem a presenga de ar), produzindo o biogds.

A seguir, é feita uma revisao bibliografica sobre o desenvolvimento do
processo de digestao anaerobia, destacando sua histéria e o uso do biogas ao longo

dos anos.

2.1 Biomassa

A biomassa, fonte de energia renovavel, tem papel fundamental no con-
texto energético, ambiental e socioeconomico [64, 132]. As fontes de biomassa in-
cluem vegetais nao-lenhosos, vegetais lenhosos, residuos organicos e também os bi-
ofluidos [41, 32]. A Figura 2.1 mostra as fontes de biomassa e alguns exemplos de

onde estas fontes podem ser obtidas.



—>| Sacarideos

Vegetais —>| Celulésicos
> [ndo lenhosos _>| Amilaceos
—>| Aquéticos
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> — > Madeiras
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Biomassa _
—>| Agricolas

L 5 ResLdL!os |
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—>| Urbanos
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L——> | Biofluidos ——> |Oleos vegetais

Figura 2.1: Fontes de biomassa.

A biomassa consiste de elementos como carbono, hidrogénio, oxigénio,
nitrogénio e pequenas proporgoes de enxofre. Além disso, alguns tipos de biomassa
contém também porcgoes significativas de espécies inorganicas. No entanto, a maior
parte de biomassa € ligno-celuldsica, que é a parte fibrosa das plantas, sendo os seus

principais constituintes moleculares a celulose, hemicelulose e lignina [14].

A celulose, representada pela férmula quimica (CgH1905),, é 0 mate-
rial organico mais encontrado na natureza, podendo ser considerada um polimero
de glucose de cadeia longa com elevado grau de polimerizacao. A hemicelulose, re-
presentada pela férmula quimica (C5HgOy),, é uma mistura de polissacarideos de
cadeias menores com estrutura ramificada, e sua composicao quimica depende do
tipo de biomassa. A lignina é um complexo polimero de fenil-propano altamente
ramificado, que atua como uma matriz polimérica, sendo responsavel pela ligacao

entre as fibras de celulose adjacentes [120].
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A Figura 2.2 mostra as moléculas de celulose conectadas, formando
microfibrilas de maior escala, que sao cabos muito longos de alguns microns de
diametro. As microfibrilas asseguram a resisténcia da estrutura, s@o misturadas
com resina lisa de hemicelulose e lignina, onde as moléculas de lignina conectam as

fibras de celulose, e as moléculas de hemicelulose conectam a lignina a celulose [120].

hemicelulose
—

Iignina/

Figura 2.2: Microestrutura de fibras de madeira.

Mais detalhes sobre a composicao quimica da biomassa e algumas in-
vestigacoes a respeito da mesma podem ser encontrados nos trabalhos de Loo et al.

[81] e Vassilev et al. [130].

2.2 Biogas

O biogas ¢ uma mistura de gases produzido pela decomposi¢ao biolégica
da matéria organica na auséncia de oxigénio (processo de digestao anaerébia). Sua
composicao depende do tipo de matéria-prima sujeita ao processo de digestao e do
método de realizagao deste processo. Normalmente, consiste em uma mistura gasosa
composta principalmente de gds metano (C'Hy), gas carbonico (CO,) e pequenas
quantidades de outros gases, como mostra a Tabela 2.1, segundo Zieminski e Frac

[144].



Tabela 2.1: Composicao média do biogas.

Componente Concentragao (em volume)

Metano (C'Hy) 50% - 75%

Diéxido de carbono (COs) 25% - 45%

Agua (H,0) 2% - ™%

Sulfeto de hidrogénio (H,.S) menor que 1%
Nitrogénio (Ny) menor que 2%
Oxigénio (Oy) menor que 2%
Hidrogénio (H,) menor que 1%

Dados retirados de Zieminski e Frac [144].

A producao de biogas ocorre naturalmente por meio da agao de bactérias
na biomassa em qualquer local submerso em que o oxigénio atmosférico nao consiga
penetrar, como em pantanos, no fundo de botijoes d’agua, intestino de animais, en-
tre outros [34]. Ele também pode ser produzido de forma antrépica (agao realizada
pelo homem) como em aterros sanitarios e usinas de biogds através de biodigestores

anaerébios (reatores quimicos que produzem reagoes quimicas de origem bioldgica)

15, 38].

De acordo com os registros existentes, os primeiros estudos sobre o
biogés foram realizados em meados de 1600, quando foi observado por Van Helmont

que a decomposicao do material organico produzia gases inflamaveis.

Em 1776, o fisico italiano Alessandro Volta percebeu que havia uma
conexao direta entre a quantidade de material organico utilizado e a quantidade de
gas produzido. Durante os anos de 1804 a 1808 foi estabelecido pelas pesquisas de

John Dalton e Humphrey Davy que este gds combustivel é o metano (CHy) [3].

Béchamp, em 1868, relatou que a formacao de metano durante a decom-

posicao da matéria organica ocorria através de um processo microbioldgico. Ome-



lianski, na década de 1890, concluiu que micrébios isolados eram responsaveis pela
liberacao de hidrogénio, acido acético e acido butirico durante a fermentacao de
metano. Ele também relatou que o metano talvez tenha se formado devido a reagao

mediada por microrganismos entre hidrogénio e diéxido de carbono [3].

Mais tarde, em 1910, Sohngen apoiou os resultados de Omelianski, afir-
mando que a fermentacao de materiais complexos ocorria através de reacoes de
oxidacao-reducao para formar hidrogeénio, diéxido de carbono e acido acético. Ele
demonstrou que o hidrogénio reage com o diéxido de carbono para formar metano e

também assumiu que o dcido acético através da descarboxilagao forma metano [3].

Até 1920, a maioria dos processos de digestao ocorria em lagoas anaeré-
bias. A medida que a compreensao e o controle dos beneficios do processo AD evolui-
ram, emergiram equipamentos mais sofisticados e técnicas operacionais melhoradas.
Os resultados foram o uso de tanques fechados, equipamentos de aquecimento e
mistura para otimizar o processo. Sendo que, inicialmente, o processo foi aplicado
para o tratamento de aguas residuais domésticas, utilizando filtros anaerdbicos e

processos hibridos que ainda hoje interessam [86].

Em 1939, foi desenvolvido pelo Instituto Indiano de Pesquisa Agricola,
em Kanpur, na fndia, a primeira usina de gas de esterco. Em 1950 foi fundado o
Gobar Gas Institute (Instituto de Gas de Esterco). Tais pesquisas resultaram em
grande difusao da metodologia de biodigestores como forma de tratar os dejetos
animais, obter biogas e ainda conservar o efeito fertilizante do produto final. Foi
esse trabalho pioneiro, realizado na regiao de Ajitmal (Norte da fndia), que permitiu
a construcao de quase meio milhao de unidades de biodigestores no interior daquele

pais [10].

Durante o desenvolvimento desta tecnologia, o aumento do conheci-

mento sobre toxicidade e biodegradabilidade permitiu que aplicacoes incluissem



efluentes contendo compostos téxicos e recalcitrantes das industrias quimica, pe-

troquimica e de celulose/papel [140].

Atualmente, o processo é aplicado em varios tipos de matérias-primas
[23, 74, 108]. Por exemplo, em Zaher e Pandey [141] foi formulado um modelo AD
simples, aplicado a digestao de estrume de gado leiteiro. Em [72] foi utilizado um
método chamado Potencial de Metano Bioquimico (Biochemical Methane Potential
- BMP) para medir a quantidade de metano produzido, considerando uma espécie

de capim (Phalaris canariensis) como substrato para o processo de digestao.

O estudo apresentado por Holm-Nielsen et al. [68], no ano de 2009,
informou que a maioria das energias renovaveis serd originaria da agricultura e da
silvicultura europeias e que pelo menos 25% de toda a bioenergia no futuro pode ser
obtida pelo biogas produzido a partir de materiais organicos imidos, como estrume
de animal, silagem de colheita, residuos de racao, etc. Em 2015, Nguyen et al. [95]
forneceu uma visao critica das tecnologias de controle automatico disponiveis que

podem ser implementadas em processos AD em diferentes escalas.

Em Boe [20] e Tafdrup [123] sdo apresentados varios beneficios ambien-
tais no que diz respeito a digestao anaerdbia, entre eles destacam-se: reducao da po-
luicao, produgao de energia renovavel usando C'O, e melhoria das préticas agricolas
através da reciclagem de nutrientes das plantas. Além disso, numerosos autores tém

desenvolvido trabalhos nesta area, entre eles, destacam-se [54, 84, 85, 113].

A China tem o maior programa de biogas do mundo. Mais de vinte e
cinco milhdes de familias na China usam o biogds, o que representa mais de 10%
de todas as familias rurais. No final de 2005, existiam 2.492 digestores de biogas de
média e grande escala em exploragoes pecudarias e avicolas, enquanto 137.000 digesto-
res de biogas foram construidos para a purificacao de efluentes domésticos. Somente
na Provincia de Sichuan, perto de cinco milhdes de usinas de biogas domésticas

foram construidas até 2010. O processo de desenvolvimento e o status atual do
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biogas doméstico, especificamente as oportunidades e restri¢oes do biogas doméstico

na China rural, sao discutidos nos artigos de Chen et al. [37] e Qu et al. [103].

No Brasil, o primeiro ciclo de utilizagao do biogas comecou com a crise
do petréleo da década de 70. Na época foram instalados cerca de 7 mil biodigestores
em propriedades rurais, nas regioes sul, sudeste e centro-oeste [98]. No entanto, pro-
blemas operacionais relacionados em especial a falta de informacoes e treinamento
tornaram o sistema de baixa eficiéncia, fazendo com que muitos produtores abando-
nassem a tecnologia [46]. O segundo ciclo dos biodigestores no Brasil teve inicio no
ano 2000 com o advento do mercado de créditos de carbono que mobilizou recursos
para a construcao de biodigestores, em especial nas propriedades rurais com criagao
de suinos de médio e grande porte, visando a coleta e combustao do biogas. Estima-
se que entre 2005 e 2013 foram instalados no Brasil cerca de 1.000 biodigestores,

considerando os incentivos financeiros dos créditos de carbono.

A instalacao de biodigestores e o uso de biogds é uma tecnologia bas-
tante avancada, desenvolvida e com grande potencial de aplicacao no mundo. Em
especial no Brasil, pais cuja identidade é o agronegécio, o qual ainda possui um

pequeno numero de unidades instaladas quando comparado com a China e India.

2.3 Alguns modelos de digestao anaerdbia existentes na

literatura

A descricao dos modelos realizada nesta secao é baseada no artigo de
Lyberatos e Skiadas [83], onde eles apresentam uma breve histéria do desenvolvi-
mento dos modelos para o processo de digestao anaerdbia, seguindo abordagens de

diferentes pesquisadores.

A digestao anaerdbia é um processo bioquimico de producao de biogas

que envolve vérias etapas realizadas pela agao de muitas bactérias. Normalmente,
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este processo contém uma etapa particular, a chamada etapa limitadora de taxa ou

determinante de taxa, que é a mais lenta [67].

Devido a ampla gama de condigoes de operacao, a etapa de limitacao
nem sempre é a mesma, podendo depender das caracteristicas do substrato, do valor
de pH, da temperatura, etc. [119]. Por exemplo, Andrews [11, 12] considerou a fase
de metanogénese acetocldstica como limitante, ja por O’Rourke [96] foi considerada
a conversao de dcidos graxos em biogds como limitante, e Eastman e Ferguson [53]

assumiu como limitante a hidrolise de sélidos biodegradaveis.

O modelo proposto por Graef e Andrews [59] considera a conversao de
acidos graxos em biogas como a fase limitante e envolve apenas bactérias meta-
nogénicas acetocldsticas para a formacao de biogds. A reacao global, de acordo com

este modelo, pode ser representada da seguinte forma:

CH3;COOH + 0.032N H3 — 0.032C5H;NOy + 0.92C 04 + 0.92CHy + 0.096 H,O.

Além disso, Graef e Andrews consideram a cinética de Monod com inibicao pelo
substrato [11]. De acordo com este modelo, pode ocorrer falha no processo sempre
que, por alguma razao, a concentracao de acidos graxos aumenta. Isto provoca
queda no valor do pH e aumento na concentracao de acido acético. Isso, por sua
vez, causa queda na taxa de crescimento da populacao de bactérias metanogénicas,

até que elas sejam eliminadas, se a situagao se prolongar por longo periodo de tempo.

Outros modelos que também assumem a cinética de Monod inibida pelo

substrato sao descritos como segue:

- Hill e Barth [67]: consideraram as etapas de hidrélise, acidogénese e
inibicdo da amoénia. A Figura 2.3 mostra as etapas esquematizadas para a produgao

de biogas, considerando este modelo de Hill e Barth.
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Organicos
insoldveis

Hidrélise Enzimas
extracelulares

Organicos
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l Acidogenése Formadores
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volateis
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l\A de metano

Figura 2.3: Esquema para o modelo de Hill e Barth [67].

- Kleinstreuer e Powegha [75]: 0 modelo envolve as etapas de hidrélise

de solidos biodegradaveis, acetogénese e metanogénese, como mostra a Figura 2.4.

A CHg

; Hidrdlise Organicos Acetogénese Acetato, Metanogénese
Carboidratos > | soltveis > H,, CO, , +
CO2

Figura 2.4: Esquema para o modelo de Kleinstreuer e Powegha [75].

- Moletta et al. [92]: o modelo envolve uma etapa de acidogénese, que

produz acetato e uma etapa de acetogénese, formando C'Hy (veja Figura 2.5).
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Figura 2.5: Esquema para o modelo de Moletta et al. [92].

- Smith et al. [118]: 0 modelo, esquematizado na Figura 2.6 é formado

Biomassa
rapidamente
degradavel

Biomassa
lentamente
degradavel

T

Hidrélise

/'

Acidogénese
—

Acidos
organicos

(acetato)

Organicos
sollveis

Metanogénese
JEEE Y

CHg

fases de acidogénese dos intermediarios soltuveis e pela metanogénese.

Acidogenése Metanogenése
_9_> VFAs _9_’

Figura 2.6: Esquema para o modelo de Smith et al. [118].

- Hill [66]: este modelo foi desenvolvido especialmente para descrever

(a) Acidogénicos: crescem em glicose (considerados como organicos dissol-

vidos menos os acidos graxos volateis) e formam uma mistura de dcidos

processo global de digestao deste modelo:

acético, propionico e butirico;

(b) Hidrogenotréficos: tém taxa de crescimento lenta, convertem acido

propionico e butirico em acido acético e Ho;

(¢) Homoacetogénicos: produzem acetato, Hy e COxq;

14

pela fase de hidrdlise (degradando lentamente e rapidamente a biomassa) e pelas

CHg

CO2

a digestao de estrume de animais. Os seguintes grupos bacterianos participam no




(d) Hy-metanogénicos: reduzem COy em C Hy;

(e) Acetato- metanogénicos: convertem &cido acético em biogas (CHy e

COy).

O esquema da Figura 2.7 mostra as etapas descritas em (a), (b), (c),

(d) e (e) para o modelo de digestao anaerdbia proposto por Hill [66].

————— Acidogénese
Acido Acido

propidnico butirico

l l

<«—— Bactérias hidrogenotréficas ——»
v v

«— Bactérias homoacetogénicas «— |H,+CO,

Bactérias acetato- Bactérias
metanogénicas H2-metanogénicas

\ /

Figura 2.7: Esquema para o modelo de Hill [66].

As cinco etapas descritas anteriormente sao inibidas por alta concen-
tracao de acidos graxos. Esta inibigao ¢ expressa tanto na taxa de crescimento como
na taxa de decaimento bacteriano. De acordo com esse modelo, a producao de biogés
é interrompida, sempre que ocorre acimulo de dcidos graxos volateis ( Volatile Fatty
Acids - VFA). Em particular, a inibicao causa diminuigdo na taxa de consumo de

VFA, levando ao acumulo de dcido. Acima de certa concentragao critica de VFA,
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o processo falha independentemente do valor do pH. Outro modelo, que também
considera a concentragao total de dcidos graxos volateis como um parametro-chave
é o modelo de Bryers [25], cujo esquema para a producao de biogds esta representado

na Figura 2.8.

Organicos

insolUveis
Aminoécidos, Acidos
acucares simples graxos

l l

Bactérias formadoras de acido

)

Acido propiénico

l

«— Bactérias utilizadoras de propianato —»

| '
Bactérias
Acetato > metanogénicas «——

Figura 2.8: Esquema para o modelo de Bryers [25].

Mosey [94] considerou a pressao parcial de hidrogénio como o principal
parametro regulatério da digestao anaerdbia da glicose. O modelo considera que
quatro grupos bacterianos participam da conversao de glicose em C'O; e C'Hy, sao

eles:

a) Bactérias formadoras de dcido: sao de rapido crescimento e fermentam

glicose para produzir uma mistura de acetato, propionato e butirato;
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b) Bactérias acetogénicas: convertem o propionato e o butirato em acetato;

¢) Bactérias metanogénicas acetocldsticas: convertem o acetato em C'O; e

CHy;
d) Bactérias metanogénicas hidrogenotrdficas: utilizam o hidrogénio como

agente redutor, reduzindo o C'O, para CH,.

A Figura 2.9 mostra o esquema para o processo de producao de biogas

considerado o modelo de Mosey.

———— Acidogénese ———

\

|Propianato]  [Butirato |
\ /
— Acetogénese —_—

v v

Bactérias acetato- Bactérias
metanogénicas H2-metanogénicas

\ /

Figura 2.9: Esquema para o modelo de Mosey [94].

Baseado no trabalho de Mosey surgiram os modelos de Pullammanap-
pallil et al. [101] e Costello et al. [42, 43]. Pullammanappallil et al. descreveram
a fase gasosa e a inibicao acetoclastica por acidos graxos nao associados. Costello
et al. assumiram que a glicose é primeiro convertida em acidos acético, butirico e

latico, seguida pela conversao de lactato em propionato e acetato.
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A Figura 2.10 mostra o esquema das relagoes de cada grupo de bactérias

envolvidas no modelo de Costello et al. para o processo de digestao anaerdbia.

Fase liquida

Fase gasosa
'
Acidogénese >
!
v ! -
|
Bactéria &cido >

latica CH,

\Acetato\ \Propianato \ o,

' '

Bactéria butirica 4—7 Bactéria propionica «—— »

o cor]

v v
S :
v
Bactérias Bactérias

tatoclasti ~
acetatoclasticas H2-metanogénicas ——

CHu €0y

Figura 2.10: Esquema para o modelo de Costello et al. [42, 43].

Todos os modelos descritos anteriormente consideram a matéria organica
como um todo e nao levaram em conta a natureza das macromoléculas organicas
na composicao. Uma abordagem que leva em conta a composicao complexa de
alimentos (decomposigao de carboidratos, proteinas, VFAs e outros organicos) foi
proposta por Gavala e Skiadas [56]. Assim, sabia-se que os lipidios sdo os primeiros

a serem hidrolisados, em glicerol e acidos graxos de cadeia longa (LCFA). Os LCFAs
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sao ainda degradados em acetato e hidrogénio [135]. O acetato e o hidrogénio sao

finalmente convertidos em biogas [24].

O modelo de Gavala et al. [56] descreve o processo de co-digestao de
aguas residudrias agroindustriais. Assume-se que as aguas residuais consistem em
carboidratos e proteinas (nao dissolvidas e dissolvidas) e outras matérias organicas
dissolvidas. A conversao de matéria organica em biogds é realizada em quatro etapas:
(a) hidrdlise: os carboidratos nao dissolvidos e as proteinas sdo hidrolisadas para
carboidratos e proteinas dissolvidas, respectivamente; (b) acidogénese: os carboi-
dratos dissolvidos, proteinas e outras matérias organicas sao convertidos em acetato
e propionato; (¢) acetogénese: etapa em que o acido propionico é convertido em
acetato; (d) metanogénese acetocldstica: o metano é produzido por bactérias me-
tanogeénicas acetoclasticas. Supoe-se que a hidrélise de proteinas nao dissolvidas e
carboidratos prossiga com cinética de primeira ordem, enquanto a cinética de Monod
¢ assumida para as etapas de acidogénese, acetogénese e metanogénese. O consumo

de propionato e acetato ocorre sob inibi¢ao do substrato.

Os modelos desenvolvidos até o momento abordam varios aspectos par-
ticularmente importantes para descrever o processo de digestao anaerdbia e todos

eles utilizam a cinética de Monod como parte da modelagem.

Os modelos propostos nesta tese tém a celulose como substrato e apre-

sentam a seguinte reacao global para a producao de biogés:
CﬁHloOg) + HQO — 30H4 -+ 3002

Além disso, sao consideradas as seguintes etapas para a formacao dos modelos:
hidrélise, acidogénese, acetogénese, metanogénese (acetocldstica e hidrogenotréfica).

Pode haver mais do que uma reacao intermediaria para determinada fase.

No proximo capitulo descreve-se cada etapa envolvida nos modelos pro-
postos neste trabalho, bem como o processo de modelagem matematica para a

formacao dos sistemas que devem ser resolvidos para obter o biogas.
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3 MODELAGEM QUIMICA E
MATEMATICA DO PROCESSO DE
DIGESTAO ANAEROBIA

Neste capitulo, sao apresentados os conceitos basicos necessarios para
a formacao do sistema de equagoes diferencias ordindrias que descreve a cinética a

partir de informacoes estequiométricas e das taxas de reacao elementares.

Consideram-se quatro conjuntos de reagoes quimicas que modelam o
problema de digestao anaerdbia e obtém-se seus respectivos sistemas cinéticos de

equacoes diferenciais ordinarias.

3.1 Modelagem Quimica

O processo de digestao anaerdbia é complexo, formado por varias etapas
de interagoes metabdlicas realizado por uma comunidade de populacoes microbia-
nas. Na degradagao anaerdbia, a maior parte da energia no substrato é retida.
Geralmente, 90% da energia é retida no metano, 5% ¢é perdido como calor e ape-
nas 5% estd disponivel para manutengao e crescimento celular [19]. Alguns grupos
microbianos tém crescimento lento devido a baixa energia disponivel durante a de-
gradacao anaerdbia, tornando-os vulneraveis e sensiveis a mudancas nas condigoes
operacionais. Isto pode causar problemas de instabilidade durante o processo. Desta
maneira, para tornar a formagao de biogas mais atraente do ponto de vista comercial
e para facilitar uma maior integracao nos sistemas de abastecimento de energia, estes

problemas de instabilidade devem ser superados de forma economicamente vidvel.

A digestao anaerébia é dividida em quatro fases de biodegradacao: (I)
hidrélise, (II) acidogénese, (III) acetogénese e (IV) metanogénese. A hidrélise é

um processo extracelular em que as bactérias hidroliticas e fermentativas excretam

20



enzimas para catalisar a decomposicao de materiais organicos complexos em uni-
dades menores. Na acidogénese os substratos hidrolisados sao metabolizados no
interior das células das bactérias fermentativas, sendo convertidos em diversos com-
postos mais simples, os quais sao entao excretados. Produtos de fermentacao tais
como acetato, hidrogénio e diéxido de carbono podem ser diretamente utilizados
por microrganismos metanogénicos produzindo metano e diéxido de carbono, en-
quanto outros produtos mais reduzidos, tais como alcoois e acidos graxos volateis

mais elevados sao ainda oxidados por bactérias acetogeénicas.

A seguir, seguem mais detalhes sobre cada uma das etapas do processo

de digestao anaerdbia.

3.1.1 Etapas da digestao anaerdbia

(I) Hidrdlise

A degradacao anaerébia comeca com a fase de hidrolise, na qual moléculas
complexas, tais como carboidratos, proteinas e lipideos sao decompostas em monémeros
e oligobmeros soluveis. A hidrélise é catalisada por enzimas excretadas a partir de

bactérias [20], tais como:

- celulase: responsavel por degradar os hidratos de carbono em acuicares

simples (monossacarideos).
- protease: responsavel por degradar as proteinas em aminoacidos.

- lipase: responsavel por degradar os lipideos em glicerol e dcidos graxos

de cadeia longa.

Assim, atuam neste estdgio bactérias hidroliticas cujas enzimas libera-

das decompoem o material por meio de reagoes bioquimicas, cujos produtos finais
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sao os agucares soluveis, aminodacidos, glicerol e acidos carboxilicos de cadeia longa

107].

Uma reacao de hidrdlise em que o residuo organico é transformado em

agucar (glicose) pode ser representada pela Equacao (3.1).

06H1005 + HQO — CGngOG. (31)

(IT) Acidogénese

A etapa subsequente a hidrélise é conhecida como acidogénese (também
denominada fermentagao). Nesta etapa as bactérias fermentativas acidogénicas
transformam os acucares, acidos graxos de cadeia longa e aminodcidos resultan-
tes da hidrélise em produtos mais simples, tais como dcidos graxos volateis ( Volatile
Fatty Acids - VFA), 4cido propionico (C3HgOs), écido butirico (CyHsOs), acido
acético (CoH40s), cetonas (por exemplo, glicerol, acetona) e dlcoois (por exemplo,
etanol, metanol), além de novas células bacterianas. Como os VFA s@o os princi-
pais produtos dos organismos fermentativos, estes sao usualmente designados por
bactérias fermentativas acidogénicas (por exemplo, as espécies dos géneros Clostri-

dium e Bacteroids).

As concentracoes especificas dos produtos formados nesta fase variam
de acordo com o tipo de bactéria e também com as condigoes de cultura, tais como
concentracao de substrato, temperatura e valor do pH. Por exemplo, para valores
de pH mais elevados (maiores que 5) a produgao de VFA aumenta, ja para valores
de pH baixo (menores que 5) ocorre aumento na produgao de etanol e se o valor do

pH for menor que quatro todos os processos podem cessar [19, 20, 97].

Além disso, a pressao parcial de hidrogeénio foi relatada como tendo a
maior influéncia na via de fermentacao. Observa-se isto em um sistema no qual
os organismos que utilizam hidrogénio (tais como metanogénicos) mantém baixa

pressao parcial de hidrogénio. A via de fermentacao para acetato e hidrogénio
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contribui com o fluxo principal de carbono, para a formacao de metano. No entanto,
VFA e alcoois superiores ainda sao produzidos continuamente pela degradagao de
lipidios e aminodcidos [20]. Estes produtos nao podem ser utilizados diretamente
pelas bactérias metanogénicas e devem ser ainda mais degradados num processo

subsequente, chamado de acetogénese [19].

A Equacao (3.2) mostra um produto (acido butirico), obtido na fase de

acidogénese.

06H1206 — C4H802 + 2002 + 2H2 (32)

A acidogénese é frequentemente o passo mais rapido na conversao anaeré-
bia de matéria organica complexa. Assim, a falha do processo na digestao anaerébia
de matéria organica complexa, devido a influéncia de varios componentes téxicos
ou inibitérios, pode causar interrupcao da producao de metano e acimulo de acidos

graxos de cadeia longa e curta.
(III) Acetogénese

A acetogénese ocorre através da fermentacao de hidratos de carbono e
resulta em combinacao de etilo, CO, e Hy. O papel do hidrogénio como intermediario
é de importancia fundamental para as reagoes do processo de digestao anaerdbia.
Acidos graxos de cadeia longa, formados a partir da hidrélise de lipidos, sao oxidados

para acetato ou propionato e gas hidrogénio [108].

Mostra-se, na Equacao (3.3), uma das principais reagoes que ocorre na

fase de acetogénese.

204H802 + 2H20 + COQ — 402]‘[402 + CH4 (33)

Por razoes de cunho energético, concentragoes de hidrogénio muito ele-
vadas impedem a conversao dos compostos intermediarios da acidogénese. A con-

sequéncia ¢ o acumulo de acidos organicos que inibem a metanogénese, tais como
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o acido propionico, acido isobutirico, acido isovalérico e acido caproéico. Por essa
razao, as bactérias acetogénicas (produtoras de hidrogénio) tém de estar estreita-
mente associadas as arqueas metanogénicas (bactérias que vivem em meios estrita-
mente anaerébios e que obtém energia através da produgao de metano). Durante a
formagao do metano, as arqueas consomem hidrogénio e diéxido de carbono (trans-
feréncia interespecifica de hidrogénio), garantindo o meio propicio para as bactérias

acetogenicas.
(IV) Metanogénese

A metanogénese é o ultimo estagio da decomposicao anaerdbia, fase
em que o metano é produzido. Este passo é realizado por microorganismos me-
tanogénicos que sao estritamente anaerdbios (ndo necessitam de oxigénio para o

crescimento) [100].

Neste estagio, as arqueas metanogénicas convertem principalmente o
acido acético, o hidrogénio e o didxido de carbono em metano. Em func¢ao de sua afi-
nidade por substrato e magnitude de producao de metano, as arqueas metanogénicas

sao divididas em dois grupos principais:

- Metanogénicas acetoclasticas: formam metano a partir do acido acético
ou metanol. Sao os microrganismos predominantes na digestao anaerébia,
responsaveis por cerca de 60 a 70% de toda a produgao de metano. Per-
tencem a dois géneros principais: Methanosarcina (formato de cocos) e

Methanosaeta (formato de filamentos).

- Metanogénicas hidrogenotrdficas: produzem metano a partir de hidrogénio
e diéxido de carbono. Essas bactérias, usam diéxido de carbono (C'Os)

como fonte de carbono e hidrogénio como agente redutor.

Além das reacoes metanogénicas, a inter-conversao entre hidrogénio

e acetato, catalisado por bactérias homoacetogénicas, também desempenha papel
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importante na via de formagao de metano. Os homoacetégenos podem oxidar ou
sintetizar acetato dependendo da concentracao externa de hidrogénio. Isto o torna

capaz de competir com vérios micrébios diferentes, incluindo metanogénicos [20].

Reacgoes relacionadas a fase de metanogénese sao apresentadas na Ta-

bela 3.1, a seguir.

Tabela 3.1: Reacoes relacionadas a fase de metanogeénese.

Nomenclatura Reacoes

Metanogeénese hidrogenotrofica 4H, + COy — CHy + 2H50
Metanogénese acetoclastica CoH,Oy — CHy 4+ COy
Oxidagao do acetato CyHOy +2H0 — 4H, 4+ 2C0,
Homoacetogénese 4H, + COy — CyH,04 + 2H50

A metanogénese hidrogenotrofica funciona melhor sob alta pressao par-
cial de hidrogénio, enquanto que a metanogénese acetoclastica é independente da

pressao parcial do hidrogénio [114].

A metanogeénese é afetada pelas condigoes de operagao do reator, como
temperatura, taxa de carga hidraulica, taxa de carregamento organico e composi¢ao
da alimentacao. Pesquisas também apresentam evidéncias de que a transferéncia

interespecifica de hidrogénio determina a taxa de formacao do metano [48].

Se a composicao do substrato é conhecida, e ocorre a conversao deste
em biogds, o rendimento tedérico de C'Hy e C'O, pode ser estimado a partir da reagao
quimica [28, 121] dada por

CuH,0, + [ - P- g} H,0 — [g +§— %] CH, + [g = g +%] COs,  (3.4)

sendo C,, H,0, a matéria organica, e p, g, e n coeficientes. Por exemplo, para n = 6,
p =12 e g = 6 obtém-se CsH120¢ — 3CH4 4+ 3CO5, a qual representa globalmente

a decomposicao anaerobia da glucose como produto da celulose.
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A Figura 3.1 apresenta um esquema para o processo de geracao do

biogas.

Compostos organicos complexos
(proteinas, carboidratos, lipidios)

Hidrdlise

Compostos organicos mais simples
— |(aminoécidos, dcidos graxos, agucares)

’/Acidogénese\‘

Acidos graxos de cadeia curta Outros compostos
(acido propidnico e butirico) (acido latico, alcoois, etc)

Acetogénese

A

\/ Bactérias acetogénicas produtoras de hidrogénio VL

H:+ CO: »| Acido
Bactérias acetogénicas consumidoras de hidrogénio acético

Metanogénese

— > |BIOGAS| < —
Metanogénicas Metanogénicas
hidrogenotroéficas acetoclasticas

Figura 3.1: Esquema para o processo de decomposi¢ao anaerdbia. Fonte: adaptada

de [99].

3.1.2 Valor do pH

Um parametro importante no processo de digestao anaerébia é o valor

do pH, calculado pela seguinte expressao:

pH = —log [H], (3.5)

sendo [H] a concentragao de hidrogénio.
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Cada um dos grupos bacterianos envolvidos nas reagoes tem uma faixa
especifica de pH para o crescimento ideal. O controle do pH é essencial para a

manutencao do crescimento bacteriano, durante conversao da bimassa em biogés.

O pH ideal para bactérias acidogénicas é de aproximadamente 6, en-
quanto a formacao de metano ocorre entre 6,5 a 85 com uma faixa 6tima de 7,0
a 8,0. O processo é severamente inibido se o pH diminuir abaixo de 6,0 ou subir
acima de 8,5 [140]. O crescimento excessivo de bactérias acidogénicas pode resultar

em actimulo de dcidos orgéanicos, inibigdo da metanogénese e falha do processo [93].

Um estudo da fermentacao da glicose, apresentado por Horiuchi et al.
em [69], mostra que valores de pH entre 5 e 7 resultam em acido acético e dcido
butirico, enquanto o pH 8 resulta em &cidos acético e propionico. Assim, as con-
centracoes dos acidos acético, propionico e butirico sao consideradas os melhores
indicadores do estado metabdlico dos grupos bacterianos mais sensiveis no sistema

anaerdbio e sdo, portanto, monitores de processo [9].

3.2 Modelagem matematica

O modelo matematico do processo de digestao anaerdbia é obtido de
acordo com as reacoes quimicas do mecanismo, composto pelas fases de hidrolise,
acidogénese, acetogenése e metanogénese. Esta modelagem fornece um conjunto de

equacoes diferenciais ordinarias.

Nesta secao, inicialmente, sao explicados e definidos os conceitos basicos
necessarios para a formacao do sistema de equagoes diferenciais ordindrias a partir
de informagoes estequiométricas e das taxas de reagao elementares. Em seguida, sao
construidos os sistemas para quatro diferentes conjuntos de reagoes que modelam o

processo de digestao anaerobia.
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3.2.1 Estequiometria

A estequiometria é uma area da quimica que permite relacionar quan-
tidades de reagentes e produtos participantes de uma reacao quimica, com o auxilio
das equacoes correspondentes. Os reagentes sao exibidos no lado esquerdo da reagao
e os produtos sao mostrados a direita. Dessa forma, a equacgao estequiométrica,
também chamada de equagao de reag¢ao global [126], pode ser definida de maneira

similar a uma equagao matematica, da seguinte forma:

N
> Y =0, (3.6)
j=1

sendo v; o coeficiente estequiométrico da j-ésima espécie quimica Y; e Ny o nimero
de espécies. Por convencao, os coeficientes estequiométricos sao niimeros negativos
para os reagentes e positivos para os produtos. Além disso, ao multiplicar todos
os coeficientes estequiométricos pelo mesmo escalar, a equacao quimica resultante

refere-se ao mesmo produto quimico do processo.

Os sistemas quimicos reais que correspondem a uma inica reagao quimica
sao muito raros. Na maioria dos casos, a reacao dos reagentes produz intermedidrios,
estes intermediarios reagem entre si e com os reagentes, e produtos finais sao forma-
dos apds muitas etapas de reagoes acopladas. Cada uma destas etapas individuais é
chamada de rea¢do elementar [126]. Por exemplo, para a formagao de metano C'H,
e dioxido de carbono C'O4 a partir da glicose CgH150g, tem-se varias espécies inter-
mediarias, entre elas, CyHgO4, CoH,O5, H,O e Hy. Assim, o processo de formagao

do metano e didxido de carbono pode ser composto pelos seguintes passos de reagao:

CeH1206 — CyHgOy +2C02 + 2H,
CyHsO9 + 2H50 — 2C5H,O5 + 2Hy
4Hy + COy — CHy + 2H50
205H,09 — 2CHy 4 2C0,
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O numero de reagoes elementares dentro de um mecanismo de reacoes
consecutivas pode variar dependendo do processo quimico, das condigoes de reacao e
precisao requeridos no modelo de cinética quimica. Cada passo de reacao elementar

1 é caracterizado pela seguinte equacao estequiométrica

PRZACE=D IR ¢ (3.7)
J J

em que 1/5 e I/g sao os coeficientes estequiométricos do lado esquerdo e direito de

um passo de reagao elementar, respectivamente.

3.2.2 Taxas de reagao elementares e sistema de EDO’s que descreve a
cinética quimica

As taxas para reacoes elementares r; podem ser calculadas a partir da
lei de acao das massas, proposta por Waage e Guldberg, em 1864, pela seguinte

formula
NL
s ]/.L.
r, = k’iHYj”, (38)
J

sendo Y; a concentragao molar das espécies j, NF o nimero de espécies do lado
esquerdo de cada reagao elementar considerada e k; o constante cinética do passo de
reacao i, que pode ser calculado usando a energia livre de Gibbs (AG®) (a definigao

de AG® encontra-se no Apéndice 9.1) de cada reagao [80] por

A [0}
k; = exp <— Ri ) , (3.9)

sendo R=8,3144 J /K mol a constante universal dos gases e T a temperatura absoluta

(em Kelvin).

A partir das taxas de producao das espécies e das taxas de reacao
r; escreve-se o sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) que descreve a
cinética quimica, da seguinte maneira:
Ngr
dy;
J .
dt :Zyijru J :17 7NS7 (310)

i
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sendo Np o niimero de vezes que a espécie Y; aparece nas reagoes elementares.

Assumindo Y o vetor das concentracoes, v a matriz dos coeficientes
estequiométricos e r o vetor das taxas de reagao, a Equagao (3.10) pode ser escrita

de forma mais simples por

dY
— = r. 3.11
A partir da Equagao (3.11) nota-se que o nimero de equagoes cinéticas

no sistema de equacoes diferenciais ordinarias é igual ao nimero de espécies no

mecanismo de reacao.

O sistema de EDO’s e os valores iniciais fornecem o seguinte problema

de valor inicial (PVI):

ay'(t) _
O (3.12)
Y(t()) = YE)

emqueteR Y eR™ YyeR"e f:R™ — R™ ¢ analitica na vizinhanca de Yj.

O sistema de EDO’s que descreve a cinética quimica é de primeira
ordem e geralmente nao linear, uma vez que contém derivadas de primeira ordem
em relagao ao tempo e a derivada temporal é usualmente uma funcao nao linear
das concentragoes. Em geral, cada espécie participa de varias reacoes, as taxas de
producao das espécies sao acopladas e, portanto, as equagoes s6 podem ser resolvidas

simultaneamente.

Sao necessarios grandes esforcos, mesmo em laboratério, para se ob-
ter a distribuicao de concentragoes, temperatura e pressao de um sistema. Fora
dos limites do laboratorio, os processos quimicos ocorrem sempre em condicoes es-
pacialmente nao-homogéneas, na qual a distribuicao espacial das concentracoes e
temperatura nao ¢ uniforme. Portanto, as simulacoes cinéticas de reacao frequente-
mente incluem a solucao de equagoes diferenciais parciais que descrevem o efeito de
reacoes quimicas, difusao de material, difusao térmica, convec¢ao e possivelmente

turbuléncia como mostrado na literatura [89, 136, 137, 138]. Nestas equagoes dife-
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renciais parciais, o termo f definido no lado direito da Equagao (3.12) é chamado
de termo fonte. No decorrer do trabalho, trata-se da andlise deste termo em vez do

sistema completo das equacoes do modelo.

3.3 Modelos para o processo de Digestao Anaerébia (AD)

A escolha de modelos para o processo de digestao anaerdbia nao é uma
tarefa facil. O modelo deve produzir a quantidade esperada de biogas e, além disso,
satisfazer a faixa adequada do valor do pH. Para isso, a formacao dos modelos
propostos neste trabalho é realizada de modo que a reacao global para a producao
de biogas seja satisfeita. Também observa-se o valor da energia livre de Gibbs de

cada reagao, escolhendo de preferéncia reagoes espontaneas.

Propoe-se, a seguir, quatro modelos para o processo de digestao anaerdbia,
cada um com caracteristicas distintas. Dessa forma, o trabalho desenvolvido trata
da analise desses modelos, a fim de verificar quais métodos numéricos sao adequados
para obter a solugao esperada e quais reagoes e espécies sao mais importantes para

o modelo.

Apresentam-se nas Tabelas 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 quatro diferentes conjun-
tos de reagoes que modelam o processo de digestao anaerébia: Modelo 1, Modelo
2, Modelo 3 e Modelo 4, respectivamente. Em cada Tabela, na primeira coluna,
encontram-se os numeros referente a fase considerada, na coluna 2 as reacgoes da
fase e na coluna 3 o respectivo valor da energia livre de Gibss, AG®, de cada reagao.

Segue a descricao de cada modelo.

MODELO 1: Neste modelo tem-se cinco reacoes quimicas e oito

espécies. Observa-se que a reagao da fase (III) é a tinica que possui AG® positivo.

MODELO 2: Este modelo também é formado por cinco reagoes e oito

espécies. Porém, a diferenga entre ele e o0 Modelo 1 é a fase (III), que neste caso
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possui AG® negativo. Assim, para este modelo, todas as reagoes sao espontaneas

(AG°<0).

Tabela 3.2: Conjunto de reagoes quimicas do processo de digestao para o Modelo 1.

Fases Reagoes AG® (KJ/mol)

(I) R1 CsHyOs + HyO — CgHy20q -

(I)  R2 C4H1,05 — C4HsOy 4 200, + 2H, -264,19
()  R3 CyHsOs + 2H,0 — 2C,H,04 + 2H, 48,00
(IV) R4 CO,+4H, — CH, + 2H>0 -131,0

(IV) R5 205H,0 — 2CH; + 2C0, —72,00

Tabela 3.3: Conjunto de reagoes quimicas do processo de digestao para o Modelo 2.

Fases Reacoes AG° (KJ/mol)
(I) R1 06H1005 + HQO — C6H1206 -
(II) R2 CﬁHlQOG — C4H802 + 2002 + 2H2 -264,19

1 1
(III) R3 C4H802 + HQO + 5002 — 202H402 + §CH4 -17,50
1 1

(IV) R5 202H402 — 20H4 + 2002 —72,00

MODELO 3: Este modelo é composto por seis reagoes quimicas e oito

espécies. Observa-se que R4, R5 e R6 sao reacoes da fase de metanogénese.

MODELO 4: Este modelo é o maior analisado, formado por sete
reacoes quimicas e nove espécies. Observa-se que as reacoes R3 e R5 sao as que

diferenciam este modelo do Modelo 1. A diferenca dos coeficientes estequiométricos
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das demais reacoes, entre esses modelos, é devido ao balanceamento que deve ser

feito para obter a reacao global para a producao de biogés.

Tabela 3.4: Conjunto de reacoes quimicas do processo de digestao para o Modelo 3.

Fases Reacgoes AG° (KJ/mol)

(I) R1 C6H1005 + HQO — CGHlQOﬁ -
1 1

(II) R2 §CGH1206 — §C4H802 + COQ + Hg -132,1
1 1 1

(III) R3 §CGH1206 — 5002 + §CH4 + CQH4OQ -153.9
1

(IV) R4 §C4H8O2 -+ HQO — CH4 + COQ + H2 64,25
1 1

(V) R5 SCOy+2H; — CHi+ Hy0 65,50

(IV) R6 CQH4OQ — CH4 + COQ -36,00

Tabela 3.5: Conjunto de reacoes quimicas do processo de digestao para o Modelo 4.

Fases Reagoes AG® (KJ/mol)

(I) R1 CsH1005 + HyO — CsH 1504 -

(I1) R2 %CﬁHlQO(} — %C4H802 +CO, + Hy -132,1
(1) R3 %O6H1206 — CoH;0H + CO, 111,1
(III) R4 %C4H802 + H,O — CyH,O5 + Hy 24,00
(IV) R5 CyH;0H + %C’Og — %CH4 + CyH, 04 -58,15
(IV)  R6 %Oo2 +2H, %CH4 + H,0 65,50
(IV)  R7 20,H,05 — 2CH, + 2C0, 72,00
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3.3.1 Sistema de EDQO’s dos modelos para o processo AD

A seguir, constréi-se o sistema de EDO’s para cada um dos Modelos
apresentados anteriormente. Estes sistemas baseiam-se no mecanismo considerando
as reagoes quimicas das fases: (I) hidrdlise, (II) acidogénese, (III) acetogénese, (IV)

metanogénese (hidrogenotréfica e acetoclastica).

A Tabela 3.6 apresenta os compostos quimicos utilizados nos modelos.
Cada composto quimico esta associado a sua formula quimica e a sua respectiva

abreviacao.

Tabela 3.6: Compostos quimicos e respectivas férmulas quimicas.

J Composto quimico Foérmula quimica Y;
1 Celulose CeH1905 Y
2 Glucose CeH 1206 Y5
3 Acido butfrico CyH5Os Vs
4 Acido acético CyH,0, Y
5 Metano CH, Ys
6 Diéxido de carbono COq Ys
7 Hidrogénio H, Y,
8 Agua H>0O Yq
9 Etanol CoHsOH Yy

Utilizando a lei de acao das massas, as taxas r; dos passos de reacao sao
calculadas a partir das concentracoes das espécies e dos coeficientes de velocidade
pela Equagao (3.8). O célculo da produgao das concentragoes baseia-se na Equagao
(3.10). Por exemplo, no Modelo 1, o diéxido de carbono é produzido nos passos

de reacao 1 (16 = +2) e 4 (v46 = +2) e é consumido em 3 (r36 = —1). Entao, a
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equacao do sistema de EDQO’s, correspondente a producao de C'O, é

d[CO,)  dY
| b 2] _ = 2 — Lrs 4 21 (3.13)

ou

dYs

— = 2k, [Co H1506] — ks[COo)[Ha]* + 2k4[Cy H,05)?. (3.14)

Para o Modelo 2, o diéxido de carbono ¢ produzido nos passos de reagao
1 (V16 = +2) e 4 (V46 = +2), e ¢ consumido em 2 (1/26 = —1/2) e 3 (V36 = —1/2)

Assim, a equacao correspondente a producao de CO, é dada por

d|CO dYe 1 1
[ di 2] = dtG = —|—27"1 — 57’2 — 57’3 + 27’4 (315)
ou
dYg 1/2 1/2v 2 2
= 2k, — —k;Zygygy - —k:3Y V2 4 2k, V2. (3.16)

dt

Procedendo da mesma forma para as demais espécies, o sistema de
EDO’s para cada um dos quatro modelos sao formados por equagoes diferenciais

ordindrias de primeira ordem nao lineares e acopladas, como segue.

Modelo 1: Sistema de EDO’s formado por oito espécies (equagoes).

1) % = —koY1Y3

2) d;f = koY1Ys — k1Y2

3) d;f’ = k1 Yy — ko Y3V
4) d;f = 2koY3Yg — 2k,Y)
5) d;f = ks YsY:' + 2k}
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dYs

6) P 2k1Ys — k3YsYs + 2kY)
dY;

7) d—; = 2k, Yy + 2k VY2 — 4k VY5
dYs

8) = = —hoV1Ys — 26 Y5Y{ + 2k Yo

Modelo 2: Sistema de EDQO’s formado por oito espécies.

1) % = —koY1Yy

2) % = koY1Ys — k1 Y5

$%§=mn—bmn%”

4) % = 2k, Y3YRYy? — 2k,

5) % -~ %szg,Yg}Qfﬂ + %k:gYGWYf + 2k Y

6) % = 2k Y, — %@ngfg” - %k?,}gml/f + 2k, V2
7) % = 2k, Yy — 2k3 Y, PV

§) T8 = RNV — RV, 4 kY Y2

Modelo 3: Sistema de EDQO’s formado por oito espécies.

dYy

1)% = —koY1Y3
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2) T2 kY Lk Lk

3) % _ %]ﬁy;/z B %kg}gl/QYs

1) T = bY Y Y,

5) % = %kgy;ﬂ + kY3 Yy + %k:4Y61/2Y72 + ksY)
6) % — kY, + %ng;/z + kY PYs + kY,

7 % Y, 4 VPV — 2k Yy

§) T = KX — kY)Y, kY Y2

Modelo 4: Sistema de EDQO’s formado por nove espécies.

dY;
1) d_tl - _kOY’IYé
dYs Lo 1, ap
2) =2 = koViYs = Sk, — kv
dYs 1 12 1 1/2
dY,
0 D byl ok,
dY:r) 1 1/2 1 1/2
5) 0 = gha¥e Yo + SheYg Y7
dY, 1 1
6) T8 = k2 ) kY, - Sk VIV 4 2k
dY;
T) = Y kY Y, - 2k Y2
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dYs

8) — = —koY1Ys - kYo * Vs + ks Y2V
Ay,
9) d_t9 _ k2Y21/2 - k4Y61/2Y9
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4 METODps NUMERICOS PARA
SOLUCAO DE SISTEMAS DE EDO’S

Para resolver um problema computacionalmente, o dominio fisico é
transformado em um dominio discreto no mesmo intervalo. O conjunto de pontos
do dominio discreto é chamado de malha e seus pontos, de nés. A distancia entre
dois nos consecutivos é denotada por h e definida como espacamento da malha. O
seu refinamento significa que o nimero de nés aumenta e, consequentemente, o ta-
manho do passo h diminui. Dessa maneira, para definir os métodos numéricos para
a solucao de um sistema de EDQ’s, inicialmente considera-se a seguinte particao
homogénea do intervalo [a, b],

b—a

n

a=to<ti < - <tp=0b, tpe1 =tp+h, k=0,---,n—1, h=

Os métodos numéricos usados para a obtencao das aproximagoes das

solugoes de sistemas de equagoes diferenciais podem ser explicitos ou implicitos.

Métodos explicitos calculam o estado do sistema em um tempo posterior
ao estado atual do sistema, enquanto que métodos implicitos encontram a solucao

resolvendo uma equagao que envolve ambos estados atual e posterior do sistema.

Os métodos implicitos sao empregados em problemas em que o uso de
um método explicito exige passos muito pequenos para manter os erros limitados.
Por exemplo, para problemas rigidos Curtiss e Hirschfelder [45] fazem a seguinte

observagao:

Observacao 4.1. Fquacoes diferenciais que descrevem um problema rigido impoem

dificuldades as técnicas numéricas explicitas normalmente utilizadas.

Para atingir a precisao desejada em tais problemas, o tempo computa-

cional é menor quando um método implicito é usado. Eles geralmente sao incondi-
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cionalmente estaveis, o que significa ser possivel fornecer grandes valores ao passo

de tempo para que a solucao possa ser encontrada mais rapidamente.

No estudo de sistemas de equagoes diferenciais de elevada rigidez exis-
tem varias ideias intuitivas sobre o que é rigidez (do inglés, stiff). Além disso,
diversos resultados tedricos fornecem fundamentacao as técnicas propostas para re-

solugao numérica destes sistemas.

Na literatura, a rigidez do sistema de EDO’s é frequentemente definida
em funcao da magnitude dos autovalores associados a matriz jacobiana do sistema.
No caso do sistema cinético em (3.12), as taxas de reagoes elementares podem ser
de diferentes ordens de magnitude, tornando o problema stiff, que pode ser definido

COomo segue:

Definicao 4.1. [26] O sistema de equagoes diferenciais (3.12) é chamado stiff em

um intervalo I, se ¥ t € I os autovalores \i(t), i = 1,...,m da matriz Jacobiana
ofi . . : : -
Jii(Y1,...,Y,) = (’3—1{ (i,7 =1,...,m) satisfazem as sequintes condigoes:
J

i) Re(\(t)) < 0;

maz{|Re(Xi(t))|}

min{ [ReOG D))}

i) S =

Esta definicao significa que a solugao do sistema possui algumas com-

ponentes que decaem muito mais rapido que outras.

Exemplos numéricos analisados por Lambert [78] mostram que para
aplicar métodos explicitos para resolver um sistema de EDO’s composto por equagoes
stiff, é necessario utilizar passos bem pequenos para garantir a estabilidade. Conse-
quentemente, a solucao é obtida apdés um numero elevado de iteragoes, tornando o
método muito caro computacionalmente. Outros problemas que exemplificam esta
ideia podem ser encontrados no capitulo 4 do livro de Hairer e Wanner [62] e no

capitulo 1 do livro de Miranker [90]. Para tais problemas rigidos é necessério o con-
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trole do passo de integragao em fungao do comportamento das solugoes, cuja escala
de decaimento pode variar muito. Assim, é importante deixar claro que a rigidez é
uma caracteristica do préoprio problema e das equagoes diferenciais que o descrevem,

e nao do método numérico utilizado para sua resolucao.

4.1 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta [61, 91, 115] formam uma familia impor-
tante de métodos iterativos implicitos e explicitos para a resolu¢ao numérica de
equacgoes diferenciais ordinarias. Estas técnicas foram desenvolvidas por volta de

1900 pelos matematicos C. Runge e M. W. Kutta [31].

A seguir, o objetivo é estudar métodos de Runge-Kutta explicitos que

podem ser utilizados para resolver o problema de valor inicial (PVI) dado por:

dyY (t)
—2=Y'(t) = f(t,Y(t)), t €a,b
G == 1Y), telnt o
Y(a) =Y (to)
sendo
Y{(t) At Y (t)) Yi(to) = Y7
Y)(t t,Y(t Ys(ty) = Y
vy = | O | v | B0 || =1
Um método pertence a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos
se:
1. for um método de passo simples, ou seja, para calcular Y**! usa-se
apenas Y*;

2. substituir as derivadas de f(¢,Y") por avaliagoes de f(¢,Y);
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3. concordar com o polinomio de Taylor até o termo de p-ésima ordem.

O numero de avaliagdes da funcao f(¢,Y) em cada passo de tamanho
h é denominado de estdgio do método e denotado por R. Assim, os métodos RK

explicitos com R-estagios tém a forma

YO =Yt
]k+1 ! Z) k ’ (4.2)
Vi =Y+ hO(t, Y, h)

sendo k o nimero de iteragoes do método e

R
O, Y h) = crtir, (4.3)
r=1
com
R1 = f(tlm Yvﬁ)
Ko = f(tk + hag, Y]k + hb21l€1>
Ro = f(tk + ha3, Y}k + hb31/€1 + hb32/€2>
r—1
Ry = f (tk‘_{'haray;‘k_{'hzbrsﬁs) s 2 S r S R.
s=1
Os parametros a,., b.s e ¢, satisfazem as relagoes
R
doe=1 (4.4)
r=1
e

r—1

a, =Y by, 2<7 <R (4.5)
s=1

Para obter um método de Runge-Kutta de ordem p, expande-se a se-
gunda equagao de (4.2) em série de Taylor até o termo de ordem p desejada e
iguala-se a expansao com a série de Taylor da solucao exata correspondente ao PVI.
Os calculos detalhados do desenvolvimento de um método de Runge-Kutta podem

ser encontrados em [61, 78, 52].
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Notagao: Os métodos de Runge-Kutta de ordem p e R estagios sao

denotados por RKpR.

Observacao 4.2. A ordem de um método mede a rapidez que este converge para a
solugdo analitica quando o passo de integragao numérica diminui [30]. No entanto,
erros de arredondamento podem crescer quando o tamanho do passo € reduzido, po-
dendo ocorrer divergéncia ou até mesmo valores errados. Assim, uma forma de
resolver este problema € utilizar métodos numéricos de ordem mais alta. Por exem-
plo, ao invés de utilizar o método de Runge-Kutta de ordem dois, utiliza-se o de

ordem quatro.

Observacao 4.3. Nos métodos de Runge-Kutta, ao aumentar a ordem, o niumero de
vezes que a fungao deve ser avaliada também aumenta. Por este motivo, geralmente
os problemas encontrados na literatura sao resolvidos com métodos de Runge-Kutta

de ordem menor ou igual a quatro [30].

4.1.1 Método de Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estagios
(RK44)

O método Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estdgios (RK44)
[27, 30] é um dos métodos mais precisos para obter solugoes aproximadas para o

problema de valor inicial do tipo dado em (4.1).
A partir das equagoes (4.3) - (4.5), para o método de RK44 tém-se
O (14, Yj’“, h) = c1K1 + caka + C3k3 + C4ky,
em que
k1= [ty Y]))
ke = f(tp —I—hag,Y + hbaik1)

(t
(

k3 = [f(tx + has, Y + hbg1k1 + hbsaks)
(

R3 = f tk + ha4, Y + hb41/€1 + hb42/€2 + hb43/€3).
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O método apresenta a forma

Yy = Y(to)

YEH Yk 4 (. YE B (46)
;=Y he(t, Y )

sendo, o mais popular dado por

D(ty, Y, h) = = (k1 + 2k2 + 2K3 + K4) ,

D=

com
R1 = f(tkayjk)a

h h
%2:f<tk+—,y}k+—/<1)7

2 2
h h
H3=f<tk+§,ij+§fi2>,

R4 = f(tk—f-h,Y}k—FhI{g).

O maior esfor¢co computacional requerido pelos métodos de Runge-
Kutta é o nimero de avaliacoes da funcao f. O nimero de avaliacoes é contra-
balancado pelo tamanho do passo h necessario para se atingir uma precisao deter-

minada e, consequentemente, um menor nimero de calculos.

4.1.2 Método de Runge-Kutta Simplificado (RKsimp)

Um método Runge-Kutta que é caracterizado pelo pequeno niimero de
operacoes e pela possibilidade de escolha de seus coeficientes para obter solugoes de
acurdcia elevada é conhecido por Runge-Kutta Simplificado [21]. Este método foi
proposto inicialmente por Jameson et al. [71], em 1985. Em geral, utilizam-se mais

de dois estagios para estender a regiao de estabilidade do método.
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O método de Runge-Kutta simplificado de segunda ordem e trés estagios

¢ dado por
= Y]k
Y7 =Y+ auhfi(te 1, YY), r=1,2, 3, (4.7)
ij+1 — v

em que k é o indice que representa as iteracoes do método e os coeficientes ay, o,

az sao dados por: a; = 0,1918, ap = 0,4929 and a3 = 1.

4.2 Método de Rosenbrock

Um sistema de equacgoes diferenciais nao lineares pode ser representado

por

Y'(t) = f(Y (1)), Y (to) = Yo, (4.8)
com Y (t) € R™ t € [ty,+00] e f: R™ — R™ uma funcdo nao linear.

A solugao do sistema (4.8) muitas vezes implica na necessidade de uti-

lizacao de métodos nao explicitos. Entre esses métodos, inclui-se o método Rosen-

brock.

Os métodos de Rosenbrock surgiram em torno de 1963, quando Ro-
senbrock propos uma solugao numérica para equacgoes stiff. Estes métodos foram
uma alternativa para resolver equacoes de forma implicita, que geralmente eram
solucionadas com processos iterativos. A ideia é substituir a solucao de sistemas
nao lineares por uma sequéncia de sistemas lineares, facilitando a implementacao do

algoritmo.

Os métodos de Rosenbrock também podem ser encontrados na lite-
ratura como métodos de Runge-Kutta linearmente implicitos (ou de Runge-Kutta
semi-implicitos) ou apenas como extensoes dos métodos de Runge-Kutta [57, 62],

que podem ter ordem 2, 3, 4 ou superior.
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Defini¢ao 4.2. Um método de Rosenbrock de s-estigios aplicado ao sistema (4.8),

¢ dado pelas formulas:
Yosr =Yoo +h) wiki,

fic1 i—1 (4.9)
R; = hf (Yn + Z aij”j) + dhJ (Yn + Z bij/ij> Kj, 1= 1, ey S,

j=1 j=1

sendo a;;, by e w; coeficientes determinados de acordo com a ordem de consisténcia
e estabilidade, h € o passo de integra¢io e J = J¢(Y,) € a matriz Jacobiana do

sistema dado em (4.8).

4.2.1 Rosenbrock de segunda ordem e dois estagios

O método de Rosenbrock de segunda ordem e dois estdgios é definido
como segue
Y1 =Y, + hko,
r = [AY)] 7 f(Ya), (4.10)
ko = [A(Y,)] ™! f(Yn + haz ki),

sendo [A(Y;,)] ™" = [I — dhJ;(Y,)], I = matriz identidade. Os coeficientes sdo apre-

sentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Coeficientes para o método de Rosenbrock de segunda ordem e dois

estagios [26].

Parametro Valor
w1 0
W2 1
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4.2.2 Rosenbrock de terceira ordem e trés estagios

O método de Rosenbrock de terceira ordem e trés estagios é definido
por
Yop1 =Y, + 3h (ko + K3)
r1 = [AY)] 7 f(Ya),
ko = [A(Y,)] " f(Yn + hanikr),
ks = [A(Y)] ™" f(Yo + hasiky + hasars),

(4.11)

sendo [A(Y;,)] ™" = [I — dhJ(Y,)], I = matriz identidade, b; = 0, Vi, j e os demais

coeficientes sao apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Coeficientes para o método de Rosenbrock de terceira ordem e trés

estagios [26].

Parametro Valor Parametro  Valor
wq 0 ag -0,5096
Wo 0,5 asy 0,3270
ws 0,5 aso 0,3109
d 0,4359

4.2.3 Rosenbrock de quarta ordem e quatro estagios

Segue o método de Rosenbrock de quarta ordem e quatro estagios,

k1= [AY,)] 7 F(Ya),

ko = [ACY)] ™ (Yo + hasrs), (4.12)
ks = [A(Y,)] 7" f(Y, + hasiky + hagks),

ka = [AY,)] 7" F(Yo + h(askr + asks + assks)),
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sendo [A(Y;,)] ™" = [I — dhJ(Y,)], I = matriz identidade, b; = 0, Vi, j e os demais

coeficientes encontram-se na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Coeficientes para o método de Rosenbrock de quarta ordem e quatro

estagios [26].

Parametro Valor Parametro  Valor
wq 0,9452 a9 -0,5000
Wy 0,3413 asy -0,1012
ws 0,5655 azo 0,9762
Wy -0,8519 a4 -0,3922
d 0,5728 a4 0,7151
43 0,1430

Os métodos de Rosenbrock também sao atrativos por sua formula de
passo simples facilitar o controle do tamanho do passo h, com seu ajuste feito de

maneira automatica para alcancar a tolerancia desejada para o erro local.

O erro local de truncamento é dado por

1Y — Yol
En+l = +21p 1 5

(4.13)

sendo p a ordem do método Rosenbrock implementado, Y, e ¥,” | as aproximagoes
calculadas com tamanhos de passos h e h/2, respectivamente. A norma || - || é dada

por

=3 (522 (4.14)
m i=1 er’lax
sendo Y7 o méximo valor em mdédulo da i-ésima componente e m a dimensao do

max

sistema de EDO’s.

Considere uma tolerancia € para o erro local. A seguir apresenta-se a

estratégia utilizada para a escolha do passo h varidvel [21]:
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1) Se E, 41 > €, 0 passo é rejeitado e h é reduzido.

2) Se 3¢/4 < E,11 <€, 0 passo é aceito, mas h é reduzido.
3) Se €/10 < E, 11 < 3€/4, o passo é aceito e h é aceito.

4) Se E,1 < €/10 o passo é aceito e h aumentado.

A estimativa para o novo h é calculada a cada iteracao pela seguinte

férmula [62, 142],

Rpew = h min {facm(m, max (facmm, &1))} , (4.15)

err(ﬁ
sendo err calculado pela norma dada na Equacao (4.14) e p = p — 1. Os fatores

facmas € facp, sao limitantes dependendo da ordem do método, em que os valores

usuais sao facmer = 10 € facy, = 0,1 [142].

Seguem algumas restrigoes:

- O passo h é limitado por um h,,;, € um Ay,

- O passo h inicial deve ser suficientemente pequeno para que o erro nos

primeiros passos nao domine a solugao.

- No primeiro passo depois de uma rejeicao, o fator de crescimento maximo

facmas é reduzido.

4.3 Analise de convergéncia: indice de convergéncia da

malha (GCI)

Durante a conversao das equagoes que regem os modelos definidos em
um dominio continuo para o dominio discreto, comete-se um erro, chamado de erro
de discretizacdo. Este é um dos tépicos que gera preocupacao durante a solucao

numeérica de problemas.
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O erro de discretizacao Ej, pode ser formalmente definido como a dife-

renga entre a solugdo numérica e a solugao exata do modelo, como segue [55]:
E, =Y -Y, (4.16)

sendo Y}, a solucao numérica obtida com malha de espacamento h e Y a solugao

exata do modelo matematico.

O erro é reduzido e a acuracia dos calculos é aumentada quando o
parametro de malha h tende ao continuo devido a solucao numérica ser sensivel a este
espacamento. Portanto, ao utilizar um método numérico espera-se que, a medida
em que a malha é refinada, a solucao calculada se aproxime de um valor assintético
(ou seja, a solu¢ao numérica verdadeira). No entanto, este procedimento de redugao
do erro de discretizagao é inversamente proporcional ao custo computacional, isto

é, quanto menor h, maior é a acurdcia e maior sera o custo computacional.

Uma ferramenta capaz de estimar os erros de discretizacao das solucoes
numéricas foi proposta por Roache [110]. Este forneceu uma metodologia para o
estudo do refinamento da malha, chamado de Indice de Convergéncia da Malha (Grid
Convergence Index- GCI). O GCI é baseado em um estimador de erro de refinamento
de malha, derivado da teoria da extrapolagao de Richardson generalizada. O objetivo
¢ fornecer uma medida de incerteza da convergéncia da malha, fornecendo uma

porcentagem do quanto o valor aproximado esta longe do valor numérico assintético.

A extrapolagao de Richardson é feita a partir dos resultados de pelo
menos duas solugoes numéricas obtidas em malhas diferentes. Roache [109] gene-
ralizou a extrapolacao de Richardson introduzindo os métodos de ordem p, como
segue

Fonnet ~ i+ [u] (4.17)

rP —1

sendo fi, fo solucoes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, cujos espacamentos
sao hy e hs, respectivamente; p é a ordem assintotica do erro de discretizacao e r é

a taxa de refinamento das malhas, dada por r = iy

ha
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A partir da Equacao (4.17), o valor extrapolado varia dependendo da
ordem p de precisao do método. A ordem de precisao pode ser estimada pela seguinte

equagao [35] n(en/en)
n{€32/€21
=S (4.18)

sendo r = 22 = 13 o o erro relativo da solucao f; em relacao a solugao fo e €35 0

hi hay?

erro relativo da solugao fy com a solucao f3, dados por

o= |22 o oy [ 10
O GCI é uma medida do erro relativo de discretizacao, dado por
GCI = ff”}ﬂ : (4.20)

sendo frum a solucao numérica. Entao, o cdlculo do GCI utilizado neste trabalho,

para trés malhas, é dado por

GClL, = Fsrf_l - e GCly = F% (4.21)

sendo Fy = 3 o fator de seguranca, baseado na experiéncia da aplicagao do GCI em

muitas situagoes [109].
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5 METODO ANALITICO DE RESOLUCAO

O modelo que descreve o processo de digestao anaerdbia é complexo,
pois envolve equagoes fortemente acopladas entre si. Por este motivo, a obtengao
de uma solucao analitica para o sistema de equacoes deste problema torna-se atra-
tiva, uma vez que o modelo analitico aproximado pode capturar a esséncia do pro-
cesso, pelo menos para determinados intervalos de parametros. Além disso, solugoes
analiticas de modelos simplificados podem ser usadas para os calculos numéricos e

vice-versa.

Neste capitulo, apresentam-se duas maneiras de obter as solugoes analiticas
(aproximadas) simplificadas do sistema de equagoes diferenciais ordindrias do pro-

cesso de digestao anaerdbia:
1) via simplificagoes das equagoes do sistema,

2) pelo método da decomposicao de Adomian.

5.1 Solucgao analitica via simplificacoes

A fim de obter a solucao analitica dos sistemas de EDO’s obtidos para o
processo de digestao anaerdbia, apresentados no Capitulo 3, faz-se uma linearizagao
dos sistemas, considerando valores constantes para as concentracoes de algumas
espécies quimicas presentes no modelo. A escolha dos valores das concentragoes
se baseia no fato que algumas quantidades decaem muito rapidamente e apds sao
conservadas (conforme resultados apresentados na literatura), ou seja, permane-
cem invariantes com o decorrer do tempo, permitindo-nos fazer as simplificacoes

necessarias [116].

Mostra-se a seguir o procedimento utilizado para os Modelos 1 e 2.
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Considere

Ys=d, Yi=a, Y7 =0, Ys=c,

sendo a, b, ¢ e d dados por:
Modelo 1: a =0,01,0=0,1ec=0,1.
Modelo 2: a =0,01,06=0,1,c=0,1ed=0,01.

Sao obtidos os seguintes sistemas simplificados:

Modelo 1 Modelo 2
Y] = —kocYy Y{(t) = —kocYr
Yy = kocY:r — k1 Y5 Y5 (t) = kocY:r — k1Yo
Y] = ki Vs — kyc?Ys Y] =0
Y/ =0 Y, =0
VY = kyYsb? + 2kya? Yi(t) = LhoedYs + Lksb®Y
Yy = 2k Yo — k3b*Ys + 2ksa®  Y{(t) = 2k Ys — SkocdYs — 1ksb?Ys + 2ksa®
Y =0 Yi=0
Y{=0 Y{=0

Observacao 5.1. a) As espécies escolhidas para terem concentragoes constantes

tornam o sistema nao acoplado o que facilita os cdlculos necessarios.

b) O substrato Yy e o produto Ys obtido a partir da hidrédlise devem ser

consumidos durante o processo o que torna nao coerente considerd-los constantes.

c) A concentragao das espécies Ys e Yg nao pode assumir valores cons-
tantes, pois sao as que formam o biogds e, consequentemente, as que devem ser

obtidas.

d) Os wvalores escolhidos para as concentragoes das espécies Yz, Yy, Y7

e Ys sao baseados em dados observados na literatura.
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A partir da teoria de equagoes diferenciais [111, 124], a solugao para um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem com coeficien-
tes constantes de dimensao m é dada em funcao dos autovalores \; € C,2=1,...,m
associados a matriz dos coeficientes A,,«., € seus respectivos autovetores vy € C™,
i =1,...,m. Ou seja, a solucao para cada sistema de EDO’s apresentado anterior-

mente é dada por
Y (t) = creMvy + cpe’vy + cze™tvs + cseivy 4 coelvg, (5.1)

sendo ¢; constantes obtidas a partir das condicoes iniciais, \; e v; sao respectivamente
os autovalores e autovetores reais das matrizes dos sistemas. No Modelo 2, o terceiro

termo da soma na Equagao (5.1) nao aparece.

Os valores para as constantes kg, ki, ko, k3 e k4 foram obtidos pela

Equagao (3.9) e sao apresentadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Valores das constantes utilizadas para obtencao da solucao analitica.

Constantes Modelo 1 Modelo 2

ko 1,0000 1,0000
oy 1,1125 1,1125
ks 0,9808 1,0142
ks 1,0542 1,1460
ke 1,0146 1,0146

Sao obtidos os seguintes valores para os autovalores e autovetores dos

modelos.
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Modelo 1: A = 0, Ay — —0,00011, Ay — —0,0098, As = —1,1 e
e = —0, 1.
ol [ o ] [ol [ o | [ 036605 |
0 0 0 0, 40454 0,0366
0|, 0 1|, | —0,41189 0, 45046
1 —0,70711 0 0,00008 0.00086
(o] | omom | o] | -oswest| | —0,81348 |
Modelo 2: A\ =0, Ay = —0,00578, \s = —1,11 e A\ = —0, 1.
ol [ o ] [ o ] [ 039315 ]
0 0 0, 44534 0,03893
1|7 | —o, 70711 0, 00466 0,05298
o] | orom1 || 080535 | | —0.01712

Assume-se as seguintes condigoes iniciais para ambos os casos:
Y1(0) = 1, ¥2(0) = 0, ¥3(0) = 0, ¥3(0) = 0, ¥(0) = 0.

Apés algumas manipulagoes algébricas e simplificagdes (nimeros da

ordem de 10~* ou menores sdo considerados zero), as seguintes solucoes analiticas

Yi(t) (substrato inicial - Equacao (5.2)) e Yg(t) = 3[Y5(t) + Ys(¢)] (biogés - Equacao

(5.3) e Equagao (5.4)) sdo obtidas para os dois modelos:

Modelo 1 e Modelo 2:

Yl(t) — 6—0,1t‘

Modelo 1:
Yi(t) = 6,000 + 0, 5941111 — 6.594¢ 01,
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Modelo 2:

Yp(t) = 5,997 + 0,5941e M1 — 6,594, (5.4)

5.2 Solugao analitica via método da decomposicao de

Adomian (ADM)

O método de decomposicao de Adomian (Adomian Decomposition Method
- ADM) foi introduzido na década de 1980 pelo americano George Adomian. Este
método decompoe cada equagao em uma parte linear, uma parte nao linear e mais
o termo nao homogéneo. A partir desta decomposicao, a solucao é obtida com base
em um somatério de termos, os chamados termos de Adomian. Além disso, um
ponto fundamental da técnica é a representacao da parte nao linear da equacao por

um somatoério de polinémios conhecidos como polinomios de Adomian.

Adomian [6] demonstra que através do ADM é possivel resolver pro-
blemas de equagoes diferenciais lineares e nao lineares, obtendo solugoes continuas.
O fato do método resolver problemas de equacoes diferenciais lineares e nao line-
ares sem a necessidade de qualquer linearizagao, torna sua solucao mais realista
quando comparada a solucao de métodos que simplificam o problema. A dificuldade
do método da decomposicao de Adomian consiste no calculo dos polindmios que

constituem a aproximacao da solucao e na prova da sua convergencia.

Atualmente, o ADM vem sendo utilizado por muitos autores, em diver-
sas areas, para resolver problemas de equacgoes diferenciais lineares e nao-lineares en-
volvendo problemas de valor inicial ou de condigoes de contorno [7, 18, 70, 73, 102].
Por exemplo, Wazwaz [134] usa o ADM para resolver a equagao de Laplace com
condicgoes de fronteira especificadas. Além disso, o ADM pode ser usado para resol-
ver sistemas de equagoes diferenciais nao lineares e também para encontrar a solugao

de equagoes diferenciais de ordem superior [17, 60]. Alguns pesquisadores introdu-
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ziram modificagdes no ADM [2, 36]. Por exemplo, Younker [139] utiliza o ADM
com o tempo discretizado para a resolucao de um sistema de equacoes diferenciais
acopladas que descrevem taxas de reacao quimica. A técnica é comparada com o

método classico de Runge-Kutta, apresentando desempenho superior.

A seguir, é apresentado o método de decomposicao de Adomian classico,

bem como a modificagdo proposta por Younker [139].

5.2.1 Meétodo da decomposicao de Adomian Classico

Um problema de valor inicial formado por m equacoes diferenciais or-

dinérias de primeira ordem pode ser escrito da seguinte maneira:

( dYi(t
W e ¥, ¥i(0) = Vi
dYs(t
;t( ) - f2<t7}/17 cee 7Ym)a }/2(0) - }/270
, (5.5)
dY,,(t
d ( ) = fm(t}/lv s 7Ym)a Ym(o) = Ym,O
\
sendo fi(¢,Y1,...,Y,), k=1,2,...,m fungdes lineares e/ou nao-lineares e Y;(0) =
Yio, k=1,...,m condigoes iniciais.
Pode-se representar o sistema (5.5) pela k-ésima equagao como
LYk:fk(t,)/L...,Ym), kzl,...,m, (56)

, . ) d :
em que L é um operador linear, neste caso, a derivada temporal o cujo operador

t
inverso é dado por L™ = / [ ]dt.
0

O método da decomposigao de Adomian consiste em separar cada fungao
fr em uma parte linear e uma parte nao linear, podendo a Equacao (5.6) ser escrita

da seguinte forma:
LYk = Rk(taiflv}éa e 7Ym) + Nk<t7 }/17 }/27 e 7Ym)7 (57>
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sendo Ry (t,Y1,Ys, -+ ,Y,,) a parte linear da equagao e Ni(t,Y7,Ys, -+ ,Y,) a parte

nao linear.

Aplicando o operador inverso L™ em ambos os lados da equacao (5.7),

chega-se a seguinte equacao:
Vi = Ve (0) + L7 [Ry(t, Y1, Yo, -+, Vo) 4 Ni(£, Y1, Ya, -+, V)] (5.8)
sendo Y;(0) o valor de Yy, em ¢ = 0.

Com base no ADM [1, 4, 5, 106], busca-se a solugao {Y1,...,Y,,} con-

forme o somatorio infinito de termos:

N

em que os componentes da solugao sao calculados a partir do seguinte esquema de

recursao
Yio = Yi(0
ho = Yi(0) (5.10)
Yine1 =L (Re+ Agn), n>0.
Assume-se que os termos nao lineares Ni(t,Y1n, Yo, .., Yimn), k = 1,...,m sdo
funcoes analiticas que podem ser expressas pela série infinita, dada por
Nelt,Yio, Yom, - Yon) = 3 Agn, k=1,....m, (5.11)

em que Ay, sao os chamados Polinomios de Adomian calculados pela férmula:

1 7 . A
Apn = — [KN’“< ZAmZAm...,;AYm,i>

sendo A um parametro introduzido por conveniéncia.

,n=0,1,...,

A=0

Na préatica, ndo hé como calcular todos os termos da Equagao (5.9),
por isso utiliza-se uma aproximacao da solucao por uma série truncada. Entao,
calcula-se os n + 1 primeiros termos da n-ésima aproximacao de Yy, k = 1,....m

por

Yim =Y Yis, n>0 (5.12)
i=0
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ou

Y/k,n = Yk,() + Z Yk,ia n Z 0. (513)
i=1
Substituindo o esquema de recursao (Equagao (5.10)) na Equacao (5.13) obtém-se

Y/k,n - Yk,0+L_1 Rk(t,m,}/g,7ym) +2Ak’i_1 y k= 1,...,77’1,.
i=1

Entao,

Y/k,n = Yk,O + L_lfk;(ta ?Vl,n—la }72,71—17 s 7Ym,n—1)7 k= 17 cee, M.

Assim, a solucao do sistema (5.5) pelo ADM é dado por

Yin =Yoo+ Y1 +...+Ye,, k=1,....m

tal que

ka():Yk(O), k:1,2,...,m

ifk,n = Yk,o + L_lfk(?% 571,n—1, 372,71—17 cee 7Ym,n—1)7 k=1,2,...,mandn > 1.
(5.14)

5.2.2 Meétodo da decomposi¢cao de Adomian modificado

Fungoes polinomiais possuem o problema de divergir rapidamente a
medida que a varidvel independente (no caso, o tempo t) cresce. Para resolver este
problema, é utilizada uma modificacao da decomposicao de Adomian, proposta por
Younker [139], em que o eixo do tempo é discretizado, de maneira que o valor inicial
de cada intervalo é dado pela solucao final do intervalo anterior. Para isso, define-se
a malha

tj:to—i-jh, j:O,...,nf,
tn, — to

sendo h o tamanho de cada intervalo, dado por h =
ny

Assim, a solugao dada pela equagao (5.14) é valida dentro de um inter-

valo de tempo, conforme:
VI =Yi(t) + L7 fu(t, Vi1, Yoty oo Y1), k=1,...,m. (5.15)
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Exemplo: Considere o seguinte problema de valor inicial

dy(t) _ 2
a - Y (5.16)
Y(0)=1

Observe que esta equacao é formada apenas por um termo nao linear
N(Y) = =Y (t)®. Entao, os polinomios de Adomian que compoem esta parte sao

dados pela seguinte equacao

An:% v (Z)\ ) . (5.17)

A=0

O primeiro termo para a aproximacao da solucao do problema é dado
pela condigao inicial Yy = Y'(0). Em seguida, o segundo termo da aproximagao (Y;)

é calculado por:

t
Y, =L (A = / Apdt, (5.18)
0

sendo o polinomio de Adomian A, calculado utilizando a equagao (5.17), o que

resulta em

]' z _ 2
A= dAO (Z)\ ) = Y2, (5.19)
A=0
entao
t
Y] :/ Aodt = —Yt, (5.20)
0

e com esta nova aproximacao, o proximo polinomio de Adomian é calculado

1 iy d*
=1 o (ZA ) = o (O A =2 (521)

A=0

Assim, a aproximacao Y3 é dada por
t t
Yo =L 1(4)) = / Aydt = / Y tdt = Y{t2. (5.22)
0 0

Este procedimento é feito até que seja calculado o niimero de termos de Adomian

desejado para aproximar a solugao. Por exemplo, utilizando 5 termos, obtém-se a
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seguinte solucao:

Y =Y+ Y1+ Ys+ Y5+ Y, =Y(0) = Y(0)%t + Y (02 — Y(0)*3 + Y (0)°t*. (5.23)

Substituindo o valor de Y (0) na Equagao (5.23), tem-se

Y=1—t+ -3+ (5.24)

A Equagao (5.24) foi obtida pelo método classico da decomposicao de
Adomian. Esta equagdo é uma aproximagao para a solugao do PVI dado em (5.16),

cuja solucao analitica é dada por

Y(t) = —. (5.25)

A Figura 5.1 mostra a solugao analitica do PVI (5.16), as aproximagoes
obtidas através do ADM clédssico com 5 termos, com 6 termos e a aproximagao
utilizando o ADM modificado com 3 termos. O intervalo de integracao foi dividido

em 20 subintervalos de espacamento h = 0, 1.

Observa-se, na Figura 5.1, que o método classico de Adomian apresenta
inconvenientes, pois ao aumentar o niumero de termos de Adomian ocorre apenas um
retardo da divergéncia da solucao. Dessa maneira, é necessario um nimero muito
elevado de termos para obter uma solucao aceitavel. J& a técnica modificada, pro-
posta por Younker [139], resolveu o problema com apenas 3 termos de Adomian e

com intervalo de h = 0, 1.
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Figura 5.1: Solugao analitica do problema de valor inicial dado em (5.16) e apro-

ximagoes obtidas pelos métodos de Adomian classico e modificado.

5.2.3 Solucao do problema de AD pelo método de Adomian modificado

Deseja-se resolver o seguinte problema de valor inicial, obtido a partir

do Modelo 2, do processo de digestao anaerobia.

T hoviY,, Y1(0) = Yo = 1
T2~ ki~ B> Y3(0) = a0 = 0
T~ haYs — BV, Y3(0) = Yoo = 0
% = 2k, Y3YsVy/? — 2k, Y2, Yi(0) = Yi0 =0
T = TRV 4 SRV YR 4 2hYE, Vo(0) = Yig = 0
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dYe 1 1
= 2hYs — SR YaVRYe? — SheYy YR 4 2k Y, Y5(0) = Yo =0

dt

dy-

T~ 2haYe = 2keYgYE, Y2(0) = Y70 =0 (5.26)
dYs 1/2 1/24,2 B B

e —koY1Ys — koYaYRYy '™ + ksYy YT, Y5(0) = Y0 =1

Os polinomios de Adomian sao calculados como segue:

1 [ a "
(1) A=~ |2 (—kozwl Yg)

A=0

1| d

2) Ay, = — | —
(2) Az n! | dr

kOZ)\Sfleéz>

A=0

(3) AS,n = | 75

—ky ZAM@M/YGZ)

A=0

(4) Ay, =~ % (k ZM@Y&% 2/@12%1)

n!
L A=0
1 [a (1
(5) Asn=— |25 | 5h2 Zmzlfsm/ifﬁﬁ k32xy72,\/m+2k42m2>
L A=0
1 [ a L
(6) Asn=— |- | —5h2 M@Ym/m——@ZA%JY@H@ZA%)
L A=0
(7) Arp = 1' % —2ks n%i\/n,i)
L =0 A=0
1 [ a
(8) Asp = — |- (— OZ YYai — kQZAYmYM/m+k32w72”/y61)
L i=0 i=0 i=0 A=0

A seguir, calcula-se o segundo e o terceiro termo do processo da decom-

posicao de Adomian para cada equacao do sistema.
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Segundo termo:

Equacao 1.
Ao = —koYioYspo
t
Yipn = /ALodt:Al,ot
0
Equacao 2.

Ao = koY10Ysp

t t
You = / Agodt — / k1Y odt = (Agp — k1Yap)t
0 0

Equacao 3.
Azp = —kaY30Yg0v/Ye0
t t
Y;S,l = / A370dt —|—/ k1Y270dt = (A370 + klva,O)t
0 0
Equacgao 4.
Arg = 2kaY50Y504/ Y60 — 2]{343/42,0
t
Y1 = / Agodt = Ayt
0
Equacao 5.

1 1
Asp = §k2Y3,0Y§0 VY0 + §k’3 \/ Y6,0Y72p + 2k4Y4270

t
Y51 = /A5,odt=A5,0t
0

Equacao 6.
1 1
Ao = —ékzys,oys,ov Y60 — §/€3\/ Y6,0Y72,0 + 2/543/42,0
¢ ¢
}/2371 == / AG,Odt —|— / le}é’odt - (A(;’(] + le}é’o)t
0 0
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Equacao 7.
Arg = —2k; Y6,0Y72,o

t t
Y771 - / A770dt —|— / 2%1}/270(125 - (A770 + 2k’1}/270>t
0 0

Equacao 8.
Ago = —koY1oYs0 — kaY30Ys0v/ Y0 + K3/ Y6,0Y72,o
t
Ys1 = / Agodt = Agt
0
Terceiro termo:
Equacao 1.
A = —koY11Ys1 = —ko(A10t)(Asot)

t t3
Yio = /—koAl,oA&otzdt:—koAl,oA&og
0

Equacao 2.
Asr = koY11Ys1 = ko(A1ot)(Aspt)

t t
Yoo = /Az,ldt—/ k1Ys dt
0 0

t t
= / ko Ay g Ag ot*dt — / ki(Agg — kYo )tdt
0 0

3 2
= kOALOAB,Og - kl(A2,0 - kIYQ,O)E

Equacao 3.

Asy = —koY31Ysi/Ye1 = —ko(Aszg + k1 Ya)Agot? \/(Ae‘,o + 2k Yo )t

t t
3/372 = / A371dt + / kl}/gjldt
0 0

t
Y30 = / {—kz(A?;,o + k?1Y2,0)As,0t2\/(AG,0 + 2]61}/2,0)4 dt
0

t
+ /kl(AQ,o—/ﬁ}@,o)tdt
0

2 2
Y50 = k(Ao — ]ﬁYz,o)E - ?kz(As,o + /ﬁYz,o)AS,O\/(Aa,o + 2]{1}/2,0)?5153
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Equacao 4.

A = 2kYaiYer/Yor — 2kaY2
Ay = 2ka(Agp+ kiYoo) Asof*\/ (Aeo + 2 Yao )t — 2k, A% ot

t
Yio = /A4,1dt
0

t
Yio = / {21@(143,0 + k1Y) Ag ot \/ (Ao + 2k Yo )t — 21{:414270152} dt
0

4 2
Yio = {§k72(143,0 + k1Ys0)As o \/(AG,O + 2k1Y50)t — §k4Ai0] t?

Equacao 5.

1 1
As1 = 51923/3,15/8,1 VY61 + §k3 Y6,1Y7271 + 27543/2;271

1
A5, = §k32(143,0 + k1Ys0)As o \/(A(s,o + 2k Yo o) tt?

1
+ éks(Azo + 2]?13/2,0)2\/(146,0 + 2k Yo o)t + 2]f414421,ot2

¢
Y50 = /AS,ldt
0

1
Y50 = [?k2(143,0 + k1Y50)As o \/(Ae,o +2k1Y50)t

1 2
+ k3(Azo+ 2k1Y2,0)2\/(A6,0 + 2k Yo 0)t + §k4Aio t3

7
Equacao 6.
Asp = _%kQYESJ}/&I\/K - %k?, 3/6,13/7%1 + 2]?41/4271
Asp = —%kz(Az%,o + k1Y50)As o \/(A6,0 + 2]€1Y2,0)75752

1
= Sha(Aro + 2k1Ya0)%y (Aso + 2haYao )2 + 2613 ot
t t
}/6,2 = / A6Jdt+/ 2/{?1)/271(:115
0 0

t t
}/672 — / A671dt + / 2k1 (A270 — kl}/z,o)tdt
0 0

1
Yoo = ki(Agg— k1 Yao)t? — ?\/(AG,O + 2k1Ya,0)t [ka(As o + k1Y20)As )

2
+  k3(Aro+ 2k1Y2,0)2] £+ §k4A421,0t3
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Equacao 7.

Az = —2ks\/Ys1Y7 = —2/{;3\/(,4670 + 2k1 Ya0)t (A7 + 2k1 Yo ) t?

t t
3/772 = / A771dt + / 2/{31}/2’1dt
0 0

t
Vi — / 2k (Aso + 2k Yao)t(Arg + 2k Yao*Pdt
0

t
+ / 2k1(Ag g — k1Yo p)tdt
0

4
Yio = ki(Agyp— /7<?1Y2,0)152 — ?k3\/(146,0 + 2k1Y20)t(A70 + 2/€1Y2,0)2753
Equacao 8.
As1 = —koY11Ys1 — koY31Ys1/Ys1 + ks Y6,1Y72,1
Ag1 = —ko(A1ot)(Asot) — ka(Aso + k1Ya0)Aso \/<A6,0 + 2k Yo 0 )tt?

+ ks(Azo+ 2k1Y§,0)2\/(A6,0 + 2k, Y 0)tt*

t
Yso = /A&ldt
0

1 2
Yo = _§k0A1,0A8,0t3 — ?\/(A&O + 2k1Y5,0)t [k2(Aso + k1Y)
—  ks(Az7o + 27€1YQ,0)2] t?

Entao, a solugdo do sistema (5.26) pela decomposicdo de Adomian

usando dois e trés termos, respectivamente, é dada por
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Dois termos Trés termos

571,1 =Yio+ Y Yio=Yio+Yi1+Yi
{/2,1 =Yoo+ Yo, {/2,2 =Yoo+ Yo + Yoo
Va1 =Ys0+Ys: Vio=VYs0+ Y31+ Yo
Y/4,1 =Yi0+ Yy f/4,2 =Yi0+ Yy +Yio
375,1 =Y50+ Y5, 575,2 =Y50+ Y51+ Y55
Vo1 =Yoo+ Y1 Voo =Yoo+ Yo1+ Yoo
Yii=Yro+Yrs Voo =Yoo+ Yr1+ Yio
%,1 =Yg0+ Ys1 %,2 = Yg0+ Ys1+ Ygo

A fim de fazer a escolha adequada para o calculo da solucao, compara-se
as aproximacoes obtidas com dois e trés termos da decomposi¢ao de Adomian. Para
isso, utilizam-se diferentes valores de h e calcula-se a diferenca entre as aproximacgoes

obtidas, através dos erros:
1 > Y B Y Y
E_=max|Y;; — Yis| e B =max|Yp1 — Ypa,

em que Y/BJ = Y/5,1 + Y/6,1 e ?B,2 = Y/5,2 + Y/6,2, sendo

571,1 o vetor da concentracao de celulose obtida ao utilizar dois termos do ADM;
}71,2 o vetor da concentracao de celulose obtida ao utilizar trés termos do ADM:;
57371 o vetor da concentracao de biogas obtida ao utilizar dois termos do ADM;

37372 o vetor da concentracao de biogas obtida ao utilizar trés termos do ADM.

A Tabela 5.2 mostra os erros EZ e EL para diferentes valores de h. Na
primeira coluna tem-se o nimero de pontos da malha, na segunda e terceira os erros.
Além disso, a Figura 5.2 mostra graficamente os erros da Tabela 5.2 para o biogas
(representado pelos circulos) e para a celulose (representada pelos quadrados). No
eixo das ordenadas encontra-se o nimero de pontos da malha e no eixo das abscissas

B 1
os erros B e B.
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Tabela 5.2: Erros EZ e EL

N°. pontos da malha EB EL.
500 0,028281399 0,00056389
1000 0,010565079  0,00023325
1500 0,006847000 0,00013702
2000 0,004665100 0,00010311
2500 0,004020610 0,00008271
3000 0,003331400 0,00006904
3500 0,002845559  0,00005930
4000 0,002482879  0,00005195
4500 0,002202160 0,00004624
5000 0,001978389  0,00004165

0.01000 [

0.00100 |

Erros

H

0.00010 |

T T T
Erro para o biogas —e—
Erro para a celulose —&—

500 1000 1500

Figura 5.2: Erros obtidos pela diferenga entre as solucoes com dois e trés termos de

2000

2500 3000

3500 4000

Numero de pontos da malha

Adomian para as concentragoes de biogés e celulose.
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Inicialmente, observa-se um grande erro entre as duas solugoes, porém,
este erro torna-se constante a medida que se diminui o espacamento entre os pontos

da malha, mantendo-se em uma faixa de 1072 para o biogis e 4 x 107> para a

celulose.

Pela teoria sobre a convergéncia da decomposicao de Adomian é suge-
rido o uso de mais que dois termos na série para obter a solu¢ao do problema. Pelos

resultados numéricos anteriores, confirma-se a diferenca em usar dois e trés termos

de Adomian.

ximadas (Modelo 2 - Equagao (5.4) e Modelo 2 - Equagao (5.2)) obtidas via sim-

A Figura 5.3 mostra a comparacao entre as solugoes analiticas apro-
plificagoes e a solugdo do PVI dado em (5.26) obtida pelo método de Adomian

modificado com trés termos e h = 0.1, para a producao de biogas e para o consumo

de celulose (substrato), respectivamente.

’ Solugao analitica simplificada para biogas - - -
Solugao analitica simplificada para celulose — - —

Adomian Modificado para biogas - 3 termos .

Adomian Modificado para celulose — 3 termos  ©

s
S
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Figura 5.3: Solugao analitica simplificada e solugao via decomposicao de

para as concentragoes de biogés e celulose.
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Observa-se que a produgao de biogds aumenta rapidamente nos primei-
ros dias do processo. Depois, a solucao tende suavemente ao valor seis, indicando
que a fase de metanogénese continua por cerca de 50 dias. A solugao analitica via
simplificagoes dada pela Equagao (5.4) também mostra que isso ocorre. Além disso,
observa-se que a concentragao de celulose decai ao longo do tempo, tendendo a zero,
o que mostra o consumo de todo o substrato. A fase de hidrdlise é praticamente
completada em menos de 20 dias. Na solucao analitica via simplificagoes, dada na

Equacao (5.2), o decaimento ocorre devido a exponencial negativa.

Em geral, as duas solucoes estao de acordo. Porém, tanto para o biogas
quanto para a celulose a discrepancia entre os resultados, no inicio do processo,

ocorre devido as simplificacoes adotadas para obter esta solucao.

5.3 Analise de convergéncia para o método de Adomian

O sistema de equagoes formado pela modelagem do processo de di-
gestao anaerobia é complexo, pois envolve um conjunto de equagoes acopladas. Foi
visto anteriormente que este sistema pode ser resolvido pelo ADM. Dessa maneira,
torna-se atraente fazer uma andlise de convergéncia do método e assim garantir a

convergencia para a solugao.

Nesta secao, sob certas condigoes (baseado em [22]), obtém-se resulta-
dos sobre estimativas de erros para solucoes aproximadas pelo ADM para um sistema

de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem acoplado e nao linear.

O objetivo ¢ desenvolver um teorema que mostra a estimativa de erro
para a n-ésima aproximacao obtida pelo ADM para a solucao do sistema de EDQO’s,

que sera representado pela k-ésima equacao como segue:
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dY;
= LYY Yi(0) = Yio, k=1, m, (5.27)

sendo fi : [0, 7] x H x H — H operadores nao lineares que satisfazem a condicao

de Lipschitz’s:
”fk (ta Yilv )/217 S 7Y7}L)_fk (ta }/127 }/227 S 7Y7’3L) || S Lk,1||}/11_}/12”+ . +Lk,ml|Y7$L_YrgL||7

para todo Y}, V.2 € H, em que Ly; > 0, k,i = 1,...,m e | - || denota a norma no

espaco de Hilbert H.

Sejam {Y1,...,Y;,} as solucdes analiticas para o sistema (5.27) € {Yi, ..., Viun}
as aproximagoes obtidas a partir do ADM definido pelo esquema de recursao:
Y/i,o = Y;(0)

n = Y/i,o + Lt_lfi(t,ﬁ,n—h coy Y1), n> 1 (5.28)

3

Assume-se que

gi,nzifi,n_}/iai:1727"'7m7n:172"" (529)

Derivando a Equagao (5.29) tem-se

depn A (Vin =Y i i
L = fi<t,}/i,n_1,. .. ,Ym’n_1>—fi(lfl,. .. ,Ym), 1=1,....mn=12....

dt dt
(5.30)

Agora, considere o produto interno

déin ™ %
<d_2;7 €i,n>H - <f’L(t7 }/1,71717 L 7Ym,n71) - fl(}/h s 7Ym)7 87,’,n>[_] (531>

Aplicando a desigualdade de Young’s: 2 | (a,b), |< %||a||2 + 6117,

para todo a, b € H e v > 0 tem-se:
d 2 1 v v 2 2
E”gi,n“ < ;Hfz‘(f?YLn—b--.,Ym,n—l)—fi(ylw--7Ym)|| +7illeinll®, v > 0. (5.32)
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Usando a condicao de Lipschitz, obtém-se

d

L
linl® <

Lia

Lim
levnll® + == llean-1l? + - + = lemn-l® +vlleinl* (5.33)

K3 K3 7

Integrando em ambos os lados da desigualdade (5.33) de 0 a ¢, tem-se:

2 Li,l ! 2 Li,2 ! 2 Li,m ! 2 ! 2
leinll® < —= [ llernall"dt+ leomrllPdt+. . +—= [ |lemmnllPdt+y; [ leinldt.
Yi Jo Yi Jo Yi Jo 0

(5.34)

Aplicando a desigualdade usual de Gronwall’s [63], obtém-se:

T, T eVl [, T e[, T
leinl2 < —1/ ||gl,n_1||2dt+—“2/ \|a2,n_1||2dt+...+T“"/ e 1 |I2dt.
0 0 ; 0

i )

7

(5.35)
Assim
T
W, < K/ Wh_idt, n=1,2,..., (5.36)
0
sendo ) )
Hgl,n |2
lea,nll?
W, = ) (5.37)
| Jemall® |
e —
enTLiy  enTLiy enTLym i
- = R
2T Ly €27 Ly o e2T Ly
K — Y2 2 o 2 . (538)
e”mTLmJ 6W5TL5’2 o e"””TLm,m
| Ym TYm Ym .
Dessa forma,
w,, < (TK)"W()? n=12..., (5.39)
sendo
Wo = max [[Wo(t)]| (5.40)

Portanto, fica provado o seguinte teorema.
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Teorema 5.1. Assumindo que os operadores f;, 1 = 1,...,m, satisfazem as condi¢oes

de Lipschitz e

cin=Yin—Yy, i=1,...,m n=12.... (5.41)

sendo {Y1,Ya, ..., Y} o conjunto solugcao dos sistema (5.27), entao

W, < (TK)"Wy, n=1,2,..., (5.42)

sendo (TK) a matriz que limita o erro e o raio espectral de (TK ) é menor que um

(condi¢do para convergéncia,).
5.3.1 Aplicagao: convergéncia do método do ADM para o Modelo 1

O resultado visto anteriormente é aplicado no sistema de EDO’s for-
mado pelo processo de digestao anaerédbia, a partir do conjunto de reacoes do Modelo

1. Dessa forma, considere o seguinte problema de valor inicial:

( dY]
o = oY, n(0) =1
dY;
— = FoiYs — ks, Y>(0) = 0
dY-
o = kY — kY3YE, ¥3(0) =0
dY;
d—t“ = 2k, Y3Y2 — 2k Y2, Y4(0) =0
1Y . (5.43)
dYe
d—j =2k, Yy — kY3t + 2k, Y7, Y5(0) =0
dY- 2 4
= 2 Ys 20 Y3V — 4ksYeY,, ¥7(0) =0
dYyg 2 4
o —koY1Ys — 2koY3YS + 2ksYsY,, Ys(0) =1

\
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Assim, para o calculo das constantes de Lipschitz, obtém-se:

1A (Y Ye) = AFE Y < Liallyy = Y2 + Ll Yy — Y2

1f2(Y1, Y5, Ye) = fo (V2 Y5, YO < Loa|[Y) = Y| + Lop|| Vs — Y5 || 4 LagllYs — Y4
1f3(Ya, Y3 Ye) — f3(Y2, Y3, YOI < Lao|| Yy — Y2 + Laa|| Vs — Y5 + La sV — Y2
(Y3, YY) — fa(VE Y2 YO < Las||Ys = Y3 + Laal Yy — Y2 + Lag||Vs — Y4
1fs(YE Ve Y) = fs(VEYE, YA < Loall Vs — Y2 + Lol Vg — Y& + Ls 7 [[Y7 — Y7
1f6 (Y2, YL, YE, V) = fo(Y5, Y2, Y3, Y2 < LeplYs — Yl + LealYi — Y|

+ LeglYs — YSI + LesllY7 — Y7
IFr (Y2 Y5, Y, Y7 V) — (Y2 Y3, YE Y2 Y| < LoallYs — Y2 + Lol vy — Vil

+ LrglYe — YEI + Loz ||Y7 = Y2 + Lz gllYs — Y5

HfS(Yf?YESleGl’Y?l?YSl) - fS(Y127Y327Y(527Y727Y82)H < L871HY11 - Y12H + L873’ Y31 - Y32H

+ LsgllYg — Y&l + LagllY7 — Y7 + Lesl Vs — Y¢|

Para calcular as constantes de Lipschtz note que
LAY = A2 Y I=] = kYT VS — (—hoYPYE) | = [IkoY?YE — koY) YY) =
ko (YPYE = Y'Y + Y'Y = VIV = [[ko[Ye (Y — Vi) + VI (V¢ = YQ)IIl <
kol YEIIIIYE — Yi'| + Roll Y1 1Y — Y3 .
Como Y{' and Y sao concentragoes, considere M=max{||Y}!|, || YZ||}, entao
1A (Y Ye) = AV Y < KoMV — Yo + koM|[YY =Yg
Assim, obtém-se as constantes de Lipschitz: L;; = L g = koM.

De maneira analoga, assume-se que
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M=max{|[YH], VL YL YL YL Y7 1L Y21 1YL 1YsH} entéo

as constantes de Lipschitz sao dadas por:
Ly =Lig= Lyy = Lag = Lg1 = kM,
Loy = Lzo =k, Lep = Lro = 2Ly,
L33 =FkoM, L7g = Lrg= Ly3=Lg3=2L33
Lyg = 2koM?, Lyg = Lgg = 2L3,
Lse = Les = ksM, Lrg =4Lsg, Lse = 2L56
L5z = Lgr = 4ksM*, L7 7 = 4Ls7, Ly 7 = 2Ls 7, €
Lyy = Ls4 = Lea = 4ksM.

Logo, pelo Teorema 5.1, esta provado que ocorre a convergéncia para a

solucao via ADM.
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6 ANALISE DE SENSIBILIDADE

A anadlise de sensibilidade revela a interdependéncia entre as concen-
tragoes das espécies e as mudancas nas taxas de reacao. Os coeficientes de sen-
sibilidade, definidos como as derivadas parciais das concentragoes das espécies do
modelo em relacao aos parametros de entrada, podem ser usados para determinar
as reagoes mais importantes do mecanismo [125]. Por exemplo, Cao et al. [33]
usa analise de sensibilidade para reduzir os mecanismos de reagao da destruicao de

0zOnio na primavera artica.

Ao longo dos anos, varios métodos para o calculo dos coeficientes de
sensibilidade tém sido estudados. No método indireto (ou for¢a bruta) [49, 129],
uma perturbacao nos coeficientes cinéticos de reagao é aplicada por uma quantidade
fixa e as equagoes do modelo sao resolvidas para cada novo conjunto de valores dos
parametros de entrada. Os coeficientes de sensibilidade sao entao calculados a partir

de aproximacoes por diferencas finitas.

Desde a década de 1980, abordagens mais sistematicas e economicas

para estimar os coeficientes sensibilidade tém sido propostas.

No método direto as equagoes do modelo sao usadas para obter equacoes
auxiliares, estas fornecem os coeficientes de sensibilidade. Em varias aplicagoes
do método direto na cinética, as equagoes do modelo e as equagoes auxiliares sao
acopladas e resolvidas juntas [51, 117]. No entanto, para a maioria dos problemas,

principalmente que envolvem equagoes rigidas, este procedimento tem limitagoes.

Dunker [51] compara trés métodos de andlise de sensibilidade aplicados
a diferentes problemas. O primeiro método, é o método direto desacoplado (DDM),
ou seja, pode-se desacoplar as equagoes auxiliares das equagoes do modelo com su-

cesso em problemas rigidos. O segundo é o método de Funcao de Green (GFM)
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[76], que calcula a fungado de Green para as equagbes auxiliares usadas no método
direto e, em seguida, obtém os coeficientes de sensibilidade via integrais sobre a
funcao de Green. O terceiro é o método indireto, j& mencionado anteriormente.
Dunker concluiu que o método direto desacoplado possui vantagens como simplici-
dade, estabilidade, precisao, eficiéncia, armazenamento e tamanho do programa, em

comparac¢ao com outros métodos, incluindo aqueles que usaram a funcao de Green.

Outros pesquisadoras, tais como Dougherty et al. [50] e Turdnyi [125]
tem discutido a andlise de sensibilidade aplicada a quimica de combustao. Turdnyi
and Bérces [122] aplicaram a técnica na quimica atmosférica e Rabitz et al. [105]
focou principalmente na interpretacao dos coeficientes de sensibilidade em sistemas

de reacao-difusao.

A seguir, aborda-se a técnica do DDM, a qual sera aplicada em dois

modelos de digestao anaerébia, no proximo capitulo.

6.1 Analise de sensibilidade de concentracao

O modelo considerado para o processo AD é descrito pelo sistema de

equacoes diferenciais ordinarias caracterizado pelo seguinte problema de valor inicial

ay(t) _
7 - f(Y(t)vk>7 te [a’ b]

Y(to) = Y(a) = Y°

: (6.1)

sendo Y o vetor ng-dimensional das concentracoes, k o vetor de dimensao n, dos

coeficientes cinéticos e Y? o vetor das concentracoes iniciais, ou seja,

Yi(t) A(Y (1), k) by Yito) = Y7 |
Y1) 3/2:(75) (). k) = f2(Y(:t)ak) k- 7<i2 . Y2(to).= vy
L Yns(t) | | fm(Y(t)vk) ] | knp | | Yns(to) = Yr?s |
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Os coeficientes de sensibilidade mostram como a solugao Y; sofre al-

teragoes devido a uma pequena perturbagao no valor do parametro k;.

Se o sistema cinético original (Eq. (6.1)) é diferenciado com relacao a

k;, obtém-se o seguinte conjunto de equacoes diferenciais de sensibilidade.

d 9Y; oy, 09f;, 0Y;

dt Ok; :Jf(yl"“’yn)aijrak ok, (o) =0, i=1...,n5, j=1,...,m,. (6.2)

oY;
Fazemos — (9kj = S;;. Entao,

d Afi

%Sij = Jf(}/i,,Yn)SZ] +%, Szj(tO) =01= 1,...,715, j: 1,...,7’Lp, (63)
J

ou seja, os coeficientes de sensibilidade sao obtidos a partir da solucao de j =

1,...,n, sistemas, dados por:
( d Of1 df1 af1 of
gt %) = gy St gy S e gy F g, Su(0) =0
d 0fs dfs 0fa Of2 _
ait ) = gy, %0t gy, St gy St g S0 =0
(6.4)
d _ Ofa, O fn, o . Ofn, _
dt (Snsj) - oY, Sl] oY, SQJ + (9Y Snsj + akj ) Snsj(o) =0

oy,
ok,

solugao do modelo quando os parametros sao alterados. A Equagao (6.3) mostra que

A matriz de sensibilidade S;; = [

] é a matriz dos efeitos na
Ns,Np

a matriz de sensibilidade é determinada por dois efeitos. O segundo termo do lado
direito da Equacao (6.3) mostra que se o coeficiente cinético k; é alterado, ocorre
influéncia direta nas concentracoes das espécies. Como resultado dessa variagao
direta na taxa de reagao, o primeiro termo do lado direito da Equagao (6.3) indica

mudangas induzidas por efeitos indiretos nas concentragoes de outras espécies.

O valor do coeficiente de sensibilidade depende das unidades usadas. E

possivel que as unidades de diferentes coeficientes de sensibilidade do mesmo modelo
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sejam diferentes, tornando-as nao compardveis entre si [126]. Assim, os coeficientes

de sensibilidade sao normalizados aplicando a seguinte equacgao

k; OY;

Y; Ok;

(6.5)

Os coeficientes de sensibilidade normalizados sao adimensionais; por-
tanto, seus valores independem das unidades da solucao e dos parametros do mo-
delo. Eles mostram a variacao percentual da solucao do modelo devido a variagao
adotada de 1% no valor do parametro [126]. Se as solugoes e parametros do modelo
sao positivos, entao os coeficientes de sensibilidade normalizados podem ser escritos

na forma

olny;
8lnk‘j’

sendo Y; e k; valores adimensionais.

6.2 Analise de componente principal

A analise de componente principal é um meio eficaz global para retirar
reagoes de menor importancia de um esquema de reacao complexo, de modo que
um mecanismo de reacao tratavel possa ser derivado. Esta analise foi sugerida por
Vajda et al. [128] e baseia-se no cdlculo de autovalores e autovetores da matriz
STS, em que S é a matriz formada pelos coeficientes de sensibilidade normalizados,

calculados em todo intervalo de tempo considerado.

Para compreender a andlise de componente principal, primeiro considera-
se os parametros de taxa normalizados, o, do qual a j-ésima componente pode ser

expressa por

aj=Ink;, j=1,...,n,, (6.6)

sendo, n, o nimero de reagoes quimicas do modelo.
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A defini¢ao dada pela Eq. (6.6) permite expressar a resposta do me-
canismo de reacao devido a variacao nos coeficientes cinéticos, usando a seguinte

funcao resposta

i nz [ — Yim(a?) 2, (6.7)

m=1 i=1 ’Lm ao)
sendo Y; () = Y;(t, @) o valor da concentragao da i-ésima espécie no m-ésimo
tempo calculado pelo conjunto original de parametros e Y; ,,(a®) = Y;(t,,, a°) o valor

correspondente calculado com o conjunto de parametros alterados.

A fungdo Q(«) mostra o desvio relativo dos dois valores. A andlise
de componente principal investiga o efeito da mudanga de parametros no valor da

funcao resposta.

Expandido Q(«) em torno de o em série de Taylor tem-se

0 T T
Q) = Q(a”) + GT(a”) A + 5 (Aa) H(a%)Aa, (6.8)
sendo
[ 0| [ 0Q ] [ e 9 . _2PQ ]
a1 — g dat a3 a1 0 da1dan,
0 0Q 0°Q 2°Q o 02Q
Aa _ Qg — aQ 7 G _ 6(.)12 e H _ 8042'8011 aa% 8042?047117
_ 0Q 9%Q 2Q ... 2Q
L Ay — A, | | Oan, | L Oan,dar  dan,dag 804%17 |

Um dominio dos parametros pode ser definido especificando que o valor
da funcgao resposta é menor que 0;. Ou seja, o desvio entre a solugao do modelo com
parametro modificado e o modelo original é limitado, sendo este desvio calculado
usando a Eq. (6.7). A Figura 6.1 mostra que para um sistema de dois parametros, o
valor da fungao resposta Q(«) é zero nos parametros originais e este valor aumenta

0

para quaisquer mudancas nos parametros. Dessa forma, o’ é um ponto de minimo

o que implica em Q(a’) = 0 e G(a’) = 0. Assim, a Equacao (6.8) torna-se
1
Qo) = §(Aa)TH(aO)Aa. (6.9)
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‘ Q(a) = constante
\ .',f

a4

Figura 6.1: Representagao da fungao Q(«) em espacos de parametro bidimensional
e de parametro de varias dimensoes.

Além disso, utilizando a aproximagao de Gauss [13] na Equagao (6.7),
a funcao Q(«) é aproximada por

Q(a) = Q(a) = (Aa)" TS5,

(6.10)
sendo S a matriz dos coeficientes de sensibilidade normalizados correspondente ao
instante de tempo t(m),m = 1,...,n;. Ou seja, 0 m-ésimo elemento de S é dado
por

[ oY1,  OlnYin, anYs m
Olnkq Olnks o Blnknp
olnY2 m OlnY2 m olnYs .,
& dlnk dlnk “t Olok,
S = i e i , (6.11)
OlnYngm  OInYn, m OlnlnY,, m
Olnk, dlnky "7 Olnkn,

A funcdo Q(«) dada em (6.10) é utilizada para estudar os efeitos da
variagoes nos parametros.

Fazendo a diagonalizacdo da matriz STS, obtém-se

STS =UAUT,

(6.12)
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sendo U a matriz dos autovetores normalizados de STS e A a matriz diagonal for-

mada pelos autovalores Aj, Ay, ..., A, de STS.
Substituindo a Equacao (6.12) na Equagao (6.10), obtém-se

Qa) = (Aa)TUAUT Ac. (6.13)

Define-se a componente principal (como mostrado em Bard [13]) U =

U, entao a variacao da componente principal é dada por
AV = U"(Aa). (6.14)

Como resultado da definicdo de componente principal a Equagao (6.13) torna-se

Qo) =Q(¥) = Z Al Aw, (6.15)

sendo [|AV|? = (AT;)T(AT)).

A partir da equacao (6.15), vé-se que o autovalor \; representa a sig-
nificancia de um grupo de reacoes para a mudanca do sistema. AV, na Eq. (6.15)
consiste em n, elementos, que correspondem a reagoes de interagoes préximas, no
sistema de reacao complexo original. Isso mostra que as concentragoes das espécies
sao influenciadas nao apenas por uma reacao individual separada, mas também por
uma sequéncia de reacoes intimamente entrelacadas. Além disso, a contribuicao da
reacao individual ao seu grupo é também indicada pelo peso do elemento corres-
pondente nos autovetores. Assim, realizando a andlise de componente principal na
matriz STS , as reacoes importantes podem ser indicadas se corresponderem a um

elemento grande de um componente principal associado a um autovalor grande.

Geometricamente, o maior autovalor esta relacionado ao eixo mais curto
do elipsoide (ver Figura 6.1), enquanto o autovetor correspondente define a diregao
do eixo. Se um eixo do elipsoide é curto, e isso significa que, ao alterar os parametros

nessa dire¢ao, uma grande mudanca na fungao resposta pode ser obtida. Ja, um au-
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tovalor pequeno corresponde a um eixo longo, isso significa que alterar os parametros

de acordo com a dire¢ao do eixo tem pouco efeito na solugdo do modelo [128].

Portanto, apds obter o coeficiente de sensibilidade S”U do mecanismo
de reacdo, a andlise de componente principal é realizada na matriz S7S. Dessa
forma, os n, autovalores sao obtidos e para derivar um mecanismo de reagao redu-
zido, removem-se as reagoes pertencentes aos componentes principais com pequenos
autovalores. Foi comprovado em estudos realizados por Vajda et al. [128] que se
o autovalor \; for menor que ng x n; X 107, a variagdo na concentragao de cada
espécie quimica no sistema é menor que 10% em cada instante de tempo. Além disso,
nos componentes principais correspondentes aos grandes autovalores, os elementos
com valores inferiores a 0,2 também sao considerados sem importancia e, portanto,
podem ser removidos do mecanismo original. Estimou-se que esses elementos con-

tribuem com menos de 4% para a variacao total das concentragoes.

Dessa forma, a andlise de componente principal fornece uma maneira
util de interpretar informacoes complexas de sensibilidade e identificar grupos de

parametros importantes que influenciam nas saidas.
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7 SIMULACOES E DISCUSSAO DOS
RESULTADOS

Neste Capitulo, simula-se o processo de digestao anaerdbia usando os
conjuntos de reagoes quimicas apresentados na Tabela 3.2 (Modelo 1), Tabela 3.3
(Modelo 2), Tabela 3.4 (Modelo 3) e Tabela 3.5 (Modelo 4), sendo a celulose o

substrato inicial.

Considera-se kg = 1, baseado em [16], para temperatura de 35°C e
calculam-se as constantes kq, ko, k3, k4, ks e kg para cada um dos modelos, usando a
Equagao (3.9), sendo T = 25°C (298,15K) e AG® a respectiva energia livre de Gibbs

de cada reacao especifica.

Os valores obtidos para os coeficientes cinéticos de reacao sao apresen-
tados na Tabela 7.1. Na primeira coluna estao os parametros e nas demais colunas,

os valores para os Modelos 1, 2, 3 e 4, respectivamente.

Tabela 7.1: Coeficientes cinéticos de reacao dos Modelos 1, 2, e 4.

Parametros Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

ko 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
key 1,1125 1,1125 1,0459 1,0547
s 0,9808 1,014 1,0640 1,0459
ks 1,0542 1,146 0,9744 0,9904
ke 1,0146 1,015 1,0267 1,0237
ks - . 1,0146 1,0268
ke : : . 1,0295
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Em cada modelo, sao utilizadas as seguintes condicoes iniciais:
Modelo 1 e Modelo 2:

Yilto) = Yi(0) = 1;

Yi(ty) = Ys(0) = 1;

Yilt)) = Yi(0) =0, i=2,....7.

Modelo 3:
Yi(to) = Y1(0) = 1;
Ys(to) = Y3(0) = 0,2;

Yi(t) = Yi(0) =107, i=2,...,7.

Modelo 4:
Yi(to) = Y1(0) = 9;

Ys(to) = ¥5(0) =0, 7;

7.1 Calculo do GCI para o Modelo 2

Considera-se o sistema do Modelo 2, no qual existe maior nimero de
termos nao lineares e acoplamento mais forte entre as equagoes, comparado ao Mo-

delo 1. Inicialmente, verifica-se se o problema é stiff. Para isso, a fim de simplificar
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o problema, considera-se constante a concentracao de algumas espécies (como ja
comentado na Observacao 5.1 - p.45), como segue: Y3 = 0,01, Y; = 0,01, Y7 =0,1
eYs=0,1.

Tem-se os seguintes autovalores para a matriz Jacobiana do sistema:

~0,00025(ks + 10ks)
VY6

Observe que para t — 00, o indice de rigidez corresponde a S = 667,01,

)\1207)\2:

> )\3 = —O, 1k0 e )\4 = —k’l.

caracterizando a rigidez do sistema como nao severa. Dessa maneira, o problema
pode ser resolvido pelos métodos de Runge-Kutta explicito [21, 29, 31], estudados
no Capitulo 4.

Mostra-se nas Tabelas 7.2 e 7.3 os valores para o indice de convergéncia
da malha (GCI), para os métodos RK44 e RK simplificado, respectivamente. Os
resultados foram obtidos considerando o Modelo 2 e a varidvel biogas com 3 malhas:
hy = 0,025, ho = 0,05 e hg = 0,1. A ordem de precisao p é calculada usando a
férmula (4.18) e os erros sao obtidos usando a férmula (4.19), considerando a norma

infinita dos valores.

Tabela 7.2: Indice de convergeéncia da malha para RK44.

i ” Eit1i H GClLity;
2 0,000262158 0,0103%
1 0,000030277 0,0018%

Tabela 7.3: Indice de convergencia da malha para RK simplificado.

i el GCligy
2 0,02992757 3,996%
1 0,00843467 1,466%
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Conforme apresentado nas Tabelas 7.2 e 7.3, ocorre redugao gradual no
valor do GCI a medida que a malha é refinada (GCly; < GClsy). O GCI para a
malha mais fina (GCly;) é relativamente baixo se comparado a malha mais grosseira
(GClsy), indicando que a dependéncia da simula¢ao numérica no tamanho da célula
foi reduzida. Além disso, isto indica que o percentual de variagao da malha grossa

para a intermediaria é maior que da intermediaria para a mais fina.

Os resultados obtidos indicam que a malha fina é adequada para a
analise da producao de biogas, pois os valores dos GCI’s foram menores que 2% e 1%,
para o RK44 e o RK simplificado, respectivamente. Dessa forma, pode-se afirmar

que se a malha continuar sendo refinada a solugao nao ird variar significativamente.

7.2 Comparagao entre os métodos ADM modificado e

Runge-Kutta para os Modelos 1 e 2

Nesta secao, faz-se a comparagao entre a solucao obtida com trés termos
do método de Adomian modificado e as aproximacoes encontradas ao utilizar os
métodos de RK44 e RK simplificado. Para isso, utiliza-se diferentes valores de h e

calcula-se a diferenca entre elas através do erro:

Eo'i) = max HYB — Y/BH,

sendo
Y5 o vetor da concentragao de biogéas obtida ao utilizar trés termos da decomposigao;
Y5 o vetor da concentracao de biogas obtida ao utilizar um dos métodos numéricos.

A Tabela 7.4 mostra os erros EZ ao comparar a solugao via decom-
posicao de Adomian modificado e a solucao aproximada pelos métodos numéricos

de RK44 e RK simplificado, para diferentes valores de h. Na primeira coluna tem-se
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o numero de pontos da malha, nas outras os erros para os Modelos 1 e 2 considerando

cada método.

Tabela 7.4: Erros entre a solugao via decomposicao de Adomian e solu¢ao aproxi-

mada pelos métodos numéricos de RK44 e RK simplificado.

N° de pontos

da malha

RK44

Modelo 2

Modelo 1

RK simplificado

Modelo 2

Modelo 1

500
1000
2000
4000
8000
16000
64000
128000
256000
1240000

0,078397706221
0,039206419134
0,019601389999
0,009797748192
0,004895813734
0,002444843594
0,000606654331
0,000300342135
0,000147271992
0,000032947738

0,059723162232
0,029874752601
0,014936003537
0,007466465011
0,003731277101
0,001863646907
0,000462933406
0,000229499037
0,000112813128
0,000025525461

0,07846178992014
0,03931881359119
0,01967696097204
0,00984053159242
0,00491841397488
0,00245641968073
0,00060955014600
0,00030175817304
0,00014794657543
0,00003307899351

0,06008704049081
0,02998391958199
0,01497178831545
0,00747930026623
0,00373648115948
0,00186593224532
0,00046342205501
0,00022972048517
0,00011290440164
0,00002552128471

As Figuras 7.1 e 7.2 mostram graficamente os erros da Tabela 7.4 para

o Modelo 1 (representado pelos circulos) e para o Modelo 2 (representada pelos qua-

drados), ao utilizar o método de RK44 e RK simplificado, respectivamente. No eixo

das ordenadas encontra-se o nimero de pontos da malha e no eixo das abscissas os

B
erros L.
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Erro para RK44 e Adomian — Modelo 1 —e—
Erro para RK44 e Adomian - Modelo 2 —&—
0.01 |
2]
o
w
0.001 |
00001 | | | | | |

20000 40000 60000 80000 100000 120000
NUmero de pontos da malha

Figura 7.1: Erros da solucao via decomposicao de Adomian e solugao aproximada

pelo método de RK44.

Erro péra RKsimp e Adomian — Modelo 1 —e—
Erro para RKsimp e Adomian — Modelo 2 —=—
0.01 |
2]
o
wm
0.001
0.0001

20000 40000 60000 80000 100000 120000
Numero de pontos da malha

Figura 7.2: Erros da solucao via decomposi¢ao de Adomian e solugao aproximada

pelos métodos numéricos de RK44 e RK simplificado, para a concentragao de biogas.
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Observa-se que, tanto para o RK44 quanto para o RK simplificado os
erros diminuem a medida que a malha é refinada. Além disso, para o Modelo 1,
os erros sao menores, provavelmente pelo fato do sistema ser mais simples (conter

menos termos nao lineares e acoplados).

Outro fator interessante é a pequena diferenca nos erros ao utilizar os
métodos de RK44 e RK simplificado. Na resolugao numérica de sistemas de EDO’s
que envolvam mais equacoes, torna-se conveniente utilizar o RK simplificado, ja que

este envolve um numero menor de célculos.

7.3 Simulacgoes para o processo de digestao anaerdbia para

os Modelos 1 e 2

Para obter a concentragao de biogas e das demais espécies envolvidas
no processo de digestao anaerdbia usa-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem
e quatro estdgios (RK44), com h = 0,01. A Figura 7.3 mostra a produgao de biogés

para os Modelos 1 e 2, num periodo de 50 dias.

A producao de biogds aumenta rapidamente nos primeiros dias do pro-
cesso. Depois, a solucao tende suavemente ao valor seis, indicando que a fase de
metanogénese continua por cerca de 50 dias. Porém, no Modelo 1 (representado por
+) ocorre menor produgao de biogas do que no Modelo 2 (representado por e). Isto
acontece devido a fase de acetogénese nao ser espontanea (AG° > 0), no Modelo 1,

assim o0 Modelo 2 é mais realistico.

As Figuras 7.4 e 7.5 mostram o consumo de celulose (substrato) e
espécies intermedidrias do processo de digestao anaerébia, para o Modelo 1 e Modelo

2, respectivamente.
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Figura 7.3: Solu¢do numérica para a producao de biogds (Modelo 1 e Modelo 2).
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Figura 7.4: Solucao numérica das concentracoes de substrato e espécies quimicas

intermediarias para o Modelo 1.
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Figura 7.5: Solucao numérica das concentracoes de substrato e espécies quimicas

intermediarias para o Modelo 2.

Tanto para o Modelo 1 quanto para o Modelo 2, a concentragao de celu-
lose e de todas as espécies intermediarias decai ao longo do tempo. As concentragoes
de celulose e glicose tendem a zero, mostrando o consumo de todo o substrato. As
fases de hidrélise e acidogénese sao praticamente completadas em menos de 20 dias.

A degradacao do acido butirico, acido acético, hidrogénio e dgua ocorre em torno

dos 50 dias.

A decomposicao da glicose como produto da celulose é globalmente dada
pela reagao CgH120¢ = 3C Hy + 3CO,. Isto mostra que com 1 kmol de 100% de gli-
cose, podem ser obtidos 6 kmol’s de biogas, o que estéd consistente com os resultados
obtidos (analiticos e numéricos). Além disso, os resultados numéricos concordam
com a solucao analitica simplificada e com a solucao obtida pela decomposicao de

Adomian, dando maior confiabilidade a implementacao do cédigo computacional.
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7.4 Analise de sensibilidade de concentracao para o

Modelo 4

Para esta simulagao considera-se o sistema formado a partir do Modelo
4 para o processo de producao de biogas e que o processo ocorre em trinta dias. A
solucao numérica para a concentragao de biogas foi obtida via método de Rosenbrock
de ordem quatro, considerando como tolerancia ¢ = 10~7. As constantes cinéticas
ko, k1, -+ , ke sdo as mesmas ja calculadas para a temperatura de 25°C (Tabela 7.1).
A Figura 7.6 mostra a solu¢ao obtida. Observa-se que a solugao possui 0 mesmo

comportamento dos resultados anteriores.

Concentracao de biogas (mol/L)

Tempo (dias)

Figura 7.6: Solucao numérica obtida via Rosenbrock para producgao de biogds, con-

siderando o Modelo 4.

A Figura 7.7 mostra o comportamento do pH durante os trinta dias do

Processo.
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Figura 7.7: Valor do pH obtido via Modelo 4, para o processo de digestao anaerdbia.

Conforme o processo ocorre, o pH atinge valores étimos para a producao
de biogas. Ao final do processo, o valor do pH é de ordem 6,5, caracterizando a

coeréncia do modelo de AD proposto.

O maior valor para o passo de tempo variavel h foi de 0,01. No decorrer
do tempo, este espacamento sofreu alteracoes, assumindo em alguns instantes valor

minimo de 1078,

Apés calcular a solugao do sistema de EDO’s do modelo, pelo método
de Rosenbrock, usa-se esta solucao para calcular o segundo termo do lado direito
de cada equacao em (6.4). A matriz Jacobiana é a mesma para os dois sistemas,
assim o sistema (6.4) também ¢é resolvido pelo método de Rosenbrock, com o mesmo

tamanho de passo que foi usado para obter a solugao do sistema de EDQO’s.
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A Figura 7.8 mostra os resultados da andlise de sensibilidade para o
Modelo 4. Os coeficientes de sensibilidade foram normalizados pela Equagao (6.5).
Cada gréafico mostra os coeficientes de sensibilidade de cada espécie para todas as

reagoes do mecanismo, durante os 30 dias.

Na Figura 7.8 (a), a reagdo R2, que produz o acido butirico na fase de
acidogénese, é identificada como a reacao mais importante para a celulose no estagio
considerado. Isso esta relacionado ao fato de que, durante o estagio de acidogénese,
a concentracao de CgH120g aumenta vigorosamente até que seu valor de pico seja

atingido.

As reagoes que produzem metano (R5, R6, R7) também influenciam,
ja que elas fornecem valores absolutos relativamente altos para os coeficientes de

sensibilidade, especialmente para as espécies envolvidas na fase de metanogénese

(ver Figura 7.8 (d), (e), (f), (g), (i)).

A reacao R1 tem grande influéncia na formagao de dgua, conforme
mostra a Figura 7.8(h). Isto justifica o fato de que a dgua é o principal componente

na reagao de hidroélise.

Note também que a reagao R6 (Figura 7.8(g)) é mais importante para o
hidrogeénio. Esta reacao transforma hidrogénio em metano, reduzindo a concentragao

de hidrogénio e, consequentemente aumentado o valor do pH.

As reagoes nao tém influéncia significativa sobre o dcido acético (Figura
7.8(d)) em comparagao com as outras espécies, com excecao de R7 que é a reacao
em que ocorre o consumo de acido acético. Além disso, a reacao de acetogénese
(R4), que produz acido acético, é a menos importante para a espécie. Esta reacao
exibe valores absolutos de pico dos coeficientes de sensibilidade inferiores a 0,1 para

todas as espécies.
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Figura 7.8: Coeficientes de sensibilidade normalizados

de digestao anaerdbia.
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7.5 Analise de componente principal para o Modelo 3

A andlise de componente principal sera aplicada no Modelo 3. O sistema
de EDO’s do modelo é resolvido pelo método de Rosenbrock de ordem quatro,
considerando uma tolerancia e = 10~7. Esta solucdo é usada para calcular o segundo
termo da lado direito de cada equagdo no sistema (6.4) (para ny =8 e n, = 6). A
matriz Jacobiana é a mesma para ambos os sistemas, entao o sistema (6.4) também
é resolvido pelo método de Rosenbrock com o mesmo tamanho de passo usado para
resolver o sistema do modelo. Apds obter os coeficientes de sensibilidade, a matriz
STS é construida e aplica-se a anslise de componente principal. Os autovalores da

matriz ST .S sdo listados na Tabela 7.5.

Tabela 7.5: Autovalores e reagoes correspondentes para o mecanismo de reagao

original.

J Reacao Rj Autovalor \;

1 R1 1.08 x 10°
2 R2 1.63 x 10*
3 R3 9.16 x 10?
4 R4 4.84 x 102
) R5 1.35 x 102
6 R6 3.97 x 10°

Considera-se que os componentes principais correspondentes a pequenos
autovalores contribuem insignificativamente para a resposta global do sistema e,
portanto, podem ser eliminados do mecanismo. Para as oito espécies quimicas, 7009
passos de tempo foram necessarios na simulagao, para eliminar componentes menos
importantes com o critério 8 x 7009 x 10~% = 5, 60. Assim, a reacao R6 foi eliminada.

Dessa forma, a reacao R3 também deve ser eliminada para obter a reacao global do
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mecanismo, uma vez que o consumo da espécie Co H4O5 foi eliminado e, entao esta
espécie nao deve ser produzida. A Tabela 7.6 mostra o conjunto de reagoes para um
modelo de digestao anaerdbia, composto por quatro reagoes e sete espécies, obtidas
apds a analise dos componentes principais. Cada reacao estd associada a sua fase e

seu respectivo AG°.

Tabela 7.6: Conjunto reduzido de reacoes quimicas do processo de digestao

anaerdbia.

Fases Reagoes AG (KJ/mol)

(I) R1 CGH1()O5 + HQO — CGngOG -

(II) R2 O6H1206 — C4H802 + 2002 + 2H2 -264.2
(IV) R4 CO,+ 4Hy — CHy + 2H,0 “131.0

A Figura 7.9 mostra a solucao obtida para a producao de biogas para
os modelos inicial e reduzido. A linha sélida denota o resultado obtido a partir
do mecanismo de reagao inicial, e a curva tracejada representa o resultado para o
mecanismo de reacao reduzido, que é obtido apds o uso do método de andlise de

componente principal.

Observa-se que, a variacao da producao de biogés obtida apds a remogao
de duas reagoes é inferior a 10% ao final do processo, o que é esperado pelo critério
adotado. Ambos os resultados sao coerentes com os ja observados anteriormente,

nos outros modelos.
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Figura 7.9: Biogas produzido pelos modelos original e reduzido.

7.6 Observacoes computacionais

A implementacao dos métodos numeéricos utilizados neste trabalho foi
feita em Fortran 90. Os resultados obtidos para os Modelos 1 e 2, nos quais
utilizaram-se os métodos explicitos, a solucao foi obtida em menos de um minuto.
Ja, o tempo computacional gasto nas simulagoes para obter as solugoes dos sistemas
maiores (Modelos 3 e 4), calculadas pelo método de Rosenbrock, durou entre uma

e duas horas.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho, inicialmente, apresentou-se a histéria do desenvolvi-
mento do processo de producao de biogas (ou processo de digestao anaerébia), desde
o ano de 1600 até a década atual. Além disso, foram descritos modelos existentes,

formados a partir da cinética de Monod.

Como principal contribui¢ao deste trabalho, modelou-se o processo de
digestao anaerdbia a partir de informagcoes estequiométricas e taxas de reagoes ele-
mentares. Dessa forma, novos modelos foram propostos, sendo necessario o calculo
dos coeficientes cinéticos de cada reacao. Assim, para estimar o valor desses coefi-
cientes, utilizou-se a energia livre de Gibbs de cada reagao, para a temperatura fixa

de 25°C (298,15K).

Modelou-se o processo de digestao anaerdbia para quatro conjuntos de
reacoes: Modelos 1 e 2 (cinco reagoes e 8 espécies), Modelo 3 (seis reagoes e oito
espécies) e Modelo 4 (sete reagdes e nove espécies). Apds a modelagem quimica
e matematica, foram necessarios métodos numéricos adequados para resolver os
sistemas de equacoes diferenciais ordinarias que descrevem a cinética quimica dos

modelos.

Para os dois primeiros modelos propostos obteve-se a solucao numeérica
pelos métodos explicitos de Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estagios e Runge-
Kutta simplificado de segunda ordem. A fim de comparar os dois métodos, foi obtida
uma solucao analitica aproximada via decomposicao de Adomian. Observou-se que
para ambos os métodos os erros diminuem a medida que a malha é refinada e a
diferenca entre eles é muito pequena, tornando o uso do método de Runge-Kutta
simplificado mais economico, ja que envolve menor nimero de calculos. Além disso,
também foi encontrada uma solucao analitica aproximada, via simplificacoes das

equacoes dos modelos e concluiu-se que as solugoes numéricas se aproximam das
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solucoes analiticas, fornecendo, dessa maneira, maior confiabilidade para o uso do

método numérico desejado.

Comparando os Modelos 1 e 2, que se diferenciam pela fase de ace-
togenése, os resultados mostraram que o valor do AG° influencia no processo de
produgao do biogds. Ou seja, para o Modelo 2, em que a todas as reagoes sao es-
pontaneas (AG® < 0), ocorre maior produgao de biogds do que quando o processo
possui a reagao de acetogenése nao espontanea (AG° > 0) (Modelo 1). Isto mostra
que reacoes acetogeénicas tornam-se mais favoraveis quando a energia livre de Gibbs

¢ negativa, como esperado.

Quanto maior o nimero de reagoes do modelo, o tempo computacional
para obter a solucao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias pode variar em
diferentes ordens de grandeza, fazendo com que os métodos mais comuns, como os,
métodos explicitos, nao fornecam resultados precisos sem exigir muito esfor¢o. Dessa
forma, para os Modelos 3 e 4, formados por seis e sete reagoes, respectivamente
foi utilizado o método de Rosenbrock, que é um método adequado para resolver

problemas rigidos.

Através da analise de sensibilidade de concentracao das espécies verificou-
se a importancia das reacoes quimicas e espécies envolvidas no Modelo 4. A partir
da anédlise de componente principal retirou-se duas reacoes do Modelo 3, reduzindo-o
para quatro reagoes. Os resultados obtidos usando o mecanismo reduzido concordam

razoavelmente bem com aqueles simulados usando o mecanismo inicial.

As solucgoes obtidas para os quatro modelos propostos forneceram, ao
final do processo, a quantidade adequada de biogds, concordando com a reacao
global de produgao de biogds. Além disso, forneceram um valor de pH adequado

para o problema (em torno de 6,5).

Portanto, a pesquisa desenvolvida nesta tese cumpriu com os objetivos

propostos, fornecendo modelos e resultados significativos para o processo de digestao
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anaerébia, em que a celulose é o substrato. Além disso, os métodos numéricos des-
critos e utilizados para as simula¢oes podem ser usados nao somente para solucao do
processo de producao de biogas, mas também em diversos problemas da Matematica

Aplicada.

8.1 Contribuicoes da tese

Apresenta-se a producao cientifica gerada com este trabalho.
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9 APENDICE

No Apéndice, inicialmente, apresenta-se a descricao sobre a energia
livre de Gibbs (Apéndice 9.1). Em seguida, sao feitas algumas consideragoes sobre

a plataforma computacional e softwares usados no desenvolvimento do trabalho.

9.1 Energia Livre de Gibbs

A Energia Livre de Gibbs foi proposta pelo fisico americano Josiah Wil-
lard Gibbs, em 1878, e denotada por AG®, para um sistema submetido a uma reacao
quimica, representa a quantidade de energia disponivel para o trabalho em condig¢oes
de temperatura e pressao constantes. Estas condicoes sao satisfeitas na maioria dos
sistemas bioquimicos. A mudanca na Energia Livre de Gibbs depende apenas do
estado do sistema no inicio e no final da reagao e nao na via (caminho), considerando
apenas os reagentes iniciais e os produtos finais. No entanto, a quantidade desta
energia disponivel realmente recuperavel para o trabalho biolégico pode depender
muito dos organismos e dos percursos disponiveis para eles [39]. A Energia Livre de
Gibbs estd relacionada com a temperatura e com as constantes de equilibrio pela

expressao

AG® = —RTIn(Ke,), (9.1)

sendo R a constante universal dos gases (8,3144 J/k mol), T a temperatura absoluta

e In(Keq) é o logaritmo natural da constante de equilibrio.

Os valores de AG® para cada processo podem indicar a maior ou menor
espontaneidade de uma reacao. Se o valor de AG® for negativo, significa que a
energia livre do sistema reduziu, ou seja, realizou-se trabalho, sendo, portanto, um
processo espontaneo. Porém, se o valor de AG® for positivo, o processo nao é

espontaneo; e, se for igual a zero, significa que o sistema esta em equilibrio e nao
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houve variacdo das substancias envolvidas. Isso ocorre na ebuli¢ao (mudanga de

fase) normal da dgua, processo em que a temperatura permanece constante.

O valor do AG® de qualquer reacao pode ser calculado a partir dos

valores da energia livre de formacao de cada espécie quimica, da seguinte forma
Np Ng
AGOR%&QO = Z piAGOi — ZT]Z'AGOi, (92)
i=1 i=1

sendo p;, n; os coeficientes estequiométricos das espécies dos produtos e reagentes,
respectivamente e Np, Nr o nimero de espécies dos produtos e reagentes, respecti-

vamente. Por exemplo, considere os seguintes valores
AG°co, = —394, 359 KJ/mol
AG°cy, = —50,8 KJ/mol
AG°y,0 = —237,178 KJ/mol
AG°y, = 0 KJ/mol

Deseja-se calcular o AG® para a reacao de metanogénese hidrogenotrofica,

dada pela Equagao (9.3)

Pela Equacéao (9.2), tem-se
AGReagio = AG cp, +2AG g0 — 4AGy, — AGco,,
que resulta em
AG®Reacso = —50,8 — 474,356 — 0 + 394, 359 = —130, 7,

que esta de acordo com o AG® dado na Tabela 3.1.

Uma tabela com os valores de AG® para diversas espécies quimicas
estd disponivel no site da referéncia [46]. Valores do AG® para algumas espécies

principais (utilizadas neste trabalho) sao mostradas na Tabela 3.2.
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Tabela 9.1: Valores da Energia livre de Gibbs para temperatura de 25°C.

Espécie AG° (KJ/mol)

CsH1505 0
CyH50; 0
CoH 10, -389,45
CH, -50,8
CO, -394,359
H, 0
H,0 237,178

9.2 Consideragoes sobre as ferramentas computacionais

utilizadas

Os experimentos numéricos realizados neste estudo foram feitos princi-

palmente em um notebook Samsumg RF511 com as seguintes especificagoes:

e Processador: Intel® Core(TM) i5 - 5200U CPU @ 2.20GHz x 4
e Memoria: 8 Gb

e Sistema Operacional: Ubuntu 16.04 LTS 64 bits

e Compilador : Intel® Fortran Compiler 12.1.3

Os programas computacionais foram desenvolvidos em Fortran 90 usando

o compilador da Intel® descrito acima.

Para o desenvolvimento dos graficos foi usado o software Gnuplot, Versao
5.0 para Linux. Os calculos de autovalores para matrizes mais simples foram reali-

zados pelo software Gnu Octave, Versao 4.0. Ja, para matrizes maiores, calculamos
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os autovalores com o auxilio do pacote de algebra linear LAPACK (biblioteca de

fungoes escritas em Fortran [79]) .
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