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por

Marline Ilha da Silva

Tese submetida ao Programa de Pós-Graduação em Matemática
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RESUMO

O processo de transformação da biomassa em biogás, conhecido como

Digestão Anaeróbia, tem se tornado uma importante fonte de pesquisa nos últimos

anos. Uma das vantagens deste processo é a transformação de lixo em energia

utilizável, reduzindo a emissão de gases tóxicos na atmosfera. O processo de digestão

anaeróbia é complexo, formado por várias etapas de interações metabólicas, que

ocorrem na ausência de oxigênio, realizado por populações bacterianas. Estas etapas

fornecem um conjunto de reações qúımicas, as cujas espécies são utilizadas para

formar o sistema de equações diferencias ordinárias que descreve a cinética qúımica

do modelo. Em geral, este sistema é acoplado e não linear, sendo necessários métodos

numéricos para resolvê-lo.

Neste trabalho, apresenta-se a modelagem qúımica e matemática do

processo de digestão anaeróbia. São propostas modelagens para este processo a

partir de quatro conjuntos de reações qúımicas, para cada um deles considera-se a

celulose como substrato. Resolve-se numericamente o sistema cinético de equações

diferenciais ordinárias dos modelos. O ńıvel de independência da malha é avaliado

através do cálculo do ı́ndice de convergência de malha. Obtém-se também soluções

anaĺıticas do problema: via simplificações das equações diferenciais ordinárias e pelo

método da decomposição de Adomian, com o tempo discretizado. Os resultados

obtidos com a solução anaĺıtica são comparados com resultados numéricos e verifica-

se que há concordância entre estas soluções. Além disso, é realizada uma análise

de sensibilidade para verificar a importância das reações e espécies envolvidas no

mecanismo de reação do modelo considerado.
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ABSTRACT

The process of transformation of biomass into biogas, called Anaerobic

Digestion, has been a research topic of increasing importance in recent years. One

of the advantages of this process is the transformation of waste into usable energy,

reducing the amount of toxic gases released in the atmosphere. The anaerobic di-

gestion process is complex, consists of several stages that occurs in the absence of

oxygen, performed by bacterial populations. These steps provide a set of chemical

reactions, whose species are used to form the system of ordinary differential equa-

tions that describes the chemical kinetics of the model. In general, this system is

coupled and nonlinear, requiring numerical methods to solve it.

In this work, we present the chemical and mathematical modeling of the

anaerobic digestion process. We propose modeling for this process from four sets of

chemical reactions, considering the cellulose as substrate. We simulated, numerically

solving the kinetic system of ordinary differential equations of the models. The grid

independence level was evaluated from the Grid Convergence Index. We obtain the

analytical solution of the problem in two ways, in the first of them the equations

were simplified and in the second by the use of the Adomian decomposition method,

applied to the time variable. The results obtained with the analytical solution were

compared to the numerical results and it was verified agreement between these

solutions. In addition, a sensitivity analysis is performed to verify the importance

of the reactions and species involved in the reaction mechanism of the model.

xvi



1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, com o aumento do custo do petróleo e com suas

reservas mundiais se esgotando, a necessidade de fontes de energia alternativa a

partir de recursos locais vem aumentando rapidamente. Um dos recursos dispońıveis

e que tem grande possibilidade de desenvolvimento e viabilidade é a biomassa [47,

87]. De modo geral, a biomassa é a matéria-prima mais abundante do mundo,

constitúıda por substâncias de origem orgânica (vegetal, animal e microorganismos)

e, ao contrário das fontes fósseis de energia, como o petróleo e o carvão mineral, a

biomassa é renovável em curto intervalo de tempo [14, 40, 44].

Através de processos termoqúımicos e bioqúımicos [88, 112], tais como,

gaseificação [8, 58, 65, 104, 133, 143] e digestão anaeróbia [82, 131, 144], respectiva-

mente, obtém-se um gás de grande relevância para a geração de energia, conhecido

como metano, representado pela fórmula qúımica CH4. O grande interesse nes-

tes processos deve-se ao fato da transformação da biomassa em metano apresentar

vantagens para a natureza e, consequentemente, para o ser humano. Uma das van-

tagens é a transformação de lixo em algo produtivo, que diminui a quantidade de

gases tóxicos lançados na atmosfera e ainda gera energia utilizável. O metano é o

principal componente do biogás, fonte de energia renovável [127], classificado como

biocombust́ıvel que pode auxiliar o ser humano a se emancipar da dependência dos

combust́ıveis fósseis.

A principal intenção no uso do biogás é substituir os gases de origem

mineral como o GLP (Gás Liquefeito de Petróleo), usado no gás de cozinha, GN

(Gás Natural) usado em equipamentos domésticos, e GNV (Gás Natural Veicular),

ambos extráıdos de reservas minerais. Ele pode ser empregado nos mais variados

tipos de produtos, como em fogões domésticos, lampiões, motores de combustão in-

terna (automóveis), geladeiras, chocadeiras, secadores de grãos ou secadores diversos
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e aquecedores. Por exemplo, na produção rural, o biogás é utilizado no aquecimento

de instalações para animais muito senśıveis ao frio ou no aquecimento de estufas de

produção vegetal [77]. Além disso, pode ser usado na geração de energia elétrica,

através de geradores elétricos acoplados a motores de explosão adaptados ao con-

sumo de gás.

Uma das vantagens de utilizar o biogás como fonte de energia é a

redução da poluição atmosférica, desacelerando o aquecimento global.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste estudo é modelar e simular o processo de

transformação da biomassa em biogás, sugerindo posśıveis melhorias no processo de

sua transformação.

1.1.1 Objetivos Espećıficos

• Modelar a cinética qúımica do processo de digestão anaeróbia para

produção de biogás.

• Estimar a concentração de biogás em função do tempo, resolvendo

numericamente as equações diferenciais ordinárias que regem o problema.

• Desenvolver soluções anaĺıticas para o sistema de equações diferenciais

ordinárias que regem o problema.

• Comparar as soluções anaĺıticas com as soluções numéricas.

• Fazer uma análise de sensibilidade para reconhecer as principais reações

e espécies envolvidas no modelo.

2



1.2 Organização da tese

A fim de alcançar os objetivos descritos anteriormente, este trabalho

está organizado da seguinte maneira:

Caṕıtulo 2: Apresentam-se as fontes de biomassa e como elas são

constitúıdas. Também são apresentadas informações sobre o biogás, mostrando sua

composição e o seu principal uso. Além disso, apresenta-se uma revisão da literatura

sobre o biogás e o desenvolvimento do processo de digestão anaeróbia, incluindo

modelos existentes, desde 1600 até os últimos anos.

Caṕıtulo 3: Descreve-se a modelagem qúımica e matemática do pro-

cesso de digestão anaeróbia. Em seguida, são propostos quatro conjuntos de reações

qúımicas que modelam o problema. Por fim, para cada modelo é apresentado seu

respectivo sistema cinético de equações diferenciais ordinárias.

Caṕıtulo 4: Faz-se uma revisão de métodos numéricos expĺıcitos (mais

especificamente os métodos Runge-Kutta) e apresenta-se um método semi-impĺıcito,

chamado Rosenbrock, que pode ser usado para resolver sistemas de equações ŕıgidas.

Ambos os métodos são utilizados para simular os modelos propostos para processo

de produção de biogás. Ainda no caṕıtulo 4, é realizado um estudo sobre a estimativa

de erro através da extrapolação de Richardson para obter o ı́ndice de convergência

da malha (Grid Convergence Index - GCI).

Caṕıtulo 5: Apresentam-se formas anaĺıticas para resolução do pro-

blema. A primeira delas é via simplificações das equações do modelo, e a segunda é

através de um método conhecido como decomposição de Adomian (Adomian Decom-

position Method - ADM). Verifica-se que quando utilizado o método da decomposição

de Adomian com o tempo discretizado ocorre convergência para a solução. Além

disso, para comprovar esta convergência é realizada uma análise de convergência,

obtendo-se estimativas de erros para soluções aproximadas pelo ADM, para um sis-
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tema de EDO’s de primeira ordem acoplado e não linear. O resultado é aplicado ao

primeiro modelo proposto e, assim, garante-se a convergência para a solução.

Caṕıtulo 6: Desenvolve-se a teoria sobre análise de sensibilidade, a

qual tem a finalidade de verificar a importância das reações e espécies envolvidas no

mecanismo de reação proposto. Neste estudo encontram-se a análise de sensibilidade

de concentração e a análise de componente principal.

Caṕıtulo 7: Apresentam-se as simulações, resultados e discussões. En-

tre os resultados, mostram-se os valores do GCI ao utilizar os métodos de Runge-

Kutta de quarta ordem e quatro estágios e o método de Runge-Kutta simplificado.

Além disso, através de estimativas de erros, compara-se a solução obtida pelo método

de Adomian modificado com os resultados obtidos pelos métodos numéricos citados

anteriormente. Resultados da análise de sensibilidade de concentração também são

discutidos, mostrando o principal envolvimento de cada espécie em cada reação. E a

partir da análise de componente principal reações menos importantes são eliminadas

do modelo em questão.

Caṕıtulo 8: Apresentam-se as conclusões.

Após o Caṕıtulo 8 encontram-se as Referências Bibliográficas e por fim

os Apêndices, como segue:

Apêndice 9.1: Mostra-se uma descrição sobre a energia livre de Gibbs.

Apêndice 9.2: Apresentam-se algumas considerações técnicas da plata-

forma computacional e softwares utilizados no desenvolvimento do trabalho.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Pelo menos desde o final do século XX, o aproveitamento da biomassa

para a geração de biocombust́ıveis tem motivado diversos estudos. Além disso, com

o recente avanço da capacidade computacional, com o desenvolvimento de novas

técnicas numéricas e novos modelos para descrever os complexos processos f́ısicos

e qúımicos, verifica-se um aumento do número de trabalhos publicados sobre a si-

mulação numérica envolvendo as rotas termoqúımica e bioqúımica de conversão da

biomassa.

Um dos processos para geração de fontes renováveis que tem recebido

muita atenção é a Digestão Anaeróbia (Anaerobic Digestion - AD) [83], processo

bioqúımico de conversão da biomassa, a partir do qual a matéria orgânica é decom-

posta em um ambiente anaeróbio (sem a presença de ar), produzindo o biogás.

A seguir, é feita uma revisão bibliográfica sobre o desenvolvimento do

processo de digestão anaeróbia, destacando sua história e o uso do biogás ao longo

dos anos.

2.1 Biomassa

A biomassa, fonte de energia renovável, tem papel fundamental no con-

texto energético, ambiental e socioeconômico [64, 132]. As fontes de biomassa in-

cluem vegetais não-lenhosos, vegetais lenhosos, reśıduos orgânicos e também os bi-

ofluidos [41, 32]. A Figura 2.1 mostra as fontes de biomassa e alguns exemplos de

onde estas fontes podem ser obtidas.
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Biomassa

Vegetais
lenhosos

 Vegetais
não lenhosos

Resíduos
Orgânicos

Bio uidos

Amiláceos

Sacarídeos

Celulósicos

Aquáticos

Madeiras

Agrícolas

Urbanos

Óleos vegetais

cana

capim

milho

algas

eucalipto

esterco

bagaço

lixo

mamona

Industriais

Figura 2.1: Fontes de biomassa.

A biomassa consiste de elementos como carbono, hidrogênio, oxigênio,

nitrogênio e pequenas proporções de enxofre. Além disso, alguns tipos de biomassa

contêm também porções significativas de espécies inorgânicas. No entanto, a maior

parte de biomassa é ligno-celulósica, que é a parte fibrosa das plantas, sendo os seus

principais constituintes moleculares a celulose, hemicelulose e lignina [14].

A celulose, representada pela fórmula qúımica (C6H10O5)n, é o mate-

rial orgânico mais encontrado na natureza, podendo ser considerada um poĺımero

de glucose de cadeia longa com elevado grau de polimerização. A hemicelulose, re-

presentada pela fórmula qúımica (C5H8O4)n, é uma mistura de polissacaŕıdeos de

cadeias menores com estrutura ramificada, e sua composição qúımica depende do

tipo de biomassa. A lignina é um complexo poĺımero de fenil-propano altamente

ramificado, que atua como uma matriz polimérica, sendo responsável pela ligação

entre as fibras de celulose adjacentes [120].
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A Figura 2.2 mostra as moléculas de celulose conectadas, formando

microfibrilas de maior escala, que são cabos muito longos de alguns mı́crons de

diâmetro. As microfibrilas asseguram a resistência da estrutura, são misturadas

com resina lisa de hemicelulose e lignina, onde as moléculas de lignina conectam as

fibras de celulose, e as moléculas de hemicelulose conectam a lignina à celulose [120].

lignina

celulose

hemicelulose

Figura 2.2: Microestrutura de fibras de madeira.

Mais detalhes sobre a composição qúımica da biomassa e algumas in-

vestigações a respeito da mesma podem ser encontrados nos trabalhos de Loo et al.

[81] e Vassilev et al. [130].

2.2 Biogás

O biogás é uma mistura de gases produzido pela decomposição biológica

da matéria orgânica na ausência de oxigênio (processo de digestão anaeróbia). Sua

composição depende do tipo de matéria-prima sujeita ao processo de digestão e do

método de realização deste processo. Normalmente, consiste em uma mistura gasosa

composta principalmente de gás metano (CH4), gás carbônico (CO2) e pequenas

quantidades de outros gases, como mostra a Tabela 2.1, segundo Ziemiński e Frac

[144].
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Tabela 2.1: Composição média do biogás.

Componente Concentração (em volume)

Metano (CH4) 50% - 75%

Dióxido de carbono (CO2) 25% - 45%

Água (H2O) 2% - 7%

Sulfeto de hidrogênio (H2S) menor que 1%

Nitrogênio (N2) menor que 2%

Oxigênio (O2) menor que 2%

Hidrogênio (H2) menor que 1%

Dados retirados de Ziemiński e Frac [144].

A produção de biogás ocorre naturalmente por meio da ação de bactérias

na biomassa em qualquer local submerso em que o oxigênio atmosférico não consiga

penetrar, como em pântanos, no fundo de botijões d’água, intestino de animais, en-

tre outros [34]. Ele também pode ser produzido de forma antrópica (ação realizada

pelo homem) como em aterros sanitários e usinas de biogás através de biodigestores

anaeróbios (reatores qúımicos que produzem reações qúımicas de origem biológica)

[15, 38].

De acordo com os registros existentes, os primeiros estudos sobre o

biogás foram realizados em meados de 1600, quando foi observado por Van Helmont

que a decomposição do material orgânico produzia gases inflamáveis.

Em 1776, o f́ısico italiano Alessandro Volta percebeu que havia uma

conexão direta entre a quantidade de material orgânico utilizado e a quantidade de

gás produzido. Durante os anos de 1804 a 1808 foi estabelecido pelas pesquisas de

John Dalton e Humphrey Davy que este gás combust́ıvel é o metano (CH4) [3].

Béchamp, em 1868, relatou que a formação de metano durante a decom-

posição da matéria orgânica ocorria através de um processo microbiológico. Ome-
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lianski, na década de 1890, concluiu que micróbios isolados eram responsáveis pela

liberação de hidrogênio, ácido acético e ácido but́ırico durante a fermentação de

metano. Ele também relatou que o metano talvez tenha se formado devido à reação

mediada por microrganismos entre hidrogênio e dióxido de carbono [3].

Mais tarde, em 1910, Sohngen apoiou os resultados de Omelianski, afir-

mando que a fermentação de materiais complexos ocorria através de reações de

oxidação-redução para formar hidrogênio, dióxido de carbono e ácido acético. Ele

demonstrou que o hidrogênio reage com o dióxido de carbono para formar metano e

também assumiu que o ácido acético através da descarboxilação forma metano [3].

Até 1920, a maioria dos processos de digestão ocorria em lagoas anaeró-

bias. À medida que a compreensão e o controle dos benef́ıcios do processo AD evolui-

ram, emergiram equipamentos mais sofisticados e técnicas operacionais melhoradas.

Os resultados foram o uso de tanques fechados, equipamentos de aquecimento e

mistura para otimizar o processo. Sendo que, inicialmente, o processo foi aplicado

para o tratamento de águas residuais domésticas, utilizando filtros anaeróbicos e

processos h́ıbridos que ainda hoje interessam [86].

Em 1939, foi desenvolvido pelo Instituto Indiano de Pesquisa Agŕıcola,

em Kanpur, na Índia, a primeira usina de gás de esterco. Em 1950 foi fundado o

Gobar Gas Institute (Instituto de Gás de Esterco). Tais pesquisas resultaram em

grande difusão da metodologia de biodigestores como forma de tratar os dejetos

animais, obter biogás e ainda conservar o efeito fertilizante do produto final. Foi

esse trabalho pioneiro, realizado na região de Ajitmal (Norte da Índia), que permitiu

a construção de quase meio milhão de unidades de biodigestores no interior daquele

páıs [10].

Durante o desenvolvimento desta tecnologia, o aumento do conheci-

mento sobre toxicidade e biodegradabilidade permitiu que aplicações inclúıssem
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efluentes contendo compostos tóxicos e recalcitrantes das indústrias qúımica, pe-

troqúımica e de celulose/papel [140].

Atualmente, o processo é aplicado em vários tipos de matérias-primas

[23, 74, 108]. Por exemplo, em Zaher e Pandey [141] foi formulado um modelo AD

simples, aplicado à digestão de estrume de gado leiteiro. Em [72] foi utilizado um

método chamado Potencial de Metano Bioqúımico (Biochemical Methane Potential

- BMP) para medir a quantidade de metano produzido, considerando uma espécie

de capim (Phalaris canariensis) como substrato para o processo de digestão.

O estudo apresentado por Holm-Nielsen et al. [68], no ano de 2009,

informou que a maioria das energias renováveis será originária da agricultura e da

silvicultura europeias e que pelo menos 25% de toda a bioenergia no futuro pode ser

obtida pelo biogás produzido a partir de materiais orgânicos úmidos, como estrume

de animal, silagem de colheita, reśıduos de ração, etc. Em 2015, Nguyen et al. [95]

forneceu uma visão cŕıtica das tecnologias de controle automático dispońıveis que

podem ser implementadas em processos AD em diferentes escalas.

Em Boe [20] e Tafdrup [123] são apresentados vários benef́ıcios ambien-

tais no que diz respeito à digestão anaeróbia, entre eles destacam-se: redução da po-

luição, produção de energia renovável usando CO2 e melhoria das práticas agŕıcolas

através da reciclagem de nutrientes das plantas. Além disso, numerosos autores têm

desenvolvido trabalhos nesta área, entre eles, destacam-se [54, 84, 85, 113].

A China tem o maior programa de biogás do mundo. Mais de vinte e

cinco milhões de famı́lias na China usam o biogás, o que representa mais de 10%

de todas as famı́lias rurais. No final de 2005, existiam 2.492 digestores de biogás de

média e grande escala em explorações pecuárias e av́ıcolas, enquanto 137.000 digesto-

res de biogás foram constrúıdos para a purificação de efluentes domésticos. Somente

na Prov́ıncia de Sichuan, perto de cinco milhões de usinas de biogás domésticas

foram constrúıdas até 2010. O processo de desenvolvimento e o status atual do
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biogás doméstico, especificamente as oportunidades e restrições do biogás doméstico

na China rural, são discutidos nos artigos de Chen et al. [37] e Qu et al. [103].

No Brasil, o primeiro ciclo de utilização do biogás começou com a crise

do petróleo da década de 70. Na época foram instalados cerca de 7 mil biodigestores

em propriedades rurais, nas regiões sul, sudeste e centro-oeste [98]. No entanto, pro-

blemas operacionais relacionados em especial à falta de informações e treinamento

tornaram o sistema de baixa eficiência, fazendo com que muitos produtores abando-

nassem a tecnologia [46]. O segundo ciclo dos biodigestores no Brasil teve ińıcio no

ano 2000 com o advento do mercado de créditos de carbono que mobilizou recursos

para a construção de biodigestores, em especial nas propriedades rurais com criação

de súınos de médio e grande porte, visando à coleta e combustão do biogás. Estima-

se que entre 2005 e 2013 foram instalados no Brasil cerca de 1.000 biodigestores,

considerando os incentivos financeiros dos créditos de carbono.

A instalação de biodigestores e o uso de biogás é uma tecnologia bas-

tante avançada, desenvolvida e com grande potencial de aplicação no mundo. Em

especial no Brasil, páıs cuja identidade é o agronegócio, o qual ainda possui um

pequeno número de unidades instaladas quando comparado com a China e Índia.

2.3 Alguns modelos de digestão anaeróbia existentes na

literatura

A descrição dos modelos realizada nesta seção é baseada no artigo de

Lyberatos e Skiadas [83], onde eles apresentam uma breve história do desenvolvi-

mento dos modelos para o processo de digestão anaeróbia, seguindo abordagens de

diferentes pesquisadores.

A digestão anaeróbia é um processo bioqúımico de produção de biogás

que envolve várias etapas realizadas pela ação de muitas bactérias. Normalmente,
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este processo contém uma etapa particular, a chamada etapa limitadora de taxa ou

determinante de taxa, que é a mais lenta [67].

Devido a ampla gama de condições de operação, a etapa de limitação

nem sempre é a mesma, podendo depender das caracteŕısticas do substrato, do valor

de pH, da temperatura, etc. [119]. Por exemplo, Andrews [11, 12] considerou a fase

de metanogênese acetoclástica como limitante, já por O’Rourke [96] foi considerada

a conversão de ácidos graxos em biogás como limitante, e Eastman e Ferguson [53]

assumiu como limitante a hidrólise de sólidos biodegradáveis.

O modelo proposto por Graef e Andrews [59] considera a conversão de

ácidos graxos em biogás como a fase limitante e envolve apenas bactérias meta-

nogênicas acetoclásticas para a formação de biogás. A reação global, de acordo com

este modelo, pode ser representada da seguinte forma:

CH3COOH + 0.032NH3 → 0.032C5H7NO2 + 0.92CO2 + 0.92CH4 + 0.096H2O.

Além disso, Graef e Andrews consideram a cinética de Monod com inibição pelo

substrato [11]. De acordo com este modelo, pode ocorrer falha no processo sempre

que, por alguma razão, a concentração de ácidos graxos aumenta. Isto provoca

queda no valor do pH e aumento na concentração de ácido acético. Isso, por sua

vez, causa queda na taxa de crescimento da população de bactérias metanogênicas,

até que elas sejam eliminadas, se a situação se prolongar por longo peŕıodo de tempo.

Outros modelos que também assumem a cinética de Monod inibida pelo

substrato são descritos como segue:

- Hill e Barth [67]: consideraram as etapas de hidrólise, acidogênese e

inibição da amônia. A Figura 2.3 mostra as etapas esquematizadas para a produção

de biogás, considerando este modelo de Hill e Barth.
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Orgânicos
insolúveis

Orgânicos
solúveis

Ácidos orgânicos
voláteis

Enzimas 
extracelulares

Formadores 
de ácido

Formadores
de metano

CO2 CH4NH3

Acidogenêse

Hidrólise

Figura 2.3: Esquema para o modelo de Hill e Barth [67].

- Kleinstreuer e Powegha [75]: o modelo envolve as etapas de hidrólise

de sólidos biodegradáveis, acetogênese e metanogênese, como mostra a Figura 2.4.

Orgânicos
solúveis

Acetato,
H2, CO2

CO2

CH4
+

Lipídios

Carboidratos

Proteínas

Acetogênese MetanogêneseHidrólise

Figura 2.4: Esquema para o modelo de Kleinstreuer e Powegha [75].

- Moletta et al. [92]: o modelo envolve uma etapa de acidogênese, que

produz acetato e uma etapa de acetogênese, formando CH4 (veja Figura 2.5).
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Orgânicos
facilmente

fermentáveis
(glicose)

Ácidos
orgânicos
(acetato)

CH4
Acidogênese Metanogênese

Figura 2.5: Esquema para o modelo de Moletta et al. [92].

- Smith et al. [118]: o modelo, esquematizado na Figura 2.6 é formado

pela fase de hidrólise (degradando lentamente e rapidamente a biomassa) e pelas

fases de acidogênese dos intermediários solúveis e pela metanogênese.

Orgânicos
solúveis

VFAs

CO2

CH4
+

Biomassa
rapidamente 
degradável

Acidogenêse Metanogenêse

Biomassa
lentamente 
degradável

Hidrólise

Figura 2.6: Esquema para o modelo de Smith et al. [118].

- Hill [66]: este modelo foi desenvolvido especialmente para descrever

a digestão de estrume de animais. Os seguintes grupos bacterianos participam no

processo global de digestão deste modelo:

(a) Acidogênicos: crescem em glicose (considerados como orgânicos dissol-

vidos menos os ácidos graxos voláteis) e formam uma mistura de ácidos

acético, propiônico e but́ırico;

(b) Hidrogenotróficos: têm taxa de crescimento lenta, convertem ácido

propiônico e but́ırico em ácido acético e H2;

(c) Homoacetogênicos: produzem acetato, H2 e CO2;

14



(d) H2-metanogênicos: reduzem CO2 em CH4;

(e) Acetato- metanogênicos: convertem ácido acético em biogás (CH4 e

CO2).

O esquema da Figura 2.7 mostra as etapas descritas em (a), (b), (c),

(d) e (e) para o modelo de digestão anaeróbia proposto por Hill [66].

Glicose

Acidogênese

Ácido
propiônico

Ácido 
butírico

Bactérias hidrogenotró cas

Bactérias homoacetogênicasAcetato H2+CO2

Bactérias
H2-metanogênicas

Bactérias acetato-
metanogênicas

CH4+CO2 CH4+H2O

Figura 2.7: Esquema para o modelo de Hill [66].

As cinco etapas descritas anteriormente são inibidas por alta concen-

tração de ácidos graxos. Esta inibição é expressa tanto na taxa de crescimento como

na taxa de decaimento bacteriano. De acordo com esse modelo, a produção de biogás

é interrompida, sempre que ocorre acúmulo de ácidos graxos voláteis (Volatile Fatty

Acids - VFA). Em particular, a inibição causa diminuição na taxa de consumo de

VFA, levando ao acúmulo de ácido. Acima de certa concentração cŕıtica de VFA,
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o processo falha independentemente do valor do pH. Outro modelo, que também

considera a concentração total de ácidos graxos voláteis como um parâmetro-chave

é o modelo de Bryers [25], cujo esquema para a produção de biogás está representado

na Figura 2.8.

Orgânicos
insolúveis

Ácido propiônico

Bactérias formadoras de ácido

Bactérias utilizadoras de propianato

Acetato H2
Bactérias

metanogênicas

Aminoácidos,
açucares simples

Ácidos
graxos

CH4

Figura 2.8: Esquema para o modelo de Bryers [25].

Mosey [94] considerou a pressão parcial de hidrogênio como o principal

parâmetro regulatório da digestão anaeróbia da glicose. O modelo considera que

quatro grupos bacterianos participam da conversão de glicose em CO2 e CH4, são

eles:

a) Bactérias formadoras de ácido: são de rápido crescimento e fermentam

glicose para produzir uma mistura de acetato, propionato e butirato;

16



b) Bactérias acetogênicas: convertem o propionato e o butirato em acetato;

c) Bactérias metanogênicas acetoclásticas: convertem o acetato em CO2 e

CH4;

d) Bactérias metanogênicas hidrogenotróficas: utilizam o hidrogênio como

agente redutor, reduzindo o CO2 para CH4.

A Figura 2.9 mostra o esquema para o processo de produção de biogás

considerado o modelo de Mosey.

Glicose

Acidogênese

Propianato Butirato

Acetogênese

Acetato H2+CO2

Bactérias
H2-metanogênicas

Bactérias acetato-
metanogênicas

CH4+CO2 CH4+H2O

Figura 2.9: Esquema para o modelo de Mosey [94].

Baseado no trabalho de Mosey surgiram os modelos de Pullammanap-

pallil et al. [101] e Costello et al. [42, 43]. Pullammanappallil et al. descreveram

a fase gasosa e a inibição acetoclástica por ácidos graxos não associados. Costello

et al. assumiram que a glicose é primeiro convertida em ácidos acético, but́ırico e

lático, seguida pela conversão de lactato em propionato e acetato.
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A Figura 2.10 mostra o esquema das relações de cada grupo de bactérias

envolvidas no modelo de Costello et al. para o processo de digestão anaeróbia.

Glicose

Acidogênese

LactatoButiratoAcetato

Bactérias
H2-metanogênicas

Bactérias 
acetatoclásticas

H2, CO2

Propianato

Bactéria ácido
latica

Acetato

Bactéria butírica

Acetato Acetato

Bactéria propionica

CH4, CO2

CH4

H2, CO2

H2, CO2

H2, CO2

H2, CO2

Fase líquida Fase gasosa

CH4

CO2

H2

Figura 2.10: Esquema para o modelo de Costello et al. [42, 43].

Todos os modelos descritos anteriormente consideram a matéria orgânica

como um todo e não levaram em conta a natureza das macromoléculas orgânicas

na composição. Uma abordagem que leva em conta a composição complexa de

alimentos (decomposição de carboidratos, protéınas, VFAs e outros orgânicos) foi

proposta por Gavala e Skiadas [56]. Assim, sabia-se que os liṕıdios são os primeiros

a serem hidrolisados, em glicerol e ácidos graxos de cadeia longa (LCFA). Os LCFAs
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são ainda degradados em acetato e hidrogênio [135]. O acetato e o hidrogênio são

finalmente convertidos em biogás [24].

O modelo de Gavala et al. [56] descreve o processo de co-digestão de

águas residuárias agroindustriais. Assume-se que as águas residuais consistem em

carboidratos e protéınas (não dissolvidas e dissolvidas) e outras matérias orgânicas

dissolvidas. A conversão de matéria orgânica em biogás é realizada em quatro etapas:

(a) hidrólise: os carboidratos não dissolvidos e as protéınas são hidrolisadas para

carboidratos e protéınas dissolvidas, respectivamente; (b) acidogênese: os carboi-

dratos dissolvidos, protéınas e outras matérias orgânicas são convertidos em acetato

e propionato; (c) acetogênese: etapa em que o ácido propiônico é convertido em

acetato; (d) metanogênese acetoclástica: o metano é produzido por bactérias me-

tanogênicas acetoclásticas. Supõe-se que a hidrólise de protéınas não dissolvidas e

carboidratos prossiga com cinética de primeira ordem, enquanto a cinética de Monod

é assumida para as etapas de acidogênese, acetogênese e metanogênese. O consumo

de propionato e acetato ocorre sob inibição do substrato.

Os modelos desenvolvidos até o momento abordam vários aspectos par-

ticularmente importantes para descrever o processo de digestão anaeróbia e todos

eles utilizam a cinética de Monod como parte da modelagem.

Os modelos propostos nesta tese têm a celulose como substrato e apre-

sentam a seguinte reação global para a produção de biogás:

C6H10O5 +H2O → 3CH4 + 3CO2.

Além disso, são consideradas as seguintes etapas para a formação dos modelos:

hidrólise, acidogênese, acetogênese, metanogênese (acetoclástica e hidrogenotrófica).

Pode haver mais do que uma reação intermediária para determinada fase.

No próximo caṕıtulo descreve-se cada etapa envolvida nos modelos pro-

postos neste trabalho, bem como o processo de modelagem matemática para a

formação dos sistemas que devem ser resolvidos para obter o biogás.
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3 MODELAGEM QUÍMICA E

MATEMÁTICA DO PROCESSO DE

DIGESTÃO ANAERÓBIA

Neste caṕıtulo, são apresentados os conceitos básicos necessários para

a formação do sistema de equações diferencias ordinárias que descreve a cinética a

partir de informações estequiométricas e das taxas de reação elementares.

Consideram-se quatro conjuntos de reações qúımicas que modelam o

problema de digestão anaeróbia e obtém-se seus respectivos sistemas cinéticos de

equações diferenciais ordinárias.

3.1 Modelagem Qúımica

O processo de digestão anaeróbia é complexo, formado por várias etapas

de interações metabólicas realizado por uma comunidade de populações microbia-

nas. Na degradação anaeróbia, a maior parte da energia no substrato é retida.

Geralmente, 90% da energia é retida no metano, 5% é perdido como calor e ape-

nas 5% está dispońıvel para manutenção e crescimento celular [19]. Alguns grupos

microbianos têm crescimento lento devido à baixa energia dispońıvel durante a de-

gradação anaeróbia, tornando-os vulneráveis e senśıveis a mudanças nas condições

operacionais. Isto pode causar problemas de instabilidade durante o processo. Desta

maneira, para tornar a formação de biogás mais atraente do ponto de vista comercial

e para facilitar uma maior integração nos sistemas de abastecimento de energia, estes

problemas de instabilidade devem ser superados de forma economicamente viável.

A digestão anaeróbia é dividida em quatro fases de biodegradação: (I)

hidrólise, (II) acidogênese, (III) acetogênese e (IV) metanogênese. A hidrólise é

um processo extracelular em que as bactérias hidroĺıticas e fermentativas excretam
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enzimas para catalisar a decomposição de materiais orgânicos complexos em uni-

dades menores. Na acidogênese os substratos hidrolisados são metabolizados no

interior das células das bactérias fermentativas, sendo convertidos em diversos com-

postos mais simples, os quais são então excretados. Produtos de fermentação tais

como acetato, hidrogênio e dióxido de carbono podem ser diretamente utilizados

por microrganismos metanogênicos produzindo metano e dióxido de carbono, en-

quanto outros produtos mais reduzidos, tais como álcoois e ácidos graxos voláteis

mais elevados são ainda oxidados por bactérias acetogênicas.

A seguir, seguem mais detalhes sobre cada uma das etapas do processo

de digestão anaeróbia.

3.1.1 Etapas da digestão anaeróbia

(I) Hidrólise

A degradação anaeróbia começa com a fase de hidrólise, na qual moléculas

complexas, tais como carboidratos, protéınas e liṕıdeos são decompostas em monômeros

e oligômeros solúveis. A hidrólise é catalisada por enzimas excretadas a partir de

bactérias [20], tais como:

- celulase: responsável por degradar os hidratos de carbono em açúcares

simples (monossacaŕıdeos).

- protease: responsável por degradar as protéınas em aminoácidos.

- lipase: responsável por degradar os liṕıdeos em glicerol e ácidos graxos

de cadeia longa.

Assim, atuam neste estágio bactérias hidroĺıticas cujas enzimas libera-

das decompõem o material por meio de reações bioqúımicas, cujos produtos finais
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são os açúcares solúveis, aminoácidos, glicerol e ácidos carbox́ılicos de cadeia longa

[107].

Uma reação de hidrólise em que o reśıduo orgânico é transformado em

açúcar (glicose) pode ser representada pela Equação (3.1).

C6H10O5 +H2O → C6H12O6. (3.1)

(II) Acidogênese

A etapa subsequente à hidrólise é conhecida como acidogênese (também

denominada fermentação). Nesta etapa as bactérias fermentativas acidogênicas

transformam os açúcares, ácidos graxos de cadeia longa e aminoácidos resultan-

tes da hidrólise em produtos mais simples, tais como ácidos graxos voláteis (Volatile

Fatty Acids - VFA), ácido propiônico (C3H6O2), ácido but́ırico (C4H8O2), ácido

acético (C2H4O2), cetonas (por exemplo, glicerol, acetona) e álcoois (por exemplo,

etanol, metanol), além de novas células bacterianas. Como os VFA são os princi-

pais produtos dos organismos fermentativos, estes são usualmente designados por

bactérias fermentativas acidogênicas (por exemplo, as espécies dos gêneros Clostri-

dium e Bacteroids).

As concentrações espećıficas dos produtos formados nesta fase variam

de acordo com o tipo de bactéria e também com as condições de cultura, tais como

concentração de substrato, temperatura e valor do pH. Por exemplo, para valores

de pH mais elevados (maiores que 5) a produção de VFA aumenta, já para valores

de pH baixo (menores que 5) ocorre aumento na produção de etanol e se o valor do

pH for menor que quatro todos os processos podem cessar [19, 20, 97].

Além disso, a pressão parcial de hidrogênio foi relatada como tendo a

maior influência na via de fermentação. Observa-se isto em um sistema no qual

os organismos que utilizam hidrogênio (tais como metanogênicos) mantêm baixa

pressão parcial de hidrogênio. A via de fermentação para acetato e hidrogênio
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contribui com o fluxo principal de carbono, para a formação de metano. No entanto,

VFA e álcoois superiores ainda são produzidos continuamente pela degradação de

liṕıdios e aminoácidos [20]. Estes produtos não podem ser utilizados diretamente

pelas bactérias metanogênicas e devem ser ainda mais degradados num processo

subsequente, chamado de acetogênese [19].

A Equação (3.2) mostra um produto (ácido but́ırico), obtido na fase de

acidogênese.

C6H12O6 → C4H8O2 + 2CO2 + 2H2. (3.2)

A acidogênese é frequentemente o passo mais rápido na conversão anaeró-

bia de matéria orgânica complexa. Assim, a falha do processo na digestão anaeróbia

de matéria orgânica complexa, devido à influência de vários componentes tóxicos

ou inibitórios, pode causar interrupção da produção de metano e acúmulo de ácidos

graxos de cadeia longa e curta.

(III) Acetogênese

A acetogênese ocorre através da fermentação de hidratos de carbono e

resulta em combinação de etilo, CO2 eH2. O papel do hidrogênio como intermediário

é de importância fundamental para as reações do processo de digestão anaeróbia.

Ácidos graxos de cadeia longa, formados a partir da hidrólise de ĺıpidos, são oxidados

para acetato ou propionato e gás hidrogênio [108].

Mostra-se, na Equação (3.3), uma das principais reações que ocorre na

fase de acetogênese.

2C4H8O2 + 2H2O + CO2 → 4C2H4O2 + CH4. (3.3)

Por razões de cunho energético, concentrações de hidrogênio muito ele-

vadas impedem a conversão dos compostos intermediários da acidogênese. A con-

sequência é o acúmulo de ácidos orgânicos que inibem a metanogênese, tais como
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o ácido propiônico, ácido isobut́ırico, ácido isovalérico e ácido capróico. Por essa

razão, as bactérias acetogênicas (produtoras de hidrogênio) têm de estar estreita-

mente associadas as arqueas metanogênicas (bactérias que vivem em meios estrita-

mente anaeróbios e que obtêm energia através da produção de metano). Durante a

formação do metano, as arqueas consomem hidrogênio e dióxido de carbono (trans-

ferência interespećıfica de hidrogênio), garantindo o meio proṕıcio para as bactérias

acetogênicas.

(IV) Metanogênese

A metanogênese é o último estágio da decomposição anaeróbia, fase

em que o metano é produzido. Este passo é realizado por microorganismos me-

tanogênicos que são estritamente anaeróbios (não necessitam de oxigênio para o

crescimento) [100].

Neste estágio, as arqueas metanogênicas convertem principalmente o

ácido acético, o hidrogênio e o dióxido de carbono em metano. Em função de sua afi-

nidade por substrato e magnitude de produção de metano, as arqueas metanogênicas

são divididas em dois grupos principais:

- Metanogênicas acetoclásticas: formam metano a partir do ácido acético

ou metanol. São os microrganismos predominantes na digestão anaeróbia,

responsáveis por cerca de 60 a 70% de toda a produção de metano. Per-

tencem a dois gêneros principais: Methanosarcina (formato de cocos) e

Methanosaeta (formato de filamentos).

- Metanogênicas hidrogenotróficas: produzem metano a partir de hidrogênio

e dióxido de carbono. Essas bactérias, usam dióxido de carbono (CO2)

como fonte de carbono e hidrogênio como agente redutor.

Além das reações metanogênicas, a inter-conversão entre hidrogênio

e acetato, catalisado por bactérias homoacetogênicas, também desempenha papel
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importante na via de formação de metano. Os homoacetógenos podem oxidar ou

sintetizar acetato dependendo da concentração externa de hidrogênio. Isto o torna

capaz de competir com vários micróbios diferentes, incluindo metanogênicos [20].

Reações relacionadas à fase de metanogênese são apresentadas na Ta-

bela 3.1, a seguir.

Tabela 3.1: Reações relacionadas à fase de metanogênese.

Nomenclatura Reações

Metanogênese hidrogenotrófica 4H2 + CO2 → CH4 + 2H2O

Metanogênese acetoclástica C2H4O2 → CH4 + CO2

Oxidação do acetato C2H4O2 + 2H2O → 4H2 + 2CO2

Homoacetogênese 4H2 + CO2 → C2H4O2 + 2H2O

A metanogênese hidrogenotrófica funciona melhor sob alta pressão par-

cial de hidrogênio, enquanto que a metanogênese acetoclástica é independente da

pressão parcial do hidrogênio [114].

A metanogênese é afetada pelas condições de operação do reator, como

temperatura, taxa de carga hidráulica, taxa de carregamento orgânico e composição

da alimentação. Pesquisas também apresentam evidências de que a transferência

interespećıfica de hidrogênio determina a taxa de formação do metano [48].

Se a composição do substrato é conhecida, e ocorre a conversão deste

em biogás, o rendimento teórico de CH4 e CO2 pode ser estimado a partir da reação

qúımica [28, 121] dada por

CnHpOq +
[
n− p

4
− q

2

]
H2O →

[n
2

+
p

8
− q

4

]
CH4 +

[n
2
− p

8
+
q

4

]
CO2, (3.4)

sendo CnHpOq a matéria orgânica, e p, q, e n coeficientes. Por exemplo, para n = 6,

p = 12 e q = 6 obtém-se C6H12O6 → 3CH4 + 3CO2, a qual representa globalmente

a decomposição anaeróbia da glucose como produto da celulose.
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A Figura 3.1 apresenta um esquema para o processo de geração do

biogás.

 Ácido 

acético
H2 + CO2 

Hidrólise

Compostos orgânicos complexos
(proteínas, carboidratos, lipídios)

Compostos orgânicos mais simples
(aminoácidos, ácidos graxos, açucares)

Acidogênese

Ácidos graxos de cadeia curta 
(ácido propiônico e butírico)

Acetogênese

Outros compostos 
(ácido lático, álcoois, etc)

Bactérias acetogênicas produtoras de hidrogênio

BIOGÁS

Bactérias acetogênicas consumidoras de hidrogênio

Metanogênese

  Metanogênicas 
hidrogenotróficas

Metanogênicas 
 acetoclásticas

Figura 3.1: Esquema para o processo de decomposição anaeróbia. Fonte: adaptada

de [99].

3.1.2 Valor do pH

Um parâmetro importante no processo de digestão anaeróbia é o valor

do pH, calculado pela seguinte expressão:

pH = −log [H] , (3.5)

sendo [H] a concentração de hidrogênio.
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Cada um dos grupos bacterianos envolvidos nas reações tem uma faixa

espećıfica de pH para o crescimento ideal. O controle do pH é essencial para a

manutenção do crescimento bacteriano, durante conversão da bimassa em biogás.

O pH ideal para bactérias acidogênicas é de aproximadamente 6, en-

quanto a formação de metano ocorre entre 6,5 a 8,5 com uma faixa ótima de 7,0

a 8,0. O processo é severamente inibido se o pH diminuir abaixo de 6,0 ou subir

acima de 8,5 [140]. O crescimento excessivo de bactérias acidogênicas pode resultar

em acúmulo de ácidos orgânicos, inibição da metanogênese e falha do processo [93].

Um estudo da fermentação da glicose, apresentado por Horiuchi et al.

em [69], mostra que valores de pH entre 5 e 7 resultam em ácido acético e ácido

but́ırico, enquanto o pH 8 resulta em ácidos acético e propiônico. Assim, as con-

centrações dos ácidos acético, propiônico e but́ırico são consideradas os melhores

indicadores do estado metabólico dos grupos bacterianos mais senśıveis no sistema

anaeróbio e são, portanto, monitores de processo [9].

3.2 Modelagem matemática

O modelo matemático do processo de digestão anaeróbia é obtido de

acordo com as reações qúımicas do mecanismo, composto pelas fases de hidrólise,

acidogênese, acetogenêse e metanogênese. Esta modelagem fornece um conjunto de

equações diferenciais ordinárias.

Nesta seção, inicialmente, são explicados e definidos os conceitos básicos

necessários para a formação do sistema de equações diferenciais ordinárias a partir

de informações estequiométricas e das taxas de reação elementares. Em seguida, são

constrúıdos os sistemas para quatro diferentes conjuntos de reações que modelam o

processo de digestão anaeróbia.
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3.2.1 Estequiometria

A estequiometria é uma área da qúımica que permite relacionar quan-

tidades de reagentes e produtos participantes de uma reação qúımica, com o aux́ılio

das equações correspondentes. Os reagentes são exibidos no lado esquerdo da reação

e os produtos são mostrados à direita. Dessa forma, a equação estequiométrica,

também chamada de equação de reação global [126], pode ser definida de maneira

similar a uma equação matemática, da seguinte forma:

Ns∑
j=1

νjYj = 0, (3.6)

sendo νj o coeficiente estequiométrico da j-ésima espécie qúımica Yj e Ns o número

de espécies. Por convenção, os coeficientes estequiométricos são números negativos

para os reagentes e positivos para os produtos. Além disso, ao multiplicar todos

os coeficientes estequiométricos pelo mesmo escalar, a equação qúımica resultante

refere-se ao mesmo produto qúımico do processo.

Os sistemas qúımicos reais que correspondem a uma única reação qúımica

são muito raros. Na maioria dos casos, a reação dos reagentes produz intermediários,

estes intermediários reagem entre si e com os reagentes, e produtos finais são forma-

dos após muitas etapas de reações acopladas. Cada uma destas etapas individuais é

chamada de reação elementar [126]. Por exemplo, para a formação de metano CH4

e dióxido de carbono CO2 a partir da glicose C6H12O6, tem-se várias espécies inter-

mediárias, entre elas, C4H8O4, C2H4O2, H2O e H2. Assim, o processo de formação

do metano e dióxido de carbono pode ser composto pelos seguintes passos de reação:

C6H12O6 → C4H8O2 + 2CO2 + 2H2

C4H8O2 + 2H2O → 2C2H4O2 + 2H2

4H2 + CO2 → CH4 + 2H2O

2C2H4O2 → 2CH4 + 2CO2
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O número de reações elementares dentro de um mecanismo de reações

consecutivas pode variar dependendo do processo qúımico, das condições de reação e

precisão requeridos no modelo de cinética qúımica. Cada passo de reação elementar

i é caracterizado pela seguinte equação estequiométrica∑
j

νLijYj �
∑
j

νRijYj, (3.7)

em que νLij e νRij são os coeficientes estequiométricos do lado esquerdo e direito de

um passo de reação elementar, respectivamente.

3.2.2 Taxas de reação elementares e sistema de EDO’s que descreve a
cinética qúımica

As taxas para reações elementares ri podem ser calculadas a partir da

lei de ação das massas, proposta por Waage e Guldberg, em 1864, pela seguinte

fórmula

ri = ki

NL
s∏
j

Y
νLij
j , (3.8)

sendo Yj a concentração molar das espécies j, NL
s o número de espécies do lado

esquerdo de cada reação elementar considerada e ki o constante cinética do passo de

reação i, que pode ser calculado usando a energia livre de Gibbs (∆Go) (a definição

de ∆Go encontra-se no Apêndice 9.1) de cada reação [80] por

ki = exp

(
−∆Go

RT

)
, (3.9)

sendo R=8,3144 J/K mol a constante universal dos gases e T a temperatura absoluta

(em Kelvin).

A partir das taxas de produção das espécies e das taxas de reação

ri escreve-se o sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO’s) que descreve a

cinética qúımica, da seguinte maneira:

dYj
dt

=

NR∑
i

νijri, j = 1, · · · , Ns, (3.10)
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sendo NR o número de vezes que a espécie Yj aparece nas reações elementares.

Assumindo Y o vetor das concentrações, ν a matriz dos coeficientes

estequiométricos e r o vetor das taxas de reação, a Equação (3.10) pode ser escrita

de forma mais simples por
dY

dt
= νr. (3.11)

A partir da Equação (3.11) nota-se que o número de equações cinéticas

no sistema de equações diferenciais ordinárias é igual ao número de espécies no

mecanismo de reação.

O sistema de EDO’s e os valores iniciais fornecem o seguinte problema

de valor inicial (PVI): 
dY (t)

dt
= f(Y (t)), t > t0

Y (t0) = Y0

, (3.12)

em que t ∈ R, Y ∈ Rm, Y0 ∈ Rm e f : Rm → Rm é anaĺıtica na vizinhança de Y0.

O sistema de EDO’s que descreve a cinética qúımica é de primeira

ordem e geralmente não linear, uma vez que contém derivadas de primeira ordem

em relação ao tempo e a derivada temporal é usualmente uma função não linear

das concentrações. Em geral, cada espécie participa de várias reações, as taxas de

produção das espécies são acopladas e, portanto, as equações só podem ser resolvidas

simultaneamente.

São necessários grandes esforços, mesmo em laboratório, para se ob-

ter a distribuição de concentrações, temperatura e pressão de um sistema. Fora

dos limites do laboratório, os processos qúımicos ocorrem sempre em condições es-

pacialmente não-homogêneas, na qual a distribuição espacial das concentrações e

temperatura não é uniforme. Portanto, as simulações cinéticas de reação frequente-

mente incluem a solução de equações diferenciais parciais que descrevem o efeito de

reações qúımicas, difusão de material, difusão térmica, convecção e possivelmente

turbulência como mostrado na literatura [89, 136, 137, 138]. Nestas equações dife-
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renciais parciais, o termo f definido no lado direito da Equação (3.12) é chamado

de termo fonte. No decorrer do trabalho, trata-se da análise deste termo em vez do

sistema completo das equações do modelo.

3.3 Modelos para o processo de Digestão Anaeróbia (AD)

A escolha de modelos para o processo de digestão anaeróbia não é uma

tarefa fácil. O modelo deve produzir a quantidade esperada de biogás e, além disso,

satisfazer a faixa adequada do valor do pH. Para isso, a formação dos modelos

propostos neste trabalho é realizada de modo que a reação global para a produção

de biogás seja satisfeita. Também observa-se o valor da energia livre de Gibbs de

cada reação, escolhendo de preferência reações espontâneas.

Propõe-se, a seguir, quatro modelos para o processo de digestão anaeróbia,

cada um com caracteŕısticas distintas. Dessa forma, o trabalho desenvolvido trata

da análise desses modelos, a fim de verificar quais métodos numéricos são adequados

para obter a solução esperada e quais reações e espécies são mais importantes para

o modelo.

Apresentam-se nas Tabelas 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 quatro diferentes conjun-

tos de reações que modelam o processo de digestão anaeróbia: Modelo 1, Modelo

2, Modelo 3 e Modelo 4, respectivamente. Em cada Tabela, na primeira coluna,

encontram-se os números referente a fase considerada, na coluna 2 as reações da

fase e na coluna 3 o respectivo valor da energia livre de Gibss, ∆Go, de cada reação.

Segue a descrição de cada modelo.

MODELO 1: Neste modelo tem-se cinco reações qúımicas e oito

espécies. Observa-se que a reação da fase (III) é a única que possui ∆Go positivo.

MODELO 2: Este modelo também é formado por cinco reações e oito

espécies. Porém, a diferença entre ele e o Modelo 1 é a fase (III), que neste caso
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possui ∆Go negativo. Assim, para este modelo, todas as reações são espontâneas

(∆Go<0).

Tabela 3.2: Conjunto de reações qúımicas do processo de digestão para o Modelo 1.

Fases Reações ∆Go (KJ/mol)

(I) R1 C6H10O5 +H2O → C6H12O6 -

(II) R2 C6H12O6 → C4H8O2 + 2CO2 + 2H2 -264,19

(III) R3 C4H8O2 + 2H2O → 2C2H4O2 + 2H2 48,00

(IV) R4 CO2 + 4H2 → CH4 + 2H2O -131,0

(IV) R5 2C2H4O2 → 2CH4 + 2CO2 -72,00

Tabela 3.3: Conjunto de reações qúımicas do processo de digestão para o Modelo 2.

Fases Reações ∆Go (KJ/mol)

(I) R1 C6H10O5 +H2O → C6H12O6 -

(II) R2 C6H12O6 → C4H8O2 + 2CO2 + 2H2 -264,19

(III) R3 C4H8O2 +H2O +
1

2
CO2 → 2C2H4O2 +

1

2
CH4 -17,50

(IV) R4
1

2
CO2 + 2H2 →

1

2
CH4 +H2O -65,50

(IV) R5 2C2H4O2 → 2CH4 + 2CO2 -72,00

MODELO 3: Este modelo é composto por seis reações qúımicas e oito

espécies. Observa-se que R4, R5 e R6 são reações da fase de metanogênese.

MODELO 4: Este modelo é o maior analisado, formado por sete

reações qúımicas e nove espécies. Observa-se que as reações R3 e R5 são as que

diferenciam este modelo do Modelo 1. A diferença dos coeficientes estequiométricos
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das demais reações, entre esses modelos, é devido ao balanceamento que deve ser

feito para obter a reação global para a produção de biogás.

Tabela 3.4: Conjunto de reações qúımicas do processo de digestão para o Modelo 3.

Fases Reações ∆Go (KJ/mol)

(I) R1 C6H10O5 +H2O → C6H12O6 -

(II) R2
1

2
C6H12O6 →

1

2
C4H8O2 + CO2 +H2 -132,1

(III) R3
1

2
C6H12O6 →

1

2
CO2 +

1

2
CH4 + C2H4O2 -153,9

(IV) R4
1

2
C4H8O2 +H2O → CH4 + CO2 +H2 64,25

(IV) R5
1

2
CO2 + 2H2 →

1

2
CH4 +H2O -65,50

(IV) R6 C2H4O2 → CH4 + CO2 -36,00

Tabela 3.5: Conjunto de reações qúımicas do processo de digestão para o Modelo 4.

Fases Reações ∆Go (KJ/mol)

(I) R1 C6H10O5 +H2O → C6H12O6 -

(II) R2
1

2
C6H12O6 →

1

2
C4H8O2 + CO2 +H2 -132,1

(II) R3
1

2
C6H12O6 → C2H5OH + CO2 -111,1

(III) R4
1

2
C4H8O2 +H2O → C2H4O2 +H2 24,00

(IV) R5 C2H5OH +
1

2
CO2 →

1

2
CH4 + C2H4O2 -58,15

(IV) R6
1

2
CO2 + 2H2 →

1

2
CH4 +H2O -65,50

(IV) R7 2C2H4O2 → 2CH4 + 2CO2 -72,00
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3.3.1 Sistema de EDO’s dos modelos para o processo AD

A seguir, constrói-se o sistema de EDO’s para cada um dos Modelos

apresentados anteriormente. Estes sistemas baseiam-se no mecanismo considerando

as reações qúımicas das fases: (I) hidrólise, (II) acidogênese, (III) acetogênese, (IV)

metanogênese (hidrogenotrófica e acetoclástica).

A Tabela 3.6 apresenta os compostos qúımicos utilizados nos modelos.

Cada composto qúımico está associado a sua fórmula qúımica e a sua respectiva

abreviação.

Tabela 3.6: Compostos qúımicos e respectivas fórmulas qúımicas.

j Composto qúımico Fórmula qúımica Yj

1 Celulose C6H10O5 Y1

2 Glucose C6H12O6 Y2

3 Ácido but́ırico C4H8O2 Y3

4 Ácido acético C2H4O2 Y4

5 Metano CH4 Y5

6 Dióxido de carbono CO2 Y6

7 Hidrogênio H2 Y7

8 Água H2O Y8

9 Etanol C2H5OH Y9

Utilizando a lei de ação das massas, as taxas ri dos passos de reação são

calculadas a partir das concentrações das espécies e dos coeficientes de velocidade

pela Equação (3.8). O cálculo da produção das concentrações baseia-se na Equação

(3.10). Por exemplo, no Modelo 1, o dióxido de carbono é produzido nos passos

de reação 1 (ν16 = +2) e 4 (ν46 = +2) e é consumido em 3 (ν36 = −1). Então, a
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equação do sistema de EDO’s, correspondente à produção de CO2 é

d[CO2]

dt
=
dY6

dt
= +2r1 − 1r3 + 2r4 (3.13)

ou
dY6

dt
= 2k1[C6H12O6]− k3[CO2][H2]4 + 2k4[C2H4O2]2. (3.14)

Para o Modelo 2, o dióxido de carbono é produzido nos passos de reação

1 (ν16 = +2) e 4 (ν46 = +2), e é consumido em 2 (ν26 = −1/2) e 3 (ν36 = −1/2).

Assim, a equação correspondente à produção de CO2 é dada por

d[CO2]

dt
=
dY6

dt
= +2r1 −

1

2
r2 −

1

2
r3 + 2r4 (3.15)

ou
dY6

dt
= 2k1Y2 −

1

2
k2Y3Y8Y

1/2
6 − 1

2
k3Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k4Y
2

4 . (3.16)

Procedendo da mesma forma para as demais espécies, o sistema de

EDO’s para cada um dos quatro modelos são formados por equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem não lineares e acopladas, como segue.

Modelo 1: Sistema de EDO’s formado por oito espécies (equações).

1)
dY1

dt
= −k0Y1Y8

2)
dY2

dt
= k0Y1Y8 − k1Y2

3)
dY3

dt
= k1Y2 − k2Y3Y

2
8

4)
dY4

dt
= 2k2Y3Y

2
8 − 2k4Y

2
4

5)
dY5

dt
= k3Y6Y

4
7 + 2k4Y

2
4
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6)
dY6

dt
= 2k1Y2 − k3Y6Y

4
7 + 2k4Y

2
4

7)
dY7

dt
= 2k1Y2 + 2k2Y3Y

2
8 − 4k3Y6Y

4
7

8)
dY8

dt
= −k0Y1Y8 − 2k2Y3Y

2
8 + 2k3Y6Y

4
7

Modelo 2: Sistema de EDO’s formado por oito espécies.

1)
dY1

dt
= −k0Y1Y8

2)
dY2

dt
= k0Y1Y8 − k1Y2

3)
dY3

dt
= k1Y2 − k2Y3Y8Y

1/2
6

4)
dY4

dt
= 2k2Y3Y8Y

1/2
6 − 2k4Y

2
4

5)
dY5

dt
=

1

2
k2Y3Y8Y

1/2
6 +

1

2
k3Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k4Y
2

4

6)
dY6

dt
= 2k1Y2 −

1

2
k2Y3Y8Y

1/2
6 − 1

2
k3Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k4Y
2

4

7)
dY7

dt
= 2k1Y2 − 2k3Y

1/2
6 Y 2

7

8)
dY8

dt
= −k0Y1Y8 − k2Y3Y8Y

1/2
6 + k3Y

1/2
6 Y 2

7

Modelo 3: Sistema de EDO’s formado por oito espécies.

1)
dY1

dt
= −k0Y1Y8
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2)
dY2

dt
= k0Y1Y8 −

1

2
k1Y

1/2
2 − 1

2
k2Y

1/2
2

3)
dY3

dt
=

1

2
k1Y

1/2
2 − 1

2
k3Y

1/2
3 Y8

4)
dY4

dt
= k2Y

1/2
2 Y8 − k5Y4

5)
dY5

dt
=

1

2
k2Y

1/2
2 + k3Y

1/2
3 Y8 +

1

2
k4Y

1/2
6 Y 2

7 + k5Y4

6)
dY6

dt
= k1Y

1/2
2 +

1

2
k2Y

1/2
2 + k3Y

1/2
3 Y8 + k5Y4

7)
dY7

dt
= k1Y

1/2
2 + k3Y

1/2
3 Y8 − 2k4Y

1/2
6 Y 2

7

8)
dY8

dt
= −k0Y1Y8 − k3Y

1/2
3 Y8 + k4Y

1/2
6 Y 2

7

Modelo 4: Sistema de EDO’s formado por nove espécies.

1)
dY1

dt
= −k0Y1Y8

2)
dY2

dt
= k0Y1Y8 −

1

2
k1Y

1/2
2 − 1

2
k2Y

1/2
2

3)
dY3

dt
=

1

2
k1Y

1/2
2 − 1

2
k3Y

1/2
3 Y8

4)
dY4

dt
= k3Y

1/2
3 Y8 + 2k4Y

1/2
6 Y9

5)
dY5

dt
=

1

2
k4Y

1/2
6 Y9 +

1

2
k5Y

1/2
6 Y 2

7

6)
dY6

dt
= k1Y

1/2
2 + k2Y

1/2
2 − 1

2
k4Y

1/2
6 Y9 −

1

2
k5Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k6Y
2

4

7)
dY7

dt
= k1Y

1/2
2 + k3Y

1/2
3 Y8 − 2k5Y

1/2
6 Y 2

7
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8)
dY8

dt
= −k0Y1Y8 − k3Y

1/2
3 Y8 + k5Y

1/2
6 Y 2

7

9)
dY9

dt
= k2Y

1/2
2 − k4Y

1/2
6 Y9
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4 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA

SOLUÇÃO DE SISTEMAS DE EDO’S

Para resolver um problema computacionalmente, o domı́nio f́ısico é

transformado em um domı́nio discreto no mesmo intervalo. O conjunto de pontos

do domı́nio discreto é chamado de malha e seus pontos, de nós. A distância entre

dois nós consecutivos é denotada por h e definida como espaçamento da malha. O

seu refinamento significa que o número de nós aumenta e, consequentemente, o ta-

manho do passo h diminui. Dessa maneira, para definir os métodos numéricos para

a solução de um sistema de EDO’s, inicialmente considera-se a seguinte partição

homogênea do intervalo [a, b],

a = t0 < t1 < · · · < tn = b, tk+1 = tk + h, k = 0, · · · , n− 1, h =
b− a
n

.

Os métodos numéricos usados para a obtenção das aproximações das

soluções de sistemas de equações diferenciais podem ser expĺıcitos ou impĺıcitos.

Métodos expĺıcitos calculam o estado do sistema em um tempo posterior

ao estado atual do sistema, enquanto que métodos impĺıcitos encontram a solução

resolvendo uma equação que envolve ambos estados atual e posterior do sistema.

Os métodos impĺıcitos são empregados em problemas em que o uso de

um método expĺıcito exige passos muito pequenos para manter os erros limitados.

Por exemplo, para problemas ŕıgidos Curtiss e Hirschfelder [45] fazem a seguinte

observação:

Observação 4.1. Equações diferenciais que descrevem um problema ŕıgido impõem

dificuldades às técnicas numéricas expĺıcitas normalmente utilizadas.

Para atingir a precisão desejada em tais problemas, o tempo computa-

cional é menor quando um método impĺıcito é usado. Eles geralmente são incondi-
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cionalmente estáveis, o que significa ser posśıvel fornecer grandes valores ao passo

de tempo para que a solução possa ser encontrada mais rapidamente.

No estudo de sistemas de equações diferenciais de elevada rigidez exis-

tem várias ideias intuitivas sobre o que é rigidez (do inglês, stiff). Além disso,

diversos resultados teóricos fornecem fundamentação às técnicas propostas para re-

solução numérica destes sistemas.

Na literatura, a rigidez do sistema de EDO’s é frequentemente definida

em função da magnitude dos autovalores associados à matriz jacobiana do sistema.

No caso do sistema cinético em (3.12), as taxas de reações elementares podem ser

de diferentes ordens de magnitude, tornando o problema stiff, que pode ser definido

como segue:

Definição 4.1. [26] O sistema de equações diferenciais (3.12) é chamado stiff em

um intervalo I, se ∀ t ∈ I os autovalores λi(t), i = 1, . . . ,m da matriz Jacobiana

Jij(Y1, . . . , Ym) =
∂fi
∂Yj

(i, j = 1, . . . ,m) satisfazem as seguintes condições:

i) Re(λi(t)) < 0;

ii) S =
max{|Re(λi(t))|}
min{|Re(λi(t))|}

� 1.

Esta definição significa que a solução do sistema possui algumas com-

ponentes que decaem muito mais rápido que outras.

Exemplos numéricos analisados por Lambert [78] mostram que para

aplicar métodos expĺıcitos para resolver um sistema de EDO’s composto por equações

stiff, é necessário utilizar passos bem pequenos para garantir a estabilidade. Conse-

quentemente, a solução é obtida após um número elevado de iterações, tornando o

método muito caro computacionalmente. Outros problemas que exemplificam esta

ideia podem ser encontrados no caṕıtulo 4 do livro de Hairer e Wanner [62] e no

caṕıtulo 1 do livro de Miranker [90]. Para tais problemas ŕıgidos é necessário o con-
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trole do passo de integração em função do comportamento das soluções, cuja escala

de decaimento pode variar muito. Assim, é importante deixar claro que a rigidez é

uma caracteŕıstica do próprio problema e das equações diferenciais que o descrevem,

e não do método numérico utilizado para sua resolução.

4.1 Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta [61, 91, 115] formam uma famı́lia impor-

tante de métodos iterativos impĺıcitos e expĺıcitos para a resolução numérica de

equações diferenciais ordinárias. Estas técnicas foram desenvolvidas por volta de

1900 pelos matemáticos C. Runge e M. W. Kutta [31].

A seguir, o objetivo é estudar métodos de Runge-Kutta expĺıcitos que

podem ser utilizados para resolver o problema de valor inicial (PVI) dado por:


dY (t)

dt
= Y ′(t) = f(t, Y (t)), t ∈ [a, b]

Y (a) = Y (t0)
, (4.1)

sendo

Y ′(t) =


Y ′1(t)

Y ′2(t)
...

Y ′m(t)

, f(t, Y (t)) =


f1(t, Y (t))

f2(t, Y (t))
...

fm(t, Y (t))

 e


Y1(t0) = Y 0

1

Y2(t0) = Y 0
2

...

Ym(t0) = Y 0
m

 .

Um método pertence à classe dos métodos de Runge-Kutta expĺıcitos

se:

1. for um método de passo simples, ou seja, para calcular Y k+1 usa-se

apenas Y k;

2. substituir as derivadas de f(t, Y ) por avaliações de f(t, Y );
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3. concordar com o polinômio de Taylor até o termo de p-ésima ordem.

O número de avaliações da função f(t, Y ) em cada passo de tamanho

h é denominado de estágio do método e denotado por R. Assim, os métodos RK

expĺıcitos com R-estágios têm a forma Y 0
j = Yj(t0)

Y k+1
j = Y k

j + hΦ(tk, Y
k
j , h)

, (4.2)

sendo k o número de iterações do método e

Φ(tk, Y
k
j , h) =

R∑
r=1

crκr, (4.3)

com

κ1 = f(tk, Y
k
j )

κ2 = f(tk + ha2, Y
k
j + hb21κ1)

κ2 = f(tk + ha3, Y
k
j + hb31κ1 + hb32κ2)

...

κr = f

(
tk + har, Y

k
j + h

r−1∑
s=1

brsκs

)
, 2 ≤ r ≤ R.

Os parâmetros ar, brs e cr satisfazem as relações

R∑
r=1

cr = 1 (4.4)

e

ar =
r−1∑
s=1

brs, 2 ≤ r ≤ R. (4.5)

Para obter um método de Runge-Kutta de ordem p, expande-se a se-

gunda equação de (4.2) em série de Taylor até o termo de ordem p desejada e

iguala-se a expansão com a série de Taylor da solução exata correspondente ao PVI.

Os cálculos detalhados do desenvolvimento de um método de Runge-Kutta podem

ser encontrados em [61, 78, 52].
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Notação: Os métodos de Runge-Kutta de ordem p e R estágios são

denotados por RKpR.

Observação 4.2. A ordem de um método mede a rapidez que este converge para a

solução anaĺıtica quando o passo de integração numérica diminui [30]. No entanto,

erros de arredondamento podem crescer quando o tamanho do passo é reduzido, po-

dendo ocorrer divergência ou até mesmo valores errados. Assim, uma forma de

resolver este problema é utilizar métodos numéricos de ordem mais alta. Por exem-

plo, ao invés de utilizar o método de Runge-Kutta de ordem dois, utiliza-se o de

ordem quatro.

Observação 4.3. Nos métodos de Runge-Kutta, ao aumentar a ordem, o número de

vezes que a função deve ser avaliada também aumenta. Por este motivo, geralmente

os problemas encontrados na literatura são resolvidos com métodos de Runge-Kutta

de ordem menor ou igual a quatro [30].

4.1.1 Método de Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estágios
(RK44)

O método Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estágios (RK44)

[27, 30] é um dos métodos mais precisos para obter soluções aproximadas para o

problema de valor inicial do tipo dado em (4.1).

A partir das equações (4.3) - (4.5), para o método de RK44 têm-se

Φ(tk, Y
k
j , h) = c1κ1 + c2κ2 + c3κ3 + c4κ4,

em que

κ1 = f(tk, Y
k
j )

κ2 = f(tk + ha2, Y
k
j + hb21κ1)

κ3 = f(tk + ha3, Y
k
j + hb31κ1 + hb32κ2)

κ3 = f(tk + ha4, Y
k
j + hb41κ1 + hb42κ2 + hb43κ3).
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O método apresenta a forma

 Y 0
j = Yj(t0)

Y k+1
j = Y k

j + hΦ(tk, Y
k
j , h)

, (4.6)

sendo, o mais popular dado por

Φ(tk, Y
k
j , h) =

1

6
(κ1 + 2κ2 + 2κ3 + κ4) ,

com

κ1 = f(tk, Y
k
j ),

κ2 = f

(
tk +

h

2
, Y k

j +
h

2
κ1

)
,

κ3 = f

(
tk +

h

2
, Y k

j +
h

2
κ2

)
,

κ4 = f
(
tk + h, Y k

j + hκ3

)
.

O maior esforço computacional requerido pelos métodos de Runge-

Kutta é o número de avaliações da função f . O número de avaliações é contra-

balançado pelo tamanho do passo h necessário para se atingir uma precisão deter-

minada e, consequentemente, um menor número de cálculos.

4.1.2 Método de Runge-Kutta Simplificado (RKsimp)

Um método Runge-Kutta que é caracterizado pelo pequeno número de

operações e pela possibilidade de escolha de seus coeficientes para obter soluções de

acurácia elevada é conhecido por Runge-Kutta Simplificado [21]. Este método foi

proposto inicialmente por Jameson et al. [71], em 1985. Em geral, utilizam-se mais

de dois estágios para estender a região de estabilidade do método.
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O método de Runge-Kutta simplificado de segunda ordem e três estágios

é dado por 
Y 0
j = Y k

j

Y r
j = Y 0

j + αrhfj(tr−1, Y
r−1), r = 1, 2, 3

Y k+1
j = Y r

j

, (4.7)

em que k é o ı́ndice que representa as iterações do método e os coeficientes α1, α2,

α3 são dados por: α1 = 0, 1918, α2 = 0, 4929 and α3 = 1.

4.2 Método de Rosenbrock

Um sistema de equações diferenciais não lineares pode ser representado

por

Y ′(t) = f(Y (t)), Y (t0) = Y0, (4.8)

com Y (t) ∈ Rm, t ∈ [t0,+∞[ e f : Rm → Rm uma função não linear.

A solução do sistema (4.8) muitas vezes implica na necessidade de uti-

lização de métodos não expĺıcitos. Entre esses métodos, inclui-se o método Rosen-

brock.

Os métodos de Rosenbrock surgiram em torno de 1963, quando Ro-

senbrock propôs uma solução numérica para equações stiff. Estes métodos foram

uma alternativa para resolver equações de forma impĺıcita, que geralmente eram

solucionadas com processos iterativos. A ideia é substituir a solução de sistemas

não lineares por uma sequência de sistemas lineares, facilitando a implementação do

algoritmo.

Os métodos de Rosenbrock também podem ser encontrados na lite-

ratura como métodos de Runge-Kutta linearmente impĺıcitos (ou de Runge-Kutta

semi-impĺıcitos) ou apenas como extensões dos métodos de Runge-Kutta [57, 62],

que podem ter ordem 2, 3, 4 ou superior.
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Definição 4.2. Um método de Rosenbrock de s-estágios aplicado ao sistema (4.8),

é dado pelas fórmulas:

Yn+1 = Yn + h
s∑
i=1

wiκi,

κi = hf

(
Yn +

i−1∑
j=1

aijκj

)
+ dhJ

(
Yn +

i−1∑
j=1

bijκj

)
κi, i = 1, . . . , s,

(4.9)

sendo aij, bij e wi coeficientes determinados de acordo com a ordem de consistência

e estabilidade, h é o passo de integração e J = Jf (Yn) é a matriz Jacobiana do

sistema dado em (4.8).

4.2.1 Rosenbrock de segunda ordem e dois estágios

O método de Rosenbrock de segunda ordem e dois estágios é definido

como segue

Yn+1 = Yn + hκ2,

κ1 = [A(Yn)]−1 f(Yn),

κ2 = [A(Yn)]−1 f(Yn + ha21κ1),

(4.10)

sendo [A(Yn)]−1 = [I − dhJf (Yn)] , I = matriz identidade. Os coeficientes são apre-

sentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Coeficientes para o método de Rosenbrock de segunda ordem e dois

estágios [26].

Parâmetro Valor

w1 0

w2 1

d 1−
√

2/2

a21 (
√

2− 1)/2
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4.2.2 Rosenbrock de terceira ordem e três estágios

O método de Rosenbrock de terceira ordem e três estágios é definido

por

Yn+1 = Yn + 1
2
h (κ2 + κ3) ,

κ1 = [A(Yn)]−1 f(Yn),

κ2 = [A(Yn)]−1 f(Yn + ha21κ1),

κ3 = [A(Yn)]−1 f(Yn + ha31κ1 + ha32κ2),

(4.11)

sendo [A(Yn)]−1 = [I − dhJf (Yn)] , I = matriz identidade, bij = 0, ∀i, j e os demais

coeficientes são apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Coeficientes para o método de Rosenbrock de terceira ordem e três

estágios [26].

Parâmetro Valor

w1 0

w2 0,5

w3 0,5

d 0,4359

Parâmetro Valor

a21 -0,5096

a31 0,3270

a32 0,3109

4.2.3 Rosenbrock de quarta ordem e quatro estágios

Segue o método de Rosenbrock de quarta ordem e quatro estágios,

Yn+1 = Yn + h
4∑
i=1

wiκi,

κ1 = [A(Yn)]−1 f(Yn),

κ2 = [A(Yn)]−1 f(Yn + ha21κ1),

κ3 = [A(Yn)]−1 f(Yn + ha31κ1 + ha32κ2),

κ4 = [A(Yn)]−1 f(Yn + h(a41κ1 + a42κ2 + a43κ3)),

(4.12)
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sendo [A(Yn)]−1 = [I − dhJf (Yn)] , I = matriz identidade, bij = 0, ∀i, j e os demais

coeficientes encontram-se na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Coeficientes para o método de Rosenbrock de quarta ordem e quatro

estágios [26].

Parâmetro Valor

w1 0,9452

w2 0,3413

w3 0,5655

w4 -0,8519

d 0,5728

Parâmetro Valor

a21 -0,5000

a31 -0,1012

a32 0,9762

a41 -0,3922

a42 0,7151

a43 0,1430

Os métodos de Rosenbrock também são atrativos por sua fórmula de

passo simples facilitar o controle do tamanho do passo h, com seu ajuste feito de

maneira automática para alcançar a tolerância desejada para o erro local.

O erro local de truncamento é dado por

En+1 =
‖Y ∗n+1 − Yn+1‖

2p − 1
, (4.13)

sendo p a ordem do método Rosenbrock implementado, Yn+1 e Y ∗n+1 as aproximações

calculadas com tamanhos de passos h e h/2, respectivamente. A norma ‖ · ‖ é dada

por

‖Y ‖ =

√√√√ 1

m

m∑
i=1

(
Y i
n+1

Y i
max

)2

, (4.14)

sendo Y i
max o máximo valor em módulo da i-ésima componente e m a dimensão do

sistema de EDO’s.

Considere uma tolerância ε para o erro local. A seguir apresenta-se a

estratégia utilizada para a escolha do passo h variável [21]:
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1) Se En+1 > ε, o passo é rejeitado e h é reduzido.

2) Se 3ε/4 < En+1 ≤ ε, o passo é aceito, mas h é reduzido.

3) Se ε/10 < En+1 ≤ 3ε/4, o passo é aceito e h é aceito.

4) Se En+1 ≤ ε/10 o passo é aceito e h aumentado.

A estimativa para o novo h é calculada a cada iteração pela seguinte

fórmula [62, 142],

hnew = h min

[
facmax,max

(
facmin,

0, 9

err(
1
p̃+1)

)]
, (4.15)

sendo err calculado pela norma dada na Equação (4.14) e p̃ = p − 1. Os fatores

facmax e facmin são limitantes dependendo da ordem do método, em que os valores

usuais são facmax = 10 e facmin = 0, 1 [142].

Seguem algumas restrições:

- O passo h é limitado por um hmin e um hmax.

- O passo h inicial deve ser suficientemente pequeno para que o erro nos

primeiros passos não domine a solução.

- No primeiro passo depois de uma rejeição, o fator de crescimento máximo

facmax é reduzido.

4.3 Análise de convergência: ı́ndice de convergência da

malha (GCI)

Durante a conversão das equações que regem os modelos definidos em

um domı́nio cont́ınuo para o domı́nio discreto, comete-se um erro, chamado de erro

de discretização. Este é um dos tópicos que gera preocupação durante a solução

numérica de problemas.
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O erro de discretização Eh pode ser formalmente definido como a dife-

rença entre a solução numérica e a solução exata do modelo, como segue [55]:

Eh = Y − Yh (4.16)

sendo Yh a solução numérica obtida com malha de espaçamento h e Y a solução

exata do modelo matemático.

O erro é reduzido e a acurácia dos cálculos é aumentada quando o

parâmetro de malha h tende ao cont́ınuo devido à solução numérica ser senśıvel a este

espaçamento. Portanto, ao utilizar um método numérico espera-se que, à medida

em que a malha é refinada, a solução calculada se aproxime de um valor assintótico

(ou seja, a solução numérica verdadeira). No entanto, este procedimento de redução

do erro de discretização é inversamente proporcional ao custo computacional, isto

é, quanto menor h, maior é a acurácia e maior será o custo computacional.

Uma ferramenta capaz de estimar os erros de discretização das soluções

numéricas foi proposta por Roache [110]. Este forneceu uma metodologia para o

estudo do refinamento da malha, chamado de Índice de Convergência da Malha (Grid

Convergence Index - GCI). O GCI é baseado em um estimador de erro de refinamento

de malha, derivado da teoria da extrapolação de Richardson generalizada. O objetivo

é fornecer uma medida de incerteza da convergência da malha, fornecendo uma

porcentagem do quanto o valor aproximado esta longe do valor numérico assintótico.

A extrapolação de Richardson é feita a partir dos resultados de pelo

menos duas soluções numéricas obtidas em malhas diferentes. Roache [109] gene-

ralizou a extrapolação de Richardson introduzindo os métodos de ordem p, como

segue

fexact ≈ f1 +

[
f1 − f2

rp − 1

]
(4.17)

sendo f1, f2 soluções numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, cujos espaçamentos

são h1 e h2, respectivamente; p é a ordem assintótica do erro de discretização e r é

a taxa de refinamento das malhas, dada por r =
h2

h1

.
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A partir da Equação (4.17), o valor extrapolado varia dependendo da

ordem p de precisão do método. A ordem de precisão pode ser estimada pela seguinte

equação [35]

p =
ln(ε32/ε21)

ln(r)
, (4.18)

sendo r = h2
h1

= h3
h2

, ε21 o erro relativo da solução f1 em relação à solução f2 e ε32 o

erro relativo da solução f2 com a solução f3, dados por

ε21 =

∣∣∣∣f2 − f1

f1

∣∣∣∣ e ε32 =

∣∣∣∣f3 − f2

f2

∣∣∣∣ . (4.19)

O GCI é uma medida do erro relativo de discretização, dado por

GCI =

∣∣∣∣fexact − fnumfnum

∣∣∣∣ , (4.20)

sendo fnum a solução numérica. Então, o cálculo do GCI utilizado neste trabalho,

para três malhas, é dado por

GCI21 = Fs
ε21

rp − 1
e GCI32 = Fs

ε32

rp − 1
, (4.21)

sendo Fs = 3 o fator de segurança, baseado na experiência da aplicação do GCI em

muitas situações [109].
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5 MÉTODO ANALÍTICO DE RESOLUÇÃO

O modelo que descreve o processo de digestão anaeróbia é complexo,

pois envolve equações fortemente acopladas entre si. Por este motivo, a obtenção

de uma solução anaĺıtica para o sistema de equações deste problema torna-se atra-

tiva, uma vez que o modelo anaĺıtico aproximado pode capturar a essência do pro-

cesso, pelo menos para determinados intervalos de parâmetros. Além disso, soluções

anaĺıticas de modelos simplificados podem ser usadas para os cálculos numéricos e

vice-versa.

Neste caṕıtulo, apresentam-se duas maneiras de obter as soluções anaĺıticas

(aproximadas) simplificadas do sistema de equações diferenciais ordinárias do pro-

cesso de digestão anaeróbia:

1) via simplificações das equações do sistema;

2) pelo método da decomposição de Adomian.

5.1 Solução anaĺıtica via simplificações

A fim de obter a solução anaĺıtica dos sistemas de EDO’s obtidos para o

processo de digestão anaeróbia, apresentados no Caṕıtulo 3, faz-se uma linearização

dos sistemas, considerando valores constantes para as concentrações de algumas

espécies qúımicas presentes no modelo. A escolha dos valores das concentrações

se baseia no fato que algumas quantidades decaem muito rapidamente e após são

conservadas (conforme resultados apresentados na literatura), ou seja, permane-

cem invariantes com o decorrer do tempo, permitindo-nos fazer as simplificações

necessárias [116].

Mostra-se a seguir o procedimento utilizado para os Modelos 1 e 2.

52



Considere

Y3 = d, Y4 = a, Y7 = b, Y8 = c,

sendo a, b, c e d dados por:

Modelo 1: a = 0, 01, b = 0, 1 e c = 0, 1.

Modelo 2: a = 0, 01, b = 0, 1, c = 0, 1 e d = 0, 01.

São obtidos os seguintes sistemas simplificados:

Modelo 1

Y ′1 = −k0cY1

Y ′2 = k0cY1 − k1Y2

Y ′3 = k1Y2 − k2c
2Y3

Y ′4 = 0

Y ′5 = k3Y6b
4 + 2k4a

2

Y ′6 = 2k1Y2 − k3b
4Y6 + 2k4a

2

Y ′7 = 0

Y ′8 = 0

Modelo 2

Y ′1(t) = −k0cY1

Y ′2(t) = k0cY1 − k1Y2

Y ′3 = 0

Y ′4 = 0

Y ′5(t) = 1
2
k2cdY6 + 1

2
k3b

2Y6

Y ′6(t) = 2k1Y2 − 1
2
k2cdY6 − 1

2
k3b

2Y6 + 2k4a
2

Y ′7 = 0

Y ′8 = 0

Observação 5.1. a) As espécies escolhidas para terem concentrações constantes

tornam o sistema não acoplado o que facilita os cálculos necessários.

b) O substrato Y1 e o produto Y2 obtido a partir da hidrólise devem ser

consumidos durante o processo o que torna não coerente considerá-los constantes.

c) A concentração das espécies Y5 e Y6 não pode assumir valores cons-

tantes, pois são as que formam o biogás e, consequentemente, as que devem ser

obtidas.

d) Os valores escolhidos para as concentrações das espécies Y3, Y4, Y7

e Y8 são baseados em dados observados na literatura.
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A partir da teoria de equações diferenciais [111, 124], a solução para um

sistema de equações diferenciais ordinárias lineares de primeira ordem com coeficien-

tes constantes de dimensão m é dada em função dos autovalores λi ∈ C, i = 1, . . . ,m

associados à matriz dos coeficientes Am×m e seus respectivos autovetores vi ∈ Cm ,

i = 1, . . . ,m. Ou seja, a solução para cada sistema de EDO’s apresentado anterior-

mente é dada por

Y (t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2 + c3e
λ3tv3 + c5e

λ5tv5 + c6e
λ6tv6, (5.1)

sendo ci constantes obtidas a partir das condições iniciais, λi e vi são respectivamente

os autovalores e autovetores reais das matrizes dos sistemas. No Modelo 2, o terceiro

termo da soma na Equação (5.1) não aparece.

Os valores para as constantes k0, k1, k2, k3 e k4 foram obtidos pela

Equação (3.9) e são apresentadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Valores das constantes utilizadas para obtenção da solução anaĺıtica.

Constantes Modelo 1 Modelo 2

k0 1,0000 1,0000

k1 1,1125 1,1125

k2 0,9808 1,0142

k3 1,0542 1,1460

k4 1,0146 1,0146

São obtidos os seguintes valores para os autovalores e autovetores dos

modelos.
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Modelo 1: λ1 = 0, λ2 = −0, 00011, λ3 = −0, 0098, λ5 = −1, 1 e

λ6 = −0, 1. 

0

0

0

1

0


︸ ︷︷ ︸

v1

,



0

0

0

−0, 70711

0, 70711


︸ ︷︷ ︸

v2

,



0

0

1

0

0


︸ ︷︷ ︸

v3

,



0

0, 40454

−0, 41189

0, 00008

−0, 81651


︸ ︷︷ ︸

v5

,



0, 36605

0, 0366

−0, 45046

0.00086

−0, 81348


︸ ︷︷ ︸

v6

.

Modelo 2: λ1 = 0, λ2 = −0, 00578, λ5 = −1, 11 e λ6 = −0, 1.


0

0

1

0


︸ ︷︷ ︸

v1

,


0

0

−0, 70711

0, 70711


︸ ︷︷ ︸

v2

,


0

0, 44534

0, 00466

−0, 89535


︸ ︷︷ ︸

v5

,


0, 39315

0, 03893

0, 05298

−0, 91712


︸ ︷︷ ︸

v6

.

Assume-se as seguintes condições iniciais para ambos os casos:

Y1(0) = 1, Y2(0) = 0, Y3(0) = 0, Y5(0) = 0, Y6(0) = 0.

Após algumas manipulações algébricas e simplificações (números da

ordem de 10−4 ou menores são considerados zero), as seguintes soluções anaĺıticas

Y1(t) (substrato inicial - Equação (5.2)) e YB(t) = 3[Y5(t) +Y6(t)] (biogás - Equação

(5.3) e Equação (5.4)) são obtidas para os dois modelos:

Modelo 1 e Modelo 2:

Y1(t) = e−0,1t. (5.2)

Modelo 1:

YB(t) = 6, 000 + 0, 5941e−1,11t − 6.594e−0,1t. (5.3)
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Modelo 2:

YB(t) = 5, 997 + 0, 5941e−1,11t − 6, 594e−0,1t. (5.4)

5.2 Solução anaĺıtica via método da decomposição de

Adomian (ADM)

O método de decomposição de Adomian (Adomian Decomposition Method

- ADM) foi introduzido na década de 1980 pelo americano George Adomian. Este

método decompõe cada equação em uma parte linear, uma parte não linear e mais

o termo não homogêneo. A partir desta decomposição, a solução é obtida com base

em um somatório de termos, os chamados termos de Adomian. Além disso, um

ponto fundamental da técnica é a representação da parte não linear da equação por

um somatório de polinômios conhecidos como polinômios de Adomian.

Adomian [6] demonstra que através do ADM é posśıvel resolver pro-

blemas de equações diferenciais lineares e não lineares, obtendo soluções cont́ınuas.

O fato do método resolver problemas de equações diferenciais lineares e não line-

ares sem a necessidade de qualquer linearização, torna sua solução mais realista

quando comparada à solução de métodos que simplificam o problema. A dificuldade

do método da decomposição de Adomian consiste no cálculo dos polinômios que

constituem a aproximação da solução e na prova da sua convergência.

Atualmente, o ADM vem sendo utilizado por muitos autores, em diver-

sas áreas, para resolver problemas de equações diferenciais lineares e não-lineares en-

volvendo problemas de valor inicial ou de condições de contorno [7, 18, 70, 73, 102].

Por exemplo, Wazwaz [134] usa o ADM para resolver a equação de Laplace com

condições de fronteira especificadas. Além disso, o ADM pode ser usado para resol-

ver sistemas de equações diferenciais não lineares e também para encontrar a solução

de equações diferenciais de ordem superior [17, 60]. Alguns pesquisadores introdu-
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ziram modificações no ADM [2, 36]. Por exemplo, Younker [139] utiliza o ADM

com o tempo discretizado para a resolução de um sistema de equações diferenciais

acopladas que descrevem taxas de reação qúımica. A técnica é comparada com o

método clássico de Runge-Kutta, apresentando desempenho superior.

A seguir, é apresentado o método de decomposição de Adomian clássico,

bem como a modificação proposta por Younker [139].

5.2.1 Método da decomposição de Adomian Clássico

Um problema de valor inicial formado por m equações diferenciais or-

dinárias de primeira ordem pode ser escrito da seguinte maneira:

dY1(t)

dt
= f1(t, Y1, . . . , Ym), Y1(0) = Y1,0

dY2(t)

dt
= f2(t, Y1, . . . , Ym), Y2(0) = Y2,0

...

dYm(t)

dt
= fm(t, Y1, . . . , Ym), Ym(0) = Ym,0

, (5.5)

sendo fk(t, Y1, . . . , Ym), k = 1, 2, . . . ,m funções lineares e/ou não-lineares e Yk(0) =

Yk,0, k = 1, . . . ,m condições iniciais.

Pode-se representar o sistema (5.5) pela k-ésima equação como

LYk = fk(t, Y1, . . . , Ym), k = 1, . . . ,m, (5.6)

em que L é um operador linear, neste caso, a derivada temporal
d

dt
, cujo operador

inverso é dado por L−1 =

∫ t

0

[ ]dt.

O método da decomposição de Adomian consiste em separar cada função

fk em uma parte linear e uma parte não linear, podendo a Equação (5.6) ser escrita

da seguinte forma:

LYk = Rk(t, Y1, Y2, · · · , Ym) +Nk(t, Y1, Y2, · · · , Ym), (5.7)
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sendo Rk(t, Y1, Y2, · · · , Ym) a parte linear da equação e Nk(t, Y1, Y2, · · · , Yn) a parte

não linear.

Aplicando o operador inverso L−1 em ambos os lados da equação (5.7),

chega-se à seguinte equação:

Yk = Yk(0) + L−1 [Rk(t, Y1, Y2, · · · , Ym) +Nk(t, Y1, Y2, · · · , Ym)] , (5.8)

sendo Yk(0) o valor de Yk em t = 0.

Com base no ADM [1, 4, 5, 106], busca-se a solução {Y1, . . . , Ym} con-

forme o somatório infinito de termos:

Yk = lim
N→∞

Ỹk,N = lim
N→∞

N∑
n=0

Yk,n, (5.9)

em que os componentes da solução são calculados a partir do seguinte esquema de

recursão

Yk,0 = Yk(0)

Yk,n+1 = L−1 (Rk + Ak,n) , n ≥ 0.
(5.10)

Assume-se que os termos não lineares Nk(t, Y1,n, Y2,n, . . . , Ym,n), k = 1, . . . ,m são

funções anaĺıticas que podem ser expressas pela série infinita, dada por

Nk(t, Y1,n, Y2,n, . . . , Ym,n) =
∞∑
n=0

Ak,n, k = 1, . . . ,m, (5.11)

em que Ak,n são os chamados Polinômios de Adomian calculados pela fórmula:

Ak,n =
1

n!

[
dn

dλn
Nk

(
t,

n∑
i=0

λiY1,i,

n∑
i=0

λiY2,i, . . . ,

n∑
i=0

λiYm,i

)]
λ=0

, n = 0, 1, . . . ,

sendo λ um parâmetro introduzido por conveniência.

Na prática, não há como calcular todos os termos da Equação (5.9),

por isso utiliza-se uma aproximação da solução por uma série truncada. Então,

calcula-se os n + 1 primeiros termos da n-ésima aproximação de Yk, k = 1, . . . ,m

por

Ỹk,n =
n∑
i=0

Yk,i, n ≥ 0 (5.12)
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ou

Ỹk,n = Yk,0 +
n∑
i=1

Yk,i, n ≥ 0. (5.13)

Substituindo o esquema de recursão (Equação (5.10)) na Equação (5.13) obtém-se

Ỹk,n = Yk,0 + L−1

[
Rk(t, Y1, Y2, . . . , Ym) +

n∑
i=1

Ak,i−1

]
, k = 1, . . . ,m.

Então,

Ỹk,n = Yk,0 + L−1fk(t, Ỹ1,n−1, Ỹ2,n−1, . . . , Ỹm,n−1), k = 1, . . . ,m.

Assim, a solução do sistema (5.5) pelo ADM é dado por

Ỹk,n = Yk,0 + Yk,1 + . . .+ Yk,n, k = 1, . . . ,m

tal que

Yk,0 = Yk(0), k = 1, 2, . . . ,m

Ỹk,n = Yk,0 + L−1fk(t, Ỹ1,n−1, Ỹ2,n−1, . . . , Ỹm,n−1), k = 1, 2, . . . ,m and n ≥ 1.

(5.14)

5.2.2 Método da decomposição de Adomian modificado

Funções polinomiais possuem o problema de divergir rapidamente à

medida que a variável independente (no caso, o tempo t) cresce. Para resolver este

problema, é utilizada uma modificação da decomposição de Adomian, proposta por

Younker [139], em que o eixo do tempo é discretizado, de maneira que o valor inicial

de cada intervalo é dado pela solução final do intervalo anterior. Para isso, define-se

a malha

tj = t0 + jh, j = 0, . . . , nf ,

sendo h o tamanho de cada intervalo, dado por h =
tnf − t0
nf

.

Assim, a solução dada pela equação (5.14) é válida dentro de um inter-

valo de tempo, conforme:

Ỹ j+1
k,n = Yk(tj) + L−1fk(t, Ỹ1,n−1, Ỹ2,n−1, . . . , Ỹm,n−1), k = 1, . . . ,m. (5.15)
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Exemplo: Considere o seguinte problema de valor inicial
dY (t)

dt
= −Y (t)2

Y (0) = 1
. (5.16)

Observe que esta equação é formada apenas por um termo não linear

N(Y ) = −Y (t)2. Então, os polinômios de Adomian que compõem esta parte são

dados pela seguinte equação

An =
1

n!

 dn

dλn

−( n∑
i=0

λiYi

)2


λ=0

. (5.17)

O primeiro termo para a aproximação da solução do problema é dado

pela condição inicial Y0 = Y (0). Em seguida, o segundo termo da aproximação (Y1)

é calculado por:

Y1 = L−1(A0) =

∫ t

0

A0dt, (5.18)

sendo o polinômio de Adomian A0 calculado utilizando a equação (5.17), o que

resulta em

A0 =
1

0!

 d0

dλ0

−( 0∑
i=0

λiYi

)2


λ=0

= −Y 2
0 , (5.19)

então

Y1 =

∫ t

0

A0dt = −Y 2
0 t, (5.20)

e com esta nova aproximação, o próximo polinômio de Adomian é calculado

A1 =
1

1!

 d1

dλ1

−( 1∑
i=0

λiYi

)2


λ=0

=
d1

dλ1

(
−(λ0Y0 + λ1Y1)2

)
= 2Y 3

0 t. (5.21)

Assim, a aproximação Y2 é dada por

Y2 = L−1(A1) =

∫ t

0

A1dt =

∫ t

0

2Y 3
0 tdt = Y 3

0 t
2. (5.22)

Este procedimento é feito até que seja calculado o número de termos de Adomian

desejado para aproximar a solução. Por exemplo, utilizando 5 termos, obtém-se a
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seguinte solução:

Ỹ = Y0 + Y1 + Y2 + Y3 + Y4 = Y (0)− Y (0)2t+ Y (0)3t2− Y (0)4t3 + Y (0)5t4. (5.23)

Substituindo o valor de Y (0) na Equação (5.23), tem-se

Ỹ = 1− t+ t2 − t3 + t4. (5.24)

A Equação (5.24) foi obtida pelo método clássico da decomposição de

Adomian. Esta equação é uma aproximação para a solução do PVI dado em (5.16),

cuja solução anaĺıtica é dada por

Y (t) =
1

t+ 1
. (5.25)

A Figura 5.1 mostra a solução anaĺıtica do PVI (5.16), as aproximações

obtidas através do ADM clássico com 5 termos, com 6 termos e a aproximação

utilizando o ADM modificado com 3 termos. O intervalo de integração foi dividido

em 20 subintervalos de espaçamento h = 0, 1.

Observa-se, na Figura 5.1, que o método clássico de Adomian apresenta

inconvenientes, pois ao aumentar o número de termos de Adomian ocorre apenas um

retardo da divergência da solução. Dessa maneira, é necessário um número muito

elevado de termos para obter uma solução aceitável. Já a técnica modificada, pro-

posta por Younker [139], resolveu o problema com apenas 3 termos de Adomian e

com intervalo de h = 0, 1.
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Figura 5.1: Solução anaĺıtica do problema de valor inicial dado em (5.16) e apro-

ximações obtidas pelos métodos de Adomian clássico e modificado.

5.2.3 Solução do problema de AD pelo método de Adomian modificado

Deseja-se resolver o seguinte problema de valor inicial, obtido a partir

do Modelo 2, do processo de digestão anaeróbia.

dY1

dt
= −k0Y1Y8, Y1(0) = Y1,0 = 1

dY2

dt
= k0Y1Y8 − k1Y2, Y2(0) = Y2,0 = 0

dY3

dt
= k1Y2 − k2Y3Y8Y

1/2
6 , Y3(0) = Y3,0 = 0

dY4

dt
= 2k2Y3Y8Y

1/2
6 − 2k4Y

2
4 , Y4(0) = Y4,0 = 0

dY5

dt
=

1

2
k2Y3Y8Y

1/2
6 +

1

2
k3Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k4Y
2

4 , Y5(0) = Y5,0 = 0
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dY6

dt
= 2k1Y2 −

1

2
k2Y3Y8Y

1/2
6 − 1

2
k3Y

1/2
6 Y 2

7 + 2k4Y
2

4 , Y6(0) = Y6,0 = 0

dY7

dt
= 2k1Y2 − 2k3Y

1/2
6 Y 2

7 , Y7(0) = Y7,0 = 0

dY8

dt
= −k0Y1Y8 − k2Y3Y8Y

1/2
6 + k3Y

1/2
6 Y 2

7 , Y8(0) = Y8,0 = 1

. (5.26)

Os polinômios de Adomian são calculados como segue:

(1) A1,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
−k0

n∑
i=0

λiY1,iY8,i

)]
λ=0

(2) A2,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
k0

n∑
i=0

λiY1,iY8,i

)]
λ=0

(3) A3,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
−k2

n∑
i=0

λiY3,iY8,i

√
Y6,i

)]
λ=0

(4) A4,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
k2

n∑
i=0

λiY3,iY8,i

√
Y6,i − 2k4

n∑
i=0

λiY 2
4,i

)]
λ=0

(5) A5,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
1

2
k2

n∑
i=0

λiY3,iY8,i

√
Y6,i +

1

2
k3

n∑
i=0

λiY 2
7,i

√
Y6,i + 2k4

n∑
i=0

λiY 2
4,i

)]
λ=0

(6) A6,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
−1

2
k2

n∑
i=0

λiY3,iY8,i

√
Y6,i −

1

2
k3

n∑
i=0

λiY 2
7,i

√
Y6,i + 2k4

n∑
i=0

λiY 2
4,i

)]
λ=0

(7) A7,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
−2k3

n∑
i=0

λiY 2
7,i

√
Y6,i

)]
λ=0

(8) A8,n =
1

n!

[
dn

dλn

(
−k0

n∑
i=0

λiY1,iY8,i − k2

n∑
i=0

λiY3,iY8,i

√
Y6,i + k3

n∑
i=0

λiY 2
7,i

√
Y6,i

)]
λ=0

A seguir, calcula-se o segundo e o terceiro termo do processo da decom-

posição de Adomian para cada equação do sistema.
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Segundo termo:

Equação 1.

A1,0 = −k0Y1,0Y8,0

Y1,1 =

∫ t

0

A1,0dt = A1,0t

Equação 2.

A2,0 = k0Y1,0Y8,0

Y2,1 =

∫ t

0

A2,0dt−
∫ t

0

k1Y2,0dt = (A2,0 − k1Y2,0)t

Equação 3.

A3,0 = −k2Y3,0Y8,0

√
Y6,0

Y3,1 =

∫ t

0

A3,0dt+

∫ t

0

k1Y2,0dt = (A3,0 + k1Y2,0)t

Equação 4.

A4,0 = 2k2Y3,0Y8,0

√
Y6,0 − 2k4Y

2
4,0

Y4,1 =

∫ t

0

A4,0dt = A4,0t

Equação 5.

A5,0 =
1

2
k2Y3,0Y8,0

√
Y6,0 +

1

2
k3

√
Y6,0Y

2
7,0 + 2k4Y

2
4,0

Y5,1 =

∫ t

0

A5,0dt = A5,0t

Equação 6.

A6,0 = −1

2
k2Y3,0Y8,0

√
Y6,0 −

1

2
k3

√
Y6,0Y

2
7,0 + 2k4Y

2
4,0

Y6,1 =

∫ t

0

A6,0dt+

∫ t

0

2k1Y2,0dt = (A6,0 + 2k1Y2,0)t
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Equação 7.

A7,0 = −2k3

√
Y6,0Y

2
7,0

Y7,1 =

∫ t

0

A7,0dt+

∫ t

0

2k1Y2,0dt = (A7,0 + 2k1Y2,0)t

Equação 8.

A8,0 = −k0Y1,0Y8,0 − k2Y3,0Y8,0

√
Y6,0 + k3

√
Y6,0Y

2
7,0

Y8,1 =

∫ t

0

A8,0dt = A8,0t

Terceiro termo:

Equação 1.

A1,1 = −k0Y1,1Y8,1 = −k0(A1,0t)(A8,0t)

Y1,2 =

∫ t

0

−k0A1,0A8,0t
2dt = −k0A1,0A8,0

t3

3

Equação 2.

A2,1 = k0Y1,1Y8,1 = k0(A1,0t)(A8,0t)

Y2,2 =

∫ t

0

A2,1dt−
∫ t

0

k1Y2,1dt

=

∫ t

0

k0A1,0A8,0t
2dt−

∫ t

0

k1(A2,0 − k1Y2,0)tdt

= k0A1,0A8,0
t3

3
− k1(A2,0 − k1Y2,0)

t2

2

Equação 3.

A3,1 = −k2Y3,1Y8,1

√
Y6,1 = −k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0t

2
√

(A6,0 + 2k1Y2,0)t

Y3,2 =

∫ t

0

A3,1dt+

∫ t

0

k1Y2,1dt

Y3,2 =

∫ t

0

[
−k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0t

2
√

(A6,0 + 2k1Y2,0)t

]
dt

+

∫ t

0

k1(A2,0 − k1Y2,0)tdt

Y3,2 = k1(A2,0 − k1Y2,0)
t2

2
− 2

7
k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt3
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Equação 4.

A4,1 = 2k2Y3,1Y8,1

√
Y6,1 − 2k4Y

2
4,1

A4,1 = 2k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0t
2
√

(A6,0 + 2k1Y2,0)t− 2k4A
2
4,0t

2

Y4,2 =

∫ t

0

A4,1dt

Y4,2 =

∫ t

0

[
2k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0t

2
√

(A6,0 + 2k1Y2,0)t− 2k4A
2
4,0t

2

]
dt

Y4,2 =

[
4

7
k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t− 2

3
k4A

2
4,0

]
t3

Equação 5.

A5,1 =
1

2
k2Y3,1Y8,1

√
Y6,1 +

1

2
k3

√
Y6,1Y

2
7,1 + 2k4Y

2
4,1

A5,1 =
1

2
k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2

+
1

2
k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2 + 2k4A

2
4,0t

2

Y5,2 =

∫ t

0

A5,1dt

Y5,2 =

[
1

7
k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t

+
1

7
k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t+

2

3
k4A

2
4,0

]
t3

Equação 6.

A6,1 = −1

2
k2Y3,1Y8,1

√
Y6,1 −

1

2
k3

√
Y6,1Y

2
7,1 + 2k4Y

2
4,1

A6,1 = −1

2
k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2

− 1

2
k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2 + 2k4A

2
4,0t

2

Y6,2 =

∫ t

0

A6,1dt+

∫ t

0

2k1Y2,1dt

Y6,2 =

∫ t

0

A6,1dt+

∫ t

0

2k1(A2,0 − k1Y2,0)tdt

Y6,2 = k1(A2,0 − k1Y2,0)t2 − 1

7

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t [k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0)

+ k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2
]
t3 +

2

3
k4A

2
4,0t

3
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Equação 7.

A7,1 = −2k3

√
Y6,1Y

2
7,1 = −2k3

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t(A7,0 + 2k1Y2,0)2t2

Y7,2 =

∫ t

0

A7,1dt+

∫ t

0

2k1Y2,1dt

Y7,2 =

∫ t

0

−2k3

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t(A7,0 + 2k1Y2,0)2t2dt

+

∫ t

0

2k1(A2,0 − k1Y2,0)tdt

Y7,2 = k1(A2,0 − k1Y2,0)t2 − 4

7
k3

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t(A7,0 + 2k1Y2,0)2t3

Equação 8.

A8,1 = −k0Y1,1Y8,1 − k2Y3,1Y8,1

√
Y6,1 + k3

√
Y6,1Y

2
7,1

A8,1 = −k0(A1,0t)(A8,0t)− k2(A3,0 + k1Y2,0)A8,0

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2

+ k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2
√

(A6,0 + 2k1Y2,0)tt2

Y8,2 =

∫ t

0

A8,1dt

Y8,2 = −1

3
k0A1,0A8,0t

3 − 2

7

√
(A6,0 + 2k1Y2,0)t [k2(A3,0 + k1Y2,0)

− k3(A7,0 + 2k1Y2,0)2
]
t3

Então, a solução do sistema (5.26) pela decomposição de Adomian

usando dois e três termos, respectivamente, é dada por
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Dois termos Três termos

Ỹ1,1 = Y1,0 + Y1,1 Ỹ1,2 = Y1,0 + Y1,1 + Y1,2

Ỹ2,1 = Y2,0 + Y2,1 Ỹ2,2 = Y2,0 + Y2,1 + Y2,2

Ỹ3,1 = Y3,0 + Y3,1 Ỹ3,2 = Y3,0 + Y3,1 + Y3,2

Ỹ4,1 = Y4,0 + Y4,1 Ỹ4,2 = Y4,0 + Y4,1 + Y4,2

Ỹ5,1 = Y5,0 + Y5,1 Ỹ5,2 = Y5,0 + Y5,1 + Y5,2

Ỹ6,1 = Y6,0 + Y6,1 Ỹ6,2 = Y6,0 + Y6,1 + Y6,2

Ỹ7,1 = Y7,0 + Y7,1 Ỹ7,2 = Y7,0 + Y7,1 + Y7,2

Ỹ8,1 = Y8,0 + Y8,1 Ỹ8,2 = Y8,0 + Y8,1 + Y8,2

A fim de fazer a escolha adequada para o cálculo da solução, compara-se

as aproximações obtidas com dois e três termos da decomposição de Adomian. Para

isso, utilizam-se diferentes valores de h e calcula-se a diferença entre as aproximações

obtidas, através dos erros:

E1
∞ = max |Ỹ1,1 − Ỹ1,2| e EB

∞ = max |ỸB,1 − ỸB,2|,

em que ỸB,1 = Ỹ5,1 + Ỹ6,1 e ỸB,2 = Ỹ5,2 + Ỹ6,2, sendo

Ỹ1,1 o vetor da concentração de celulose obtida ao utilizar dois termos do ADM;

Ỹ1,2 o vetor da concentração de celulose obtida ao utilizar três termos do ADM;

ỸB,1 o vetor da concentração de biogás obtida ao utilizar dois termos do ADM;

ỸB,2 o vetor da concentração de biogás obtida ao utilizar três termos do ADM.

A Tabela 5.2 mostra os erros EB
∞ e E1

∞ para diferentes valores de h. Na

primeira coluna tem-se o número de pontos da malha, na segunda e terceira os erros.

Além disso, a Figura 5.2 mostra graficamente os erros da Tabela 5.2 para o biogás

(representado pelos ćırculos) e para a celulose (representada pelos quadrados). No

eixo das ordenadas encontra-se o número de pontos da malha e no eixo das abscissas

os erros EB
∞ e E1

∞.
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Tabela 5.2: Erros EB
∞ e E1

∞

No. pontos da malha EB
∞ E1

∞.

500 0,028281399 0,00056389

1000 0,010565079 0,00023325

1500 0,006847000 0,00013702

2000 0,004665100 0,00010311

2500 0,004020610 0,00008271

3000 0,003331400 0,00006904

3500 0,002845559 0,00005930

4000 0,002482879 0,00005195

4500 0,002202160 0,00004624

5000 0,001978389 0,00004165

0.00010

0.00100

0.01000

 500  1000  1500  2000  2500  3000  3500  4000  4500  5000

E
rr

o
s

Número de pontos da malha

Erro para o biogás
Erro para a celulose

Figura 5.2: Erros obtidos pela diferença entre as soluções com dois e três termos de

Adomian para as concentrações de biogás e celulose.

69



Inicialmente, observa-se um grande erro entre as duas soluções, porém,

este erro torna-se constante à medida que se diminui o espaçamento entre os pontos

da malha, mantendo-se em uma faixa de 10−3 para o biogás e 4 × 10−5 para a

celulose.

Pela teoria sobre a convergência da decomposição de Adomian é suge-

rido o uso de mais que dois termos na série para obter a solução do problema. Pelos

resultados numéricos anteriores, confirma-se a diferença em usar dois e três termos

de Adomian.

A Figura 5.3 mostra a comparação entre as soluções anaĺıticas apro-

ximadas (Modelo 2 - Equação (5.4) e Modelo 2 - Equação (5.2)) obtidas via sim-

plificações e a solução do PVI dado em (5.26) obtida pelo método de Adomian

modificado com três termos e h = 0.1, para a produção de biogás e para o consumo

de celulose (substrato), respectivamente.
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Adomian Modificado para celulose − 3 termos

Figura 5.3: Solução anaĺıtica simplificada e solução via decomposição de Adomian

para as concentrações de biogás e celulose.
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Observa-se que a produção de biogás aumenta rapidamente nos primei-

ros dias do processo. Depois, a solução tende suavemente ao valor seis, indicando

que a fase de metanogênese continua por cerca de 50 dias. A solução anaĺıtica via

simplificações dada pela Equação (5.4) também mostra que isso ocorre. Além disso,

observa-se que a concentração de celulose decai ao longo do tempo, tendendo a zero,

o que mostra o consumo de todo o substrato. A fase de hidrólise é praticamente

completada em menos de 20 dias. Na solução anaĺıtica via simplificações, dada na

Equação (5.2), o decaimento ocorre devido à exponencial negativa.

Em geral, as duas soluções estão de acordo. Porém, tanto para o biogás

quanto para a celulose a discrepância entre os resultados, no ińıcio do processo,

ocorre devido as simplificações adotadas para obter esta solução.

5.3 Análise de convergência para o método de Adomian

O sistema de equações formado pela modelagem do processo de di-

gestão anaeróbia é complexo, pois envolve um conjunto de equações acopladas. Foi

visto anteriormente que este sistema pode ser resolvido pelo ADM. Dessa maneira,

torna-se atraente fazer uma análise de convergência do método e assim garantir a

convergência para a solução.

Nesta seção, sob certas condições (baseado em [22]), obtém-se resulta-

dos sobre estimativas de erros para soluções aproximadas pelo ADM para um sistema

de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem acoplado e não linear.

O objetivo é desenvolver um teorema que mostra a estimativa de erro

para a n-ésima aproximação obtida pelo ADM para a solução do sistema de EDO’s,

que será representado pela k-ésima equação como segue:
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dYk
dt

= fk (t, Y1, . . . , Ym) , Yk(0) = Yk,0, k = 1, . . . ,m, (5.27)

sendo fk : [0, T ] × H × H → H operadores não lineares que satisfazem a condição

de Lipschitz’s:

‖fk
(
t, Y 1

1 , Y
1

2 , . . . , Y
1
m

)
−fk

(
t, Y 2

1 , Y
2

2 , . . . , Y
2
m

)
‖ ≤ Lk,1‖Y 1

1 −Y 2
1 ‖+. . .+Lk,m‖Y 1

m−Y 2
m‖,

para todo Y 1
k , Y

2
k ∈ H, em que Lk,i > 0, k, i = 1, . . . ,m e ‖ · ‖ denota a norma no

espaço de Hilbert H.

Sejam {Y1, . . . , Ym} as soluções anaĺıticas para o sistema (5.27) e {Ỹ1,n, . . . , Ỹm,n}

as aproximações obtidas a partir do ADM definido pelo esquema de recursão:

Ỹi,0 = Yi(0)

Ỹi,n = Ỹi,0 + L−1
t fi(t, Ỹ1,n−1, . . . , Ỹm,n−1), n ≥ 1. (5.28)

Assume-se que

εi,n = Ỹi,n − Yi, i = 1, 2, . . . ,m, n = 1, 2 . . . . (5.29)

Derivando a Equação (5.29) tem-se

dεi,n
dt

=
d
(
Ỹi,n − Yi

)
dt

= fi(t, Ỹ1,n−1, . . . , Ỹm,n−1)−fi(Y1, . . . , Ym), i = 1, . . . ,m, n = 1, 2 . . . .

(5.30)

Agora, considere o produto interno〈
dεi,n
dt

, εi,n

〉
H

=
〈
fi(t, Ỹ1,n−1, . . . , Ỹm,n−1)− fi(Y1, . . . , Ym), εi,n

〉
H

(5.31)

Aplicando a desigualdade de Young’s: 2 | 〈a, b〉H |≤
1
γ
‖a‖2 + γ‖b‖2,

para todo a, b ∈ H e γ > 0 tem-se:

d

dt
‖εi,n‖2 ≤ 1

γi
‖fi(t, Ỹ1,n−1, . . . , Ỹm,n−1)−fi(Y1, . . . , Ym)‖2 +γi‖εi,n‖2, γi > 0. (5.32)
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Usando a condição de Lipschitz, obtém-se

d

dt
‖εi,n‖2 ≤ Li,1

γi
‖ε1,n−1‖2 +

Li,2
γi
‖ε2,n−1‖2 + . . .+

Li,m
γi
‖εm,n−1‖2 + γi‖εi,n‖2 (5.33)

Integrando em ambos os lados da desigualdade (5.33) de 0 a t, tem-se:

‖εi,n‖2 ≤ Li,1
γi

∫ t

0

‖ε1,n−1‖2dt+
Li,2
γi

∫ t

0

‖ε2,n−1‖2dt+. . .+
Li,m
γi

∫ t

0

‖εm,n−1‖2dt+γi

∫ t

0

‖εi,n‖2dt.

(5.34)

Aplicando a desigualdade usual de Gronwall’s [63], obtém-se:

‖εi,n‖2 ≤ eγiTLi,1
γi

∫ T

0

‖ε1,n−1‖2dt+
eγiTLi,2
γi

∫ T

0

‖ε2,n−1‖2dt+. . .+
eγiTLi,m

γi

∫ T

0

‖εm,n−1‖2dt.

(5.35)

Assim

Wn ≤ K

∫ T

0

Wn−1dt, n = 1, 2, . . . , (5.36)

sendo

Wn =


‖ε1,n‖2

‖ε2,n‖2

...

‖εm,n‖2

 (5.37)

e

K =



eγ1TL1,1

γ1

eγ1TL1,2

γ1
· · · eγ1TL1,m

γ1

eγ2TL2,1

γ2

eγ2TL2,2

γ2
· · · eγ2TL2,m

γ2
...

...
. . .

...

eγmTLm,1
γm

eγ5TL5,2

γm
· · · eγmTLm,m

γm

 . (5.38)

Dessa forma,

Wn ≤ (TK)nW0, n = 1, 2, . . . , (5.39)

sendo

W0 = max
0≤t≤T

‖W0(t)‖. (5.40)

Portanto, fica provado o seguinte teorema.
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Teorema 5.1. Assumindo que os operadores fi, i = 1, . . . ,m, satisfazem as condições

de Lipschitz e

εi,n = Ỹi,n − Yi, i = 1, . . . ,m, n = 1, 2 . . . . (5.41)

sendo {Y1, Y2, . . . , Ym} o conjunto solução dos sistema (5.27), então

Wn ≤ (TK)nW0, n = 1, 2, . . . , (5.42)

sendo (TK) a matriz que limita o erro e o raio espectral de (TK) é menor que um

(condição para convergência).

5.3.1 Aplicação: convergência do método do ADM para o Modelo 1

O resultado visto anteriormente é aplicado no sistema de EDO’s for-

mado pelo processo de digestão anaeróbia, a partir do conjunto de reações do Modelo

1. Dessa forma, considere o seguinte problema de valor inicial:



dY1

dt
= −k0Y1Y8, Y1(0) = 1

dY2

dt
= k0Y1Y8 − k1Y2, Y2(0) = 0

dY3

dt
= k1Y2 − k2Y3Y

2
8 , Y3(0) = 0

dY4

dt
= 2k2Y3Y

2
8 − 2k4Y

2
4 , Y4(0) = 0

dY5

dt
= k3Y6Y

4
7 + 2k4Y

2
4 , Y5(0) = 0

dY6

dt
= 2k1Y2 − k3Y6Y

4
7 + 2k4Y

2
4 , Y6(0) = 0

dY7

dt
= 2k1Y2 + 2k2Y3Y

2
8 − 4k3Y6Y

4
7 , Y7(0) = 0

dY8

dt
= −k0Y1Y8 − 2k2Y3Y

2
8 + 2k3Y6Y

4
7 , Y8(0) = 1

. (5.43)
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Assim, para o cálculo das constantes de Lipschitz, obtém-se:

‖f1(Y 1
1 , Y

1
8 )− f1(Y 2

1 , Y
2

8 )‖ ≤ L1,1‖Y 1
1 − Y 2

1 ‖+ L1,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

‖f2(Y 1
1 , Y

1
2 , Y

1
8 )− f2(Y 2

1 , Y
2

2 , Y
2

8 )‖ ≤ L2,1‖Y 1
1 − Y 2

1 ‖+ L2,2‖Y 1
2 − Y 2

2 ‖+ L2,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

‖f3(Y 1
2 , Y

1
3 , Y

1
8 )− f3(Y 2

2 , Y
2

3 , Y
2

8 )‖ ≤ L3,2‖Y 1
2 − Y 2

2 ‖+ L3,3‖Y 1
3 − Y 2

3 ‖+ L3,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

‖f4(Y 1
3 , Y

1
4 , Y

1
8 )− f4(Y 2

3 , Y
2

4 , Y
2

8 )‖ ≤ L4,3‖Y 1
3 − Y 2

3 ‖+ L4,4‖Y 1
4 − Y 2

4 ‖+ L4,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

‖f5(Y 1
4 , Y

1
6 , Y

1
7 )− f5(Y 2

4 , Y
2

6 , Y
2

7 )‖ ≤ L5,4‖Y 1
4 − Y 2

4 ‖+ L5,6‖Y 1
6 − Y 2

6 ‖+ L5,7‖Y 1
7 − Y 2

7 ‖

‖f6(Y 1
2 , Y

1
4 , Y

1
6 , Y

1
7 ) − f6(Y 2

2 , Y
2

4 , Y
2

6 , Y
2

7 )‖ ≤ L6,2‖Y 1
2 − Y 2

2 ‖+ L6,4‖Y 1
4 − Y 2

4 ‖

+ L6,6‖Y 1
6 − Y 2

6 ‖+ L6,7‖Y 1
7 − Y 2

7 ‖

‖f7(Y 1
2 , Y

1
3 , Y

1
6 , Y

1
7 , Y

1
8 ) − f7(Y 2

2 , Y
2

3 , Y
2

6 , Y
2

7 , Y
2

8 )‖ ≤ L7,2‖Y 1
2 − Y 2

2 ‖+ L7,3‖Y 1
3 − Y 2

3 ‖

+ L7,6‖Y 1
6 − Y 2

6 ‖+ L7,7‖Y 1
7 − Y 2

7 ‖+ L7,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

‖f8(Y 1
1 , Y

1
3 , Y

1
6 , Y

1
7 , Y

1
8 ) − f8(Y 2

1 , Y
2

3 , Y
2

6 , Y
2

7 , Y
2

8 )‖ ≤ L8,1‖Y 1
1 − Y 2

1 ‖+ L8,3‖Y 1
3 − Y 2

3 ‖

+ L8,6‖Y 1
6 − Y 2

6 ‖+ L8,7‖Y 1
7 − Y 2

7 ‖+ L8,8‖Y 1
8 − Y 2

8 ‖

Para calcular as constantes de Lipschtz note que

‖f1(Y 1
1 , Y

1
8 )− f1(Y 2

1 , Y
2

8 )‖=‖ − k0Y
1

1 Y
1

8 − (−k0Y
2

1 Y
2

8 )‖ = ‖k0Y
2

1 Y
2

8 − k0Y
1

1 Y
1

8 )‖ =

‖k0(Y 2
1 Y

2
8 − Y 1

1 Y
2

8 + Y 1
1 Y

2
8 − Y 1

1 Y
1

8 )‖ = ‖k0[Y 2
8 (Y 2

1 − Y 1
1 ) + Y 1

1 (Y 2
8 − Y 1

8 )]‖ ≤

k0‖Y 2
8 ‖‖Y 2

1 − Y 1
1 ‖+ k0‖Y 1

1 ‖‖Y 2
8 − Y 1

8 ‖.

Como Y 1
1 and Y 2

8 são concentrações, considere M=max{‖Y 1
1 ‖, ‖Y 2

8 ‖}, então

‖f1(Y 1
1 , Y

1
8 )− f1(Y 2

1 , Y
2

8 )‖ ≤ k0M‖Y 2
1 − Y 1

1 ‖+ k0M‖Y 2
8 − Y 1

8 ‖.

Assim, obtém-se as constantes de Lipschitz: L1,1 = L1,8 = k0M.

De maneira análoga, assume-se que
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M=max{‖Y 1
1 ‖, ‖Y 2

3 ‖, ‖Y 1
4 ‖, ‖Y 2

4 ‖, ‖Y 2
6 ‖, ‖Y 1

7 ‖, ‖Y 2
7 ‖, ‖Y 1

8 ‖, ‖Y 2
8 ‖}, então

as constantes de Lipschitz são dadas por:

L1,1 = L1,8 = L2,1 = L2,8 = L8,1 = k0M,

L2,2 = L3,2 = k1, L6,2 = L7,2 = 2L2,2,

L3,3 = k2M, L7,3 = L7,8 = L4,3 = L8,3 = 2L3,3

L3,8 = 2k2M2, L4,8 = L8,8 = 2L3,8,

L5,6 = L6,6 = k3M, L7,6 = 4L5,6, L8,6 = 2L5,6

L5,7 = L6,7 = 4k3M4, L7,7 = 4L5,7, L8,7 = 2L5,7, e

L4,4 = L5,4 = L6,4 = 4k4M.

Logo, pelo Teorema 5.1, está provado que ocorre a convergência para a

solução via ADM.
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6 ANÁLISE DE SENSIBILIDADE

A análise de sensibilidade revela a interdependência entre as concen-

trações das espécies e as mudanças nas taxas de reação. Os coeficientes de sen-

sibilidade, definidos como as derivadas parciais das concentrações das espécies do

modelo em relação aos parâmetros de entrada, podem ser usados para determinar

as reações mais importantes do mecanismo [125]. Por exemplo, Cao et al. [33]

usa análise de sensibilidade para reduzir os mecanismos de reação da destruição de

ozônio na primavera ártica.

Ao longo dos anos, vários métodos para o cálculo dos coeficientes de

sensibilidade têm sido estudados. No método indireto (ou força bruta) [49, 129],

uma perturbação nos coeficientes cinéticos de reação é aplicada por uma quantidade

fixa e as equações do modelo são resolvidas para cada novo conjunto de valores dos

parâmetros de entrada. Os coeficientes de sensibilidade são então calculados a partir

de aproximações por diferenças finitas.

Desde a década de 1980, abordagens mais sistemáticas e econômicas

para estimar os coeficientes sensibilidade têm sido propostas.

No método direto as equações do modelo são usadas para obter equações

auxiliares, estas fornecem os coeficientes de sensibilidade. Em várias aplicações

do método direto na cinética, as equações do modelo e as equações auxiliares são

acopladas e resolvidas juntas [51, 117]. No entanto, para a maioria dos problemas,

principalmente que envolvem equações ŕıgidas, este procedimento tem limitações.

Dunker [51] compara três métodos de análise de sensibilidade aplicados

a diferentes problemas. O primeiro método, é o método direto desacoplado (DDM),

ou seja, pode-se desacoplar as equações auxiliares das equações do modelo com su-

cesso em problemas ŕıgidos. O segundo é o método de Função de Green (GFM)
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[76], que calcula a função de Green para as equações auxiliares usadas no método

direto e, em seguida, obtém os coeficientes de sensibilidade via integrais sobre a

função de Green. O terceiro é o método indireto, já mencionado anteriormente.

Dunker concluiu que o método direto desacoplado possui vantagens como simplici-

dade, estabilidade, precisão, eficiência, armazenamento e tamanho do programa, em

comparação com outros métodos, incluindo aqueles que usaram a função de Green.

Outros pesquisadoras, tais como Dougherty et al. [50] e Turányi [125]

tem discutido a análise de sensibilidade aplicada à qúımica de combustão. Turányi

and Bérces [122] aplicaram a técnica na qúımica atmosférica e Rabitz et al. [105]

focou principalmente na interpretação dos coeficientes de sensibilidade em sistemas

de reação-difusão.

A seguir, aborda-se a técnica do DDM, a qual será aplicada em dois

modelos de digestão anaeróbia, no próximo caṕıtulo.

6.1 Análise de sensibilidade de concentração

O modelo considerado para o processo AD é descrito pelo sistema de

equações diferenciais ordinárias caracterizado pelo seguinte problema de valor inicial


dY (t)

dt
= f(Y (t),k), t ∈ [a, b]

Y (t0) = Y (a) = Y 0
, (6.1)

sendo Y o vetor ns-dimensional das concentrações, k o vetor de dimensão np dos

coeficientes cinéticos e Y 0 o vetor das concentrações iniciais, ou seja,

Y (t) =


Y1(t)

Y2(t)
...

Yns(t)

, f(Y (t),k) =


f1(Y (t),k)

f2(Y (t),k)
...

fns(Y (t),k)

, k =


k1

k2

...

knp

 e


Y1(t0) = Y 0

1

Y2(t0) = Y 0
2

...

Yns(t0) = Y 0
ns

 .
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Os coeficientes de sensibilidade mostram como a solução Yi sofre al-

terações devido a uma pequena perturbação no valor do parâmetro kj.

Se o sistema cinético original (Eq. (6.1)) é diferenciado com relação a

kj, obtém-se o seguinte conjunto de equações diferenciais de sensibilidade.

d

dt

∂Yi
∂kj

= Jf (Y1, . . . , Yn)
∂Yi
∂kj

+
∂fi
∂kj

,
∂Yi
∂kj

(t0) = 0, i = 1, . . . , ns, j = 1, . . . , np. (6.2)

Fazemos
∂Yi
∂kj

= Sij. Então,

d

dt
Sij = Jf (Y1, . . . , Yn)Sij +

∂fi
∂kj

, Sij(t0) = 0 i = 1, . . . , ns, j = 1, . . . , np, (6.3)

ou seja, os coeficientes de sensibilidade são obtidos a partir da solução de j =

1, . . . , np sistemas, dados por:

d

dt
(S1j) =

∂f1

∂Y1

S1j +
∂f1

∂Y2

S2j + · · ·+ ∂f1

∂Yn
Snj +

∂f1

∂kj
, S1j(0) = 0

d

dt
(S2j) =

∂f2

∂Y1

S1j +
∂f2

∂Y2

S2j + · · ·+ ∂f2

∂Yn
Snj +

∂f2

∂kj
, S2j(0) = 0

...
...

d

dt
(Snsj) =

∂fns
∂Y1

S1j +
∂fns
∂Y2

S2j + · · ·+ ∂fns
∂Yn

Snsj +
∂fns
∂kj

, Snsj(0) = 0

. (6.4)

A matriz de sensibilidade Sij =

[
∂Yi
∂kj

]
ns,np

é a matriz dos efeitos na

solução do modelo quando os parâmetros são alterados. A Equação (6.3) mostra que

a matriz de sensibilidade é determinada por dois efeitos. O segundo termo do lado

direito da Equação (6.3) mostra que se o coeficiente cinético kj é alterado, ocorre

influência direta nas concentrações das espécies. Como resultado dessa variação

direta na taxa de reação, o primeiro termo do lado direito da Equação (6.3) indica

mudanças induzidas por efeitos indiretos nas concentrações de outras espécies.

O valor do coeficiente de sensibilidade depende das unidades usadas. É

posśıvel que as unidades de diferentes coeficientes de sensibilidade do mesmo modelo
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sejam diferentes, tornando-as não comparáveis entre si [126]. Assim, os coeficientes

de sensibilidade são normalizados aplicando a seguinte equação

kj
Yi

∂Yi
∂kj

. (6.5)

Os coeficientes de sensibilidade normalizados são adimensionais; por-

tanto, seus valores independem das unidades da solução e dos parâmetros do mo-

delo. Eles mostram a variação percentual da solução do modelo devido à variação

adotada de 1% no valor do parâmetro [126]. Se as soluções e parâmetros do modelo

são positivos, então os coeficientes de sensibilidade normalizados podem ser escritos

na forma

∂ lnYi
∂ ln kj

,

sendo Yi e kj valores adimensionais.

6.2 Análise de componente principal

A análise de componente principal é um meio eficaz global para retirar

reações de menor importância de um esquema de reação complexo, de modo que

um mecanismo de reação tratável possa ser derivado. Esta análise foi sugerida por

Vajda et al. [128] e baseia-se no cálculo de autovalores e autovetores da matriz

S̃TS, em que S̃ é a matriz formada pelos coeficientes de sensibilidade normalizados,

calculados em todo intervalo de tempo considerado.

Para compreender a análise de componente principal, primeiro considera-

se os parâmetros de taxa normalizados, α, do qual a j-ésima componente pode ser

expressa por

αj = ln kj, j = 1, . . . , np, (6.6)

sendo, np o número de reações qúımicas do modelo.
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A definição dada pela Eq. (6.6) permite expressar a resposta do me-

canismo de reação devido a variação nos coeficientes cinéticos, usando a seguinte

função resposta

Q(α) =
nt∑
m=1

ns∑
i=1

[
Yi,m(α)− Yi,m(α0)

Yi,m(α0)

]2

, (6.7)

sendo Yi,m(α) = Yi(tm, α) o valor da concentração da i-ésima espécie no m-ésimo

tempo calculado pelo conjunto original de parâmetros e Yi,m(α0) = Yi(tm, α
0) o valor

correspondente calculado com o conjunto de parâmetros alterados.

A função Q(α) mostra o desvio relativo dos dois valores. A análise

de componente principal investiga o efeito da mudança de parâmetros no valor da

função resposta.

Expandido Q(α) em torno de α0 em série de Taylor tem-se

Q(α) = Q(α0) +GT (α0)∆α +
1

2
(∆α)TH(α0)∆α, (6.8)

sendo

∆α =


α1 − α0

1

α2 − α0
2

...

αnp − α0
np

 , G =



∂Q
∂α1

∂Q
∂α2

...

∂Q
∂αnp

 e H =



∂2Q
∂α2

1

∂2Q
∂α1∂α2

· · · ∂2Q
∂α1∂αnp

∂2Q
∂α2∂α1

∂2Q
∂α2

2
· · · ∂2Q

∂α2∂αnp
...

...
. . .

...

∂2Q
∂αnp∂α1

∂2Q
∂αnp∂α2

· · · ∂2Q
∂α2

np

 .

Um domı́nio dos parâmetros pode ser definido especificando que o valor

da função resposta é menor que Q1. Ou seja, o desvio entre a solução do modelo com

parâmetro modificado e o modelo original é limitado, sendo este desvio calculado

usando a Eq. (6.7). A Figura 6.1 mostra que para um sistema de dois parâmetros, o

valor da função resposta Q(α) é zero nos parâmetros originais e este valor aumenta

para quaisquer mudanças nos parâmetros. Dessa forma, α0 é um ponto de mı́nimo

o que implica em Q(α0) = 0 e G(α0) = 0. Assim, a Equação (6.8) torna-se

Q(α) =
1

2
(∆α)TH(α0)∆α. (6.9)
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constante

Figura 6.1: Representação da função Q(α) em espaços de parâmetro bidimensional

e de parâmetro de várias dimensões.

Além disso, utilizando a aproximação de Gauss [13] na Equação (6.7),

a função Q(α) é aproximada por

Q(α) ≈ Q̃(α) = (∆α)T S̃T S̃∆α, (6.10)

sendo S̃ a matriz dos coeficientes de sensibilidade normalizados correspondente ao

instante de tempo t(m),m = 1, . . . , nt. Ou seja, o m-ésimo elemento de S̃ é dado

por

S̃m =



∂lnY1,m
∂lnk1

∂lnY1,m
∂lnk2

. . . ∂lnY1,m
∂lnknp

∂lnY2,m
∂lnk1

∂lnY2,m
∂lnk2

. . . ∂lnY2,m
∂lnknp

...
...

. . .
...

∂lnYns,m
∂lnk1

∂lnYns,m
∂lnk2

. . . ∂lnlnYns,m
∂lnknp

 , (6.11)

A função Q̃(α) dada em (6.10) é utilizada para estudar os efeitos da

variações nos parâmetros.

Fazendo a diagonalização da matriz S̃TS̃, obtém-se

S̃TS̃ = UΛUT, (6.12)
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sendo U a matriz dos autovetores normalizados de S̃TS̃ e Λ a matriz diagonal for-

mada pelos autovalores λ1, λ2, . . . , λnp de S̃TS̃.

Substituindo a Equação (6.12) na Equação (6.10), obtém-se

Q̃(α) = (∆α)TUΛUT∆α. (6.13)

Define-se a componente principal (como mostrado em Bard [13]) Ψ =

UTα, então a variação da componente principal é dada por

∆Ψ = UT(∆α). (6.14)

Como resultado da definição de componente principal a Equação (6.13) torna-se

Q̃(α) = Q̃(Ψ) =

np∑
j=1

λj‖∆Ψ‖2, (6.15)

sendo ‖∆Ψ‖2 = (∆Ψj)
T(∆Ψj).

A partir da equação (6.15), vê-se que o autovalor λj representa a sig-

nificância de um grupo de reações para a mudança do sistema. ∆Ψj na Eq. (6.15)

consiste em np elementos, que correspondem a reações de interações próximas, no

sistema de reação complexo original. Isso mostra que as concentrações das espécies

são influenciadas não apenas por uma reação individual separada, mas também por

uma sequência de reações intimamente entrelaçadas. Além disso, a contribuição da

reação individual ao seu grupo é também indicada pelo peso do elemento corres-

pondente nos autovetores. Assim, realizando a análise de componente principal na

matriz S̃TS̃, as reações importantes podem ser indicadas se corresponderem a um

elemento grande de um componente principal associado a um autovalor grande.

Geometricamente, o maior autovalor está relacionado ao eixo mais curto

do elipsoide (ver Figura 6.1), enquanto o autovetor correspondente define a direção

do eixo. Se um eixo do elipsoide é curto, e isso significa que, ao alterar os parâmetros

nessa direção, uma grande mudança na função resposta pode ser obtida. Já, um au-
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tovalor pequeno corresponde a um eixo longo, isso significa que alterar os parâmetros

de acordo com a direção do eixo tem pouco efeito na solução do modelo [128].

Portanto, após obter o coeficiente de sensibilidade S̃i,j do mecanismo

de reação, a análise de componente principal é realizada na matriz S̃T S̃. Dessa

forma, os np autovalores são obtidos e para derivar um mecanismo de reação redu-

zido, removem-se as reações pertencentes aos componentes principais com pequenos

autovalores. Foi comprovado em estudos realizados por Vajda et al. [128] que se

o autovalor λj for menor que ns × nt × 10−4, a variação na concentração de cada

espécie qúımica no sistema é menor que 10% em cada instante de tempo. Além disso,

nos componentes principais correspondentes aos grandes autovalores, os elementos

com valores inferiores a 0,2 também são considerados sem importância e, portanto,

podem ser removidos do mecanismo original. Estimou-se que esses elementos con-

tribuem com menos de 4% para a variação total das concentrações.

Dessa forma, a análise de componente principal fornece uma maneira

útil de interpretar informações complexas de sensibilidade e identificar grupos de

parâmetros importantes que influenciam nas sáıdas.
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7 SIMULAÇÕES E DISCUSSÃO DOS

RESULTADOS

Neste Caṕıtulo, simula-se o processo de digestão anaeróbia usando os

conjuntos de reações qúımicas apresentados na Tabela 3.2 (Modelo 1), Tabela 3.3

(Modelo 2), Tabela 3.4 (Modelo 3) e Tabela 3.5 (Modelo 4), sendo a celulose o

substrato inicial.

Considera-se k0 = 1, baseado em [16], para temperatura de 35oC e

calculam-se as constantes k1, k2, k3, k4, k5 e k6 para cada um dos modelos, usando a

Equação (3.9), sendo T = 25oC (298,15K) e ∆Go a respectiva energia livre de Gibbs

de cada reação espećıfica.

Os valores obtidos para os coeficientes cinéticos de reação são apresen-

tados na Tabela 7.1. Na primeira coluna estão os parâmetros e nas demais colunas,

os valores para os Modelos 1, 2, 3 e 4, respectivamente.

Tabela 7.1: Coeficientes cinéticos de reação dos Modelos 1, 2, e 4.

Parâmetros Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

k0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

k1 1,1125 1,1125 1,0459 1,0547

k2 0,9808 1,014 1,0640 1,0459

k3 1,0542 1,146 0,9744 0,9904

k4 1,0146 1,015 1,0267 1,0237

k5 - - 1,0146 1,0268

k6 - - - 1,0295

85



Em cada modelo, são utilizadas as seguintes condições iniciais:

Modelo 1 e Modelo 2:

Y1(t0) = Y1(0) = 1;

Y8(t0) = Y8(0) = 1;

Yi(t0) = Yi(0) = 0, i = 2, . . . , 7.

Modelo 3:

Y1(t0) = Y1(0) = 1;

Y8(t0) = Y8(0) = 0, 2;

Yi(t0) = Yi(0) = 10−7, i = 2, . . . , 7.

Modelo 4:

Y1(t0) = Y1(0) = 9;

Y8(t0) = Y8(0) = 0, 7;

Y9(t0) = Y9(0) = 10−7;

Yi(t0) = Yi(0) = 10−7, i = 2, . . . , 7.

7.1 Cálculo do GCI para o Modelo 2

Considera-se o sistema do Modelo 2, no qual existe maior número de

termos não lineares e acoplamento mais forte entre as equações, comparado ao Mo-

delo 1. Inicialmente, verifica-se se o problema é stiff. Para isso, a fim de simplificar
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o problema, considera-se constante a concentração de algumas espécies (como já

comentado na Observação 5.1 - p.45), como segue: Y3 = 0, 01, Y4 = 0, 01, Y7 = 0, 1

e Y8 = 0, 1.

Tem-se os seguintes autovalores para a matriz Jacobiana do sistema:

λ1 = 0, λ2 = −0, 00025(k2 + 10k3)
√
y6

, λ3 = −0, 1k0 e λ4 = −k1.

Observe que para t→∞, o ı́ndice de rigidez corresponde a S = 667, 01,

caracterizando a rigidez do sistema como não severa. Dessa maneira, o problema

pode ser resolvido pelos métodos de Runge-Kutta expĺıcito [21, 29, 31], estudados

no Caṕıtulo 4.

Mostra-se nas Tabelas 7.2 e 7.3 os valores para o ı́ndice de convergência

da malha (GCI), para os métodos RK44 e RK simplificado, respectivamente. Os

resultados foram obtidos considerando o Modelo 2 e a variável biogás com 3 malhas:

h1 = 0, 025, h2 = 0, 05 e h3 = 0, 1. A ordem de precisão p é calculada usando a

fórmula (4.18) e os erros são obtidos usando a fórmula (4.19), considerando a norma

infinita dos valores.

Tabela 7.2: Índice de convergência da malha para RK44.

i ‖ εi+1i ‖ GCIi+1i

2 0,000262158 0,0103%

1 0,000030277 0,0018%

Tabela 7.3: Índice de convergência da malha para RK simplificado.

i ‖ εi+1i ‖ GCIi+1i

2 0,02992757 3,996%

1 0,00843467 1,466%
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Conforme apresentado nas Tabelas 7.2 e 7.3, ocorre redução gradual no

valor do GCI à medida que a malha é refinada (GCI21 < GCI32). O GCI para a

malha mais fina (GCI21) é relativamente baixo se comparado à malha mais grosseira

(GCI32), indicando que a dependência da simulação numérica no tamanho da célula

foi reduzida. Além disso, isto indica que o percentual de variação da malha grossa

para a intermediária é maior que da intermediária para a mais fina.

Os resultados obtidos indicam que a malha fina é adequada para a

análise da produção de biogás, pois os valores dos GCI’s foram menores que 2% e 1%,

para o RK44 e o RK simplificado, respectivamente. Dessa forma, pode-se afirmar

que se a malha continuar sendo refinada a solução não irá variar significativamente.

7.2 Comparação entre os métodos ADM modificado e

Runge-Kutta para os Modelos 1 e 2

Nesta seção, faz-se a comparação entre a solução obtida com três termos

do método de Adomian modificado e as aproximações encontradas ao utilizar os

métodos de RK44 e RK simplificado. Para isso, utiliza-se diferentes valores de h e

calcula-se a diferença entre elas através do erro:

EB
∞ = max ‖YB − ỸB‖,

sendo

YB o vetor da concentração de biogás obtida ao utilizar três termos da decomposição;

ỸB o vetor da concentração de biogás obtida ao utilizar um dos métodos numéricos.

A Tabela 7.4 mostra os erros EB
∞ ao comparar a solução via decom-

posição de Adomian modificado e a solução aproximada pelos métodos numéricos

de RK44 e RK simplificado, para diferentes valores de h. Na primeira coluna tem-se
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o número de pontos da malha, nas outras os erros para os Modelos 1 e 2 considerando

cada método.

Tabela 7.4: Erros entre a solução via decomposição de Adomian e solução aproxi-

mada pelos métodos numéricos de RK44 e RK simplificado.

No de pontos

da malha

RK44 RK simplificado

Modelo 2 Modelo 1 Modelo 2 Modelo 1

500 0,078397706221 0,059723162232 0,07846178992014 0,06008704049081

1000 0,039206419134 0,029874752601 0,03931881359119 0,02998391958199

2000 0,019601389999 0,014936003537 0,01967696097204 0,01497178831545

4000 0,009797748192 0,007466465011 0,00984053159242 0,00747930026623

8000 0,004895813734 0,003731277101 0,00491841397488 0,00373648115948

16000 0,002444843594 0,001863646907 0,00245641968073 0,00186593224532

64000 0,000606654331 0,000462933406 0,00060955014600 0,00046342205501

128000 0,000300342135 0,000229499037 0,00030175817304 0,00022972048517

256000 0,000147271992 0,000112813128 0,00014794657543 0,00011290440164

1240000 0,000032947738 0,000025525461 0,00003307899351 0,00002552128471

As Figuras 7.1 e 7.2 mostram graficamente os erros da Tabela 7.4 para

o Modelo 1 (representado pelos ćırculos) e para o Modelo 2 (representada pelos qua-

drados), ao utilizar o método de RK44 e RK simplificado, respectivamente. No eixo

das ordenadas encontra-se o número de pontos da malha e no eixo das abscissas os

erros EB
∞.
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Figura 7.1: Erros da solução via decomposição de Adomian e solução aproximada

pelo método de RK44.
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Figura 7.2: Erros da solução via decomposição de Adomian e solução aproximada

pelos métodos numéricos de RK44 e RK simplificado, para a concentração de biogás.
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Observa-se que, tanto para o RK44 quanto para o RK simplificado os

erros diminuem à medida que a malha é refinada. Além disso, para o Modelo 1,

os erros são menores, provavelmente pelo fato do sistema ser mais simples (conter

menos termos não lineares e acoplados).

Outro fator interessante é a pequena diferença nos erros ao utilizar os

métodos de RK44 e RK simplificado. Na resolução numérica de sistemas de EDO’s

que envolvam mais equações, torna-se conveniente utilizar o RK simplificado, já que

este envolve um número menor de cálculos.

7.3 Simulações para o processo de digestão anaeróbia para

os Modelos 1 e 2

Para obter a concentração de biogás e das demais espécies envolvidas

no processo de digestão anaeróbia usa-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem

e quatro estágios (RK44), com h = 0, 01. A Figura 7.3 mostra a produção de biogás

para os Modelos 1 e 2, num peŕıodo de 50 dias.

A produção de biogás aumenta rapidamente nos primeiros dias do pro-

cesso. Depois, a solução tende suavemente ao valor seis, indicando que a fase de

metanogênese continua por cerca de 50 dias. Porém, no Modelo 1 (representado por

+) ocorre menor produção de biogás do que no Modelo 2 (representado por •). Isto

acontece devido à fase de acetogênese não ser espontânea (∆Go > 0), no Modelo 1,

assim o Modelo 2 é mais reaĺıstico.

As Figuras 7.4 e 7.5 mostram o consumo de celulose (substrato) e

espécies intermediárias do processo de digestão anaeróbia, para o Modelo 1 e Modelo

2, respectivamente.
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Figura 7.3: Solução numérica para a produção de biogás (Modelo 1 e Modelo 2).
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intermediárias para o Modelo 1.
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Figura 7.5: Solução numérica das concentrações de substrato e espécies qúımicas

intermediárias para o Modelo 2.

Tanto para o Modelo 1 quanto para o Modelo 2, a concentração de celu-

lose e de todas as espécies intermediárias decai ao longo do tempo. As concentrações

de celulose e glicose tendem a zero, mostrando o consumo de todo o substrato. As

fases de hidrólise e acidogênese são praticamente completadas em menos de 20 dias.

A degradação do ácido but́ırico, ácido acético, hidrogênio e água ocorre em torno

dos 50 dias.

A decomposição da glicose como produto da celulose é globalmente dada

pela reação C6H12O6 = 3CH4 + 3CO2. Isto mostra que com 1 kmol de 100% de gli-

cose, podem ser obtidos 6 kmol’s de biogás, o que está consistente com os resultados

obtidos (anaĺıticos e numéricos). Além disso, os resultados numéricos concordam

com a solução anaĺıtica simplificada e com a solução obtida pela decomposição de

Adomian, dando maior confiabilidade à implementação do código computacional.
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7.4 Análise de sensibilidade de concentração para o

Modelo 4

Para esta simulação considera-se o sistema formado a partir do Modelo

4 para o processo de produção de biogás e que o processo ocorre em trinta dias. A

solução numérica para a concentração de biogás foi obtida via método de Rosenbrock

de ordem quatro, considerando como tolerância ε = 10−7. As constantes cinéticas

k0, k1, · · · , k6 são as mesmas já calculadas para a temperatura de 25oC (Tabela 7.1).

A Figura 7.6 mostra a solução obtida. Observa-se que a solução possui o mesmo

comportamento dos resultados anteriores.

Figura 7.6: Solução numérica obtida via Rosenbrock para produção de biogás, con-

siderando o Modelo 4.

A Figura 7.7 mostra o comportamento do pH durante os trinta dias do

processo.
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Figura 7.7: Valor do pH obtido via Modelo 4, para o processo de digestão anaeróbia.

Conforme o processo ocorre, o pH atinge valores ótimos para a produção

de biogás. Ao final do processo, o valor do pH é de ordem 6,5, caracterizando a

coerência do modelo de AD proposto.

O maior valor para o passo de tempo variável h foi de 0,01. No decorrer

do tempo, este espaçamento sofreu alterações, assumindo em alguns instantes valor

mı́nimo de 10−8.

Após calcular a solução do sistema de EDO’s do modelo, pelo método

de Rosenbrock, usa-se esta solução para calcular o segundo termo do lado direito

de cada equação em (6.4). A matriz Jacobiana é a mesma para os dois sistemas,

assim o sistema (6.4) também é resolvido pelo método de Rosenbrock, com o mesmo

tamanho de passo que foi usado para obter a solução do sistema de EDO’s.
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A Figura 7.8 mostra os resultados da análise de sensibilidade para o

Modelo 4. Os coeficientes de sensibilidade foram normalizados pela Equação (6.5).

Cada gráfico mostra os coeficientes de sensibilidade de cada espécie para todas as

reações do mecanismo, durante os 30 dias.

Na Figura 7.8 (a), a reação R2, que produz o ácido but́ırico na fase de

acidogênese, é identificada como a reação mais importante para a celulose no estágio

considerado. Isso está relacionado ao fato de que, durante o estágio de acidogênese,

a concentração de C6H12O6 aumenta vigorosamente até que seu valor de pico seja

atingido.

As reações que produzem metano (R5, R6, R7) também influenciam,

já que elas fornecem valores absolutos relativamente altos para os coeficientes de

sensibilidade, especialmente para as espécies envolvidas na fase de metanogênese

(ver Figura 7.8 (d), (e), (f), (g), (i)).

A reação R1 tem grande influência na formação de água, conforme

mostra a Figura 7.8(h). Isto justifica o fato de que a água é o principal componente

na reação de hidrólise.

Note também que a reação R6 (Figura 7.8(g)) é mais importante para o

hidrogênio. Esta reação transforma hidrogênio em metano, reduzindo a concentração

de hidrogênio e, consequentemente aumentado o valor do pH.

As reações não têm influência significativa sobre o ácido acético (Figura

7.8(d)) em comparação com as outras espécies, com exceção de R7 que é a reação

em que ocorre o consumo de ácido acético. Além disso, a reação de acetogênese

(R4), que produz ácido acético, é a menos importante para a espécie. Esta reação

exibe valores absolutos de pico dos coeficientes de sensibilidade inferiores a 0,1 para

todas as espécies.
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Figura 7.8: Coeficientes de sensibilidade normalizados para o Modelo 4 do processo

de digestão anaeróbia.

97



7.5 Análise de componente principal para o Modelo 3

A análise de componente principal será aplicada no Modelo 3. O sistema

de EDO’s do modelo é resolvido pelo método de Rosenbrock de ordem quatro,

considerando uma tolerância ε = 10−7. Esta solução é usada para calcular o segundo

termo da lado direito de cada equação no sistema (6.4) (para ns = 8 e np = 6). A

matriz Jacobiana é a mesma para ambos os sistemas, então o sistema (6.4) também

é resolvido pelo método de Rosenbrock com o mesmo tamanho de passo usado para

resolver o sistema do modelo. Após obter os coeficientes de sensibilidade, a matriz

S̃T S̃ é constrúıda e aplica-se a análise de componente principal. Os autovalores da

matriz S̃T S̃ são listados na Tabela 7.5.

Tabela 7.5: Autovalores e reações correspondentes para o mecanismo de reação

original.

j Reação Rj Autovalor λj

1 R1 1.08× 106

2 R2 1.63× 104

3 R3 9.16× 103

4 R4 4.84× 102

5 R5 1.35× 102

6 R6 3.97× 100

Considera-se que os componentes principais correspondentes a pequenos

autovalores contribuem insignificativamente para a resposta global do sistema e,

portanto, podem ser eliminados do mecanismo. Para as oito espécies qúımicas, 7009

passos de tempo foram necessários na simulação, para eliminar componentes menos

importantes com o critério 8×7009×10−4 = 5, 60. Assim, a reação R6 foi eliminada.

Dessa forma, a reação R3 também deve ser eliminada para obter a reação global do

98



mecanismo, uma vez que o consumo da espécie C2H4O2 foi eliminado e, então esta

espécie não deve ser produzida. A Tabela 7.6 mostra o conjunto de reações para um

modelo de digestão anaeróbia, composto por quatro reações e sete espécies, obtidas

após a análise dos componentes principais. Cada reação está associada à sua fase e

seu respectivo ∆Go.

Tabela 7.6: Conjunto reduzido de reações qúımicas do processo de digestão

anaeróbia.

Fases Reações ∆G (KJ/mol)

(I) R1 C6H10O5 +H2O → C6H12O6 -

(II) R2 C6H12O6 → C4H8O2 + 2CO2 + 2H2 -264.2

(IV) R3 C4H8O2 + 2H2O → 2CH4 + 2CO2 + 2H2 128.5

(IV) R4 CO2 + 4H2 → CH4 + 2H2O -131.0

A Figura 7.9 mostra a solução obtida para a produção de biogás para

os modelos inicial e reduzido. A linha sólida denota o resultado obtido a partir

do mecanismo de reação inicial, e a curva tracejada representa o resultado para o

mecanismo de reação reduzido, que é obtido após o uso do método de análise de

componente principal.

Observa-se que, a variação da produção de biogás obtida após a remoção

de duas reações é inferior a 10% ao final do processo, o que é esperado pelo critério

adotado. Ambos os resultados são coerentes com os já observados anteriormente,

nos outros modelos.
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Figura 7.9: Biogás produzido pelos modelos original e reduzido.

7.6 Observações computacionais

A implementação dos métodos numéricos utilizados neste trabalho foi

feita em Fortran 90. Os resultados obtidos para os Modelos 1 e 2, nos quais

utilizaram-se os métodos expĺıcitos, a solução foi obtida em menos de um minuto.

Já, o tempo computacional gasto nas simulações para obter as soluções dos sistemas

maiores (Modelos 3 e 4), calculadas pelo método de Rosenbrock, durou entre uma

e duas horas.
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8 CONCLUSÕES

Neste trabalho, inicialmente, apresentou-se a história do desenvolvi-

mento do processo de produção de biogás (ou processo de digestão anaeróbia), desde

o ano de 1600 até a década atual. Além disso, foram descritos modelos existentes,

formados a partir da cinética de Monod.

Como principal contribuição deste trabalho, modelou-se o processo de

digestão anaeróbia a partir de informações estequiométricas e taxas de reações ele-

mentares. Dessa forma, novos modelos foram propostos, sendo necessário o cálculo

dos coeficientes cinéticos de cada reação. Assim, para estimar o valor desses coefi-

cientes, utilizou-se a energia livre de Gibbs de cada reação, para a temperatura fixa

de 25oC (298,15K).

Modelou-se o processo de digestão anaeróbia para quatro conjuntos de

reações: Modelos 1 e 2 (cinco reações e 8 espécies), Modelo 3 (seis reações e oito

espécies) e Modelo 4 (sete reações e nove espécies). Após a modelagem qúımica

e matemática, foram necessários métodos numéricos adequados para resolver os

sistemas de equações diferenciais ordinárias que descrevem a cinética qúımica dos

modelos.

Para os dois primeiros modelos propostos obteve-se a solução numérica

pelos métodos expĺıcitos de Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estágios e Runge-

Kutta simplificado de segunda ordem. A fim de comparar os dois métodos, foi obtida

uma solução anaĺıtica aproximada via decomposição de Adomian. Observou-se que

para ambos os métodos os erros diminuem à medida que a malha é refinada e a

diferença entre eles é muito pequena, tornando o uso do método de Runge-Kutta

simplificado mais econômico, já que envolve menor número de cálculos. Além disso,

também foi encontrada uma solução anaĺıtica aproximada, via simplificações das

equações dos modelos e concluiu-se que as soluções numéricas se aproximam das
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soluções anaĺıticas, fornecendo, dessa maneira, maior confiabilidade para o uso do

método numérico desejado.

Comparando os Modelos 1 e 2, que se diferenciam pela fase de ace-

togenêse, os resultados mostraram que o valor do ∆Go influencia no processo de

produção do biogás. Ou seja, para o Modelo 2, em que a todas as reações são es-

pontâneas (∆Go < 0), ocorre maior produção de biogás do que quando o processo

possui a reação de acetogenêse não espontânea (∆Go > 0) (Modelo 1). Isto mostra

que reações acetogênicas tornam-se mais favoráveis quando a energia livre de Gibbs

é negativa, como esperado.

Quanto maior o número de reações do modelo, o tempo computacional

para obter a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias pode variar em

diferentes ordens de grandeza, fazendo com que os métodos mais comuns, como os,

métodos expĺıcitos, não forneçam resultados precisos sem exigir muito esforço. Dessa

forma, para os Modelos 3 e 4, formados por seis e sete reações, respectivamente

foi utilizado o método de Rosenbrock, que é um método adequado para resolver

problemas ŕıgidos.

Através da análise de sensibilidade de concentração das espécies verificou-

se a importância das reações qúımicas e espécies envolvidas no Modelo 4. A partir

da análise de componente principal retirou-se duas reações do Modelo 3, reduzindo-o

para quatro reações. Os resultados obtidos usando o mecanismo reduzido concordam

razoavelmente bem com aqueles simulados usando o mecanismo inicial.

As soluções obtidas para os quatro modelos propostos forneceram, ao

final do processo, a quantidade adequada de biogás, concordando com a reação

global de produção de biogás. Além disso, forneceram um valor de pH adequado

para o problema (em torno de 6,5).

Portanto, a pesquisa desenvolvida nesta tese cumpriu com os objetivos

propostos, fornecendo modelos e resultados significativos para o processo de digestão
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anaeróbia, em que a celulose é o substrato. Além disso, os métodos numéricos des-

critos e utilizados para as simulações podem ser usados não somente para solução do

processo de produção de biogás, mas também em diversos problemas da Matemática

Aplicada.

8.1 Contribuições da tese

Apresenta-se a produção cient́ıfica gerada com este trabalho.
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[122] T. Bérces T. Turányi. Kinetics of reactions occurring in the unpollu-

ted troposphere, II. sensitivity analysis. Reaction Kinetics and Catalysis

Letters, 41:103–108, 1990.

116



[123] S. Tafdrup. Viable energy production and waste recycling from anaerobic

digestion of manure and other biomass. Biomass and Bioenergy, 9:303–

314, 1995.

[124] J. M. S. Tello. Lições de Equações Diferenciais Ordinárias. IMPA -
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9 APÊNDICE

No Apêndice, inicialmente, apresenta-se a descrição sobre a energia

livre de Gibbs (Apêndice 9.1). Em seguida, são feitas algumas considerações sobre

a plataforma computacional e softwares usados no desenvolvimento do trabalho.

9.1 Energia Livre de Gibbs

A Energia Livre de Gibbs foi proposta pelo f́ısico americano Josiah Wil-

lard Gibbs, em 1878, e denotada por ∆Go, para um sistema submetido a uma reação

qúımica, representa a quantidade de energia dispońıvel para o trabalho em condições

de temperatura e pressão constantes. Estas condições são satisfeitas na maioria dos

sistemas bioqúımicos. A mudança na Energia Livre de Gibbs depende apenas do

estado do sistema no ińıcio e no final da reação e não na via (caminho), considerando

apenas os reagentes iniciais e os produtos finais. No entanto, a quantidade desta

energia dispońıvel realmente recuperável para o trabalho biológico pode depender

muito dos organismos e dos percursos dispońıveis para eles [39]. A Energia Livre de

Gibbs está relacionada com a temperatura e com as constantes de equiĺıbrio pela

expressão

∆Go = −RTln(Keq), (9.1)

sendo R a constante universal dos gases (8,3144 J/k mol), T a temperatura absoluta

e ln(Keq) é o logaritmo natural da constante de equiĺıbrio.

Os valores de ∆Go para cada processo podem indicar a maior ou menor

espontaneidade de uma reação. Se o valor de ∆Go for negativo, significa que a

energia livre do sistema reduziu, ou seja, realizou-se trabalho, sendo, portanto, um

processo espontâneo. Porém, se o valor de ∆Go for positivo, o processo não é

espontâneo; e, se for igual a zero, significa que o sistema está em equiĺıbrio e não
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houve variação das substâncias envolvidas. Isso ocorre na ebulição (mudança de

fase) normal da água, processo em que a temperatura permanece constante.

O valor do ∆Go de qualquer reação pode ser calculado a partir dos

valores da energia livre de formação de cada espécie qúımica, da seguinte forma

∆Go
Reação =

NP∑
i=1

ρi∆Go
i −

NR∑
i=1

ηi∆Go
i, (9.2)

sendo ρi, ηi os coeficientes estequiométricos das espécies dos produtos e reagentes,

respectivamente e NP , NR o número de espécies dos produtos e reagentes, respecti-

vamente. Por exemplo, considere os seguintes valores

∆Go
CO2 = −394, 359 KJ/mol

∆Go
CH4 = −50, 8 KJ/mol

∆Go
H2O = −237, 178 KJ/mol

∆Go
H2 = 0 KJ/mol

Deseja-se calcular o ∆Go para a reação de metanogênese hidrogenotrófica,

dada pela Equação (9.3)

4H2 + CO2 → CH4 + 2H2O. (9.3)

Pela Equação (9.2), tem-se

∆Go
Reação = ∆Go

CH4 + 2∆Go
H2O − 4∆Go

H2 −∆Go
CO2 ,

que resulta em

∆Go
Reação = −50, 8− 474, 356− 0 + 394, 359 = −130, 7,

que está de acordo com o ∆Go dado na Tabela 3.1.

Uma tabela com os valores de ∆Go para diversas espécies qúımicas

está dispońıvel no site da referência [46]. Valores do ∆Go para algumas espécies

principais (utilizadas neste trabalho) são mostradas na Tabela 3.2.
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Tabela 9.1: Valores da Energia livre de Gibbs para temperatura de 25oC.

Espécie ∆Go (KJ/mol)

C6H12O6 0

C4H8O2 0

C2H4O2 -389,45

CH4 -50,8

CO2 -394,359

H2 0

H2O -237,178

9.2 Considerações sobre as ferramentas computacionais

utilizadas

Os experimentos numéricos realizados neste estudo foram feitos princi-

palmente em um notebook Samsumg RF511 com as seguintes especificações:

• Processador: Intelr Core(TM) i5 - 5200U CPU @ 2.20GHz x 4

• Memória: 8 Gb

• Sistema Operacional: Ubuntu 16.04 LTS 64 bits

• Compilador : Intelr Fortran Compiler 12.1.3

Os programas computacionais foram desenvolvidos em Fortran 90 usando

o compilador da Intelr descrito acima.

Para o desenvolvimento dos gráficos foi usado o software Gnuplot, Versão

5.0 para Linux. Os cálculos de autovalores para matrizes mais simples foram reali-

zados pelo software Gnu Octave, Versão 4.0. Já, para matrizes maiores, calculamos
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os autovalores com o aux́ılio do pacote de álgebra linear LAPACK (biblioteca de

funções escritas em Fortran [79]) .
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