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Resumo

BROCK, Eduardo. Dinamica Quantica Dissipativa e o Fendmeno de Cutoff. 2019. 27 f. Trabalho
de Conclusdo de Curso — Bacharelado em Fisica: Pesquisa Basica, Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. Porto Alegre, 2019.

O entendimento dos fendmenos associados com a dinamica de convergéncia dos estados quan-
ticos é fundamental para o avanco da teoria da informacdo quantica. Este trabalho apresenta
uma introducdo ao formalismo matematico necessario para a andlise de sistemas quanticos
dissipativos, através da algebra de semigrupos de operadores completamente positivos que
preservam traco, e uma breve discussao sobre os principios da teoria da informacdo. Posteri-
ormente é introduzido o conceito de cutoff e sdo expostas algumas definicbes matematicas
relacionadas a distinguibilidade de estados quanticos e ao préprio fendmeno de cutoff. O com-
portamento de cutoff é demonstrado para duas classes de semigrupos: de operadores gerados
por lindbladianos comutantes e de operadores constituidos de sequéncias de produtos tensoriais.
Por fim, discutem-se direces futuras deste estudo no contexto do modelo de computagao
quantica dissipativa e de passeios aleatdrios quanticos abertos.

Palavras-chave: Dindmica Quantica Dissipativa. Cutoff. Informacdo quantica. Fisica-matematica.



Abstract

BROCK, Eduardo. Dissipative Quantum Dynamics and the Cutoff Phenomenon. 2019. 27 f.
Undergraduate Thesis — Bachelors in Physics: Basic Research, Federal University of Rio Grande
do Sul. Porto Alegre, 2019.

The understanding of the phenomena associated with the convergence dynamics of quantum
states is fundamental for the advancement of quantum information theory. This work presents
an introduction to the necessary mathematical formalism for the analysis of dissipative quantum
systems, through the algebra of semigroups of completely positive and trace-preserving operators,
and a brief discussion about the principles of information theory. Subsequently, we introduce the
concept of cutoff, some mathematical definitions related to the distinction of those quantum
state and to the cutoff phenomenon itself. The cutoff behavior is proved for two classes
of semigroups: operators generated by commuting lindbladians and operators consisting of
sequences of tensor products. Finally, we discuss future directions of this study in the context
of dissipative quantum computation and open quantum random walks.

Keywords: Dissipative Quantum Dynamics. Cutoff. Quantum Information. Mathematical
Physics.
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Introducao

Avancos no estudo de sistemas quanticos dissipativos tem sido amplamente discutidos
nos ultimos anos, principalmente motivados por trabalhos relacionados as teorias da informacao
e computacao quantica tendo em vista o extraordinario potencial destes tépicos. Grande parte
destes esforcos foram direcionados a compreender a dindmica de convergéncia na evolugdo
temporal destes sistemas aos seus estados estacionarios.

O fendmeno de cutoff conhecido para cadeias de Markov classicas [1] foi estabelecido
no contexto dos sistemas quanticos abertos por Kastoryano et al. [2] como uma ferramenta
para analisar o comportamento assintético de tais processos. Em poucas palavras, o fendmeno
de cutoff possibilita quantificar a o instante de tempo em que uma transicao abrupta ocorre
em determinado processo dissipativo. E dito que ocorre um cutoff se existe um estado inicial
que n3o converge para o estado estaciondrio por um certo periodo de tempo, mas que esta
transicdo para o estado estacionario ocorre muito rapidamente apds um determinado instante.
Tipicamente, tenta-se relacionar este instante de tempo com algum parametro dimensional do
sistema. No ambito da teoria da informacao e computacdo quantica, um cutoff esta tipicamente
associado a uma repentina perda de informacado do sistema.

A motivacao do estudo do fendomeno de cutoff em sistemas deste género pode ser
sintetizada na seguinte pergunta: apés quanto tempo, em funcido de algum pardmetro dimensi-
onal, o sistema descreve seu comportamento de convergéncia? Este tempo esta diretamente
relacionado com a dindmica de descoeréncia de sistemas quanticos dissipativos e ja foi estudado
para diversos casos [3] [4] [5].

Relacionando com o desenvolvimento da computagdo quantica, o cutoff pode ser
utilizado para compreender o intervalo de tempo necessério entre duas aplicacGes sucessivas de
transformacdes que agem sobre o sistema ou para investigar o niimero total de operacdes que
podem ser realizadas antes que o mesmo alcance o estado descoeréncia. A figura 1 apresenta
uma sequéncia de portas légicas tipicas de modelos de computagao quantica aplicados sobre um
sistema de trés qubits. Embora as operacgdes relacionadas as portas légicas sejam transformagdes
unitarias, em um sistema real tais operagdes estdo sujeitas a interferéncia do sistema com o
ambiente e a evolucao temporal é descrita por uma dinamica dissipativa.

A estrutura deste trabalho esta organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo
sao apresentados alguns conceitos preliminares necessarios para o entendimento do trabalho,
como fundamentos de mecanica quantica e do formalismo utilizado no tratamento de siste-
mas quanticos dissipativos. No capitulo 2 sdo expostas algumas das definigdes matematicas
associadas com medidas de distinguibilidade de estados quanticos e introduzido formalmente o
fendmeno de cutoff segundo o trabalho de Kastoryano et al. [2]. No capitulo seguinte serdo
discutidos os resultados principais por meio da demonstracdo do comportamento de cutoff para

duas classes distintas de canais quanticos. Por ultimo, é exemplificado a aplicacdo do estudo
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Figura 1 — Circuito de portas quanticas aplicadas sobre trés qubits seguidos das operacoes de
medicdo. Um circuito deste género pode ser entendido como um andlogo de um
cédigo de programacao na computagao cldssica

de cutoff em sistemas quanticos no contexto da computacao quantica dissipativa e enunciado

um problema em aberto relacionando o fenémeno com passeios aleatérios quanticos abertos.



1 Postulados da Mecanica Quantica e Canais Quanticos

1.1 Operador Densidade e Postulados da Mecanica Quantica

A descricdo do estado fisico na mecanica quantica é intrinsecamente probabilistica.
Em um primeiro contato com a teoria, entende-se o estado a partir de um vetor unitario |1))
pertencente ao espaco vetorial de Hilbert H e assume-se conhecimento completo acerca do
estado do sistema. Entretanto, com frequéncia, nao é possivel ter acesso a tal conhecimento e
torna-se necessario uma abordagem estatistica da mecanica quantica. Para tal, é habitual tratar
o sistema como um operador que atua no espaco de estados: o operador densidade. Neste
formalismo, supde-se um sistema que possui probabilidade p; de ser encontrado no estado puro
|1;), de modo que o operador densidade p é escrito em termos de uma combinag3o convexa

das projecdes sobre os estados puros:
P = Zpi i) (il (1)

Teorema 1.1 (Operador Densidade). Um operador p atuando sobre o espaco de Hilbert H é

o operador densidade de um conjunto de estados |1);) € H com probabilidades p; se e somente se:

1. tr(p) = 1 (Normalizagcdo)
2. (¢|plg) =0, V|¢) € H (Positividade)

Demonstragao.
sztr |¢’L 1/J’l sz - 1 (2)

Para qualquer ¢ € H, é va||do que:

(dlple) = sz (@li) (il ) = sz (Dl > > (3)

Ainda, é valida a reciproca supondo um operador qualquer p que satisfaca as condi¢des
de normalizac3o e positividade. Tal operador deve possuir uma decomposicado espectral da forma
p=2_;A;lj) (jl, onde os vetores |j) sdo ortogonais e A; sdo autovalores reais e positivos de p.
Pela condicao de normalizacdo, tem-se que Zj Aj = 1. Deste modo, o operador p caracteriza

um operador densidade para um ensemble {);,|j)} de estados |j) com probabilidades ;. W

E interessante expor alguns dos postulados da mecanica quantica no formalismo do

operador densidade:

Postulado 1 (Estado de um Sistema Quéntico). Um sistema fisico é completamente caracte-
rizado pelo seu operador densidade p, positivo e com traco unitario atuando em um espago

vetorial complexo com produto interno (espago de Hilbert), chamado de espago de estados.
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Postulado 2 (Evolugdo Temporal). A evolugdo temporal do estado descrito pelo operador

densidade é dada pela equacdo de Heisenberg

L (11, @

onde o operador hermitiano H é o hamiltoniano do sistema. Desta forma, a relacdo entre um

determinado estado e um estado anterior é dada por uma transformacao unitaria.

p(t) = Ultto)oU (t.to) (5)

Postulado 3 (Medigdo). A medigdo de um observével é caracterizada por um conjunto de
operadores de medicdo {,,,} que atuam no espago de estados e satisfazem > == MM, =1.
Se o estado imediatamente antes da medida for p, a probabilidade de o resultado m ocorrer é

dada por:

P = tr (M, Myup) (6)

e o sistema, logo apds a medicao, é descrito por:

M, pM],

N tr(MS,M,,p) )

Pm

Postulado 4 (Sistema Composto). O espa¢o de estados de um sistema quéantico composto é

o produto tensorial dos espacos de estados individuais dos sistemas que o compoe.

Hig..n =H1QH2®... @ H, (8)

)

Uma ferramenta importante para o estudo de sistemas quanticos compostos, é o

operador densidade reduzido:

Definicao 1.1 (Operador Densidade Reduzido). Seja o sistema composto AB, descrito pelo
operador densidade p, pode-se descrever o estado do sistema A, por um operador densidade

reduzido pa:
pa = trp(p), (9)

onde o operador funcional trg é denominado o traco parcial sobre o sistema B e atuam em p
apenas no subsistema dado pelas bases ortogonais de B. Considere um sistema composto AB,

de bases ortonormais |is) e |jp) e operador densidade

p= Piwgylia) (@4l @ lis) (sl (10)
4,4 ,7,5’

entdo, o operador densidade reduzido que descreve o estado do sistema A é dado por
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pa=tra(p) =Y (lslplls)

l

= Z (] Z Pi g [ia) (4l @ |iB) (Gl | ls) (11)

R
,LVZ }]7]

=N puanlia) (@]
i1

Este formalismo permite descrever medi¢Ges realizadas nos subsistemas de um sistema
composto, de modo que uma medi¢do que envolve apenas o subsistema A é escrita em termos

de um operador M,,4 ® 1 g. A probabilidade de o resultado m ocorrer é dada por:

P = tr{(M g Mna @ 15)p) (12)

1.2 Teoria da Informacao e Canais Quanticos

Na teoria classica da informac3o é definida a menor unidade de informacdo que pode
ser armazenada ou transmitida: o bit, que pode assumir dois valores distintos, sendo eles 0
ou 1. A transmissao desse bit ocorre através de um canal de comunicacao que possui uma
limitacdo no numero de bits transportados (capacidade do canal) e pode conter ruido, de modo
a prejudicar o fluxo de informagdo. Exemplos cotidianos de canais classicos sao cabos que
transmitem sinais entre componentes eletrénicos ou o ar no caso de conexdes como wi-fi.

No dominio quantico do estudo da teoria da informacdo, define-se a quantidade de
informac3o elementar a partir de um sistema quantico de dois niveis: o qubit. Além dos dois
estados possiveis em que o sistema pode ser medido, descritos pelos vetores de estados puros
|0) e |1), o sistema ainda pode se encontrar em uma superposicdo destes estados. A figura 2
ilustra a distingdo entre um bit e um qubit. Sistemas deste género podem ser o spin de um
elétron, com estados up e down, ou a polarizacao de um tnico féton, que pode ser vertical ou
horizontal.

Um canal quantico de comunicagao € é um superoperador que age transformando
um estado quantico na forma p’ = (p). Por exemplo, a transformagdo unitdria e a medi¢do
apresentadas nos Postulados 2 e 3 podem ser escritos em termos dos canais €,(p) = UtpUtT
e em(p) = M,,pM] , respectivamente. As portas quanticas brevemente apresentadas na
introducdo compoes um caso particular dos canais quanticos e estao diretamente associados
com a nog¢do de portas légicas (AND, OR, NOT, etc.), possibilitando o desenvolvimento de
ferramentas computacionais utilizando os qubits. O ruido provocado pela aplicagcdo destes
canais esta relacionado com o efeito dissipativo do sistema e, consequentemente, com uma
possivel perda da informacdo na evolucao temporal do mesmo.

O estudo sobre intera¢des de sistemas quanticos abertos é baseado no acoplamento
de duas partes distintas: o sistema a ser estudado e um ambiente (ou reservatério) com muitos

graus de liberdade, em geral descrito por um banho térmico. Pode-se tratar os efeitos destas
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| 1)
Y ) = al0) + BI1)

0 |0)

Figura 2 — Representagdo dos estados de um bit (esquerda) e de um qubit (direita) sobre a
superficie da esfera de bloch, evidenciando a superposicdo do estado quantico de
dois niveis.

interacoes como um processo semelhante a medicao, porém sem o registro de um resultado.
Matematicamente, equivale a aplicacdo de sucessivos mapeamentos, semelhantes aos definidos
no pardgrafo anterior, antes que seja obtido seu estado final. Pode-se escrever o canal quantico
associado a esses mapeamentos em termos do operador densidade reduzido a partir do traco

parcial sobre o subsistema associado ao reservatério.

5(:0) = trres [U(p ® pres)UT] (13)

O reservatério pode ser entendido como um grande sistema composto por muitas
particulas em estados estaciondrios interagindo fracamente com o sistema aberto, que por
sua vez, € interferido pelas flutuacoes quanticas em determinados observdveis do reservatério.
Essas contribuicdes sdo modeladas matematicamente por teoremas de limites [6] [7] e tem seus

andlogos cldssicos nos processos estocasticos de Poisson [8].

1.3 Semigrupos Dinamicos Quanticos

O formalismo de canais quanticos se torna mais conveniente quando representado na

forma da soma de operadores completamente positivos e que preservam traco (CPTP)

e(p) =Y (el Ulp@ leo) (eol | U fex)
=2 _EwE,

onde Ej = (ex| U |eg) € um operador CPTP e uma familia de {E}} de operadores forma um

(14)

semigrupo parametrizado em k. No ambito da discussao quanto ao fenémeno de cutoff, mais

especificamente, em uma familia de semigrupos destes operadores parametrizados no tempo:
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Definicao 1.2 (Semigrupo a um Pardmetro). Uma familia de operadores lineares {7}, tal

quet > 0eT;: C™ — C™, forma um semigrupo a um parametro, se:

].. Tozj
2. T\ Ty =Ty YV ts>0

Diz-se que o semigrupo é uniformemente continuo se:
3. limy_o+||Ty — I|] =0
Ainda, o semigrupo é dito de contracao, se:

4. | =sup 2l <1 vV t20,240

SUD Tl

Esta classe de semigrupos compoe um caso especial dos Cy-semigrupos estudados na
Teoria de Geradores de E. Hille [9] e K. Yoshida [10] na década de 1940, que demonstrou a
existéncia de geradores infinitesimais destes semigrupos.

De fato, qualquer Cy-semigrupo pode ser entendido como uma generalizacdo da
funcao exponencial para C*-algebra. Da mesma maneira que a fungdo exponencial fornece
solugdes de EDOs lineares constantes e escalares, estes semigrupos fornecem solu¢des para
EDOs lineares constantes num espaco vetorial de Banach B. Conhecendo a existéncia destes
geradores infinitesimais, naturalmente, questiona-se qual a estrutura dos geradores de um
semigrupo a 1 pardmetro uniformemente continuos e de contracdo. A resposta n3o é conhecida
de um modo geral, mas é conhecida para o caso de sistemas de dimens3o finita e é interessante
a sua semelhanca com a equag¢do mestra de cadeias de Markov classicas.

Neste trabalho, o interesse estd nos geradores de semigrupos completamente positivos,
de modo a descrever, a cada instante, a atuacao de um canal quantico sobre a densidade dada
inicialmente. Para isso, deriva-se a equagdo de Lindblad [11] (ou GKSL equation [12]) a partir
da generalizac3o da equagdo 4 para o caso de uma evolugdo nao unitdria, de modo a obter
p = L[p]. Note que o operador L, denominado lindbladiano, gera um superoperador finito para
uma evolucao temporal dissipativa, analogamente ao que o hamiltoniano H gera para uma
evolucao temporal unitdria. Decompondo a evolucdo temporal de p em termos de uma soma
de Kraus, tomando a expansdo no limite em que 0t — 0 e mantendo apenas os termos de

primeira ordem em Jt:

plt+6t) = 3 My (58)p(t) M (51) (15)

Pela expansao dos termos do operador de Kraus, necessariamente ha um operador
hermitiano My = 1 + 6t(—+H + K) + O(6t*) enquanto todos os demais tem a forma
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M1 = /0t Ly, de modo a garantir que a expansio em primeira ordem seja p(t+6t) = p(t)+pot.

Assim:
p(t+6t) = Mop(t)M{ + > Myp(t) M|
k=1
5t [~ 8(i ) '
= |L+0t (=5 H+ K )| p(t) [L+0(H + K)] + Y LipL} (16)
k=1
—p— %5t[H,p] +0t(Kp+ pK) + 0ty LypL}
k=1
Finalmente, obtém-se a equa¢ao de Lindblad substituindo K pela condi¢do de norma-
lizagdo da soma de Kraus K = —% D kst LLLk:
A { 1 1
£ = i0) =~ 0] + 3 |Lapl0)2] = ELLo(0) - Jot0zine] a7
k=0

O primeiro termo é caracteristico da evolucdo temporal unitaria descrita no Postulado
2, enquanto que os termos seguintes descrevem o comportamento do sistema interagindo com
o banho térmico. Os operadores L, sdo chamados de operadores de Lindblad. O semigrupo
de interesse (denominado semigrupo quantico) é descrito por ' e, dado operador densidade

p = 0, tem-se que etﬁp € também operador densidade.

1.4 Propriedades Espectrais de um Gerador Lindbladiano

Nas secOes anteriores foi apresentado que o estado de um sistema quantico aberto
é descrito pelo operador densidade e sua dindmica é descrita pela equacdo de Lindblad e
governada por operadores CPTP gerados por lindbladianos £, de modo que p = L[p]. Para
uma melhor compreensao destes geradores, pode-se investigar os autovalores \; correspondentes

a equagao:

Typ = e“p=ep (18)

E conhecido que, para um lindbladiano independente do tempo, existe ao menos um

estado estacionario p,, tal que e'*p,s = pss com autovalor \,; = 0 [13]. O operador gerado
por este lindbladiano corresponde ao mapa assintético 7, : My — My, tal que T,p = p.
Outra propriedade é de que a parte real destes autovalores estd associada com a dindmica de
convergéncia do sistema para o estado estaciondrio [14]. Desta forma, pode-se definir o gap

espectral de um gerador lindbladiano:

Definicao 1.3 (Gap Espectral de um Operador). Ordenando a parte real dos autovalores de

um gerador lindbladiano £ de forma que

[Re(Ao)| < [Re(A)] < [Re(Ag)] < --- < |Re(An)], (19)
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onde Re()\g) = 0. Entdo define-se o gap espectral \ deste gerador como sendo o primeiro

autovalor com parte real nao nula:

A= [Re(A)] (20)

Uma definicao mais formal pode ser escrita por:

A = inf{| Re(\)| | \s € B(L), | Re(\)| > 0} (21)

A interpretacdo desta quantidade é de que o gap espectral determina a mais lenta

transicao do sistema para o estado estaciondrio.
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2 Fenomeno de Cutoff

2.1 Cutoff Classico

Tipicamente, é dito que o fendmeno de cutoff ocorre quando, apés um longo periodo
em determinado estado, a transicao do sistema para seu estado de convergéncia acontece em
um intervalo de tempo muito pequeno quando comparado ao tempo caracteristico de vida do
mesmo. Desta forma, observa-se uma mudanca subita no estado do sistema logo antes dele
alcancar seu estado de equilibrio. Frequentemente, tenta-se relacionar este tempo de transicao
com algum pardmetro dimensional do sistema. Um modelo cldssico conhecido deste fendmeno
diz respeito ao embaralhamento de cartas.

Suponha um baralho recém comprado, em que todas as cartas estdo ordenadas,
compreende-se que apds as primeiras embaralhadas a distribuicdo das cartas ainda permanece
parcialmente ordenada. Entretanto, apds varios embaralhamentos percebe-se que nao ha grande
alteracdo em embaralhar uma vez mais. Ainda, é conhecido [1] que ocorre um cutoff na
aleatoriedade da distribuicdo das cartas e que o nimero necessario de embaralhamentos é
proporcional ao logaritmo do nimero de cartas que constituem o baralho. Apds esse nimero,
todas as configuragcOes sao possiveis e quase que igualmente provaveis.

Em sistemas quanticos, um cutoff pode estar relacionado com a transicao de um
estado em que a informacdo quanto a determinado observavel é preservada, para um estado

final, em que repentinamente esta informacao é perdida.

2.2 Medidas de Distancias e Contracoes de Estados Quanticos

Antes de definir matematicamente o cutoff no contexto dos semigrupos de interesse,
é necessario apresentar dois conceitos: a distancia entre dois estados do sistema e a operacao
de contracdo. Para estudar a convergéncia de determinado estado quantico, deve-se analisar
algum pardmetro relacionado com a distinguibilidade entre diferentes estados. Adiante, sao
apresentadas duas relacoes de distancias entre estados distintos e posteriormente as relaces
de contracao que caracterizam esta diferenca entre o estado resultante da aplicacao de um
canal T; ou da aplicagdo do canal assintético T, sobre o estado anterior. Para mais detalhes,

pode-se consultar Nielsen [15].

Definicao 2.1 (Distancia do Trago). Sejam p,o € S, operadores densidade, a distancia do

traco entre estes estados é definida por

1
din(p.7) = 5llo = oI, (22)

onde ||z||; = tr [\/:ﬂx] é a norma do traco.
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Definigao 2.2 (Distancia de Bures). Analogamente, a distdncia de Bures é definida por

dB(pa U) =v1- F(,O,U), (23)

onde F(p,0) = tr \A/pc/p] é fidelidade entre os dois estados p e o.

Ainda, duas propriedades importantes quanto as medidas de distancias apresentadas
sao:
1. Ambas as distancias definidas sao monotonicas com respeito a aplicacdo do mesmo canal

quantico sobre os estados:
d(T(p).T(0)) < d(po) (24)

2. As seguintes relagcdes de desigualdade:

d%(p,0) < di(p,o) < dg(p,o)/2 — d%(p,0) =v/1 — F2(p,0) (25)

Em seguida, s3o definidas as respectivas operacoes de contracao com relacdo a
aplicagbes de canal T" e do canal assintético 7;, associadas a estas distancias. Podem-se
interpretar estas operacao como medidas de distinguibilidade entre os estados resultantes da

aplicacao destes canais quanticos.

Definicdo 2.3 (Contracdo do Traco da Norma). Seja o mapa T': M, — M, a contracdo

do traco da norma é definida por

ntr[T] = sup dtT(T(p)’ T@(p))v (26)

PESq
onde T, é a projecao de 1" com autovalores de médulo 1.

Definicao 2.4 (Contracdo de Bures). Analogamente, define-se a contrag3o para a distancia

de Bures por

ns[T] = sup ds(T'(p), T, (p)), (27)

pPESy
onde T, € a projecao de T com autovalores de médulo 1.

2.3 Limites de Contracao

E apresentado nesta secao um importante teorema associado aos limites assintdticos
na contracao de canais quanticos. Este teorema tem papel fundamental nas demonstracdes do

capitulo seguinte.

Teorema 2.1 (Limites de Contragdo [2]). Seja £ : My — M, o lindbladiano gerador de um
semigrupo a um pardmetro de canais quanticos T, = e'* tal quet > 0 e seja \ o gap espectral
deste lindbladiano. Entao, existe L > 0 e Vv < \ existe R > 0 tais que:

Le™™ < ne[Ty) < Re™ (28)
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Demonstragdo. Decompondo na forma candnica de Jordan a representacdo matricial £ do

gerador lindbladiano £, obtém-se que:

L=57;\)5" (29)
J

onde, S é inversivel, \; sdo os autovalores de £ e J;(\;) sdo os blocos de Jordan da forma

AjoA 0 0
0 A A 0

JiA) =1 0 0 ) 0 |, (30)
: A
0 0 0 0 X\

entdo, para os blocos de Jordan de dimensdo d; > 1, pode-se definir que:
thi(0N) A SR (tA)*
i) = ¢t 3 ]; 0 h k) (1] . (31)

Deste modo, sabendo que o canal assintético T, é gerado pelo lindbladiano com

autovalor )¢, tal que Re()\,) = 0, tem-se que:

T-1T, = SEB B300) §-1 - Getdoho) -1

(32)

_ Sv @ etJ A
J:Re(A;)#0

Utilizando a desigualdade triangular e denotando por n(g) = HS’H HS“H e por Ao

gap espectral do lindbladiano L, entdo

it <[5 @ e s
J:Re(A;)#0
d; | _
Al (t)\)l k
< k(S)e™™  max J |k) ({] (33)
j:Re(A;)#£0 P ; (l — k?)'
d; 1
< K(S)e™  max M
j:Re(A;)#0 i (l — k)'

Note que para k = [ o elemento do somatdrio resulta em 1. Ainda, a maior diferenca
[ —k ocorre para [ = d; e k = 1. Deste modo, utilizando a dimensdo do maior bloco de Jordan

max;{d;}, assumindo ¢t > 1/\ e pela Definigdo 1.3:

) T || < Cem™ max{(eA) {41 1}

(34)
< Re—tu
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onde C' e R sao contantes independentes do tempo e o ltimo passo é obtido considerando que
para qualquer v < A, existe R > 0 tal que a expressao é satisfeita. Analogamente, denotando
por Ji o bloco de Jordan associado ao gerador de autovalor \; com parte real dada por
Re(A1) = A, é obtido o limite inferior:

A

T—T,| > r(S)™ EB elIi %)
JiRe(X) 0
> k(S)™! max eldiA)
J:Re(X;)#0 (35)
> /{(S’)‘l ‘ ot ()
> K(S')_le_t)‘
> Le ™

A rigor n3o foi demonstrado a relagdo para n;,.[1}], entretanto a partir das equagdes

34 e 35 e das Definigcoes 2.1 e 2.3 pode-se induzir a equagao 28. [ |

2.4 Definicoes de Cutoff

O fendmeno de cutoff no contexto de sistemas quanticos abertos pode ser formalmente
definido de maneiras distintas, mas neste trabalho sao consideradas as definicGes propostas por

Kastoryano et al. [2] e evidenciados na Figura 3.

Definicao 2.5 (Cutoff [2]). Seja 7™ uma sequéncia, de tamanho n, de semigrupos a um

parametro. Assume-se que ocorre o cutoff na contracdo do traco da norma no tempo t,, se:

(36)

lim U
n—00

1 para O0<c<1
()| _
7] -
0 para c¢c>1
Ainda, em determinados sistemas em que seja muito dificil provar rigorosamente o
fendmeno de cutoff e obter o tempo t,,, pode-se tentar obter, ao menos, a ordem de magnitude

do tempo de convergéncia do sistema. Para tanto, uma definicdo menos rigorosa do fenémeno

pode ser descrita pelo pré-cutoff:

Definicdo 2.6 (Pré-Cutoff [2]). Assume-se que ocorre um pré-cutoff de ordem O(k,) se

existem tempos ¢y, € t2,, ambos de ordem O(k,,), tais que:

lim 7, [T(") } =1 para 0<c<1 (37)

ct
n—o0 Ln

lim g, |75 | =0 para > (38)
n—o0 o
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. (n)
- [T oft) ] -, [T] Ok )
1 1 1 ! !
| iI |
0.8 : 1 0.8 | !
0.6+ {1 0.6} I 7 I
0.4 . 0.4} ' '
\ @ |
0.2+ I 1 0.2 | |
0] tl n 0] It Itg T
n 1.n 2n
(a) cutoff (b) pre-cutoff

Figura 3 — (a) Comportamento de cutoff na contragdo do trago da norma 7;, [Tt(n)] como fun¢do
do tempo t para um semigrupo de tamanho n de canais quanticos. No tempo ¢,
o sistema passa por uma mudanca abrupta em seu estado, alcancado o estado de
convergéncia. (b) Analogamente para o pré-cutoff, de modo que a transi¢do entre

os estados ocorre no intervalo de tempo entre ty,, € t,,. (Figura de Kastoryano et
al. [2])
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3 Resultados Principais

Em seguida, s3o discutidas duas classes de geradores que exibem o fenémeno de
cutoff: sistemas de lindbladianos comutantes e sistemas em que o gerador lindbladiano atua
independentemente em subsistemas distintos. Para ambas situacoes, assume-se que £ = Zj L;,
onde [£;, £;] = 0 e portanto T; = e'“ = ¢!2i%i. Ainda, ¢ definido a notacio T} ; = e para
designar um operador gerado apenas pelo lindbladiano £;.

O proximo teorema apresenta o limite superior da contracao de um canal quantico de

um semigrupo de um parametro gerado por um lindbladiano composto por partes comutantes.

3.1 Lindbladianos Comutantes

Teorema 3.1 (Lindbladianos Comutantes [2]). Seja {L;} : My — My uma familia de

lindbladianos comutantes. Ent3o:

ntr Tt Z ntr Tt,] (39)

Demonstracdo. Definindo T} j+1 = e!2i=2%i tem-se que pela definicao da contracao n,:

Ner[T] = sup dtr(Tt(p)?Tw(P))

pPESy
1
= 5 sup [[Ti(p) = To(p)|h
PES4
1 (40)
= 5 sup HTt 1Tta¢1(p) - Tw,lTv,j#l(mHl
pPESy
1
=5 5w (Tix — Tp ) (Tp 1) (p) + (Tea)(Th jz1 — T je1) (P) 2
pESy
Pela desigualdade triangular, tem-se que ||a + b|| < ||a|| + ||b]|.
1 1
Ner[T] < S 5 sup (Tex — Ton) (T 1) ()1 + 5 Sup (T2 (Thjer — Toin) ()
pPESy pESy (41)
< Sup Air [T j21(T11(0))s T i1 (L1 ()] + Sup dir[Tia (Tt j21(p)): Tea (T 21 (p)))
pESY PESA

Pela monotonicidade da distancia do traco com respeito a aplicacbes de canais

quanticos, apresentada na equacao 24, tem-se que:

dyr [T@,j;ﬂ (Tt,l(p))a T%#I (Tw,l (P))]
dir [Ti1 (Tt j1()) Te 1 (T 1. (p))]

tr [Tt 1 (p) 7Te0,1 (P)]

<d
< dtr[ﬂ j#l(p)vTSD:j?él(p)]
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Substituindo esta desigualdade na Equacdo 41, obtém-se a Equacdo 39.

Ner[T] < sup dip[T1,1(p), Tp1(p)] + sup do [T} j21(p), T j21(p))]

PESY pPESy

< Ner[Tia] + N [Tt j21) = Z Ner (13 ;]

Considerando a expressao apresentada no Teorema 3.1, o limite superior do Teorema

2.1 e tomando o limite em que n — oo da contracao ntr[T(")

ctn,

|, para uma sequéncia de
operadores lineares gerados por n lindbladianos comutantes, tem-se como consequéncia que o

limite superior do tempo de convergéncia deste sistema é da ordem de O(In(n)).

Demonstragao.
Nir [ ctn} Zntr ct,] X Z Re™™ = Rne """ = Rp!~ (44)

Para ¢ > 1, é satisfeita a segunda afirmacdo estabelecida na Defini¢ao 2.5.

lim 7, [Tc(tﬂ ~0 (45)
n—oo

3.2 Distancia Entre Produto Tensorial de Estados

Antes de introduzir o fenémeno de cutoff no segundo contexto, serdao apresentadas

algumas definicdes de limites para as distancias de produtos tensoriais dos estados quanticos:

Lema 1 (Distdncia entre Produtos Tensoriais de Estados [2]). Sejam p;, 0, € Sy, onde

i =1,..,n, tais que p™ = @"_, p;. Analogamente para o\™. Ent3o:

1 —exp [_ ZdQB(pian)] < d (n) ZdQ Pis0%) (46)
=1

1 n
1-— exp [_5 Z dl?r(piagi) dtr , Z dtr Pz,Uz (47)
=1

Demonstragdo. A prova consiste na demonstracdo de quatro desigualdades distintas. Para a

distancia de Bures, tem-se que a funcao fidelidade é multiplicativa com relacao ao produto
tensorial: F'(p™,0(™) =[], F(pi,0:). Pela definicdo de dp:

dp (p",0™) =1=F (p",0™) =1=T] Flpi.00) (48)
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Utilizando a relagao:

L=z <) (1—2) Vo €(0]] (49)

Portanto, o limite superior da equacao 46 é dado por:

n

& (pW,0™) <3 (1= F(piov) ZdB Pis0) (50)

i=1

Para o limite inferior, note que:

H explz H r;  Vr; >0 (51)

i

Ent3o:

dZB (p(n),U(n)) -1 H (pioi) =1 — Hexp (pi,oi) — 1] (52)

Utilizando a relagao:

H explz;] = exp [Z xZ] Vr; (53)

Entao:

n

1— ] exp[F(pioi) — 1] = 1 —exp

=1

n

Z(F(Pim) - 1)] =1—exp [— ZdQB(PuUz‘] (54)

=1

Portanto:

d3 (p(”),a(")) > 1—exp [— ZdQB(Pz’,Uz‘)] (55)
i=1

Quanto as desigualdades da equacdo 47, primeiramente utiliza-se um argumento

bastante semelhante ao empregado na prova do Teorema 3.1. Definindo as quantidades

piz1 = Qs pi € 0iz1 = Q) 0; e partindo da definicdo de d,:

dyr (P( o' )) = QHP( f— o™ = B

®Pz ®m

1

1 56
:§Hﬂ1®[%¢1—01®0¢¢1\|1 (56)
1
= 5“(:01 —01)® Oit1 +P1 @ (pi;él - Ui;ﬂ)”l
Ainda, utilizando novamente a desigualdade triangular, a relacdo |[a®0b||; = ||a||1.]|b]]1

e a relagdo de normalizagdo apresentada no Teorema 1.1 tal que ||p1||1 = |[|ouz1]]1 = 1
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1 1
dy (p™,0™) < —H(/?l —01) ® i1 + —le ® (piz1 — 0iz1)| 1

1
%H(pl — o)l flowalh + —||P1||1 [(piz1 — i) 1 (57)
< gl =anlh + —||(pz¢1 oiz1)lh
< di(p1,01) + dip (pi1,0i21)
Desde modo, pode-se induzir o limite superior da equacao 47:
diy (P Zdtr pio1) (58)

Para a demonstracdo da dltima deS|guaIdade, sao utilizadas partes das expressoes 25
e 46:

d, (p(n)70-(n)) > d3 (p(”),a(”)) >1—exp [— Z dQB(pi,O'Z-)] (59)

Note que se a quantidade d%(p;,0;) no termo a direita da inequacdo diminui, o valor
da funcdo exponencial aumenta e, consequentemente, a inequacdo se mantém vilida. Utilizando

outra das inequac¢bes apresentadas na expressao 25, verifica-se que:

d(p, o) < dp(p, o)\ /2 — di(p, o)

2
d;,.(p, o) < |dp(p,o)/2 — dj(p, 0)}

| —

< dp(p,0) (2—dg(p,0)) (60)
< 2d3(p,0) — dp(p,0)
< 2d3(p,0)

S (po) < B(p.o)

2

Conforme discutido, pode-se substituir d%(p;,0;) na inequagdo 59 por uma quantidade

menor e a mesma mantém-se vélida. Portanto € obtida a quarta desigualdade do Lema 1.

dir (P(n 0 (n)) = 1- eXp [__ Zdtr ngaz)] (61)
|

3.3 Pré-cutoff para Produtos Tensoriais

Nesta secdo, é demonstrado o comportamento de pré-cutoff para sistemas em que o

gerador lindbladiano atua independentemente em subsistemas distintos. Sucintamente, sdo casos
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especiais dos lindbladianos comutantes em que a sequéncia de semigrupos de um parametro é

dada em termos de um poténcia tensorial Tt(") = T2

Teorema 3.2 (Pré-cutoff para Poténcias Tensoriais [2]). Seja L : My — My o Liouvilliano
gerador de um semigrupo a um pardmetro de canais quanticos Ty = e'*, tal que (t > 0) e
seja \ o gap espectral associado a L. Entdo a sequencia de semigrupos de um parametro

Tt(”) = TP™ possui um pré-cutoff na contracio do traco da norma nos tempos:

_In(n)

tin = ) (62)
_ In(n)

ton = 3 (63)

Demonstracdo. Obter os tempos apresentados anteriormente envolve encontrar os limites
inferior e superior da contracdo do traco da norma no regime em que n vai a infinito. Para a
prova do limite inferior, partindo da definicdo de 7,,.[T] e restringindo o supremo pelo produto

tensorial de estados p = 0", tem-se (para ¢ € (0,1)):

e [T ] = swp due (T2 (0).787(0)

pPES n

> sup diy (T3, (0°7) , T2" (7)) (64)

0ESy

> sup d, ((Tctl,n (U))®n>(Ts@<0))®n)

oc€Sy

Em seguida, substitui-se o lado direito da inequacao pela relacdo estabelecida no
Lema 1 (eq. 47) e posteriormente utiliza-se o limite inferior apresentado no Teorema 2.1 (para
L>0):

n n
e [16] 3 1= exp [~ sup (T ()72t

€Sy
> 1—exp [—7716_2“1’"’\}
Substituindo ¢, ,, = % e tomando o limite de n — oc:
LZ
e [1E2] > i 1= exp [ o)
(66)

n—oo

L2
> lim 1 —exp [—7711_0} =1

No limite em que n — oo, € satisfeita a primeira exigéncia do pré-cutoff (Defini¢do
2.6).
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A segunda parte da demonstracao consiste na obtencao do limite superior da contracao.
De maneira muito semelhante ao conduzido na demonstracdo do Teorema 3.1, pode-se
obter a seguinte relacdo para a contragdo do tragco da norma para a poténcia tensorial Tt("),
e [T™] < gy [T, ® 1,,_1], onde 1,,_; é o canal identidade de dimens3o n — 1. No Apéndice
A é provado a relagdo n,.[T; ® 1,,_1] < 4dn,[T3], Equagdo 73. Finalmente, utilizando o limite
superior do Teorema 2.1 para qualquer v < A e ¢ > 1, de modo que cv /A > 1, existe R > 0

tal que:

771‘,7‘ [Tc(tz)n] g nntr [Tctgm ® ]lnfl]
< 4dn77tr [Tctz,n] (67)
< 4dn(Re~ ")
A segunda afirmagdo necessdria para o pré-cutoff é satisfeita substituindo ¢, = %
e tomando o limite de n — oc:
: (n) : — < In(n)
lim 7, [Ty, ] < lim 4Rdne
n—oo n—oo y (68)
< lim 4Rdn'™ % =0

n—oo
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4 Aplicacoes e Direcoes Futuras

O estudo do fenémeno de cutoff possibilita diversas aplicagdes no contexto de sistemas
quanticos dissipativos e neste capitulo sao apresentados dois exemplos: a determinacao com
precisao do intervalo de tempo entre operacdes quanticas no modelo de computacao quantica
dissipativa, estudado por Kastoryano et al. [16], e a descricdo de um problema ainda n3o
estudado em que o fendmeno de cutoff pode ser utilizado na andlise dos efeitos assintéticos de

passeios aleatdrios quanticos abertos.

4.1 Cutoff em Computacao Quantica Dissipativa

Diversos modelos de computadores quanticos foram propostos e testados nas ultimas
décadas €, inevitavelmente, tais modelos apresentaram problemas associados com a descoeréncia
nos estados de seus qubits. Os principais avancos na solugdo destas perturbagdes foram esforcos
no desenvolvimento de técnicas a fim de isolar tais sistemas do ambiente, embora outros
mecanismos foram propostos envolvendo a manipulacdo destes fendomenos dissipativos. A
computacdo quantica dissipativa [17] é um modelo de computa¢do baseado nesta dindmica e
utiliza ativamente o ruido gerado pelo acoplamento do sistema principal com o banho térmico
como recurso computacional a partir de propriedades dos geradores lindbladianos dos mapas
CPTP descritos anteriormente. Entretanto, a independéncia temporal destes geradores dificulta
a aplicagdo com precisdo destas opera¢cdes quanticas (channels) e medices.

Utilizando as mesmas proposicdes quanto ao fendmeno de cutoff apresentadas neste
trabalho, foi proposto [16] um mecanismo para desenvolver a aplicagdo de sucessivas operacdes
quanticas dissipativas compreendendo com precisao o intervalo de tempo necessério entre uma
operacdo e a seguinte. O parametro dimensional que caracteriza este intervalo de tempo é o

numero de qubits envolvidos no processo dissipativo.

4.2 Cutoff em Passeios Aleatérios Quanticos Abertos

Passeios aleatdrios quanticos abertos [18] consistem em analogos de cadeias de Markov
classicas e estabelecem uma abordagem matematica de mapas CPTP para estudos de diversos
sistemas quanticos dissipativos. Ainda, este género de passeios aleatérios constituem uma
extensdo do modelo universal de Feynman [19] para computa¢do quéntica [20] e modela
matematicamente a computagdo quéantica dissipativa [17].

llya Sinayskiy e Francesco Petruccione [21] sugeriram um modelo para descrever a
evolucdo temporal destes passeios abertos em uma perspectiva microscépica, propondo a forma
dos hamiltonianos envolvidos no acoplamento de um sistema quantico com um banho térmico e
discutindo os graus de liberdade interno de cada subsistema. A transi¢cdo entre os nés do grafo

associado com este passeio aleatério é conduzida pela interacdo com o ambiente e € ilustrada
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pela figura 4, onde os operadores B/ descrevem a transformagdo nos graus de liberdade do
caminhante no processo de transicdo entre os nds i e j. Tais operadores estao associados
com parametros termodinamicos do ambiente, permitindo a relacao destes com a dindmica de

evolucao do sistema principal.

Figura 4 — Grafo do passeio aleatério quantico aberto, onde os operadores Bg descrevem a
interferéncia causada pelo banho térmico no processo de transicdo entre os nds i e
j. (Figura de Sinayskiy e Petruccione [21]).

Foi demonstrado que a equacao master que caracteriza esta evolucdo, na forma da
equac¢do de lindblad (Eq. 17) para a matriz densidade p da distribuigdo de probabilidade da

posicao do caminhante, pode ser reduzida a um sistema de equacoes diferenciais do tipo

api(t) =Li(p1,p2: -+ Pn)s (69)

onde? = 1,...,n indexa os possiveis nés a serem percorridos pelo caminhante, p; sao operadores
densidades associado e estes nds tais que p = > . p; ® |i) (i| e os geradores L; sdo construidos
a partir dos operadores Bg

O comportamento assintético de determinados passeios aleatdrios quanticos é conhe-
cido e no caso de passeios sobre a reta {Z} a distribuicdo de probabilidade do caminhante
depende dos graus de liberdade internos do sistema [22]. Fisicamente, os graus de liberdade
podem ser associados com o spin ou a polarizacdo dos sistemas de dois niveis descritos na
Secdo 1.2. O Teorema 3.2 pode ser generalizado para uma sequéncia de Tt(”) de n produtos
tensoriais de operadores distintos Tti = etfi e, desta maneira, seguindo o exemplo do passeio
descrito, o formalismo de cutoff para sistemas quanticos abertos pode possibilitar o estudo dos

efeitos assintdticos de passeios quanticos sobre grafos com maiores niveis de complexidade.
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Consideracoes Finais

O robusto avanco da teoria da informacdo quantica nas dltimas trés décadas acentuou
a necessidade da compreens3o de fenémenos dissipativos na formulacdo da mecanica quantica.
Recentemente, vertentes deste desenvolvimento sugerem a utilizagao de tais efeitos dissipativos
a favor dos métodos computacionais. A andlise do fenémeno de cutoff no ambito de sistemas
quanticos dissipativos constitui uma conveniente ferramenta para o entendimento da dindmica
de convergéncia destes sistemas e, consequentemente, nos estudos das teorias da informacao
e da computagdo quantica. E importante salientar que a formulacao matematica de cutoff
apresentada neste trabalho ndo é tnica e, portanto, uma anilise equivalente pode ser feita a
partir de outros parametros de distinguibilidade entre os estados quanticos em conformidade

com o comportamento assintético do processo estudado.
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APENDICE A - Prova da Desigualdade 7, [T ® 1,4] < 4dny, [T]

Previamente a prova da inequacdo 1. [T ® 14] < 4dn,, [T, sdo necessarias as seguin-
tes definicdes: sejam X € My ®@ My, A+ 1B € Mge P,QQ € M, matrizes arbitrarias onde
A e B sdo hermitianas e P e () sdo positivas semidefinidas tais que PQ) = 0. Ainda, uma
métrica usualmente utilizada na C*-algebra um o produto tensorial de determinado operador

linear com o mapa identidade é a norma-cb (completely bounded norm).

Definicdao A.1 (Norma completamente limitada [23]). Seja 7" um operador linear e T ® 1,,
o produto tensorial de 7" pelo mapa identidade de dimens3o n, a norma |[(T' ® 1,,)(X)|],
para || X|| < 1 pode aumentar indefinidamente conforme n — oo. Entdo, define-se a norma

completamente limitada por:
| T'l[eo = sup [|(T' @ 1n)(X)] (70)

Demonstracdo. A inducdo da prova consiste principalmente em limitar o supremo da definicao

da contragao do traco da norma:

M [T ® La] = sup di (T'@ La(p), Ty @ La(p))

PESqar

1
=3 sup ||T ® L4(p) — T, @ La(p)|1

PES
1 (71)
=5 Sup (T = T,) ® 14)(X)]|x
1X][1<1
1 d .
ST —Tolle <5 sup  [[(T'—T,)(A+iB)|[x
2 2 ||a+iBlh <1

Limitando novamente o supremo, utilizando que

([A+iBll +||[A=iBll) = |[A+iBlL, (72)

DN | —

1 , ‘
14][y = lI(A +4B) + (A —iB)|h <

entao:

N [T ®@ 14 < d sup |[(T = Tp)(A)llx
[

<d sup (T —-T,)(P—-Q)|h (73)
[[1P-Qll1<1

<2d sup [[(T = T,)(P)||y = 4dn,.[T]
IPlh<1
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