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Resumo: Este trabalho apresenta uma revisdo bibliografica sobre a definigéo
de “sequéncia aleatoria”. NO@s enfatizamos a definicdo de Martin-Lof e a definicdo
baseada em incompressividade (complexidade de Kolmogorov). Complexidade de
Kolmogorov é uma teoria sofisticada e profunda da informacéo e da aleatoriedade ba-
seada na maquina de Turing. Estas duas definicdes resolvem todos os problemas das
outras abordagens e satisfazem o0 nosso conceito intuitivo de aleatoriedade, sendo ma-
tematicamente corretas. Adicionalmente, apresentamos a abordagem de Schnorr que
inclui um requisito de efetividade (computabilidade) em sua definicdo. S&o apresen-
tadas as relacdes entre estas diversas definic6es de forma critica.
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Abstract:  This work is a survey about the definition of “random sequence”. We
emphasize the definition of Martin-L6f and the definition based on incompressibility
(Kolmogorov complexity). Kolmogorov complexity is a profound and sofisticated the-
ory of information and randomness based on Turing machines. These two definitions
solve all the problems of the other approaches, satisfying our intuitive concept of ran-
domness, and both are mathematically correct. Furthermore, we show the Schnorr’s
approach, that includes a requisite of effectiveness (computability) in his definition.
We show the relations between all definitions in a critical way.

Keywords: randomness, Kolmogorov complexity, Turing machine, computability,
probability.

1 Introducéo

Os matematicos do Século XX buscavam obter uma base matematica para teoria das
probabilidades. Esta base se constituiria em uma definicao formal de “seqiiéncia aleatéria”,
gue permitiria dar um significado ao célculo de probabilidades ao estilo do proposto por
Kolmogorov [20]. Esta axiomatizagdo, proposta por Kolmogorov, embora seja bem sucedida
no calculo de probabilidades, nada afirma sobre o significado da aleatoriedade dos fenéme-
nos fisicos. A busca por tal definicdo € um objetivo fundamental para dar suporte a toda a
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teoria das probabilidades e as aplicacBes praticas em estatistica. Veremos que este esforgo
foi plenamente recompensado, e a meta atingida através da complexidade de Kolmogorov.
Complexidade de Kolmogorov é uma teoria profunda e sofisticada da informacéo e da alea-
toriedade baseada em teoria da computabilidade [19].

Este trabalho apresenta uma reviséo bibliografica abreviada das principais teorias de-
senvolvidas com este propdsito. Procuramos enfatizar a teoria de Martin-Lof [28, 29] e sua
relagdo com incompressividade (complexidade de Kolmogorov). O assunto é apresentado na
ordem cronolégica do desenvolvimento das diversas teorias que foram propostas, assim como
procuramos mostrar as relagdes entre elas. E importante observar que, embora existam boas
revisdes bibliogréficas do assunto publicadas em inglés, como [33, 34, 35, 36], e um livro
bem completo [26], no Brasil nunca foi publicado um trabalho deste tipo. O texto é relati-
vamente auto-contido, embora algum conhecimenteatéa da medida [13] seja desejavel
para o entendimento das provas de alguns teoremas (particularmente o Teorema 5). Porém, o
nucleo da argumentacgéo pode ser entendido sem este conhecimento.

Veremos que este trabalho apresenta uma (surpreendente para muitos) identificacao
entrealeatoriedade e computabilidade, ambas apresentadas a partir de definicbes matema-
ticas. Ou seja, veremos que uma string aleatéria é aquela que ndo pode ser computada por
uma maquina de Turing. E esta é a grande motivacao do texto, ao resgatar na area de ciéncia
da computag&do um problema classico, que motivou em parte o desenvolvimento da teoria da
computabilidade, e que muitas vezes passa despercebido aos pesquisadores e estudantes da
area.

Além disto, embora originalmente proposta para resolver o problema de definir “alea-
toriedade”, a teoria apresentada nos anos sessenta, de forma independente, por Kolmogorov,
Solomonoff e Chaitin [26], acabou sendo aplicada em uma vasta gama de outras aplicacdes e
areas tais como: inteligéncia artificial, complexidade computacional, biotecnologia, etc.

Assim, neste texto, estamos interessados em formalizar o conceito de seqiiéncia ale-
atéria. Em primeiro lugar deve-se ter clareza que a definicao de aleatoriedade é dependente
da distribuicdo de probabilidade envolvida. Por exemplo, se estivéssemos tratando com uma
moeda simétrica (com iguais probabilidades de ocorréncia de cara e coroa), uma seqiéncia
em que ocorressem mais caras que coroas seria logo identificada como n&o aleatéria. J4 uma
moeda em que houvesse um desequilibrio entre suas faces, poderia resultar em uma sequiéncia
deste tipo, a qual seria tratada como aleatdria em relacéo a esta segunda distribuicao.

N&o iremos discutir aspectos fisicos do langcamento da moeda, tais como aceleracao,
velocidade, angulo de langamento, etc. Nem nos preocuparemos na possibilidade de tais
parametros serem manipulados para a obtencgéo de resultados “viciados”. Estes fatores sao
irrelevantes para a nossa discussao.

Vamos considerar, ha maior parte da discussao (excecao onde indicado), seqiiéncias
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obtidas pelo lancamento de uma moeda honesta (distribuicdo Bernoulli uniforme). “Honesta”
aqui significa que a moeda é simétrica e as probabilidades de ocorrer cara ou coroa sdo iguais
(p = 1/2). Representaremos esta sequéncia de eventos por uma string binéria infinita, em
que “1" e “0" representam “cara” e “coroa”.

E 6bvio que tais seqiiéncias (sequéncias infinitas) ndo podem ser obtidas no mundo
real. Kolmogorov j& havia advertido para o problema de embasar fenbmenos que sdo essenci-
almente finitos através de entidades infinitas [21]. Veremos que a abordagem de Kolmogorov,
baseada em incompressividade, tenta definir primeiro “aleatoriedade pontual” para entédo ge-
neralizar para o caso de seqiiéncias infinitas, usando o conceito de incompressividade dos
prefixos (teste seqiliencial). Originalmente Kolmogorov propds resolver o problema definindo
uma seqliéncia aleatéria como sendo aquela em que todos os prefixos sdo incompressiveis
[22, 23]. A idéia mostrou-se errada, pois tais sequéncias ndo existem ddliti@édo da
complexidade [34]. O problema foi resolvido pelo uso de uma definicdo de complexidade
gue garanta que o conjunto das descri¢des (programas para uma maguina univelsaf seja
de prefixo.

O Teorema 6 prova a equivaléncia entre a definicdo de seqiiéncia aleatdria de Martin-
Lof, baseada em conjuntos efetivos nulos, e a definicdo via incompressividade usando-se
complexidade de Kolmogorov. Finalmente, na Secdo 6 apresentamos a definicdo de Schnorr,
gue é uma definicdo mais “branda” de aleatoriedade. Nas conclusdes, faremos uma breve
apresentagdo de algumas aplicacBes da teoria apresentada neste trabalho.

2 Kollektivs de Von Mises

Toda a teoria das probabilidades baseia-se no calculo de novas distribuigdes de proba-
bilidade a partir de outras conhecidas. Toda esta teoria deve estar baseada em uma definicdo
matematicamente correta de “probabilidade” e “aleatoriedade”.

Muitos matematicos entenderam que o conceito de aleatoriedade deveria ser definido
como um fendmeno fisico, como o é “massa’, “gravidade”, “aceleracao”, etc. Ou seja, “alea-
toriedade” como ela aparece nos processos fisicos que ocorrem no mundo, como por exemplo
o langamento de uma moeda. Isto ndo quer dizer que deveremos nos aventurar em aspectos
como “mecénica quéntica”, fractais, etc. Mas que devemos obter uma formulagdo matematica
gue explique inteiramente o conceito. Assim, o conceito fundamental que deve ser compre-
endido é o deseqliéncia aleatdria, ja que é ela a resultante dos processos estocasticos, tais
como o langar sucessivo de uma moeda.

Von Mises foi 0 primeiro a propor uma solugdo para o problema de definir “seqiién-
cias aleatorias”. Sua definicdo se baseia na existéncia de seqléncias, que ele chamou de
Kollektivs, as quais possuelimite de freqliéncia relativa.
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Para ilustracdo, sejam as seguintes strings binérias:

11111111111111111111
01010101010101010101
01001101011000110101

Determinar qual delas é mais aleat6ria, a partir de suas probabilidades em particular,
nos conduz a um paradoxo, pois a teoria das probabilidades atribui igual probabilidade para
todas (a probabilidade de ocorrer uma dada string binaria de tamaméndistribuicao Ber-
noulli uniforme é2—7, assim, todas as trés strings do exemplo tem probabil@ad. No
entanto, duvidariamos que as duas primeiras pudessem ter sido geradas como resultado do
lancamento sucessivo de uma moeda honesta [34].

A tentativa de definir “sequiéncia aleatoria” como sendo uma sequiénmievisivel
pode nos conduzir a um segundo problema.

A teoria do limite de freqiiéncia relativa interpreta uma probabilidade como uma ra-
z80 entre resultados favoraveis e o total de tentativas. Tal raz&o deve convergir para um valor,
digamosp, a medida que o numero de repeticdes do experimeteade a infinito. Assim,
por exemplo, se estivéssemos falando de lancamentos sucessivos de uma moeda honesta,
lim,,_,00 A(n)/n = 1/2, ondeA(rn) é o numero de resultados favoraveis. Dizemos que uma
sequéncia émprevisivel se um jogador ao apostar nos resultados do experimento, segundo
uma regra de pagamento que consigeirgio obtera melhores resultados com qualquer pos-
sivel e imaginéaria estratégia de apostas do que obteria ao acaso (como exemplo de esquema
de apostas poderiamos tomar a regra “apostar em cara apés a ocorréncia de trés coroas segui-
das”). Ou seja, 0 jogador ndo podera ter ganhos infinitos com nenhum esquema de apostas
gue possa usar.

O problema aparece ao nos perguntarmos o0 quao longa deve ser a sequéncia para
garantir a convergéncia. Podemos dizer que a probabilidade estara na fakkeeqeara um
n grande o suficiente, ou seja, para um- ny (nossa definicdo fica dependendaden).
Mas assim, fica evidente que nossa defini¢éo de probabilidade é uma definigdo circular [34].

Von Mises prop6s resolver estes problemas dividindo todas as seqiéncias infinitas em
sequéncias aleatérias (que ele chamou de Kollektivs, e n6s mantivemos no original neste
texto), sequiéncias estas que possuem limite de freqiiéncia e sédo apropriadas ao calculo de
probabilidades, e outras seqiiéncias que ndo sdo de interesse da teoria das probabilidades.
Ele usou evidéncias empiricas para postular a existéncia dos Kollektivs [34]. A Definigdo 2
apresenta a formalizag&o da idéia de Von Mises.

Definimos{0, 1} como o conjunto de todas as strings binarias com um ou mais di-
gitos, e{0,1}° como o conjunto de todas as strings binarias infinitas unidirecionais. Se
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x € {0,1}7J{0,1}* ex = zox1m073 - -+ €NtAOT(, 71, T2, ... SAO OS sucessivos digitos
binarios der. Cadax € {0,1}° determina um namero re@lzoz z2 - - - (pode ser repre-
sentado também contioz) no intervalo[0; 1) C R, fechado a esquerda e aberto a direita. Se
2 € uma string binaria de tamanho maior ou igualentdoxr™ = zgxz1x3 - - - ,_1, OU S€ja,

™ denota a seqiiéncia formada petogsrimeiros digitos binarios de.

Definicdo 1 Uma regra de selecdo de posigéama funcéo parcial ¢, que mapeia do con-
junto das strings bindrias finitas para os valores {V, F'}, ¢ : {0,1}* — {V,F}, e que
seleciona o indice k < n de uma string binariaz = oz - 2,1 S ¢(2F) = V. A sub-
seqliéncia obtida pela aplicagdo de ¢ € x i, xx, xk, - - -, ONde xzy, €inserido na sub-sequéncia
seo(xh) =V, ep(xF*1) = F paratodo k tal quek; 1 < k < k; — 1.

Uma regra de selecado de posicao € uma funcao parcial que seleciona uma sub-seqiién-
cia de uma sequéncia dada pelo valor calculado da fufi¢éa '), ou seja, a funcao “extrai”
uma nova seqiiéncia a partir de uma sequiéncia dada.

A Definicdo 2 baseia-se claramente no problema das mesas de jogos, ao definir uma
sequéncia aleatéria como sendo aquela cujo limite de freqliéncia relativa converge (ou seja,
existe uma probabilidade de sucesso no jogo) e, além disto, impede que um esquema de
apostas seja capaz de “quebrar a banca” (item (2) da Defini¢cdo), exigindo que esta conver-
géncia seja satisfeita por qualquer sub-seqiiéncia da seqiiéncia dada obtida a partir dela pela
aplicacdo de uma funcéo (esquema de aposta).

Definicdo 2 Uma seqiiéncia bindria infinita z = xgzi22---, € uma seqiéncia aleatoria
(Kollektiv) se:

L lim,, o 2205 — gy

2. Toda sequéncia z , zx, Tk, - - - , Obtida de z pela aplicacéo de algumaregra de selegédo
de posicdo admissively, deve satisfazer o item 1 desta Definicao.

Isto significa que a sequéncia infinita original e todas as possiveis sub-seqiiéncias
obtidas por alguma regra de selecao de posi¢cao admissivel devem possuir um mesmo limite
de frequiéncia. E importante observar que a Definicdo 2 n&o define o que é uma regra de
selecao de posicaamissivel.

Existe evidéncia empirica que o item (1) da Definicdo 2 é satisfeito. Mas nenhuma
evidéncia empirica pode garantir a convergéncia. Eventualmente, a seqiiéncia diverge a partir
de algum ponto. O problema é que todo experimento no mundo real € finito, e a evidén-
cia empirica ndo pode garantir uma definicdo que exige uma sequéncia infinita. Quanto ao

RITA e \olume VIl « NUmero 1e 2001 79



1€0Ias Ua Alcalllicuauc

item (2), ele garante que nenhum esquema de apostas, usando alguma fungéo parcial como
regra de selecéo de posi¢do admissivel, pode selecionar alguma sub-seqiéncia em que seja
possivel obter ganhos infinitos.

Um problema que aparece € o uso de fun¢des parciais como regras de sele¢éo de
posicdo. Seja, por exemplo, a fungéo pargig(z’) = V sez; = 1 e indefinido caso
contrario [34]. Entdo, para a sub-seqliéncia selecionada,1. Se permitirmos funcdes
comog, entdo nao existem Kollektivs.

3 Funcdes de Sele¢cédo de Wald-Church

Para viabilizar a proposta de Von Mises, Wald prop6s tomar apenas um conjunto con-
tavel de fun¢des para ser usado como regras de sele¢éo de posicdo. Fazendo isto, os Kollek-
tivs passam a existir e a Defini¢do 2 faz sentido [34].

Church prop6s que fossem tomadas como regras de selecé@o de posi¢édo apenas as fun-
¢Oes parciais recursivas. Isto significa que uma seqiiéncia aleatéria seria imune apenas a toda
tentativa de ganho infinito baseada em uma estrat@gputavel (sobre computabilidade
veja [19]).

Assim, podemos reescrever a Defini¢do 2 restringindpenas as fungfes parciais
recursivas. Estas seqiiéncias sdo chamadsChurch aleatérias.

Ainda existe um problema com esta definicdo: Existem sequéncias Wald-Church ale-
atériasz, com limite de frequéncia dé/2, mas que satisfazerE:f:’O1 x;/n > 1/2, para
todon [34]. Estas seqiiéncias permitem ganhos infinitos se o jogador apostar no “1”, o que
obviamente invalida a seqiiéncia de ser aleatéria num sentido mais amplo.

4 Definicdo de Martin-Lof

A definicdo de sequiéncia aleatdria proposta por Martin-Lof [28, 29], isenta das di-
ficuldades das outras abordagens apresentadas nas duas Secfes precedentes, é baseada em
conjuntos efetivos nulos e na existéncia de uonjunto efetivo nulo maximal (veja também
[33, 34, 36]). Ela é uma abordagemantitativa e baseada em teoria da medida [13, 16].

Teoria da medida tem seus fundamentos nas areas de andlise, Calculus e espagos mé-
tricos, e foi desenvolvida como uma generaliza¢édo do calculo de areas e volumes. Suas prin-
cipais aplicacdes estdo no calculo de integrais, para 0s casos nos quais a integral de Riemann
nao pode ser aplicada, e na teoria das probabilidades, ao permitir o calculo de probabilidades
em espacos “exéticos”. A idéia de “medida” fica bem compreendida se pensarmos em medir
o tamanho de conjuntos, mesmo que eles sejam ndo contaveis ou “mal comportados”, como
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€ 0 caso, por exemplo, do conjunto de Cantor [27]. Uma medida pode ser entendida como
uma probabilidade (neste caso é chamadaatikda de probabilidade).

Na abordagem de Martin-L6f isto é importante pois ele identifica “aleatoriedade” com
“propriedade de ser tipico” (ou seja, com alta probabilidade de ocorréncia). Assim, a “me-
dicdo” do tamanho de conjuntos torna-se central, e determina se os elementos de um dado
conjunto sdo aleatdrios ou néo.

Considere o conjunto de todas as seqiiéncias binarias infinitas geradas pelo langamento
de uma moeda honesta. Intuitivamente nés chamamos uma seqiiéncia “aleatéria” se ela é
tipica [33], porque ela é representativa dedliasse de sequéncias. “Tipico” aqui significa
“desprovido de caracteristicas peculiares”. Se ela ndo é tipica, entdo ela é “especial”, pois
possui alguma propriedade que a distingue das demais (por exemplo, uma seqiiéncia em que
cada coroa é seguida por uma cara). As seqiiéncias especiais formam um conjunto com
medida zero (significando que tem baixa probabilidade de ocorrerem).

Temos que ter cuidado com o que chamamos de “especial’. Se a propriedade “ser
aleatério” é considerada como “especial”, entdo obtemos um evidente paradoxo.

Paradoxos (ou antinbmias) sdo bastante freqiientes na histéria da matematica. Pode-
mos citar o famoso “paradoxo do barbeiro”, de autoria de Bertrand Russel, que diz que “o
barbeiro é aquele que barbeia os homens que ndo se barbeiam a si proprios”. O paradoxo
€ obtido ao perguntar se o barbeiro se barbeia a si préprio [30]. Obteriamos um paradoxo
semelhante ao identificar aleatoriedade com “ser especial”.

Entendemos como tipico um individuo que é representativo de sua classe. Por exem-
plo, se dissermos que Jodo Vitor é um tipico menino de trés anos de idade, queremos dizer
gue além de Jodo Vitor possuir trés anos de idade, ele também possui todas as caracteristicas
especificas que o distinguem como pertencente a classe dos meninos de trés anos de idade.
Ou seja, ele possui todas as propriedades que sdo compartilhadas por todos os meninos de
trés anos de idade.

Podemos dizer que as sequiéncias tipicas sdo aquelas que respeitam todas as leis da
aleatoriedade (estocasticamente falando), tal como a Lei dos Grandes Numeros [16, 17].
Cada sequéncia satisfazendo uma destas propriedades pertence a uma “maioria”. Assim,
uma sequéncia tipica pertence a todas as maiorias, ou satisfaz todas as leis de aleatoriedade.
Logo, o conjunto das seqiiéncias aleatorias seria a interseccao de todas estas maiorias.

Isto nos conduz a um problema: Cada sequén@a particular induz um teste de
aleatoriedade), = {0,1}>° — {z}, que a exclui de uma maioria. Assim, a intersecgéo de
todas as maiorias seria vazia, ou seja, nao existiriam seqiéncias aleatérias!

De outra forma podemos dizer que um elemente () é tipico se qualquer subcon-
juntoU € Q que contém uma parte pequenddaao contém:. Mas isto nos conduz a dizer
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que qualquer ndo é aleatdrio poi§z} contémx e € uma parte pequena e Assim, retor-

nando ao nosso exemplo com criancas de trés anos de idade, cada uma pode ser considerada
um individuo atipico, porque seus gostos pessoais especificos forma uma classe pequena do
conjunto de criancas [33].

Martin-L6f resolveu este problema restringindo as leis de aleatoriedade (testes de alea-
toriedade) apenas aos testes efetivos (computéveis). Isto significa que apenas “regularidades”
computaveis serao testadas, nada interessando eventuais “regularidades” ndo computaveis,
por ndo serem mecanicamente detectaveis.

A ocorréncia de uma seqiéncia “regular” no langamento de uma moeda honesta é
um acontecimento “especial” ou “notavel”. Por exemplo, se a seqiiéncia possuisse um “1”
apos a ocorréncia de dois “0” consecutivos ela seria “especial”, e a sua propriedade poderia
ser facilmente testada. Ela ndo possuiria as propriedades estocasticas necessarias para ser
considerada aleatéria.

Aqui entendemos “regularidade” no sentido da seqiiéncia possuir alguma propriedade
estocastica que a exclui do conjunto das seqiiéncias aleatérias. Martin-L6f propde que estas
propriedades devem ser testadas usando-se alguma funcdo parcial recursiva (teste de alea-
toriedade), que exclui aquelas consideradas “especiais”. Assim, a definicdo de Martin-Lof
propde a existéncia de um conjunto de sequéncias, ditas aleatérias, que possui complemento
recursivamente enumeravel.

Seja o conjunta C {0,1}°°. Dizemos queX é umconjunto nulo sePr(X) é defi-
nido ePr(X) = 0. Uma outra forma de definir conjunto nulo é apresentada na Defini¢éo 3.

Denotamos o tamanho da string binatinimero de digitos binarios dg como|z|.
Chamamos: prefixo de z sez = zy (2 € a concatenacao dee y). Definimos ocilindro
I';, denotando o conjuntfa € {0,1}°,|z| =n : a™ = z}, ou Seja, o conjunto de todas as
strings binarias infinitas que tem como prefi®d. Um cilindro define geometricamente um
sub-intervalo no intervalf; 1) C R. Assim, por exemplol', pode ser associado com o
intervalo[0.x; 0.2 4 2~1#1) [26]. O cilindroT define umanedida trivial (dada pelo tamanho
dos intervalos) no interval®; 1).

Definicdo 3 X < {0, 1}°° é um conjunto nulose para todo € > 0 existe uma sequéncia de
strings binarias xq, x1, x2 . . . tal que:

L Xcl,, Uy, UTw, U+
2.2 27wl < g

Na Definicéo| J;°, Iz, € chamado deoberturade X . Os intervalog™,, formam uma
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topologia [27] em[0; 1) e representam subconjuntos de Borel[em ) [13]. A Definicéo 4
estende a anterior adicionando um requisito de efetividade.

Definicdo 4 X C {0, 1}°° éumconjunto efetivo nulee existe um algoritmo que recebe um
nimero racional e > 0 como entrada e enumera o conjunto de strings {z o, z1,z2 ...} tal
que

1. XCFxUUF.mUFﬁCQU”';
2. 30 27wl <6

Observe que podemos substituir, na Definicdo gor2 =™, m > 0, e < por < em
(2), sem perda de generalidade.

A Definigdo 4 diz que um conjunto efetivo nulo € um conjunto com medida zero (dado
peloe que pode ser tdo pequeno quanto se queira) que pode ser efetivamente (algoritmica-
mente) gerado. Ou seja, se 0 conjunto é nulo e recursivamente enumeravel.

Qualquer subconjunto de um conjunto efetivo nulo é também um conjunto efetivo
nulo. Um conjunto unitaridz} é um conjunto nulo se é computavel (ou ndo aleatorio).

Por “algoritmo de cobertura” para um conjunto efetivo nulo nés entendemos o algo-
ritmo mencionado na Definicéo 4.

Lemal Sga Xy, X1, Xo,... uma seqiéncia de conjuntos efetivos nulos tal que existe um
algoritmo que, paratodoi > 0 ee > 0, produz algum algoritmo de cobertura para X ;.
Entéo, | J;=, X € um conjunto efetivo nulo.

Prova: Para obter uma e-cobertura de J X;, nds obtemos uma (e/2)-cobertura de
Xo, uma (¢/4)-cobertura de X, uma (¢/8)-cobertura de X, e assim por diante. Para
gerar esta cobertura combinada, nds usamos o algoritmo, dado no enunciado, que produz
coberturas para X; a partir dei.

O Lema 1 prova que a unidmntavel (ou seja, em que o niumero de operacdes de
unido é equipotente ao conjunto dos nimeros naturais) de conjuntos efetivos nulos também é
um conjunto efetivo nulo.

O Teorema 1 prova que a unido de todos os conjuntos efetivos nulos é um conjunto
efetivo nulo. Ou seja, prova a existéncia de eonjunto efetivo nulo maximal [28, 29, 33].

Teorema 1 Existe um conjunto efetivo nulo maximaisto € um conjunto efetivo nulo M tal
que X C M paratodo conjunto efetivo nulo X .
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Prova: N&o podemos usar o Lema 1 para todos os conjuntos efetivos nulos pois o
Lema se aplica a um conjunto contavel deles, e o conjunto de todos os conjuntos efetivos
nulos ndo é contavel (ja que qualquer subconjunto de um conjunto efetivo nulo também é um
conjunto efetivo nulo). Devemos, ao contrario, considerar todos os algoritmos de cobertura
(ja que o conjunto dos algoritmos € contével).

Para um dado algoritmo, que a partir de um ndmero racional positivo gera strings
binarias, ndo podemos determinar efetivamente se ele € um algoritmo de cobertura ou nao.
No entanto, podemos faze-lo por aproximacdo. Se um algoritmo, paraumdado ¢ > 0, gera
strings o, 21, &2, . . ., NOs podemos verificar se 2170l 4 ... 4 2-12+l < ¢ ou n&o. Se nao,
nos apagamos z, da sequiéncia gerada. Sgja A’ o algoritmo modificado obtido a partir de
A. Sabemos que:

1. Se A éumalgoritmo de cobertura de algum conjunto efetivo nulo, entédo A’ é idéntico
a A (a condicao nunca é violada);

2. Paraqualquer algoritmo A, A’ éumalgoritmo de cobertura de algum conjunto efetivo
nulo.

Podemos usar 0 mesmo argumento do Lema paratodos osalgoritmos A{, A}, A5, . . .,
onde Ay, A1, As, ... é a seqiiéncia de todos os algoritmos que recebem como entrada um
racional positivo e geram strings binarias.

Assim, o conjunto efetivo nulo maximal contém todos os conjuntos efetivos nulos. Isto
equivale a afirmar a existéncia de ueste de aleatoriedade universal, capaz de encontrar
toda e qualquer regularidade (computavel) em uma seqiéncia qualquer. Resolve-se assim
os problemas que as outras abordagens para definicdo de aleatoriedade tinham, pois este
conjunto maximal contém realmertelas as seqiéncias ndo aleatdrias.

Definicdo 5 Uma sequiéncia x de zeros e uns é chamada (Martin-L6f) aleatériacom respeito
a medida de Bernoulli uniforme se 2 ndo pertence ao conjunto efetivo nulo maximal.

Uma outra forma de dizer isto é afirmar quado pertence a nenhum conjunto efetivo
nulo.

As Definicdest e 7 apresentam a idéia testes de aleatoriedade e generalizam a
definicdo de aleatoriedade apresentada até aqui (baseada em distribuicdo Bernoulli uniforme)
para distribuicdes de probabilidade quaisquer. Importante afirmar que, no caso de seqiiéncias
finitas, s6 podemos falar egraus de aleatoriedade (e por isto a existéncia dasveis de
significancia nas definicdes que se seguem), pois tal conceito sé se torna absoluto quando
aplicado a sequéncias infinitas.
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Definicdo 6 Sgja P uma distribuic&o de probabilidade recursiva sobre o espago amostral S.
Umafuncdo o : S — N éum P-teste(teste de Martin-Ldfse:

1. 6 éenumeravel (o conjunto V' = {(m;x) : §(x) > m} érecursivamente enumeravel);

2. Y {P(z) : 6(x) > m,|z| =n} < 27™, paratodo n.

A fungdoJ testadeficiéncia de aleatoriedade. Assim, a expressai{x) > m rejeita
x com nivel de significAncia—"™. As regides criticas associadas ao teste sdo 0s conjuntos
Vi = {z : 6(x) > m} [28, 34].

Observe que as regides criticas séo aninhadas, oulsgj@ V.11, param > 1.
O complemento da regiéo critidg,, € chamado de intervalo de confiari¢a— 2~"™). Se
x € V,, entdo % € aleatdrio” é rejeitado com nivel de significanzia™.

A definicdo de Martin-Lof é adequada no sentido que para cada conjuntdnao
propriedade “ndo pertenceX’ vale para todas as sequiéncias aleatérias.

Devemos, a partir da definicdo deatoriedade pontual dada na Defini¢édo 6, genera-
lizar para o caso de seqliéncias infinitas, através do conce#stelseqiiencial, que significa
aplicar a defini¢cdo anterior aos prefixos da seqiiéncia aleatdria e tomar o supremo.

A Defini¢do 7 introduz esta idéia deste seqiiencial. Nela, 1(.) € umamedida de
probabilidade no espago amostrgl, 1} com relagéo a-algebra dos intervalos ef@; 1).
u(.) é simplesmente umaedida de probabilidade que generaliza a medida trivial que usa-
mos até agora, e @algebra é uma forma matemética de definir um espaco amostral, sobre
o qual se aplica a medida, de forma mais genérica. Mais informagdes sobre teoria da medida
podem ser encontradas em [13].

Definigio 7 Sgja  umamedida de probabilidaderecursiva sobre o espaco amostral {0, 1} *°.
Umafuncdototal ¢ : {0,1}°° — NU{occo} éum u-teste seqliencial (u-teste de aleatoriedade
seqliencial de Martin-Lof) se:

1. 6(z) = sup, en{y(z™)}, onde~ : {0,1}* — N é uma funcéo enumeréavel total (V' =
{(m;z) : v(x) > m} éum conjunto recursivamente enumeravel);
2. p{x:6(x) >m} <27™ paracadam > 0.
O item 1 é aquele que se aplica sobre os prefixas(@€') e toma o supremo (que € o
limite do valor dey(x™)). J& o item 2 afirma simplesmente que os conjuntos com menor me-

dida sdo aqueles que excedem um determinado vakemado como nivel de significancia
(0(x) > m e o nivel de significancia&=).
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Sed(z) = oo entdo dizemos que falha parad, ou qued rejeitaz. O conjunto dos
x rejeitados pop tem, por definicdou-medida zero (baixa probabilidade de ocorrerem em
um processo estocastico). Ou seja, estes rejeitados sdo considerados “néo tipicos” ou “nao
aleatérios”.

5 Complexidade de Kolmogorov e Incompressividade

A complexidade de Kolmogorov foi proposta como uma teoria da informagéo baseada
no tamanho do menor programa para uma maquina universal [12] que computa uma deter-
minada saida (string binéria) [22, 23, 26]. Kolmogorov pretendia definir uma string binéria
aleatéria como sendo aquela cuja menor descrigdo ndo é muito menor que a propria string
(este conceito chama-se iheompressividade).

A idéia original de Kolmogorov tornou-se possivel quando foram admitidas apenas
descricdesivres de prefixo. Esta exigéncia estd muito relacionada com a desigualdade de
Kraft (veja Teorema 3), expressdo muito conhecida na teoria da informacao classica. Isto
significa simplesmente que basta os programas conhecerem seu préprio tamanho. Isto nao
€ uma exigéncia absurda, ja que a maioria das linguagens de programacdo possui algum
comando que indica o fim do programa (como por exemiblo. do PASCAL).

Esta idéia de “tamanho do menor programa” est4 associada a idéia de “caético”, no
sentido de “desordem” ou “entropia” (veja [11]), embora parec¢a contraditério estarmos ten-
tando definir formalmente algo que dizemos “desordenado”, pois tal definicdo representa-
ria uma “ordenacdo”. Esta idéia de aleatoriedade associada ao tamanho da descri¢cdo das
strings pode ser entendida simplesmente ao confrontarmos a possibilidade de definir o nu-
mero 1.000.000.000, na base 10, simplesmente ciifp enquanto teriamos dificuldade
de fazer o mesmo com o nimero 5.359.871.331, formulado ao acaso. Podemos intuir dai
uma importante propriedade do conjunto de todas as seqiiéncias: a esmagadora maioria das
sequéncias sao irregulares, simplesmente, por um argumento de contagem, porque faltam
descri¢Bes curtas suficientes para descreve-las.

E importante observar que esta definicio, sendo bem sucedida em definir “seqiién-
cias aleat6rias”, vincula o conceito formal de “computabilidade”, como definido por Turing,
Church e outros [19], com o conceito de “aleatoriedade”, como aplicado na area de probabi-
lidade e estatistica.

Um conjuntog C {0,1}" élivre de prefixo se nenhum elemento d&é prefixo de
outro elemento dg. Umacodificagdo bindria £ : {0,1} ™ — {0,1}* é um mapeamento
sobre o conjunto de todas as strings binarias de tamanho maior que zero. O mapdéamento
associa umaalavra de codigo E(x) para cada string. Se o conjunto de cédigos gerado
pela codificacad é livre de prefixo, chamamds de codificacdo livre de prefixo.
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Consideremos uma maquina de Turikique a partir de uma string bindgi@omputa
a saidar, M, = z. NOs dizemos queé interpretap como uma descri¢éo de Em outras
palavrasp é um M-programa que produz. Supomos que s¢1,, esta definida entas1,,
ndo esta definida para nenhum prefixde p. Obtemos isto através do uso de codificagao
livre de prefixo e chamamos estes programa dgramas auto-delimitados. A maquinam
gue recebe como entrada programas auto-delimitados é chamada de méquina de Turing de
prefixo.

Definicdo 8 Sgja M uma maquina de Turing de prefixo. A complexidadeX x(z) de uma
string binaria z é o comprimento da menor descri¢do p, usando-se codificagdo livre de pre-
fixo, tal que M, = z,

Kpm(z) = min |p|.

Se ndo existe uma descricio p de x entdo dizemos, por definicdo, que K aq(x) = oc.

Resta provar que a complexidade definida desta maneira € invariante com relacéo a
maquinaM escolhida para expressa-la, permitindo reesctBvef(x) comoK (z). Isto sera
feito no Teorema 2 usando-se a propriedade da maquina universal de simular qualquer outra
méaquina na enumeracad o, M1, Ms, ... das maquinas de Turing (ou dos programas para
a maquina de Turing).

Denotamos a sequiéncia deepeticdes de um simbolocomoa *”. N6s codificare-
mMos as maquinas da enumera¢ao mencionada como

1 vezes

—— .
T11---10p = 1%0p,

significando que a maquina universal espera encontrar concatenado a esquerda da descricao
p uma descri¢do de qual maquina ira simular. Ou seja, a maquina unideirsasimular a
execuc¢do do programeem M ;, ai-€sima maquina da enumeracgéo padrao.

Teorema 2 (Teorema da Invariancia) Existe uma maquina I/, chamada universal tal que
para qualquer méquina M e string binéria x, e paraalgume > 0, Ky (z) < Kpm(z) +ce
¢ depende de M, mas ndo de z.

Prova: Para K ((x) = oo a desigualdade é trivialmente verdadeira. Podemos mos-
trar uma maquina universal simulando outra maquina qualquer. Por exemplo, considere a
maquina universal U tal quef,-ig, = M;,, onde M; € ai-€sima maguina na enumeracao
das méquinas. Suponha que M é a n-ésima maquina na enumeracdo, ou sgja, M , = M.
Logo,
Kpm(z) = min |p|

p=7T
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Ky(r) = min |1*”0p|:umin pl+n+1=Kum(z)+n+1.

Uysnogp=2 1%¥n0p =T

Ou sgja, o limite superior da complexidade expressa emif é K o((z) +n+ 1 e eventu-
almente existeump’ tal quelt,y = z elp’| < |p| +n+1. Assim, Ky (z) < Kap(z) +n+1.
Tomando ¢ = n + 1 prova-se 0 Teorema, com ¢ dependendo apenas de M.

Definicdo 9 Se K (x) > |z| — ¢, paraalgume > 0, dizemos que x é c-incompressivelSe
existe um ¢ tal que x é c-incompressivel, entdo dizemos que x € incompressivel

Tomemos como exemplo para ilustrar a Definicdo 9 as sequiéncias apresentadas no
inicio da Sec¢do 2. A primeira seqiiéncld,111111111111111111, que tem tamanho
vinte bits, poderia ser computada pelo programa:

FOR I =1 TO 20 PRI NT 1

cujo tamanho dog20 + O(1), ondelog(.) é o logaritmo na base 2 @(1) é a notacéo
assintética para constante. J& por sua vez a terceira seqidéri4,101011000110101,

teria que ser computada por um programa que tivesse a mesma armazenada literalmente no
proprio programa:

PRI NT 01001101011000110101

Resulta que a segunda string, diferentemente da primeira, ndo poderia ser computada
por um programa que fosse significativamente menor2gu® tamanho da propria string,
sendo esta segunda string, segundo a defini¢cdo, incompressivel.

Isto indica a possibilidade de definirmos uma seqiiéncia aleat6ria infirgtamo
sendo aquela em que, para algum» 0, K(z™) > n — ¢, para todon, vinculando, desta
forma, o conceito de incompressividade ao de aleatoriedade. Provaremos mais adiante que
esta definicdo é matematicamente equivalente a definicdo de Martin-Lof.

O Teorema 3 é um resultado classico e bem conhecido de teoria da informacéo e sera
usado para provar uma propriedade important&’de.

Teorema 3 (Desigualdade de Kraft) Toda codificacdo livre de prefixo E satisfaz a desigual-
dade}", ., 27 1*l < 1, onde o € 0 conjunto de codigos gerados por E.

Prova: Mostramos na Figura 1 uma arvore que ilustra todos os possiveis caminhos
para obter uma string binaria. A &rvore segue infinitamente para baixo. Cada caminho
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N
VN VAN
A4 N4 BVAY

000 001 010 011 100 101 110 111

Figura 1. Arvore da codificag&o binaria

2N
OOy \\i
2N

010

Figura 2. Arvore mostrando codigos livres de prefixo

representa uma string binaria. Podemos ver na Figura 2 os pontos marcados indicando trés
codigos livres de prefixo (estes codigos foram tomados como exemplo, ndo tendo influéncia
no resutado da prova do Teorema), desde que nos caminhos abaixo dos pontos ndo exista
nenhum outro cédigo. S8o eles00, 010 e 1.

Para alocar um cddigo na &rvore devemos caminhar pela arvore comegando pela
raiz. Uma vez chegando a um ponto de bifurca¢do na arvore, devemos tomar uma de duas
acoes:

e Neste ponto ja foi encontrado um cédigo, entdo pare;
e Ainda ndo é um codigo, entdo mova-se mais um passo para baixo com Pr(0) =
Pr(1) = 1.

ApGs caminhar n passos na arvore nés podemoster terminado emalgumnivel m < n
se encontramos um codigo (pois os codigos sao livres de prefixo), ou podemoster atingido o
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o N
AN AN

Figura 3. Arvore mostrando a conservagéo da probabilidade

/\
NoooA
7

ool

nivel n sem encontrar um codigo. De qualquer forma a probabilidade de qualquer caminho
na arvore pode ser calculada como:

e Caminho comn bits (ndo encontrou cédigo): Pr(z™) = ( )"

1
2
e Caminho comm < n bits (encontrou codigo): Pr(z™) = ()™

Pela propriedade da conservagcédo da probabilidadesoma das probabilidades de
gualquer nivel da arvore deve ser igual a 1. Ilustramos esta propriedade na Figura 3. Nesta
figura apresentamos uma arvore hipotética em que o desenvolvimento de trés niveis da ar-
vore resultou em uma codificagdo encontrada no nivel 2 (codigo 01). Podemos somar as
probabilidadesobtendo1/8 +1/8+1/4+1/8+1/8+1/8+1/8 = 1.

Desta forma podemos dizer que

RO Ot

cédigos com |z|<n caminhos ainda nao terminados

SENOE

caminhos ainda nao terminados

> (3)=

cédigos com |z|<n

Como

segue que
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Tomando o lim,, ., obtemos

moy () -x()

cédigos com |z|<n

e esta completa a prova.

Teorema 4

> 2 Km <y

z€{0,1}+

Prova: Trivial. Conseqgiiéncia da desigualdade de Kraft.

O Teorema 5 apresenta um resultado profundo de complexidade de Kolmogorov que
serd importante para a argumentagéo que se seguira (veja mais sobre este resultado em [8, 14,
26]) . Nele afirmamos a existéncia de uma semi-medida enumeravel discreta universal.

A teoria das semi-medidas estende a teoria da medida [13] (veja uma reviséo de teoria
das semi-medidas em [26]). Uma semi-medida enumeravel é uma semi-medida cuja fungéo
(real ou discreta) ndo é computavel (funcdo parcial recursiva, como definida por Turing,
Church e outros), mas pode ser aproximada por cima ou por baixo, com a precisao que se
queira. Tal definicdo é bem menos restritiva que a exigéncia de ser computavel, ndo tornando
assim o conjunto das fun¢Bes sobre as quais se aplica tdo restrito, como poderia parecer a
principio.

Teorema 5 K (z) < —logu(xz) + O(1), para qualquer semi-medida enumeréavel discreta
u(.), ondelog(.) denota o logaritmo na base 2, e O(1) é a notag&o assintética denotando um
termo constante.

Ou seja, o Teorema afirma qRe’(*) é uma semi-medidaniversal, que pode subs-
tituir qualquer outra semi-mediggz) (por dominag&o [26]).

O Teorema 6 coroa o presente trabalho fornecendo uma prova da equivaléncia entre a
definicao de seqliéncia aleatdria de Martin-L6f e a definicdo via incompressividade.

Teorema 6 Uma sequénciax = zox1x2x3 - - - € Martin-Lof aleatGriase e somente se, para
alguma constante ¢ > 0, K (z™) > n — ¢, paratodo n.

Prova: (Se) Basta provar que o conjunto N das seqiiéncias z com K (z™) < n — ¢,
para qualquer n, € um conjunto efetivo nulo. Devemos observar que:
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1. N éenumeravel;

2.3 en2 < 27e

A primeira afirmacéo € trivial pois K (.) é co-enumerdvel. A segunda afirmag&o pode ser
facilmente provada pois:

K(x) < |z|—c¢
—lz| < —K(z) -
9-lzl L 9-K(z)g—c
ookl < gy oK) (1)

Dotk < g7 )

A passagem de (1) para (2) € devido ao fato que ) 2~ K(2) pela desigual dade de Kraft, é
uma série que converge (veja Teorema 4).

(Somente se) Observe que podemos definir uma fungdo computavel f que recebe um

valor ¢ > 0 qualquer euminteiroi = 0,1,2,...egeraacobertural’ s o), [fic,1), Dre,2)s - - -

que cobre N e tem medida no maximo 2 ~2¢. Observe que esta seqiiéncia existe e pode ser
efetivamente gerada.

Considere afuncdo g(c, i) = | f(c, )| — c. Assim, para umdado c,

22 g(e,i) 22 [flc,d)|+e 222 [ fle,d)] 2622 |fcz)|<2c2 202270.

Portanto, a soma ", 279(>%, sobre todos os ¢ e i, ndo excede 1, pois esta série &

obviamente convergente. Isto garanteque 3 2-9(%) é uma semi-medida enumeréavel, ja que
g(c, 1) é computével, desde que evitemos que ocorram coincidénciasdo valor de f(c, i) para
diferentes pares (¢, ). Entéo, considere a semi-medida

) =) {279 f(e,i) = x}.
u(.) éenumeravel por baixo, porque f e g s8o computavels.
Sabemosque K (z) < —log u(z)+O(1) (Teorema5) e, fixando umpar (¢, i) obtemos
K(f(e,1)) <g(c,1) + O(1) = |f(c,1)| — ¢+ O(1).

Observeque f (¢, 7) sao os prefixos das seqliéncias que pertencema N. Isto completa a prova
do Teorema.
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6 Definicdo de Schnorr

Schnorr propds uma modificacao na definicdo de Martin-Lof, pela adicdo de um re-
quisito a mais [33]. Esta nova definigdo estabelece um conjunto de strings tipicas que € maior
gue o da definicdo de Martin-Lof.

Nesta nova abordagem, um conjutfoC {0, 1} > é chamadaonjunto efetivo nulo
de Schnorr se existe uma funcgég(e, 7), definida para todos os nlimeros racionais 0 e
naturaisi > 0, e uma funcaeomputavel ¢(e, n), definida sobre todos os racionais; > 0,
tal que:

1. X c U2 Ty, paratoda > 0;
2. Y2 o ye,q)) < e paratoda > 0;
3. ZDQ(M) w(T¢e,s) < nparatoda,n > 0.

A condigdo adicional (3) implica que a séf€, 1(T'¢(. ;)) convergira para um valor
menor ques (pois existem menos termos a serem somados que satisfazem (3)) e que, além
disto, convergira de forma efetiva.

Convergir de forma efetiva significa que para cada 0 podemos encontrar de forma
algoritmica um valor que néao difere da soma da série maig.qso significa que esta série
pode ser aproximada de forma computavel. Para isto € necessario que as fung®egam
totais (requisito que inexistia na definicdo de Martin-Lof).

A versdo de Schnorr da definicao de seqliéncia tipica implica que:

1. Para a distribuicdo Bernoulli uniforme (e para todas as distribui¢es usuais) ndo existe
um conjunto nulo maximal. Basta observar que para todo conjunto efetivo nulo de
Schnorr existe uma seqiiéncia computavel que ndo pertence ao conjunto. Assim, o
conjunto{z} é um conjunto efetivo nulo de Schnorr para cada sequéncia computavel
x, 0 que impede a existéncia de um conjunto maximal;

2. As seqliéncias tipicas de Schnorr sdo um conjunto mais amplo que as seqiéncias ti-
picas de Martin-L6f. Isto é conseqiiéncia de uma definigdo mais “rigida” de conjunto
efetivo nulo. Assim, a intersec¢do dos complementos dos conjuntos efetivos nulos é
um conjunto maior que o definido na abordagem de Martin-Lof.

7 Conclusao

Uma importante consequéncia do Teorema 6 é que ele desloca a discussao do conceito
de aleatoriedade de uma viséo estocéastica para uma visdo de incompressividade de strings.
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Isto tem uma grande importancia, em primeiro lugar pela consisténcia e robustez da definigcdo
dada, e em segundo lugar porgue esta abordagem, embora baseada em uma fung&o n&o com-
putavel (funcdo parcial recursiva universal), pode ser aproximada pelo uso de um algoritmo
compressor universal (assintoticamente 6timo), como por exemplo codificacdo Lempel-Ziv
(programa gzip) ou o algoritmo Burrows-Wheeler (programa bzip2), o que permite algumas
medi¢cdes empiricas, como por exemplo, as propostas em [7, 10, 24].

O conceito de incompressividade, embora originalmente proposto para resolver o pro-
blema apresentado neste trabalho, acabou fornecendo uma ferramenta Gtil em contextos ines-
perados tais como: teoria de grafos [2]; caracteriza¢&o de linguagens formais [6, 25]; comple-
xidade computacional [18]; logica e sistemas formais [9]; raciocinio indutivo e inteligéncia
artificial [31]; avaliagdo de modelos computacionais, processos e sistemas complexos, parti-
cularmente avaliagdo de modelos de animagéo grafica [3, 4, 5, 7]; classificacdo automéatica de
musica (clustering) [10]; biotecnologia e genética [24]; etc.

Muitas aplicacdes tem resultados bons mesmo que a aproximagdo computavel ndo seja
muito boa, porque os resultados convergem muito rapidamente. Este é o caso da aplicagédo
desta teoria em inteligéncia artificial, apresentada em [31].

Recentemente, a NASA (agéncia espacial dos EUA) veiculou artigo pela Internet,
em que o pesquisador Frank Corsetti propdem um método para reconhecimento de vida
em outros planetas, em imagens enviadas por sondas, baseado na taxa de compressao da
imagem, obtida usando-se o programa gzip (Wéjap: / / www. ast r obi 0. net / news/
article415. ht ). A idéia baseia-se na teoria apresentada neste artigo, ao identificar
uma imagem de um ser vivo como algo mais “regular” (mais compressivel) que a imagem de
uma estrutura mineral.

Estes resultados apresentados aqui tem consequéncias, evidentemente, relacionadas
com a existéncia de geradores de nimeros pseudo-aleatorios (caracteristica normalmente for-
necida em linguagens de programagédo as mais diversas). Em [1] discute-se a existéncia de
algoritmosseguros (ou seja, cuja seqliiéncia gerada ndo possa ser prevista), com desdobra-
mentos importantes na area de criptografia. Em resumo, 0s autores provam a vinculacdo
entre a existéncia de tais geradores de nimeros pseudo-aleatorios seguros, e a impossibili-
dade da computacao probabilistica melhorar uniformemente a performance das maquinas em
relagdo a computacao deterministica.

Dois trabalhos recentes (em [3, 7]) apresentam a idéia de compressividade como uma
métrica de qualidade de imagem, uma aplicacdo que € conseqiiéncia da teoria apresentada
aqui. Usa-se, neste caso, o compressor bzip2, por exemplo, para obter uma aproximacgao da
complexidade de Kolmogorov que funciona como medidgmidaridade entre imagens.

Esta idéia de similaridade é apresentada em [24] e usada em duas aplica¢gbes. A pri-
meira € o uso desta medida em sequiéncias de DNA para reconhecimento de genoma mitocon-
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drial. Os resultados demonstram que foi possivel reconhecer as relacdes entre trés grupos de
mamiferos placentarios. A segunda aplicagdo apresentada no artigo preocupa-se em aplicar
a medida para a determinacéo do parentesco de linguas, formando uma hierarquia de lingua-
gens humanas. O experimento baseou-se na traducéo da “Declarag&o Universal dos Direitos
do Homem” para 52 linguas diferentes.

Existe um grupo de pesquisadores na area de fisica, que discute a possibilidade de
identificar o proprio Universo como uma maquina de Turing universal [32]. Esta teoria é
chamada d@OE — theories of everything, e apresenta muitos resultados tomados da area de
complexidade de Kolmogorov. Uma das principais discussfes nesta teoria € a possibilidade,
ou impossibilidade, de prever todos os eventos do Universo, a partir do pressuposto que
ele é “simples” em sua origem. Ou seja, o0 “programa” que foi inserido inicialmente nesta
“maquina-universo” era “pequeno”.

Embora ndo seja possivel, segundo a teoria da aleatoriedade apresentada neste tra-
balho, provar que a sequéncia de digitos de um determinado numero real representa uma
sequéncia aleatdria, pois a complexidade de Kolmogorov ndo é computéavel, é possivel definir
de forma construtiva um numero real que satisfaz esta condigdo. Trata-se do famoso ndmero
Q, ouproblema da probabilidade de parada, proposto por Chaitin [8, 9K2 é definido como
a probabilidade de uma maquina de Turing parar ao executar um programa aleatério (pro-
duzido pelo langamento de uma moeda)= > .. 2Pl Este namer@ conteria todas
as verdades matematicas construtivas, da forma mais compacta possivel, significando que a
posse de tal nimero real permitiria deduzir a validade ou falsidade de todos os enunciados da
matematica, inclusive permitiria resolver o famgsoblema da parada [19].

Para saber mais sobre a teoria e aplicagdes de complexidade de Kolmogorov consulte
[15], que é uma breve introducéo a drea. Como um estudo complementar aos aspectos apre-
sentados neste trabalho, consulte [6]. Para uma discussdo ampla e completa sobre o0 assunto
consulte [26].

Muito se poderia ainda falar sobre aplicac6escaaplexidade de Kolmogorov, no
entanto, focamos neste trabalho apenas a definicdo de seqiiéncia aleatdria, particularmente a
abordagem de Martin-L6f e sua relagdo com incompressividade de strings binarias.

Duas evidéncias determinam o mérito da definicdo de Martin-L6f: a existéncia de um
conjunto efetivo nulo maximaé a equivaléncia com a definigdo via incompressividade. Estas
duas propriedades ndo séo satisfeitas pela definicdo de Schnorr, que representa um conjunto
mais amplo de sequiéncias tipicas.

A definicdo de Martin-L6f e a complexidade de Kolmogorov representam um avango
crucial na solucéo do problema de definir o conceito de sequiéncia aleatéria. Esta definicdo
resolve todos os problemas que apareceram nas Sec¢des 2 e 3, apresentando-se como uma defi-
nicdo “rigida” de aleatoriedade (ela € uma definicdo mais “estreita” que a de Wald-Church e a
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de Schnorr), fornecendo uma definicdo consistente com a nossa nocéo intuitiva de “seqiiéncia
aleatéria” e, a0 mesmo tempo, evitando as dificuldades das outras abordagens, sendo assim
matematicamente correta.
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