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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo investigar a existéncia de solucoes as-
sintoticamente estaveis para os estados estaciondrios puros (ou pontos de equilibrio
puro) para o modelo matemético que descreve a dinamica de replica¢do com jogos re-
presentados por grafos com a estrutura de estrela fechada. Estamos especificamente
interessados em pontos de equilibrio puro, pelo fato de nao haver na literatura resul-
tados referentes a estabilidade dos mesmos. Os estudos encontrados concentram-se
apenas na analise da estabilidade dos pontos de equilibrio misto, os quais ja possuem
resultados que mostram que tais pontos nao sao assintoticamente estaveis para esses

jogos que sao representados por redes arbitrarias de conexoes sem self-edges (lagos).

Utilizando-se do modelo matematico de replicacao associado a dinamica
do jogo representado por um grafo qualquer, juntamente com a teoria dos jogos evo-
lucionarios, foi analisado o comportamento assintotico dos pontos de equilibrio obti-
dos para os grafos estudados neste trabalho. O conjunto de experimentos numéricos
tornou possivel conjecturar e provar a existéncia e unicidade dos pontos assintotica-
mente estaveis, considerando os diferentes tipos de jogos associados a estrutura do
grafo estrela fechada e também no que tange a forma como cada jogador recebe a

Sua recompensa.

1X



ABSTRACT

This work aims to investigate the existence of asymptotically stable
solutions for pure steady states (or pure equilibrium points) for the mathematical
model that describes the replicator dynamics with games represented by graphs with
the Closed Star structure. We are specifically interested in pure equilibrium points,
because there are no results in the literature regarding their stability. The studies
found concentrate only on the stability analysis of the mixed equilibrium points,
which already have results that show that such points are not asymptotically stable
for these games that are represented by arbitrary networks of connections without

self-edges.

Using the mathematical model of associated to the replicator equation
with the dynamics of the game represented by any graph, together with the theory of
evolutionary games, we analyzed the asymptotic behavior of the equilibrium points
obtained for the graphs studied in this work. The set of numerical experiments made
it possible to conjecture and prove the existence and uniqueness of the asymptotically
stable points, considering the different types of games associated with the closed star

graph structure and also with respect to the way each player receives his payoft.



1 INTRODUCAO

A todo instante ocorrem interagoes entre individuos em diferentes meios
como, por exemplo, nos sistemas de interesse da fisica, biologia, sociologia e eco-
nomia. A teoria dos jogos evoluciondrios, no contexto de sistemas dinamicos em
redes complexas, se apresenta como um mecanismo para descrever essas interagoes
[3]. Esses mecanismos podem ser modelados de forma mais simples, utilizando-se
apenas duas ou trés estratégias, ou podem se apresentar de forma mais comple-
xas, utilizando-se maior quantidade de estratégias [8, 17|, como, por exemplo, desde
um simples jogo de pedra-papel-tesoura, situacoes como o espalhamento de doencas
contagiosas sujeitas a competicao e selecao [5], e até a dindmica de opiniao sob
a influéncia de uma rede social [7]. Um modelo matemédtico para os jogos evolu-
ciondarios é proposto em [13], por Madeo e Mocenni, para estender a classica equagao

de replicacao para uma populagao finita de jogadores organizados em uma rede.

Um exemplo interessante é encontrado em [23], onde o autor considera
uma rede de individuos completamente conectados, o que pode ser interpretado
como um grafo completo, e analisa a evolucao das estratégias dos jogadores ao
suprimir alguns “links” do jogador central, ou seja, segregando alguns jogadores.
Essa ideia de suprimir algumas conexdes é analisada em [14], onde também estuda-
se a existéncia de pontos estaciondarios para o sistema, que representam o ponto em
que as diferentes subpopulacoes do jogo podem coexistir, e o comportamento do jogo
como um jogo de estratégias mistas, em que os individuos da subpopulagao podem
utilizar estratégias diferentes. A ideia de analisar a estabilidade assintotica desses
pontos estacionarios é relacionada a possibilidade de que determinados subgrupos

de jogadores possam existir de maneira assintoticamente estével [13, 9].

As conexoes existentes entre os individuos, em jogos evolucionarios,

afetam fortemente a maneira como as estratégias evoluem ao longo do tempo [21],



sejam estratégias cooperativas (biestabilidade), sejam estratégias nao cooperativas
(coexisténcia), e assim a replicagao da estratégia dos jogadores é descrita de modo
que a selecao das estratégias tendam aos objetivos de cada um deles. Tendo em
vista a importancia das conexoes entre os individuos, e como afetam a evolugao das
estratégias, um problema interessante é uma situacao em que a forga de conexao
entre os jogadores centrais e os demais jogadores é varidvel, e desse modo pode-
se ir controlando o sistema dinamico em redes de modo a conduzir os jogadores a
um ponto estaciondrio especifico, o que em [18, 11, 19] é chamado de “consensus
problem”, ou “adaptative networks” em [22, 4]. Desse modo, é interessante a busca
por resultados tedricos sobre a influéncia sofrida pelo sistema quando ha variagao

nas forcas de conexao entre os jogadores centrais e os demais.

O presente trabalho tem por objetivo investigar a existéncia de pon-
tos estacionarios puros que sejam assintoticamente estaveis para os modelos ma-
tematicos, no contexto evolutivo, que descreve a dinamica dos jogos representados
por grafos de estrutura estrela fechada. Em [12] foi mostrado a nao existéncia do es-
tado estacionario misto assintoticamente estavel para jogos evolucionérios para qual-
quer estrutura de grafos (redes arbitrarias) sem lagos, e portanto este trabalho pro-
cura investigar a existéncia de resultados semelhantes para os estados estacionérios
puros, devido ao fato de nao ter sido muito discutido na literatura pesquisada até o

momento.

No capitulo 2 sao apresentadas algumas defini¢coes importantes sobre a
teoria classica dos jogos e alguns aspectos que serao relevantes para o desenvolvi-
mento do trabalho, como o Fquilibrio de Nash, e as defini¢oes de jogo, estratégia do-
minante, estratégias puras e estratégias mistas. No capitulo 4 é descrita a dinamica
dos jogos evolucionarios e os elementos que a compodem, para que, no capitulo 5
essa ideia seja estendida para os grafos, e assim obtendo o sistema que descreve a
dinamica evolutiva de jogos sobre populacoes em rede. No capitulo 6 essa dinamica

¢é aplicada a uma rede especifica, e procura-se obter resultados sobre a evolucao es-



tratégica dos jogadores considerando-se jogos de cooperagao e nao-cooperacao. E por
fim, na segao 7.3, sao apresentados alguns resultados obtidos através de simulagoes
computacionais que permitiram conjecturar e provar alguns resultados sobre o jogo
evolutivo no grafo estrela fechada. Neste trabalho, apresentaremos um modelo ma-
temdtico para esses jogos que consiste em um conjunto de equagoes diferenciais
ordindrias, onde a quantidade de equacoes depende da quantidade de vértices do
grafo que representa a rede de conexao dos jogadores, e também alguns resultados

para jogos com 2 estratégias.



2 TEORIA CLASSICA DOS JOGOS

Durante muitas situagoes de interagoes entre os individuos eles sao
forcados a pensar estrategicamente. A teoria dos jogos é uma area da ciéncia que
estuda situagoes de conflito e cooperacao entre individuos que tomam decisoes raci-
onais. Esses tipos de decisoes sao chamadas estratégias e dizer que cada individuo
age racionalmente, significa dizer que ele escolhe entre diferentes estratégias a que
lhe traz maior bem-estar, satisfacao. Por exemplo, um comprador e um vendedor,
ambos utilizarao estratégias de negociacao, e o comprador tentard obter o menor
preco possivel e o vendedor tentara obter o maior lucro possivel. Ao se analisar um
jogo é necessario saber quais sao as estratégias disponiveis para cada jogador, quais
sao os resultados possiveis de serem obtidos a partir da escolha de certa estratégia,
com qual frequéncia de tempo as decisoes estratégicas sao tomadas e se um jogador

tem acesso ou nao as decisoes tomadas pelos outros jogadores.

O Dilema do Prisioneiro, um dos problemas mais famosos da teoria dos
jogos, mostra o conflito entre tentar fazer o melhor para o grupo ou fazer o melhor
para si. Na historia desse problema tem-se duas pessoas: pessoa A e pessoa B.
Ambas sao presas sob suspeita de terem cometido certo crime. As provas nao sao
suficientes para condenda-los. A existéncia de um outro crime de menor relevancia
podera ser utilizada para a condenacao. Desse modo, o promotor propoe a ambas,
pessoa A e pessoa B o seguinte: trair o seu parceiro e confessar o crime ou ficar em
siléncio. Se ambas ficarem em siléncio, cada uma ficard 2 anos na prisao e apds esse
tempo serao soltas. Entretanto, se uma delas ficar em siléncio e a outra confessar
o crime, a que ficou em siléncio ficard 10 anos na prisao e a que confessou sera
libertada imediatamente. No caso de ambas confessarem o crime, as duas ficarao 5
anos na prisao. Considerando-se que elas nao podem se comunicar, qual deve ser a

melhor decisdo a ser tomada?



O Dilema do Prisioneiro mostra que, ao se analisar a situacao, a melhor
opcao para o ambas as pessoas é cooperar uma com a outra, e assim as duas ficariam
apenas 2 anos na cadeia. Entretanto, uma situacao de conflito se instaura quando
o agente racional A, ao ter certeza da cooperacao da pessoa B, tenderd a trai-lo
para poder ficar livre imediatamente, e assim a pessoa A decide trair a pessoa B.
Seguindo o mesmo raciocinio, o agente racional B também tenderd a trair a pessoa

A e com isso os dois ficarao 5 anos presos, causando o pior cendrio possivel para o

grupo.

O jogo do Dilema do Prisioneiro é composto por 2 jogadores e 2 es-
tratégias (coopera ou deserta), esse tipo de jogo, apesar da sua aparente simplici-
dade, é uma boa analogia matemaética para diversas outras interagoes de cooperacao,
tendo sido pesquisada em diversas outras areas que exigem essa abordagem coopera-

tiva, como, por exemplo, nas ciéncias economicas, ciéncias bioldgicas, dentre outras.

2.1 Nocoes elementares da teoria classica dos jogos

A todo momento, em qualquer contexto em que pessoas estao inseridas,
elas tém de tomar algum tipo de decisao. Essas decisoes podem ser independentes
do comportamento individual de terceiros ou sao decisoes que tém consequéncias
sobre os resultados que podem ser obtidos por aqueles com os quais elas interagem.
Sendo assim, as decisoes de um agente, ao adotar uma postura estratégica, tém
impacto sobre a decisao de terceiros, e as decisoes deles téem impacto direto sobre
os resultados que ele pode alcancar. De modo geral, essas situagoes de interagao
estratégica sao os alvos de estudo da teoria dos jogos, assim ela estuda a escolha da

melhor decisao em situagoes de conflito para as quais ha um modelo matematico.

Para se definir um jogo, é necessario ressaltar alguns elementos. Ini-
cialmente consideremos um conjunto de jogadores, onde no caso mais simples sera

composto por apenas dois agentes, como, por exemplo, em uma situacao de nego-



ciagao entre um comprador e um vendedor. Cada jogador possui um conjunto de
estratégias possiveis de onde ele ird escolher uma delas de acordo com a situagao.
No momento em que todos os jogadores envolvidos escolhem as suas estratégias,
temos assim um perfil de estratégia do espaco do todos os perfis possiveis. Cada
jogador tem seu proprio interesse para cada uma das situacoes do jogo, ou seja, o
resultado (payoff) da estratégia utilizada por ele depende das estratégias utilizadas
pelos outros jogadores. Matematicamente isso nos diz que cada jogador possui uma
fun¢ao de pagamento que atribui um nimero real, que é o payoff do jogador, para

cada situagao do jogo.

Desse modo, um jogo possui os seguintes elementos bésicos: um con-
junto finito de jogadores, representado por V. = {vy,vs,...,v,}. Cada jogador
v; € V possui um conjunto finito S; = {s;1, Si2, - - - , Sim, } de opgoes, que sdo chama-
das estratégias puras do jogador v; (m; > 2). No caso de algum jogador ter apenas
uma estratégia, o modelo pode intrinsecamente ter os resultados da acao deste joga-
dor, mas nao precisa té-lo como jogador. Um vetor z = (z1, 22, ..., 2,), onde z; € S;
é uma estratégia pura do jogador v; € V', é chamado de perfil de estratégia pura. O

conjunto de todos os perfis de estratégias puras ¢ dado pelo produto cartesiano:

S=][Si=8x8&x...x8, (2.1)

i=1
e ¢ denominado espaco de estratégia pura do jogo. Para cada jogador v; € V' existe

uma funcao pagamento dada por:
up - S — R,
z — u(2), (2.2)
que associa a cada perfil de estratégia pura z € S, o payoff u;(z) do jogador v;.

Podemos agora analisar o exemplo do Dilema do Prisioneiro fazendo as

relacoes com os conceitos basicos apresentados. Indicaremos as pessoas apenas por



A e B. No contexto do Dilema do Prisioneiro temos que o conjunto de jogadores
seria V' = {A, B} e o conjunto de estratégias seria Sy = {cooperar,delatar} e
Sp = {cooperar, delatar}, logo todos os perfis de estratégia possiveis sdo: S =

{(cooperar, cooperar), (cooperar, delatar), (delatar, cooperar), (delatar, delatar)}.

As funcoes de pagamento uy : S - R e ug : S — R sao dadas por:

u(cooperar, cooperar) = —2
ua(cooperar, delatar) = —10
ua(delatar, cooperar) = 0

ua(delatar, delatar) = =5
que representam o payoff de A, e

up(cooperar, cooperar) = —2
up(cooperar, delatar) = 0
up(delatar, cooperar) = —10

up(delatar, delatar) = —5

que representam os payoff de B. Podemos criar uma matriz identificando quanto

tempo A ficara preso dependendo da sua acgao e da acao do seu parceiro:

A/B | Coopera | Delata
Coopera | (-2,-2) | (-10,0)
Delata | (0,-10) | (-5,-5)

Tabela 2.1: Matriz payoff

Essa matriz diz quantos anos de prisao cada estratégia recebe contra
cada outra estratégia possivel (o primeiro nimero é relativo a pessoa A e o segundo a
pessoa B) e recebe o nome de matriz de pagamento (comumente chamada de payoff ).
Percebe-se que essa matriz de pagamento é idéntica para ambas as pessoas. Jogos
desse tipo sao chamados de simétricos, uma vez que ambos jogadores receberao a

mesma recompensa, dado que usem as mesmas estratégias.
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Outro exemplo interessante pode ser visto na seguinte situacao: um
casal deseja jantar juntos e precisa escolher em qual restaurante ird. O homem pre-
fere ir ao restaurante de culindaria italiana, e a mulher prefere ir ao restaurante de
culinaria japonesa. Se ambos forem juntos para o restaurante de culinaria italiana,
entao o homem ficara mais feliz do que a mulher, que por sua vez ficard mais feliz
do que se nao fosse a algum restaurante. Por outro lado, se eles forem juntos ao
restaurante de culinaria japonesa, entao quem ficara mais feliz serd a mulher, e o
homem ficarda mais feliz do que se nao fosse a algum restaurante. Em ultimo caso,
se eles forem cada um a um restaurante diferente, ambos ficarao igualmente insa-
tisfeitos, pois queriam estar saindo com o seu companheiro. Essa situacao também

pode ser modelada como um jogo estratégico, onde temos:

v = {homem, mulher}, Spomem = {italiana, japonesa}, Spuner = {italiana, japonesa},

S = {(italiana,italiana), (italiana, japonesa), (japonesa, italiana), (japonesa; japonesa)}

As funcoes de pagamento Upomem : S — R € Ununer : S — R sao

descritas pela matriz de payoffs abaixo:

Mulher
italiana  japonesa
Homem italiana | (100,50) (0,0)
japonesa | (0,0) (50,100)

Tabela 2.2: Matriz de payoffs para a situacao da escolha de restaurantes.

2.2 Jogos em forma normal e com informacao completa:

estratégia dominante e equilibrio de Nash

Os exemplos de interacao da secao anterior sao considerados os mais
simples que se pode conceber, se tratando da dimensdo minima de um jogo (dois

jogadores e duas estratégias), existem outros aspetos que contribuem para essa sim-



plicidade: existe informagao completa, no sentido de que cada jogador sabe perfeita-
mente a recompensa que os outros jogadores poderao obter em virtude da situagao
de interacao. Por outro lado, o jogo pode ser considerado como um jogo estatico,
que é quando os jogadores fazem as suas escolhas simultaneamente. Esses jogos

estéaticos, sao também designados por jogos em forma normal.

O objetivo do jogo é encontrar as estratégias escolhidas por cada um
dos jogadores e, por acréscimo, os payoffs que eles irao obter em funcao da escolha
das respectivas estratégias. O resultado assim atingido designa-se por equilibrio do

jogo, o qual podera ou nao existir, em fungao da relagao entre payoffs na matriz.

As estratégias de um jogo podem ser caracterizadas a partir das seguin-

tes definicoes:

e Estratégia dominante: para qualquer dos jogadores, a estratégia por
ele escolhida designa-se dominante se ela é a melhor para o jogador

independentemente da estratégia do outro jogador;

e Equilibrio dominante: um equilibrio dominante é o resultado de uma
situagao de interagao estratégica que se carateriza pelo fato de todos os

jogadores envolvidos possuirem uma estratégia dominante;

e Auséncia de equilibrio: quando dois jogadores tém de escolher entre
duas estratégias e nenhum deles esta perante uma estratégia dominante,
ou seja, quando nenhum deles pode escolher independentemente do
outro, nao existe possibilidade de equilibrio estratégico. Cada um dos

jogadores vai ficar eternamente a espera que o outro atue;

e Equilibrio de Nash ou equilibrio nao cooperativo: este equilibrio ¢ o
resultado da interagao entre dois jogadores quando pelo menos um dos

jogadores tem uma estratégia dominante.



Em um equilibrio de Nash, nenhum jogador pode melhorar o seu payoff,
dada a estratégia do outro jogador. A estratégia jogada por um jogador é sempre
a melhor resposta face a estratégia usada pelo outro jogador. O equilibrio de Nash
designa-se também por equilibrio nao cooperativo, uma vez que cada uma das partes
escolhe a estratégia que é melhor para si, sem que haja possibilidade de acordos e

portanto sem que necessariamente se atenda ao bem-estar geral.

Nota-se que um aspecto importante dessa definicao é que a nocao do
equilibrio de Nash é entendida de um modo amplo: ela abrange as situagoes em
que ha um equilibrio dominante e também as situagoes em que apenas um dos
dois jogadores possue uma estratégia dominante. Logo, podemos afirmar que todo

equilibrio dominante é um equilibrio de Nash, mas que o contrario nao é verdade.

As defini¢oes matematicas de alguns desses conceitos podem ser encon-
tradas em [1], mas, para comodidade do leitor, as definigoes fundamentais para este
trabalho serao apresentadas nas se¢oes seguintes, uma vez que esses sao os conceitos

basicos que norteiam as ideias de solugoes de um jogo.

2.3 Solucoes de um jogo

Uma solugao de um jogo é uma prescricao ou previsao sobre o resul-
tado dele, analisando-se as possiveis estratégias que podem ser utilizadas por cada
jogador. Existem varios conceitos distintos para solucao de um jogo. Nesta secao

iremos abordar dois conceitos mais comuns: dominancia e Equilibrio de Nash.

Voltando a situagao do Dilema do Prisioneiro, encontrar uma solucao
para o dilema envolvendo os dois suspeitos é equivalente a identificar as estratégias
que cada um deve utilizar de forma que conduza a um menor tempo de prisao. Ao
analisarmos o jogo do ponto de vista da pessoa A, ela pode raciocinar do seguinte

modo:
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“As possiveis situacoes sao: B pode cooperar ou B pode delatar. Se B
cooperar, entao € melhor eu delatar, assim ficarei livre imediatamente. Se B delatar,
entao ¢ melhor eu delatar, porque pelo menos ficarei menos tempo na prisao. Em

qualquer uma das situacoes, o melhor para mim é delatar, entao eu delatarei.”

De modo anélogo, estudando o jogo do ponto de vista da pessoa B,
podemos aplicar o mesmo raciocinio, chegando a conclusao de que B também ira
delatar. Assim, ambos delatarao e ficardao presos por 5 anos. Do ponto de vista da
teoria dos jogos, dizemos que tanto A quanto B possui uma estratégia dominante,
ou seja, nenhum dos envolvidos tende a mudar a sua estratégia considerando as
informagoes que eles possuem, logo todas as estratégias menos uma sao estritamente
dominadas. Dizemos entao que esse jogo é resoluvel por dominancia estrita iterada
e termina em uma solugao que é um equilibrio de estratégia dominante, conceitos

esses que serao apresentados a seguir.

2.3.1 Dominancia

Iremos discutir perfis de estratégia nos quais apenas um jogador v; €
V' ird4 variar a sua estratégia, enquanto as estratégias do restante dos jogadores

permanecem fixas. Sendo assim, denotemos por:

S_; = (Sljla ey S(i—l)ju,l)v3(i+1)j(¢+1)7 ceey Snjn)

demodoques_; €S ; =8 X...x85;_1x85;11 X...xS5, é uma escolha de estratégias
para todos os jogadores, exceto para o jogador v;. Com isso, um perfil de estratégia

de todos os jogadores, serd convenientemente denotado por:

S = <5ij7 S—i) = (51j17 Ce 7S(i—1)j(i,1)7 Sija S(i+1)j(i+1)7 ce >Snjn)
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Defini¢ao 1 (Estratégia Pura Estritamente Dominada). Uma estratégia pura s;, €

S; do jogador v; € V € estritamente dominada pela estratégia s; € S; se,
Ui (Sikr 5—i) > Ui(Siks S—i),
para todo s_; € S_;. A estratégia s; € S; € fracamente dominada pela estratégia

Sty € S se ui(sir, 5i) > ui(Sik, 5—), para todo s_; € S_;.

Dominancia estrita iterada é simplesmente o processo onde se eliminam
as estratégias que sao estritamente dominadas. Para exemplificar esse conceito,

consideremos a matriz de payoffs abaixo.

s (03] 3,3) [ (5.1 | (2,6)
512 (175) (471) (472) (376)
s [ (43) [ (03) [ (82) | (4.2)
S14 (971) (272) (570) (578)

Tabela 2.3: Matriz de payoffs para o jogo.

Nesse jogo, para o jogador vq, a estratégia sq3 € estritamente dominada
pela estratégia so;, desse modo, a terceira coluna dessa matriz pode ser eliminada,

obtendo assim, uma nova matriz.

S11 (073) (373) (276)
Vi Si2 (175) (471) (376)
513 (473) (073) (472)
sie | (9,1) | (2,2) | (5,8)

Tabela 2.4: Matriz de payoffs com a terceira coluna retirada.

Nessa nova matriz, temos que, para o jogador vy, as estratégias sy, e
s13 sao estritamente dominadas pelas estratégias s15 e s14, respectivamente. Desse

modo, podemos proceder de maneira analoga ao procedimento anterior, e assim, as
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linhas 1 e 3 podem ser eliminadas. Apds as remocoes de linhas e colunas, obtemos

a seguinte matriz reduzida:

oo (ST TAD GO
S14 (971) (272) (578)

Vi

Tabela 2.5: Matriz de payoffs apos remocao das linhas 1 e 3.

Fazendo mais uma analise na tabela, percebemos que as estratégias s9;
e Soo do jogador vy sao estritamente dominadas pela estratégia sqy, fazendo assim

com que as colunas 1 e 2 possam ser removidas.

V2
S24
S12 (3,6)
V1 S14 (5,8)

Tabela 2.6: Matriz de payoffs apds remogao das colunas 1 e 2.

Analisando a matriz reduzida obtida, temos que a estratégia s;5 do
jogador vy é estritamente dominada pela estratégia si4. Isso implica que o resultado
do jogo é (5, 8), ou seja, o jogador vy deverd escolher a estratégia si4 € 0 jogador vy

devera escolher a estratégia so4.

Nesse exemplo, ao utilizarmos a técnica de dominancia iterada, fomos
conduzidos a um tnico perfil de estratégia como solucao do jogo, no caso, o perfil
(814, S24). Porém, nem sempre a técnica ird fornecer apenas um perfil, pode aconte-
cer, em alguns jogos, da técnica fornecer varios perfis ou até mesmo todo o espaco

de estratégias.
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2.3.2 Equilibrio de Nash ou solugao estratégica

Um equilibrio de Nash ou solugao estratégica de um jogo é um deter-
minado perfil de estratégia onde cada jogador nao tera uma maior recompensa ao
mudar de estratégia, se os demais nao mudarem. Em outras palavras, cada jogador

nao tem um incentivo para mudar sua estratégia se os demais também nao mudarem.

Definigao 2 (Equilibrio de Nash). Dizemos que o perfil de estratégias

* * *

_ * * *
S —(81,---,8(1‘_1) Si’s(’i+1)7"'78n)
¢ um equilibrio de Nash se

ui(si, 8%;) > ui(sij, 87,;)

para todo i =1,...,n e para todo j; = 1,...,m;, com m; > 2.

Observacao 1. (i) No Dilema do Prisioneiro, o perfil (delatar, delatar) é um
equilibrio de Nash. De fato, se um dos acusados delatar e o outro ndo, tem-se
que aquele que nao delatou ird ficar preso por 10 anos ao invés de 5 anos, se tivesse

optado por delatar. Esse perfil ¢ o unico equilibrio de Nash desse jogo.

(ii) Na situagao em que o casal tem que decidir onde jantar, os perfis de estratégia

(italiana, italiana) e (japonesa, japonesa) sao os tinicos equilibrios de Nash do jogo.

(11i) No exemplo da se¢io 2.3.1 da aplicagao da técnica de domindncia iterada, o

unico equilibrio de Nash do jogo € o perfl de estratégia (S14, So4)-

(iv) Existem jogos que mdo possuem equilibrios de Nash quando se usam apenas

estratégias puras.
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Segue abaixo uma matriz de payoff de um jogo que nao possui equilibrio
de Nash:

Va
521 522
Vi S11 (—|—1,—1) (—1,+1)
512 (_17+1) (+17_1)

Tabela 2.7: Matriz de payoff de um jogo que nao possui equilibrio de Nash.

2.3.3 Estratégias mistas

Como explicado na secao anterior, existem jogos que nao possuem
equilibrios de Nash utilizando apenas estratégias puras. Um jeito de contornar essa
situagao, é considerar o jogo de um ponto de vista probabilistico, ou seja, ao invés
de escolher um perfil de estratégia pura, o jogador deverd escolher uma distribuicao
de probabilidades sobre as suas estratégias puras, ou seja, cada estratégia pura desse

jogador terda uma certa probabilidade de ser utilizada.

Definigao 3 (Estratégia Mista). Uma estratégia p; para o jogador v; € V € uma
estratégia mista quando p; € uma distribuicao de probabilidades sobre o conjunto S;

de estratégias puras do jogador, isto é, p; € um elemento do conjunto (simplez)

k=1

Ay, = {(ml,...,xmi) e R™

Desse modo, se p; = (pi1, Pi2y - - -, Pim; ), €ntao

pir > 0 e Zpikzl-
=1

Observe que cada A,,, ¢ um conjunto compacto e convexo.

O espaco de todos os perfis de estratégia mista é dado pelo produto
cartesiano abaixo.

A=A XAy, X oo X Ay
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Esse espacgo é chamado de espaco de estratégia mista. Um vetor P € A
é denominado um perfil de estratégia mista. A notacao utilizada para estratégias
puras serd mantida também para o caso de estratégias mistas, e assim, P_; serd usado
para representar um perfil com as estratégias de todos os jogadores, com excegao
do jogador v;. Como o produto cartesiano de conjuntos compactos e convexos é

compacto e convexo, temos que A é compacto e convexo.

Cada perfil de estratégia mista P = (py,...,p,) € A determina um
payoff esperado que sera uma média dos payoffs ponderada pela distribuicao de

probabilidades py, po, ..., p,. Desse modo, temos:

P = <p17p27"'7pn)

entao
= <p117p127 - ooy Pimyy P21, P22y - - - 5 P2mgs -+ - 5 Pnls Pn2;s - - - 7pnmn)
NS -~ g ~~ J/ A -~ 7
p1 P2 Pn
mi ma2 Mn, n
UZ(P> = E E E pkjkui(sljl,sgjz,...,snjn) .
Ji=1j2=1 Jjn=1 \k=1

2.3.4 Solucoes em estratégias mistas

Do mesmo modo como definimos uma solugao para estratégias puras,
iremos definir também os critérios béasicos para um solucao de jogos com estratégias
mistas. Iremos mostrar apenas a definicao de equilibrio de Nash para as estratégias
mistas, uma vez que mais adiante trabalharemos com as estratégias mistas e esse

conceito estara muito presente nos resultados.
Defini¢ao 4 (Equilibrio de Nash). Dizemos que um perfil de estratégia mista
P = (p},p5,...,0;) €E A=A X Apy X oo X Ay
¢ um equilibrio de Nash se
ui(p;, P;) > ui(p, PY))

para todo p € A,,,, isto €, nenhum jogador tem motivacao para trocar sua estratégia

se o restante dos jogadores também nao mudarem.
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Observacao 2. (i) No Dilema do Prisioneiro, o perfil
P’ = (p1,p3) = (1,0;1,0)
¢ um equilibrio de Nash, uma vez que
u(p,p3) = ui(p,1 = p;1,0) = 5p — 10 < =5 = uy(1,0;1,0) = w1 (p7, P3)
para todo p = (p,1 —p) € Ay e
us(py, q) = ua(1,0;¢,1 — q) =5 — 10 < =5 = uy(1,0;1,0) = us(py, P5)

para todo q = (q,1 — q) € Ay. Note que esse equilibrio corresponde ao equilibrio em

estratégias puras s* =(delatar, delatar).

(11) Na situag¢do em que o casal deve escolher um restaurante para jantar, os equilibrios
de Nash em estratégias mistas sao (1,0;1,0) e (0, 1;0, 1), correspondentes aos equilibrios
de Nash em estratégias puras (italiana, italiana) e (japonesa, japonesa), respectiva-

2 1.1 2

mente, e o ponto (3, %; 315)

(111) No exemplo da se¢cdo 2.3.1 da aplicagdo da técnica de domindncia estrita ite-
rada, o tnico equilibrio de Nash em estratégia mista € o ponto (0,1,0,0;0,1,0,0)

que corresponde ao equilibrio de Nash (s14, So4) em estratégias puras.

(iv) No exemplo da se¢do 2.3.2 em que nao havia um equilibrio de Nash para es-
tratégia pura, o unico equilibrio de Nash em estratégias mistas é o ponto (%, %; %, %)

Conforme visto no item (iv) da Observacao 1, nem todos os jogos pos-
suem equilibrio de Nash em estratégias puras, porém até agora todos os exemplos de
jogos apresentados apresentaram pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias
mistas. O Teorema 2 a seguir comprovara que sempre existira um equilibrio de Nash
em estratégias mistas. Para isso utilizaremos o teorema do ponto fixo de Brouwer

[1], conhecido da literatura, e o teorema a seguir:
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Teorema 1. Seja A = A, X Ay, X .00 X A, 0 espaco das estratégias mistas de
n jogadores, defina a aplicacao
F:A —» A

P =(p,ps,...,pn) — F(P)=(yi(P),y2(P),...,yn(P))

onde yi(P> = (yil(P)ayiQ(P)a cee ayimi(P)); D = (pilapﬂa cen >pimi) e
pij + 9i;(P)

i (P) = o :
1+ Zgik(P>

onde g;; = maz{0,z;;(P)} e z;(P) € uma fun¢do que mede o ganho ou perda do
jogador g; quando ele troca a distribuicao de probabilidade p; pela estratégia pura s;;.
Temos que P* € um equilibrio de Nash se, e somente se, F(P*) = P*, isto €, se, e

somente se, P* é um ponto fixo da aplicacao F'.

A prova desse teorema pode ser encontrada no Teorema 2.3 em [1].
Esse teorema é de grande importancia, pois ¢ a partir dele que consegue-se concluir

o seguinte resultado, provado por Nash em 1950 [15].

Teorema 2 (Equilibrio de Nash). Todo jogo definido por matrizes de payoffs possui

um equilibrio de Nash misto.

Demonstracao. Seja F' como no teorema anterior, temos que F' é continua e A é um
conjunto compacto e convexo, portanto, podemos aplicar o teorema do ponto fixo
de Brouwer, o qual garante que F' possui um ponto fixo P*. Consequentemente,

pelo teorema anterior, P* é um equilibrio de Nash. O

O Teorema 2 mostra que todo jogo finito, ou seja, jogadores finitos e um
conjunto compacto de estratégias, possui uma solucao em estratégia mista. Indepen-
dentemente da estrutura e da complexidade do jogo, se ele atende a hipdtese de ser

um jogo finito, entao serd sempre possivel estabelecer um perfil de estratégia mista
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para os jogadores, de modo que nenhum deles ird receber uma maior recompensa

mudando a sua estratégia, se nenhum outro jogador também nao mudar.
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3 DINAMICA DE REPLICACAO

Na estrutura da dinamica do replicador ou dinamica da populacao, par-
timos do ponto de vista de que todos os individuos sao pré-programados para jogar
uma certa estratégia pura. Assim, um vetor de estratégias € A deve ser interpre-
tado como o estado da populagao, com x; sendo a proporcao de individuos jogando
a estratégia k, com k € S. Dentro desta estrutura, individuos sao emparelhados
aleatoriamente e presume-se que cada membro da populacao esteja engajado em
uma concorréncia de cada vez. Além disso, o payoff do individuo representa a ap-
tidao medida pelo nimero de descendentes. Assim, quanto mais bem sucedido for
o individuo, mais descendentes ele terda. Finalmente, é presumido que neste mundo
assexuado os individuos procriam de modo que cada filho herda a estratégia do seu
Unico pai. Entao, na proxima geracao a fracao de membros mais bem sucedidos na
populacao serd maior e a fragao de membros menos présperos sera menor. A mode-
lagem deste processo em tempo continuo resulta em equacoes diferenciais conhecidas

como dinamica do replicador.

3.1 Equacao de replicagao

Em matematica, a equagao de replicacao é uma dinamica de jogo nao-
linear e deterministica, monotonica, usada na teoria dos jogos evolutivos. A forma

mais geral da equacao é dada por:
iy =zl fi(x) — o(2)], d(z) =Y wifi() (3.1)
j=1

em que, z; é a parcela de individuos utilizando a estratégia i, € = (x1, 22, ..., T,)
é o vetor distribuigao dos tipos de individuos da populagao, f;(z) é a capacidade

reprodutiva da subpopulacao de individuos que utilizam a estratégia i, também
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chamado de fitness, e ¢(x) é o fitness médio da populagao, que é dado pela média

ponderada do fitness dos n tipos da populacao.

O processo de replicagao imita um processo de selecao natural, onde a
habilidade de um replicador se reproduzir é dada pela capacidade reprodutiva da sua
estratégia, ou seja, o pagamento recebido por essa estratégia utilizada nas interagoes
com a populacao ao longo do tempo. A equagao de replicacao é um modelo utilizado
na teoria de jogos evolutivos e descreve o mecanismo de interacao dessa populagao.

Ela ¢é definida da seguinte forma:

lls = ms(ps - ¢) (32)

em que, &, representa a derivada em relacao ao tempo. Basicamente, a equacao
de replicagao nos diz como a estratégia de um replicador se comporta ao longo do
tempo. A parcela da populacao x, aumenta ao longo do tempo se o pagamento para
a estratégia s for maior do que o pagamento médio da populacao, ou seja, p, > ¢;
diminui se o pagamento para estratégia s for menor do que o pagamento médio da
populagao, ou seja, ps < ¢ e se manterd estavel quando p; = ¢ ou z, = 0, ou seja, a
taxa de reproducao da populacao depende do quao adaptada ela estd ao meio que
esta inserido. Note que os pagamentos ps e ¢ dependem da distribuigao estratégica

m:[ x; ... x, | da populacao.

3.2 Equilibrio de Nash e estados evolutivamente estaveis

Na equacao de replicacao é considerado o fitness ou capacidade repro-
dutiva da populacao. E interessante saber como identificar o equilibrio de Nash e o
estado evolutimente estdavel da populacao no contexto da teoria dos jogos. Assim,

em [12, 13, 14] é feita essa adaptagdo que serd apresentada a seguir.

Seja M = {s1,..., Sy} um conjunto de estratégias puras e consideremos

uma funcao de pagamento B,,x,,. Consideremos também que, nesse contexto, é
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permitido aos jogadores utilizarem estratégias mistas, ou seja, utilizar as estratégias
puras {si,...,Sy,} com certas probabilidades {z1,...,x,}. Como por definigao,

0<z;<le) ", z; =1, uma estratégia ¢ definida por um ponto em Sy;:

SM:{(xlw--?xm)GRm:OSxigle inzl}. (3.3)

=1

Os individuos dos tipos E1, ..., F, correspondem, portanto, a n pontos
P1,-..,Pn € Su. O estado atual da populagao é definido pelas frequéncias x; dos
tipos Fj, isto é, por um dos pontos € S,,. Considerando que l_aij =p;-Bp; éo
pagamento obtido por um jogador que utiliza a estratégia p; contra um jogador que

utiliza a estratégia p;, obtemos para o fitness fi(z) do tipo E; a expressao:
filw) = byz; = (Bw); (3.4)
J
Por defini¢ao, um ponto y € S,, é um equilibrio de Nash (EN) se:
z-By<y-By, VxeS, (3.5)
e ¢ um estado evolutivamente estavel se:
y -Bx>x - Bx, Vr#y (3.6)

em uma vizinhanga de y.
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4 JOGOS EVOLUCIONARIOS

Neste capitulo e no capitulo 5 apresentaremos o modelo utilizado por
Madeo e Mocceni em [12] que descreve os jogos evolucionarios como uma dindmica
de interacao em uma populacao em rede e como essa interacao entre os individuos
na populacao pode ser entendida como um grafo. Dessa forma, os resultados apre-
sentados nestes capitulos, e respectivas segoes, sao encontrados no referido trabalho,
sendo apresentados por serem de grande relevancia para o trabalho e para a como-

didade do leitor.

Na teoria evolutiva dos jogos nao é assumido que os individuos tomem
atitudes racionais, eles sao considerados como predispostos a utilizar uma estratégia
herdada, pura ou mista, e assim ele utilizara essa estratégia durante todo o seu tempo
de vida. Com isso se comeca a estudar as interagoes entre os individuos dessa po-
pulacao. Sendo x5 a frequéncia relativa da populacao que utiliza a estratégia pura
s €S ={l,...,m} e considerando que essas interagdes vao acontecendo continua-
mente ao longo do tempo, a dinamica de sele¢ao ira determinar mudancas na parte
da populacao x,. Essa variacao ird depender da comparacao entre o pagamento pj

da estratégia s e o pagamento médio ¢ = >, x,p, de toda a populagao.

Interagoes entre os individuos das subpopulacoes sao modeladas como
jogos, onde individuos aleatérios de uma determinada populacao jogam entre si.
Cada individuo da populacao é chamado de replicador. Todos os replicadores sao
indistinguiveis, exceto pela tnica estratégia utilizada durante o seu tempo de vida

dentre as M disponiveis.

As interacoes descritas sao assumidas como simétricas, uma vez que
todos os replicadores compartilham a mesma funcao de pagamento, mas diferem na
estratégia usada. Varias interacoes do mundo real na biologia, economia e ciéncias

sociais podem ser bem descritas pela equacao de replicacao, porque podem depen-
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der da presenga de subgrupos de jogadores na populacao, tal como a interagao de

diferentes espécies ou compradores e vendedores atuando no mercado econémico.

4.1 Dinamica de interacao em uma populacao em rede

Consideremos para n > 2 subpopulagoes de replicadores. Para modelar
as interacgoes entre as populagoes, consideramos tais interacoes como jogos que sao jo-
gados por individuos retirados aleatoriamente de uma das n subpopulagoes, em que o
numero de individuos, para efeito do modelo, ¢ infinito. Denotando por z, s a parcela
da subpopulagao v € {1,...,n} que usa a estratégia s € S. Por definicao z, s € [0, 1]

€ R™ descreve

m .
ey ., x,s = 1. Com isso segue que o vetor &, = [ Ty Loy

a distribuicao interna de estratégias puras disponiveis na subpopulagao v. Todos
os replicadores da populacao v compartilham a mesma funcao de pagamento. Em
particular, p, s denota o pagamento recebido por cada replicador em v que usa a es-
tratégia s e ¢, = > oo | Ty sPu,s ¢ 0 pagamento médio de toda subpopulacao v. Como

a interacao entre duas subpopulacoes diferentes é assimétrica, em geral p, s # Du,s-

Em cada instante de tempo um replicador de uma subpopulagao esta
jogando um jogo de 2-jogadores com individuos de outras subpopulagoes. Seja x, s(t)
o indicador da parcela da subpopulagao v predeterminada a usar a estratégia s no
instante de tempo t e suponha que o tamanho da populagao seja n,(t). Pode-se
interpretar p, ;(¢) como uma taxa reprodutiva e além disso, p, s(t)7 é o nimero de
descendentes produzidos por um replicador em v que usa a estratégia s entre os

instantes de temo ¢ e t + 7. Logo, o tamanho da populacao apés um tempo 7 é:

m

ot +7) = ny(t) + > ny(£)20 (H)por ()7, (4.1)

r=1
em que n,(t)x,,(t) é o tamanho da subpopulacdo que usa a estratégia r no instante

de tempo t, e ny,(t)Ty.(t)po,(t)T é o total de descendentes produzidos por essa
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subpopulagao. Além disso, pela definicao z, s(t + 7) é:

Ny (t) + 1y (8) 2y s (6) Py s (E)T
Ny (t +7)
n'U (t>IU,S (t)(]' + pU,S (t)T)

1, (1) (1 +) xv7r(t)pv,r(t)7>

om () + p;,s(t)f)
- 14 ¢y(t)T .

Tys(t+7) =

A equagao (4.2) nao depende de n,(t), e assim a relacdo é vélida para qualquer que
seja o tamanho inicial da populagao. O limite continuo da equagao (4.2) é obtido

considerando a taxa de variagao de x, s(t) que é dada por:

Tos(t+7) = Tos(t) _ 2o,s(t)(Pos(t) — Pu(t))
T L+ ou(t)T

Se 7 — 0, tem-se:

x‘v,S(t) = xw(t)(pv,s(t) — ¢u(1)) (4.3)

A equagao (4.3) é conhecida como equacao de replicacao de multipo-

pulagao [24, 25, 26].
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18] L]

=4] (d)

Figura 4.1: (a) populacdo mista (jogadores atomicos com estratégias diferentes sdo
representados por formas diferentes); (b) grupos de jogadores atémicos
com tragos diferentes agregados em subpopulagoes; (c¢) subpopulagoes
representadas como os vértices de um grafo completo; (d) subpopulagoes
representadas como os vértices de um grafo genérico. Em (c) e (d) cada
subpopulacao de jogadores atomicos coincide com um vértice da rede e
representa um jogador de vértice. (Fonte: Madeo e Mocenni (2015)).

A equacao de replicacao multipopulacional é usada para populacoes
heterogéneas como mostrado na Figura 4.1(b), onde as subpopulagoes sao indicadas
com cores diferentes. Uma vez que, um replicador joga com membros de todos os
outros grupos, podemos retratar o sistema como um grafo completo como na Figura
4.1(c), onde os vértices representam as subpopulagoes. Nosso propésito é considerar
uma subpopulagao como um jogador (jogador-vértice) que pode escolher estratégias
mistas correspondente a distribuicao de estratégias puras dos replicadores internos
(jogadores atomicos) além de supor que a topologia das conexdes sdo arbitrarias.
Esse esquema é retratado na Figura 4.1(d), onde as conexdes sdo representadas
por um grafo genérico e essas restricoes topologicas podem ser incorporadas nas

defini¢oes dos payoffs.
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5 JOGOS EVQLUCIONARIOS SOBRE
POPULACOES EM REDE (GRAFOS)

Os jogos evolutivos sobre populagoes em rede tém como proposta con-
siderar uma subpopulacao como um jogador e cada um deles esta situado em um
dos vértices de um grafo. E permitido a esses jogadores escolher estratégias mistas
correspondentes a distribuicao de estratégias puras dos replicadores internos além

de assumir que a topologia de conexao do grafo é arbitraria.

Em cada instante de tempo, ocorrem interacoes entre dois replicadores
de subpopulagoes distintas e que estao conectadas. Essas interacoes sao consideradas
como um jogo, que ¢ jogado entre esses dois replicadores, e o pagamento obtido
por cada um deles através desse jogo influencia a capacidade de cada um deles de
produzir descendentes, de forma que o comportamento do jogador-vértice é definido

pela distribuicao de estratégias usadas pelos replicadores internos.

5.1 Jogos nao-cooperativos em grafos

A teoria padrao de jogos nao-cooperativos tem se estendido para in-
troduzir uma rede de conexao entre os jogadores. A rede é descrita por um grafo
e cada jogador corresponde a um vértice. Uma aresta entre dois jogadores indica
que eles interagem, entretanto um jogador pode considerar algumas interacoes mais
importantes que outras e dois jogadores conectados podem ter diferentes percepcoes
sobre as importancias das interacoes. Esses aspectos podem ser descritos por grafos

com arestas direcionadas em que cada uma delas possui um peso.

Formalmente, seja G um grafo direcionado e ponderado de ordem n <
+00, e seja V o conjunto de vértices (jogadores vértices), V = {1,...,n}. O grafo G

é completamente descrito pela sua matriz de adjacéncia A € RF", em particular,
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se o jogador v tende a jogar com jogador w, entao existe uma aresta que comecga em
v e termina em w. Nesse caso, a entrada (v,w) da matriz A, a,., ¢ 0 peso positivo
associado a v por ter jogado contra w. Em geral, a,., # @y, Quando a,, > 0e
ay,, = 0, existe uma interagao entre v e w, mas apenas v tera eventualmente, um
pagamento, contudo esses casos nao serao objetos de nosso estudo. E se, a,,, =
ay., = 0, significa que nao ha interacao entre esses dois jogadores. Assumimos

também que G nao possui lacos, isto ¢, a,, =0, Vv € V.

5.2 Pagamento para jogos em grafos: estratégias puras

Em um contexto interconectado, o pagamento efetivo (ou o fitness de
uma estratégia) precisa ser definido com uma medida ambiental dependendo de
todas as interacoes entre os jogadores conectados. Quando estratégias puras sao
adotadas, cada jogador de vértice recebe um pagamento que corresponde a soma,
ponderada pela forca das conexoes a, ,,, dos resultados dos jogos de 2 jogadores que

ele joga contra os seus vizinhos.

Seja s, € S a estratégia pura de um jogador de vértice genérico w
representado pelo s,-ésimo versor e, = (0,...,0,1,0,...,0) de R™, onde o 1 estd

na posicao w. Entao, o pagamento efetivo para o jogador v, é denotado por:

n
(81,0, 8,) = Z aywer Bues, = el Boky(s1,....5,) (5.1)
w=1
em que B, € R™™ é a matriz de pagamento do jogador v, k,(s1,...,8,) =

> o | Gpw€s, €0 sobrescrito G indica a presenca das conexoes do grafo. Esse modelo
baseado em somas ponderadas sera denotado por WS. Entretanto, existem situagoes
onde é conveniente usar pagamento normalizado. Certamente, o pagamento pode
ser normalizado pela soma do peso de todas as arestas conectadas a um vértice.
Nesse caso, a matriz A pode ser manipulada dividindo cada entrada de uma li-

nha v por d, = > ' _| Gy, tornando-a estocastica de linha. O pagamento obtido
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é um tipo de média ponderada, e esse modelo sera denotado por WA. Perceba que
o modelo WA corresponde ao modelo WS quando uma matriz estocéastica de linha
A descreve o grafo, 7 é um tensor n- dimensional, onde a entrada (sy,...,sy) é
%g(sl, ..., Sn). Por essa razdo, o jogo entre jogadores interconectados em um grafo
finito é equivalente a um jogo com n jogadores. A estrutura do grafo estd embutida

nessa definicao, uma vez que o tensor pagamento depende da matriz de adjacéncia

A.

5.3 Pagamento para jogos em grafos: estratégias mistas

A funcao de pagamento introduzida previamente nos permite descrever
um jogo com n jogadores e m estratégias, denotado a partir de agora como (n, m)-
jogo. Isso pode ser estendido sobre o simplex Aj; para contabilizar também as

estratégias mistas.

AM:{zeRm:Zzszl/\zsz()VseS} (5.2)

s=1

Indicamos por @, = [Ty 1 ... Tym] € Apr a estratégia mista do jogador
v, e por X = {x,...,x,} o perfil de estratégia mista de toda a rede de jogadores.
Lembrando que z, s é a probabilidade do jogador v usar a estratégia s. A férmula

do pagamento efetivo esperado que o jogador v obtém, é dado por:

X)=> ... ) (H xw,8w> TI(s1,. .., ). (5.3)

s1=1 sn=1 \w=1

Similar a (5.1), a equagao (5.3) pode ser reescrita de uma forma mais
conveniente e compacta:

19(X) = 2T Bk, (X), (5.4)

onde k,(X) = ZN Ay w&y. O conceito de equilibrio de Nash pode ser introduzido

w=1

com base no pagamento esperado para estratégias puras e mistas.
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Definicao 5. O conjunto de Equilibrio de Nash € definido como sendo:
oNE = {X Vo, Vr, s >0 pgs = pis,‘v’xw/ >0 A pg,s > pgvs,‘v’xw/ = 0} ,  (5.5)
e o conjunto de Equilibrio de Nash Estrito é dado por:

@NES = {X : vvava,S >0 pg,s > pg,s’vxv’s/ - O} : (56>

5.4 Equacao para a dinidmica de populagoes em rede

Seguindo a teoria desenvolvida nas segoes anteriores, e utilizando a

equacao de replicacao multipopulacional, o modelo para grafos segue:

:tv,s = xv,s(pg,s - ng) (5 7)

xus(O) = Cys

Vo eV, Vs €S8, onde x,(0) = [cp1...Com|’ € Ap é 0 vetor da condigio inicial do

jogador v.

O sistema (5.7) representa a equagao estendida para a dinamica do jogo
sobre populacoes em rede, onde a matriz de adjacéncia da rede estd completamente

embutida nas funges de pagamento pJ ; e ¢f.

Principais propriedades da equagao (5.7):

1. Invariancia pelo simplex: x,(0) € Ay Vo = x,(t) € Ay Vo,V > 0.

2. Estratégias puras sao estados estacionarios. Seja ©* o conjunto dos

estados estaciondrios de (5.7). Se X = {e,, }._, entdo X € ©*.

3. Equilibrios de Nash sdo estados estaciondrios. Se X € OVF entdo

X € 6%
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4. Estados estacionarios interiores sao Equilibrio de Nash. Supoée que

T,s € (0,1) Vo, Vs. Entdo X € ©* se e somente se X € OVF,

5. Solugoes Equivalentes.

Consideraremos a matriz de adjacéncia A,,, como sendo estocastica
de linha, ou seja, a soma de todas as entradas de uma linha da matriz A é igual a 1
(Z?Zl a;j = 1). Essa matriz nos diz como os vértices do grafo estao conectados, e
assim, contra quais jogadores cada um esta jogando. Por exemplo, ao considerarmos
um grafo completo, estamos indicando que todos jogam contra todos. O teorema a

seguir mostra as condigoes para equivaléncia entre o modelo proposto e a equagao

de replicacao padrao.

Teorema 3. Seja X (t) = {x1(t) ... x,(t)} a dnica solugdo do sistema (5.7) onde
Ty s(0) = ¢s Yu. Assume-se também que A, referente ao grafo completo, é estocdstica
de linha e B, = B Yv. Seja y(t) a unica solucao da equagio (3.2), com ys(0) = cs.
Entao, x,(t) = y(t) Yov,Vt > 0.

Demonstragao. Sejam X (t) = {x1(t)...x,(t)} e y(t) como na hipdtese. Seja
W(t) = [thi(t),..., 0. ()] tal que 1,(t) = y(t)Vv. Como A é estocdstica de li-

N -
nha, temos que ) _; = G, = 1 Vv e entao:

n n

kv(\I’) = Zav,w¢v = Zav,wy =Yy (58)

w=1 w=1

Além disso, as funcoes pagamento sao:

p, = e Bk, (¥) = el By = p,,

¢7 =z, Bk,(¥) = y" By = ¢.
Substituindo ¥(¢) na equagao (4.3), temos que:
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lbv,s = ys = ys<ps - ¢> = 7vbv,s(pg,s - Qf)

Logo, ¥(t) é solucao da equagao (4.3). Além disso, como 1), (0) =
ys(0) = ¢5 Yo, e pela unicidade da solugao da equagao (5.7), segue que 1, (t) = @, (t),
e portanto x,(t) = y(t) Yv,Vt > 0. O
Esse teorema mostra que a equacao padrao de replicacao pode ser obtida
como um caso especial da versao estendida proposta para redes (grafos), fornecido
que A é estocastica de linha e as condicGes iniciais assim como as matrizes de

pagamento sao as mesmas para todos os vértices.

5.5 Tipo de jogo N-2.

Nesta secao estao presentes alguns resultados sobre a existéncia e es-
tabilidade dos pontos estacionérios solugdes do sistema (5.7) com apenas duas es-
;. ., . ~ T . .
tratégias. Nesse caso, as varidveis sao ¢, = [r,1 1 —x,1| . Para simplificar a
~ d . . T A . d ~
notagao, denotaremos y, = T,1 € Yy = [y1...Y,)" . As matrizes de pagamento terao

a seguinte estrutura:

bvll bv12
B: bl

bv,2,1 bv,2,2

Sendo 0,1 = by11 — by, Op2 = byos — by12 € de acordo com a equagao (5.8) do

teorema (3), sendo:
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dessa forma, a dinamica de um jogo evolutivo sobre populacoes em rede é descrito

pelo seguinte sistema de n equagoes diferenciais:

yv = yv(l - yv)fv(y)v (59>
onde
fv(y) = Uv,lkv,1<y) - Uv,Q’%,Q(Z/)- (51())
Nesse caso, o conjunto de Equilibrio de Nash definido em (5.5) serd
dado por:

O — {y 0,1 vu (Wi =0 A fuly') SO)V
Wi =1 A fuly)>0) V(fly)=0)}, (5.11)

enquanto o conjunto de Equilibrio de Nash Estrito definido em (5.6) é:

ONFS = {y* € [0,1]" : Vo ((ys = 0A fuy* <0) V (yy = 1A fu(y") > 0))}. (5.12)

O conjunto ©* dos pontos estacionarios do sistema (5.9) é:

O ={y" €[0,1]": Vo (y; =0Vy; =1V f,(y") =0)}. (5.13)

O conjunto ©* possui a seguinte estrutura:

1) O conjunto dos pontos estacionérios puros é 7 = {0,1}" C O*.

2) O conjunto dos pontos estacionérios internos (mistos) é ©™ = (0,1)"N

©*. Nota-se que O™ C ONF,

3) Todos os outros pontos estaciondrios sao classificados como pu-

ros/mistos e sdo representados pelo conjunto OP™ = ©*\ (6P U O™).
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Conhecendo-se os pontos estacionarios do sistema, se faz necessario
estudar a estabilidade linear desse ponto. Seja y* um ponto estacionario no sistema
(5.9), para analisarmos a estabilidade desse ponto, introduzimos a matriz jacobiana

— 99
= 5

desse sistema J(y*)
y=y*

(1 —2y;) (%,1/%,1(1;*) - O-U,ka,Q(y*)> se w = v
Jv,w(y ) - (514)
y:)(<1 - y:;)(o-v,l + O'v,2)av,’w Se w # v

A estabilidade do ponto y* depende dos autovalores A\, (J (y*)) de J(y*),

como mostra o proximo teorema.

Teorema 4. Seja y* € OF. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

IN

(a) Vv <(0v,1k‘v,1(y*) Ovokea(y*) Ay =0)V
(O'v,lkv,l(y*) Z Uv,Zkv,2(y*) AN ’y* = 1))

(b) \(J(y*)) <0 Vo eV

(c) y* € ONF

Demonstracao. (a) < (b)
Seja y* € OF. Pela equagao (5.14) temos que a matriz jacobiana J(y*) é diagonal e

seus autovalores \,(J(y*)) sdo:

« O—U,lkv,1<y*) - O_U,2kv,2(y*) s€ y:; =0
Ao(J(y7)) =
UU,ka,Q(y*) - Uv,lkv,l (y*> S€ y; = 1

De acordo com o afirmacao (a), quando y; = 0, temos que:
Op1ko1(Y") < 0pokya(y”)
e assim (0y1ky1(Y") — 0v2ky2(y*)) < 0. Quando y; = 1, temos que:
Op1ku1(Y") > 0p2ky2(y")
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e assim (0 2ky2(Y*) — 0u1ku1(y*)) < 0. Logo A\, (J(y*)) < 0.
Da mesma forma temos que, se \,(J(y*)) < 0 entao:

Uv,lkv,l(y*) - Uv,2kv,2(y*) S 0 = Uv,lkv,l(y*) S UU,ka,Z(y*)

UU,ka,Q(y*) - Uv,lkv,l (y*> = Uv,lkv,l<y*) Z UU,ka,Q(y*)-

(€) & (a)

@NE

Considerando-se y* € e como por hipdtese y* € OF temos que:

y* € ONE N or = {y* €0, 1" : Vo (i =0Af,(y*) <0) U (y: =1 A ful(y*) >
0))}.

Sabendo-se que f,(y) = 0y1ky1(y) — 0y 2k, 2(y), juntamente com o re-
sultado anterior, temos que o item (a) é satisfeito, se e somente se, o item (c) é
satisfeito pela igualdade anterior .

Portanto, todas as afirmagoes sao equivalentes. O

Um resultado analogo ao do teorema que acabamos de demonstrar pode

ser obtido ao trocarmos as desigualdades dos itens (a) e (b) por desigualdades estritas

@NE @NES

e o conjunto pelo conjunto no item (c).

Corolario 1. Seja y* € ©F. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a’) Vv <(av,1k‘v,1(y*) < Opska(y®) A yE=0)V
(uako1(Y") > ouokua(ye) N Yy = 1))

(b°) \o(J(y*)) < 0 Vo

(¢’) y* € ONFES

Demonstragao. A prova desse corolario segue diretamente do teorema (4), quando
as desigualdades estritas sao utilizadas nas afirmacoes (a) e (b), e o conjunto ONES

é substituido no item (c). O
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E importante destacar que segue do corolario (1) que cada ponto de
equilibrio de Nash estritamente puro, é assintoticamente estavel para o sistema
(5.7). Além disso, o estado estacionario correspondente a um equilibrio de Nash
puro é estavel se, para cada vértice v, o ganho total dos jogadores em sua vizinhanca

escolhendo a estratégia pura s é alta o suficiente.

Esses resultados anteriores, nos mostram algumas propriedades dos
pontos puros e indica algumas coisas que devem ser observadas sobre a estabili-
dade assintética desses pontos. Sendo assim, é natural pensar em resultados que
possam indicar ou dar ideia de como se comporta a estabilidade assintotica para os
pontos mistos. O resultado a seguir mostra a existéncia de um estado estacionario
misto e além disso, como os autovalores da matriz jacobiana, aplicada nesse ponto,

se relacionam com os autovalores da matriz de adjacéncia.

Teorema 5. Supondo que 0,1 = 01 € 0,2 = 02 Yv e sgn(o1) = sgn(os2) # 0. Entdo

sempre existe um estado estaciondrio y* € O™ tal que y; = Ul‘f@Vv. Além disso,
AJ(y") = FHEA(A).

Demonstracao. Temos que o conjunto ©™ pode ser escrito como:
0" = {y" € (0,1)": fuoly') Yo} = {y" € (0,1)": o1k (y") = cuakaly’ Vo).
Uma vez que 0,1 = 01 € 0,2 = 02Vv, entao y* € O™ satisfaz o sistema linear
01 Ay* = 0, A(1 — y¥), (5.15)

onde os vetores Ay* e A(1 — y*) sdo compostos pelos elementos &, e k, 2, respec-

tivamente. De fato, 0,1k, 1(y*) = 042k 2(y*), Vv pode ser escrito como:

o1 Zav,wy;] = 09 Zavvw(l —yn) & 01AYy" =02A(1 —y").
w=1 w=1

Além disso, sign(oy) = sign(oq) # 0 implica que
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Ayt = 22 A1.

o1+02

Uma vez que —%2-A1 € Im(A), entdo o sistema (5.15) possui pelo menos uma

solugao da forma:

* g2

Yy = o-1+o—2]‘ +y07

onde y, € ker(A).

g2

Vv é o unico estado estacionario
o1+02

A solucao y* = g1 onde y =

misto desde que a inversa A~ exista.

A matriz Jacobiana (5.14) calculada no ponto y* = 91 é:

o1+02

o102

é um escalar, entao
o1to2

Uma vez que

AT (Y")) = FEEMA).

o1+02

Se A nao possui lagos, entao Tr(A) = 0. Sabe-se que Tr(A) =Y " | \;.
Como todas as entradas de A sao positivas, entao o teorema de Perron-Frobenius

nos garante um autovalor positivo.

Logo unindo essas informacoes, temos que ter um autovalor positivo e

um negativo para obter a soma igual a zero, logo nao importa o sinal de 2222, []
) o1+o02

O Teorema 5 afirma que se a matriz de adjacéncia A é invertivel, as
coordenadas do estado estacionario misto nao depende de A em si. Caso contrario,

a estabilidade linear de y* depende dos autovalores de A.
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6 MODELO EVOLUTIVO PARA A
DINAMICA DO JOGO REPRESENTADO
POR UM GRAFO COM ESTRUTURA DE
ESTRELA FECHADA

Nosso objetivo, neste capitulo, é particularizarmos a estrutura do grafo
do teorema (5) para tentar obter resultados sobre os pontos de equilibrio puros que
nao foram estudados, uma vez que o teorema (5) apenas nos dé informagoes sobre
a existéncia e a estabilidade de pontos de equilibrio misto. Sendo assim, apresenta-
remos o grafo da estrela fechada e encontraremos o modelo evolutivo que descreve a
dinamica do jogo representado por ele, bem como alguns aspectos referentes a esta-
bilidade dos pontos de equilibrio puro encontrados. Utilizando a mesma matriz de
pagamento para todos os jogadores e a teoria apresentada anteriormente, obteremos
o modelo para um grafo estrela fechada com 6 vértices e, em seguida, estenderemos
o raciocinio empregado de modo a obter o modelo para um caso mais geral do grafo
estrela fechada. Por fim, com base nas simulagoes realizadas e na teoria desenvolvida
para o grafo estrela fechada, sera verificada a existéncia de apenas dois pontos de

equilibrio puro assintoticamente estaveis.

6.1 Jogos evolucionarios na estrela fechada
O grafo da estrela fechada consiste em um grafo estrela onde as folhas

adjacentes sao ligadas por uma aresta. A proxima figura mostra uma estrela fechada

com n vértices.
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Figura 6.1: Estrela Fechada com n vértices

Considerando a figura (6.1), o vértice 1 serd chamado de vértice central

e os demais serao os vértices periféricos.

Para aplicarmos os resultados anteriores é necessario conhecermos a
matriz de adjacéncia da estrela fechada, no caso em que o jogo é simétrico, a matriz

é da forma:

(001 1 1 11
10 1 0 0 1
11 0 1 0 0
Apxn =110 1 0 0
10 0 1
(110 0 1 0

Neste trabalho as simulagoes foram feitas para um modelo WA, em
que a conexao entre os jogadores é dada através de uma soma ponderada, e como
explicado na secao (5.2), se faz necessério que a matriz de adjacéncia seja estocéstica

de linha. Sendo assim, a matriz de adjacéncia da estrela fechada que serd utiliza é:
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3 03 0 0 3
s 5 0 3 0 0
Apxmy =5 0 5 0 0
oo ;
BRI oo

onde cada uma das entradas estd normalizada de acordo com o grau de cada um

dos vértices, ou seja, ¢ uma matriz estocastica de linha.

Utilizando a equacao:

yv = yv(l - yv)fv(y)>

iremos apresentar o modelo evolutivo que descreve a dinamica do jogo representado
pelo grafo da estrela fechada com n vértices, mas antes de obter o sistema que a
descreve, precisamos calcular as funcoes de pagamento para cada um dos jogadores
vértices do grafo. Suponhamos que todos os jogadores utilizem a mesma matriz de
pagamento B de dimensao 2, ou seja, uma matriz de pagamento para um jogo de 2

estratégias.

Seja a funcao de pagamento dada por:

fv(y) - Uv,lkv,1<y) - Uv,2kv,2<y)

Para um grafo com estrutura de estrela fechada com n vértices, temos que o modelo
evolutivo que representa a dinamica do jogo representado por ele sera dado por um
conjunto de n equacgoes, em que cada uma delas representa a evolucao estratégica

para certo jogador. Para o jogador central, temos:

b — (1 —
y1 = yi( yl)[n_l

<01(y2+---+yn)—02((7%—1)—3/2—---—%))]
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g1 =yl —uy) [ﬁ((al +09)Y2 + ... + (01 + 02)yn — 02(n — 1))]

(0'1 + 0'2)

g1 =yl —wy) {

Como os jogadores periféricos possuem a mesma quantidade de co-

nexoes, as suas equagoes serao de forma semelhante, modificando apenas as variaveis
de acordo com o jogador com o qual ele estd conectado. Segue abaixo a equagao

para o jogador 2:

Yo = ya(1 — o) E(m(yl +ys+yn) — 0203 —y1 —ys — yn)):|

Yo = Y21 — 12) [%((01 + o9)y + (01 + 02)ys + (01 + 02)yn — 302)]

g1 + (72)

Y2 =121 — y2) F 3

(y1 +y2 +yn) — 02}

Como o restante dos n — 2 jogadores possuem a mesma quantidade de
ligacoes que o jogador 2, diferindo apenas o jogador com qual eles estao interagindo,

podemos afirmar que a equagao para um jogador i tal que i # 1,7 # 2 e i # n se da

por:
Yi = yi(1 —ui) {@(yl + Yic1 + Yir1) — 02}
e para o jogador n:
Yn = Yn(1 — Yn) {@(91 + Y2 + Y1) — Uz]

O sistema de equacoes que descreve o modelo evolutivo para a dinamica
do jogo representado por um grafo com estrutura de estrela fechada, com n vértices,

onde uma matriz de pagamento é utilizada, é dado por:
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Y1 = y1(1 - y1) [(?,lfﬁ)(@n + ...+ yn) - 02}

Yo = y2(1 — y2) {(UHUZ)(:U + s+ Yn) — 02]

) [M( (6.1)

yz:yz(l_yz y+yzl+yz+1)—ag]para2<l<n

(01+02) (

yn:yn(l_yn)[ Y1 + Y2 + Yn— 1)—02]

Na proxima secao iremos proceder com os calculos dos pontos de equilibrio

desse sistema.

6.2 Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (6.1) da se¢@o, anterior sao os pontos
que fazem com que ¥, = 0, para todo 1 < v < n, esses pontos de equilibrio sao uma
certa distribuicao de estratégia entre os jogadores, que se alcancada, nenhum deles
mudara. Esses pontos podem ser de equilibrio puro, onde todos os individuos jogam
uma estratégia com probabilidade 1, ou pontos de equilibrio misto, quando algum

deles joga sua estratégia com probabilidade y, € (0, 1).

6.2.1 Pontos de equilibrio misto

Primeiramente vamos analisar os pontos de estratégias mistas, dentro
do simplex, sendo assim, estamos procurando por um ponto y* € S tal que y,(y*) =
0. Sendo assim, tem-se que y, e (1 — y,) sao diferentes de 0, logo deve-se ter

fo(y*) = 0 Yv, uma vez que 3, = y,(1 — y,) fo(y). Temos assim o seguinte sistema:

( r
01+02

_ (yg—l—...—l—yn)—ag}:O
:UI+02 (Y1 + Y3 + Yn) —02} =0
(
(

01+U2

y1+yi—1+yz’+1)—0'2] =0para2<i<n

(o1 +02

Y1+ Yn1 + Y2) — 02} =0
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Analisando-se a primeira equacao segue que:

(0'1+O'2) .
—(n—l) (yo+...+yn) —02=0
1 02

Analisando-se agora a equacao para os outros jogadores:

o1+ o
%(y1+yn—1+y2) —0y=0
1 09
3(1/1 Yn—1 Z/z) (01+02) ( )

Para encontrar essa solucao, devemos resolver o sistema de equacoes
(6.2) e (6.3) e, quando existir, a matriz inversa de A com dimensao n. Segue que
podemos escrever as equagoes (6.2) e (6.3) da seguinte forma:

02
Ay=—= 1 6.4
Y= ot o (6.4)

em que A é a matriz de adjacéncia do grafo, y é o vetor de distribuicao das estratégias

das n subpopulacoes e 1 é o vetor com todas as entradas iguais a 1.

0 5 75 = Y u 1
: 0 ¢ 0 ... 0 3 Yo 1
s s 0 3 0 0

% 0 % 0 0 :(01(—71-202)

3 000 3

_% : 0 0 s 0 I | 1]

Pode se concluir que para achar a solugao do sistema, precisa-se de um

y* tal que Ay* = ( 22 1. A solugao do sistema foi obtida utilizando a matriz

o1+02)

g2

(o1+02)

inversa de A e calculando assim y* = (A™1) 1. A solugao encontrada foi:

" T
vy = [ (01-"—202) (01+202) (0'1-‘1-20'2)] ’
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Entretanto, nem sempre a matriz de adjacéncia A de um grafo estrela
fechada sera invertivel, e nesses casos a solucao serd dada através dos autovalores
da matriz A em conformidade com a equacao:

AJI(Y") = 755 MA)

o1to2

AJ(y")) 0102

)\(A) N o1+ 09

0s casos em que a matriz A nao é invertivel sao mostrados na proposicao a seguir.

Proposicao 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo estrela fechada com n

vértices. Sen =4k + 1, k € N, entdo A nao € invertivel.

Demonstragcao. Seja A a matriz de adjacéncia do grafo estrela fechada com n joga-
dores de modo que n = 4k 4 1,vamos mostrar que as colunas pares da matriz A sao

linearmente dependentes. Temos que:

5 03 0 0 3
i s 0 3 0 0
A=11 0 3 0 0

3 00 3
_%%oo %0_

Desse modo, temos que a matriz A possui uma quantidade 2k de colunas
pares. Percebemos que essas colunas possuem apenas trés entradas diferentes de
zero, uma delas na primeira linha igual a ﬁ Considerando a coluna 2, temos
que as entradas diferentes de zero estao nas linhas 3 e n, que sao iguais a %, ou
seja, nas linhas correspondentes aos jogadores com os quais ele estd conectado. As

outras colunas se apresentam do mesmo modo, ou seja, a coluna 4, possui entradas
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diferentes de zero nas linhas 1, 3 e 5, a coluna 6, nas linhas 1, 5 e 7, e assim

sucessivamente. Seja ¢; a coluna ¢ da matriz A, temos:

o e 0
0 0 0
1 1
3 3 0
0 0 0
o= Cy— C4 = 0 - % = —%
0 0 0
0 : 0
1 1
s ] LY ] [ 3]

Nesse passo vemos que, ao subtrair a coluna ¢4 da coluna ¢y, obtemos
uma coluna com apenas duas entradas diferentes de 0, que se encontram nas linhas

5 e n. Com esse resultado, fazemos a seguinte operagao:

0 n1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1
~1 1 0
7”1:7’0+C6: 3 — 3 =
0 0 0
1 1
3 3
0 0
0
s ] LOo] [ ]

Nesse passo a primeira linha volta a ser diferente de 0, a linha 7 recebe

o valor % e a linha n continua % Seguindo para o préximo passo temos:
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= = 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
rg =71 —Cg = % - % = 0
0 0 0
A

0 0

0 : 0
AT A U B - B

Ao subtrair ¢4 de ¢, a linha 5, o resultado obtido apresenta apenas duas

entradas nao nulas, a linha 5 e a linha n, sendo a linha 5 a —% e ao substrair cg

de 71, apenas duas linhas nao sao nulas, a linha 9 e a n, sendo a linha 9 do igual a

1

—1 ¢ alinha n igual a 5 Desse modo, temos que a cada 4 colunas pares, o valor

3
—% aparecera 4 linhas abaixo da linha que ele se encontrava anteriormente. Como

A possui 4k + 1 colunas, temos entao que havera uma quantidade finita de passos,

onde ao subtrair a coluna 4k teremos:

1 1

P P 0
0 0

Tj =Tj_1 — C4 0 - 0 =

1 1

3 3

0 0

1 1

s ] L3 | L[O]
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Ouseja, co —cy+cg—cg+ ...+ Ch_z — 1 = 0, sendo entao vetores

linearmente dependentes e consequentemente A nao é invertivel. O

Portanto, para os casos em que o grafo estrela fechada possui 4k + 1
jogadores, a equacgao na qual se obtém o ponto de equilibrio misto é resolvida a

partir dos autovalores de A juntamente com os autovalores da matriz jacobiana.

6.2.2 Pontos de equilibrio puro

Para pontos de equilibrio puro, temos que y, = 0 ou (1 —y, = 0), o
que implica que ¥, = y,(1 — y,) fo(y) serd igual a 0, de modo que qualquer perfil
de estratégia da populacao em que todos os jogadores utilizem estratégias puras,
ou seja qualquer combinacao de 0’s e 1’s, y, = 0 ou y, = 1, serd um ponto de
equilibrio. Na proxima secao faremos o estudo de quais desses pontos serao um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Para isso é necessario analisar a matriz

jacobiana do sistema (6.1).

6.3 Estabilidade assintotica

Nesta secao iremos fazer a analise da estabilidade assintética dos pontos

de equilibrio misto e equilibrio puro da estrela fechada.

6.3.1 Estabilidade assintética dos pontos de equilibrio misto
Para estudar a estabilidade assintética dos pontos de equilibrio, se faz

necessario analisar os autovalores da matriz jacobiana do sistema (6.1), uma vez

que a estabilidade de y* esta relacionada com eles. Segue que a matriz jacobiana
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do sistema pode ser calculada da seguinte forma:

(1= 297) [ (Lpenti) —0n| sei=j

Jij(y*) =
v - ) (252 seitjeij)er

onde E representa o conjunto de todas as arestas do grafo, (i,v) indica uma aresta
entre o vértice i e o vértice v e d(7) indica o grau do vértice i, ou seja, a quantidade

de arestas que incidem sobre ele.

. o1+ 09 o1+ 09 o1+ 09
Considerando-se a = g 5 vy | —o2|, f=——ey=—-—7
d(i) , 3 n—1
(iv)EE

(1-2y1)a y1il—y1)y vi(l—wv1)y v1(l-y)y vil—v1)y ... wvi(l—-wy1)y yi1(l—wy1)v
y2(1 —y2)B (1 -2y2)a  y2(1 —y2)B 0 0 0 y2(1 —y2)B

" y3(l —y3)B  ys(l—ys3)B (1-2yz)a  y3(l—y3)B 0 0 0

J(y ) = ya(l —ya)B 0 ya(l—ya)B (1 —2ya)a  ya(l—ya)B ... 0 0
yn(l —yn)B yn(l —yn)B 0 0 0 yn (1 —yn)B (1= 2yn)a

Esse jacobiano possui, em sua diagonal, os elementos j;; = (1 — 2y;)«
e na primeira linha todas as outras entradas sao iguais a y;(1 — y;)7y. Nas linhas
seguintes, havera apenas outras 3 entradas diferentes de 0. Por exemplo, na linha
2, como o vértice 2 esta conectado com os vértices 1, 3 e n, teremos que as entradas
J2.1, J2.3 € jan Serao iguais a ya(1 — yo)B. O mesmo segue para as outras linhas.

Para estudarmos a estabilidade assintética do ponto de equilibrio misto,
T

devemos aplicar a matriz jacobiana no ponto y* = [ 22 22 ce. 22—
(o1+02)  (01t02) (o1+02)

A matriz obtida é:

1 1 1 1 1
0 75 o9 o3 o il s
5 0 5 0 0 3
1 1 1
119 1 0 0
0102

J(y*) = 1 1

W)=, 715 0 5 0 0
1 1
3 00 3
1 1 1
L2 0 0 Lo |
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Esse ponto nao é assintoticamente estavel. De fato, temos:

Tr(J(y) = XX, A =0

em que os \; sao os autovalores da matriz jacobiana aplicada ao ponto de equilibrio
misto. Como o trago é nulo (todos os elementos da diagonal sdo iguais a 0) tem-se
entdo que nem todos os autovalores de J(y*) sdo negativos, e assim o ponto de

equilibrio misto y* nao é assintoticamente estavel.

Pode-se observar também que J(y*) = 222 A o que estd de acordo

o01+02
com o Teorema 3 de Madeo e Mocceni em [12], onde eles provaram a existéncia de
um estado estacionario misto satisfazendo essa condicao e além disso, uma vez que

2192 § um escalar, entdo A(J(y*)) = 222 \(A).

01402 o1+02

6.3.2 Estabilidade assintética dos pontos de equilibrio puro

Nesta secao iremos utilizar a notacao 0 para indicarmos uma per-
turbagao na distribuigao da estratégia pura (0, 1) sendo aproximadamente (0.01, 0.99)
e utilizaremos a notacéo 1 para indicarmos uma perturbacao na distribuicdo da es-
tratégia pura (1,0) sendo aproximadamente (0.99,0.01). Desse modo ao indicarmos
o perfil de estratégia ((), i), estaremos indicando que o jogador 1 utiliza a distribuicao

estratégica (0.01,0.99) e o jogador 2 utiliza a distribuigao estratégica (0.99,0.01).

Em seguida analisaremos o comportamento assintético de pontos de
equilibrio puro onde ha um jogador mutante,que utiliza uma estratégia diferente
dos outros n — 1 jogadores. Iremos considerar que o jogador mutante utiliza a

estratégia 0, enquanto o restante dos jogadores utiliza a estratégia 1.

Para se estudar a estabilidade assintética é necessario estudar o jaco-
biano da matriz de adjacéncia aplicado aos pontos de equilibrio. Com isso pode-se

ter duas situagoes, a primeira em que a matriz de pagamento é uma matriz de bies-
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tabilidade, em que os jogadores tendem a usar a mesma estratégia para obter uma
melhor recompensa, e a segunda em que a matriz de pagamento é uma matriz de
coexisténcia, em que os jogadores tendem a usar estratégias diferentes para obter

uma melhor recompensa.
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7  COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Neste capitulo iremos analisar o comportamento dos pontos de equilibrio
puro, nos casos em que os todos os jogadores utilizam uma matriz de pagamento de
biestabilidade e de coexisténcia. Iremos provar alguns resultados sobre esses pon-
tos e para o caso da matriz de coexisténcia, algumas simulagoes serao feitas para

entendermos o comportamento da evolucao estratégica no grafo estrela fechada.

7.1 Biestabilidade

Nesta secao iremos considerar que todos os jogadores possuem a mesma

matriz de pagamento, e que ela é da forma:

01 0
B, = ,0'1,0'2>0
0 09

Essa matriz é chamada de matriz e pagamento de biestabilidade, pois os jogadores
recebem pagamento positivo quando jogam a mesma estratégia. No modelo classico
da equagao de replicagao, isso implica que os pontos (1,1) e (0,0) sdo assintotica-
mente estaveis, por isso biestabilidade. De maneira geral, a matriz de pagamento
serve para nos fornecer os valores de o1 e 03, que sao calculados da forma mostrada

na secao 9.9.

Temos, nesse caso especifico, que o; = 0o > 0. Através de simulacoes
numéricas e utilizando o1y = a = 09 = 1, colocamos apenas um jogador mutante
com a estratégia 0 e a solucio converge para (1,1,1,...,1) indicando a dominancia
da estratégia 1. De forma andloga, ao colocar um jogador mutante com a estratégia
1 e os demais jogadores com a estratégia I, a solugao converge para (0,0,0,...,0)
indicando a dominancia da estratégia 0. Assim segue que os pontos de equilibrio

puro, para o caso de apenas um jogador mutante, sao (1,1,1,...,1) e (0,0,0,...,0).
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Comecamos verificando para os casos mais simples, quando todos os
jogadores possuem a mesma estratégia, se (1,1,1,...,1) e (0,0,0,...,0) sdo assin-
toticamente estaveis. Para isso, aplicaremos esses dois pontos na matriz jacobiana.

Comegaremos pelo ponto (1,1,1,...,1). Para a primeira linha temos:

Jii=1-2)[2%(n—-1)—a] =—a

n—1

Jiyj=11-1)(2)=0

n—1

Para as linhas restantes, segue que:

Jij=01-2)2a—al|=—a sei=j
Jij=11-1)(%)=0 sei#j

Assim a matriz jacobiana aplicada no ponto (1,1,1,...,1) toma a se-

guinte forma:

—a 0 0

0 —a . 0
J(1,...,1) =

0 0 —a

Com isso os autovalores \; sdo todos iguais a (—a) < 0 e portanto

(1,1,1,...,1) é ponto de equilibrio puro assintoticamente estavel.
Para o ponto (0,0,0,...,0) temos para a primeira linha:

Jii=(1-0)[25x0-a] =—a

Jij=01-0)(2)=0

n—1

Para as linhas restantes, segue que:
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Ji’j:(l—o)[%—“XO—a]:—a se i =]

Jij =0(1-0) (%) =0 se i # J

E assim a matriz jacobiana tera a seguinte forma:

—a 0 0

0 —a . 0
J(0,...,0) =

0 0 —a

Com isso os autovalores \; sao todos iguais a —a < 0 e portanto

(0,0,0,...,0) é ponto de equilibrio puro assintoticamente estavel.

Qualquer outro perfil de estratégia pura é ponto de equilibrio, porém
0s Unicos assintoticamente estdveis sao (1,1,1,...,1) e (0,0,0,...,0). De fato, o
termo y;(1 — ;) serd igual a 0 quando y; = 0 ou y; = 1, 0 que mostra que qualquer

combinagoes de 0’s e 1’s é ponto de equilibrio.

Consideremos o ponto (1,...,1,0,1,...,1) em que o jogador i utiliza

uma estratégia diferente dos outros n — 1 jogadores.

Proposicao 2. Os pontos (0,...,0) e (1,...,1) sdo assintoticamente estdveis.

Demonstracao. Segue diretamente do calculo do jacobiano aplicado aos pontos e,
apos, analisar os seus autovalores. Vimos que os autovalores )\i(J 0, ... ,0)) <0WVz
e X;(J(1,...,1)) < 0Vi. Logo, os pontos (0,...,0) e (1,...,1) sao assintoticamente

estaveis. O

Lema 6. A matriz jacobiana aplicada no ponto (1,1,...,1,0,1,...,1,1), com o
jogador i utilizando a estratégia 2, para uma matriz de biestabilidade, possui um

autovalor positivo.
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Demonstra¢ao. Como os termos y;(1—y; ) sdo iguais a 0, temos entao que o jacobiano

serd uma matriz diagonal. Analisando a posi¢ao J;; temos:

Jii=(1-2y)a=(1-2-0)a=ae
Jep=(1-2y;))a=(1—-2-1)a = —a, para k # i.

(o1+02)

Como «; = [ 10 (Z(i,v) cE y;“) — 02] dividiremos em dois casos:

i)i=1
Ji,i:JLl: [%-(n—l)—ag] 20'1:CL>0
oo = = [(€3522 2 g,] = - (mtngan) = — () = - (0) = 5 <
para k # 1

a O 0

0 —3% 0

J(0,1,...,1) =
0 0 -3
Desse modo os autovalores sao (a, — %5 —%) e portanto, J(0,1,1,...,1)

possui um autovalor positivo, logo o ponto (0,1,1,...,1) nao é assintoticamente

estavel.

i) i#£1

Jii = [(01%2) 9 02} = 2420y _ 2eicop  Zeca 85, )

Jii=— [(‘Z:_“B) (n—2)— 02} — _(n—2)(01z;0_2%)—(n—1)02 — _(n_?ﬁ_@ _ _(n—nQ_)ClL—a _
(n3)a

Jpp = —[@-3—02} = —(01 + 09 —0y) = —01 = —a < 0, para k # i,

kA (Gi—1),k#@G+1)ek+#1.

o4



_ (o1+02) Lo _ _ 2014209302 __ _ (201—02\ _ _ (2a—a\ _ _a
Jpr = [—3 2—0g| = -2 = (—3 )— ( )— 5 <0, para

=(—1)ek=(>i+1)

(n—3)a
T -1 0 0
0o
J(1,01,0,1, 1) = B
3
-
0
0 0 —3
DessemodoosautovaloreSSEEo(—%,—%,...,—%,%,—%,...,—%),por—

tanto J(1,...,1,0,1, ..., 1) possui um autovalor positivo, logo o ponto (1,...,1,0,1,...,1)

nao ¢é assintoticamente estavel. O]

Com isso mostramos que se o perfil de estratégias da populagao possuir

apenas 1 jogador mutante, entao esse ponto nao é assintoticamente estavel.

Podemos ir um pouco mais além e afirmar que qualquer combinacao de

0’s e 1’s nao serd assintoticamente estavel.

Teorema 7. Se y é um perfil de estratégia pura e nao sao todas iguais, entio y

nao € assintoticamente estdvel.

Lembremos que qualquer perfil de estratégia que seja uma combinagao
de 0’s e 1’s leva a uma matriz jacobiana diagonal, logo basta encontrar um elemento
da diagonal que seja positivo. Para comodidade do leitor durante a demonstracao do
teorema, e estratégia 2 sera designada de estratégia R e a estratégia 1 serd designada

de estratégia Y.
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Demonstracao. Para provar esse teorema, consideremos, primeiramente, o triangulo
formado por 3 jogadores em que pelo menos um deles joga uma estratégia diferente.
Este jogador pode ser o jogador central ou um jogador periférico. Consideremos, sem
perda de generalidade, o triangulo formado pelos jogadores 1, 2 e 3, em que o jogador
1 é o jogador central. Consideraremos que o vértice de cor vermelha representara
um jogador utilizando a estratégia R e um vértice de cor amarela representard um

jogador utilizando a estratégia Y. Temos os seguintes casos:

Caso 1

Jogadores 1 e 2 utilizam a estratégia R, e o jogador 3 utiliza a estratégia Y.

-
k?.

Figura 7.1: Jogadores 1 e 2 utilizando a estratégia R e jogador 3 utilizando a es-
tratégia Y.

Com essa configuracao, ao analisar a matriz jacobiana, a entrada js3
sera positiva independente da estratégia do jogador 4, que também joga com o
jogador 3. De fato:
(1) Jogador 4 utiliza estratégia R:
s =~ [2352 0] = 0 = () = () =a >0

) 3

(i7) Jogador 4 utiliza estratégia Y
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J3g = — [M'l_fh] _ [(01+02 _

-

3

3

] =[] =4>0

0_2:| - _ |:0'1+O'§730'2:| - _ |:O'1720'2:|

Jogador 4 utilizando estratégia R

Jogador 4 utilizando estratégia Y

Tabela 7.1: Jogador 4 utilizando as estratégias R e Y.

Caso 2

Assim precisamos analisar quando o jogador 2 também joga com es-

tratégia Y.

Figura 7.2: Jogador 2 utilizando a estratégia Y.

(1) Jogador 4 utiliza estratégia R:

J373 _ |:(01+02) 1= 0_2:| _ |:(J1+02) . 0_2:| — _ [01—1—02—302} — _ [01—3202} _

3

o) =~ [F] =850

(71) Jogador 4 utiliza estratégia Y:

-

J373 = _[M‘Q_O—Q} = _[M_O—Z] = _[W} —

3

tocea] = [2e0e] = _ [#] = 2 <0

3

3 3

o7

3 3



Jogador 4 utilizando a estratégia R | Jogador 4 utilizando a estratégia Y

2) /@
(3

Tabela 7.2: Jogador 4 utilizando as estratégias R e Y.

No caso 27 a entrada J3 3 é negativa. Devido a esse entrada ser negativa,
isso nao nos garante a nao estabilidade assintotica. Com isso devemos analisar o
triangulo formado pelos jogadores 1, 3 e 4, e analisar o comportamento da entrada
Ji4 do jacobiano. Se os jogadores 1 e 4 usarem a estratégia R e o jogador 3 usar a
estratégia Y, temos novamente o caso 1 anterior. Logo, devemos analisar o caso em
que o jogador 4 utiliza estratégia Y. Nesse caso, vamos analisar a entrada .Jy 4 que

dependera assintética dependera da estratégia do jogador 5.

Se o jogador 5 usar estratégia R, temos o mesmo resultado do caso 2i

anterior e assim a entrada Jy 4 ¢ positiva.

J4’4 —_ |:(01—§02) 1= 0_2] _ |:(¢71-§02) i O_2i| _ [01+057302} - [017320'2} _

-5 - - [ -5 >0

Jogador 5 utilizando a estratégia R | Jogador 5 utilizando a estratégia Y

@ (D

Y

Tabela 7.3: Jogador 5 utilizando as estratégias R e Y.

Se o jogador 5 usar estratégia Y, devemos passar a analisar o triangulo
formado pelos jogadores 1, 4 e 5. Esse passo pode ser repetido até completar todos os

jogadores periféricos, em que, se um deles jogar estratégia R, a nao estabilidade esta

o8



provada e se todos eles jogarem estratégia Y, devido ao fato do jogador 1 utilizar
estratégia R, o ponto Ji; = (1 —2-0) [2E2(n—1) —0y] = 01 = a > 0, serd

n—1

positivo de acordo com o resultado da afirmacao anterior.

Se o jogador 1 utilizar a estratégia Y, a nao estabilidade se dara pelo
mesmo motivo. Analisando os triangulos do grafo e utilizando o mesmo argumento
recursivo, acharemos pelo menos um jogador ¢ # 1 que utiliza a estratégia R, cercado

de jogadores que utilizam a estratégia Y, e com isso a entrada J;; serd positiva. [

Com esse resultado sabemos que, para o caso da biestabilidade, den-
tre todos os possiveis pontos de equilibrio puro, os unicos pontos assintoticamente
estaveis sao (0,0,0,...,0) e (1,1,1,...,1). Com isso, consideramos todos os casos de

estabilidade assintdtica para os pontos de equilibrio puro no grafo estrela fechada.

Imaginemos que, no caso da biestabilidade, todos os jogadores joguem
a estratégia inicial (1,0). Dessa forma as estratégias sempre convergirdo para (1,0),
uma vez que no caso da biestabilidade os jogadores recebem maior pagamento
quando utilizam a mesma estratégia. Consideremos agora que um jogador mutante
que utiliza a estratégia (6, i). E de nosso interesse saber quantos jogadores mutantes
sao necessarios para fazer com que a sua estratégia domine a estratégia do restante
da populacao. Através de simulagoes numéricas percebemos que o modelo da estrela
fechada, no caso da biestabilidade, consegue suprimir um jogador mutante que joga
diferente dos outro n — 1 jogadores, o que indica que, para a domingao ser feita com

sucesso, ¢ necessario uma quantidade maior de jogadores.

Com o auxilio de simulagoes, foi possivel identificar que a quantidade
de jogadores mutantes necessarios para que eles consigam dominar os demais, é igual

a:

29



Caso 1: Se n for impar, basta que existam ”T“ jogadores mutantes,
independente de quais eles sejam, que a estratégia utilizada por eles ira dominar

todos os jogadores.

Caso 2(i): Se n for par, temos duas situagdes. A primeira em que
o jogador central ¢ um dos jogadores mutantes, e nesse caso serao necessarios g
jogadores mutantes para que eles dominem os demais jogadores.

Caso 2(ii): Se o jogador central nao for um dos jogadores mutantes,

entao nesse caso serao necessarios 5 + 1 jogadores para que eles dominem os demais

jogadores.

Os grafico abaixo ilustram as quantidade de jogadores mutantes ne-

cessarios para dominar toda a populagao de n jogadores:

Jogador central mutante Jogador central nao mutante

Jogador central mutante Jogador central n3o mutant

mﬂhﬂﬂﬂﬂmm mMHHHHHHMM

4 5 & 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 177 18 19 20 4 5 8 7 8 © 10 11 12 13 14 15 18 17 18 1@ 20

@

Quantidade de mutantes
Quantidade de mutants
s @
i

"
L

o

Quantidade de jagaderes Quantidade de jogadores

Tabela 7.4: Quantidade necessaria de jogadores mutantes utilizando a estratégia R
para dominar a populagao.

Essa questao é um ponto interessante a ser estudado, mas que nao sera
apronfundado nesse trabalho, uma vez que o nosso foco é a estabilidade assintética
dos pontos de equilibrios puro. Na préxima secao iremos fazer o estudo desses pontos

puros utilizando uma matriz de coexisténcia.
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7.2 Coexisténcia

Nessa se¢ao iremos considerar a matriz de pagamento como sendo da

forma:

0 a
BQ = , > 0
a 0
Para esse caso temos que 01 = —a = g, < 0.

Essa matriz é chamada de coexisténcia, pois neste caso os jogadores
obtém os melhores pagamentos quando eles tém estratégias diferentes, ou seja, es-

tratégias diferentes podem coexistir.

Com a mudancga da matriz de pagamento para uma matriz de coe-
xisténcia, agora para certo jogador i, a sua recompensa serda maior ao utilizar es-
tratégias diferentes dos demais n—1 jogadores, o que mudara a dinamica de interacao

entre eles.

O primeiro fato é que os pontos (1,1,1,...,1) e (0,0,0,...,0) que eram

assintoticamente estaveis para a matriz de biestabilidade, agora deixarao de ser.

De fato, como calculado anteriormente para os pontos (0,0,0,...,0)
e (1,1,1,...,1), temos que a matriz jacobiana serd uma matriz diagonal, e assim

precisamos analisar os valores diagonais que sao os autovalores da matriz.
Iremos analisar as entradas J;; para o ponto (1,1,1,...,1):
i) Para o jogador 1
(n—1)

1-2yp)a=(1-21) [m-(n—n—@] =01 =—(—a)=a>0

i1) Para um jogador i # 1
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(1—-2y)a=(1-2y) [242-3-0y) = —01=—(-a) =a>0

Dessa forma os autovalores sao positivos e assim o ponto (1,1,1,...,1)

nao é assintoticamente estavel.
Iremos analisar as entradas J;,; para o ponto (0,0,0,...,0):
i) Para o jogador 1

(1=2p)a = (1-2-0) |22 0= 03] =~ = ~(~a) =a > 0

i1) Para um jogador i # 1
(I-2y)a=(1-2:-0)[242-0—0y] = =02 = —(—a)=a >0

Dessa forma os autovalores sao positivos e assim o ponto (0, 0,0, ...,0)
nao ¢ assintoticamente estavel. Um resultado mais interessante é obtido ao consi-
derar o caso em que apenas um jogador utiliza uma estratégia diferente do restante

da populagao.

Proposicao 3. Seja y um perfil de estratégia pura em que apenas um jogador uti-
liza uma estratégia diferente do restante da populacdo, entao y nao é um ponto

assintoticamente estdavel prara o caso de jogarem com uma matriz de coexisténcia.

Demonstracao. A prova dessa proposicao sera dividida em dois casos. O primeiro
dele sera considerar o jogador central com a estratégia diferente e no segundo um

jogador periférico.
Caso 1 (Jogador central com estratégia diferente)

Sabemos que para o caso de estratégia pura, o jacobiano sera uma

matriz diagonal. Nesse caso analisaremos a entrada J;; da matriz jacobiana onde

i # 1.

i) Jogador central utiliza a estratégia R.
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Nesse caso analisaremos a entrada J;; da matriz jacobiana onde ¢ # 1

Jii=(1=2y)a=(1-21) [E2 .2 —0y] = — (225%2) = — () =

wle

. a . . .. ~
como a > 0 entao 3 > (0, o que implica em um autovalor positivo e portanto a nao

estabilidade assintotica.
i1) Jogador central utiliza estratégia Y.

Nesse caso analisaremos novamente a entrada J;; da matriz jacobiana,

onde 7 # 1.

Jii = (1 —Qyi)Oé — (1 _2.0) [% .1 = 02} _ (01—3202) _ (—zz;—2a) _ %

. a . . e ~
como a > 0, entao 3 > 0, o que implica em um autovalor positivo e portanto a nao

estabilidade assintotica.
Caso 2 (Jogador periférico com estratégia diferente)
i) Um jogador periférico utilizando a estratégia R.

Nesse caso, iremos analisar um jogador periférico que utiliza a estratégia

Y, conectado com o jogador periférico que utiliza a estratégia R.

Ju=(1=2g)a = (1-2-1) [25% -2 - 0g] = = (*2722) = — () =

wle

e do mesmo modo que no caso 1(¢), § > 0, logo hd um autovalor positivo e assim a

nao estabilidade assintotica.
i1) Um jogador periférico utilizando a estratégia Y.

esse caso, iremos analisar um jogador periférico que utiliza a estratégia

R, conectado com o jogador periférico que utiliza a estratégia Y.

Jii=(1=2y)a=(1-2-0)[242 .1 —0y] = (2572) = (=452) = ¢

assim, £ > 0, logo ha um autovalor positivo e assim a nao estabilidade assintotica.
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Portanto, dado um perfil de estratégia pura onde apenas um jogador uti-
liza uma estratégia diferente do restante dos jogadores, entao esse ponto de equilibrio

nao sera assintoticamente estavel.

[]

Com esses resultados sabemos que pontos de equilibrio puro em certas
condicoes nao sao assintoticamente estaveis, logo vamos analisar numericamente
para onde vai a solucao do sistema quando as condigoes iniciais estao perto dos

pontos de equilibrio puro.

7.3 Simulacoes

Nessa secao foi utilizado o auxilio do software SCILAB-6.0.0 para exe-
cutar os algoritmos que nos permitiu obter algumas nogoes sobre o comportamento
do modelo quando estamos utilizando uma matriz de pagamento de coexisténcia,

para condicoes iniciais que sao perturbacoes de pontos de equilibrio puros.

As simulagoes foram feitas utilizando a seguinte matriz de pagamento:

01
BQ -
10
onde, 01 = —1 = 05 < 0, caracterizando-se assim como uma matriz de coexisténcia,

o que indica que os jogadores conectados preferem jogar estratégias diferentes.

Considerando o sistema de equagoes diferenciais:
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1 =vy1(1 — 1) [(Eﬁf)(yz + .ty — 0'2:|

(01+02)<y1 + Y3 + yn) _ 0.2}

Yo = y2(1 — 1)

Un—1 = yn_1(1 - yn—l) [(Uﬁ@) (?h + Yp—o + ?Jn) - 02]
(01+02)(

yn:yn(l_yn)[ Y1+ Y2 + Yn 1)—02]

substituindo os valores de o; e 09 temos:

?/&Zyl(l—yl)[ (n— )(y2+ +yn)—|—1}
Yo = yo(1 = y2) [=5(v1 + 3+ yn) + 1]

Une1 = Yn-1(1 = yn—1) [~ 2(1 + Yn—2 + yn) + 1]

A ideia principal é que a simulagao da evolucao das estratégias nos ajude
a entender o comportamento da escolha estratégica dos jogadores, no contexto dos
jogos evolucionarios, e que assim possamos conjecturar resultados tedricos sobre o

comportamento evolutivo delas na estrutura de estrela fechada.

Iremos mostrar o resultado obtido para o grafo estrela fechada com 6,
7, 8 e 9 jogadores (vértices) e, apds, mostraremos os resultados obtidos para as
simulagoes com 10, 50 e 100 jogadores, com o intuito de consolidar as ideias obtidas

nos grafos iniciais.

O sistema foi resolvido pelo software computacional aplicando-se o al-
goritmo para o Método de Runge-Kutta. No geral, os parametros utilizados foram:
tempo inicial tp = 0, tempo final t; = 50 e numero de passos N = 100. Caso haja
necessidade de novos parametros, eles serao explicitados antes dos resultados serem

exibidos.

65



Alguns resultados foram omitidos devido ao fato deles serem similares

tratégica foi a mesma. Devido as conexoes do grafo, na condigao inicial (0, 1,0, 0,0, 0)
o jogador 2 afeta os jogadores 1, 3 e 6, com os quais possui conexao, da mesma ma-

neira que na condigao inicial (0,0,0,1,0,0) o jogador 4 afeta os jogadores 1, 3 e 5,

0 mesmo ocorre quando se aumenta o nimero de jogadores.

Considerando-se a estrela fechada com 6 vértices, o quadro abaixo apre-

senta o estado estacionario obtido dada alguma condicao inicial.
Apesar de serem apresentados diversos resultados das simulagoes, foca-

remos nos resultados obtidos para as seguintes condigoes iniciais:
1. Onde apenas o jogador central utiliza estratégia diferente do restante

dos jogadores.

2. Apenas um jogador periférico utiliza estratégia diferente do restante

dos jogadores.

3. O jogador central e apenas um jogador periférico utilizam estratégias

diferentes do restante dos jogadores.
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Resultado das simulagoes para a estrela fechada com n = 6 jogadores (vértices).

Condicao Inicial

Final

(0,0, 0, 0, 0, 0)

(0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5)

(1, 0, 0, 0, 0, 0)

(1, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25)

(0,1,0,1,1,0)

(1,1,0 (1,1, 0, 0.5, 0.5, 0)
(0,1, 1,0,0,0) (0,1,1,0,1,0)
(0, 1,0, 1,0, 0) (0,1,0,1,0.5,0.5)
(1,1,1,0,0,0) (1,0.5,0.5,0, 1, 0)

Tabela 7.5: Simulagoes para 6 jogadores.

Para a condigao inicial (1,0,0,0,0,0), percebe-se que o jogador central
consegue influenciar a distribuicao estratégica de todos os jogadores periféricos ao
mesmo tempo que consegue preservar a sua. E interessante observar que os jogadores

periféricos se estabilizam com uma estratégia mista [0.25 0.75], ver figura 7.3.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

Para a condigao inicial (0,1,0,0,0,0), onde apenas um jogador periférico
utiliza estratégia diferente, percebe-se que os jogadores 1, 3 e 6 permanecem com

suas estratégias enquanto os jogadores 4 e 5 aderem a estratégia do jogador 2, ver

figura 7.4.
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Condicao Inicial | Equilibrio Final

Para a condigao inicial (1,1,0,0,0,0), apenas os jogadores 4 e 5 sofrem

alteracoes nas suas estratégias de modo que eles passam a utilizar a estratégia mista

[0.5 0.5], ver figura 7.5.

Condicao Imicial | Equilibrio Final

@
oy
O
e

Figura 7.5: Jogo Evolucionério para 6 jogadores com condigao inicial (1,1,0,0,0,0).
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Resultado das simulagoes para a estrela fechada com n = 7 jogadores (vértices).

Condicao Inicial Final
(0,0,0,0,0,0,0) (0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5)
(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) | (1, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25)
(0,1, 0,0,0,0,0) (0.12,1,0,1,0,1,0)
(1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) (1,1,0,1,0,1,0)
(0,1, 1,0,0,0,0) (0,1,1,0,1, 1, 0)
(0, 1,0, 1,0, 0, 0) (0,1,0,1,0, 1, 0)
(0,1,0,0,1,0,0) (0.25, 1, 0.25, 0.25, 1, 0.25, 0.25)
(1,1, 1,0,0,0,0) (1, 0.5, 0.5, 0, 1, 0, 0)
(1,1,0,1,0,0,0) (1,1,0,1,0,1,0)
(1,1,0,0,1,0,0) (1,1,0,0,1,0,0)
(0,1,1,1,0,0,0) (0,1,0,1,0,1,0)
(0,1,1,0,1,0,0) (0,0,1,0,1,0, 1)

Tabela 7.6: Simulagoes para 7 jogadores.

Para a condigao inicial (1,0,0,0,0,0,0), percebe-se que o jogador central
consegue influenciar a distribuicao estratégica de todos os jogadores periféricos ao
mesmo tempo que consegue preservar a sua. E interessante observar que os jogadores
periféricos se estabilizam com uma estratégia mista [0.25 0.75], do mesmo modo que

ocorreu para 6 jogadores, ver figura 7.6.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

Figura 7.6: Jogo Evoluciondrio para 7 jogadores com condigao inicial (1,0,0,0,0,0,0).
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Para a condigao inicial (0,1,0,0,0,0,0), ocorre altera¢ao na distribuigao
estratégica dos jogadores 1, 4 e 6 de modo que o jogador 1 passa a utilizar a estratégia

mista [0.12 0.88] e os jogadores 4 e 6 passam a utilizar a estratégia 1, ver figura 7.7.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

Para a condigao inicial (1,1,0,0,0,0,0), ocorre alteracao na distribuigao
estratégica dos jogadores 4 e 6, de modo que eles passam a utilizar a estratégia 1,

ver figura 7.8.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

Figura 7.8: Jogo Evoluciondrio para 7 jogadores com condigao inicial (1,1,0,0,0,0,0).

70



Resultado das simulagbes para n = 8 jogadores (vértices).

Condicao Inicial Final
(0,0,0,0,0,0,0,0) (0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5)
(1,0, 0,0, 0,0,0,0) | (1, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25)
(o, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (0,1,0,1,0.5,0.5, 1, 0)
(1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (1,1,0,1,0,0,1,0)
(0,1, 1, 0,0, 0, 0, 0) (0,1,1,0,1,0, 1, 0)
(0, 1,0,1,0,0,0, 0) (0,1,0,1,0,1, 1, 0)
(0,1,0,0,1,0,0,0) (0, 1,0.5,0.5, 1,0, 1, 0)
(1,1, 1,0,0,0,0, 0) (1,0.5,0.5,0, 1,0, 1, 0)
(1,1,0,1,0,0,0,0) (1, 1,0, 1,0, 0.5, 0.5, 0)
(1,1,0,0,1,0,0,0) (1,1,0,0,1,0, 1, 0)
0,1,1,1,0,0,0, 0) (0,1,0,1,0,1, 1, 0)
(0,1,1,0,1,0,0,0) (0,1,1,0,1,0, 1, 0)
(0,1,1,0,0, 1, 0, 0) (0, 0.5,0.5,1,0,1,0, 1)
(0,1,0,1,1,0,0,0) (0,1,0,1,1,0, 1, 0)
(0,1,0,1,0,1, 0, 0) (0,1,0,1,0,1, 0.5, 0.5)
(1,1,1,1,0,0,0,0) (1, 1,0, 1,0, 0.5, 0.5, 0)
(1,1,1,0,1,0,0,0) (1,0,1,0,1,0, 1, 0)
(1,1,1,0,0,1,0,0) (1,0.5,0.5, 0,0, 1, 0, 0)
(1,1,0,1,0, 1, 0, 0) (1,1,0,1,0, 1,0, 0)
0,1,1,1,1,0,0,0) (0, 1, 0.5, 0.5, 1, 0, 1, 0)
(0,1,1,1,0,1,0,0) (0,1,0,1,0,1,0,1)
0,1,1,0,1, 1,0, 0) (0,1,1,0,1, 1, 0.5, 0.5)
(0,1,1,0,1,0, 1, 0) (0,1,1,0,1,0, 1, 0)

Tabela 7.7: Simulagoes para 8 jogadores.

Para a condigao inicial (1,0,0,0,0,0,0,0), ocorre a mesma evolugao es-
tratégica dos casos anteriores, ou seja, os jogadores periféricos passam a estratégia

mista [0.25 0.75], ver figura 7.9.
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Condicao Inicial

Equilibrio Final

%

%

Figura 7.9: Jogo Evolucionario para 8 jogadores com condicao inicial

(1,0,0,0,0,0,0,0).

Para a condigao inicial (0,1,0,0,0,0,0,0), ocorre uma mudanga mais sig-
nificativa no comportamento dos jogadores, onde os jogadores 4, 5, 6 ¢ 7 mudam a
sua estratégia, sendo que os jogadores 4 e 7 passam a utilizar a estratégia 1, e os

jogadores 5 e 6, a estratégia mista [0.5 0.5], ver figura 7.10.

Condigao Inicial | Equilibrio Final

®

Figura 7.10: Jogo Evolucionario para 8 jogadores com condicao inicial

(0,1,0,0,0,0,0,0).

Para a condigao inicial (1,1,0,0,0,0,0,0), ocorre alteracao na distribuigao
estratégica dos jogadores 4 e 7, de modo que eles passam a utilizar a estratégia 1,

ver figura 7.11.

Condicao Inicial | Equilibrio Final
(2)

@
28,
%c

Figura 7.11: Jogo Evolucionario para 8 jogadores com condi¢ao inicial

(1,1,0,0,0,0,0,0).
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Resultado das simulagoes para n = 9 jogadores (vértices)

Nesse quadro, estao exibidos apenas os resultados com as condicoes
iniciais mais simples devido as diversas combinacoes possiveis, de modo que o quadro

ficaria muito extenso se fossemos listar todas elas.

Condigao Inicial Final

(0, 0,0,0,0,0,0,0,0) (0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5)
(1, 0, 0,0,0,0,0,0,0) | (1, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25)
(o, 1, 0, 0, 0, O, O, O, O) (0.12,1,0,1,0, 1,0, 1, 0)
(1,1,0,0,0,0, 0, 0, 0) (1,1,0,1,0, 1, 0, 1, 0)

(0,1,1,0,0,0,0,0, 0) (0,1,1,0,1,0.5,0.5, 1, 0)

(0, 1,0,1,0,0,0,0,0) (0,1,0,1,0,1,0,1,0)

(0, 1,0,0,1,0,0,0,0) (0, 1,0.5,0.5,1,0, 1, 1, 0)

(0,1,0,0,0, 1, 0,0, 0) (0.08,1,0,1,0,1,0,1,0)

(1,1,1,0,0,0,0,0,0) (1,0.5,0.5,0, 1,0, 0, 1, 0)

(1,1,0,1,0,0,0,0, 0) (1,1,0,1,0,1,0,1,0)

Para a condicao inicial (1,0,0,0,0,0,0,0,0), ocorre a mesma evolugao es-
tratégica dos casos anteriores, ou seja, os jogadores periféricos passam a estratégia

mista [0.25 0.75], ver figura 7.12.

Condicgao Inicial | Equilibrio Final
o’%: :;?f}
. o

Figura 7.12: Jogo Evolucionario para 9 jogadores com condi¢ao inicial

(1,0,0,0,0,0,0,0,0).

Para a condigao inicial (0,1,0,0,0,0,0,0,0), ocorrem alteragoes na distri-

buicao estratégica dos jogadores 1, 4, 6 e 8, de modo que o jogador 1 passa a utilizar
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a estratégia mista [0.12 0.88], e os jogadores 4, 6 e 8, passam a utilizar a estratégia

1, ver figura 7.13.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

% | %0
Yd | 4L

Figura 7.13: Jogo Evolucionario para 9 jogadores com condicao inicial

(0,1,0,0,0,0,0,0,0).

Para a condigao inicial (1,1,0,0,0,0,0,0;0), ocorrem alteracoes na dis-
tribuicao estratégica dos jogadores 4, 6 e 8, de modo que eles passam a utilizar a

estratégia 1, ver figura 7.14.

Condicao Inicial | Equilibrio Final

@ | @®
e ks

Figura 7.14: Jogo  Evolucionario  para 9  jogadores com  condigao

inicial(1, 1,0,0,0,0,0,0,0).

A partir das simulagoes realizadas, podemos generalizar algumas in-
formacoes que puderam ser observadas. Para a condicao inicial em que apenas o
jogador central utiliza a estratégia Y, temos que a evolugao estratégica dos joga-
dores periféricos se da de modo que todos eles passam a jogar a estratégia mista

[0.25 0.75], independente da quantidade de jogadores.

Para a condigao inicial em que apenas um jogador periférico utiliza a
estratégia Y, temos, que para o caso de haver um nimero impar de jogadores, o
jogador central passa a utilizar uma estratégia mista, porém ao aumentar a quan-

tidade de jogadores (considerando uma quantidade fmpar) essa distribuigao tende
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a estratégia R. Por exemplo, com 9 jogadores, a distribuicao estratégica do joga-
dor 1 é [0.12 0.88], e para o jogo com 19 jogadores a sua distribui¢ao estratégica
serd [0.05 0.95], atingindo a distribuicao estratégica correspondente a estratégia R,
[0.01 0.99], quando houver 29 jogadores. No caso em que hd uma quantidade par de
jogadores, temos dois casos, se a quantidade é um multiplo de 4, como no caso de 8
jogadores, havera dois jogadores conectados que utilizam a estratégia mista [0.5 0.5],
e se a quantidade nao for um multiplo de 4, a distribuicao estratégica dos jogado-
res periféricas apresenta uma alternancia (jogadores conectados utilizam estratégias

diferentes), havendo apenas dois jogadores vizinhos que jogam a mesma estratégia.

Para a condicao inicial onde o jogador central e um jogador periférico
utiliza a estratégia Y, temos que, para o caso de haver uma quantidade fmpar de
jogadores, ocorre uma alternancia entre as distribuicoes estratégica dos jogadores
periféricos. No caso de haver uma quantidade par de jogadores, novamente ha dois
casos, para as quantidades multiplas de 4, ocorre alternancia entre as distribuicoes
estratégicas dos jogadores periféricos de modo que apenas dois jogadores periféricos
conectados utilizam a estratégia 2. Para os casos em que a quantidade nao é um
multiplo de 4, entao ocorre alternancia da distribuicao estratégica dos jogadores

periféricos de modo que apenas dois jogadores conectados utilizam a estratégia mista

0.5 0.5].

Apesar de haver padroes nas evolucao estratégica dos jogadores, ne-
nhum dos pontos obtidos nessas simulagoes foi um ponto de equilibrio puro ou misto
assintoticamente estavel. Esse resultado indica que um jogo com essa estrutura de
grafo é muito sensivel a mudanga estratégica de algum jogador na condigao inicial,

ou seja, condigoes iniciais diferentes tendem a pontos diferentes.
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8 CONCLUSOES

Considerando-se redes arbitrarias de conexoes entre os jogadores, nas
quais cada jogador possui ao menos um jogador vizinho, o Teorema 4.3 em [1], mos-
trou que, para o caso de biestabilidade, assumindo que sgn(o;) = sgn(os) # 0, entao
os pontos puros onde todos os jogadores utilizam a mesma estratégia (todos 0’s ou
1’s), sdo assintoticamente estaveis se e somente se sgn(oy) = sgn(oy) > 0 e, além
disso, provou que esses dois pontos sao os tinicos pontos de equilibrio puro assintoti-
camente estaveis possiveis de se obter. Esse estudo permitiu identificar que existem
pontos de equilibrio puro assintoticamente estaveis para o modelo matematico que
descreve jogos que sao representados por um grafo com estrutura de estrela fechada

sem self-edges, onde todos os jogadores possuem a mesma matriz de pagamento.

Nesse trabalho conseguimos provar que para o grafo estrela fechada os
unicos pontos de equilibrio puro assintoticamente estavel, no caso de biestabilidade,
foram aqueles que todos os jogadores utilizam a mesma estratégia (todos 0’s ou
1’s),que aponta conformidade com o teorema 4.3 em [1] e, além disso, foi provado
que qualquer combinacao de 0’s e 1’s resulta na nao estabilidade do ponto. Para
o caso da biestabilidade também verificado que, se houver um jogador mutante na
populacao, a estratégia utilizada por ele sera dominada pelo restante dos individuos,
mas que ao aumentar a quantidade de jogadores mutantes até a metade ou metade
mais um, dependendo do tamanho da populacao e se o jogador central é ou nao um

mutante, eles podem dominar os individuos da populagao.

Nas situacoes em que os jogadores jogam com matriz de coexisténcia,
provamos que os pontos de equilibrio puro em que todos os jogadores utilizam a
mesma estratégia ou nos quais apenas um jogador utiliza uma estratégia diferente
nao sao assintoticamente estaveis e, além disso, percebemos que o comportamento

da evolucao estratégica de cada jogador varia de acordo com algumas condigoes,
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como por exemplo, a quantidade de jogadores ser um ntimero impar, ou quantidade
de jogadores ser um nimero par, ou ser um multiplo de 4. Essas foram algumas
caracteristicas observadas, a partir dos resultados das simulagoes. Desse modo, po-
demos dizer que as simulacoes nos levaram a entender o comportamento da evolucao
estratégica no grafo, e percebemos também algumas caracteristicas que influenciam
essa evolucao, como, por exemplo, a estratégia utilizada pelo jogador central, a
quantidade de jogadores utilizando estratégias diferentes, se o jogador central ou

um jogador periférico utiliza estratégia diferente.

Esses resultados nos levam a acreditar que é possivel estabelecer con-
clusoes semelhantes a esses, para outras estruturas de grafos, como ciclos ou as
estrelas. Desse modo, uma possivel continuacao desse trabalho, seria tentar extrair
mais informagodes sobre a estabilidade assintotica para o jogo jogado com uma matriz
de coexisténcia, além de tentar estender o modelo para um jogo de 3 estratégias,
bem como estudar outras estruturas de grafos. Uma outra opgao interessante seria
a utilizacao do modelo de jogo WS, em que as conexoes entre os jogadores podem
ter pesos diferentes, e comparar com os resultados obtidos para o modelo de jogo

WA utilizado nesse estudo.

Outro estudo interessante que pode ser feito é sobre o comportamento
da dinamica de replicacao em uma rede complemente conectada quando se faz
remocoes sucessivas de diferentes links de um vértice, analisando também o compor-
tamento assintotico da solucao. Como pode ser visto, ainda ha muito a ser explorado
sobre jogos evolucionarios, e esse estudo apresentou apenas um modelo dentre di-
versos outros que podem ser estudados de modo que se possa obter mais resultados

referente a teoria jogos evolucionarios.
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