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RESUMO

RAMIREZ, R.H.M. Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico
Homogeneizado para Geomateriais Fraturados. 2019. 180 f. Dissertagdo (Mestrado em
Engenharia Civil) — Programa de Pds-Graduacao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O comportamento constitutivo dos geomateriais € geralmente afetado pela presenca em
diferentes escalas de descontinuidades com vérios tamanhos e orientacfes, que, segundo 0 seu
comportamento mecanico, podem ser denominadas como fraturas ou fissuras e tem uma
influéncia significativa no comportamento dependente do tempo deste materiais. A presente
contribuicédo descreve a formulagdo e implementacdo computacional de um modelo baseado na
micromecanica, especificamente concebido para representar o comportamento viscoelastico de
meios microfraturados. As propriedades viscoelasticas efetivas sdo avaliadas através de um
raciocinio baseado em esquemas de homogeneizacdo linear (Mori-Tanaka) junto com o
principio de correspondéncia para materiais viscoelasticos sem envelhecimento. A formulacéo
mostra que o comportamento viscoelastico homogeneizado pode ser descrito mediante um
modelo reologico de Maxwell generalizado. No entanto, para simplificacdo e implementacdes
praticas na analise estrutural, também foi formulado um modelo de Burger aproximado. A
implementacdo computacional é desenvolvida no contexto do método dos elementos finitos
para analisar o comportamento diferido de geomateriais e geo-estruturas envolvendo
distribuices isotrdpicas de microfraturas. Varios exemplos de aplicacao sdo apresentados com
o0 intuito de verificar o funcionamento do cddigo implementado e avaliar a precisdo das
respostas numéricas através da comparacdo com as respectivas solucdes analiticas. Finalmente,
as capacidades preditivas da ferramenta computacional sdo ilustradas através da analise da

resposta diferida de uma estrutura complexa.

Palavras-chave: fratura; micromecéanica; viscoelasticidade; elementos finitos.



ABSTRACT

RAMIREZ, R.H.M. Computational Implementation of a Homogenized Viscoelastic Model
for Fractured Geomaterials. 2019. 180 f. Dissertation (Master Degree in Civil Engineering)
— Postgraduate Program in Civil Engineering, UFRGS, Porto Alegre.

The constitutive behavior of geomaterials is generally affected by the presence at different
scales of discontinuity surfaces with different sizes and orientations that, according to their
mechanical behavior, can be termed as fractures or cracks and have a significative influence in
the time-dependent behavior of these materials. The present contribution describes the
formulation and computational implementation of a micromechanics-based, specifically
conceived for representation of viscoelastic behavior in micro-fractured media. The effective
viscoelastic properties are assessed by implementing a reasoning based on linear
homogenization schemes (Mori-Tanaka) together with the correspondence principle for non-
aging viscoelastic materials. The formulation shows that the homogenized viscoelastic behavior
can be described by means of a generalized Maxwell rheological model. However, for
simplification and practical implementations in structural analysis, an approximate Burger
model is also formulated. The computational implementation is developed within the finite
element framework to analyze the delayed behavior of geomaterials and geo-structures
involving isotropic distribution of micro-fractures. Several examples of applications are
presented with the aim to verify the implemented code and to assess the accuracy of the
numerical responses by comparing with the respective analytical solutions. Finally, the
predictive capabilities of the computational tool are illustrated by analyzing the delayed

response of a complex structure.

Key-words: fracture; micromechanics; viscoelasticity; finite element.
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1 INTRODUCAO

A utilizacdo de materiais em engenharia e ciéncias aplicadas € resultado de estudos ou pesquisas
sobre 0 seu comportamento e aplicabilidade respectiva. Para entender ou descrever o
comportamento destes materiais, sejam simples ou complexos, € necessario desenvolver
modelos matematicos. Estes modelos visam modificar ou melhorar modelos estabelecidos de
materiais existentes para obter um comportamento mais completo ou obter a descricdo de um

material novo.

Uma caracteristica principal das estruturas da Engenharia Civil envolvendo geomateriais, tais
como rochas, concreto, alvenaria ou pavimentos asfalticos, é a presenca em diferentes escalas
de descontinuidades com varios tamanhos e orientac@es. Estas descontinuidades correspondem
a zonas de pequena espessura ao longo das quais as propriedades fisicas e mecanicas da matriz
se degradam. A presenca destas descontinuidades pode afetar a estabilidade e seguranca de
importantes estruturas da Engenharia Civil devido a reducdo significativa da rigidez, resisténcia
ao cisalhamento, ductilidade e a possiveis fluxos de fluidos que poderiam ingressar através

destas superficies.

Existem dois tipos principais de descontinuidades desde o ponto de vista do comportamento
mecanico de um material: fissuras e fraturas. Portanto, pode-se considerar um meio como
fissurado ou como fraturado dependendo das caracteristicas que apresentem estas
descontinuidades. O comportamento viscoelastico (dependente do tempo) dos meios fissurados
e fraturados pode ser caracterizado por meio de um modelo matematico formulado

analiticamente baseado numa abordagem micromecanica.

Uma vez que a maior parte das aplicacdes na engenharia estrutural € realizada de forma
numérica, 0 modelo matematico que descreve o comportamento viscoelastico de um material
com presenca de fraturas pode ser implementado computacionalmente por meio do
desenvolvimento de modelos numéricos, geralmente concebidos no contexto do método dos
elementos finitos. No presente trabalho foi utilizada uma das versdes do programa de elementos
finitos ndo linear Metafor. Esta versdo permite unicamente realizar analises de problemas em

estado plano de deformacdes e problemas axissimétricos.
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Os exemplos de aplicacdo desenvolvidos no trabalho visam realizar a verificacdo da
implementacdo computacional do modelo viscoelastico através da comparacéo dos resultados
numericos e analiticos de problemas submetidos a diferentes solicitacbes em estado plano de
deformacdes. Estes exemplos abrangem desde pequenos corpos de prova que apresentam
solugdes analiticas relativamente simples até problemas mais complexos como tlneis

profundos com diversas secOes transversais.

1.1 JUSTIFICATIVA

O comportamento constitutivo dos geomateriais €, geralmente, afetado pela presenca de
superficies de descontinuidade exibindo varios tamanhos e orientagcBes. Entre os impactos
negativos da presenca destas superficies de descontinuidade nas estruturas da Engenharia Civil,
pode-se mencionar: a degradacdo da rigidez e resisténcia, assim como 0 aumento da

permeabilidade em alguns casos.

Ao longo dos anos, diversas pesquisas tém-se focado na resposta instantanea de materiais com
descontinuidades. N&o obstante, poucos trabalhos prestaram atencdo ao comportamento
diferido (dependente do tempo) dos materiais. Sabe-se que, em muitas situacOes, este
comportamento se mostra como uma componente fundamental na deformacao dos geomateriais

quando submetidos a solicitacdes de longa duracao.

Recentemente, diferentes pesquisas incorporando simultaneamente a mecanica de fraturas e o
comportamento diferido homogeneizado de materiais com descontinuidades vem sendo
desenvolvidas. Neste contexto, o presente trabalho pretende contribuir com a implementacéo
computacional de um modelo analitico, baseado na micromecénica, que considera o

comportamento diferido de geomateriais com presenca de microfraturas e microfissuras.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral desta pesquisa consiste na implementagdo computacional de um modelo
viscoelastico baseado na micromecénica para geomateriais com presenca de microfraturas
distribuidas isotropicamente, possibilitando assim a andlise da resposta diferida do material

quando submetido a diversas solicitacoes considerando um estado plano de deformagdes.
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Como objetivos especificos tém-se:

a) Apresentar uma formulacdo para as propriedades viscoelésticas de um meio
fraturado utilizando um raciocinio baseado em esquemas de homogeneizagdo
linear (Mori-Tanaka) junto com o principio de correspondéncia para materiais
viscoelasticos lineares sem envelhecimento segundo o trabalho desenvolvido por
Aguiar e Maghous (2018);

b) Desenvolver a implementacdo numérica das propriedades viscoelasticas
formuladas analiticamente para uma distribuicdo isotrépica de microfraturas
utilizando o software Metafor no ambito do método dos elementos finitos e

considerando um estado plano de deformagdes;

c) Verificar o funcionamento do codigo implementado e a precisdo do modelo
atraves da comparacdo das solucdes analiticas, baseadas na mecénica do meio
continuo e a viscoelasticidade, com as respostas numéricas para diversos

exemplos de aplicacdo em estado plano de deformacdes;

d) Mostrar a potencialidade do modelo implementado em problemas onde néo é
possivel obter uma solucdo analitica geral como, por exemplo, tdneis profundos

com sec¢Oes transversais tipo ferradura.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho abrange tanto formulag6es analiticas quanto desenvolvimentos numéricos
para atingir os objetivos mencionados anteriormente. Portanto, a distribuicdo dos capitulos e

seus respectivos contelidos sdo apresentados a seguir:

O capitulo 2 apresenta a formulagéo tedrica do modelo matematico que procura representar o
comportamento viscoelastico de um meio fraturado. Aborda-se, inicialmente, os conceitos
gerais da micromecanica e da viscoelasticidade, que sdo fundamentais no processo de
desenvolvimento da formulacdo teorica. Determinam-se as propriedades elasticas e
viscoelasticas de um meio fraturado através do tensor elastico homogeneizado e do tensor de

relaxacdo homogeneizado, respectivamente. Finalmente, apresentam-se as caracteristicas do
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modelo homogeneizado exato e do modelo homogeneizado simplificado comparando o

comportamento a curto, médio e longo prazo de cada um deles.

O capitulo 3 aborda a formulacdo especifica utilizada no desenvolvimento do codigo para
implementacdo computacional do modelo viscoelastico. Para esta implementacéo, considerou-
se um material com presenca de microfraturas distribuidas isotropicamente no meio
homogeneizado e as respectivas aplicacbes s6 podem considerar um estado plano de
deformacdes, por causa da versdo utilizada do programa de elementos finitos. Também, séo
inclusos, neste capitulo, os exemplos de aplicacdo que servem para verificacdo do cddigo
implementado. Como passo inicial, resolve-se analiticamente cada um dos problemas propostos
em estado plano de deformagfes utilizando os conceitos basicos da mecéanica dos meios
continuos. Finalmente, comparam-se as respostas analiticas e numéricas para cada um dos casos

propostos verificando a correta implementacdo do modelo.

O capitulo 4 visa analisar algumas estruturas como exemplos de aplicacdo de maior
complexidade. Na andlise, sdo comparadas as respostas diferidas analiticas e numéricas destas
estruturas. Entre aquelas que permitem uma analise em estado plano de deformacdes, escolheu-
se 0s tuneis profundos. Por conseguinte, estuda-se o comportamento diferido de um tlnel com
secdo transversal circular sem revestimento e com revestimento que apresentam uma solugéo
analitica quando consideradas certas condi¢des. Finalmente, mostra-se a capacidade do modelo
para analisar tuneis profundos que ndo apresentam uma solucdo analitica como, por exemplo,

aqueles que tem uma sec¢éo transversal tipo ferradura.

O capitulo 5 apresenta as consideracdes finais sobre as caracteristicas e comportamento do
modelo analitico viscoelastico utilizado, assim como as consideracdes sobre os resultados
obtidos na verificacdo do codigo implementado. Também sdo apresentadas recomendaces e

sugestdes para trabalhos futuros que visem complementar o presente trabalho.
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2 MODELO VISCOELASTICO DE UM MEIO FRATURADO

O presente capitulo visa apresentar um modelo matematico para representar o0 comportamento
viscoelastico de um meio fraturado e, por isso, organiza-se da seguinte forma. A primeira se¢cdo
do capitulo apresenta conceitos gerais sobre as descontinuidades e antecedentes das pesquisas
relacionadas com o comportamento de meios fissurados e fraturados. A segunda secéo envolve
as ferramentas principais da micromecanica e viscoelasticidade para estabelecer as bases
tedricas a serem utilizadas. A terceira e quarta secfes apresentam, respectivamente, o
comportamento de um meio elastico homogeneizado e viscoelastico homogeneizado de um
meio fraturado. Finalmente, a Ultima secdo mostra e desenvolve o modelo viscoelastico
homogeneizado exato e simplificado sob condicdes especificas para o material, as quais seréo

indicadas posteriormente no desenvolvimento do capitulo.

2.1 CONCEITOS GERAIS E ANTECEDENTES

No que diz respeito ao comportamento mecanico de um material, dois tipos principais de
descontinuidades podem ser distinguidos: fissuras e fraturas. Geometricamente, ambas podem
ser modeladas como interfaces, no entanto, a diferenca fundamental esta em sua capacidade de
transmitir esforgos entre as faces que interagem entre si. As fraturas se caracterizam por serem
capazes de transmitir esforcos normais assim como tangenciais entre as faces opostas. Enquanto

que as fissuras desconsideram a interacdo entre as faces e, portanto, ndo transmitem esforcos.

Neste trabalho sera considerada a situagédo particular de microfraturas, isto €, descontinuidades
de pequena extensdo quando comparadas ao tamanho do volume elementar representativo do
material, o qual contém todas as informagfes necessarias sobre o material. Estas e outras
condigdes, a serem mencionadas posteriormente, permitem uma abordagem baseada na teoria

da homogeneizacdo para desenvolver uma modelagem constitutiva do material.

A presenga de microfissuras ou microfraturas pode afetar significativamente a resisténcia,
deformacéo e permeabilidade dos materiais. Neste contexto, uma importante quantidade de
pesquisas tem sido realizada durante as décadas passadas, abordando o impacto das fissuras e

fraturas no comportamento instantaneo geral dos materiais. Entre os trabalhos pioneiros, podem
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ser citadas as contribuicdes do Goodman (1976) e Bandis et al. (1983). N&o obstante, a maioria
destas analises tedricas e computacionais tem sido focada na modelagem da resposta
instantdnea (elastica ou plastica) prestando pouca atencdo ao comportamento diferido dos

materiais.

Em muitas situac6es, o comportamento diferido se mostra como uma componente fundamental
na deformagdo dos materiais. Isto pode ser evidenciado em muitos materiais compdsitos
poliméricos e em geomateriais, tais como 0 concreto ou rochas sedimentares, devido ao
comportamento mecanico dependente do tempo que exibem quando submetidos a cargas de
longa duracdo. Este comportamento pode ser afetado significativamente pela presenca das
microfraturas. As pesquisas presentes na literatura que abordam, simultaneamente, a mecéanica
de fratura e a caracterizacao reoldgica (comportamento diferido) comegaram a ser apresentadas,

em maior nUmero, recentemente.

Entre os trabalhos importantes que levam em consideracdo o comportamento diferido, pode-se
mencionar a pesquisa de Le et al. (2007), que propuseram um raciocinio para a modelagem
multiescala de materiais heterogéneos no ambito da viscoelasticidade linear sem
envelhecimento. Ele utilizou o principio de correspondéncia elastico-viscoelastico com o0s
esquemas de homogeneizacdo baseados nos trabalhos de Eshelby (1957) para estabelecer um
modelo equivalente para um material heterogéneo viscoelastico. No entanto, a pesquisa de Le
(2008) considerava uma analise limitada apenas a heterogeneidades classicas. Foram o0s
trabalhos do Nguyen (2010) e Nguyen et al. (2011, 2013) que estenderam essa abordagem a um
meio fissurado, desenvolvendo um modelo baseado na micromecéanica para um meio
viscoelastico onde as heterogeneidades sao fissuras. Estes autores formularam um modelo de
Burger tridimensional para aproximar o comportamento viscoelastico homogeneizado. No
entanto, esta analise foi restrita a materiais com fissuras, as quais ndo transmitem esforgos.
Finalmente, Aguiar e Maghous (2018) estenderam a analise de Nguyen, adicionando o

comportamento de fraturas, estudado por Maghous et al. (2013), as quais transmitem esforcos.

Neste capitulo, mostra-se a contribuicdo realizada por Aguiar e Maghous (2018), que
formularam as propriedades viscoelasticas homogeneizadas de um meio cujos componentes séo
a matriz e as fraturas. A abordagem utilizada é baseada em trabalhos anteriores desenvolvidos
no contexto de meios fraturados elasticos (Maghous et al. 2013, 2014), junto com o principio

de correspondéncia elastica-viscoelastica.
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2.2 FERRAMENTAS TEORICAS E MATEMATICAS

A descricdo, mediante modelos matematicos, do comportamento elastico e viscoelastico de um
meio fraturado demanda a utilizacdo de ferramentas especificas fornecidas tanto pela
micromecénica quanto pela viscoelasticidade. Nesta secdo sdo apresentadas, de forma concisa,
0s principais conceitos tedricos e relacbes matematicas que serdo o fundamento para o

desenvolvimento das seguintes secdes.

2.2.1 Ferramentas da Micromecanica

A micromecénica é uma ferramenta utilizada pela ciéncia dos materiais com o intuito de
analisar materiais heterogéneos compostos de duas ou mais fases. Mediante a micromecanica,
é possivel transformar um modelo de material heterogéneo em um modelo homogéneo
equivalente. N&o obstante, a aplicagdo da micromecanica implica cumprir com certas
condicBes. Uma destas condigdes € a possibilidade de determinar um volume elementar
representativo (VER), para a analise matematica. Este VER deve conter todas as informac6es

necessarias sobre o material para que o processo de homogeneizacéo seja valido.

Uma das abordagens béasicas, segundo Hori e Nemat Nasser (1983), para obter os resultados de
um meio heterogéneo é a teoria da homogeneizacdo, a qual estabelece relacbes matematicas
entre 0s micro e macro campos usando o método da perturbacdo multiescalar. Aqueles materiais
passiveis de homogeneizacdo podem apresentar diversas formas de distribuicdo das
heterogeneidades tal como periddicas, aleatérias ou com graduagdo funcional da distribuicao.
A distribuicdo aleatéria é observada normalmente em geomateriais, 0 que demanda uma

abordagem estatistica.

A anélise do VER oferecera resultados matematicamente corretos desde que este cumpra com
a condicao de separacdo de escalas. No caso de meios aleatérios, trés dimensdes séo definidas:
L para estrutura, | para 0 VER e d para as heterogeneidades. Estas dimensdes sdo relacionadas
da seguinte forma: a dimensdo do VER deve ser pequena em relacdo a estrutura (I<<L) e a
dimensdo das heterogeneidades deve ser pequena em relagdo ao VER (d<<I) de forma a
possibilitar um tratamento estatisticamente confiavel. No caso das microfraturas, estas
heterogeneidades cumprem a condicdo de separacdo de escalas ao serem pequenas frente ao
VER, além disso, no que diz respeito a forma de distribuicéo, estas admitem um comportamento

fortemente aleatério.
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A regra das médias € 0 modo preferido para conectar as propriedades nas micro e macro escalas.
Ao ser aplicado no VER, é factivel aproximar campos de quantidades fisicas no meio

heterogéneo por campos médios volumétricos representativos do meio homogéneo.
Considerando que J é uma quantidade fisica, entéo, sua média volumétrica (.7) no volume

Q2 pode ser definida mediante a seguinte expresséo:

<‘7>:ﬁjﬂ‘7 dv 2.1)

2.2.1.1 Processo de Homogeneizacdo em Elasticidade

As propriedades de um material homogéneo equivalente sdo obtidas mediante a analise
matematica do VER considerando as condi¢es de contorno apropriadas. Estas condicfes de
contorno definem a abordagem utilizada durante o processo de homogeneizacdo. Para meios
aleatdrios, os quais sdo comuns em geomateriais, duas condi¢cdes de contorno sdo aplicadas:
tensdo e deformagdo homogéneas. No ambito da elasticidade, a tensdo homogénea admitida
deve ser estaticamente admissivel e para conectar as tensdes locais microscopicas com as
tensbes macroscopicas € definido o tensor de concentracdo de tensbes B. No caso da
deformacdo homogénea aplicada, os campos de deslocamentos devem ser cinematicamente
admissiveis e para relacionar as deformacBes locais microscopicas com as deformacGes
macroscopicas € definido o tensor de concentracdo de deformacBes A . Os dois tensores de

concentracdo mencionados podem ser definidos com as seguintes expressoes:

o(x)=B(x):Z (2.2)
&(x)=A(x):€ (2.3)

onde o é o campo de tensdes microscopicas, ~ é o campo de tensdes macroscopicas, g(x) é
o campo de deformagdes microscopicas e € € o campo de deformagdes macroscopicas. No

caso de utilizar B durante o processo de homogeneizagéo, a lei do comportamento mecéanico

do material elastico linear homogeneizado pode ser definida da seguinte forma:

Im

:Shom:z com Shom:<S:B> (24)
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onde S™™ ¢ o tensor de flexibilidade homogeneizado e S o tensor de flexibilidade na escala

microscopica. Para uma abordagem por meio de A, a lei do comportamento mecénico do

material elastico linear homogeneizado ¢é definida como:

g}

=C"™™€ com C"=(C:A) (2.5)

onde C™™ ¢ o tensor de rigidez homogeneizado e C o tensor de rigidez na escala microscopica.
Na elasticidade linear, a contragdo dupla dos tensores C e S produz a identidade I de quarta
ordem. No entanto, na homogeneizacao, isto ndo acontece devido a um erro associado a

condicgéo de separacdo de escalas.

2.2.1.2 Determinacdo das Propriedades Macroscopicas Elésticas em Meios Fraturados

A determinacdo das propriedades elésticas de um meio homogeneizado pressupde a
determinacdo do tensor C™" . Este tensor contém todas as informacdes elésticas do material.
Tradicionalmente, a determinacdo deste tensor é realizada mediante as quatro formas seguintes:
resolucdo analitica, limites variacionais, determinacdo numeérica e estimativas. No presente
capitulo, serd utilizada a opcdo das estimativas. Entre as principais razdes para utilizar as
estimativas, pode-se mencionar: a simplicidade operacional e a capacidade de fornecer

predicdes razoaveis.

As estimativas mais comumente utilizadas sdo aquelas baseadas nos resultados obtidos por
Eshelby (1957), que desenvolveu uma solucdo analitica para uma inclusdo elipsoidal em um
meio infinito. Para meios com mais inclus@es, foram propostas algumas estimativas. Entre as
mais comuns estdo: diluida, Mori-Tanaka e auto consistente. Neste capitulo sera considerada a
estimativa de Mori-Tanaka. Para entender a estimativa de Mori-Tanaka & importante mencionar
em que consiste a estimativa diluida. A estimativa diluida admite um nimero muito pequeno

de inclusdes no meio de forma tal que a fragéo volumétrica da matriz ( f_,) € aproximadamente

1 e amodificacdo no campo de deformacéo de uma determinada incluséo nédo é percebida pelas
demais inclusdes. Pode-se dizer, entdo, que a estimativa de Mori-Tanaka ¢é a generalizacdo da

estimativa diluida de modo a considerar qualquer fragido volumetrica ( f.) de inclusdes.

A condicéo de contorno do problema auxiliar € modificada para que este possa perceber as

demais inclusdes do problema. Entéo, o tensor de rigidez homogeneizado € dado por:
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n ~ _ -1
Cor=c*+>_f, (ccf —<cs):(]I+]P’:(ccf —cs)) g <(]I+]P (cf —cs)) l> (2.6)
i=1
onde n é o nimero de descontinuidades (inclusGes) consideradas, c® é o tensor elastico da matriz

e c'é o tensor elastico da inclusio. P é o tensor de Hill, cujos componentes podem ser

encontrados para diversas configuracdes de incluséo no trabalho de Mura (1987).

No ambito dos meios fraturados, torna-se necessario considerar as propriedades de transmissdo
dos esforcos que atuam diretamente sobre as faces opostas da fratura durante o processo de
determinacdo do tensor de rigidez elastico homogeneizado. O comportamento destes esfor¢os
pode ser definido mediante a seguinte lei:

T=k{¢] @7

onde T representa o vetor de esforgos transmitidos entre as faces da fratura, [g] representa o
salto de deslocamento ou abertura da fratura em uma determinada posicdo e k € o tensor de

rigidez de segunda ordem da fratura. Ressalta-se que o comportamento individual das fraturas,

descrito na expressédo (2.7), é considerado linear ao longo das mesmas.

O comportamento descontinuo das fraturas modifica algumas caracteristicas do tensor de
rigidez. Portanto, o tensor de rigidez elastico homogeneizado deve ser adaptado segundo a
condicdo de descontinuidade das fraturas. Uma das modificacdes, devido a presenca das

fraturas, aparece na expressdo da deformagéo macroscopica ou homogeneizada € , a qual sera

a soma de duas contribuices, a saber, as deformac6es da matriz e as deformacdes relacionadas
com o salto de deslocamento ao longo das fraturas. A expressdo da deformacdo macroscopica

é a seguinte:

§=<g>+ﬁfw [£]® n ds 28)

onde o conjunto total de microfraturas é denotado por @ = Uwi , sendo o, ai-ésima fratura. O

S S
simbolo ® representa a parte simétrica do produto tensorial (u ® \_/)u =(uv;+v;u;)/2.0

vetor n=n, € o vetor unitario na dire¢cdo normal ao plano da fratura @,. O tensor

1o
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corresponde a deformacdo linearizada associada ao deslocamento & e, como mencionado
anteriormente, [£] € o salto de deslocamento na interface. O segundo termo € inexistente quando
0 meio ndo apresenta descontinuidades.

Uma ferramenta essencial na micromecanica é o lema de Hill, que é valido tanto para meios
aleatorios quanto para meios periddicos. Este lema € um principio baseado na energia, no qual
a média volumétrica da energia de deformacdo microscopica deve ser igual a energia de

deformacdo macroscopica. Para materiais elastico-lineares, o lema pode ser escrito como:
(gie)=(0)(e)=L:E (2.9)

Na situacdo particular de um meio fraturado, o lema de Hill deve ser adaptado alterando sua

forma inicial. Segundo Maghous et al. (2013), a adaptacdo do lema de Hill é dada por:

<g>1§=<gig>+ﬁjw T[] ds (2.10)

Na expressdo (2.10), o denota qualquer campo de tensdo estaticamente admissivel no VER,
isto &, aguele que cumpra com o balango local do momentum divo =0 no dominio da matriz
e satisfaga a condicdo de continuidade do vetor de esforgos T = o - n; ao cruzar a interface da
fratura ;. Percebe-se que a média volumeétrica da tensdo X=( o ) representa a tensdo

macroscopica equilibrada pelo campo de tensédo microscopico o definido no VER.

Nota-se na expressdo (2.10) que o trabalho da tensdo macroscopica X na deformacéo
macroscopica € engloba duas contribui¢des: a das forgas internas dentro da matriz e do

trabalho desenvolvido pelo vetor de esforcos atuando nas fraturas no deslocamento relativo.

2.2.2 Ferramentas da Viscoelasticidade

Os materiais que apresentam uma resposta instantanea e uma resposta diferida, frente as
solicitacGes aplicadas, sdo denominados de viscoelasticos. Enquanto que a resposta instantanea
ocorre no momento exato de aplicacdo das condi¢Ges de contorno sobre a estrutura, a resposta

diferida ocorre ao longo do tempo, mantendo-se as condigdes de contorno constantes. Outra
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caracteristica importante dos materiais viscoelasticos é o envelhecimento, que esta relacionado
com a modificacdo das propriedades — fisicas ou ndo — ao longo do tempo. Neste trabalho, serdo
considerados aqueles materiais que mantem suas propriedades constantes dentro do intervalo

de tempo de analise e que, portanto, podem ser denominados como sem envelhecimento.

A viscoelasticidade pode ser mais facilmente compreendida no caso unidimensional, embora
as aplicacOes posteriores sejam tridimensionais. No comportamento viscoelastico dos materiais
existem dois fendmenos fundamentais: a fluéncia e a relaxacgao. Para explicar estes fenémenos,
no caso de corpos unidimensionais, sao analisados 0s respectivos ensaios. O ensaio de fluéncia
consiste na aplicacdo de uma tensdo instantanea constante nos extremos do corpo de prova para
avaliar a evolucdo da deformacdo ao longo do tempo, a qual é crescente com o passar do tempo.
O ensaio de relaxacgdo consiste em aplicar uma deformag&o instantanea constante nos extremos
do corpo de prova para avaliar a tensdo ao longo do tempo, a qual é decrescente com o passar
do tempo. E importante assinalar que a relaxacao apresenta um tempo caracteristico menor do

que o ensaio de fluéncia dado que estes processos Sao inversos.

2.2.2.1 Viscoelasticidade Linear Sem Envelhecimento

A lei do comportamento de um material relaciona as historias de tensdo e deformacgdo. Um
material viscoelastico linear se caracteriza pela existéncia de uma relacdo linear entre as
historias de tensdo e deformacao, o que satisfaz o principio de superposicéo de Boltzmann para

as histdrias mencionadas.

Admite-se, entdo, que a historia das solicitacbes ndo interfere mais na resposta final. Materiais
gue apresentam estas caracteristicas sdo denominados de materiais de Boltzmann, cujo
principio de superposi¢do enuncia que a superposi¢do das solicitacdes implica a superposi¢do
homologa das respostas. Portanto, as funcdes de fluéncia e de relaxacéo podem ser consideradas
como independentes da historia das solicitacoes.

No &mbito tensorial, as respostas a uma histéria qualquer de tensdo o(z) e deformagéo &(7)

podem ser expressas, respectivamente, da seguinte forma:

e) = [ F(t.7):6(z) dr (2.11)

o(t)= jf:ue(t,f):g'(z) dr (2.12)
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sendo g(t) 0 tensor de deformacdes totais do sistema e c=7(t) 0 tensor de tensOes totais do

sistema. F(t,7) e R(t,7)séo os tensores de fluéncia e relaxacéo, respectivamente. Enquanto

que 7 representa o intervalo de tempo ficticio para integracdo. No sentido das distribuicGes, as
derivadas das solicitacbes totais aplicadas (tensdo e deformacdo) sobre o sistema sdo

6(r)=0a /07 e £(r)=0s/ 07 . As expressBes (2.11) e (2.12) foram reescritas por Boltzmann

e sdo apresentadas a seguir, tendo em vista o simbolo o como operador de Boltzmann:

£(t) =Fog =F(t,1): a(t) - [ #(t,7): o(r) dr (2.13)

o(t)=Ros =R(t,1) :i:(t)—_[; R(t,7): £(r) dr (2.14)

O instante de aplicacéo das solicitacdes € representado mediante t, . As derivadas dos tensores
de fluéncia e relaxaco sdo F(t,z) =0F(t,7)/ 07 e R(t,7) =0R(t,7)/ O, respectivamente.

Percebe-se que 0s termos IF(t,t):c=)-(t) e R(t,t):g(t) representam a resposta eléstica

instantdnea observada no instante t, enquanto que os termos — It F(t,7):o(z) dz €
to =

—jt R(t,7):e(r) dz representam a integral de memoria de toda a historia anterior a t e
to =

expressam o comportamento diferido do material.

Por simplificacdo e tal como foi mencionado anteriormente, os materiais considerados neste
trabalho ndo envelhecem, isto €, as suas propriedades ndo apresentam modificacdes no intervalo
de tempo do modelo proposto. Desconsiderar o envelhecimento afeta diretamente as funcbes
de fluéncia e de relaxacdo, alterando o operador de Boltzmann (o) por um operador de

convolucgdo (*). Este operador de convolucdo ¢ definido da seguinte forma:
u®*v() =] u(z):v(t-7) dr=[ v(r):u(t-7) dr (2.15)

Na viscoelasticidade linear sem envelhecimento, utiliza-se a seguinte convencdo para as
funcbes de fluéncia e de relaxacdo: F(t,7)=F(t—7) e R(t,z) =R(t—7). Considerando as
expressdes (2.11) até (2.15), o comportamento viscoeléstico, em termos de deformacéo e

tensdo, para um material linear sem envelhecimento pode ser expresso da seguinte maneira:
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ét)=Fog=F+o=[ F(t-7):a(r)ds (2.16)

ot)=Rog=Rre=[ RE(t-7):&(r)dr (2.17)

Uma das vantagens de adotar o ndo envelhecimento nos materiais é a possibilidade de utilizar
a transformada de Carson-Laplace, a qual permite converter a analise viscoelastica no espaco
de tempo fisico a uma anélise elastica em um espaco de tempo ficticio substituindo os produtos

de convolucédo por célculos algébricos ordinarios.

Sendo p uma variavel ficticia, define-se a transformada de Carson-Laplace p — u*(p) de

uma funcdo dependente do tempo t — u(t) com a seguinte expressdo:

u(p) =L =p[ uMe d (2.18)

Consequentemente, utilizando as propriedades da transformada de Carson-Laplace, o
comportamento, em termos de deformacdo e tensdo, no espaco de tempo ficticio, pode-se

definir com as seguintes expressoes:
g (p)=F(p):a (p) (2.19)

o (p)=R'(p):&(p) (2.20)

Neste trabalho, é importante obter o tensor de relaxacéo no espago de tempo fisico. Entdo, faz-
se necessario realizar a operacdo da inversa da transformada de Carson-Laplace. Na se¢do
correspondente ao comportamento viscoelastico homogeneizado de um meio fraturado sera
mostrado um procedimento capaz de realizar a transformada inversa desse tensor no espago

operacional para obté-lo no espago real.

2.2.2.2 Modelos Reoldgicos

A reologia € a ciéncia que estuda o comportamento de um material e o caracteriza. Este
comportamento abrange o fluxo de materiais liquidos e mudancas de forma de materiais solidos.
A representacao deste comportamento € realizada mediante modelos, os quais sdo denominados
de modelos reoldgicos. Estes modelos sdo o suporte para a formulacdo do comportamento

uniaxial de um material viscoelastico linear sem envelhecimento. Seguidamente, apresentam-
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se 0s modelos reoldgicos mais tradicionais ou classicos que podem ser utilizados para
caracterizar o comportamento da matriz ou das fraturas de um material. Ressalta-se que,
tradicionalmente, apenas modelos de comportamento instantaneo sdo utilizados para

caracterizar o comportamento de fraturas.

Os modelos reoldgicos elementares ou mais simples sdo dois: 0 modelo de mola simples e o
modelo de amortecedor. Geralmente s&o utilizados para formar modelos mais complexos. O
modelo de mola simples é utilizado em andlises onde o comportamento do sistema é assumido
como puramente elastico, enquanto que o modelo de amortecedor considera um comportamento
puramente viscoso. Ambos 0s modelos aceitam condicdes de contorno, tanto em tenséo quanto

em deformacéo ou taxas de deformacéo (amortecedor). A figura 2.1 apresenta estes modelos.

E 7]
e

Figura 2.1: Modelo de Mola Simples e Amortecedor

sendo E a rigidez da mola e 77 a viscosidade do amortecedor. As funcdes de fluéncia F e

relaxacdo R para a mola simples, sub indice m, e para o amortecedor, sub indice d, séo

apresentadas a seguir (adotando t, =0):

F(t) = iY(t) . R.(t)=EY(t)
tE (2.21)
Fy(t) = ;Y(t) ; Ry(t) =7 5(t)

onde Y (t) é a funcdo de Heaviside e a sua derivada &(t) é a fungdo Delta de Dirac. Para o caso

unidimensional, a lei do comportamento mecanico para a mola e amortecedor, respectivamente,

escreve-se cComo.:
cM=E &) 5 o= (2.22)

A mistura dos modelos de mola simples e de amortecedor origina a formagao de novos modelos,

quando agrupados em série ou em paralelo. Estas configuracdes sdo conhecidas como modelo
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de Maxwell — em série — e modelo de Kelvin — em paralelo. A figura 2.2 apresenta ambos 0s

modelos.

As funcdes de fluéncia F e relaxacdo R para o modelo de Maxwell, sub indice M , e para o

modelo de Kelvin, sub indice K, sdo apresentadas a seguir:

_E7M1

Fu ()= [Ei“‘nLjY(t) ;  Ru)=E, e[ ™ ] Y(t)

(2.23)

K

F ()= %{1_8( q:t]JY(t) ; Re®=E YO +n (1)

EK

77*’” EJM
=TT e
W
LL

Figura 2.2: Modelo de Maxwell e modelo de Kelvin

Define-se o tempo caracteristico como 7. =7/ E, que pode ser denominado de fluéncia ou de

relaxacéo, dependendo da funcédo (F, ou R,,) na qual se encontre este expoente.

Existem modelos que podem ser equivalentes entre si. Estes modelos sdo conhecidos como
modelos solidos lineares padrdo (Standard) e estdo compostos de 3 elementos. Entre estes,
pode-se citar o0 modelo de Kelvin-Voigt e 0 modelo de Zener. A figura 2.3 apresenta estes dois

modelos.

EK
EM
T
T
Ll

Figura 2.3: Modelo de Kelvin-Voigt e modelo de Zener

EK
ARRR
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As funcdes de fluéncia e relaxacdo, tanto para 0 modelo de Kelvin-Voigt quanto para o modelo
de Zener, séo apresentadas na expressao (2.24). Os indices KV e Z representam Kelvin-Voigt

e Zener, respectivamente.

E
Kt

E(+Ey _ie[w

E.E, E, j Yo

FKV (t) =

E(E gr [ S
R () =| =ty Mgl Jly(y)
E« +Ey E(+Ey

(2.24)

1 Eu [’n (EEKEME )tJ
F,(t)= —_— miBTR Y (t
() Eq EK(EK+EM)e ®

E
_ My

R, (t) =| E +E, e[ w Y (1)

No caso de geomateriais, € comum a utilizacdo do modelo reoldgico de Burger. Este modelo
sera apresentado na secdo correspondente ao comportamento viscoelastico homogeneizado em

meios fraturados.

2.3 PROPRIEDADES ELASTICAS HOMOGENEIZADAS DE UM MEIO
FRATURADO

Com o intuito de formular as propriedades viscoelasticas macroscopicas de um meio fraturado,
0 primeiro passo a seguir é a formulacdo das propriedades elasticas gerais desse meio, as quais
sdo obtidas recorrendo a esquemas lineares de homogeneizagdo como mencionado na se¢édo

anterior.

Para iniciar o processo de homogeneizacdo, € importante definir o volume elementar
representativo (VER), que sera denotado por €2 e cujos componentes sdo: uma matriz
homogénea e uma distribuicdo discreta de fraturas curtas (i.e., microfraturas) que cortam a
matriz. O dominio da matriz é representado por Q\w , onde o simbolo “\” expressa a
diferenca de conjuntos e @ representa o conjunto total de microfraturas. A seguir, apresenta-se

as caracteristicas do comportamento eléstico da matriz e das fraturas.
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2.3.1 Comportamento Elastico da Matriz e das Fraturas

A matriz do meio fraturado pode ser modelada como um meio continuo tridimensional,
enquanto que as fraturas sdo modeladas como interfaces bidimensionais ., cuja orientacdo é
definida mediante um vetor unitario normal n,. A figura 2.4 apresenta o VER com seus

respectivos componentes.

Figura 2.4: Volume elementar representativo (VER) (Aguiar e Maghous, 2018)

A obtencéo das propriedades de um meio homogéneo equivalente requer a analise matematica
do VER considerando as condigdes de contorno apropriadas. No caso dos geomateriais, duas
condicdes de contorno sdo utilizadas: tensdo e deformacdo homogéneas. Estas solicitacdes
definem-se apenas no dominio da matriz Q\w e ndo em todo o VER. Neste capitulo, a
solicitacdo aplicada no contorno 0Q do VER corresponde a uma condicdo de contorno de
deformacdo homogénea, a qual pode ser observada na figura 2.4, e define-se da seguinte

maneira;

S(X)=€-x Vxed (2.25)

sendo € a deformagéo macroscopica, £ o campo de deslocamentos e x 0 vetor posigdo. A

relacdo entre uma deformagdo macroscopica e a respectiva deformacgdo local, quando
considerada a regra das médias, foi apresentada na expressao (2.8). Lembra-se também que a
adaptacdo do lema de Hill para o caso de um meio fraturado, formulada por Maghous et al.
(2013), foi apresentada na expressao (2.10).
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No ambito da elasticidade linear, 0 comportamento da matriz e das fraturas pode ser descrito

mediante as seguintes relagdes:

S

c’ie em Q\w

JIS]
Il

I=Q'D=5-[§] ao longo de @ =Uw, (2.26)

onde geg s&o os campos de tensdo e deformacéo na matriz relacionados por meio do tensor
de rigidez de quarta ordem da matriz c*. Sendo n=n, e 5= E para uma fratura @,, o vetor
de esforcos T = ¢ - é relacionado com seu correspondente salto de deslocamento relativo
[g] através da rigidez elastica Ei. A figura 2.5 mostra o sistema de eixos ortonormais

(t.t,", n,) fixado a cada fratura:

Figura 2.5: Sistema de eixos local para a fratura @, (Aguiar e Maghous, 2018)

Por uma questdo de clareza, o subindice 'i' referente a fratura sera omitido nas expressdes

consecutivas. Portanto, o sistema de eixos ortonormais para qualquer fratura sera (1 Wt Q) e

a expressdo para a rigidez das fraturas, neste sistema coordenado, é definida por:

k=k,n®n+ k (t®t+ t'®t') (2.27)

n

Os escalares k, e k, sdo, respectivamente, a rigidez normal e tangencial, e suas dimensdes sao

de pressao por comprimento unitario de fratura (Pa/m) seguindo a direcéo correspondente. Estas
rigidezes sdo responsaveis pela transmissdo de esforcos nas direcbes n normal, t e t'

tangenciais perpendiculares entre si, e séo obtidas em laboratorio utilizando um espéecime com

fratura Unica. A expressao (2.27) pode ser utilizada para o caso particular de descontinuidades
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sem transmisséo de esforcos (fissuras) desde que seja considerado um valor nulo para a rigidez

correspondente (i.e., k=0). Na situacdo de um material sem dano, corresponde utilizar

M—>+oo.

2.3.2 Determinagéo do Tensor Elastico Homogeneizado

A formulacéo das propriedades elasticas de um meio homogeneizado equivale a determinacgéo
do tensor de rigidez elastico homogeneizado C™ uma vez que a condigio de contorno,

definida na expresséo (2.25), foi a deformacéo homogénea € aplicada no meio fraturado.

A solucdo para o problema elastico estabelecido no VER, definido em campos de tenséo e

deslocamento, pode ser denotada pelo par ( g,¢ ) , respectivamente. Na secdo anterior, mediante

a expressdo (2.3), foi estabelecida a relagdo entre a deformacéo macroscopica € e a
deformagdo local ou microscopica & em qualquer ponto do VER utilizando o tensor de
concentracdo de deformacBes A . Em meios intactos ou sem descontinuidades, a média
volumétrica do tensor A produz a identidade de quarta ordem: (A)=1. N&o obstante, em

meios fraturados, segundo Maghous et al. (2013), a média volumétrica do tensor A de quarta

ordem ndo € igual a unidade: (A) =1, devido a fracdo de deformacdo macroscépica localizada

ao longo das fraturas.

Pode-se determinar a lei do comportamento macroscopico (equacdo de estado) de um meio
fraturado considerando as expressdes (2.3) e (2.26) e aplicando a regra das médias na tensdo

microscopica o, tal como realizado na expressdo (2.5). Define-se, entdo, esta lei do

comportamento como:

2=C"™E com C""= (c*:A) (2.28)

sendo X = <g> a média volumétrica da tenséo local o e C"™ o tensor de quarta ordem que

representa o tensor de rigidez elastica homogeneizada.

Para realizar a determinacéo do tensor C™", deve-se, preliminarmente, determinar a forma e a
orientacdo das fraturas, uma vez que estas caracteristicas incidem no processo de

homogeneizacao linear segundo o esquema escolhido. No que diz respeito a forma adotada para
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as fraturas, admite-se fraturas oblatas — em forma de esfera achatada - uma vez que serdo
utilizadas técnicas de homogeneizacao linear baseadas na teoria de inclusdo de Eshelby, que
considerou inclusdes elipsoidais num meio infinito. Segundo Aguiar e Maghous (2018), as
fraturas oblatas sdo, geralmente, utilizadas devido a sua conveniente representacéo de fraturas

em geomateriais.

A Figura 2.6 exibe a geometria admitida para as fraturas e seu respectivo sistema de eixos

ortonormais (t ' n). Sendo a o raio da fratura oblata e ¢ a metade da abertura, enquanto

que o fator de aspecto X =c/a cumpre com a seguinte condi¢do: X <<1.

Figura 2.6: Fratura modelada como um esferoide oblato (Aguiar e Maghous, 2018)

Na abordagem micromecéanica de um meio continuo, estas fraturas sdo consideradas como

heterogeneidades incorporadas dentro da matriz intacta e sua respectiva fracdo volumétrica f

nesse meio tem a seguinte expressao:
4
f=gmeX (2.29)

Sendo ¢ o parametro de dano denominado de densidade de fratura definido como ¢ =N a°
por Budianski e O"Connell (1976), onde A/ é o numero de fraturas por unidade de volume. No
que diz respeito a orientagéo das fraturas, existe uma infinidade de orientagcbes que podem ser
adotadas pelas fraturas. Nao obstante, admitem-se duas que sdo consideradas como mais
importantes: fraturas orientadas paralelamente e fraturas orientadas aleatoriamente. Importa
salientar que em meios aleatorios como 0s geomateriais, as fraturas tém uma distribuico
aleatdria. Entdo, tanto as fraturas orientadas paralelamente quanto as orientadas aleatoriamente,
possuem uma distribuicdo aleatdria no plano. A Figura 2.7 apresenta o VER admitido nas duas

situacOes de orientacdo de fraturas:
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Orientaciao Paralela Orientacao Aleatoria

Figura 2.7: Orientacdo de fraturas no VER

Na sequéncia, apresenta-se o processo de determinacéo do tensor C™™, tanto para a distribuico
aleatoria de fraturas paralelas quanto para a distribuicao de fraturas orientadas aleatoriamente,
adotando-se 0 esquema de homogeneizacao linear mais apropriado para este fim. No presente
trabalho, foi adotada a estimativa de Mori-Tanaka, sendo esta uma das mais tradicionais e

baseada nos trabalhos de Eshelby.

2.3.2.1 Distribuicao aleatoria de fraturas paralelas

O esquema de homogeneizacao ou estimativa de Mori-Tanaka para o tensor de rigidez efetivo

C"™™ em meios fraturados, baseado na expressdo (2.6), pode ser apresentado da seguinte forma:

1\t

chm= lim (cs+f<cf:(]I+P:(<cf—<cs))1):(]I+f (11+]P’:(<cf—<cs)) ) (2.30)

sendo I o tensor unitario de quarta ordem e P=P(X,n) o tensor de Hill associado ao conjunto
de fraturas paralelas. Este ultimo tensor depende do fator de aspecto X e da orientacdo n do

esferoide oblato (normal ao plano da fratura). O tensor P se relaciona com o tensor de Eshelby

S segundo a seguinte expressao:

P=s:(ct)’ (2.31)
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Como mencionado anteriormente, as componentes do tensor de Eshelby S podem ser
encontradas em Handbooks (Mura, 1987) e dependem da geometria das inclusées. No presente
estudo, as componentes ndo nulas do tensor S, considerando o eixo 3 como normal ao plano
da fratura, sdo apresentadas no trabalho de Aguiar e Maghous (2018). Supde-se que o
comportamento da matriz é elastico linear isétropo, o tensor de rigidez da matriz ¢® define-se

da seguinte maneira:
c’=3k’J+24°K (2.32)

Com k* sendo o mddulo de compressdo da matriz e #° 0 moédulo de cisalhamento desta. Os

tensores de quarta ordem J e K sdo os tensores esférico e desviador, respectivamente, os quais

podem ser definidos como:

=

®

=

K=I-J (2.33)

Wl

O tensor ¢ relacionado com a rigidez k das fraturas, definida na expressdo (2.27), é

apresentado a seguir:

c'=3Xak'J+2Xau"'K com kfzkn—%kt oy

K, (2.34)

Considerando o sistema local de eixos ortonormais (gl €y, gs):('g ' Q) e a expressdo

(2.30), as componentes néo nulas da estimativa de Mori-Tanaka para o tensor C™" podem ser,

finalmente, calculadas. A seguir, sdo apresentadas estas componentes:

K, +7(1+16/3¢)x,(1-x;,)
3, +3rk(l-x)+4re

C1hloln11 = C;;Jzn; = (3k* +4u°)

K, + 1k (1-x,)
3, +37x,(l-x)+4re

Caam = (3K* +44°)

K, +7(x;, +8/3¢e)(1-k,)

Chom :Chom — 3ks _2 S
1z am = ( #) 3, +3rk(l-x)+4re

(2.35)

K, +rk (1-x)
3k, +37x(l-x)+4re

hom _ ~hom _ ~hom _ ~hom __ s S
C1133 - C2233 - C3311 - C3322 - (3k 2# )

4, + 7 (1- )L+ 26) gy
) 1212 = ¢H
4k, +16/37me (1-x) + 7(1+ 2x,) (1— ;)

C1h301r2 = Cgsozn; = (Zﬂs)

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



40
onde os parametros adimensionais x,, k,, k; € k, S0 definidos em seguida:

K+ - 3k,a

3k, a o
3Kk +4u°

. K, =————  (2.36
Bk A (2:36)

K= =—7—— , K
' 3k® + 448 3K 4yt

Estas componentes foram obtidas e apresentadas por Aguiar e Maghous (2018) e coincidem de
forma plena com os resultados obtidos por Lorenci (2013).

2.3.2.2 Distribuicdo de fraturas orientadas aleatoriamente

Considera-se agora o caso de microfraturas distribuidas com orientacdo completamente
aleatoria na matriz, sem direcdes ou regibes privilegiadas. A disposicao destas descontinuidades
garante que o comportamento macroscopico do meio possa ser tratado como isotropico e,
portanto, esta distribuicdo pode ser chamada de isotropica. A forma das fraturas € a mesma do

caso anterior (esferoides oblatos) e seu fator de aspecto também cumpre a condi¢do: X <<1.

A orientacdo das fraturas, definida pelo vetor unitario n no espago 3D, pode ser estabelecida

por duas coordenadas esféricas 8 [0,27] e ¢ €[0, ], tal como consta na figura 2.8.

)

Figura 2.8: Orientagdo de fraturas por coordenadas esféricas

Devido a aleatoriedade das orientagdes das fraturas, o conjunto de todas essas possiveis

orientacbes do vetor n corresponde a uma esfera unitaria. A integral | de uma quantidade
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9 ((/), 9) sobre a superficie da esfera, isto &, sobre todas as possiveis direcbes de n, é definida

como:
|—j j 9(p,0)sing dp do (2.37)

Segundo Advani e Tucker (1987), a orientacdo de uma incluséo pode ainda ser descrita de modo
geral por meio de uma funcdo de probabilidade de orientacdo w(¢@,0), a qual define a
probabilidade do vetor n estar orientado entre os angulos (¢,) — (¢, +de@) e (6,)—(6,+d6).
Esta funcdo precisa satisfazer certas condicOes fisicas. Pode-se mencionar trés condicfes
importantes: a funcéo y (@, d) deve ser periddica, a fungdo w (¢, 6) deve ser normalizada e a

funcdo w (¢, 0) deve ser continua.

No caso especifico de uma distribuicdo perfeitamente aleatéria de inclusdes na matriz, com a

mesma geometria e dimensdes, a fungdo distribuicdo de orientacdo w (¢, ) possui um valor

constante:

1

y(p,0)= . (2.38)

Uma vez consideradas as hipoOteses anteriores, a estimativa de Mori-Tanaka para o tensor de
rigidez efetivo C™", no caso de microfraturas com distribuicdo perfeitamente aleatéria na
matriz, é dada pela integracao sobre todas as possiveis orientacdes das inclusdes, ou seja, sobre

a esfera unitaria. Assim, a expressdo para a estimativa define-se da seguinte maneira:

chom= lim (cs+<cf H(I+P: (c —cs))_lj : []I+(]I+1P’ (c —<cs))_1)l (2.39)

onde o simbolo € denota a integral sobre as coordenadas esféricas angulares & <[0,27] e

p<[0,7]:

2=["1" 1 v(p.6) Q(p.6) singdpda (2.40)

6=04Jp=0

O valor da fracdo volumétrica f de fraturas aleatérias foi definido na expresséo (2.29). Como

definido anteriormente, os tensores c® e ¢’ sdo considerados como isotrépicos e, portanto, S0
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independentes dos angulos ¢ e @, desta forma podem ser utilizadas as mesmas expressoes

(2.32) e (2.34) para calcular ditos tensores.

-1
No que diz respeito ao tensor de Hill P =S: («:s) , este depende do tensor de Eshelby S, o qual
estd inicialmente definido em coordenadas locais. Tal fato ndo interferia na distribuicdo de
fraturas orientadas paralelamente, ndo obstante, para uma distribuicdo com orientacdes

aleatorias € necessario expressar tal tensor S em coordenadas globais ( Sy, ), pois cada fratura

pode apresentar um sistema coordenado local diferente do global. Considerando S”,, como

os termos do tensor de Eshelby em coordenadas locais, a mudanca de base € expressada da

seguinte maneira:
Siit = Ui Ui Gk A s'mnop com € =Q; € (2.41)

Sendo e, um vetor unitario no sistema global e €, o respectivo vetor unitario no sistema local.

Entdo, o tensor q é definido mediante a seguinte expressao matricial:

cosd —sin@ 0
g=|sindcosp cosdcosy —sing (2.42)
sindsing cos@sing  cosg

Como ressaltado anteriormente, 0 comportamento macroscépico do meio homogeneizado pode
ser considerado como isotropico devido a aleatoriedade perfeita na distribuicdo das fraturas.

Isto permite afirmar que o tensor de rigidez elastico homogeneizado pode ser escrito como:

C™=3k"™ J+2 ™" K (2.43)

hom

Sendo k™™ o médulo de compressdo homogeneizado e #™" o moédulo de cisalhamento

homogeneizado. Estes modulos dependem das propriedades elasticas das componentes, assim
como do tamanho das microfraturas e o parametro de densidade de fratura &. No contexto da

estimativa de Mori Tanaka, estes médulos sdo definidos como:

ks s
khom: : hom: H 244
1+ M, A e M, (2.44)
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onde as fungdes adimensionais A (k°, u°, ak, ak) e M, (k*, 1°, ak,, ak,) sdo

apresentadas a sequir:

4 IS s
2 - S TK 1 Y

167 «, 6k, + 4K, + 97k, (3K, + k)
“ K, +ak | “T 15 (Brxyi, + K, ) (Aiy + 97, (i, + &) )

(2.45)

Os parametros adimensionais «,, k,, k, € x, foram definidos na expresséo (2.36). Finalmente,

as componentes n&o nulas do tensor is6tropo C™™ determinadas a partir da expressdo (2.39)

~

Sao:

hom _ ~hom _ ~hom __ [, hom 4 hom
Crn =Chp =Chpgz = K™ + gﬂ
hom _ ~hom _ ~hom _ ~hom _ ~hom _ ~hom __ , hom 2 hom
C1122 - C2211 - C1133 - C3311 - C2233 - C3322 =k - g:” (2-46)

hom _ ~hom _ ~hom __ hom
Cpoz =Craz =Cops =2u

Estas componentes foram obtidas analiticamente e apresentadas por Aguiar e Maghous (2018)

e coincidem de forma plena com os resultados obtidos por Maghous et al. (2014).

2.4 PROPRIEDADES VISCOELASTICAS HOMOGENEIZADAS DE UM
MEIO FRATURADO

Na secdo 2.3 foi desenvolvido o primeiro passo para a formulacdo das propriedades
viscoelasticas macroscopicas de um meio fraturado. Nesta secéo, seré apresentado o segundo e
ultimo passo para atingir esse objetivo. Este passo consiste em uma combinacao do teorema ou
principio de correspondéncia elastico-viscoelastico (Le et al., 2007) junto com a implementacéo
de um procedimento especifico para determinacdo da inversa da transformada de Carson-

Laplace.

O principio de correspondéncia elastico-viscoelastico incorpora a transformada de Carson-
Laplace visando formular o problema viscoelastico, no dominio do tempo, em termos de um
problema elastico equivalente no dominio de Carson-Laplace. Mediante este principio, €
possivel aproveitar as propriedades elésticas do meio fraturado, apresentadas na secao anterior,

para determinar as respectivas propriedades viscoelasticas. A seguir, apresenta-se as principais
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caracteristicas dos componentes do material fraturado e, posteriormente, a determinagdo do

tensor de relaxagdo homogeneizado.

2.4.1 Comportamento Viscoelastico da Matriz e das Fraturas

Como mencionado na se¢do 2.2, o comportamento viscoelastico do meio fraturado sera
desenvolvido no &mbito da viscoelasticidade linear sem envelhecimento. Sendo a matriz e as
fraturas os componentes do VER, é necessario definir suas respectivas leis do comportamento
viscoelastico. Considerando uma condicdo de contorno de deformacdo homogénea aplicada no

VER, sdo apresentadas as equacfes de estado para 0s componentes mencionados:

g:csong‘”cs (t-7):4(r) de em Q\ w
(2.47)

T =k o[i]:f:g (t—r)-[ﬂ (r)dr  aolongode w=Uaw

A expressdo (2.47) tem como base a expressdo (2.17), que descreve o comportamento de um

material linear sem envelhecimento e onde o tensor de relaxacdo R sera denotado por c®, que
representa o tensor de relaxacdo da matriz.

Na expressdo (2.47), o tensor k representa o tensor de relaxacdo das fraturas. O argumento t
corresponde a resposta instantanea do material, enquanto que o argumento r representa a

resposta diferida, ou seja, a histéria completa da deformacao.

Percebe-se que a expressdo (2.47) é a contrapartida viscosa da expressao (2.26). As derivadas

do campo de deformagéo local ¢ da matriz e do salto de deslocamento [g] na fratura, em
relacdo a r, devem ser entendidas no sentido das distribuicbes com o intuito de considerar

possiveis descontinuidades desses campos no tempo.

Importa ressaltar que a determinacgéo das propriedades viscoelasticas de ambos 0s componentes
do material fraturado deveria estar baseada em procedimentos experimentais apropriados. No

caso da matriz, as relagOes viscoelasticas g — & podem ser obtidas mediante ensaios classicos

de fluéncia. N&o obstante, no caso das fraturas, a relagéo viscoelastica T — [g] provavelmente

requeira ensaios de laboratorio especificos.
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2.4.2 Determinacdo do Tensor de Relaxacdo Homogeneizado

A formulacdo das propriedades viscoelasticas sem envelhecimento de um meio homogeneizado
equivale & determinacéo do tensor de relaxacdo homogeneizado R™™ de quarta ordem, uma
vez que a condi¢do de contorno a considerar é deformacéo homogénea € aplicada no meio

fraturado. Neste contexto, a lei do comportamento macroscopico (homogeneizado) do meio

viscoelastico fraturado pode ser definida da seguinte maneira:

T=R"™- € com R"™=(c%A) (2.48)

Percebe-se que a expresséo (2.48) é a contrapartida viscosa da expressao (2.28), onde A(x,z,t)

é o tensor de concentracdo de deformacdes no ambito da homogeneizacédo viscoelastica linear

e X representa o tensor de tensdes macroscopicas.

Para determinar o tensor R™™, torna-se necessaria a implementacdo do principio de
correspondéncia elastico-viscoelastico, o qual estd baseado na utilizacdo da transformada de
Carson-Laplace. A transformada de Carson-Laplace foi definida na expresséo (2.18) e permite
substituir os produtos de convolucdo por calculos algébricos ordinarios trabalhando em um

espaco de tempo ficticio ou denominado de espaco de Carson-Laplace.

No caso das relacdes viscoelasticas da expressado (2.47), a aplicacdo da transformada de Carson-

Laplace gera o seguinte:

g (p)=c*(p):& (p) em Q\ow

“ 2.49
T'(P=k'(p)[£] (p)  aolongode w=Ua (249

Na expressdo anterior, observam-se relacGes do tipo elastico no espaco de Carson-Laplace. Do
mesmo modo, o procedimento e resultados descritos na se¢éo 2.3, no contexto da elasticidade
linear para a determinacdo do C™", podem ser apresentados em termos de transformadas de
Carson-Laplace. Com base na expressao (2.48), este tensor de relaxacdo pode ser definido no
espaco de Laplace da seguinte forma:

R™™(p) =(c”(p): A, (p)) (2.50)
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Sendo A, = A" o tensor de concentragdo de deformagdes associado a um VER ficticio que se
caracteriza por ter a mesma geometria do VER real e cujos componentes sdo elasticos com

rigidez ¢ para a matriz e 5* para as fraturas.

Ressalta-se que em relagéo a forma e orientacédo das fraturas, na presente secédo, estas conservam
as mesmas caracteristicas daquelas descritas no ambito da elasticidade linear: fraturas oblatas

podendo ser orientadas, tanto paralelamente quanto aleatoriamente.

No espaco de Carson-Laplace e segundo o procedimento de analise elastica da secdo 2.3, 0

tensor R™™ deve ser avaliado com a estimativa de Mori-Tanaka. Uma vez realizada a
aplicacdo da estimativa mencionada, torna-se fundamental expressar os componentes do tensor
de relaxacdo no espaco de tempo real. Portanto, origina-se a necessidade da implementacéo de

um procedimento que permita determinar a inversa da transformada de Carson-Laplace.

2.4.2.1 Determinagéo da inversa da transformada de Carson-Laplace

A obtencdo das propriedades viscoelasticas homogeneizadas, havendo calculado previamente

o tensor R"™™, consiste em transformar este tensor do dominio de Carson-Laplace ao dominio

do tempo mediante um processo de inversao Rhc’m:L:l(RhO”‘*). A este respeito, Varios

procedimentos analiticos e numéricos tém sido propostos na literatura. Ndo obstante, a maioria
destes métodos foram formulados originalmente para lidar com fungdes generalizadas no
dominio de Laplace e, portanto, envolvem operacGes matematicas ou computacionais

complexas.

Com o prop6sito de obter uma simplificacdo matematica, um procedimento analitico mais
especifico foi desenvolvido por Aguiar e Maghous (2018). Este procedimento foi concebido
para calcular a transformada inversa de Carson-Laplace do tensor de relaxagdo R™™ obtido
mediante o0 esquema de homogeneizacdo de Mori-Tanaka, quando sdo utilizados modelos
reoldgicos viscoelasticos classicos para a matriz e para as fraturas. Entre estes modelos, temos
os modelos de Maxwell, Maxwell generalizado, sélido linear padrdo, Kelvin-Voigt

generalizado ou 0 modelo de Burger. A seguir, apresenta-se 0 mencionado procedimento.

Na sequéncia, as componentes ndo nulas do tensor de relaxacdo R™™ serdo denotadas

genericamente por R™™. Importa ressaltar que quando utilizados os modelos reoldgicos
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viscoelasticos mencionados acima, cumpre-se automaticamente a seguinte condicédo: a fungéo

de relaxacao R™™ se encontra como uma divisdo de duas funcGes polinomiais que tem 0 mesmo

grau em relacédo a variavel p do espaco ficticio de Carson-Laplace:

R™™ (p) = % (2.51)

Os polindmios A(p) e B(p) podem ser expressos da seguinte forma:

z

AP =Yap 5 B(R)=Ybe =[[(P-R)" com b =1 (@52

k=1

onde o nimero inteiro n € o grau comum dos polinémios A(p) e B(p), os escalares a, e b,

sdo coeficientes reais que dependem do modelo reoldgico viscoelastico adotado para a matriz

e para as fraturas. O inteiro z € o nimero de polos principais de B(p), o escalar R, € a k-

ésima raiz do polinémio e g, a multiplicidade correspondente. Lembra-se que Ziﬂgk =n.

Pode-se definir a transformada de Laplace da funcdo de relaxagdo homogeneizada R"™(p)

como: F(p)=R™™(p)/p. A aparicdo da funcdo F(p) deve-se & maior facilidade de

encontrar a transformada inversa de Laplace do que encontrar a transformada inversa de

Carson-Laplace.

Entdo, cumpre-se o seguinte: £*(R™™ )= £*(R"™ / p)=£*(F). Afungéo F(p) pode ser
convenientemente rescrita da seguinte forma:

R™™(p) _ 3 _ C(p)

F(p)=
(P p pb, B(p)

(2.53)

n

C(p) =biZ[(boak —ah )p*"]

0 k=1

Observa-se na expressao (2.53) que a funcdo apresenta uma parte instantanea e uma parte

diferida. Embora o pardmetro b, reflita os comportamentos da matriz e das fraturas, este torna-

se nulo (i.e., b, =0) quando ¢é adotado um modelo reoldgico sem elasticidade instantanea, por
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exemplo, 0 modelo de Kelvin de dois elementos. Esta situacdo produz um comportamento
viscoelastico homogeneizado sem elasticidade instantanea. Por uma questdo de simplicidade,
na sequéncia, um valor ndo nulo sera admitido para o parametro b, (i.e., b, #0) e, portanto,

ndo serdo considerados, neste trabalho, modelos reoldgicos que ndo apresentam elasticidade

instantanea.

Aplica-se a decomposicdo em fragdes parciais na funcdo racional C(p)/B(p) da expresséo

(2.53). Obtem-se o seguinte:

(p)-—+iz

i-1 k=1 p R
(2.54)

__ 1 " cm
Di,k - (gi _k)!ap(gik)|:B(p)(p_ Ri) :|p

=R

Procede-se a calcular a transformada inversa de Laplace da funcdo F(p) apresentada na

expressao (2.54). Neste caso, este célculo pode ser feito mediante formulas cléssicas

encontradas na literatura. Portanto:

N
«

LHF(p)]=R™"(t) = { t} Y (t) (2.55)

0 1 k=1

onde Y (t) é afuncéo de Heaviside ou fung&o degrau na origem. Os termos t“* e representam

a parcela diferida decrescente do comportamento viscoelastico homogeneizado.

R™™ (t) = {i+ ) eﬂ Y (t
bo i=1

' | oB(p)/op . B(p) .

(2.56)

A expressao (2.56) pode ser considerada uma simplificacdo da expressao (2.55) sempre que as

raizes do polindmio B(p) ndo se repitam, isto é, o polinbmio B(p) deve admitir apenas raizes
simples (g, =1 Vk=1n), o que de fato acontece na maioria dos modelos reoldgicos

considerados na descri¢do do comportamento viscoelastico dos componentes do meio.
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No caso especifico de isotropia macroscopica, como visto na distribuicdo de fraturas orientadas

aleatoriamente, a funcdo de relaxacdo genérica R™™  denotard 0 médulo de compresséo

homsx hom=*
k

aparente ou 0 modulo de cisalhamento aparente ™" . Consequentemente, no espaco do
tempo, R™"(t) estara se referindo ao modulo de relaxagdo em compressdo k™" (t) ou ao
moédulo de relaxacdo em cisalhamento ™" (t). Lembra-se que R™™(t) representa qualquer

componente ndo nulo do tensor de relaxacdo R™™(t), o qual pode ser definido, neste contexto,

da seguinte maneira:
R™™(t) =3 k™™ (t) J+2 £ (t) K (2.57)

Sendo definidos os respectivos médulos k™™ (t) e ™" (t) como:

khom(t) :{Z'_i-l'iDik eRik tj| Y (t) : ,Llhom(t) :|:Ziz+iDiﬂ eRiﬂtj| Y (t) (2.58)

2.4.2.2 Modelo Viscoelastico Homogeneizado Exato

A denominacdo de modelo exato deve-se, principalmente, ao fato de poder representar
exatamente o comportamento do material homogeneizado quando comparado com o resultado
analitico da transformada inversa de Carson-Laplace e sempre que as restricdes impostas a esta

ultima sejam cumpridas (ver secao anterior).

Com o intuito de identificar um modelo reol6gico que represente o comportamento do material
na escala macroscépica, observa-se que o comportamento descrito na expressdo (2.56) é
matematicamente equivalente a funcao de relaxacdo de um modelo reolégico denominado de
Maxwell generalizado. Este modelo é uma associacdo em paralelo de um modelo de mola

simples com n modelos de Maxwell como mostrado na figura 2.9.

O modelo de Maxwell generalizado é um modelo classico utilizado para representar materiais

viscoelasticos lineares sem envelhecimento e sua respectiva fun¢do de relaxacdo R; . €

definida da seguinte maneira:

Re o ®) =| B + Y E e[”:t] Y (1) (2.59)
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sendo E; arigidez da respectiva mola elastica e 7, a viscosidade do respectivo amortecedor no
ramo i (elemento Maxwell) do modelo generalizado. E, é a rigidez do elemento de mola

simples do modelo.

g

T
L1

n

i 111111

M, E

Figura 2.9: Modelo de Maxwell generalizado associado com a fungdo R™™(t)
Ap0s a comparacao das expressoes (2.56) e (2.59), obtém-se as seguintes relacoes:

E =D

E.=a, /b, ; ' : 1<i<n 2.60
0= % {_Ei/Ui:Ri = n,=-D//R ( )

Define-se o tempo caracteristico de relaxagédo como z, =7, / E;. O conjunto de todos 0s tempos

caracteristicos de relaxagdo constitui o denominado espectro de relaxagdo. Entdo, verifica-se
gue este espectro, associado com o comportamento viscoelastico efetivo, permanece discreto.
Segundo Aguiar e Maghous (2018), as provaveis causas desta condi¢do do espectro de
relaxacdo sdo: o particular esquema de homogeneizacao utilizado junto com a admisséo das
fraturas como interfaces bidimensionais na modelagem, desconsiderando os efeitos

geométricos tridimensionais destas inclusées.

Percebe-se também que as raizes R, do polindmio B(p) representam (em valor absoluto) a

inversa dos tempos caracteristicos z; para 0 comportamento macroscopico. Sendo que 0s
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tempos caracteristicos sdo sempre positivos, pode-se inferir que as raizes R, sdo escalares

negativos (Aguiar e Maghous, 2018).

No contexto da isotropia macroscopica, foi mencionado em secdes anteriores que R™™(t) é
uma funcdo de relaxacdo genérica e, portanto, pode se referir tanto ao médulo de relaxacao em

compressdo k™™ (t) quanto ao modulo de relaxagdo em cisalhamento "™ (t).

Infere-se, entdo, que 0 comportamento viscoelastico em compressdo e em cisalhamento do meio
fraturado poder ser representado de forma exata por meio de um modelo reologico de Maxwell
generalizado. Lembra-se que o tensor de relaxacdo homogeneizado isotropico € definido da

seguinte forma:
R™™(t) =3 k™" (t) J+2 £ (t) K (2.61)

onde o modelo de Maxwell generalizado se associa com 0s mddulos de compressdo e de

cisalhamento do meio homogeneizado segundo o mostrado na figura 2.10.

A K u "'

v
k2

M

_
ul

T K | A M
D 111111 A TN

: I l l

(b) Para Compressao (a) Para Cisalhamento

khom e hom

Figura 2.10: Modelos de Maxwell generalizado para os médulos viscoelasticos 7]

As funcBes de relaxagdo associadas ao comportamento em compresséo R& . € em

cisalhamento R§ ., séo definidas a seguir:
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ke o
i Hi t

1
A

RE () = k§+ikf e[ ¢ tj Y(t)  RELu (D)= ,u§+i,uf e[”] Y(t) (262)

Lembra-se que a expressao (2.58) apresenta as definicdes dos mddulos de compresséo e

cisalhamento e quando comparada com a expressdo (2.62) obtém-se as seguintes relacdes:

ke_ k/bk . kie:Dik i<n
=% ke ik =R = k'=-D/R" B
(2.63)
¢ — D _
uy=al bl =t 1<i<n
—uf =R = u' =-D IR

Nas expressoes anteriores, 0s superindices k e u séo utilizados para se referir aos modulos de

compressdo e cisalhamento, respectivamente. O pardmetro n € o numero de ramos de
elementos Maxwell montados em paralelo com a mola simples no modelo generalizado e
depende dos modelos reolégicos adotados para descrever os comportamentos individuais da

matriz e das fraturas. Este parametro coincide com o nimero de raizes (grau) do polinémio
B(p).

Finalmente, considerando as restri¢des relativas aos modelos reoldgicos adotados para a matriz
e as fraturas e ao esquema de homogeneizacdo linear utilizado, é possivel afirmar que um
modelo de Maxwell generalizado adequado sempre poderd descrever com precisdo 0

comportamento viscoelastico geral do meio fraturado.

2.4.2.3 Distribuicéo aleatoria de fraturas paralelas

Conforme mencionado anteriormente, torna-se necessario utilizar o principio de
correspondéncia elastico-viscoelastico para transformar o problema viscoelastico em um
problema elastico equivalente trabalhando em um espacgo ficticio denominado de Carson-
Laplace. Entdo, avalia-se o tensor R™™ com a estimativa de Mori-Tanaka em um contexto
elastico linear. Esta avaliacao foi realizada na secéo 2.3.2.1 para obter as propriedades elasticas
de um meio com fraturas oblatas paralelas distribuidas aleatoriamente e, portanto, estes
resultados podem ser aproveitados nesta secdo para determinar o tensor de relaxagdo no

dominio de Carson-Laplace.
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Os componentes ndo nulos do tensor R™™ sdo a contrapartida viscosa daqueles apresentados

na expressdo (2.35) e séo exibidos a seguir:

K, +7(1+16/3¢)x (1- k)
3k, +3rx,(l-x)+4re

hfﬁ* = R:;ng* = (Bks* + 4/15*)

K, + 1K (1-xK,)
3, +3rk(l-x)+4re

Risss = (3k™ +44™)

K, +7(x, +8/3¢e)(1-k,)
3, +37x(l-x)+4re (2.64)

= R = (36 - 27
K, + 7k (l-x)
3, +37rx,(l-x)+4re

homs homs S* 4K3 +7 (1_ Kl)(1+ 2K1)
a3 = Rogs = ( )
4k, +16/37me (1-x) + 71+ 2x) (1—x,)

Rhom* _ Rhom* _ Rhom* _ Rhom* _ (3ks* _ Zlus*)

1133 2233 3311 3322

hom

202 = ZIUS*

onde os coeficientes adimensionais «;,, k,, k, S80 a contrapartida viscosa da expresséo (2.36)

e sdo apresentados em seguida:

ST 3ka 3k’a

K=—7F"=<= ,» K,= y Ko=—F—F"— 2.65
b3k +4u” POk +Au” T3k A (265)

*

onde os parametros k* e 4" representam, respectivamente, 0 médulo de relaxacdo em
compressao e 0 modulo de relaxagdo em cisalhamento da matriz no dominio de Carson-Laplace.
Os parametros k, e k; representam o médulo de relaxagdo em compressdo e o médulo de
relaxacdo em cisalhamento na interacdo das faces das fraturas no dominio de Carson-Laplace.
Conjuntamente, no dominio de Carson-Laplace, o tensor de rigidez da matriz c** e o tensor

c™ relacionado com a rigidez das fraturas podem ser formulados da seguinte forma:

=3k J+2 4 K
(2.66)

t

c=3X ak" J+2X au' K com kf*:k:—%kt" L

¥

Importa ressaltar que os pardmetros (k™, #**) e (k; , k) sdo dependentes do modelo

reologico admitido, tanto para a matriz quanto para as fraturas.
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Lembra-se que os valores de k. e k; devem ser obtidos em laboratério. Finalmente, para

determinar os componentes ndo nulos do tensor R™™(t), no dominio do tempo, aplica-se o

procedimento descrito na secédo 2.4.2.1.

2.4.2.4 Distribuicéo de fraturas orientadas aleatoriamente

Tal como o realizado na secdo anterior com a distribuicdo aleatéria de fraturas paralelas,
trabalha-se inicialmente no espaco ficticio de Laplace para lidar com o problema elastico
equivalente, o que permite utilizar os resultados elasticos obtidos na secdo 2.3.2.2 para a

distribuicdo de fraturas oblatas orientadas aleatoriamente e determinar o tensor de relaxagédo

R™™ no dominio de Carson-Laplace.

Pressupfe-se, como na secdo 2.3.2.2, uma distribuicdo perfeitamente aleatdria das fraturas, o

que possibilita considerar 0 meio homogeneizado como isotrépico. Portanto, o tensor de

relaxagdo homogeneizado R™™ pode ser definido da seguinte maneira:

R™™ =3 k"™ J+2 4™ K (2.67)

onde k™™ e ™™ representam, respectivamente, a transformada de Carson-Laplace do

k hom

modulo de relaxa¢do homogeneizado em compressao (t — (t)) e do mddulo de relaxagédo

homogeneizado em cisalhamento (t — £™™(t)). As expressdes para estes modulos, no dominio

de Carson-Laplace, sdo deduzidas a partir da expressao (2.44) e apresentam-se a seguir:

ks* Sk
khom*: : hom*: H 268
1+ M, a l+e M, (2.68)

onde as funcdes adimensionais A, (k™, ¢*, ak;, ak’) e ﬂ/y (k*, i, ak;, ak’) sdo a

contrapartida viscosa da expressao (2.45) e definem-se da seguinte forma:

Sk |
k = 2 */u Sk (269)
K +ak, [ u
167 x, 6K, +4K, + 97k, (3K + &) (2.70)
“ 15 (3nri, + K, ) (4K, + 97k, (K, + K,) ) '
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Os parametros adimensionais «;,, k, € x, foram definidos na expresséo (2.65) e o parametro
K, € apresentado a seguir:

S*

M
K=————— 2.71
4 3ks* + 4/,[5* ( )

£

Lembra-se que os parametros (k**, #*') e (k; , k) sdo dependentes do modelo reologico

admitido tanto para a matriz quanto para as fraturas, e empregado para descrever o respectivo
comportamento viscoelastico. Da mesma forma, o comportamento da matriz e da fratura podem
ser descritos pela expressdo (2.66) desde que os tais (c** e c') sejam considerados como

isotropicos.

Consequentemente, os componentes ndo nulos do tensor isétropo R™™ sdo a contrapartida

viscosa daqueles apresentados na expressao (2.46) e sao exibidos a seguir:

hom= — Rhom* — Rhom* — khom* +ﬂ,uhom*

111 2222 3333
3
hom* _ phom* _ phom* _ phom* _ phom* _ hom=* __ [, hom= 2 hom=
122 — RZle — '"M133 R3311 - R2233 - R3322 =k _gﬂ (2-72)
hom# _ phom* __ mhom= __ hom
212 313 R2323 - 2

Finalmente, para determinar os componentes ndo nulos do tensor R™™(t), no dominio do

tempo, aplica-se o procedimento descrito na se¢éo 2.4.2.1.

2.4.2.5 Consideracgdes Importantes na Determinacédo do Tensor de Relaxacdo Homogeneizado

Tal como descrito por Aguiar e Maghous (2018), o procedimento completo para determinar
uma funcdo de relaxacdo homogeneizada genérica R™"(t) é essencialmente analitico. Em

razdo disso, na sequéncia, serdo mencionados alguns pontos importantes que devem ser

considerados no processo analitico.

Primeiramente, no dominio de Carson-Laplace, deve-se definir o comportamento viscoelastico

linear sem envelhecimento (c** e ¢'*) dos componentes do material fraturado. Para isto, torna-
se necessario escolher o modelo reolégico unidimensional que descreve o comportamento da

matriz e das fraturas. Estes modelos reoldgicos unidimensionais serdo transpostos ao contexto
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tensorial, pois o objetivo final é a descricdo do comportamento tridimensional homogeneizado

do material fraturado.

Os modelos reoldgicos se compdem de elementos simples (molas e amortecedores) ou de uma
combinacdo destes elementos em diversas configuracdes (Maxwell, Kelvin-Voigt, Burger,
etc.). Cada elemento simples de um modelo reoldgico tem um comportamento definido
mediante uma equacao de estado que depende do tipo de elemento (mola ou amortecedor), da
configuracdo do modelo reoldgico e do componente do meio fraturado (matriz ou fratura) que

estd sendo descrito pelo modelo.

A figura 2.11 mostra 0s parametros correspondentes a cada tipo de elemento simples de um

modelo reoldgico que pode estar representando o comportamento de uma matriz ou de uma

fratura.
Para uma Matriz Para uma Fratura
r
kS, M, kn
V.o "ulb‘f kxa ’kv,a
O O O @)

Figura 2.11: Parametros dos elementos de um modelo reoldgico

No caso de modelos reoldgicos descrevendo o comportamento de uma matriz isotropica linear,
as equacles de estado, no contexto tensorial, relacionadas a mola e ao amortecedor do modelo
sdo definidas da seguinte forma:

19
I
ﬁll)

lies

com c.,=3k,J+2u, K
(2.73)

IS
I
e
[l

com c;, =3k, J+2 4, K

Onde as rigidezes do elemento de mola para 0 comportamento em compressao e para 0O

comportamento em cisalhamento sdo, respectivamente, k;, e 4. , . A viscosidade do elemento

de amortecedor para 0 comportamento em compressdo e para 0 comportamento em

cisalhamento séo, respectivamente, k;, e s, . O superindice s corresponde a matriz, o
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subindice e estd relacionado com a parte eldstica do comportamento, enquanto que v
representa a parte viscosa. O subindice « pode ser & =m,M,K e depende da configuragdo a
que pertence o elemento do modelo. Para 0 modelo de mola simples utiliza-se m, para a

configuracdo de Maxwell utiliza-se M e para a configuracdo de Kelvin, K. Para o caso de um

modelo de molas simples, s6 pode ser aplicavel a parte elastica da expressao (2.73).

No caso de modelos reoldgicos descrevendo o comportamento das fraturas que transmitem
esforgos entre suas faces, as equacgdes de estado, no contexto tensorial, relacionadas a mola e
ao amortecedor do modelo séo definidas da seguinte forma:

T=k,,[&] com Kk, =kl, n®n+k;, (t®t+t'®1")

(2.74)

T=k,.[£] com k,, =kl n®n+k, (t®t+t'®t)

onde as rigidezes do elemento de mola para o comportamento sob esforco normal e para o

comportamento sob esforgo tangencial sdo, respectivamente, k., e k, . Os parametros de

viscosidade do elemento de amortecedor para 0 comportamento viscoso na direcdo normal e na

direcdo tangencial das fraturas sdo, respectivamente, k;, e k; , . Os subindices sdo 0s mesmos

do caso anterior. Para o caso de um modelo de molas simples, s6 pode ser aplicavel a parte

elastica da expresséo (2.74): T =k, [ £] .

Como mencionado anteriormente, os modelos reoldgicos classicos que podem ser utilizados na
representacdo do comportamento da matriz e das fraturas incluem o modelo de mola, de

Maxwell, de Kelvin-Voigt e de Burger, 0s quais servirdo para definir as expressdes dos modulos

de compressdo e de cisalhamento aparentes (k**, #°"), no caso da matriz, e as rigidezes normal

e tangencial aparentes (k, , k;), no caso de fraturas.

A seguir, apresentam-se as expressoes relativas a estes parametros, tendo em vista 0s quatro
modelos reoldgicos assinalados acima. No caso do modelo reolégico de mola simples, a Figura
2.12 exibe os pardmetros do modelo utilizados tanto para a representagdo do comportamento

de uma matriz quanto para a representacdo do comportamento das fraturas.
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s ,US no 4
em > em e.m e.m

(a) Modelo para Matriz (b) Modelo para Fratura

Figura 2.12: Modelo de mola simples no caso de uma matriz e no caso de fraturas

As expressdes correspondentes aos mddulos de compressdo e de cisalhamento aparentes da

matriz sdo apresentadas a seguir:

K" =k 7 47 =ty (2.75)

As expressdes correspondentes as rigidezes normal e tangencial aparentes da fratura s&o

apresentadas a seguir:

% . * t
Ky =kem + K =k (2.76)
n t
ke,M’ > ke,]ll
n t
k‘l’,;M ? k‘l’,xM
(2) Modelo para Matriz (b) Modelo para Fratura

Figura 2.13: Modelo de Maxwell no caso de uma matriz e no caso de fraturas

No caso do modelo reoldgico de Maxwell, a Figura 2.13 exibe os parametros do modelo
utilizados tanto para a representacdo do comportamento viscoelastico de uma matriz quanto

para a representagdo do comportamento viscoelastico das fraturas.

As expressdes correspondentes aos mddulos de compressédo e de cisalhamento aparentes da

matriz séo apresentadas a seguir:

kS kS S S
ks* — p Sv,M e,;\/l , ,US* — p /Ljv,M :ue,SM (277)
p kv,M + ke,M Pty m t M
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As expressdes correspondentes as rigidezes normal e tangencial aparentes da fratura sé@o

apresentadas a sequir:

=P Ko Ko

"opkiy ki

— P hum Bem (2.78)
P ki +Keu

sendo p uma variavel ficticia no espago de Carson-Laplace. No caso do modelo reoldgico de

Kelvin-Voigt, a Figura 2.14 exibe os pardmetros do modelo utilizados tanto para a
representacdo do comportamento viscoeléstico de uma matriz quanto para a representacéo do

comportamento viscoelastico das fraturas.

S s
ke,K >k [e,K

s 5
. M
em e,

(a) Modelo para Matriz
n f
ke,K ? ke,K

n t
s
ein e.in

(b) Modelo para Fratura

Figura 2.14: Modelo de Kelvin-Voigt no caso de uma matriz e no caso de fraturas

As expressdes correspondentes aos modulos de compressdo e de cisalhamento aparentes da

matriz sdo apresentadas a seguir:

K = kes,m(p Kok + kes,K) = ﬂ:,m(p Hy +ﬂ:,|<)

_ , _ 2.79
TIETIET D L et A (.19)

As expressdes correspondentes as rigidezes normal e tangencial aparentes da fratura séo

apresentadas a sequir:
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_ k;m(p k\}K +ké,K)

k* _ kf?.m(p k\?,K +ken,K)
Pk ke Tk,

n n n n
p kv,K + ke,K + ke,m

;K

(2.80)

No caso do modelo reoldgico de Burger, sendo uma combinacdo dos modelos de Maxwell e
Kelvin dispostos em série, a Figura 2.15 exibe os parametros do modelo utilizados para a

representacdo do comportamento viscoelastico da matriz e das fraturas:

LS 8
Ae.K >k ie.K

k-S

s
wM ’ur.M'

(a) Modelo para Matriz

-] Lt
k Ae_ ©

e.K °

(b) Modelo para Fratura

Figura 2.15: Modelo de Burger no caso de uma matriz e no caso de fraturas

As expressdes correspondentes aos mddulos de compressdo e de cisalhamento aparentes da

matriz sdo apresentadas a seguir:

ks* _ (p k\f,K + k:,K) p k\f,l\/l keS,M
p’ Ko Kom + p(keS,K kom Kok Ko Ko Ko )+ Kok Ken
(2.81)
i = (p Ho +:Ues,|<) P Hom Mo

p? Hoy Hom + p(ﬂ:,K How + by Hon + Hom Mo )+:u:,K Hem

As expressdes correspondentes as rigidezes normal e tangencial aparentes da fratura sdo

apresentadas a sequir:
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. (P i +K )P Ky K
0T KK+ Pk Kl K K K K )R K

(2.82)

K* = (p k\E,K + k;,K) Y k\E,M k(:,M
D Rk (ke ko K Ko TR K ) ke Koy

A escolha do modelo reoldgico para representacdo do comportamento viscoelastico da matriz
e das fraturas depende de varios fatores, entre 0s quais pode-se mencionar: as propostas
realizadas em trabalhos anteriores observados na literatura e seus respectivos resultados, a
possibilidade de utilizar parametros obtidos em laboratdrio e ndo arbitrarios e 0s objetivos a
serem atingidos no estudo dos efeitos da viscosidade tanto na matriz quanto nas fraturas.

Apo6s ter definidos os tensores ¢ e ¢, relacionados com o comportamento viscoelastico dos
componentes do material fraturado na expressdo (2.66), efetua-se a determinacdo das
expressOes dos polindmios A(p) e B(p), que definem a fungdo de relaxagdo aparente
R™™(p) de cada um dos componentes ndo nulos do tensor R™™(p). Estes polindmios sdo

obtidos mediante 0 esquema de homogeneizacdo elastica de Mori-Tanaka (ver expressoes
(2.30) e (2.39)) no dominio de Carson-Laplace.

Uma vez definida a funcdo R™™*(p), aplica-se analiticamente o procedimento de inversio da
transformada de Carson-Laplace descrito na sec¢do 2.4.2.1, com exce¢do do calculo das raizes
do polinémio B(p), que pode ser realizado numericamente utilizando, por exemplo, o software

Maple.

Alguns exemplos de aplicagdo podem ser encontrados no trabalho do Aguiar e Maghous (2018),
tanto para distribuicdo de fraturas paralelas quanto para distribuigdo de fraturas orientadas
aleatoriamente, utilizando diferentes modelos reoldgicos para descricdo do comportamento

viscoelastico da matriz e das fraturas.

No Anexo A é apresentado um fluxograma que mostra 0s passos principais do procedimento

geral do modelo viscoelastico analitico com o intuito de resumir e expor de forma didatica o
processo completo para o céalculo do tensor de relaxagdo R™™(t) no caso de distribuicdo

isotrdpica de fraturas.
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2.5 MODELO VISCOELASTICO HOMOGENEIZADO OU EFETIVO DE UM
MEIO FRATURADO

Nas secOes anteriores foi visto que o comportamento viscoeldstico dos componentes de um
meio fraturado (matriz e fraturas) pode ser descrito mediante modelos reoldgicos. Nao obstante,
0 comportamento viscoelastico geral de um meio fraturado homogeneizado (escala

macroscopica) também pode ser representado por meio de um determinado modelo reolégico.

Com base no desenvolvimento tedrico mostrado nas se¢BGes anteriores, assim como nas
caracteristicas admitidas para o meio fraturado e seus respectivos componentes, pode-se propor
dois tipos de modelos viscoelasticos homogeneizados para o0 meio estudado: um modelo exato
e um modelo simplificado. O modelo exato foi desenvolvido na secdo 2.4.2.2 pois esta
relacionado diretamente com o procedimento de determinacdo da transformada inversa de

Carson-Laplace. Na sequéncia, apresenta-se a formulacdo do método simplificado.

2.5.1 Modelo Viscoelastico Homogeneizado Simplificado

Uma das causas principais para formular e utilizar um modelo viscoelastico homogeneizado
simplificado ao invés do modelo exato € a implementacdo pratica do modelo na anélise
estrutural. O modelo simplificado, ou também denominado de aproximado, torna-se mais

tratavel do que o modelo exato nas aplicacdes préaticas.

Entre as desvantagens do modelo exato, pode-se mencionar a seguinte: 0 modelo de Maxwell
generalizado pode requerer um numero elevado de ramos ou elementos reoldgicos de Maxwell
(molas e amortecedores associados em série), 0 que origina uma tarefa complexa no célculo das

raizes R, do polindmio B(p) durante a aplicacdo do procedimento da transformada inversa de

Carson-Laplace.

Torna-se necessario formular um modelo que envolva um nimero pequeno de elementos
reoldgicos. No contexto da abordagem micromecanica, Nguyen et al. (2011) desenvolveram
um modelo simplificado baseado no modelo reolégico de Burger com o intuito de aproximar o
comportamento viscoelastico homogeneizado de um meio fissurado. O procedimento proposto
por Nguyen foi estendido por Aguiar e Maghous (2018) para um meio fraturado. Aguiar prop6s
um modelo aplicavel ao caso particular de isotropia na escala macroscopica devido a uma

distribuicdo isotropica de fraturas. Na sequéncia, apresenta-se a metodologia desenvolvida.

Ricardo H. Moran Ramirez (rmoran.ramirez@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2019.



63

A proposta mencionada acima procura determinar um tensor de relaxacdo homogeneizado

aproximado R®**(t) que possa ser descrito pelo mesmo modelo reoldgico da matriz. O

comportamento viscoelastico homogeneizado aproximado pode ser definido pela seguinte

expresséo:

R (1) =3 k™ (t) J+2 1™ (1) K (2.83)

A representacdo esquematica do modelo simplificado corresponde ao modelo de Burger com
as notacOes respectivas que sdo apresentadas na Figura 2.16. Assume-se, entdo, que o
comportamento em compressdo e em cisalhamento da matriz também é descrito por um modelo

de Burger.

app app
ke,K 2 ‘ue,K

app app
k H e, M

app app
k\«',K "u\',K

kg epp

Figura 2.16: Modelo simplificado ou aproximado de Burger para o meio fraturado

A abordagem de aproximagdo consiste basicamente em comparar, no espaco de Carson-
Laplace, os mddulos homogeneizados analiticos (k™™ , £™™) e aqueles associados ao
modelo de Burger aproximado:

11 _ 11
K™ (p) k™ (p) " A(R) 4™ (p)

(2.84)

Onde k™™ (p) e u"™™(p) foram definidas na expressdo (2.68) e dependem dos modelos
reoldgicos adotados para descrever o comportamento da matriz e das fraturas. No caso de

k*"(p) e u**(p), podem ser definidas da seguinte forma (Aguiar e Maghous, 2018):

11,1, 1
k¥ (p) ki PR KR+ KR

(2.85)
1 1 1 1
+

= +
7 () IR I T T o T e
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Evidentemente, na expressdo (2.84), a igualdade ndo pode ser satisfeita rigorosamente para
qualquer valor de p. Por esta razdo, o modelo de Burger aproximado deve ser formulado de
forma tal que, pelo menos, exista uma conveniente aproximagao com o comportamento efetivo
a curto tempo (t — 0) e a longo tempo (t — +o0). Isto € conseguido através da comparacéo das

expansdes em serie aplicadas nas relagbes de igualdade definidas na expressao (2.84).

Antes de continuar, importa lembrar a seguinte propriedade de Carson-Laplace relativa a

qualquer funcdo dependente do tempo t —u (t):
limu @) =Ilimu’(p) ; limu ()= limu’(p) (2.86)
t—+o p—0 t—0 p—>+0

Em concordancia com o mencionado, a equivaléncia a longo tempo das relaces definidas na
expressdo (2.84) deve ser avaliada mediante suas respectivas expansdes em série na vizinhanca

de p=0. A este respeito, as expansdes em serie dos modulos homogeneizados aparentes em

p =0 podem ser definidas da seguinte forma:

1

khom*

1 MS

0
S ECIONE Mmoo een

hom:

onde o conjunto de fungdes K (e, N), K2(e,N), M (e, N) e M (e, N) é calculado

hom:

analiticamente com base nas expressdes de k™™ e 4™ e depende do comportamento

especifico considerado para os componentes (matriz e fraturas) do meio fraturado. Percebe-se
que estas funcBes dependem do parametro de dano ou densidade de fratura ¢ e do nimero N

de fraturas por unidade de volume.

Por sua vez, as expansGes em série dos mddulos de compressdo e cisalhamento do modelo

Burger aproximado na vizinhanca de p =0 podem ser definidas da seguinte forma:

1 1 1 1 o1 1 1 1
o o kg e O g T O 68

Aplica-se 0 mesmo raciocinio para a equivaléncia a curto tempo das relagdes definidas na
expressdo (2.84). Portanto, esta equivaléncia deve ser avaliada mediante suas respectivas

expansdes em série na vizinhanga de p = +oo.
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Entdo, as expansdes em série dos médulos homogeneizados aparentes em p =-+oco podem ser
definidas da seguinte forma (Aguiar e Maghous, 2018):
1 :K§+&+O (iz} : L:M;"+M‘1+O (izj (2.89)
Y

[ p o \p e p

onde os parametros K 7 (&, N), K (&,N), M7 (e,N) e M J (¢, N') também sdo calculados

hom

analiticamente com base nas expressdes de k™™ e 4"™ e dependem do pardmetro de dano

& e do parametro N, assim como dos modelos viscoelasticos adotados para a matriz e para as

fraturas.

Por sua vez, as expansdes em série dos modulos de compressdo e cisalhamento do modelo

Burger aproximado na vizinhanga de p = -+oo podem ser definidas da seguinte forma:

1 _1 +1 L + L +Oi
e ek k)L

1 _1 o111 (e
P VT A

As expressdes de forma fechada das funcdes K (¢, N'), K (e, N), M (&, N'), M (&, N),

(2.90)

Ki(e,N), Ki(e,N), M7 (e,N) e M (s, N') podem ser encontradas originalmente no

trabalho de Aguiar e Maghous (2018) quando um modelo de Burger é considerado para a matriz

e um modelo de Maxwell para as fraturas.

Uma vez definidos os parametros de rigidez e viscosidade mencionados acima, pode-se
inspecionar a compatibilidade entre as expressdes (2.87) e (2.88), assim como entre as
expressdes (2.89) e (2.90) considerando que o comportamento efetivo coincide com o

comportamento aproximado a curto e a longo tempo. As relagfes que surgem s&o as seguintes:

1 1 1 1 1 1

ST o Kemige gy 0 Mas— 0 Mo=—p e

kv,M ke,M ke,K :uv,M lue,M :ue,K
(2.91)

G Kt MET e My

ke,M kiv Kok Hem Hom Mk
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Finalmente, para obter os médulos ou funcdes de relaxacdo em compressdo k*"(t) e em

cisalhamento #*(t) do modelo de Burger aproximado, basta aplicar a transformada inversa

de Carson-Laplace na expresséo (2.85).

Embora o procedimento desenvolvido por Aguiar e Maghous (2018) foi formulado no caso
geral de um meio macroscopicamente isétropo, estes autores explicitaram a anélise no caso
especifico de um modelo de Burger para a matriz e um modelo de Maxwell para as fraturas.
Ressalta-se que o modelo reoldgico efetivo aproximado tem sido formulado considerando o

mesmo modelo que foi adotado pela matriz.

2.6 REPRESENTACAO GRAFICA DAS PROPRIEDADES ELASTICAS E
VISCOELASTICAS HOMOGENEIZADAS DE UM MEIO FRATURADO

Nas secOes anteriores foram desenvolvidas as formulagBes teoricas relacionadas com o
comportamento elastico e viscoelastico de um meio fraturado. Nesta secdo serdo apresentadas
diversas aplicacGes com o intuito de representar graficamente os dois tipos de comportamento

por meio de suas propriedades homogeneizadas (macroscépicas).

Também serd considerado o comportamento viscoelastico aproximado e suas respectivas

propriedades quando utilizado o modelo de Burger simplificado.

Na sequéncia, os dados de referéncia utilizados para as propriedades mecanicas da matriz sdo
0s apresentados no trabalho de Le (2008) para o concreto. No caso das fraturas, os valores dos
parametros elasticos foram tomados do trabalho de Bart (2000) como valores tipicos de
geomateriais, enquanto que os valores dos parametros viscosos serdo arbitrarios devido a

indisponibilidade de dados publicados a este respeito.

2.6.1 Propriedades Elasticas Homogeneizadas

A representacdo grafica das propriedades elésticas equivale a representar o0 comportamento das
componentes ndo nulas do tensor de rigidez elastico do meio fraturado. Uma vez determinadas
analiticamente as expressdes para as componentes segundo sua respectiva distribuicéo, torna-
se indispensavel determinar os valores das propriedades mecanicas do material, tanto para a

matriz quanto para as fraturas.
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Para fins de calculo e geracdo de graficos, a Tabela 2.1 apresenta o valor dos parametros

mecanicos admitidos para a matriz e as fraturas do material:

MATRIZ FRATURAS
Pardmetro| Valor Unidade | Pardmetro| Valor Unidade
kS 24,42 GPa k, 42,22 | GPa/m
1 13,27 GPa K, 16,88 | GPa/m

Tabela 2.1: Pardmetros mecanicos da matriz e das fraturas do material admitido

Os valores anteriores estdo referidos aos moédulos elasticos instantaneos do concreto e

considerou-se que k, =2,5-k,. No caso de contemplar material fissurado para comparacao

com as curvas correspondentes a fraturas, admitiu-se os seguintes valores:

FISSURAS
Parametro Valor Unidade
Kn 0,00 GPa/m
K, 0,00 GPa/m

Tabela 2.2: Valores dos parametros mecanicos do material fissurado (Caso Elastico)

Ressalta-se, em todos 0s casos, que o parametro de densidade de fratura & pode ser visto como
o0 parametro de dano na escala macroscopica. Entdo, admitindo que o numero de fraturas por

unidade de volume A permanece constante, pode-se justificar a seguinte notacao:

C"™=C""(£). Na sequéncia, o valor do pardmetro A/ seré unitario para todos 0s casos.

Com os parametros definidos tanto para a matriz quanto para as fraturas, pode-se representar
graficamente as componentes ndo nulas do tensor de rigidez homogeneizado de cada uma das
distribuicfes admitidas neste trabalho: distribuicdo aleatéria de fraturas paralelas e distribuicdo
isotrdpica de fraturas orientadas aleatoriamente. O comportamento das fissuras também sera

adicionado para fins de comparacéo.

2.6.1.1 Distribuicdo Aleatoria de Fraturas Paralelas
As seguintes figuras 2.17, 2.18 e 2.19 mostram as componentes normalizadas pelo valor da

componente admitindo que n&o existem fraturas, isto &, C"" (& = 0) . As figuras serdo divididas

em trés grupos: componentes C*"(¢)/Cie™(0), Ci*™(¢) /Ci" (0) e Ci*™ () /Cl™(0).

iiii iiii iijj iijj ijij ijij
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Observa-se nas trés figuras acima que a degradacdo da rigidez, induzida pela presenca de
descontinuidades, aumenta com o valor do parametro de dano (&), exceto na componente
“1212”. Lembra-se que esta componente ndo depende do parametro de dano. A respeito das
fissuras (cracks), a sua degradacao é mais pronunciada do que a das fraturas em todos 0s casos
apresentados, exceto na componente “1212”. Observa-se no intervalo analisado que a diferenca
ou separagdo entre as curvas de fratura e fissura € maior nas componentes que contem a direcao

3, que é normal ao plano das descontinuidades.

2.6.1.2 Distribuicdo Isotrépica de Fraturas Orientadas Aleatoriamente

No caso de distribuicdo isotropica de fraturas, como mencionado anteriormente, o meio
homogeneizado adota um comportamento isotrépico e, portanto, as componentes nao nulas do

tensor de rigidez elastico homogeneizado séo definidas por meio de uma combinagdo dos seus

hom

respectivos modulos de compressdo k™™ e cisalnamento ™™ segundo as expressdes (2.43) e

(2.46). Entdo, a representacdo grafica do comportamento destes modulos em fungdo do

pardmetro de dano & se mostra mais simples que a representacdo das componentes do tensor.

A seguinte Figura 2.20 mostra o comportamento dos mddulos elasticos normalizados do tensor

de rigidez homogeneizado. Estes mddulos foram normalizados pelo seu respectivo modulo de
compressdo da matriz k* e de cisalhamento da matriz «°. O comportamento destes médulos,

no caso de material fissurado, também sera incorporado para fins de comparacao.
1.0
0Y
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Ehom (8)

—
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hom _ hom e O
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Figura 2.20: Modulos de compresséo e cisalhamento normalizados (Fraturas e Fissuras)
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Observa-se na Figura 2.20 que a degradacdo da rigidez em compressdo e em cisalhamento,
induzida pela presenga de descontinuidades, aumenta com o incremento do valor do parametro
de dano (&).

A respeito das fissuras, a degradacdo dos modulos elasticos é mais pronunciada do que no caso
das fraturas. Ressalta-se que a degradacdo ou reducéo da rigidez € um indicativo da importancia

das descontinuidades no comportamento mecénico do meio fraturado.

2.6.2 Propriedades Viscoelasticas Homogeneizadas

A representacdo grafica das propriedades viscoelasticas equivale a representar o
comportamento das componentes ndo nulas do tensor de relaxacdo homogeneizado do meio
fraturado. Uma vez determinadas analiticamente as expressfes das componentes segundo as
respectivas distribuicGes admitidas neste trabalho, torna-se indispensavel determinar os valores

das propriedades mecanicas do material.

Para fins de célculo e geracdo de gréficos, a Tabela 2.3 apresenta o valor dos parametros
mecanicos admitidos para a matriz e as fraturas do material. Ressalta-se que estes parametros

mecanicos correspondem a um modelo reoldgico de Burger.

MATRIZ FRATURAS

Parametro| Valor Unidade |Parametro| Valor Unidade
K 24,42 GPa Ke'm 42,22 GPa/m
Ky m 7,33x10° | GPa-s Ky m 7x10" |GPa-s/m
gy 13,27 GPa Ke 16,88 | GPa/m
7 3,88x10° | GPa-s Ky 4x10" | GPa-s/m
Ky « 39,27 GPa Ko« 21,11 GPa/m
K 5,07x10’ | GPa-s Ky« 3,56x10" | GPa-s/m
He ¢ 14,07 GPa Kq « 8,44 GPa/m
Uy ¢ 1,27x10” | GPa-s Ky « 2x10" | GPa-s/m

Tabela 2.3: Parametros mecanicos da matriz e das fraturas para o modelo de Burger

Alguns dos valores da tabela 2.3 serdo adotados pelos parametros da matriz e das fraturas dos

outros modelos considerados nas expressdes (2.75) a (2.80). Cumpre-se o seguinte: k. =k;,

, Hom =Moo K& =k!\y e ki, =k, nocasodamolasimples e do modelo de Kelvin-Voigt.
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No caso de utilizar material fissurado para fins de comparacéo, considera-se valores nulos para

0S parametros:

FISSURAS
Parametro | Valor Unidade |Parametro| Valor Unidade
Ke 0,00 GPa/m Ke 0,00 GPa/m
Ky 0,00 |GPa-s/m| K/ 0,00 |GPa-s/m
Ks 0,00 GPa/m Kq « 0,00 GPa/m
Ki 0,00 |GPa-s/m| ki 0,00 |GPa-s/m

Tabela 2.4: Valores dos parametros mecanicos do material fissurado (Caso Viscoelastico)

Na sequéncia, os graficos apresentados levardo em conta as seguintes considera¢des: 0 nimero
de fraturas por unidade de volume A permanecera constante e seu valor serd unitario para
todos 0s casos e 0 parametro de dano admitira cinco valores em cada grafico para comparar o

comportamento da respectiva componente quando existe variacdo de & ao longo do tempo.

No que diz respeito aos modelos reoldgicos utilizados para representacdo do comportamento
da matriz, serdo considerados os modelos de Burger e Kelvin-Voigt, enquanto que para o
comportamento das fraturas, serdo considerados os modelos de mola simples, Maxwell, Kelvin-
Voigt, Burger e um material fissurado com o intuito de analisar o comportamento das

descontinuidades nos diferentes modelos admitidos.

Com os parametros definidos tanto para a matriz quanto para as fraturas, pode-se representar
graficamente as componentes ndo nulas do tensor de relaxagcdo homogeneizado de cada uma
das distribuicdes admitidas neste trabalho: distribuicdo aleatoria de fraturas paralelas e

distribuicéo isotropica de fraturas orientadas aleatoriamente.

2.6.2.1 Distribuicdo Aleatoria de Fraturas Paralelas
As seguintes figuras mostram as componentes Ri?fl’“ (t) do tensor de relaxagcdo homogeneizado

normalizadas pelo seu respectivo valor Ri';,flm (0) calculado no instante inicial de aplicacdo de

uma carga (t=0) e desconsiderando-se o efeito de dano (&£ =0). Trés casos sdo propostos
nesta secdo: Caso 1: Matriz (Burger) e Fratura (Maxwell); Caso 2: Matriz (Kelvin-Voigt) e

Fratura (Maxwell); Caso 3: Matriz (Kelvin-Voigt) e Fratura (Mola Simples).
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Caso 1 — Matriz (Burger) e Fratura (Maxwell)

hom hom hom hom
R (/R (0) REL(D)/ RiSE(0)
1 1
08 0.8
06 0.6 1
o4 o4 !
02 02 K
0 _ il R
0 2% 10" 4.x 10" 6. % 10" 8. x 10° 1.x 107 0 2 % 10° 4% 10° 6. x 10° 8 x10° Lx 107
1(s) i(s)

[—e=0—¢=02s &= 050] [ £=0=——rp=025 £=050]

hom

Figura 2.21: Componentes R (t) e Rion(t) normalizadas (Caso I: Burger - Maxwell)
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Figura 2.22: Componentes R’ (t) e R’ (t) normalizadas (Caso I: Burger - Maxwell)
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Figura 2.23: Componentes Ry (t) e Roh(t) normalizadas (Caso I: Burger - Maxwell)
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Caso 2 — Matriz (Kelvin-Voigt) e Fratura (Maxwell)
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Figura 2.24: Componentes R (t) e Riom(t) normalizadas (Caso 2: KV - Maxwell)
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Figura 2.25: Componentes R/ (t) e R'22(t) normalizadas (Caso 2: KV - Maxwell)
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Figura 2.26: Componentes Ry (t) e Res(t) normalizadas (Caso 2: KV - Maxwell)
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Caso 3 — Matriz (Kelvin-Voigt) e Fratura (Mola Simples)
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Figura 2.27: Componentes R (t) e Riom(t) normalizadas (Caso 3: KV — Mola Simples)
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Figura 2.28: Componentes R’ (t) e R (t) normalizadas (Caso 3: KV — Mola Simples)
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Figura 2.29: Componentes Ry (t) e Ros (t) normalizadas (Caso 3: KV — Mola Simples)
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Da anélise das figuras 2.21 a 2.29, observa-se um comportamento ou tendéncia esperada: a
reducdo da componente do tensor de relaxagdo durante sua evolugéo temporal. Outra tendéncia
esperada é visualizada nos gréaficos acima, onde as componentes que envolvem apenas as
direcdes 1 e 2 apresentam uma pequena variacdo quando modificado o parametro de dano. Pelo
contrario, as componentes envolvendo a direcdo 3 apresentam uma consideravel variagdo
quando modificado o parametro de dano. Segundo Aguiar e Maghous (2018) isto acontece

devido a distribuicéo aleatdria de fraturas paralelas.

Como esperado nas figuras acima, o0 aumento do valor da densidade de fratura (&) ocasiona
uma diminuicao do valor da funcdo de relaxacéo (componente nao nula do tensor de relaxacao).
Observa-se também que a modificacdo do parametro de dano provoca uma variacao no tempo
caracteristico de relaxacéo da respectiva funcao devido a mudanca do gradiente da reta tangente
a fungdo de relaxacdo no tempo inicial (t=0). Em cada curva observada nos graficos,
admitindo um parametro de dano constante, existem apenas perdas por viscosidade segundo
Aguiar e Maghous (2018).

Observa-se nos casos 2 e 3, que o decaimento da funcdo de relaxacdo € um pouco mais
acentuado nas componentes com modelo viscoelastico (Maxwell) do que nas componentes
como o modelo eléstico de mola simples, 0 que mostra a influéncia da viscosidade no
comportamento da funcéo de relaxagdo. Finalmente, destaca-se 0 comportamento, nos quatro
casos, da componente 1212, onde as curvas coincidem para qualquer parametro de dano. Isto

acontece porgque a componente mencionada independe do parametro de dano (¢).

2.6.2.2 Distribuicdo Isotrépica de Fraturas Orientadas Aleatoriamente

No caso de distribuicdo isotropica de fraturas, como mencionado anteriormente, 0
comportamento isotrépico homogeneizado (isotropia macroscépica) do meio fraturado

viscoelastico pode-se definir da seguinte forma:
R™™"(t) =3 k™™ (t) J+2 £™"(t) K (2.92)

Uma vez que o sistema permanece isotropico, é possivel representar graficamente os médulos

khom hom

de relaxacdo homogeneizados em compressao ( ) e cisalhamento (™" ). Nesta primeira

parte sdo apresentados dois casos: Burger (Matriz)-Maxwell (Fratura) e Kelvin-Voigt (Matriz)-

Maxwell (Fratura).
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Figura 2.30: Médulos de relaxacdo em compressdo k™ e cisalhamento "™ normalizados

(Caso: Burger — Maxwell)
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Figura 2.31: Médulos de relaxacdo em compressdo k™ e cisalhamento "™ normalizados

(Caso: Kelvin-Voigt — Maxwell)

Lembra-se que o nimero de fraturas por unidade de volume N permanece unitario e que 0s
modulos sdo normalizados pelo seu respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacéo

de uma carga (t =0) e desconsiderando-se o efeito de dano (& =0).

Observa-se nas figuras 2.30 e 2.31 uma tendéncia esperada: a reducdo da componente do tensor
de relaxagé@o durante sua evolucdo temporal, existindo apenas perdas por viscosidade quando
constante o parametro de dano segundo Aguiar e Maghous (2018). Como esperado nas figuras
acima, o aumento do valor da densidade de fratura (&) ocasiona uma diminuigéo do valor da
funcdo de relaxacdo. Observa-se também que a modificagdo do pardmetro de dano provoca uma
variacdo no tempo caracteristico de relaxacdo da respectiva funcdo devido a mudanca do

gradiente da reta tangente a funcéo de relaxagdo no tempo inicial (t=0).
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Por uma questdo de clareza, o intervalo do tempo tem sido limitado arbitrariamente para 0s
graficos anteriores a 107 s. Embora n&o seja mostrado nas figuras acima, no caso da matriz com
modelo de Burger, o médulo assintético tende a zero. Pelo contrério, no caso da matriz com

modelo de Kelvin-Voigt, 0o mddulo assintotico € diferente de zero.

A segunda parte serve para comparacdo dos modelos reoldgicos adotados pelas fraturas
considerando trés casos: Burger (Matriz) — Burger e Kelvin-Voigt (Fraturas), Kelvin-Voigt
(Matriz) — Kelvin-Voigt e Maxwell (Fraturas) e Kelvin-Voigt (Matriz) — Mola Simples e
Maxwell (Fraturas). Em todos os casos, serdo adicionados os comportamentos de um material

intacto e de um material fissurado (crack).

K (1) /K (0) 1) [ 1™ (0)
1 1

— Material Fissivado

0.6

-
—_—— e

04

0 2. % 10° 4% 10° 6. % 10° 8. % 10° 1= 107 0 2 % 10° 4% 10" 6. % 10° 8 x 10" Lx 107

1(s) 1(s)

om

Figura 2.32: Médulos de relaxacdo em compressdo k™ e cisalhamento "™ normalizados
(¢=0.2, N =1 ; Caso: Modelo de Burger para Matriz)
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Figura 2.33: Mddulos de relaxacdo em compresséo k™" e cisalhamento ™" normalizados

(¢=0.2, N =1 ; Caso: Modelo de Kelvin-Voigt para Matriz)
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E importante ressaltar que, nesta segunda parte, o parametro de dano admitido serd £=0.2.
Para um material intacto, o valor do pardmetro de dano é considerado £=0. O numero de
fraturas por unidade de volume N permanece unitario e os modulos sdo normalizados pelo seu
respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacdo de uma carga (t=0) e

desconsiderando-se o efeito de dano (¢ =0).

Como esperado, nas figuras 2.32 e 2.33, a presenca de descontinuidades provoca uma reducéao
significativa no valor da funcéo de relaxacao. Esta reducdo é menor no modulo de cisalhamento
do tensor. Percebe-se, também, que as fun¢des relativas a fraturas do tipo Kelvin-Voigt e Burger
permanecem entre as funcdes correspondentes ao material intacto e ao material fissurado, que
representam, respectivamente, o limite superior e inferior para as propriedades viscoelasticas

efetivas.

Embora ndo seja mostrado nos gréficos devido o intervalo de tempo escolhido arbitrariamente,
0 moédulo assintotico da fungao de relaxagdo do primeiro caso (matriz Burger) tende a zero. No
entanto, 0 mddulo assintético correspondente ao segundo caso (matriz Kelvin-Voigt) tende a

um valor diferente de zero.

O terceiro caso visa comparar o comportamento de uma funcéo de relaxagdo que considera dois
modelos reoldgicos para as fraturas: um modelo eléstico e um modelo viscoelastico. Neste caso,
as fraturas elasticas correspondem a um modelo de mola simples e as fraturas viscoelasticas
correspondem a um modelo de Maxwell, que adiciona um elemento viscoso denominado de

amortecedor. O modelo reolégico adotado pela matriz é Kelvin-Voigt.

K= (1) /K= (0) 15 () [ (0)

1
08

0.6
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0 1= 107 2% 100 3% 10" 4. % 10° 5% 100 o Lox10f 2% 100 3ox 107 4% 10° 5% 107
iHs) (=)
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Figura 2.34: Mddulos de relaxagdo em compressao e cisalhamento ™" normalizados

(¢=0.2, N =1 ; Caso: Fraturas Elasticas e Viscoelasticas)
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A Figura 2.34 mostra a diferenca na evolucdo temporal dos mddulos de compressao e
cisalhamento quando adicionado um elemento viscoso no modelo reolégico da fratura. Como
esperado, a incorporacao do elemento viscoso provoca um decaimento da funcédo de relaxagédo
qguando comparada com a fungéo correspondente ao modelo simplesmente elastico para fratura.
Também se cumpre que a presenca de descontinuidades induz uma reducéo significativa no
valor da funcéo de relaxagdo efetiva. Esta diminuicdo é mais notdria no caso do mddulo de
compresséo do que no modulo de cisalhamento. Finalmente, as funcdes de relaxacao deste caso,

tendem a um valor diferente de zero no longo prazo (o médulo assintotico).

2.6.3 Propriedades Viscoelasticas Aproximadas

Como formulado na secdo 2.5.1, o modelo viscoelastico homogeneizado aproximado
(simplificado), aplicado ao caso particular de isotropia macroscopica, considera 0 modelo de
Burger para representar seu comportamento homogeneizado. Devido a isotropia, 0S
comportamentos em compressdo e cisalhamento aproximados também serdo representados pelo
modelo de Burger. Lembra-se que o modelo da matriz deve ser o mesmo adotado pelo modelo

reoldgico aproximado, que neste caso sera o modelo de Burger.

Nesta secdo serd apresentada uma comparacdo grafica entre o modelo exato (Maxwell
Generalizado) e 0 modelo aproximado ou simplificado (Burger). No que diz respeito ao modelo
exato, 0 modelo reoldgico para a matriz sera 0 modelo de Burger e para as fraturas serdo
adotados os seguintes modelos: mola simples, Maxwell, Kelvin-Voigt, Burger. Estes modelos
correspondem aos quatro casos que serdo apresentados. Adicionalmente, serdo considerados 0s

comportamentos de um material fissurado e um material intacto para fins de comparacéo.

E importante ressaltar que os valores dos parametros mecanicos admitidos para a matriz e as
fraturas do material correspondem aos apresentados na Tabela 2.3. O pardmetro de dano
admitido sera £ =0.2 e 0 nimero de fraturas por unidade de volume N permanece unitério.
No caso do material intacto, o valor do pardmetro de dano é considerado ¢ =0, enquanto que

para o material fissurado, adota-se os valores da Tabela 2.4.

A Tabela 2.5 mostra o nimero de ramos do modelo exato (ver Figura 2.10) correspondente aos
madulos viscoelasticos k™™ (t) e #""(t) de cada um dos casos desta secdo, incluindo o caso

com material fissurado.
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Numero de Ramos
Modeloda | Modeloda | noq Exato: Maxwell Generalizado
Matriz Fratura

Compresséo (k) | Cisalhamento ()

Fissura 6 8

Mola Simples 7 12

Burger Maxwell 7 12

Kelvin-Voigt 8 14

Burger 8 14

Tabela 2.5: NUmero de ramos do modelo exato para os modulos de compresséo e

cisalhamento do tensor de relaxacéo efetivo

Lembra-se que os comportamentos serdo normalizados pelo seu respectivo valor calculado no
instante inicial de aplicacdo de uma carga (t =0) e desconsiderando-se efeito de dano (& =0).

A seguir, apresentam-se 0s quatro casos admitidos.

O primeiro caso corresponde a um modelo reoldgico elédstico para as fraturas, que é
representado por meio do modelo de mola simples. A Figura 2.35 mostra a evolugao temporal
dos modulos de relaxacdo em compressao e cisalhamento para os modelos exato e aproximado.
Observa-se nesta figura que uma melhor aproximacdo é obtida para o caso de um material
fissurado do que para uma fratura eléstica de mola simples. Embora tenha ocorrido o anterior,
percebe-se que no tempo intermediario existe uma correspondéncia adequada entre os modelos
exato e aproximado do material fraturado. No curto e no longo prazo foram cumpridas as
previsdes da formulacdo do modelo de Burger simplificado.
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Figura 2.35: Mddulos de relaxagdo associados ao modelo exato e ao modelo de Burger

aproximado - (¢ =0.2, A =1 ; Caso 1: modelo de mola simples para fraturas)
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O segundo caso corresponde a um modelo reoldgico viscoelastico para as fraturas, que é
representado por meio do modelo de Maxwell. A Figura 2.36 mostra a evolucdo temporal dos

maodulos de relaxacdo em compressao e cisalhamento para os modelos exato e aproximado.

B0k (0) H (1) ™ (0)

0z

04

0 2, % 10 4, % 10f 6, % 10° %, x 10° 1% 107 o 2% 10° 4% 10° 6, % 10°

i(s) i)

8= 10° Lx10"

Figura 2.36: Mddulos de relaxagdo associados ao modelo exato e ao modelo de Burger

aproximado - (¢ =0.2, A =1 ; Caso 2: modelo de Maxwell para fraturas)

Observa-se novamente, na figura anterior, que uma melhor aproximacao é obtida para o caso
de um material fissurado do que para uma fratura viscoelastica de Maxwell. Percebe-se,
também, que no tempo intermediario existe uma correspondéncia adequada entre 0 modelo
exato e aproximado do material fraturado. No curto e no longo tempo foram cumpridas as
previsdes da formulacdo do modelo de Burger simplificado, existindo uma excelente
concordancia entre os modelos comparados. A fratura viscoelastica mostra um decaimento
maior na funcao de relaxagdo do que o mostrado pelas fraturas elasticas no caso anterior devido
ao aporte viscoso do modelo de Maxwell.

O terceiro caso corresponde ao modelo reoldgico viscoelastico de Kelvin-Voigt para as fraturas.
A Figura 2.37 mostra a evolucdo temporal dos mddulos de relaxacdo em compressao e
cisalhamento para os modelos exato e aproximado. Ressalta-se que, neste caso, 0S

comportamentos do material intacto e fissurado ndo foram considerados por uma questdo de

clareza nos graficos. Os graficos foram normalizados pelo seu respectivo k™ (t=0) e

,Uhom (t — 0) )

Percebe-se que, no tempo intermediario, a correspondéncia entre o modelo exato e aproximado

do material fraturado ndo e tdo 6tima quando comparada com 0s casos anteriores. No entanto,
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no curto e no longo tempo foram cumpridas as previsdes da formulacdo do modelo de Burger

simplificado, existindo uma excelente concordancia entre os modelos comparados.
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Figura 2.37: Modulos de relaxacdo associados ao modelo exato e ao modelo de Burger

aproximado - (¢ =0.2, A =1 ; Caso 3: modelo de Kelvin-Voigt para fraturas)

Embora ndo seja mostrado na Figura 2.37, uma melhor aproximacéo é obtida para o caso de um

material fissurado do que para uma fratura viscoelastica de Kelvin-Voigt.

O quarto caso corresponde ao modelo reoldgico viscoelastico de Burger para as fraturas. A
Figura 2.38 mostra a evolucdo temporal dos mddulos de relaxacdo em compressdo e

cisalhamento do tensor de relaxacao para 0s modelos exato e aproximado.

K2 (0) /62 (0) 15 (1) 1" (0)

o 2% 10" 4.0 10" &% 10° & = 10" Lo’ o 2% 10° 4% 10" 6. 10
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& = 10" 110

Figura 2.38: Modulos de relaxacéo associados ao modelo exato e ao modelo de Burger

aproximado - (¢ =0.2, N =1 ; Caso 4: modelo de Burger para fraturas)
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Observa-se, na figura acima, que uma melhor aproximacéo € obtida para o caso de um material
fissurado do que para uma fratura viscoelastica de Burger. Percebe-se, também, que no tempo
intermediério existe uma correspondéncia adequada entre 0 modelo exato e aproximado do
material fraturado. No curto e no longo tempo também foram cumpridas as previsdes da
formulacdo do modelo de Burger simplificado, existindo uma excelente concordancia entre 0s

modelos comparados.

Com o intuito de conferir que modelos reoldgicos de fratura no modelo exato tem a melhor
concordancia com seu respectivo modelo de Burger aproximado, foi elaborada a Tabela 2.6.
Foram comparadas as funcbes de relaxacdo correspondentes aos modulos de compressao e

cisalhamento do modelo exato e aproximado.

Modelo d Modelo d Modelo Erro na maxima diferenca dos
0delo da odelo da Aproximado modelos exato e aproximado (%)
Matriz Fratura R

(Simplificado) - -
Compressao (k) | Cisalhamento ()
Fissura (Crack) 0,53 0,09
Mola Simples 11,56 11,18
Burger Maxwell Burger 6,44 3,98
Kelvin-Voigt 35,20 33,73
Burger 5,20 2,19

Tabela 2.6: Comparacao entre 0 modelo exato e 0 modelo aproximado referida ao erro na

diferenca maxima entre curvas das funcdes de relaxacdo exata e aproximada

Da Tabela 2.6 e segundo as consideragdes utilizadas para 0s casos estudados, observa-se que o
menor erro se apresenta quando um material fissurado é considerado para representar as
descontinuidades do meio. No que diz respeito os modelos viscoelasticos para fratura, 0 menor
erro se encontra quando adotado um modelo de Burger, enquanto que o0 maior erro corresponde

ao modelo de fratura de Kelvin-Voigt. Estes erros correspondem a tempos intermediarios.

Lembra-se que o modelo de Burger aproximado foi formulado para fornecer boas estimativas
das propriedades homogeneizadas a curto e a longo prazo. Nao obstante, observa-se que em
alguns casos pode reproduzir com precisdo 0 comportamento viscoelastico homogeneizado de
um meio fraturado isotropico a curto, intermediario e longo prazo. Isto acontece com maior
precisdo nos modelos viscoeldsticos de Burger e Maxwell, que apresentam uma oOtima

concordancia com as previsdes micromecanicas do modelo exato.
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3 IMPLEMENTACAO DO MODELO VISCOELASTICO NO
PROGRAMA METAFOR

Neste capitulo € apresentado o desenvolvimento da implementacdo numérica do modelo
viscoelastico anteriormente descrito para geomateriais com microfraturas no programa
Metafor. O capitulo consiste em uma breve introducdo sobre o programa Metafor e suas
caracteristicas principais, a formulacao tedrica especifica que tem sido a base para a respectiva
programacdo do modelo na linguagem FORTRAN e, finalmente, a apresentagcdo de trés
exemplos de aplicacdo para comparacgdo dos resultados da resolugdo analitica dos mesmos em
estado plano de deformac6es com os resultados do programa. Estes exemplos serdo utilizados

para verificacdo da correta implementacdo do modelo no programa.

3.1 INTRODUCAO AO PROGRAMA METAFOR

O programa Metafor foi desenvolvido por Jean-Philippe Ponthot (1995) na sua tese de
doutorado (J. P. Ponthot, 1995, PhD Thesis, Liege University, “Traitement unifi¢ de la
mécanique des milieux continus solides en grandes transformations par la méthode des éléments
finis”), 0 qual consiste num programa de elementos finitos ndo linear com mdaltiplas
capacidades. A versdo do programa utilizada neste trabalho permite realizar analises de
problemas em estado plano de deformacBes e também permite simular problemas
axissimétricos. Existe uma outra versdo que trabalha com problemas tridimensionais, mas ndo

foi empregada neste trabalho.

O presente trabalho desenvolveu um mddulo no programa, no qual, a relagdo constitutiva
previamente descrita foi implementada. A linguagem de programagdo empregada € o
FORTRAN 77. O metodo de solucdo segue Newton-Raphson com matriz tangente obtida por
perturbacdo numerica. No que diz respeito a entrada de dados, esta é feita através de arquivos
do tipo ASCII, sendo contido neles a informagé&o relativa a geometria da estrutura (coordenadas
e conectividades dos ndés na malha de elementos finitos), propriedades mecéanicas do material
utilizado, solicitagcbes impostas na estrutura (carregamentos ou deslocamentos) e outras opcoes

necessarias para resolucdo do problema.
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3.2 ALGORITMO PARA DISCRETIZACAO TEMPORAL DO MODELO

O modelo viscoelastico utilizado para descrever o comportamento de um material fraturado
fornece uma lei constitutiva que deve ser implementada no programa Metafor aproveitando a

vantagem que este oferece de alterar o cddigo base ou adicionar novas leis mecanicas.

A inclusdo da lei constitutiva viscoelastica no programa Metafor demanda a geracdo de sub-
rotinas que sdo posicionadas em partes especificas do codigo base. Essas sub-rotinas séo,
basicamente, responsaveis pelo calculo das tensdes homogeneizadas nos pontos de Gauss dos
elementos finitos utilizados pelo programa. E importante mencionar que o tipo de elemento
finito utilizado é quadrilatero linear com quatro pontos de Gauss por elemento para integracdo

numeérica.

No ambito da micromecénica e com o intuito de diferenciar os calculos das deformacoes e

tensdes na escala macroscopica com os célculos das mesmas na escala microscopica, foram

utilizadas, no capitulo relativo a formulacdo do modelo, as seguintes letras gregas: (; ) g)

para a escala macroscépica e (g , € ) para escala microscépica. Ndo obstante, para o

desenvolvimento tedrico da implementacdo computacional, ndo é mais necessaria aquela
diferenciacdo, pois trabalha-se agora na escala macroscopica e as letras adotadas para as tensfes

e deformagOes serdo as classicas: g para o tensor de tensdes e £ para o tensor de deformagdes.

No que diz respeito as caracteristicas do modelo viscoelastico utilizado para a implementacao,
considerou-se uma distribuicdo isotrépica de microfraturas no VER e, portanto, o
comportamento macroscépico do meio homogeneizado pode ser considerado como isotropico
devido a aleatoriedade na distribuicdo das microfraturas. Entdo, pode-se expressar o tensor de

relaxacdo, no &mbito tridimensional, da seguinte maneira:

R™@t)=3k"™ ) J+2 ™" () K com J=

Wl

191 ; K=I-J  (3.1)

hom

Sendo definidos os médulos de compressdo k™" (t) e cisalhamento "™ (t) como:

k nk u nu
kh°'"(t){2'—;+2qk eRik‘}Y(t) : ,uhom(t):{%+ZDi” eR‘”}Y(t) (3.2)
0 i=1 0 i=1
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onde a expressdo para o termo D, , no processo de calculo da transformada inversa de Carson-

Laplace, é:

_|_C . 13 ) B
Di_|:88(p)/apl_Rl - C(p) bokZ_;[(boak ab, ) p*"] (3.3)

As expressOes anteriores e suas respectivas variaveis foram explicadas no capitulo 2,
correspondente ao desenvolvimento do modelo viscoelastico. Portanto, ndo sera necessario
explicar o significado de cada uma delas neste capitulo. Entdo, o tensor de relaxacdo para uma

distribuicdo isotropica de microfraturas pode ser expresso matricialmente como:

4 2 2
(khom +3/uhomj I(hom _gyhom I(hom _3[uhomj 0 0 0
2 4 2
(khom _g'uhomJ |(hom +g’uhom I(hom _3’uhomj 0 0 0
R™™- hom 2 hom hom 2 hom hom 4 hom (3 4)
k™ ——u k™ ——u kK™ +—u 0 0 0 :
3 3 3
0 0 0 2™ o 0
0 0 0 o 2™ o
i 0 0 0 0 0o 24™"]

Para a obtencdo dos modulos de compressao e cisalhamento que compdem o tensor de relaxacéao

homogeneizado, precisa-se do célculo de raizes dos polinbmios denominadores R, e dos
coeficientes D,, segundo as expressoes (3.2) e (3.3). Em vista que a lei constitutiva é fornecida

pelo programador, os valores das raizes e coeficientes mencionados também serdo fornecidos

apos seu respectivo calculo no programa Maple.

Tendo o tensor de relaxacédo definido, pode-se determinar o calculo das tensdes macroscopicas
ou homogeneizadas (o (t)) com a seguinte expressao:

o= R™(sb): 2—% (s) ds (3.5)

Considera-se a variavel de integragdo como “S”, 0 tempo inicial de aplicagéo da carga (t,)

como 0. No contexto de ndo envelhecimento, o caso particular da tensdo na expressao (3.5),

pode Ser exXpresso como.
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o ) =R"™(1):£ (0) + [[R™(s,1): Z—f (s) ds (3.6)

Observa-se na expressao (3.6) que a primeira parcela (Rh"m t:& (0)) corresponde a resposta

a um ensaio de relaxagdo com solicitacdo do tipo £ (0)-Y(t), onde Y (t) é a fungdo Heaviside
t hom aé 2 -

e a segunda parcela .[OR (S’t):a_g (s) ds | corresponde a resposta a um incremento de

solicitagcdo o0& - Y (t).

No que diz respeito a implementacao numérica, considera-se “n” passos de tempo com a mesma

duracéo ( At). Os tempos correspondentes podem ser descritos da seguinte maneira:
t,=0 , t=At , t,=t+At |, L=t +At , .., =t +At (3.7)

Para o passo de tempo “i+1” e considerando que t, =0, 0 tempo correspondente pode ser

E€Xpresso como.
t,=t+At=(+1)-At para i=0,..,n-1 (3.8)

Utilizando a expresséo (3.6), tem-se que a tensdo no tempo t.,, é:

om . tin om a£
0 (1) =R (.)€ 0) + [["R™(5,6.0): = () ds (39)

Considerando um procedimento incremental na integracdo da expressdo anterior, esta pode ser

expressa da seguinte maneira:

i tk+l m 88
g (ti+l) :Rhom (ti+1) : £ (O) + Z|:J.t Rho (S!ti+l) : 8_: (S) ds:| (310)
k=0L"*
Supde-se uma variagéo linear da deformacéo no intervalo onde S € [ t, ,tkﬂ] , de forma tal que

a derivada dentro da integral pode ser expressa como:

0E A& Et.,)-£E(t)

= — =k+1 —

S At At

(3.11)
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Da expressdo (3.10) e considerando a expressdo (3.11), pode-se expressar a parcela que

corresponde ao somatorio da seguinte forma:

'Z[j TR t.ﬂ) = ( ) ds }

k=0

i (j“R“f’m(s,tHl)ds) AE, } (3.12)

k=

Substitui-se a expressao (3.12) no somatorio da expressao (3.10):
o (t.)=R"™"(t.,): € (0) + { (J.“]R“"m(st 1) ds):Agm} (3.13)
k=0

O somatdrio da expressao (3.13) pode ser decomposto da seguinte forma:

3 j “RMOM (st )ds) g, |=~([“R™ (st )ds)-Ag ;
At 1Nl At t YR+l = |

zl‘[ Alt(j R“"m(stHl)dS) AE, }

kO

(3.14)

Substitui-se a expressdo (3.14) no somatorio da expressao (3.13):

o (t.)=R™(t.):£ (0) +—(j R (s L) ds):A§i+l+

iUt(j R (s t,,) ds) AE, }

(3.15)

A expressao (3.15) também pode ser expressa de forma sucinta como:
g (t”l) :I‘ST :A£i+1 n ghistc’)rico(t) (316)
Sendo:

Ag, =EM)-EW) 5 AE  =EM,)-E®1)

K. = ( [ R st ds)

ghistorico (t) = go (t.)+ Z[é‘ku : _k+1:| (3.17)

O(t,) =R™" (.)€ (0 ; A= Alt(j RN (st ) ds)
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Antes de determinar as expressdes que correspondem as resolucdes das integrais K, (matriz
tangente) e A, considerando uma distribuicéo isotropica descrita na expresséo (3.1), deve-se

lembrar que, segundo 0 modelo reoldgico de Maxwell Generalizado, a expressdo genérica para

uma funcao de relaxacéo é definida como:

> A9 U
Rik (s,t)=R,+ zRa e " ; T,= R” (3.18)
a=1
A expressio (3.18) corresponde & componente “ijkl » do tensor R™™ . Substituindo a expressao

(3.18) na expresséo (3.17), para uma componente “ijkl ” do tensor K, , obtém-se:

t|+17S

[ R+ i R, e[j ds (3.19)
a=1

1
K. =—
AL

Desenvolvendo a expresséo (3.19):

1 (tia 1 » —t”rl_s
Ky =3l Rodse [ > ae[ SR
K —iR (t —t)+i zp:r'” R e_[tijasj ds
WAL T T A | (3.20)
P At

Finalmente, baseado no desenvolvimento da expressdo (3.20), a componente da matriz tangente

pode ser definida como:

Ky, =R, + Zp: R [1— e(%)} (3.21)
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No caso de A ., daexpressdo (3.17), resolve-se com o mesmo procedimento usado para K :
t 59
k+1 k+l 7,
ALt = L VIR DR e ds (3.22)
Sendo a expressdo (3.22) a componente “ijkl ” do tensor A ;. Desenvolve-se esta expressao:

= LR o L (SR A7) 6

ty-s
?EF% (ts — ZL“ [ | ds (3.23)

[ti+l 7tk j _[twl tk+1]
A1k+l — w Z R z, e Ty —_e T
a=1

ki

Da expressao (3.8), pode-se determinar o seguinte:

t,—t. =(@+1)-At—(k+1)-At=(i—K)- At (3.24)

t,—t =(@i+1)-At—(K)- At =(i—k +1)- At (3.25)

Finalmente, baseado nas expressdes (3.23), (3.24) e (3.25), a componente “ijkl ” do tensor A,

para o passo de tempo “i +1” pode ser definida como:

AR +Z( “k)[f:]_e““’[f:] (3.26)

G (04

Mencionou-se que as expressdes (3.21) e (3.26) correspondiam a uma forma genérica de funcédo

de relaxacio. Entdo, agora serdo desenvolvidas as expressdes para K

ijki

k+1 .
e Ay considerando o

caso particular de distribuicdo isotrépica de microfraturas. Das expressdes (3.2) e (3.4), pode-

se determinar o seguinte:
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hom _ phom _ phom
111 — R2222 - R3333

hom _ phom hom hom hom _ phom
122 7 'M133 T R2211 R2233 R3311 - R3322 (327)
hom _ phom _ phom
R1212 313 — R2323

=K =K
T111 T 2222 T3333

-K, =K, =K, =K, _ =K (3.28)

T1122 T1133 Toon T 2033 T3311 T332

=K =K
T1212 T1313 T 2323

k+1 _ Ak+l _ pAk+1
111 — 772222 7 773333
k+1 _ Ak+l _ Ak+l _ Ak+l _ Ak+l _ pAk+l
122 7 74133 T 72211 T 72233 7 73311 T 78322 (329)
k+1 _ Ak+l _ pAk+l
212 — TA313 T 72323

Sabe-se que as componentes restantes (n&o mostradas) dos tensores R™™, K. e A , sdonulas.
Portanto, precisa-se determinar s trés componentes (1111, 1122 e 1212) dos tensores K, e

A ;. No caso do K, considerando a expressao (3.2) e fazendo as equivaléncias respectivas,

temos o seguinte:

‘ 4| a¥ ny D* "
T1111 Z ( R". At)(l g% At) +§ %+; (—TOC-A'[)(l_eRa At) (3.30)
_a& & o ) 2la @ o )
KT1122 —E'i‘a: m(l R At) _g E+a:1 m(l eR At) (3.31)
& § D :
KT1212 =2 E—F; m(l_eR At) (3.32)
No caso do A, , e considerando a expresséo (3.2), temos 0 seguinte:
k*+1_ Z ( oli- k*)-Rt';-At_e(i—k*+1)»R§-At) +
N S (-RE-at) Rk At)

(3.33)

4 aél < Dé,l (i-k")-R At (i-k"+1)-R“ At
—| —+ —F— € —-e
31 by | (Rt
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K'+1
122 —
2
3
K'+1 _ 2

212

Z

( (| K")-RE-At (i—k*+1)»R§-At)
. —-e -
P ( R, - At)

n
ISR D (e(i—k*)-Rg.m _ e(i—k*+1).R5.At)

by +a:1 (—R;;-At)

aél n < D(f (e(i-k*).Rg-m _e(i—k*+1)-R5-At)
by 45| (-RY-At)
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(3.34)

(3.35)

Nas expressdes (3.33), (3.34) e (3.35), o valor de k™ corresponde ao valor k da expressdo

(3.22). No que diz respeito a implementacdo numérica por elementos finitos, precisa-se definir

as tensdes totais, segundo a expressdo (3.16), para todos os passos de tempo que serdo

considerados. Define-se como NTR o passo de tempo atual.

Devido a forma em que foram desenvolvidas as expressdes (3.16) e (3.17), torna-se mais

adequado definir as expressdes das componentes do tensor de tensdes para trés intervalos de
passo de tempo diferentes: NTR = 1, NTR =2 e NTR > 3.

ParaNTR =1 (tempo t,), tem-se que o valor de i =0 e pode-se definir o tensor de tensdes:

0, =K 1AE, + R,1E,

Resolvendo matricialmente a expresséo (3.36), obtem-se:

Sendo o™ a componente “ij ” do tensor de tensdes O, para o passo de tempo NTR, Ag

T 1 T 1 1 0 1 0
K1111 ’ Aé‘ll + K1122 -A822 + R1111 ) ‘911 + R1122 "922
T 1 T 1 1 0 1 0
K1111 ’ A&‘ZZ + K1122 'Agﬂ + R1111 ’ 822 + R1122 ‘811

KT -Agt +KT . -Agt +RL.-&°+RL, - &°
1122 11 1122 2 I:21122 11 R1122 22

T 1 1 0
K1212 -A&‘lz + R1212 "912
0
0

(3.36)

(3.37)

NTR

é a componente “1j ” do tensor delta de deformacgio AE & r Para o passo de tempo NTR. KIJkI
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¢ a componente “ijkl ” do tensor da matriz tangente K, para qualquer passo de tempo NTR.

R NTR

ja ¢ a componente “ijkl” do tensor de relaxagdo homogeneizado R, para o passo de

tempo NTR. £° ¢ a componente “ij ” do tensor de deformagdes elasticas instantaneas &, .
ij =
Para NTR = 2 (tempo t, ) tem-se que o valor de i =1 e k =0. Entéo, pode-se definir o tensor
de tensGes da seguinte forma:
0,=K;AE, + R,1E +AAE, (3.38)

Resolvendo matricialmente a expresséo (3.38), obtém-se:

T 2 T 2 2 0 2 0 1 1 1 1
r . K1111 ’ Aé‘ll + K1122 -A822 + R1111 ’ ‘911 + RllZZ ’822 + A1111 ’ Agu + A1122 -Ae’;‘zz

2
On
T 2 T 2 2 0 2 0 1 1 1 1
0222 K1111 ’ A{;‘zz + K1122 -Aé‘ll + R1111 ’ ‘922 + R1122 '511 + A1111 ’ A{;‘ZZ + A1122 -Aé‘ll
2
O33 T 2 T 2 2 0 2 0 1 1 1 1
, | = K1122 ' A&‘ll + K1122 ' A822 + R1122 "911 + R1122 "922 + Auzz -A&‘ll + A1122 -Aé‘zz (3'39)
01,
2 Koy, -AE> +RS, - + AL, - A&
(o9 1212 1 R1212 1 A1212 1
2
1 023 | 0

0
Sendo A, a componente “ijkl ” do tensor A para o passo de tempo 1.

Para NTR > 3 (tempo > t,) tem-se que o valor de i =NTR -1 e k €[0,i—1]. Entéo, pode-se

definir o tensor de tensdes para o passo de tempo NTR da seguinte forma:

i-1

O =Kr A€y + Ry 164+ 0 | A 1AL, | (3.40)

T k=0

T NTR T NTR NTR 0 NTR 0
- R Ko Agﬂ + Kl -Agzz + Ry et Rii2 "t SAE1L1
O-ll
T NTR T NTR NTR 0 NTR 0
oyr Kinn "AE 7 + Ky " AE T+ Ry - €+ Ry, € +SAE22
NTR
(o T NTR T NTR NTR 0 NTR 0
| Ky AET T+ Ky AET T+ R € + R, -E +SAE33 (3.41)
UNTR 11 22 11 22 '
12
T NTR NTR 0
oNTR Ko -Aglz + R, €t SAE12
NTR
_023 0
0
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A expressao (3.41) € o desenvolvimento matricial da expressao (3.40), onde:

i-1
SAE1l= ( WE Agk+l+ e Ag“l)

= 22

o

i-1
SAE22 = ( k1+111~Ag:2+1+ ﬁ;;.Aglkl“)

k=0

(3.42)
i-1 =

SAE33 = z( klg 'Aglklﬂ + klz -A[;‘:;l) : SAE12 = Z( kzﬁ .Aglkzﬂ)
s k=0

Lembra-se que a versdo utilizada do programa Metafor considera o estado plano de
deformacbes e, portanto, a componente 33 do tensor de tensdes ndo serd necessaria na
programacao. Porém, nas expressdes anteriores, esta componente foi contemplada nos céalculos

para uma futura aplicacdo tridimensional do trabalho.

Finalmente, as expressdes (3.37), (3.39) e (3.41) serdo as equacOes principais utilizadas na
implementacdo do modelo viscoelastico para o calculo de tensdes nos pontos de Gauss dos
elementos finitos. A seguir, apresenta-se um esquema (Fig. 3.1) referido s6 a sub-rotinas que
envolvem o calculo das tensbes totais e que representam o trabalho de inclusdo da lei

viscoelastica no codigo base do Metafor.

Sub-rotina Pertence ao codigo
GEOM original do METAFOR

— Sub-rotina coefpoly0

Sub-rotina khom

|

Sub-rotina Ricardo =

< Sub-rotina uhom

Sub-rotina
— —— Sub-rotina Rhom
ViscoStressRMR

< Sub-rotina Ktan

Sub-rotina AE1

|

Sub-rotina SUMAE

|

Figura 3.1: Esquema das sub-rotinas utilizadas para o calculo das tens@es totais

Ricardo H. Moran Ramirez (rmoran.ramirez@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2019.



95

3.3 VERIFICACAO DO CODIGO IMPLEMENTADO NO ESTADO PLANO
DE DEFORMAGCOES

Na introducdo deste capitulo foi mencionado que uma das principais limitacdes da versdo
utilizada do programa Metafor € a restricdo a analises bidimensionais considerando um estado
plano de deformacdes (EPD) e axissimetria. Entdo, com o intuito de verificar a validade dos
resultados fornecidos pelo programa, faz-se necessario considerar a resolucdo analitica de
problemas em estado plano de deformacgdes. Desta forma, as respectivas soluges dos
problemas resolvidos analiticamente poderéo ser comparadas com os resultados do Metafor

para validacdo do codigo implementado.

Serdo resolvidos trés problemas de forma analitica, considerando as condi¢des de contorno
necessarias que permitam reproduzir o comportamento do corpo de prova em estado plano de
deformac6es. A seguir, apresentam-se as caracteristicas e dados principais dos trés modelos
numéricos desenvolvidos em Metafor. Logo depois, serdo desenvolvidas as respectivas

solucdes analiticas para comparagdo com os resultados dos modelos numéricos.

3.3.1 Caracteristicas dos Modelos Numéricos desenvolvidos em METAFOR

Os trés exemplos de aplicacdo serdo Uteis para verificar o correto funcionamento do codigo
implementado e a validade dos resultados fornecidos quando comparados com as respectivas
respostas analiticas. Nestes trés problemas, o corpo de prova serd 0 mesmo, tanto em dimensoes
quanto em caracteristicas do material empregado. O que sera diferente em cada problema é a

solicitacdo aplicada no corpo de prova (tensdo, deslocamento e taxa de deslocamento).

Embora os campos de tensdo e deformacdo sejam homogéneos nos trés casos, 0 modelo
geométrico utilizado consistira em uma estrutura quadrilatera composta de quatro elementos
finitos quadrilateros que apresentam as mesmas dimensdes nas duas direcdes de anélise, isto é,
elementos quadrados. Tanto a base quanto a altura total da estrutura serdo de 1.00 m. Na Figura
3.2 pode-se observar 0 numero dos nés e dos elementos finitos utilizados no modelo e gerados

no programa de visualiza¢do de dados Tecplot 8.0.

O modelo apresenta restricdo de deslocamento horizontal e vertical no n6 2 e restricdo de
deslocamento vertical nos n6s 1 e 3 na base da estrutura nos trés problemas. Existe livre
deslocamento horizontal e vertical dos nds superiores (4, 5, 6, 7, 8 e 9) dependendo das

caracteristicas das solicitagcdes aplicadas no corpo.

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



96

11f
1 3 9]
09F
08F
- 2 4
N o7F
o E
S 06
e -
A 05F 4] 5] 6]
04
03F
-
0.2 =
0.1fF
oF 1 2] El
P = I I I
0.1 0 0.5 1
Direcédo Y

Figura 3.2: No6s e elementos do modelo desenvolvido em Metafor

E importante destacar que serdo analisados dois casos de comportamento viscoelastico no
Metafor em cada um dos problemas, isto é, serdo utilizados modelos reolégicos para descrever
0 comportamento da matriz e das microfraturas. O modelo reoldgico utilizados para descrever
0 comportamento da matriz sera: Burger. Enquanto que para as microfraturas sera utilizado o
modelo de Maxwell. Portanto, teremos a combinacdo Burger-Maxwell para o estudo do
comportamento diferido do corpo de prova.

Os parametros mecanicos da matriz sdo os mesmos que foram utilizados na secao 2.6:

MATRIZ

Parametro| Valor | Unidade |Parametro| Valor | Unidade
K2 24,42 GPa ks « 39,27 GPa
Ks 7,33x10° | GPa-s k; « 5,07x10’ | GPa-s
How 13,27 GPa He 14,07 GPa
7 3,88x10% | GPa-s H 1,27x10° | GPa-s

Tabela 3.1: Parametros mecanicos da matriz para o modelo reoldgico de Burger

Os parametros mecéanicos da fratura relativos ao modelo reoldgico empregados para descrever

seu comportamento (Maxwell) sdo os seguintes:
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FRATURAS
Parametro Valor Unidade
Ke'w 42,22 GPa/m
Ky 7x10" | GPa-s/m
Ke v 16,88 | GPa/m
Ky 4x10" | GPa-s/m

Tabela 3.2: Parametros mecanicos das fraturas para o0 modelo reoldgico de Maxwell

O parametro de dano ou densidade de fratura serd & =0,20 e o numero de fraturas por metro
cubicoserd N =1,0. Com relacéo ao tempo total considerado, para os dois primeiros exemplos,

tem-se 10° segundos, os que foram divididos em 5000 passos de tempo de 2x10° segundos cada.
Para o terceiro exemplo relacionado com a taxa de deslocamento, o tempo total sera de 5x10°
segundos, que sera dividido em 5000 passos de tempo de 10° segundos cada. A tolerancia

assumida para as iteragGes realizadas no programa sera de 1072,

Com relacdo ao restante dos dados principais (raizes de polinémios e coeficientes) do modelo
viscoelastico que sdo utilizados nas sub-rotinas, estes serdo fornecidos como dados de entrada
e podem ser calculados utilizando o programa Maple. Os dados especificos para cada um dos

problemas serdo mencionados nos itens posteriores respectivos.

3.3.2 Resolucdo Analitica do Problema Viscoelastico de Compressdo em
Deformacéo Plana

Tem-se um corpo de altura H (Figuras 3.3 e 3.4) com comportamento viscoelastico submetido

a compressdo atraves de uma tensdo de compressdo —o-Y (t) aplicada na parte superior e

considerando um estado plano de deformacdes (plano Y-Z). A solucdo consiste em encontrar
0s campos de tensdes e deslocamentos do corpo ao longo do tempo utilizando os conceitos
basicos da mecanica dos meios continuos (Salengon, 2005) e da viscoelasticidade (Salencon,

2009). As caracteristicas principais deste problema séo:
a) Material homogéneo, isotropo e linear viscoelastico.
b) Desprezam-se os efeitos da gravidade e de aceleracéo.

c) Existe contato sem atrito entre o corpo de prova e as placas rigidas.

d) O estado inicial natural ¢ g’ =0.
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Figura 3.3: Planos Y-Z e X-Z do corpo de prova submetido a compressdo em EPD
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Figura 3.4: Plano X-Y do corpo de prova submetido a compressdo em EPD

As condicgbes que verificam o campo de tensdes (o ) e o campo de deslocamentos (&) como

solucdo do problema viscoelastico sdo: admissibilidade estdtica do campo de tensdes,
admissibilidade cinematica do campo de deslocamentos e a lei do comportamento no caso
viscoelastico. No que diz respeito a admissibilidade estatica do campo de tensdes, considerando

as caracteristicas do problema mencionadas anteriormente, deve-se cumprir o seguinte:
divo=0 (3.43)

o -n deve permanecer continuo ao longo das superficies (3.44)

CondicGes de Contorno :
SL1:T=c-(-e,)=0 > T,=T,=T,=0

SL3: T=g(-¢)ll-e, - T,=T,=0 (3.45)
(

wn
—
o
= |
I
(S}
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onde n ¢ o vetor unitario normal a superficie analisada, T ¢ o vetor tensdo (N/m?) e div é o

operador divergéncia. Ressalta-se também que SL significa superficie lateral. As superficies
laterais SL1, SL2 e superficie superior ( z = H ) mostram trés condic¢des de contorno em tensao,
portanto nao sera necessario definir condi¢cdo nenhuma em deslocamento para estas superficies.
No que diz respeito a admissibilidade cinematica do campo de deslocamentos, considerando as

caracteristicas do problema, deve-se cumprir o seguinte:

CondicGes de Contorno :
SL3: &-(-e,)=0 - &=0
SL4: £-(e,)=0 —» &£ =0
2=0:£-(-€,)=0 - £,=0

(3.46)

Com relacdo a lei do comportamento viscoelastico, define-se as seguintes leis constitutivas:
e)=JM)oat) ; at)=R(t)-£() (3.47)

onde £(t) € o tensor de deformagGes, o (t) € o tensor ou campo de tensdes, R(t) € o tensor de
relaxagdo macroscopico e J(t) € o tensor de fluéncia no nivel macroscépico. O simbolo o

representa o operador de Boltzmann, que foi explicado no capitulo 2 deste trabalho.

Para resolver o problema viscoelastico, sera utilizada uma abordagem em tensao. Isto €, assumir
um tensor de tensdes para verificar sua admissibilidade estatica e, posteriormente, calcular o
tensor de deformacbes e o vetor de deslocamentos, que deve cumprir com a respectiva

admissibilidade cinematica. Entéo, assume-se o seguinte tensor de tensdes o (t):

Q
o o

ot)= Y (t) (3.48)

o o
o o o
Q

onde Y (t) é a funcdo Heaviside. Considera-se, também, que o, € o,, ndo dependem do vetor
posicdo X . Lembra-se que X =x-e, +y-e, +z-e,. Admite-se que o,, =0, que é a tensdo
aplicada no topo do corpo de prova. o (t) pode ser representado tensorialmente da seguinte
forma:

o(t)=(o, e, ®e,—0 e, ®e,) Y(t) (3.49)
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Tendo definido o tensor de tensdes, 0 primeiro passo para resolver o problema viscoelastico é
a verificacdo da sua admissibilidade estética. Para isto, é importante lembrar as expressoes
(3.43), (3.44) e (3.45), que definem os requerimentos para que este tensor seja considerado

estaticamente admissivel. Revisando a expressdo (3.43), tem-se que:

OX oy 0z 0
Jo. |oo, o00, 00
dvo=—>=>= 424+ 2 1=/0|=OK! (3.50)
X; OX oy 0z 0

Observa-se que foi cumprido o requerimento da divergéncia do tensor de tensfes. No caso da

expressdo (3.44), sendo que o (t) ndo depende do vetor posi¢do X , pode-se dizer que o (t) €

um campo tensorial homogéneo e uniforme. Portanto, ¢ -n € continuo.

Com relagdo a expresséo (3.45), verificam-se as condi¢Ges de contorno segundo o tensor de

tensdes definido para um tempo t >0 (Y (t) =1):

SL1: (0, & ®e, -0 ¢,®¢,)-(-¢,)=(0, 0+0 0)=0 = OK!

SL2: (0, &, ®e,~0 e, ®¢,)-(e,)=(0, 0+0 0)=0 = OK!

SL3: (0, e,®e,—0 e, ®¢,)-(-&,)=0,—¢ Y()]|-e, = OK! (351)
SL4: (o, e, ®e,—0e,®¢,)(e,)=0,8, Y()le, = OKI

2=0: (0, e, ®e,—0e,®¢,) (¢,

Dos calculos anteriores, determina-se que o tensor g (t) € estaticamente admissivel. Agora, 0
segundo passo da resolugdo é o calculo do tensor de deformagdes &(t) . Considerando, entdo, a
lei de comportamento da expresséo (3.47), faz-se necessario definir o tensor de fluéncia .J7(t)
para poder realizar o calculo de g(t). Sabe-se que para uma distribuicéo isotropica de

microfraturas, o tensor de relaxac&o no espaco de Carson-Laplace (R (p)) € definido como:

R(p)=3ki"™ 3°+2 ui" K (3.52)
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homs#

h ~ . , ~ .
onde k( ;’)m e 4, sao, respectivamente, os modulos de compressdo e cisalhamento no espago

de Carson-Laplace. J° representa o tensor esférico e K° representa o tensor desviador.
Baseado na distribuicéo isotropica, o tensor de fluéncia no espaco de Carson-Laplace pode ser

definido como:

J*(p)=(R*(p))l=[% khimj Je{% im*} K¢ (3.53)

(p) Hp)

No dominio de tempo, aplicando a transformada inversa de Carson-Laplace £ *, o tensor de

fluéncia pode ser expresso da seguinte maneira:

1 1 1 1
J(t)zé Ql[W]Je'FE Ql[m] Kd (354)
(p) )

Para simplificar os calculos, considera-se o seguinte:

1 1

k'(t)=—) ; #'(t):W

3.55
4—1(1/ khom* ( )

(p)

Denomina-se k'(t) o mddulo de compressdo viscoelastico e «',, 0 modulo de cisalhamento

viscoelastico. Portanto, baseado nas expressdes (3.54) e (3.55), o tensor de fluéncia pode ser

€Xpresso como:

1 oo, 1

TO0=3v0 7 " 200

(3.56)

Outra forma de expressar o tensor de fluéncia € apresentada a seguir:

(240-3K0) 1
J(t)_( 18 KO ) Jm%z mjl 357

Tendo definido o tensor de fluéncia e considerando a lei de comportamento da expressao (3.47),

define-se o caso particular do tensor de deformagdes como:

gt)y=Jt)oo(t)= '[: J(s,1) :88—% (s) ds+J(t): a(0) (3.58)
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Neste caso particular, o tensor de tensdes permanece constante a partir do tempo t, =0. Isto

significa que durante o tempo total do ensaio de compressdo em EPD, a tenséo aplicada sera
constante, a derivada da tensdo sera zero e a integral da expressdo (3.58) desaparece. Portanto,

da expressao (3.57) e (3.58), o tensor de deformacdes pode ser expresso da seguinte maneira:

o o [ 1 2 1't)-3K'(t)
go—faygwr(zﬂnggm+(18K®ﬂn)]n@gm); (3.59)

Sabe-se que o tensor de tensdes baseado na expressdo (3.48) pode ser expresso como:

o, 0 O
c0= 0 0 O (3.60)
0 0 -o

Desenvolvendo a expressao (3.59) e considerando a expressédo (3.60) do tensor de tensdes, 0

tensor de deformacdes, para o tempo de aplicacdo da carga (t>0), é:

g(t):' 6k +24M)  _(240-3KO). ], ge .
- Bk'Ou't)y )~ | 18k(t)u(t) o
(2 4'(®)-3K'(t) B
18K @O0 j(ffxx 0)} e, ®e, + (3.61)
([ 6K(D)+2 1) o [2H0-3KO) |, g
8kt )|

18 k'(t) '(t)

Lembra-se que no estado plano de deformacbes (EPD) ndo existe deformacdo na direcéo

normal ao plano de deformac6es Y-Z, portanto:

. (6 k'(t)'+ 2 ,Iu'(t)]axx _(2 ,u'(t? -3 Ik'(t)]o_ 0 362
18 k(1) (1) 18 k'(t) 1 '(t)
Da expressao (3.62), deduz-se a expressdo para o, :
[ 3k®-2u)
O, —( > (3 0 +y'(t))] o (3.63)

Substituindo a expressao (3.63) na expressédo (3.61), tem-se o seguinte:
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()=

- (2#'(t)—3k'(t))}e e {—0 BRO+41O) | oo (3es

4 OEKO+ 1) LOBEKO+ L) |

O terceiro passo consiste em verificar a compatibilidade geométrica do tensor &(t). Da
expressdo (3.64), percebe-se que £(t) € um campo de deformagGes homogéneo porque nao

depende do vetor posicdo X . Do anterior, pode-se considerar o tensor de deformacgdes como

uniforme e, portanto, geometricamente compativel = OK!

O quarto passo corresponde ao calculo do campo de deslocamentos. Das condi¢des do

problema, sabe-se que & é um vetor de deslocamentos associado a uma deformagdo homogénea

e pode ser definido da seguinte forma:
ﬁ(t) = Q(t) L com X =Xe+ty g‘y +Z6€ (365)

Ressalta-se que na expressao (3.65) ndo e considerado o deslocamento de corpo rigido pois ndo

faz parte das caracteristicas do problema. Das expressdes (3.64) e (3.65) obtem-se o seguinte:

Ze, (3.66)

() :{—a (2 '®)-3 k'(t))} ) {—a (3k'(t)+4 ,u'('[))}

LEKO+ 1) 4 EKO +£O)

O quinto passo consiste em verificar a admissibilidade cinematica do campo de deslocamentos

descrito na expressdo (3.66). Da expressdo (3.46), pode-se determinar que:

SL3: (&, ye, +&,2¢,)(-)=¢,y0-£,20=0 = OK!
SL4: (&, ye,+&,2¢,)(e)=6,y0+&,20=0 =OK! (3.67)
2=0:(&,ye,+&,2¢,)(-8,)=&,y0-£,01=0 = OK!

Dos célculos anteriores, determina-se que & é um campo de deslocamento cinematicamente

admissivel. Finalmente, considerando um tempo t>0 (Y(t)=1), a solu¢cdo do problema

viscoelastico para um ensaio de compressdo em estado plano de deformagdes é:

—o (3k'(t)—-2 u'(t))

20 = S B+ )

€y ®§x -0 g ®§z (3683.)
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e (2 1'(t)-3Kk'(1)) gy@gy{—a (3k'(t)+4y'(t))}§z®gz
=0 [4OEKO+4) | 4 u't)(3Kk'E) + (1))
(3.68.b)
- =° (2 '(t)-3K'(1)) ygy{—a (3 k'(t)+4y'(t))} le,
=T A OBKE)+ M) 4 1'(t)(3K'(t) + (1))

As expressoes para k'(t) e x'(t) podem ser obtidas utilizando o programa Maple, e dependem

dos modelos reoldgicos adotados tanto para a matriz quanto para as fraturas e dos parametros

mecénicos utilizados para cada modelo reoldgico.

3.3.3 Comparacéo de Resultados do Problema de Compressdo em Deformacao

Plana

Os resultados fornecidos pelo Metafor serdo comparados com a solucédo analitica viscoelastica
fornecida pela resolucdo do problema de compressdao em deformacdo plana do item 3.3.2.
Adicionalmente, seré calculada a resposta elastica do problema de compressdo em deformacao

plana para ser comparada com a resposta viscoelastica e a resposta numerica.

A apresentacdo de resultados e sua respectiva comparacdo pode ser dividida em duas partes:

resultados instantaneos (elasticos) e diferidos (viscoelasticos).

3.3.3.1 Comparacéo das Respostas Instantaneas ou Elasticas

No caso dos resultados instantaneos, serdo comparadas as tensdes e deformacdes inicias
considerando as seguintes respostas: solucdo analitica elastica, solucdo analitica viscoelastica e
célculo elastico fornecido pelas sub-rotinas desenvolvidas no Metafor para esta dissertacdo. A

tensdo de compressdo aplicada na superficie superior do corpo de prova é o =0,02 GPa.

No que diz respeito a solucdo analitica elastica, para obter as deformacdes iniciais, utiliza-se o
campo de deformaces da solucéo elastica do problema de compressdo em estado plano de
deformac6es segundo a expressao (3.69). Para as tensdes iniciais, serd utilizado o tensor de
rigidez de um material elastico linear isétropo multiplicado pelo vetor de deformagdes que foi
determinado na solucdo elastica do problema de compressdo simples segundo a expressdo
(3.70). Lembra-se que o pardmetro de Lamé 4 e o mddulo eléstico de cisalhamento .

hom hom

dependem dos modulos viscoelasticos (k" € 4, ) avaliadosemt=0s.
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2
P Cun R A il (1-v7) (3.69)
E E
oyl [A+2¢ 4 2 0 0 0]&y]
o077 A A+2u A 0 0 0 || &2z
ox| | A A A+2u 0 0 0|0
oyz 0 0 0 2z« 0 00
oyx 0 0 0 0 2u O 0
ox| | O 0 0 0 0 2ul 0
(3.70)
A= Ev e E
(1+v)(1-2v) ° 2 (1+v)

No que diz respeito a solucdo viscoelastica, para obter as deformacdes iniciais, utiliza-se o
campo de deformacdes da solugdo viscoelastica do problema de compressao em estado plano
de deformacdes da expressao (3.71) avaliado no tempo t = 0 segundos. Para as tensdes iniciais,
utiliza-se o campo de tensdes da solucdo viscoelastica do problema de compressdo em estado
plano de deformacdes da expressao (3.68) avaliado no tempo t = 0 segundos. Estas tensdes sdo

definidas na expresséo (3.72).

& —al (2 y'(?)—s k'I(O)) en _G. (3 k'(o?+4 #"(0)) (3.71)
4 1'(0)(3k'(0) + £'(0)) 4 1'(0)(3k'(0) + '(0))

o = —0 (3 kl(o) -2 IU'(O))
© 2 (3k'(0)+ '(0))

., op=-0 (3.72)

No que diz respeito ao calculo eléstico realizado pelas sub-rotinas desenvolvidas em Metafor,
para as deformagdes, utiliza-se a sub-rotina GEOM e, no caso das tensdes, emprega-se as sub-
rotinas RETRAD e CONTV, que realizam, respectivamente, os calculos das tensbes
desviadoras e volumétricas. Isto acontece no inicio da compilagdo do programa, que pode ser

considerado teoricamente como o tempot=0s.

Ressalta-se que para o calculo de tensdes elasticas nos pontos de Gauss para um passo de tempo
At pequeno, baseada na expressdo (3.36), o algoritmo desenvolvido utiliza a seguinte

expressao:

o(At) =K; 1Ag, + R(AY): &, (3.73)

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



106

Mostra-se, entdo, as tabelas comparativas dos valores das respostas em deformacéo e tensao

para as solu¢des mencionadas acima. Para o caso Burger (matriz) — Maxwell (fraturas):

RESPOSTA ELASTICA EM TENSAO
Tensd MODELO BURGER-MAXWELL
[%;Z?S Solucdo Analitica |  Solugdo Analitica Resposta Numeérica
Elastica (A1) Viscoelastica [t=0.0 s] | Algoritmo (At=10"-8s.)
(o -4,7563488E-03 -4,7583231E-03 -4,7539912E-03
o, 0,0000000E+00 0,0000000E+00 0,0000000E+00
o, -2,0000000E-02 -2,0000000E-02 -1,9995761E-02

Tabela 3.3: Comparacéo de resultados de tenséo (Modelo Burger-Maxwell)

RESPOSTA ELASTICA EM DEFORMACAO
MODELO BURGER-MAXWELL
Deformagcdes | Solugdo Analitica | Solucdo Analitica Resposta Numeérica
Elastica (E,v) Viscoelastica [t=0.0 s] | Algoritmo (At=10"-8s.)
g, 2,1214882E-04 2,1233374E-04 2,1199981E-04
g, -6,7991704E-04 -6,8013923E-04 -6,7939003E-04
g, 0,0000000E+00 0,0000000E+00 0,0000000E+00

Tabela 3.4: Comparacao de resultados de deformacdo (Modelo Burger-Maxwell)

Das tabelas 3.3 e 3.4, observa-se que as respostas numéricas fornecidas pelo Metafor sdo
similares as respostas analiticas, tanto a elastica quanto a viscoelastica avaliada em t = 0 s.
Observa-se que as respostas elastica e viscoelastica avaliada em t = 0 segundos tem resultados
praticamente idénticos. Pode-se, entdo, deduzir que o tensor de relaxacao e o tensor de fluéncia
avaliados no tempo inicial de aplicacdo da carga podem ser considerados como tensores de
rigidez e flexibilidade do caso elastico, respectivamente. Existe, entdo, uma importante
semelhanca de resultados numéricos e analiticos no caso instantaneo ou elastico, o que mostra

0 bom comportamento do algoritmo nos célculos iniciais.

3.3.3.2 Comparacdo das Respostas Diferidas

Para a comparacdo das respostas diferidas, serdo utilizadas tanto a solugdo viscoelastica
analitica em deformac&o e tensdo do problema de compressdo em estado plano de deformacdes
quanto a resposta numérica em deformacéo e tensdo fornecida pelo Metafor, que faz uso do
algoritmo desenvolvido neste trabalho. Para a geracdo das curvas analiticas, empregam-se as

equacOes de deformacdo e tensdo da expresséo (3.68) que dependem dos modelos reoldgicos
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adotados pela matriz e pelas fraturas, enquanto que para as curvas da resposta numérica, toma-
se os resultados de deformacéo vertical e horizontal, assim como os resultados de tensdo de um

determinado no6. A seguir, mostra-se a comparagao entre as curvas considerando um modelo

Burger-Maxwell:

Tensdo Perpendicular ao Plano YZ

T
1.x 10° 2% 10 3ox 10t 4.x% 10% Sox 10t

t(s)

-0.002

=000
004 ® & & & & & & & b b b b b bbb bbb bbb S bbb LD

PP I S S S
1r’4_r—

=0.006

o (GPa)

-0.008

-0.010

[ +  Resposta Numérica [Metafor] —— Resposta Analitica Viscoclfistica |Burgcr_.\|axwull||

Figura 3.5: Resposta Numérica e Analitica de Tenséo o, (Burger-Maxwell)

Deformacio Horizontal
0.010

0.008

0.006

£ W

0.004

0.002

o 1.x10° 2.x 10 3.x 10t 4% 10 s.x 0%
t(s)

| *  Resposta Numérica [Metafor] —— Resposta Analitica Viscoclistica |Hur{:nr_.\[a\m:ll||

Figura 3.6: Resposta Numérica e Analitica de Deformacdo Horizontal (Burger-Maxwell)

Deformacio Vertical

2. x10% 3% 107 4.=10" sox 10t

t(s)

-0.01

-0.02

-0.03

Resposta Analitica Viscoelidstica |Bufg(-rjlanwll|]

I 4+  Resposta Numérica [Metafor]

Figura 3.7: Resposta Numérica e Analitica de Deformacéo Vertical (Burger-Maxwell)
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Observa-se nas Figuras 3.5, 3.6 e 3.7 que a resposta numérica coincide com a resposta analitica

viscoelastica tal como esperado tanto na tensdo o, quanto na deformagéo vertical e na

deformacdo horizontal. Desta forma, verifica-se a correta implementacdo do modelo
viscoelastico no caso Burger-Maxwell. Ressalta-se que tanto a resposta numérica instantanea
quanto a diferida apresentam um comportamento similar ao comportamento da solucgéo

analitica viscoelastica mostrando a mesma tendéncia ao longo do tempo.

No problema de compressao em deformacéo plana, a altura do corpo tende a diminuir e a largura
tende a aumentar. Este comportamento € reproduzido fielmente, tanto na resposta analitica

quanto na resposta numeérica, nas Figuras 3.6 e 3.7. Nota-se na Figura 3.5 que a tensédo o, se

estabiliza para valores altos de tempo.

3.3.4 Compressao em Deformacdo Plana: Resolucdo Analitica do Problema

Viscoelastico com Deslocamento Imposto

Tem-se um corpo de altura H e largura L (Figuras 3.8 e 3.9) com comportamento viscoelastico

submetido a um deslocamento vertical -5, Y (t) e, imposto e constante no tempo considerando

um estado plano de deformagdes (plano Y-Z).

A solucdo consiste em encontrar os campos de tensdes e deslocamentos do corpo ao longo do
tempo utilizando os conceitos basicos da mecanica dos meios continuos e a viscoelasticidade.

A deformacdo produzida pelo deslocamento imposto pode ser definida como:

£.(t) = —% Y (1) (3.74)

onde o, é dado do problemae Y (t) a funcdo Heaviside.

—— z=H
BT /AT
sL3
sL1 A? sL2 ﬁsm
B A ELY
‘Z
L X ZZOA ,é/ y z=0 x

L/2 L/2

Figura 3.8: Planos Y-Z e X-Z do corpo submetido a deslocamento vertical constante
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4 P)
\SL3
SL1 & 4
b SL2
SL4 L=
P
4 J
3 ]
L/2 L/2
W

Figura 3.9: Plano X-Y do corpo de prova submetido a deslocamento vertical constante
As caracteristicas principais deste problema sao:
a) Material homogéneo, isotropo e linear viscoelastico.
b) Desprezam-se os efeitos da gravidade e de aceleracéo.

c) Existe contato sem atrito entre o corpo de prova e as placas rigidas.
d) O estado inicial natural ¢ o’ =0.

Considerando um procedimento similar ao aplicado na resolu¢do do primeiro exemplo de

aplicagéo, precisam-se definir as condiges que verificam o campo de tensdes g e o0 campo de

deslocamentos & como solugcdo do problema viscoelastico. Estas condi¢bes s&o:

admissibilidade estatica do campo de tensdes, admissibilidade cinematica do campo de

deslocamentos e a lei do comportamento no caso viscoelastico.

No que diz respeito a admissibilidade estatica do campo de tensGes, cumprem-se as mesmas
condicGes descritas nas expressdes (3.43) e (3.44). Com relacdo as condi¢des de contorno, deve-

se cumprir o seguinte:

Condicdes de Contorno :
SL1:T=g-(-e,)=0 - T,=T,=T,=0

SL2:T=g-(e,)=0 > T,=T,=T,=0
SL3: T=0c-(-&)ll-& — T,=T,= (3.75)
SL4:T=0g( , =T,
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Com relacdo a admissibilidade cinemética do campo de deslocamentos, cumprem-se as

seguintes condi¢oes:

Condicdes de Contorno :

SL4: &£-(e,)=0 — &, = (3.76)

No que diz respeito a lei do comportamento viscoelastico, sera a mesma mostrada na expressao
(3.47). Para resolver este problema viscoelastico, sera utilizada uma abordagem em
deslocamento. Isto é, assumir um vetor de deslocamentos para verificar sua admissibilidade
cinematica e, posteriormente, calcular o tensor de deformaces e o tensor de tensdes, que deve

cumprir com a respectiva admissibilidade estatica. Entdo, assume-se o vetor de deslocamentos

E(X,1):
EXD =) Y1) &, +&(2) YO e, (3.77)

sendo X =x e, +Yy e, +z e, 0vetor posicdo e considerando que para a fungdo ¢&,(z) cumpre-

se 0 seguinte:
&0)=0 ; &(H)=-6, (3.78)

Tendo definido o vetor de deslocamentos, o primeiro passo para resolver o problema
viscoelastico é a verificacdo da sua admissibilidade cinematica. A expressao (3.76) define os
requerimentos para que este tensor seja considerado cinematicamente admissivel. Revisando a

expressdo mencionada para um tempo t >0 (Y (t) =1), tem-se que:

SL3: (&,(y) &, +&,(2)¢,)
SLa: (&,(y) e, +&,(2)-¢,)
z=0 :(éy(y)@ﬁé(z)'@z)'(

2=H: (£,(y)-€,+&(2)¢) (e

(—&,)=-¢,(y) 0-£,(2) 0=0 = OK!

(&) =&,(y) 0+&,(z) 0=0 = OK!
(3.79)

=—&,(y) 0-4,(0)1=0-0=0= OK!

=¢,(¥) 0+¢£,(H) 1=-6, = OK!

— =

Dos célculos anteriores, determina-se que g()_(,t) ¢ um campo de deslocamentos

cinematicamente admissivel.
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O segundo passo da resolugéo consiste em calcular o tensor linearizado de deformagdes &(t)

definido como:

1
g(t) = E(vg +'V¢) (3.80)
onde o simbolo V representa o operador gradiente e define-se da seguinte forma:
[0, 08, 95| T
ox oy oz 0 O 0
0 0 0 0
VE= Sy %y %5yl g % (3.81)
= ox oy oz oy
06, 05 | |y o %
| ox oy oz | L oz
Entdo, segundo a expressao (3.81), o tensor de deformacges pode ser expresso como:
0 O 0
0
c=lo % o (3.82)
- oy
L oz |

O terceiro passo considera a lei do comportamento viscoelastico descrita na expresséo (3.47).

Tendo definidos tanto o tensor de relaxagéo R(t) quanto o tensor de deformagdes £(t), o caso

particular do tensor de tensGes o (t) pode ser definido como:

ot)=R(t)o&(t) = I: R(s,1): E;—f (s) ds+ R(t): £(0) (3.83)

Sabe-se que neste caso particular, o tensor de deformacgfes permanece constante a partir do

tempo t, =0. Isto significa que a derivada da deformacdo sera zero e a integral da expresséo

(3.83) desaparece. Lembra-se que para o caso de distribuicdo isotrépica de fraturas, o tensor de

relaxac@o pode ser expresso da seguinte forma:

R(t) =3 k(t) J°+2 u(t) K* (3.84)
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onde k(t) e w(t) sdo, respectivamente, os mddulos de compresséo e cisalhamento no dominio

do tempo. J° representa o tensor esférico e K° representa o tensor desviador. O tensor de

relaxacdo também pode ser expresso como:

R(t) = (k(t) -%u(t)) 1®1+(2 1)) 1 (3.85)
Das expressoes (3.83) e (3.85), pode-se determinar a expresséo para o tensor de tensoes:
2
o) =R0): £0)=(kO- 2400 (2, 1+(20) 20 @89
. iy : ._ 05, ._ 06,
Considerando as expressdes (3.82) e (3.86), assim como &, :E e &, :E’ o0 tensor de
tensdes também pode ser expresso como:
2 1 1
g(t) = |:(k(t) - gﬂ(t)j ) (gy + éz ):| €y ®§x +
~ s | ) -
k(t) +§,U(t) &, k() —E,U(t) 5, e, ®e, + (3.87)

(k(t)—%u(t)j-éy'{k(t)+§u(t)j-;' e, ®e,

O quarto passo consiste em verificar a admissibilidade estatica do tensor de tensfes. Considera-
se, entdo, as expressdes (3.43), (3.44) e (3.75), que definem os requerimentos para que este

tensor seja considerado estaticamente admissivel. Da expressdo (3.43), tem-se que:

oo, 00, 00
+

XX + XZ
OX oy oz 0 0
. oo, |oo, oo, 0O 4
divo=—>=>= P X =l k(t)+=pu) |-&"|=|0 ,
o= =| e o || [k G0 ) 4 o oo
00
% 2% 0% | (k)4 g a0 )4
| OX oy oz | | 3 i
n azéfy n 82§Z 4 n__ 0 n
onde &, "= 3y? e s "= 75 Da expressao (3.88), deduz-se que fy =0e & "=0 paraque

seja cumprida a condicdo da divergéncia do tensor de tensdes.
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Pode-se deduzir também que quando a segunda derivada de uma funcéo € zero, a primeira

derivada € constante e a respectiva funcdo é linear. Portanto, as fungdes éy(y) e &,(z) séo

funcdes lineares e, se considerarmos as condig¢fes de contorno descritas na expresséo (3.78),
podem ser definidas da seguinte forma:

W=y i &@=-T1-g1 (289

Das expressoes (3.77) e (3.89), paraum tempo t >0 (Y (t) =1), o vetor de deslocamentos pode

SEr exXpresso comao:

cX)=¢5ye,+¢,2¢, (3.90)

Das expressoes (3.82) e (3.89), para um tempo t >0 (Y (t) =1), o tensor de deformagdes pode

Ser expresso como.
glt)=¢,¢e,®¢, +¢, e, Q¢, (3.91)

Das expressoes (3.87) e (3.89), para um tempo t >0 (Y(t) =1), o tensor de tensdes pode ser

E€Xpresso como.

o(t) - Kk(t) —%y(t)j (&, + ez)} e, ®e, +

(k(t)+%ﬂ(t)J &y +(k(t)—§u(t)) &, | e,®e + (3.92)

(k0-240) &, + (kO + 240 2. | e, 0,

Observa-se que na expressao anterior foi cumprido o requerimento da divergéncia do tensor de

tensdes. No caso da expressdo (3.44), sendo que g (t) e £(t) ndo dependem do vetor posicéo
X, pode-se dizer que o(t) e £(t) sdo campos tensoriais homogéneos e uniformes. Portanto,

o -n é continuo.

Com relagéo a expressao (3.75), serdo verificadas as condigdes de contorno, segundo o tensor

de tensGes definido na expressao (3.92):

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



114

SL1: g(t)-(—gy):Kk(t)+%y(t)j g, +(k(t)—§/,z(t)j gz} e, =0

(3.93)

. :_[3 k(t)—Zﬂ(t)] .
y 3k(t)+4 ut)) °

Para a superficie lateral SL1 cumpre-se a condi¢do de contorno desde que seja cumprida a

relagdo entre £, e &, descrita na expresséo anterior. Para o restante das superficies tem-se:

SL2: g(t)-(e,)=(0, 0+0e,+0, 0)=0 = OK!
SL3: o(t)-(-&)=(-0, e, +0, 0+0, 0)|-¢, = OKI

SL4: a(t)-(e,)=(0w &+ 0, 0+ 0, 0)lle, = OK! (3.94)

¥y

2-0: g(t)-(—ez){(ka)—gﬂa)) :, +[k(t)+gﬂ(t)j ez} (~e.)ll-¢, = OK!

1=H: g(t)-(ez){(k(t)—gu(t)j e, + k) + a0 | ez} (e.)le, =OK

Dos calculos anteriores, determina-se que o tensor ¢ (t) € um campo de tensdes estaticamente
admissivel e que o valor da componente o, (t) € zero. Finalmente, considerando um tempo
t>0 (Y(t)=1) e a relagdo entre £, e &, da expressdo (3.93), a solucdo do problema

viscoelastico para um corpo submetido a um deslocamento vertical constante em estado plano

de deformacdes é:

_| [ 3k(t) -2 u®)
§(>_(!t)_|: [3 k(t)+4,u(t)j 82 y:| §y+gz z gz

o] 240 GRO-200) T, oo [4u0EKOa0) ], o
- (BkO+4ut)) || Bk@+4pt)) T

As expressdes para k(t) e u(t) podem ser obtidas utilizando o programa Maple, dependendo

dos modelos reoldgicos adotados tanto para a matriz quanto para as fraturas e dos parametros

mecanicos utilizados para cada modelo reologico.
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3.3.5 Comparacédo de Resultados do Problema de Deslocamento Imposto em

Deformacao Plana

Os resultados fornecidos pelo Metafor serdo comparados com a solucgdo analitica viscoel&stica
fornecida pela resolugéo do problema de deslocamento vertical constante imposto do item 3.3.4.
Adicionalmente, calcula-se a resposta elastica do mesmo problema em EPD para ser comparada

com a resposta viscoelastica e a resposta numérica no instante de aplicacdo da solicitacao.

A apresentacdo de resultados e sua respectiva comparagdo pode ser dividida em duas partes:
resultados instantaneos (elasticos) e diferidos (viscoelasticos).

3.3.5.1 Comparacdo das Respostas Instantaneas ou Elasticas

No caso dos resultados instantaneos, serdo comparadas as tensdes e deformacdes inicias
considerando as seguintes respostas: solucdo analitica elastica, solucdo analitica viscoelastica e
calculo elastico fornecido pelas sub-rotinas desenvolvidas no Metafor para esta dissertacéo. O

deslocamento imposto aplicado na superficie superior do corpo de prova e 5, =0,01 m.

No que diz respeito a solucdo analitica elastica, para obter as deformacdes iniciais, utiliza-se o
campo de deformacGes da solucdo eléstica do problema de deslocamento vertical imposto da

expressdo (3.96). Lembra-se que o valor da deformagdo &, € negativo devido a diregdo de

aplicacdo do deslocamento 0, .

Para as tens0es iniciais, utiliza-se o campo de tensdes da solucdo elastica do mesmo problema

mostrado na expressdo (3.96). O primeiro parametro de Lamé 41 e o moédulo elastico de

cisalhamento , dependem dos modulos viscoeldsticos (k" e y(ht‘)’m) avaliadosemt=0s.

g = -—2 g,  &,=&= _9 (Dado do problema)
Y A+2 u H
(3.96)
O-XX: 21# 82 ; GZZ=4II'1 ﬂ/—i_ﬂ EZ
A+2 u A+2 u

No que diz respeito a solucdo viscoelastica, para obter as deformacOes e tensdes iniciais,
utilizam-se os campos de deformacdes e tensdes da solugéo viscoelastica do problema descritos

na expressdo (3.95) avaliados no tempo t = 0 segundos:
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E,=& :—% (Dado do problema)

Z z

. :_(3 k(0)-2 ﬂ(O)j g
w 3k(0)+4 u(0) ) *
(3.97)

i :[M(O) (3k(0)—2ﬂ(o))}g . :[4;«0) (3k(0) + 1(0))
~ (3Kk(0)+4 1(0)) L (3k(0) +4 1(0)) i

No que diz respeito ao calculo eléstico realizado pelas sub-rotinas desenvolvidas em Metafor,
para as deformacdes, utiliza-se a sub-rotina GEOM e, no caso das tensdes, emprega-se as sub-
rotinas RETRAD e CONTV, que realizam, respectivamente, os calculos das tensdes
desviadoras e volumétricas. Isto acontece no tempo t = 0 s. Ressalta-se que para o célculo de
tensdes elasticas nos pontos de Gauss para um passo de tempo At pequeno (10 segundos), o

algoritmo desenvolvido utiliza a expresséo (3.73).

Mostra-se, entdo, as tabelas comparativas dos valores das respostas em deformacéo e tenséo

para as solucdes mencionadas acima. Para o caso Burger (matriz) — Maxwell (fraturas):

RESPOSTA ELASTICA EM TENSAO
Tenss MODELO BURGER-MAXWELL
[ec?é(;(]as Solucdo Analitica Solucdo Analitica Resposta Numérica
Elastica (A,n) Viscoelastica [t=0.0 s] | Algoritmo (At=107-8 s.)
O,y -6,9960771E-02 -6,9960771E-02 -7,0309065E-02
o, 0,0000000E+00 0,0000000E+00 0,0000000E+00
o, -2,9406123E-01 -2,9406123E-01 -2,9567688E-01

Tabela 3.5: Comparacéo de resultados de tenséo (Modelo Burger-Maxwell)

RESPOSTA ELASTICA EM DEFORMACAO

Deformacoes

MODELO BURGER-MAXWELL

Solugéo Analitica
Elastica (A,p)

Solucéo Analitica
Viscoelastica [t=0.0 s]

Resposta Numeérica
Algoritmo (At=10"-8 s.)

Yy

3,1218486E-03

3,1218486E-03

3,1399939E-03

&

24

-1,0000000E-02

-1,0000000E-02

-1,0000000E-02

g,

0,0000000E+00

0,0000000E+00

0,0000000E+00

Tabela 3.6: Comparacao de resultados de deformacgdo (Modelo Burger-Maxwell)

Observa-se nas tabelas 3.5 e 3.6 que os resultados numéricos fornecidos pelo Metafor sdo bem

préximos dos resultados analiticos, tanto na resposta elastica, quanto na resposta viscoelastica
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avaliada em t = 0 s. Nota-se que os campos de solucéo viscoelastica avaliados no tempo inicial
apresentam semelhanga com o comportamento elastico. Do anterior, observa-se um bom

comportamento do algoritmo nos célculos iniciais no caso Burger-Maxwell.

3.3.5.2 Comparacdo das Respostas Diferidas

Para a comparacdo dos resultados diferidos, serdo utilizadas tanto a solucdo viscoelastica
analitica em tensdo do problema de deslocamento vertical constante imposto quanto a resposta
numérica em tensdo fornecida pelo Metafor e que faz uso do algoritmo desenvolvido neste
trabalho. Para a geracdo das curvas analiticas, empregam-se as equac6es de tensdo da expressdo
(3.95) que dependem dos modelos reoldgicos adotados pela matriz e pelas fraturas, enquanto
que para as curvas da resposta numérica, toma-se os resultados de tensdo no sentido vertical e
perpendicular ao plano YZ de um determinado né superior. A seguir, mostra-se a comparacao
entre as curvas de tensdo na direcao vertical e perpendicular ao plano YZ da solucéo analitica
e numérica considerando um modelo Burger-Maxwell:

Tensido Vertical Z-Z
0.l

(GPa)

o,

-4

| +  Resposta Numérica [Metafor] Resposta Analitica Viscoclistica |Burp.cr_.\‘lawcll||

Figura 3.10: Resposta Numeérica e Analitica de Tensdo Vertical (Burger-Maxwell)

Tensdo Perpendicular ao Plano YZ

-0.02

-0

o.. (GPa)

=006

=008

=0.10

[ +  Resposta Numérica [Metafor| Resposta Analitica Viscoclistica [Burgrrf.\lax\wllll

Figura 3.11: Resposta Numérica e Analitica de Tensdo o, (Burger-Maxwell)
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Observa-se nas Figuras 3.10 e 3.11 que a resposta numeérica coincide com a resposta analitica

ao longo do tempo, mostrando uma diminuic¢do da tenséo vertical de compresséo e da tenséo

perpendicular ao plano de deformagdes. Este comportamento de relaxacéo de tensdes era

esperado e a semelhanca das curvas serve para verificar a correta implementacdo do modelo

viscoelastico no caso Burger-Maxwell.

3.3.6 Resolugdo Analitica do Problema Viscoelastico com Taxa Constante de

Deslocamento Imposta em Deformacéo Plana

Tem-se um corpo de altura H e largura L (Figuras 3.12 e 3.13) com comportamento

viscoelastico submetido a uma taxa de deslocamento vertical o, constante considerando um

estado plano de deformacdes (plano Y-Z). Entdo, o deslocamento —o, (t) e, pode ser expresso

em funcdo do tempo como:

_52 t)= _(52 t+ 520) Y ()

- z=H
18,0
SL1 Az SL2
oo e
X z=0 Y
I T
w2 w2

(3.98)

Z=

H
15,0

Figura 3.12: Planos Y-Z e X-Z do corpo submetido a taxa constante de deslocamento

|z ]
\ sL3
SL1 7 4
3 ¥ SL2
SL4 _ SL2
SL
e ‘ P
T2 | L2
Tx

Figura 3.13: Plano X-Y do corpo submetido a taxa constante de deslocamento
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Na expressao (3.98), J,, representa o deslocamento vertical imposto no instante t =0" e Y (t)

a funcdo Heaviside. O deslocamento total horizontal produzido pelo deslocamento imposto no
sentido vertical sera denominado o, (t) . A deformagdo produzida pelo deslocamento imposto

—0,(t) é definida da seguinte forma:

gxo=—§§9=—[%¢+§§jvay?{gt+gwyuo (3.99)

onde &, pode ser considerado como a taxa de deformac&o produzida pela taxa de deslocamento

Imposta e &,, a deformagdo instantanea que resulta da aplicacéo de 6,, em t=0".

A solucéo consiste em encontrar os campos de tensdes e deslocamentos do corpo ao longo do

tempo utilizando os conceitos basicos da mecénica dos meios continuos e a viscoelasticidade.
As caracteristicas principais deste problema sao:

a) Material homogéneo, isotropo e linear viscoelastico.

b) Desprezam-se os efeitos da gravidade e de aceleracgéo.

c) Existe contato sem atrito entre o corpo de prova e as placas rigidas.
d) O estado inicial natural € go =0.

Considerando o mesmo procedimento aplicado para resolver o segundo exemplo de aplicacéo,

€ necessario definir as condi¢bes que verificam o campo de tensdes ¢ e o campo de
deslocamentos & como solugdo do problema viscoeldstico. No que diz respeito a

admissibilidade estatica do campo de tensdes, cumprem-se as mesmas condicGes descritas nas
expressdes (3.43), (3.44) e (3.75). Com relacdo a admissibilidade cinemética do campo de

deslocamentos, cumprem-se as seguintes condi¢oes:

Condicodes de Contorno :
SL3: g(—e )=0 = &,=0

SL4: £-(e,)=0 —» &£=0 (3.100)
z=0:£-(-€,)=0 - &,=0
z=H:¢-(e,)=¢,=-6,(1)
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Com relacéo a lei do comportamento viscoelastico, esta serd a mesma mostrada na expressao
(3.47). Considerando a mesma abordagem utilizada no segundo exemplo de aplicacdo, assume-
se um vetor de deslocamento para verificar sua admissibilidade cinematica e, posteriormente,

calcular os tensores de deformagéo e tenséo. Assume-se o vetor de deslocamentos &(X,t):

X, )=&,(y,0) e, +&,(z1) g, (3.101)

Sendo X =xe +ye,+2e, 0 vetor posicdo e considerando que para a fungdo &,(z,t)

cumpre-se o seguinte:
£0)=0 ; <& (H)=-5() (3.102)

Tendo definido o vetor de deslocamentos, o primeiro passo para resolver o problema
viscoelastico é a verificagdo da sua admissibilidade cinematica. A expressao (3.100) define os

requerimentos para que este tensor seja considerado cinematicamente admissivel. Revisando a

expressdo mencionada para um tempo t >0 (Y (t) =1), tem-se que:

SL3: (£,(y.0) &, +&,(z0) e

) )=—=&,(y,t) 0-£,(2,) 0=0 = OK!
SL‘“(‘f (0 e+ &2t &) x) &,(y1) 0+£,(2.1) 0=0 = OK!

)

€

3.103
gyt e, +&,(zt) e, )-(—e,) ==& (y,1) 0-£,(0,1) 1=0-0=0= OK!
oy ) (3.103)
H: (&t e, +&zt) e, )-(e) =& (1t) 0+&,(H 1) 1==5,(t) = OK!

Dos célculos anteriores, determina-se que &(X,t) é um campo de deslocamentos

cinematicamente admissivel. O segundo passo da resolucdo consiste em calcular o tensor

linearizado de deformagbes &£(t) segundo a expressdo (3.80). entéo, o tensor de deformacdes

sera expressado da seguinte forma:

0 0 0 C 0 o
£(t)=| 0 @ 0 |=[0 &) O (3.104)
y ; 0 0 &)
0 0 ézﬁ(zz,t)

onde ¢, (t) e &,(t) sdo, respectivamente, a deformacdo horizontal e transversal.

Ricardo H. Moran Ramirez (rmoran.ramirez@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2019.



121

O terceiro passo considera a lei do comportamento viscoelastico descrita na expresséo (3.47) e,

da mesma forma utilizada para o exemplo anterior, o tensor de tensGes ¢ (t) pode ser definido

segundo a expressao (3.83). Neste caso particular, o tensor de deformacdes é variavel no tempo

a partir de t, =0 e, portanto, a integral permanece na expressao. As componentes da derivada

o0&
do tensor de deformagdes (a—T(t)) podem ser expressas da seguinte forma:

og,(t) g . 05,(t) _

; g 3.105
ot y ot ( )

onde &, foi definido como taxa de deformacéo vertical e &, sera considerado como taxa de

deformacéo horizontal assumindo que esta deformacéo apresenta um comportamento linear no

tempo. O tensor de relaxacdo R(t) foi definido na expresséo (3.85) e o tensor de deformacdes

no tempo inicial de aplicacdo da solicitagdo &£(0) pode ser expresso como:
é(o) = gyO gy ® gy + ‘910 gz ®§z (3106)

onde &, foi definido como deformagdo inicial vertical e &, sera considerado como

deformacéo inicial horizontal, a qual pode ser calculada considerado a solucdo viscoelastica
para um problema de deslocamento imposto apresentada na expressdo (3.95) para um tempo
t=0.

Das consideragdes anteriores, calcula-se o tensor de tensdes o (t) da seguinte forma:

o(0)=|(2,+2,) ([;RE2 85)+ (0 + ) (REL)| &, @2, +
. t . t
&, ([RE os) &, ([IRED ds) v RO+ R | €, 0, + (3.107)
= (['REY ¢ = [['REY g ® ®)
gy IO R1122 S +gz J.O I:eilll S +gy0 122+820 Rllll gz ®§z
O quarto passo consiste em verificar a admissibilidade estatica do tensor de tensdes. Considera-

se, entdo, as expressdes (3.43), (3.44) e (3.75), que definem o0s requerimentos para que este

tensor seja considerado estaticamente admissivel. Da expressdo (3.43), tem-se que:
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_8O-xx aGXy a(yxz | I |
+ + 0
OX oy 0z 0
00 0 0 0 ole
divo = O _| O OOy OO0 |_ ( y) (_[tRffl‘l) ds) =10 (3.108)
= X OX oy oz oy 0
0
0o ao-zy 00 5(8 ) t
x4 + 2z z (s,t)
| X oy oz I oy (Io R1111 ds)_

o(¢,) &(g,) (&) . &) @) _2(E@)
& o A

o(&)_, , a&)
&

expressao (3.108), tem-se que 7 =0e

Sabe-se que . Da

=0. Se a terceira derivada é zero, pode-se

considerar que a segunda derivada é uma constante ou zero.

Neste caso, considera-se que a segunda derivada é zero e, portanto, a primeira derivada é uma

constante diferente de zero. Estas consideragdes permitem deduzir que as funcdes & (y,t) e

£, (z,t) sdo lineares. Lembrando as condiges de contorno descritas na expresséo (3.102), estas

funcdes de deslocamento podem ser definidas da seguinte forma:

5,(t)

Sy=¢,0)y ; &)= (Tj z=¢,(t) z (3.109)

Enquanto que a funcéo &, (t) ja foi definida na expressdo (3.99), considera-se uma linearidade

no tempo para a fungdo ¢, (t), a qual pode ser considerada da seguinte maneira:

g,0)=(& t+s,) Y() (3.110)

onde 5y representa a taxa de deslocamento horizontal, &, a taxa de deformagdo horizontal e
&,, ja foi definido anteriormente. Entdo, das expressdes (3.99), (3.101), (3.109) e (3.110) para

um tempo t >0 (Y (t) =1), o campo de deslocamentos pode ser expresso como:

E(X,1) =(éy t+5y0) ye, +(& t+e,)ze, (3.111)

Das expressdes (3.99), (3.104) e (3.110), para um tempo t>0 (Y(t)=1), o tensor de

deformacdes pode ser expresso como:
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sMt)=(&, t+e,) e, ®e, +(£ t+6,) ¢, O, (3.112)

Observa-se que foi cumprido o requerimento da divergéncia do tensor de tensfes. No caso da

expressdo (3.44), sendo que o(t) e £(t) ndo dependem do vetor posicdo X , pode-se dizer
que o(t) e &(t) séo campos tensoriais homogéneos e uniformes. Portanto, & -n € continuo.

Com relagéo a expressdo (3.75), serdo verificadas as condi¢fes de contorno, segundo o tensor

de tensdes definido na expresséo (3.107) para um tempo t >0 (Y (t) =1):

SLL: g(t)'(_ [ J. Rl(lsltl) ds+é, I anz ds+&, R1111+<9zo Ruzz} €y =0
(3.113)

t
. (s.t) (t) (t)
. —&, (IO R1122 dS)—S R1111 — &5 R1122
= &, =

y ;R as|

Para a superficie lateral SL1 cumpre-se a condi¢do de contorno desde que seja cumprida a

relagdo entre £, e &, descrita na expressdo anterior. Para o restante das superficies tem-se:

SL2: g(t)-(e,)=(o, 0+0¢,+0, 0)=0 = OK!

SL3: g(t)-(-¢,)=(-0,, & +0, 0+0, 0)[-¢, = OKI

sL4: g(t)-(e,)=(0,, e, +0,, 0+0, 0)le, = OKI (3.114)
2=0: o(t)- ( -¢,) :(0 0+0, 0-0,¢,)ll-e, = OK!

z=H: G(t) (G 0+o, 0+0, e)||e = OKI!

Dos calculos anteriores, determina-se que o tensor o (t) € um campo de tensdes estaticamente

admissivel e que o valor da componente o (t) € zero.

Finalmente, considerando um tempo t>0 (Y(t)=1) e a expressdo (3.113), a solucéo do

problema viscoelastico para um corpo submetido a uma taxa de deslocamento vertical constante

em estado plano de deformacdes € mostrada na expressdo (3.115), onde as expressdes para
(I; R&Y ds), (L: R&Y ds), ® e RY, podem ser obtidas utilizando o programa Maple e

dependem dos modelos reoldgicos adotados tanto para a matriz quanto para as fraturas e dos

parametros mecanicos utilizados para cada modelo reoldgico.
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E(X,1) =[(&"y t+&,) y} e, +[ (&, t+e,) 2] e,

e)=[&,t+e, | e, ®e, +[4, t+e,] ¢, O,
(3.115)

o)=|(&,+2.) ([;RE ds)+ (50 20) (REL) | 2 @2, +

[g .
[ j R )+ £, ([[RE )+, Rk + 20 R, | ¢, ©¢, +

(s.t) (s.t) ®) ®
&y R1122 dS +g (J R1111 dS)+8y0 I:"1122 +&50 Run} e, ®¢,

3.3.7 Comparacdo de Resultados do Problema com Taxa de Deslocamento

Constante Imposta em Deformacao Plana

Os resultados fornecidos pelo Metafor serdo comparados com a solucdo analitica viscoelastica
fornecida pela resolugédo do problema de taxa de deslocamento vertical constante imposta do
item 3.3.6. Calcula-se, também, a resposta elastica do mesmo problema em EPD para ser
comparada com a resposta viscoelastica e a resposta numérica no instante de aplicacdo da
solicitacdo. A apresentacdo de resultados e sua respectiva comparacao pode ser dividida em

duas partes: resultados instantaneos (elésticos) e diferidos (viscoelasticos).

3.3.7.1 Comparacdo das Respostas Instantaneas ou Elésticas

No caso dos resultados instantaneos, serdo comparadas as tensdes e deformac@es instantaneas
considerando as seguintes respostas: solucdo analitica elastica, solucdo analitica viscoelastica e

calculo elastico fornecido pelas sub-rotinas desenvolvidas no Metafor para esta dissertagao.

O deslocamento —o,(t) € aplicado na superficie superior do corpo de prova, tendo um

deslocamento imposto inicial J,,=0,001m. A taxa de deslocamento imposta sera

$Z =10" m/s. Portanto, o deslocamento vertical final do corpo sera de 0,051 m.

No que diz respeito a solucédo analitica elastica, para obter as tensdes e deformacdes iniciais,
utiliza-se a solugéo elastica do problema de deslocamento vertical imposto da expressao (3.96).
Lembra-se que no presente exemplo de aplicacéo é exercido um deslocamento inicial vertical

(0,,) e, portanto, pode-se utilizar a expressao mencionada para os calculos elasticos.
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No caso da solucgéo viscoelastica, para obter as deformaces e tensdes iniciais, utilizam-se 0s
campos de deformacGes e tensdes da solucdo viscoelastica do problema descritos na expressao

(3.115) avaliados no tempo t = 0 segundos.

Com relacdo ao calculo elastico realizado pelas sub-rotinas desenvolvidas em Metafor, para as
deformacdes, utiliza-se a sub-rotina GEOM e, no caso das tensdes, emprega-se as sub-rotinas
RETRAD e CONTV, que realizam, respectivamente, os célculos das tensdes desviadoras e
volumeétricas. Isto acontece no inicio da compilagdo do programa, que pode ser considerado
teoricamente como o tempo t = 0 s. Ressalta-se que para o calculo de tensdes elasticas nos
pontos de Gauss para um passo de tempo At pequeno, o algoritmo desenvolvido utiliza a

expressao (3.73).

A seguir, mostra-se as tabelas comparativas dos valores das respostas em deformagéo e tenséo

para as solu¢des mencionadas acima. Para o caso Burger (matriz) — Maxwell (fraturas):

RESPOSTA ELASTICA EM TENSAO
Tens MODELO BURGER-MAXWELL
[zacglgg?s Solucdo Analitica Solucdo Analitica Resposta Numérica
Elastica (A,n) Viscoelastica [t=0.0 s] | Algoritmo (At=107-8 s.)
O, -6,9949538E-03 -6,9949538E-03 -6,9985663E-03
o, 0,0000000E+00 0,0000000E+00 0,0000000E+00
o, -2,9423587E-02 -2,9423587E-02 -2,9436641E-02

Tabela 3.7: Comparacéo de resultados de tensdo (Modelo Burger-Maxwell)

RESPOSTA ELASTICA EM DEFORMACAO

Deformacgdes

MODELO BURGER-MAXWELL

Solucéo Analitica
Eléastica (A,p)

Solucéo Analitica
Viscoelastica [t=0.0 s]

Resposta Numérica
Algoritmo (At=10"-8 s.)

yz

€, 3,1190511E-04 3,1190511E-04 3,1211018E-04
&, -1,0000000E-03 -1,0000000E-03 -1,0000000E-03
& 0,0000000E+00 0,0000000E+00 0,0000000E+00

Tabela 3.8: Comparacéo de resultados de deformacdo (Modelo Burger-Maxwell)

Observa-se nas Tabelas 3.7 e 3.8 que os valores fornecidos pela solucdo viscoelastica avaliada
no tempo t = 0 s. sdo proximos dos resultados da solucao eléstica. Isto permite deduzir que para

0 caso particular estudado, os campos da solugéo viscoelastica, avaliados no tempo inicial de
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aplicacdo da solicitacdo, apresentam um comportamento elastico. Observa-se, também, que os
resultados elasticos fornecidos pelas sub-rotinas desenvolvidas em Metafor sdo proximos da
solucdo eléstica analitica, 0 que mostra o comportamento adequado do programa nos calculos

iniciais.

3.3.7.2 Comparacdo das Respostas Diferidas

No caso dos resultados diferidos ou viscoelasticos, serdo comparadas as respostas em
deformacéo e tensdo fornecidas tanto pela solugdo analitica viscoeléstica quanto pela solugéo

numérica entregue pelo Metafor, que utiliza o algoritmo desenvolvido neste trabalho.

Para a geracdo das curvas analiticas, empregam-se as equacdes dos campos de deformacéo e
tensdo da expressao (3.115), que dependem dos modelos reoldgicos adotadas para matriz e
fraturas. Podem-se comparar as deformacgdes horizontais e verticais da solugao analitica com

os resultados fornecidos pelo Metafor no caso Burger-Maxwell com as seguintes figuras.

Deformacio Horizontal
0.03

0.02

£ W

o.m

o 1.x 0P 2. x 107 3x 0P 4.x 10°
t(s)

Resposta Analitica Viscoeldstica [Burger Maxwell] |

{ +  Resposta Numérica [Metafor]

Figura 3.14: Resposta Numérica e Analitica de Deformacao Horizontal (Burger-Maxwell)

Deformacio Vertical

1.x10° 2, (107 3.x 0P 4. 10

t(s)

-0.01

-0.02
t\; =003
y \“'\‘\

-0.0%

=0.06

| *  Resposta Numérica [Metafor| Resposta Analitica Viscoclistica |Burg|;r__f\1a\\\(‘||”

Figura 3.15: Resposta Numérica e Analitica de Deformacao Vertical (Burger-Maxwell)
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Nota-se na Figura 3.14 o comportamento esperado de aumento de deformacéo horizontal no
tempo, onde ambas as curvas apresentam a mesma tendéncia no tempo e os valores sdo
préximos entre si ao longo do tempo, principalmente no prazo curto e médio. No longo prazo,
ndo se recomenda alcancar deslocamentos que correspondem as grandes deformacdes. Na
Figura 3.15, as deformacdes da solugdo numérica coincidem com as deformacdes analiticas que
sdo dados do problema. A seguir, mostra-se a comparacgao entre as curvas de tensao vertical e
tensdo perpendicular ao plano YZ da solucéo analitica e numérica.

Tensdo Vertical Z-Z

2% 10° ix 10° 4.x 10°

ts)

(GPa)

54
=
e

o,

Resposta Analitica Viscoeldstica |Burgnr7.\ln\mll|]

| *+  Resposta Numérica [Metafor]

Figura 3.16: Resposta Numeérica e Analitica de Tensdo Vertical (Burger-Maxwell)

Tensao Perpendicular ao Plano YZ

1.x 107 2 x(10° 3% 10° 4% 107

t(s)
o M

-0.3

o, (GPa)

-04

| *  Resposta Numérica [Metafor] Resposta Analitica Viscoeldstica |Burgrr7.\|u\\wll]|

Figura 3.17: Resposta Numérica e Analitica de Tensédo o, (Burger-Maxwell)

Observa-se nas Figura 3.16 e 3.17 que a resposta numeérica coincide com a resposta analitica ao
longo do tempo, mostrando um aumento do valor da tenséo vertical de compresséo e das tensdes
perpendiculares ao plano de deformagdes YZ. A semelhanga das curvas permite verificar a

correta implementacdo do modelo viscoel&stico no caso Burger-Maxwell.
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4 ANALISE DAS DEFORMACOES DIFERIDAS EM GALERIAS
SUBTERRANEAS PROFUNDAS

De acordo com o exposto no capitulo anterior sobre a implementacdo computacional do modelo
viscoelastico, a versdo do programa utilizado fornece a possibilidade de realizar anélises
bidimensionais e axissimétricas, mas ndo contempla a andlise tridimensional. Por conseguinte,
considerou-se a analise de estruturas que, com o intuito de simplificacdo de calculos, possam
ser estudadas em estado plano de deformacdes. Das diferentes estruturas que consideram tal
andlise, foram escolhidos os tuneis. O estudo de t(neis permite determinar uma secéao
transversal de interesse para efetuar a analise bidimensional e verificar os resultados respectivos

segundo as solicitacdes e condi¢des de contorno aplicadas.

Nas duas primeiras secdes deste capitulo sdo apresentados os resultados da comparagdo da
resposta analitica e numérica do comportamento diferido de um tdnel profundo com secédo
transversal circular sem revestimento e com revestimento. Lembra-se que a escavacao provoca
o deslocamento das paredes de um tdnel devido a distribuicdo das pressdes internas no macico.
Um parametro importante relacionado com estes deslocamentos no caso de sec¢éo nao revestida
é conhecido como convergéncia. Ja no caso de uma secdo revestida, € importante estudar a

pressdo exercida pelo macigo no revestimento ao longo do tempo.

Na ultima secdo deste capitulo, é apresentado um breve estudo de um tinel com secédo
transversal tipo ferradura com o propdsito de destacar as capacidades preditivas do modelo
implementado na andlise de tlneis com secdes transversais que ndo contemplam solugdes
analiticas. Nos casos de analise mencionados acima, considera-se um maci¢o viscoelstico com

microfraturas distribuidas isotropicamente.

4.1 TUNEL CIRCULAR PROFUNDO SEM REVESTIMENTO

Para poder analisar o comportamento instantaneo e diferido do macigo frente a uma escavacao,
devem-se definir algumas caracteristicas do problema a ser resolvido. Em primeiro lugar, o

tunel sera considerado como profundo com um raio R e uma profundidade H, onde H>R.
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Considera-se, também, que o tempo utilizado para escavacdo € muito menor que o0 tempo

caracteristico de fluéncia diferida do macigo. Esta hip6tese permite considerar que o0 processo
de escavacdo da galeria € instantaneo. A tensdo inicial (geostatica) go, devido ao peso do

macigo, serd considerada uniforme na regido ao redor da galeria segundo a seguinte expressao:

"=-pl 4.1)

S|
[

onde p=yH , sendo » 6 peso especifico do macico. Isto pode ser observado na Figura 4.1
(@). Apds a escavacdo, o equilibrio estatico do local é alterado tal como mostra a Figura 4.1 (b).

Observa-se que as condi¢des de contorno em tensdo na parede do tunel pode ser expressa por

T--p (1-Y,®)n.

t<t, t=t,
-
c-pl
H' 'Gn-pn H
| S
AT A
\\9\/\ Dq >//
() (b)

Figura 4.1: Representacdo esquematica das condicGes de tensdo no local analisado antes e

depois da escavacéo

O material do macico serad considerado como homogéneo isotropo. Ressalta-se que quando a
profundidade é grande e 0 maci¢o € homogéneo, a pressao exercida vertical e lateralmente no
modelo geométrico discretizado pode ser concebida como constante e com o mesmo valor
p=yH. Devido a simetria determinada pela geometria do tunel, somente um quarto da
estrutura total sera utilizada para realizar as analises respectivas. A Figura 4.2 mostra que a
altura e largura do modelo geométrico utilizado serdo L, sendo L < H . A Figura 4.3 mostra
as condicOes de contorno que serdo aplicadas no modelo para a respectiva simulagdo numérica.

A Figura 4.4 mostra o vetor posi¢do no macic¢o considerando coordenadas polares.
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- |

L

Figura 4.3: CondicGes de contorno e solicitagdes aplicadas no macigo

X ——

Figura 4.4: Representacdo do vetor posicdo X no macico em coordenadas polares
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Num tunel profundo de secdo circular com macico isotropico e homogéneo e tensdes

geostaticas hidrostaticas, as grandezas do problema ndo dependem da coordenada angular 0
(BERNAUD, 1991). Portanto, o vetor posicdo pode ser considerado como X =r-e, em

coordenadas polares, onde I' é a distancia desde o centro da circunferéncia do tanel até um
determinado ponto do macico. Entdo, sera necessario determinar os campos tensoriais de tensédo

o(X,t) edeslocamento £(X,t) que sdo induzidos pela escavacdo do tinel em t =t," (resposta
instantanea) e t >t," (resposta diferida). O campo de deslocamentos £(X,t) sera necessario

para o calculo da convergéncia U (t).

4.1.1 Resposta Eléstica Instantanea

A resposta elastica instantanea analisa 0 estado do maci¢o em t=t,*, que pode ser definido

como o instante apds a escavagao realizada em t, . Considera-se a presenca do estado inicial de

tensdes go(x,tof):—p; e ressalta-se que os calculos serdo realizados em termos de

Ac(X,t,"), que pode ser definido como:
Ag(X /) =a(X. ") =g (X,t) (4.2)

onde g(X,t,") €0 estado de tensdes elastico ou instantaneo e t,~ representa um instante prévio

a escavacéo, que corresponde ao estado inicial de tensdes. A seguir, serdo descritas as equacoes
do problema considerando os conceitos basicos da mecanica dos meios continuos e lembrando

que X dependede I':
divAg(r,t,") =0
Ao(r,ty" ) =R(t,"): &(r.t,") (4.3)
Ert)=J@,7):Aa(r.t,")

onde div é o operador divergéncia, R(t,") o tensor de relaxagdo e J(t,") o tensor de fluéncia
avaliados em t,". Enquanto, &£(r,t,") € o tensor de deformacbes em t,". As tensdes e

deformac6es também podem ser expressas da seguinte maneira:
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Ao(rt,") = A" t,") tre(r,ty") 1+ 2u(t,",t,7) £(r.t,7)
(4.4)

s(rt) = %(vg(r,t;) +'VE(r )

sendo A(t,",t,") o parametro de Lamé e x(t,",t,") o modulo viscoelastico de cisalhamento no
instante t,". Agora serdo definidas as condigdes de contorno em tensdo para o tunel circular

profundo analisado. Sabe-se que, apés a escavacdo, o campo de tenses no perimetro do tanel

o(R,t,") é zero. Portanto, cumpre-se que:

Emr=R — o(Rt,")=0
AGRY) € =(ERL) - (Rt)) & =(0-(-pD) e =pe, (4.5)

—->Ac(R,t,")=1p
As condigdes de contorno em deslocamento podem ser descritas da seguinte maneira:
£(r,t,")=0 quando r — o (4.6)

Para resolver o problema, sera utilizada uma abordagem em deslocamento. Assume-se entao

um vetor de deslocamentos para verificar sua admissibilidade cinematica e, posteriormente,

calcular o tensor de deformagdes e o tensor de tensGes. O vetor de deslocamentos &(r,t,")

assumido é:

é:(r!tOJr) = é:r g’r = u(r’tOJr) Qr (47)

onde u(r,t,") € uma funcdo de deslocamento que depende da distancia I'. A expressao geral

para o gradiente do vetor deslocamento em coordenadas cilindricas é apresentada a seguir:

05, 1[0 & | Teu ]

or r(&@ 959] 2| |3 20
of, 1(aé o u

° or r(ae ﬁfrj 0z r (4.8)
o, 105 a5 | |0 00
_ar r o6 az_ L i
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onde u'=adu/or. Tendo assumido o vetor deslocamento, pode-se calcular o tensor de

deformacdes segundo a expresséo (4.4):

u' 0 0
e(rt,’)=/0 u/r 0 (4.9)
0 0 O

Considerando a lei do comportamento viscoelastico da expressdo (4.4), pode-se calcular o

tensor Ao (r,t,"):
Bar) =20 ) (W) 1 2uty ) (v e, @e+ Y e, e, |

= Ao, (rt,") = A" t,") (u+u/r)+2u(t,"t,") u'
(4.10)
= AC,, (") = A0t ") (u'+u/r)+2u(t,",t") u/r

= A0, (r,t") =A(t,",t,") (u+u/r) ; Outros Acy(r,t,")=0 com i,j=r,0,z

Utilizando a primeira equacdo da expressao (4.3), pode-se verificar a admissibilidade estatica

do tensor Ag(r,t,"). A expressdo geral para a divergéncia do tensor Ag(r,t,") em

coordenadas cilindricas é apresentada a seguir:

OAD,, N 10Ao,, N O0Ao,, AO,—-ACy, ‘Ao, AG. -AG,,)
o r 00 oz r or + ,
divag=| 20w 1080y 080, 280, | 0 (4.11)
= o r 06 o4 r
0Ao, 10A0,, OAo, Ao,
+= + +
i o r 06 0z r 1 - )

Das expressoes (4.3) e (4.11) tem-se que:

2u(ty' t") (U - u/r)

Alty",t") (u'+u/r)+ 2ty ") u'+ =0

(4.12 @)

T " u' u g+ " gt !
Aty t7) (U +?—FJ+2ﬂ(to ) Ut 2u(t, ty") (u/r) =0
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+ 4+ + 4+ w, U _
(A" ") + 20ty 1)) (u +?——2j_o
(4.12 b)
= (At ") +2u(t," 1)) (u+u/r)'=0

Da expressdo (4.12), pode-se deduzir que (u'+u/r)'=0 e, portanto, (u'+u/r)=A, sendo A

uma constante. Pode-se determinar a forma da fungéo de deslocamento u(r,t,"):
(U+u/r)=A - ru+u=(ru)'=Ar

2

I(ru)'drszrdr — ru:A%+B (4.13)

r B
=u(rt)=A —+—
() =A 7+

Lembrando a condicdo de contorno da expressao (4.6), pode-se determinar que A=0 e, por
conseguinte, a expressao da funcdo de deslocamento radial se reduz a:
u(rt ) =2 (4.14)
r

onde B € uma constante. Substituindo a expresséo (4.14) nas componentes do tensor Ag(r,t,")

da expressao (4.10):

+ + o4+ B
A0, (nG) =-2ult" ")
+ + o4+ B
MG (") = 20t ) — (4.15)

r

Ao, (rt,")=0 ; Outros Aoy (r,t,")=0

Substituindo a condicdo de contorno em tensdo da expressao (4.5) na componente radial do

tensor Ao(r,t,") daexpressdo (4.15), obtem-se o valor da constante B :

pR?

) (4.16)

Ricardo H. Moran Ramirez (rmoran.ramirez@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2019.



135
Das expressoes (4.14) e (4.16), determina-se a expresséo para funcéo deslocamento u(r,t,"):

pR?

u(r,t, ) =————
( ° ) 2,U(toJr’toJr) r

(4.17)

Dos célculos anteriores, verificam-se as condi¢Ges de contorno e as equacdes do problema
descritas na expresséo (4.3). Da expressao (4.2), determina-se 0 campo de tensdes da resposta

elastica instantanea:
ort,)=0"(rt,)+Ac(rt’) (4.18)

onde go(r,to‘) =—p 1. Substituindo a expresséo (4.16) nas componentes do tensor Ag(r,t,")

da expressao (4.15), obtem-se:

2
AO-rr(r-’1:0+) = pr;Rz
2
AG, (1) =—F;L§ (4.19)

Ao, (rt,)=0 ; Outros Acy(r,t,") =0

Substituindo as componentes da expressao (4.19) na expressdo (4.18) e a expressdo (4.17) nas
expressdes (4.7) e (4.9), pode-se, finalmente, obter os campos de solugdo da resposta elastica

instantanea do macico:

. pR’
rt )=—————2¢,
é( ° ) 2/U(t0+1t0+) r-
2 2
g(rt,) = (sze ®e, +(%J@g ®e, (4.20)
- Zﬂ(to ato ) r Zﬂ(to ,to ) r

o(rt)= { p(?—;—lj

A convergéncia na resposta eléstica depende do raio R do tunel circular e do deslocamento

2
e ®¢, {—p[% +1H§6 ®e,+(-p)e, ®e,

radial da parede do tunel &(R,t,"). Este pardmetro pode ser definido da seguinte forma:
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é(R,t{) _ PR
R 2;U(J[oJr’toJr)

Ut,") =~ (4.21)

Lembra-se que o modulo viscoelastico de cisalhamento (t,",t,") avaliado em t,* depende dos

modelos reoldgicos adotados para a matriz e para as fraturas.

4.1.2 Resposta Diferida: Evolucao Ulterior

A resposta diferida analisa o estado do maci¢o em t >t,*, que significa a evolu¢éo do campo
de tensdes e deslocamentos no macico ao longo do tempo. Da mesma forma que na resposta
elastica, considera-se a presenca do estado inicial de tensdes go(r,tof) =—p 1 nos calculos, os

que serdo trabalhados em termos de Ao (r,t) . Esta diferenca de tensdes € definida como:
Ag(rt)=a(rt)-a’(rt,) (4.22)

onde o(r,t) € o estado de tensdes diferido. A seguir, seréo descritas as equacdes do problema

considerando os conceitos hasicos da mecanica dos meios continuos:

divAg(r,t)=0
Ag(r,t)=R(t)og(r,t) (4.23)
£(r,t) = J(t)o Aa(r,t)

onde o simbolo o representa o operador de Boltzmann. Os tensores de tensdo e deformacéo da

expressao anterior também podem ser definidos como:

Ao (r,t) = A(t,ty") otre(r,t) 1+2u(t,t,") o £(r,t)
(4.24)

£(rt) = %(vg(r,t) +VEmD)

sendo A(t,t,") o parametro de Lamé e wu(t,t,") o modulo viscoelastico de cisalhamento para
um tempo t >t,". Em relagdo as condiges de contorno em tens&o, trabalha-se considerando
que para um tempo t >t;*, 0 campo de tensdes na parede do tinel o(R,t) € zero. Portanto,

cumpre-se 0 seguinte:
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Emr=R — o(Rt)=0 para t>t,"
Ac(R1)-e, :(g(R,t)—gO(R,tO’))-g:r —pe para t>t’ (4.25)
—-> Ao (Rt,") = pY, (t)
onde Ytg (t) é a funcdo Heaviside para t >t,". As condi¢Oes de contorno em deslocamento

podem ser descritas da seguinte maneira:

E(r,t)=0 quando r »>ow e t>t, (4.26)

Utilizando a mesma abordagem do caso elastico, assume-se um vetor deslocamento para o

calculo das deformacdes e tensdes:
crit)=24 e =u(rt)e (4.27)

onde u(r,t) é uma funcgdo de deslocamento que depende da distancia I' e do tempo t. Devido

a semelhanga com os célculos realizados na resposta elastica e seguindo 0 mesmo
procedimento, pode-se determinar o tensor linearizado de deformacdes segundo a expressao
(4.24) como:

E(rt)=u'e, ®e, +- e,®e, (4.28)
- r

Segundo a expressdo anterior e considerando a lei do comportamento descrita na expressao

(4.24), determina-se o tensor de tensbes Ao (r,t) e suas componentes da seguinte maneira:
Ag(rt) = At ) o (u'+u/r) 1+2u(t 1) (U' e ®e +— g ® egj
= - r

= A0, (r,t) = A(t,t,") o (u'+u/r)+2u(t,t;") o u’
(4.29)
= A0, (r,t) = A(t,t,") o (U+u/r)+2u(t,t,") ou/r

= A0, (r,Y) = At,t,") o (u'+u/r) ; Outros Aoy (r,t)=0
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Com a primeira equacdo da expressdo (4.23) verifica-se a admissibilidade estatica do tensor

Ag(r,t). Aproveitando a expressdo (4.11) que descreve a divergéncia de um tensor em

coordenadas cilindricas, determina-se que:

(aAarr L Ao, -Agy,

e,+0e,+0¢e,=0 4.30
or r j‘ T (4:30)

Das expressoes (4.29) e (4.30), tem-se o seguinte:
(Altty)+2u(tt,"))o(u'+u/r) =0 (4.31)

Nota-se na expressao anterior a semelhanca com os célculos realizados na solucéo elastica

instantanea. Por conseguinte, pode-se determinar a fungéo de deslocamento u(r,t) como:

u(r.t) = At) ~+ B0 (4.32)

2 r
onde A(t) e B(t) sdo fungOes do tempo. Lembrando a condi¢do de contorno da expressao
(4.26), pode-se determinar que A(t)=0 e, por conseguinte, a expressdo da funcdo de

deslocamento radial se reduz a:

u(r,t)=

Bf) (4.33)

Substituindo a expresséo (4.33) nas componentes do tensor Ao (r,t) da expresséo (4.29):

A0, (1) =201t ) o 2
MG (1.0 = 20t ) - 25 (4:34)

o,(rt)=0 ; Outros Acy(r,t)=0

Substituindo a condic¢do de contorno em tensé@o da expressédo (4.25) na componente radial do

tensor Ao (r,t) daexpressdo (4.34), obtem-se a seguinte expressao:

o (Rit) = 2u(t,t,7) o (t) = pY, (0 (4.35)
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A expressao (4.35) pode ser organizada da seguinte maneira:

2u(t,t") o (_Bp(;)z j =Y, (1) (4.36)

A expressdo (4.36) pode ser relacionada com a seguinte identidade operacional da

viscoelasticidade:
2u(t,t,) o [(1+ n(t.t,"))J (t,t;)} =Y, (®) (4.37)

onde (1+ n(t,to*))J(t,to*) é definido como o inverso operacional da fungdo de relaxacdo em

cisalhamento simples, J(t,t,") é uma funcéo de fluéncia em ensaio de tragéo simplese n(t,t,*)

é o coeficiente de Poisson na experiéncia de fluéncia em tracdo simples. Portanto, pode-se

. B(t) ., . : « . N
afirmar que —% e o inverso operacional da fungéo 2(t,t,") . Relacionando as expressoes
P

(4.36) e (4.37), tem-se:

B(t) . .

R = (1+n(t.t,") It
(4.38)

= B(t) =—pR’ (1+n(t.t,")) I(t,t,")
Lembra-se que no espaco de Carson-Laplace existe a seguinte propriedade:
* l
2.5 (p) = _ (4.39)
[(1+n(p))I(p) ]

Por consequéncia, aplicando a transformada inversa de Carson-Laplace, pode-se determinar no

dominio do tempo que:

1
1+ntt") IG,) =M(tt,) = £t =— 4.40
(1+n(tt,") ItL) =M(tt) (Zy(p)j (4.40)

onde M (t,t,*) sera denominado como a transformada inversa de 1/2,"(p) . Do anterior, pode-

se estabelecer que:

B(t) =—pR*M (t,t,") (4.41)
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Das expressoes (4.41) e (4.33), determina-se a expressao para a fungdo deslocamento u(r,t):

u(r,t) =

2 +

Dos célculos anteriores, verificam-se as condi¢fes de contorno e as equacfes do problema
descritas na expressédo (4.23). Da expressao (4.22), determina-se 0 campo de tensdes da resposta
diferida:

o(rt)y=0’(rt,)+Aa(r,t) (4.43)
Da expressao (4.36), tem-se que:

2u(tty") o B(t) = -pR*Y, (1) (4.44)

Substituindo a expressdo (4.44) nas componentes do tensor Ag(r,t) da expressdo (4.34)

obtém-se:
pR’
AGrr(r,t) = 7 Yt* (t)

RZ
AG,,(r1) = —Fr’—z Y, ) (4.45)

Ao, (r,t)=0 ; Outros Aoy (r,t)=0

Substituindo as componentes da expressdo (4.45) na expressdo (4.43) e a expressao (4.42) nas
expressoes (4.27) e (4.28), pode-se, finalmente, obter os campos de solucao da resposta diferida:

2

&ry=-LEmey)e
pR? . pR? .
g(r!t) :[ r2 M (t!to )j € ®§r +(_TM (tito )] €y ®§9 (446)

a(ry)= { p[F:—;Yta (t) —1H§r ®e {—p[i{—:ﬂa (t) +1H@H ®e, +(-pe, ®e,
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A convergéncia na resposta diferida também depende do raio R do tanel circular e do

deslocamento radial da parede do tanel &£(R,t) . Este pardmetro pode ser definido da seguinte

forma:

00 =-"" = pueey) (4.47)

Lembra-se que o modulo M (t,t,") depende dos modelos reoldgicos adotados para a matriz e

para as fraturas tendo em vista a expresséo (4.40).

4.1.3 Comparacéo de resultados analiticos e numéricos

A comparacao dos resultados analiticos e numéricos do problema do tanel circular serd Gtil para
verificar o correto funcionamento do codigo implementado. A seguir, sdo apresentados os dados

geomeétricos do problema tendo em conta a Figura 4.2: a profundidade H =125,00 m. e o raio

do tanel circular R = 2,50 m. Os dados de carregamento do problema séo: peso especifico do

macico y = 24000 N/m®, a pressdo vertical e lateral do macico p=0,003 GPa e 0 estado

inicial de tensdes tem o mesmo valor da pressdo p nas trés dire¢Ges principais.

O modelo viscoelastico implementado tem a capacidade de utilizar diferentes modelos
reoldgicos para a matriz e para a fraturas (Mola Simples, Maxwell, Kelvin-Voigt, Burger). Um
caso geral pode considerar o modelo de Burger tanto para a matriz quanto para as fraturas. Ndo
obstante, para este problema, sdo utilizados os modelos de Maxwell e Burger. Os casos
analisados terdo as seguintes combinagdes de modelos: Maxwell (Matriz) — Maxwell (Fratura)
e Burger (Matriz) — Maxwell (Fratura). Os pardametros mecanicos utilizados para a matriz e para

as fraturas sdo os mesmos utilizados no capitulo anterior:

MATRIZ
Parametro| Valor | Unidade |Parametro| Valor | Unidade
Ko w 24,42 GPa ks « 39,27 GPa
Ks 7,33x10% | GPa-s k; « 5,07x10’ | GPa-s
e 13,27 GPa Hex 14,07 GPa
How 3,88x108 | GPa-s H 1,27x10° | GPa-s

Tabela 4.1: Parametros mecanicos da matriz para 0 modelo reoldgico de Burger
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FRATURAS
Parametro| Valor Unidade
Ko 42,22 GPa/m
Ko 7x10" | GPa-s/m
Ke 16,88 | GPa/m
K 4x10" | GPa-s/m

Tabela 4.2: Parametros mecanicos das fraturas para o0 modelo reoldgico de Maxwell

O parametro de dano ou densidade de fratura serd & =0,20 e o numero de fraturas por metro
cubico serd N =1,0. No que diz respeito ao restante dos dados principais (raizes de polindbmios
e coeficientes) do modelo viscoeldstico que sdo utilizados nas sub-rotinas, estes serdo

fornecidos como dados de entrada e podem ser calculados utilizando, por exemplo, o programa
Maple.

Com relacéo ao modelo de elementos finitos analisado em Metafor, a Figura 4.5 mostra a malha
utilizada para a analise respectiva. O modelo mostrado compGe-se de 192 elementos finitos

quadrilateros e 221 nos.

50 [~ /

40 (- /
3 u
O‘ -
g [
0 2

10 |-

- //

-

o e o b b b by 1

0 10 20 30 40 50 60
Direcdo X

Figura 4.5: Malha de Elementos Finitos do modelo geométrico do tanel circular
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Para ambos os casos de modelos reoldgicos utilizados, sera realizada a comparacao de respostas

analiticas e numéricas de deslocamento radial e convergéncia em funcdo do tempo para uma

distancia r = R, assim como os deslocamentos radiais, tensdes radiais e tangenciais do maci¢o

em funcéo da distancia radial I'.

Os deslocamentos e tensdes em fungdo da distancia radial ' serdo apresentados para trés

tempos diferentes, sendo t1 o correspondente a resposta elastica inicial, t2 é um tempo

intermediario e t3 corresponde a um tempo grande como, por exemplo, quando as tensdes se

estabilizam no caso do tinel com revestimento.

A seguir, mostra-se a comparagéo entre respostas diferidas considerando um modelo Maxwell-

Maxwell:

U

&r (mm)

Deslocamento Radialem r=R

5% 10 1Lx10° 1.5 10* 2% 0%

t(s)

[ * Numérica Analitiea  [Maxwell_Maxwell| |

Figura 4.6: Comparacdo de deslocamentos radiais em r = R (Maxwell-Maxwell)

Convergéncia Radial em r =R
0.0014 o

0.0012 —_
0.0010 —_
0.0008 —_
0.0006 —_
0.0004 —_

0.0002 +

] T T T T T T T T T T T .
0 5% 107 1.% 10° 13x10% 2.x10%

t(s)

Analitica [Maxwell Maxwell] |

‘ ¢  Numérica

Figura 4.7: Comparacdo da convergéncia radial U (Maxwell-Maxwell)
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Caso Maxwell-Maxwell - Deslocamentos

*  Numérica_tl
1 Analitica_t1
+  Numérica_t2
— == Analitica_t2
g 3 L] *  Numérica_t3
= 1 " Analitica_t3
e |
- \
= 2
| "
L
%
1 ~ L
- -
"‘\ ""h " - a
T —— - — A | w -
. oy TSN = ».= " C |y S A B e 3
) . -
0 10 20 30 a0 50 60
r (m)

Figura 4.8: Comparacdo de Deslocamentos em funcao da distancia I' (Maxwell-Maxwell)

Caso Maxwell-Maxwell - Tensoes Radiais
0.004 - .

0.003

0.002 O Numérica_tl
Analitica_t1
< Numérica_t2
Analitica_t2
Num érica_t3
Analitica_t3

— 0., (GPa)

0.001

1] i 20 30
r (m)

40 50 60

Figura 4.9: Comparacdo de tens@es radiais em funcgéo da distancia I' (Maxwell-Maxwell)

Caso Maxwell-Maxwell - Tensdes Tangenciais

0.008
0.007 @] .\Ilrll'é‘!-'l(‘a_tl
Analitica_t1
| ©  Numérica_t2
0.006 rica_|
Analitica_t2
= 0,005 Num érica_t3
% Analitica_t3
~ 0004
3
? 0.003 D g g @ @ ®
0,002
0.001
0
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Figura 4.10: Comparacéo de tensdes tangenciais em funcdo de I (Maxwell-Maxwell)
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Das Figuras 4.6 e 4.7, observa-se que a correspondéncia entre as respostas numéricas e
analiticas é satisfatoria no deslocamento e convergéncia do tunel circular. Nas Figuras 4.8 a
4.10, nota-se que também existe uma correspondéncia congruente entre as respostas numéricas
e analiticas de deslocamento e tensdes. N&o obstante, observa-se que no caso dos deslocamentos
da figura 4.8 aparentemente existem efeitos de borda, pois no contorno (maior I') do modelo o
deslocamento deve ser nulo. Mesmo que a tendéncia mostrada nas curvas aponta a zero, faz-se
necessario realizar estudos posteriores sobre o tamanho (altura e largura L) e refinamento da
malha de elementos finitos em modelos viscoelasticos de forma tal que os efeitos de borda
possam desaparecer no contorno dela. Percebe-se, da superposicdo das curvas nas figuras 4.9 e

4.10, que as tensdes, na resposta instantanea e para diversos tempos, permanecem constantes.

A seguir, mostra-se a comparagdo entre respostas diferidas considerando um modelo Burger-

Maxwell:

Deslocamento Radial em r = R

1.x 10t 2 x 10 3w 10*

t(s)

&,y (mm)

[ * Numérica Analitica  [Burger_Maxwell]|

Figura 4.11: Comparacéo de deslocamentos radiais em r = R (Burger-Maxwell)

Convergeéncia Radialemr =R

0.0025
0.0020
00015
00010

0.0005

0 1w 1o 2o 10 ERatid
t(s)

Analitica  [Burger_Maxwell]|

| *  Numérica

Figura 4.12: Comparacédo da convergéncia radial U (Burger-Maxwell)
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Figura 4.13: Comparacédo de Deslocamentos em funcédo da distancia I' (Burger-Maxwell)
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Figura 4.14: Comparacao de tensdes radiais em funcédo da distancia I' (Burger-Maxwell)
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Caso Burger-Maxwell - Tensoes Tangenciais
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Figura 4.15: Comparacgéo de tensdes tangenciais em funcéo de I' (Burger-Maxwell)

Observa-se nas Figuras 4.11 e 4.12 que existe uma correspondéncia adequada entre as respostas

numericas e analiticas em funcéo do tempo para os deslocamentos e convergéncia. Nas Figuras
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4.13 a 4.15, nota-se que também existe uma correspondéncia adequada entre as respostas
numericas e analiticas de deslocamento e tensdes. Ndo obstante, observa-se que no caso dos
deslocamentos da Figura 4.13 aparentemente existem efeitos de borda, pois no contorno do
modelo geométrico o deslocamento deve ser nulo. Entdo, consideram-se 0S mesmos
comentarios realizados para 0 caso anterior: é necessario estudar o tamanho da malha para
reduzir os efeitos de borda, assim como o refinamento da malha para obter melhores resultados.
A superposicdo das curvas nas Figuras 4.14 e 4.15 indica que as tensdes permanecem constantes

para diferentes tempos de anélise.

Da correspondéncia vista nas curvas analiticas e numéricas, valida-se o codigo implementado
e verifica-se 0 comportamento satisfatério para os modelos reoldgicos adotados para a matriz e
para as fraturas.

4.2 TUNEL CIRCULAR PROFUNDO COM REVESTIMENTO

Este problema se diferencia do anterior na presenca de um revestimento que atua como um

apoio no contorno do tunel circular. Apos a abertura da galeria ou tanel no instante t=t,,

coloca-se imediatamente, em t=t,", um revestimento continuo e perfeitamente rigido na

parede do tunel, tal como pode ser observado na Figura 4.16. Esta caracteristica do
revestimento é necessaria para poder obter a solucdo analitica particular, pois poderia acontecer

em outros casos que o revestimento se deforme ao longo do tempo.

Figura 4.16: Representacdo esquematica das condi¢des de deslocamento no local analisado

quando considerado revestimento rigido

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



148

Da Figura 4.16, nota-se que o tlnel terd as mesmas caracteristicas geométricas do problema
sem revestimento, isto &, serd considerado como profundo com um raio R, altura e largura L e
uma profundidade H, onde H > R . A presenca do revestimento muda as condi¢@es do contorno
do problema: ap6s a escavacao, a parede do tinel experimenta um deslocamento radial inicial

u(R,t,") e, posteriormente, € colocado o revestimento, de forma tal que qualquer deslocamento

radial ser& impedido.

Entdo, o deslocamento inicial u(R,t,") sera mantido constante durante o tempo de existéncia

do tunel, o que pode ser interpretado como um problema de deslocamento prescrito gerando

gue o macico sofra um fendmeno de relaxacdo de tensdes.

Com relacéo a tensdo inicial (geostatica) go(r,to’) , devido ao peso do macico, sera considerada

uniforme segundo a seguinte expressao:
o’(rt,)=-pl (4.48)

Devido a restricdo de deslocamentos no contorno do tdnel revestido, 0 macigco exercerd uma

pressdo q(t) no revestimento. A Figura 4.17 mostra como € aplicada a pressdo do maci¢o no
revestimento rigido. O revestimento serd dimensionado para suportar a presséo q(t) ao longo

do tempo.

Figura 4.17: Presséo exercida pelo macico no revestimento rigido do tanel circular
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Da mesma forma que no problema anterior, o vetor posicdo pode ser considerado como
X =r e, em coordenadas polares, onde I' é a distancia desde o centro da circunferéncia do

tunel até um determinado ponto do macico.

Serdo determinados os campos tensoriais de tensdao o (r,t) e deslocamento £(r,t) e a pressao
g(t), que sdo induzidos pela escavacdo do tunel e a posterior colocagdo do revestimento em

t>t," (resposta diferida).

4.2.1 Resposta Diferida do Macico

Para analisar o comportamento do macigo em t >t,", pode ser aproveitada a resposta elastica

do problema do tanel sem revestimento. Considera-se como uma das condi¢Bes de contorno

que o deslocamento inicial antes da colocagdo do revestimento u(R,t,”) é o mesmo fornecido
pela solucdo eléstica do tanel sem revestimento:

PR

uRt, ) =————M@M—
( ’ ) 2/u(to+’to+)

(4.49)
Considera-se, também, a presenca do estado inicial de tensGes go(r,tof) e ressalta-se que 0s

calculos serdo realizados em termos de Ao (r,t), que pode ser definido como:

Ao(rt)=o(rt)-o’(rt) (4.50)

As equacdes do problema sdo as mesmas descritas nas expressdes (4.23) e (4.24) no que diz
respeito a resposta diferida para o problema sem revestimento. Em relacdo as condi¢fes de
contorno em tensdo, cumpre-se o0 descrito na expressao (4.25), enquanto que para as condic¢oes
de contorno em deslocamento, cumpre-se, também, o descrito na expressao (4.26) e o seguinte

para r =R:

URD)=U(RL) Y, (1) = —M(tp—fzmvta (t) (4.51)

onde Y, (t) é a fungdo Heaviside para t>t,". Utiliza-se um abordagem em deslocamento e
0
assume-se um vetor deslocamento para o calculo posterior das deformacdes e tensoes:

Sr)=¢ e =u(rt)e (4.52)
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onde u(r,t) é uma funcéo de deslocamento que depende da distancia I' e do tempo t. Devido

a semelhanca com os calculos realizados no problema sem revestimento e seguindo 0 mesmo

procedimento, pode-se determinar o tensor linearizado de deformagdes como:
g(r)=u'e ®e, +- g, e, (4.53)
= r

Segundo a lei do comportamento viscoelastico descrita na expressdo (4.24), determina-se 0

tensor de tensGes Ag(r,t) e suas componentes:
AC, (rt) =A@t ) o (u+u/r)+2u(tt,")ou’
AC,(rt)=Altt,") o (u+u/r)+2u(t,t,") ou/r (4.54)
Ao, (rt)=A(tt,") o (u'+u/r) ; Outros Acy(r,t)=0

Verifica-se a admissibilidade estatica do tensor Ao (r,t) por meio do calculo da divergéncia

de um tensor em coordenadas cilindricas descrita na expressdo (4.30). Entdo, pode-se obter o

seguinte:
(Atty)+2u(tt,))o (u'+u/r) =0 (4.55)

Da expressao anterior e pela semelhanca nos célculos respectivos do problema anterior, pode-

se determinar que a forma da fung&o de deslocamento u(r,t) é:

u(r.t) = At) ~+ B0 (4.56)

2 r
onde A(t) e B(t) séo fungbes do tempo. Da condigéo de contorno da expressao (4.26), pode-
se determinar que A(t) =0 e, por conseguinte, a expressdo da funcdo de deslocamento radial

se reduz a:
u(r 1) :@ (4.57)

Da condicgéo de contorno descrita na expressdo (4.51) e levando em conta a expresséo (4.57),

pode-se determinar que a funcéo B(t) é:
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PR™ v o (4.58)

B(t) = U(R,t) R= —m ¢

Por conseguinte, a fungéo de deslocamento u(r,t) é dada por:

PR™ v (4.59)

utr,t) =———-—+—Y,
(r:t) 2,U(toJrvto+)'r o

Substituindo a expresséo (4.59) nas componentes do tensor Ao (r,t) descritas na expressao

(4.54), obtém-se:

R pR?
Ao, (rt)=2u(tt")o WYQ (t)
0 ' 0

AO,,(rt)=2u(tt,") O[_WF\:W'I’ZYQ (t)] (4.60)

Ao, (r,t)=0 ; Outros Acy(r,t)=0

Sabe-se que u(tt,") oY, (t) = u(t,t,"). Consequentemente, a expressdo (4.60) pode ser

atualizada da seguinte maneira:
2 +
Ao (rt) = PRAHLE)

r*oult' ")

2 +
A0, (rp) =R A0 ) (4.61)
r* oty ")
Ao, (r,t)=0 ; Outros Aoy (r,t)=0

Da expressdo (4.50), determina-se a expressdo geral para o campo de tensdes da resposta
diferida:

a(rt)=a’(rt,)+Ag(r.t) (4.62)

Substituindo as componentes da expressao (4.61) na expressdo (4.62) e a expressao (4.59) nas
expressoes (4.52) e (4.53), pode-se, finalmente, obter os campos de solugdo da resposta diferida

para um tanel circular com revestimento:
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pR?
)=——P" v (),
é( ) 2/1(t0+,t0+)-l’ to()_
cr=— P vl se /- PRy gl oe (4.63)
= 2 (1:o+,toJr)'r'2 6 o zﬂ(to+’to+)'r2 5 o l

a(rt) {p[?—z%—lﬂg ®e, {—p[%%ﬂﬂee ®e,+(-pe, ®¢,

Com relacdo a pressdo q(t) que o macigo exerce sobre o revestimento, esta é definida da

seguinte maneira:
q(t) = -0, (R.1) (4.64)

Substitui-se a componente radial o, (r,t) do tensor de tensdes da expresséo (4.63) na expresséo

(4.64) para obter a expressao final para a pressao no revestimento:

a(t) = p[l—/jzt“;—t{?)J (4.65)

O modulo viscoelastico de cisalhnamento x(t,t,") depende dos modelos reoldgicos adotados

para a matriz e para as fraturas.

4.2.2 Comparacéo de resultados analiticos e numeéricos

As comparacdes realizadas nesta se¢do serdo consideradas como uma prova adicional para
verificar o funcionamento do codigo numérico implementado considerando os mesmos
modelos reoldgicos adotados para a matriz e fraturas do problema do tanel sem revestimento.
Em relacdo aos dados geometricos e de carregamento do presente problema, utilizam-se os

mesmos dados empregados no problema anterior.

Os parametros mecanicos utilizados para os modelos reoldgicos de Maxwell e Burger serdo 0s
mesmos mostrados nas Tabelas 4.1 e 4.2, da mesma forma que a densidade de fratura e o
numero de fraturas por metro cubico. No que diz respeito a malha de elementos finitos utilizada
para a analise numerica, utiliza-se a mostrada na Figura 4.4. Devido as caracteristicas deste

problema, serdo analisadas as tensdes radiais e tangenciais na distancia r = R, da mesma forma
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que a pressdo que 0 macico exerce sobre o revestimento. Também serdo analisados 0s

deslocamentos e tensdes em funcédo da distancia radial I' para trés tempos diferentes, sendo t1

0 correspondente a resposta elastica inicial, t2 & um tempo intermediario e t3 corresponde a

um tempo muito grande quando as tensdes se estabilizam. A seguir, mostra-se a comparagao

entre respostas diferidas considerando um modelo Maxwell-Maxwell:

O gy (GP2)

o, (GPa)

-0.001

=0.002

=0.003

-0.004

=0.005

=0.006

Tensido Radial em r =R [Tinel com Revestimento)

3.x[107 Lx/10% 155 10°

t(s)

LB S i +

[ ® Numérica —— Analitica  [Maxwell Maxwell]]

Figura 4.18: Comparacao de tensdes radiais em r = R (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.19

q (GPa)

0006

0.005

0.004

0,003

0,002

0.001

L

Tensdo Tangencial em r = R [Tinel com Revestimento]

5107 1.=|10* L35 10°F

[ * Numérica —— Analitica _[Maxwell_ Maxwell]]

: Comparagdo de tensdes tangenciais em r = R (Maxwell-Maxwell)

Pressio no Revestimento

AAAAAAAAAAAAAAA

2w 00’ 4% 107 6% 107 &% 107 1= 10¢ L2x 10¢
t(s)

Analitica  [Maxwell_Maxwell] |

| *  Numdérica

Figura 4.20: Comparacéo da Pressdo q no Revestimento em r = R (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.21: Comparacéo de deslocamentos em funcdo da distancia I' (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.22: Comparacéo de tensdes radiais em funcéo da distancia I' (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.23: Comparacéo de tensdes tangenciais em funcéo de I (Maxwell-Maxwell)

Nota-se, nas Figuras 4.18 a 4.20, a correspondéncia satisfatoria entre a resposta numérica e

analitica para o campo de tensdes, principalmente no médio e longo prazo. Deve ser

considerado um estudo posterior do refinamento da malha para aproximar de zero as tensoes
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radiais instantaneas. Considera-se que este refinamento pode melhorar a correspondéncia no
curto prazo tanto para a tensdo radial quanto para a tenséo tangencial. Observa-se na Figura
4.20 que a pressdo maxima a ser suportada pelo revestimento rigido tem o mesmo valor de

pressdo do maci¢co p considerado como condigéo de contorno em tensdo no modelo analisado.

Nas Figuras 4.21 a 4.23, percebe-se a adequada correspondéncia entre as respostas numéricas
e analiticas dos campos de solu¢do em funcéo da distancia radial r. Como era esperado, de
forma similar as respostas obtidas no problema sem revestimento, aparecem efeitos de borda
na Figura 4.21 que estéo relacionados com o tamanho da malha considerada e que precisam de
analises posteriores com o intuito de reduzir estes efeitos e os deslocamentos no contorno do
modelo geométrico discretizado possam ser nulos. Percebe-se da superposicdo de curvas na
Figura 4.21 que o deslocamento radial a uma determinada distancia r sera constante para
diferentes tempos no caso de um tanel com revestimento rigido. A seguir, mostra-se a

comparacgéo entre respostas diferidas considerando um modelo Burger-Maxwell:

Tensdo Radial em r = R [Tinel com Revestimento|

1.x 107° 2% 107 ix 10t

t(s)
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Figura 4.24: Comparacédo de tensdes radiais em r = R (Burger-Maxwell)
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Figura 4.25: Comparacéo de tensdes tangenciais em r = R (Burger-Maxwell)
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Figura 4.26: Comparacéo da Pressdo g no Revestimento em r = R (Burger-Maxwell)

Nas figuras 4.24 e 4.25 observa-se uma correspondéncia aceitavel entre as respostas numéricas

e analiticas para o campo de tensdes do problema analisado. Ao longo prazo, percebe-se que as

tensdes alcancam o valor da pressdo geostatica correspondente ao estado de tensdes iniciais.

Esta pressdo maxima p é a mesma que alcanca a pressdo g no revestimento rigido na Figura

4.26.
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Figura 4.27: Comparacdo de deslocamentos em funcdo da distancia I' (Burger-Maxwell)
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Figura 4.28: Comparacéo de tensdes radiais em funcéo da distancia I' (Burger-Maxwell)
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Caso Burger-Maxwell - Tensoes Tangenciais (Ttinel Revestido)
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Figura 4.29: Comparacdo de tensdes tangenciais em funcdo de I' (Burger-Maxwell)

Nas Figuras 4.27 a 4.29, observa-se uma correspondéncia adequada entre as respostas
numéricas e analiticas. Ndo obstante, nota-se a apari¢do de efeitos de borda na Figura 4.27 no
que diz respeito aos deslocamentos no contorno do modelo geométrico analisado. Por
conseguinte, faz-se necessario analisar, posteriormente, o tamanho da malha de elementos
finitos com o intuito de reduzir tais efeitos. Na Figura 4.27, observa-se a superposicao das
curvas de deslocamento para diferentes tempos, o que demostra que no caso de um tdnel circular
revestido, os deslocamentos a uma distancia r serdo constantes para qualquer tempo

considerado.

Da correspondéncia entre as solucdes analiticas e numéricas vista nas figuras anteriores, pode-
se validar o codigo implementado e seu comportamento para os modelos reolégicos adotados

para a matriz e para as fraturas.

4.3 TUNEL COM SECAO TRANSVERSAL TIPO FERRADURA

Nas aplicacbes mostradas no capitulo 3 e nas se¢des anteriores do presente capitulo foi validado
0 codigo implementado por meio das comparagdes entre as solugdes analiticas e as respostas
numéricas. Nesta secdo, pretende-se mostrar as capacidades ou potencialidades do modelo
implementado quando aplicado a tdneis com sec¢des transversais com campos de deslocamentos
e tensdes que ndo podem ser descritos mediante uma solucéo analitica definida. Desse modo,
escolheu-se um tanel com secéo transversal tipo ferradura para analisar seu respectivo campo
de deslocamentos e tensbes apos a escavagdo. A informacdo correspondente a geometria da
secdo transversal, profundidade, peso especifico do macico e outras caracteristicas principais

do problema foram obtidas do trabalho realizado por Couto (2011).
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O tunel mencionado corresponde a galeria subterranea de uma usina hidroelétrica localizada
em Jagran, Paquistdo. A Figura 4.30 mostra a profundidade real do tdnel e as dimensdes que

serdo adotadas pelo modelo geométrico para geracdo da malha de elementos finitos.

L1

L2

L3

Figura 4.30: Representagdo esquematica das dimensdes do modelo com secéo tipo ferradura

Os valores adotados para as variaveis mostradas na figura anterior sdo: H=270 m.,
L1=45,68 m., L2=16,00 m., L3=61,68 m. e L4 =48,00 m. No que diz respeito a secao

transversal tipo ferradura, a ab6bada adota uma forma semieliptica. A Figura 4.31 mostra as
dimens@es da secdo transversal utilizada.

Figura 4.31: Secdo transversal tipo ferradura do tunel
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Observa-se na figura anterior a forma semieliptica da abobada, sendo os valores das variaveis

mostradas os seguintes: a=6,10m., b=2,32m. e ¢=6,84 m. Em relacdo ao modelo

geométrico para geracdo da malha de elementos finitos, devido ao eixo vertical de simetria que
passa pelo ponto A, emprega-se a metade da zona mostrada na Figura 4.30. A Figura 4.32
mostra as condi¢des de contorno utilizadas para representar a restricdo de deslocamentos e as

solicitacOes aplicadas ao modelo de elementos finitos.

p
RIS S N S RS
. -
| -
L1 | -
| -
i -—
0
L2 = -— P
+ I I
‘ -
L3| | -
| -
,7‘ -
e
L4

Figura 4.32: Condicdes de contorno e solicitaces aplicadas no macico

Da figura anterior, sabe-se que p=yH devido as caracteristicas do problema (galeria

profunda), onde » é o peso especifico do macico e go =—p 1 representa o estado inicial de

tensdes antes da escavagéo.

Para a analise de resultados, escolheu-se dois pontos de referéncia (A e B), mostrados
anteriormente na Figura 4.31. Nestes pontos serdo analisados os campos de deslocamentos e
tensdes diferidas resultantes apds a escavacdo. Também serdo analisadas as variacOes de

deslocamentos e tensdes em funcéo das distancias r, e r, , que podem ser vistas na Figura 4.33.

Nesta figura podem-se observar os eixos de analise para as distancias mencionadas, que
coincidem com os eixos X e Y, assim como os pontos de referéncia A e B. E importante
mencionar que o ponto B esté localizado na metade da altura da parede vertical do tunel, tal
como mostrou a Figura 4.31.
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Figura 4.33: Eixos de analise no modelo do tdnel com secéo transversal tipo ferradura

Com relagdo ao macico, o peso especifico considerado € y =25 kN/ m*. Os parametros
mecanicos viscoelasticos serdo os mesmos considerados nas tabelas 4.1 e 4.2. O parametro de
dano e numero de fraturas por metro cubico também serdo os mesmos considerados para o

problema do tanel com se¢&o transversal circular.

De acordo com o mencionado nas sec¢Bes anteriores, os modelos reoldgicos utilizados serdo
Maxwell e Burger. Os casos apresentados correspondem as combinac6es: Maxwell (Matriz) —
Maxwell (Fratura) e Burger (Matriz) — Maxwell (Fratura). Cabe mencionar que o modelo
implementado pode trabalhar de forma geral com todos os modelos reoldgicos mencionados no

capitulo 2. N&o obstante, nestas aplica¢Oes serdo utilizados s6 os modelos Maxwell e Burger.

4.3.1 Resposta Numérica Diferida

Como mencionado anteriormente, na resposta diferida da estrutura, serd analisado o
comportamento dos campos de deslocamentos e tensdes dos pontos de referéncia A e B para os
casos Maxwell-Maxwell e Burger-Maxwell. No que diz respeito a0 comportamento de

deslocamentos e tensGes em fungdo das distancias r, e r,, serdo analisados para trés tempos

diferentes, sendo t1 o correspondente & resposta inicial, t2 é um tempo intermédio e t3

corresponde a um tempo muito grande.
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Com relacdo a malha de elementos finitos gerada para a analise em estado plano de

deformac6es, compde-se de 931 elementos finitos quadrilateros e 1000 nés. A Figura 4.35

mostra a malha utilizada e uma aproximacéo da se¢éo transversal.

130

120

110

100

90

80

70

60

Diregdo Y

50

40

30

20

10

.10 (NN EEEEE FEEE FEEEE R NN EE
10 0 10 20 30 40 50 60

Direcéo X

Figura 4.34: Malha de elementos finitos do modelo geométrico do tunel com secéo transversal

tipo ferradura e aproximacéo da zona de escavagdo

A seguir, mostra-se a resposta diferida para os campos de deslocamentos e tensdes do ponto de

referéncia A, assim como a variagao destes campos em funcao da distancia vertical r, parao

caso Maxwell-Maxwell.

Deslocamento do Ponto A [Tunel Secdao Ferradura)

T T
1.x/10°% 3.%10%

-30 -

£,, (mm)

-40

-60

| *  Resposta Numérica [Maxw ell-Maxw el|1|

1
4.%10%

Figura 4.35: Deslocamento vertical do ponto A em funcdo do tempo (Maxwell-Maxwell)

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



Tensao Y-Y no Ponto A

0.010

0.005
-
[
e
i o L Y Y T P F Y T Y Y Y T TRy
= 1.x10% 2.x]108 3.% 108 1x10°
b t(s)

-0.005+

=0.010

* Resposta Numérica [Maxw ell-Maxwell] |

Figura 4.36: Tensao vertical do ponto A em fun¢do do tempo (Maxwell-Maxwell)

Tensao X-X no Ponto A

T T T
1.x108 2.x108 3.x10°

1.%10%
t(s)

-0.005
~~
~
Ay -0.010
U PEBFBPRPBBLBBBPRB B0 P0B B8P0 88 808888888880 PPBBBBB48880088088000000
S
"
b‘* -0.015

-0.020

-0.025

[ ¢ Resposta Numérica [Maxwell-Maxw ell]] |

Figura 4.37: Tensdo horizontal do ponto A em funcéo do tempo (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.38: Deslocamentos verticais em fungdo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.39: Tensdes verticais em funcéo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.40: Tensdes horizontais em fungao da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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A seguir, mostra-se a resposta diferida para os campos de deslocamentos e tensdes do ponto de

referéncia B, assim como a variagdo destes campos em fungéo da distancia horizontal r, para

0 caso Maxwell-Maxwell.

Sx (mm)

Deslocamento Horizontal do Ponto B [Ttunel Secdo Ferradura]

T T T 1
1.x 108 2.%/108 3.x/108 4.x 108

| *+ Resposta Numérica [Maxw ell-Maxwell] ‘

Figura 4.41: Deslocamento horizontal do ponto B em fungédo do tempo (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.42: Deslocamento vertical do ponto B em funcéo do tempo (Maxwell-Maxwell)

Tensao X-X no Ponto B

0.010 —
0.005
~
]
g
S U—MLMMMMWMM#
] 1.%10% 2. x{108 3.%108 4.x 108
b t(s)
-0.005 |
-0.010 -

* Resposta Numérica [Maxw ell-Maxw ell] |

Figura 4.43: Tensao horizontal do ponto B em funcéo do tempo (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.44: Tensdo vertical do ponto B em funcdo do tempo (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.45: Deslocamentos horizontais em funcgéo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.46: Deslocamentos verticais em funcéo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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Figura 4.47: Tensdes horizontais em funcéo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)
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Caso Maxwell-Maxwell - Tensoes Verticais [Eixo Horizontal Ponto B]
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Figura 4.48: TensGes verticais em funcéo da distancia r, (Maxwell-Maxwell)

A seguir, mostra-se a resposta diferida para os campos de deslocamentos e tensdes do ponto de

referéncia A, assim como a variagdo destes campos em fungdo da distancia vertical r, parao

caso Burger-Maxwell.
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Figura 4.49: Deslocamento vertical do ponto A em funcéo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.50: Tensdo vertical do ponto A em funcdo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.51: Tensdo horizontal do ponto A em fungédo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.52: Deslocamentos verticais em funcéo da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Figura 4.53: Tens0es verticais em fungao da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Figura 4.54: TensOes horizontais em funcdo da distancia r, (Burger-Maxwell)

A seguir, mostra-se a resposta diferida para os campos de deslocamentos e tensdes do ponto de

referéncia B, assim como a variacéo destes campos em fungdo da distancia horizontal r, para

0 caso Burger-Maxwell.
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Figura 4.55: Deslocamento horizontal do ponto B em funcéo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.56: Deslocamento vertical do ponto B em funcéo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.58: Tensao vertical do ponto B em funcgdo do tempo (Burger-Maxwell)
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Figura 4.59: Deslocamentos horizontais em funcéo da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Figura 4.60: Deslocamentos verticais em funcéo da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Figura 4.61: Tenses horizontais em funcéo da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Figura 4.62: Tensdes verticais em fungdo da distancia r, (Burger-Maxwell)
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Das figuras mostradas anteriormente, para ambos os casos dos modelos reoldgicos utilizados,
observa-se um comportamento coerente de acordo com as condic¢des do problema. Nas figuras
relacionadas ao deslocamento em funcdo da distancia (4.38, 4.45, 4.46, 4.52, 4.59 e 4.60), deve-
se mencionar que é necessario estudar o tamanho e refinamento adequado da malha de
elementos finitos para reduzir os efeitos de borda que sdo visiveis nas curvas e afetam o
comportamento do contorno do modelo geométrico discretizado. Pode-se dizer, finalmente, que

o cédigo implementado trabalha de forma satisfatoria para os exemplos apresentados.

Implementacdo Computacional de um Modelo Viscoelastico Homogeneizado para Geomateriais Fraturados



172

5 CONSIDERACOES FINAIS

A resposta diferida (dependente do tempo) dos geomateriais ergue-se de vital interesse quando
as estruturas analisadas sdo submetidas a solicitacbes de longa duracdo e torna-se uma
componente fundamental nas deformacdes respectivas. O estudo deste comportamento € ainda
mais relevante quando surgem superficies de descontinuidade nos materiais que compdem a
estrutura, pois sabe-se que a presenca destas tem um impacto negativo no desempenho da
mesma, 0 que pode conduzir a uma degradacdo da rigidez e resisténcia, aumento da

permeabilidade, entre outros.

Para analisar o comportamento mencionado existem diversos modelos matematicos que
pretendem representar de forma adequada o desempenho viscoelastico do material ao longo do
tempo. Neste trabalho foi apresentado um modelo viscoelastico desenvolvido por Aguiar e
Maghous (2018), que utilizou um raciocinio baseado em esquemas de homogeneizacéo linear
(Mori-Tanaka) junto com o principio de correspondéncia para materiais viscoelasticos sem
envelhecimento. A formulagcdo desta lei constitutiva viscoelastica serviu de base para o
desenvolvimento da respectiva implementa¢do numérica, sendo esta o objetivo principal do
trabalho.

5.1 CONCLUSOES

O modelo viscoelastico apresentado neste trabalho pode utilizar diferentes modelos reolégicos
para descrever o comportamento diferido individual da matriz e das fraturas. O caso geral para
representacdo do comportamento viscoelastico das componentes do material serd 0 modelo
reologico de Burger, que € uma combinacdo dos modelos reolégicos de Maxwell e Kelvin. A
escolha do modelo reolégico dependera de varios fatores, entre os quais pode-se mencionar as
propostas realizadas em trabalhos anteriores e seus respectivos resultados, a possibilidade de
utilizar parametros obtidos em laboratdrio e néo arbitrarios e 0s objetivos a serem atingidos no

estudo dos efeitos da viscosidade tanto na matriz quanto nas fraturas.

Foi mostrado que o comportamento viscoelastico geral de um meio fraturado homogeneizado

pode ser representado por um modelo exato e por um modelo simplificado. O modelo exato
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corresponde a um modelo reoldgico de Maxwell Generalizado, o qual foi empregado para a
implementacdo computacional. Entre as caracteristicas do modelo implementado, a distribui¢do
das microfraturas no meio estudado determina o desenvolvimento do cédigo elaborado. Sabe-
se que as microfraturas podem ter diferentes orientacdes no meio, ndo obstante, foi escolhida a
distribuicdo mencionada dado que permite tratar 0 material como isotrépico e a representacédo

do tensor de relaxagdo € uma combinacdo dos mddulos de compressdo e cisalhamento.

Dos exemplos de aplicacdo mostrados no capitulo 3, observou-se uma correspondéncia
satisfatoria na comparacao das solucdes analiticas com as respostas ou predi¢cdes numeéricas do
modelo. Desta forma, o cddigo implementado foi validado, destacando o bom funcionamento
a curto, médio e longo prazo. Na anélise dos exemplos utilizados, foi observado que quanto
maior for o modelo reoldgico empregado para as componentes do material, maior sera o esfor¢o
computacional. Do anterior, o caso Burger-Maxwell levou mais tempo de analise

computacional que no caso Maxwell-Maxwell.

No caso dos tuneis profundos com sec¢do transversal circular , a correspondéncia entre as curvas
da solugdo analitica e a resposta numérica também foi satisfatoria, tendo-se observado uma boa
aproximacdo entre elas e verificando mais uma vez o codigo implementado para 0s casos
estudados. Contudo, ressalta-se que precisa ser estudado de forma mais aprofundada o tamanho
e refinamento da malha para tentar reduzir ou eliminar os efeitos de borda que se apresentam
nos deslocamentos de contorno do modelo numérico. Salienta-se que além dos casos dos
modelos reoldgicos empregados no trabalho (Maxwell e Burger), outras combinacGes de

modelos também podem ser utilizadas, sendo o caso geral Burger-Burger.

Finalmente, para o caso do tunel profundo com secdo transversal tipo ferradura, mostrou-se a
potencialidade do modelo viscoelastico implementado obtendo resultados coerentes para 0s
campos de tensdo e deslocamentos do caso analisado. Da mesma forma que para o caso dos
tneis com secdo transversal circular, faz-se necessario, também, estender o estudo do tamanho

e refinamento da malha para reduzir os efeitos de borda.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Tal como mencionado anteriormente, surgem diversas possibilidades para estender ou

aprofundar o trabalho de implementacdo computacional do modelo viscoelastico desenvolvido
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nesta dissertacdo. Nas proximas linhas sdo mencionadas algumas sugestdes de complementacéao

e extensdo do trabalho.

O modelo implementado sé considerou uma distribuicdo isotrépica de fraturas. Sugere-se,
portanto, adicionar outras distribui¢cbes no codigo, como a distribuicdo aleatéria de fraturas
paralelas com o intuito de verificar a diferenca no comportamento do material quando
submetido a diversas solicitagdes. Dado que para os exemplos foram utilizados determinados
parametros viscoelasticos, poderia ser considerada a possibilidade de mudanca de parametros
préprios do modelo analitico como a densidade de fratura ou o nimero de fraturas por metro

cubico para analisar a variacdo da resposta diferida das estruturas.

Como mencionado no desenvolvimento do trabalho, a versdo do programa de elementos finitos
empregado para a implementacdo computacional tem a desvantagem de trabalhar s6 com
analises em estado plano de deformac@es e axissimétricas. Por conseguinte, seria de grande
interesse para futuros trabalhos estender o codigo para analises tridimensionais. Desta forma,
poderiam ser utilizados dados obtidos em laboratério para serem comparados com as predi¢cdes

numéricas e assim validar o modelo viscoelastico.

Do paragrafo anterior, uma das principais sugestdes seria a valida¢do do modelo viscoelastico.
O primeiro passo para conseguir esta validacdo é a identificacdo dos parametros mecéanicos de
um determinado geomaterial, 0 que permitiria avaliar a capacidade preditiva do modelo
analitico reproduzindo o comportamento do material a curto, médio e longo prazo para ser
comparado com o0s resultados obtidos por meio de ensaios de laboratério realizados no
respectivo material e que podem ser encontrados na literatura sobre o tema. Geralmente, estes
ensaios consistem em provas de compressao triaxial e os respectivos resultados fornecem as
deformacdes axiais ao longo do tempo, que séo apresentados em forma de curvas de fluéncia

triaxial.

Finalmente, como mencionado acima, seria interessante aprofundar no estudo do tamanho e
refinamento da malha de elementos finitos de materiais viscoelasticos com o intuito de reduzir
ou eliminar os efeitos de borda. Poderia ser estudada a relagcéo entre o tamanho da malha e a
profundidade real de tuneis profundos e, desta forma, melhorar os resultados e a

correspondéncia entre as respostas analiticas e as predi¢cfes numeéricas.
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APENDICE A - FLUXOGRAMA DO MODELO ANALITICO

Com o intuito de expor de forma didatica e resumida os passos principais do procedimento
especifico de obtencdo do tensor de relaxagdo R™"(t) para uma distribuicdo isotropica de
microfraturas, o presente apéndice mostra um fluxograma com o processo que deve ser
executado para obter de forma analitica as componentes do tensor de relaxacéo.
Adicionalmente, sdo mostrados os parametros e mddulos obtidos em cada passo considerado,
assim como as expressdes necessarias para os respectivos célculos. Estas expressdes pertencem

ao capitulo 2 do presente trabalho.

FLUXOGRAMA DO MODELO ANALITICO VISCOELASTICO
PARA GEOMATERIAIS COM DISTRIBUICAO ISOTROPICA DE MICROFRATURAS

MODELO VISCOELASTICO * - * ~
HOMOGENEIZADO (EXATO) EXPRESSOES)
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