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RESUMO

Este trabalho apresenta a implementacao numérica da solucao fundamental anisotropica
no Método dos Elementos de Contorno (MEC) para problemas da elasticidade linear
bidimensional e a utilizagdo do MEC em processos de otimizagao topologica que utilizam
como estratégia de remocao de material a avaliagao de sensibilidades utilizando a derivada
topoldgica. A implementacao segue a formulagao tradicional do MEC e a discretizagao
do contorno do problema é realizada por elementos de contorno descontinuos. A derivada
topologica é utilizada para avaliar os pontos internos que apresentam menor sensibilidade
a criacao de um furo. Para diminuir a irregularidade do contorno criado pela geracao de
furos, uma rotina de suavizacao por Curvas de Bézier ¢ utilizada no processo de otimizagao
topolodgica. Alguns casos comuns sao analisados para validar a implementacao da solugao
fundamental no c6digo do MEC e para validar a implementacao da derivada topoldogica na
otimizacao topoldgica de estruturas planas anisotrépicas. Os resultados obtidos provam
que a estratégia de remocao de material pela criagdo de furos e utilizagao de rotinas de
suavizagao pode gerar topologias 6timas sem a geracao de densidades intermedidrias ou

contornos irregulares obtidos em outros métodos.

Palavras-chave: Otimizagdo Topologica; Método dos Elementos de Contorno; Derivada

Topolégica; Curvas de Bézier.
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ABSTRACT

This work presents the numerical implementation of the anisotropic fundamental solu-
tion for fully anisotropic plane stress problems in a standard Boundary Element Method
(BEM) code and its application in topology optimization processes using the topological-
shape sensitivity approach. The numerical implementation follows the standard BEM
formulation and the contour discretization is carried out with discontinuous elements.
The topological derivative is used to evaluate the internal points showing the lowest sen-
sitivities to the creation of a hole. To overcome the irregular boundary generated by
opening holes, a smoothing routine with Bézier Curves is added to the topology optimi-
zation scheme. Several benchmarks are presented to evaluate the implementation of the
fundamental solution in the BEM code and the topological derivative in topology optimi-
zation processes. The obtained results showed the punching holes strategy and boundary
smoothing technique generates optimal topologies without the generation of intermediary

densities and irregular contours obtained through other methods.

Keywords: Topology Optimization; Boundary Element Method; Topological Derivative;

Bézier Curves.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento tecnolégico e o aumento da capacidade de processamento de
computadores e dispositivos moveis tém permitido diversos avancos cientificos e a solucao
de problemas cada vez mais complexos na Engenharia. Esses avancos permitem que
diversos programas de simulacao consigam executar andlises numéricas com um numero
consideravel de graus de liberdade em computadores portateis, tornando o processo de
engenharia de produto muito mais rapido e dindmico.

Encontrar a solugao 6tima para a geometria de um componente com diversas condi-
¢oes de carregamento e fixagdes é uma necessidade constante e engenheiros tém, cada vez
mais, utilizado métodos de otimizagao para buscar a geometria que garanta a seguranca
no uso do componente sem comprometer a viabilidade econémica da fabrigao.

Os processos de otimizagao topoldgica se tornaram campos de investigagdo muito
promissores, com potencial para substituir os métodos convencionais de projeto. A eficacia
da geometria dos componentes gerados pela otimizacao topoldgica é, geralmente, superior,
reduzindo peso e os custos de producao, aumentando a seguranca e contribuindo para um
planeta mais sustentdvel. Entender o funcionamento dessas tecnologias e processos é um
fator muito importante para qualquer engenheiro projetista da atualidade.

A otimizagao topoldgica de estruturas é uma ferramenta de engenharia utilizada
durante a fase de projeto para definir a melhor distribuicao de material de um componente
em um dominio previamente determinado, sem comprometer a sua capacidade de resistir
as condigbes de servigo impostas. A utilizacdo do método de homogeneizacao, proposta
por Bendsge e Kikuchi, 1988, para distribuir de forma étima o material e microvazios, e da
formulagao da teoria do Material Sélido Isotrépico com Penalizacdo, por Bendsge, 1989,
onde a densidade do material no dominio pode ser alterada para atender os critérios da
otimizacao, impulsionaram o uso da otimizacao topoldgica por permitirem a evolucao do
processo sem constantes reconstrucoes na malha utilizada. Desde entao, diversos autores
propuseram técnicas e métodos de otimizacao e varios outros processos continuam sendo
estudados e aprimorados, conforme demonstrado por Bendsge e Soares, 1992 e Bendsge e
Sigmund, 2003.

Paralelamente aos métodos de homogeneizagao, o método de level-set tem sido

utilizado tanto em processos de otimizacao topoldgica pelo método dos elementos finitos



(MEF), como demonstrado por Wang et al., 2003 e Allaire e Jouve, 2005, quanto pelo
método dos elementos de contorno (MEC), como em Vitorio Junior, 2007 e Oliveira e
Leonel, 2019. Nesse método, o processo de otimizagao inicia com um dominio perfurado,
e os furos sao deformados continuamente, podendo desaparecer ou unir-se com outros
furos, até que a topologia final seja obtida. Porém, o método nao é capaz de criar novos
furos, de modo que a distribui¢do inicial dos furos pode influenciar a forma final da
pega [Allaire et al., 2004].

Como alternativa aos métodos de otimizacao citados, o conceito de derivada topo-
légica vem sendo amplamente estudado desde trabalhos de Sokolowski e Zochowski, 1997
e Céa et al., 2000, que determinam a derivada topoldgica a partir da Anélise de Sensibi-
lidade & Mudancga de Forma, analisando a sensibilidade do dominio a criacdo de um furo
a partir da variacao infinitesimal de uma funcao custo. Entretanto, essa abordagem nao
contemplava todas as condicao de contorno comuns em problemas de engenharia e apenas
a partir dos trabalhos de Novotny et al., 2002 e Novotny, 2003 que a formulagao completa
para a derivada topologica foi apresentada, permitindo o mapeamento entre o dominio
original e o dominio onde o furo é criado, estendendo o conceito de derivada topoldgica
para diversas aplicagoes de engenharia.

O trabalho desenvolvido por Giusti et al., 2016 apresentou a expressao analitica
para a derivada topologica anisotrépica, ampliando o trabalho desenvolvido por Novotny
e Sokolowski, 2013, onde a expressao da derivada topoldgica é apresentada na forma
abstrata. A partir desse trabalho, é possivel calcular o valor da derivada topolégica
anisotropica em um ponto do dominio a partir de um tensor polarizador, cuja técnica
para a avaliacdo numérica ¢ demonstrada por Bonnet e Delgado, 2013, das tensoes e
deformagoes no ponto.

Apesar dos processos de otimizagao topolégica serem dominados pelo MEF [Mac-
kerle, 2003], a utilizacdo do método dos elementos de contorno para calcular as tensoes e
deformagoes do dominio em processos que exigem constante reconstrucao da malha apre-
senta algumas vantagens em relagao ao método dos elementos finitos. Pode-se destacar a
menor dimensao da malha, que facilita o processo de reconstrucao durante a otimizacao,
bem como a maior capacidade do método em captar singularidades, como em problemas
de concentracao de tensdes ou de dominio infinito [Aliabadi, 2002].

Marczak, 2007 introduziu a utilizacdo do MEC aliado a derivada topologica em



processos de otimizacao topoldgica em problemas de conducao de calor, a partir da cri-
acao de furos nos pontos de menor sensibilidade do dominio. A metodologia proposta
apresentou bons resultados, gerando topologias 6timas semelhantes as obtidas por outros
métodos, com custo computacional relativamente baixo.

Anflor e Marczak, 2009 extenderam a metodologia para a aplicagdo em problemas
ortotropicos com multiplas fontes de calor, enquanto problemas da elasticidade linear
foram estudados por Marczak, 2008, demonstrando ser uma alternativa viavel a outros
métodos de otimizagao.

Para contornar problemas comuns em processos de otimizacao topoldgica, como
a irregularidade do contorno gerada pela forma como o material é removido, Anflor e
Marczak, 2011 propuseram a implementacao de um método de suavizacao de contornos
durante o processo de otimizacao topoldgica em problemas de transferéncia de calor,
obtendo resultados positivos na convergéncia dos resultados e eliminando a necessidade
de pos-processamento.

Além disso, a utilizagao de curvas polinomiais, como NURBS e B-Splines, na otimi-
zagao topologica também é demonstrada por Oliveira e Leonel, 2019 e Wang e Qian, 2014
tanto em processos de otimizagao topolégica pelo MEC quanto pelo MEF, apresentando
diversas melhorias na reconstrucao das geometrias, substituindo a utilizagao de filtros em

problemas de homogeneizacao, e diminuindo o custo computacional do procedimento.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é implementar o conceito de derivada topolo-
gica anisotropica e as solugoes fundamentais anisotrépicas de deslocamentos e forcas de
superficie em problemas planos bidimensionais de otimizagao topologica pelo método dos
elementos de contorno.

Como objetivo secundario, pretende-se utilizar técnicas de suavizacao através de
Curvas de Bézier no processo de otimizagao topolégica.

Para cumprir esses objetivos, faz-se necessario o entendimento de fundamentos
tedricos basicos da mecanica dos solidos, do método dos elementos de contorno e de oti-
mizagao topoldgica, além dos conceitos de Curvas de Bézier, utilizadas para a suavizagao

dos contornos. Dessa forma, os seguinte objetivos foram estabelecidos:

e Realizar um estudo dos fundamentos de mecanica dos sélidos, elementos de contorno



e Curvas de Bézier;

e Alterar o programa bésico de elementos de contorno para implementar a solucao

fundamental anisotropica;

e Avaliar a implementacdo da solucao fundamental anisotrépica através de alguns

problemas classicos;

e Alterar o programa basico de otimizacao topoldgica para implementar o conceito de

derivada topologica anisotrépica e a técnica de suavizacao de resultados;

e Avaliar a implementacao através da otimizagao topoldgica de alguns problemas clas-

sicos, comprovando a eficiéncia da metodologia utilizada.

1.2 Organizacao do Trabalho

Apresenta-se aqui a organizacao do texto com uma breve descricao de cada capi-
tulo, para um melhor entendimento do trabalho.

No Capitulo 1 é feita uma intrucao dos métodos ntimericos no contexto da otimi-
zagdo topoldgica nos problemas de engenharia. Além disso, apresenta-se os objetivos e
uma breve descricao deste trabalho.

O Capitulo 2 apresenta alguns fundamentos tedricos de elasticidade linear, como
os estados de tensoes e deformacoes de um corpo, bem como as relagoes constitutivas
relacionando esses estados. Além disso, algumas relacoes de transformacao de coordenadas
para problemas planos sao apresentadas.

No Capitulo 3, uma revisao basica dos principais conceitos do método dos elemen-
tos de contorno é feita, apresentando a solugao fundamental anisotropica para problemas
planos e a formulagdo necessaria para a representacao numérica do método por meio de
elementos de contorno descontinuos.

O Capitulo 4 apresenta suscintamente o conceito de derivada topologica e a ex-
pressao para a derivada topolégica em problemas da elasticidade linear anisotrépica.

No Capitulo 5, descreve-se a organizacao dos resultados e a metodologia utilizada
na rotina de otimizagao topologica. Nos capitulos seguintes, apresentam-se diversos re-
sultados numéricos utilizados para validar a implementagdo da solu¢ao fundamental no

programa de elementos de contorno, os resultados obtidos em alguns casos comuns de



otimizacao topoldgica, além das consideragoes finais, conclusoes e sugestoes para a conti-
nuidade do trabalho.

O Apéndice A apresenta resultados graficos para tensoes e deslocamentos obtidos
pelo programa de elementos de contorno e por um programa de elementos finitos, para
complementar os resultados apresentados no Capitulo 6.

Por fim, no Anexo I, apresenta-se brevemente a formulagdo matematica para Cur-

vas de Bézier.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA DE ELASTICIDADE LINEAR

A solucao analitica ou numérica de qualquer problema na Mecanica dos Sélidos em
regime linear e elastico necessita da solucdo das equacoes de equilibrio, que consideram
em sua formulacao o estado de tensoes ou deformagoes no corpo e estao relacionadas pelas
equacoes constitutivas.

Neste capitulo, sao apresentadas as equagoes basicas da elasticidade linear infi-
nitesimal, onde se assume o comportamento linear do material e relagoes lineares de

deformagao, pois as mudangas na orientagao do corpo deformado sao negligenciadas.

2.1 Estado de Tensoes

O estado de tensdes em um ponto pode ser definido em termos dos componentes
de tensdo (Figura 2.1(a)). Em principio, temos 9 componentes de tensdo o;;, que definem
a tensao na dire¢do 7 em um plano perpendicular a dire¢ao ¢ e que podem ser agrupados

no tensor tensao, ou seja [Reddy, 2010]:

011 012 013
Oij = | 021 022 O23 (2.1)
031 032 033
O equilibrio das forgas nas diregoes 1, T e x3 resulta nas conhecidas equagoes de

equilibrio de forcas, que necessitam ser satisfeitas em todo o dominio, isto é:

doy o1z o3
a$1 + 6:):2 + 81'3
0091 0092 8023
8[E1 + 8952 * 83173
Oosy o3y o33
(9961 + 81’2 * 8x3

onde b; sao as componentes das forcas de corpo.

+b, =0

by =0 (2.2)

+b3=0

Em notacao indicial, o conjunto de Equacgoes 2.2 pode ser escrito como:

90y
(9xj

onde ¢ e j variam de 1 a 3. Pode-se provar pelo equilibrio de momentos que o tensor de

b =0 (2.3)

tensoes é simétrico, ou seja 0;; = 0j;.



g (a) (b)

Figura 2.1 — Notagao para tensoes (a) e forcas de superficie (b).

Os componentes de tensao podem ser projetados em um elemento diferencial do
contorno dI' (Figura 2.1(b)) quando um corte ficticio é realizado no corpo, produzindo
forgas de superficie, ou tragoes, uma vez que o corpo estd em equilibrio [Atkin e Fox,

1980]. As tragoes t; sao definidas por:

t1 = o1ni + o12n2 + 013N3
lo = 091M1 + T22M2 + T3N3 (2.4)
l3 = 031M1 + 032M2 + O33N3
onde nq,ny € n3 sao os componentes do vetor normal & superficie n em relacao aos eixos
r1,T2 € T3.

Em notacao indicial, o conjunto de Equagoes 2.4 pode ser escrito como:

ti =oijn; sobrel’ (2.5)

onde 7 e j variam de 1 a 3.
As forcas de superficie sdo definidas como condi¢oes de contorno naturais do pro-

blema e sao assumidas como dadas em uma determinada porgao I'y do contorno, ou seja:

ti =1
to = 1o sobre I’y (2.6)
t3 - E3

Conforme Brebbia e Dominguez, 1992 essas condi¢oes implicam que as forgas de

superficie aplicadas devem estar em equilibrio com as componentes das forgas de superficie



obtidas a partir das tensoes internas no contorno, ou seja:

ti =03 Nj = Ez sobre FQ (27)

2.2 Estado de Deformacgoes

Na elasticidade linear, as variagoes nos campos deslocamentos com componentes
U1, Ug € uz produzem deformagoes infinitesimais em todos os pontos do dominio analisado

e podem ser definidas como [Reddy, 2010]:

Ouy Ous Ous

o, €22= 75 €33= 57—
82717 82727 8$3,

para o conjunto de deformagoes normais. Para o conjunto de deformacgoes cisalhantes,

(2.8)

€11 =

tem-se:

1 (Our | OQup )\ 1 (Our | Ouz\ 1 (Ouy | Ous
512—5(372%—%)’ 813—2<ag;3+ax1)’ 523—2(3363*@@) (2.9)

Estas expressoes também podem ser escritas em notagao indicial como:

Como as deformacgoes sao definidas em termos dos deslocamentos, é mais simples

onde 7 e j variam de 1 a 3.

aplicar as condi¢oes de contorno em termos dos deslocamentos do que das deformacoes
[Brebbia e Dominguez, 1992]. Dessa forma, em uma parcela do contorno I'y, as condigoes

de contorno essenciais podem ser definidas como:

Uy = Uy
Uy = o sobrel’; (2.11)
Uz = Us
ou ainda:
uj =u; sobrel’y (2.12)

onde %; sao as condicoes de contorno prescritas e a superficie total I' do contorno é dada



por I'y + T's.

2.3 Relagoes Constitutivas

Na teoria da elasticidade linear, os estados de tensoes e deformagoes estao rela-
cionados pela Lei de Hooke Generalizada, por meio de equacgdes denominadas relacoes

constitutivas, que podem ser escritas na forma generalizada como:

Oij = Cijkl €kl (2-13)

onde Cjji; € o tensor de quarta ordem de propriedades constitutivas do material, com 81
componentes. Devido a condi¢bes de simetria, apenas 21 componentes sao necessarias

para a caracterizagao do tensor de quarta ordem [Vannucci, 2018], ou seja:

Cz’jkl = Cjikl = Cijlk = Cklz‘j (214)

Introduzindo a notagao proposta por Voigt, 1910, pode-se transformar os tensores
de segunda ordem em vetores, e o tensor de quarta ordem em uma matriz 6 x 6, de modo

que a Equacao 2.13 pode ser escrita, na forma expandida, como:

4 3\ B N ( 3\
01 Cn Cip Cig Ciy Ci5 Cig €1
op) Cia Cp Cy Cy Cy Oy €2
o3 _ Ciz Cy Oz Oy Oz Cse €3 (2.15)
4 Ciy Cu Csy Cu Cys Cug €4
05 Cis Oy O35 Cys Css Chsg €5
[ 76 _016 Oy Cs6 Cas Csg C66_ [ €6 |
onde as contragoes dos indices na notacao de Voigt sdo dadas por:
11—-1, 22—2, 33—3, 23—4, 13—=5, 126 (2.16)
A notacao utilizada neste trabalho é demonstrada na Tabela 2.1.
A relacao inversa Equacao 2.13 pode ser escrita como:
€ij = Sijkl Oki (2.17)

onde Sj;i € o tensor de flexibilidade. Na forma expandida, tem-se:



Tabela 2.1 — Notacao para Tensoes e Deformacoes

Tensoes Deformagoes
Notagao | Notagao Notagao Notagao
Tensorial | de Voigt | Tensorial | de Voigt
o11 01 €11 €1
022 02 €22 €2
033 03 €33 €3
023 04 Vo3 = 2e23™ €4
013 o M3 = 2e13™ €5
o12 06 Y2 = 2e12™ €6

* o~ . ’ )
A adicdo do coeficiente 2 ¢é necessaria

\

€11
€22
€33
Y23
Y13
Y12

/

S16

devido & simetria dos tensores

512
522
523
SQ4
525
526

5’13
523
S33
SS4
535
S36

Sl4
SQ4
534
S44
845
S46

S15
525
S35
S45
S55
556

516
S26
S36
546
556
566

\

o e € na Lei de

011

022

033

023

013

012

Vs

10

Hooke.

(2.18)

O tensor constitutivo pode ser simplificado de acordo com a existéncia de planos de

simetria no material [Jones, 1999]. Para um material ortotrépico, dois planos ortogonais

de simetria possibilitam a reducao para 9 termos independentes no tensor, que pode ser

escrito da seguinte forma:

\

011

022

033

023

013

012

/

Cn

Crz

Cis
0
0
0

Cl 2
C122
C(23

0
0
0

Cis

Cas

Cs3
0
0
0

0
0
0

C(44

0
0

o o o O

C’55

0

0
0
0
0
0

066_

€11
€22
€33
V23
Y13

L Y12

/

(2.19)

E importante verificar que a adicido de um plano de simetria, mutualmente orto-

gonal aos dois planos ja existentes, nao altera as relagoes constitutivas do material, uma

vez que as componentes cisalhantes nao estao acopladas, ou seja, nao ha relacao entre as

tensoes normais e as deformagoes cisalhantes [Jones, 1999].

Para um material ortotrépico, o tensor de flexibilidade podem ser escrito como:
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BB om0 00
“HoE SE 000
Su=| B B B 0 00 (2.20)
0 0 0 &z 0 0
0 0 0 0 &= 0
| 0 0 0 0 0 GLH_

onde F; é o médulo de Elasticidade na diregao i, v;; é o coeficiente de Poisson definido
pela deformacao transversal negativa na direcao j devido a uma deformacao na direcao ¢
causada por uma tensao na direcao 7, ou seja v;; = —z—j, e G ¢ o médulo de Cisalhamento
no plano 7 — j.

Pela simetria do tensor de flexibilidade, tem-se:

Va3 V32 V13 V31 V12 Va1
222 02 =2 = — = = 2.21
E, FE; E, E;3 E; E, (2.21)

2.4 Estado Plano de Tensoes

Em diversas situagoes, a geometria e as condigoes de carregamento de diversos pro-
blemas na elasticidade linear podem reduzir um problema tridimensional a um problema
plano. Considera-se um corpo em Estado Plano de Tensées (EPT) quando as tensoes fora
do plano no qual o problema ¢ definido forem nulas. Neste caso, as seguintes hipoteses
devem ser satisfeitas: (i) o corpo é fino, ou seja, tem uma das dimensoes menor do que as
demais, as quais formam um plano; (ii) as condigoes de carregamento (forgas concentradas
f, forcas distribuidas w, etc.) atuam apenas no plano de simetria do corpo ou apresen-
tam intensidade constante ao longo da espessura [Dym e Shames, 2013]. Definindo um

problema no plano z; — x9, Figura 2.2, pela hipotese (ii), tem-se:

013 = 093 = 033 = 0 (2.22)

Dessa forma, o problema pode ser reduzido e as relagoes constitutivas podem ser

reescritas como [Vannucci, 2018]:
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X3

Figura 2.2 — Representacao de um corpo no Estado Plano de Tensoes.

011 Qi Q2 Qe €11
022 = Q12 Q2 (% €22 (2.23)
012 Q16 Q26 Qoo Y12
onde (;; sao os componentes do tensor constitutivo reduzido, dados por:
Qij = Cij — M 1,7 =1,2 6. (2.24)
Cs3

A relagao inversa da Equagao 2.23 é dada por:

€11 St Sz Sie o1
€22 = |S12 Sz S 022 (2-25)
Y12 Si6 S Se6 012
onde:
1
Sy = —
11 2
Vo1 V19
Spp=——"F = ——=
12 B, B,
1
Sao = o
12 (2.26)
Se6 = =—
21 12771 12
S — 14 . 12
10 Ey G
So = T22 _ 2,12
E, G2

onde 1;;; = €;j/€ii € o coeficiente de influéncia mitua de segundo tipo, que caracteriza o

cisalhamento no plano ¢ — j causado pela tensao normal na dire¢ao ¢ quando as demais
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tensoes sao zero e 1;,; = €y / gi; € o coeficiente de influéncia mutua de primeiro tipo que
caracteriza a deformacao na diregdo i causada pela tensao cisalhante no plano i —j quando
as demais tensoes sdo zero [Jones, 1999).

Para um material ortotrépico, a relagao tensao deformagao pode ser escrita como:

€1 St Si2 0 011
€22 = [S12 S O 022 (2-27)
Y12 0 0 Ses 012

Na maioria das situacoes praticas, no entanto, as dire¢des principais de ortotropia
nao coincidem com o sistema de coordenadas adotado para analise, como em materiais
laminados onde a dire¢ao das fibras nao coincide com um dos eixos geométricos do corpo
(Figura 2.3). Nestes casos, as relagoes constitutivas sao transformadas utilizando uma

matriz de transformacdo 7' dada por [Jones, 1999]:

cos*(0) sen?(6) 2cos(6)sen(0)
[T = sen?(0) cos?(0) —2cos(0)sen () (2.28)
—cos()sen(0) cos(0)sen(0) cos*(0) — sen?(0)
onde 0 é o angulo entre o sistema de coordenadas do corpo (r; — z3) e o sistema de

coordenadas do material (z} — ).

4 xZ r
X A X

Figura 2.3 — Rotacgao dos eixos do material em relagao aos eixos geométricos do corpo.

As relagoes de transformacgao podem ser escritas como:
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11 o1 €11 €11
092 = [T}_l Thy € €92 = [T]_l €59 (2.29)
012 0/12 Y12 ’Yiz

onde ¢’ e €' sdo as tensoes e deformacgoes no sistema de coordenadas da diregao de orto-
tropia do material. Reescrevendo a Equagao 2.23 transformando a matriz constitutiva do

material, obtém-se:

011 €11 Qn C_212 QIG €11
022 = [T]fl [Q] [TTT €22 = le Q22 Q% €22 (230)
012 Y12 @16 Q26 @66 Y12

onde Q = [T]7HQ][T)~T é a matriz de rigidez reduzida transformada.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma poderosa ferramenta para
solugdo de problemas numéricos, alternativa a outros métodos, especialmente em casos
onde maior precisao é requerida, como em problemas de dominio infinito ou em anélises de
concentragoes de tensdes. O MEC transforma equacgoes diferenciais parciais que governam
o dominio do problema em equagoes integrais envolvendo valores de contorno, resultando
na reducdo da dimensdo do problema em uma unidade [Brebbia e Dominguez, 1992].
Dessa forma, apenas o contorno (superficie) precisa ser discretizado, facilitando a geragao
de malha e favorecendo processos como os problemas de otimizacao, que exigem constantes

alteracoes na geometria em andlise (Figura 3.1).

Projeto original - FEM Projeto original - BEM
<«
<«
<«
<«
Projeto modificado - FEM Projeto modificado - BEM
<«
<«
<«
<«

(a) ' (b)

Figura 3.1 — Exemplos de malhas com o (a) MEF e (b) MEC.

3.1 Integral Basica

Pode-se comecar considerando que se deseja minimizar os erros envolvidos em uma
aproximacao numérica das equagoes governantes de elasticidade, ou seja, as equagoes de

equilibrio [Brebbia e Dominguez, 1992]:

80’@'
0xj

que normalmente devem satisfazer as seguintes condigoes de contorno:

+b, =0 em( (3.1)
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(i) Condicoes de contorno essenciais ou deslocamentos:

up = sobrel’y (3.2)

(ii) Condigoes de contorno naturais ou forcas de superficie:

tk = Ok Ny = t_k sobre FQ (33)

Para minimizar os erros da aproximagao, pode-se ponderar cada uma das Equa-
coes 3.1 em relagao a funcoes peso do tipo deslocamento uj, ortogonalizando o produto

das duas, ou seja [Brebbia e Dominguez, 1992]:

8akj
b L dQ) = 4

Integrando por partes duas vezes e agrupando os termos correspondentes, chega-se

a forma adjunta da Equagao 3.1:

Jo;
/ Uk]uk dQ—{—/bkuz dQ) = —/tku,’; df‘—l—/tZUk dr (3.5)
o 0z; Q r r

onde t; ¢ uma funcao peso do tipo for¢a de superficie. Observa-se que os dois termos no
lado direito da equacgao sao integrais sobre o contorno. Dividindo o contorno em duas

partes I'y e I's, e aplicando as condig¢oes de contorno 3.2 e 3.3, pode-se escrever:

003 _
o 0, 0 Iy Iy Ty Iz

onde os termos f;, e 1y, sao condigoes de contorno conhecidas. Integrando novamente por
partes a primeira integral em 3.6, obtém-se uma equacgao que se diferencia da Equacao 3.4

apenas pela imposi¢do das condigoes de contorno, ou seja:

/ (@ij up + bk) uy, d€) = /(tk — ty)uy dl + /(ak — up)ty dU (3.7)
o \ Oz, r r

Esta expressao ¢ uma declaracao generalizada de uma forma do método dos re-
siduos ponderados, que pode ser utilizada para obter as equagoes integrais no contorno
[Brebbia e Dominguez, 1992]. Utilizando como fungdo peso uma solugado fundamental

obtida para uma carga pontual b; = A’ ao longo da direcido do vetor unitdrio e;, ou seja:
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9% | Nie, = 0 (3.8)
&L‘j

A solugao fundamental pode ser escrita como:

uy = upety = the (3.9)

onde uj e t; sao os componentes k dos deslocamentos e tracoes devido a uma carga
unitaria na direcao [. Para uma dire¢do ¢;, a primeira integral da Equacao 3.6 pode ser

escrita como:

/ Tiy u d) = / —ul dQ) = —/ Alwye, dQ = —uje (3.10)
o Or; Q

onde u} representa o componente de deslocamento [ no ponto de aplicacao de carga i.
Pode-se reescrever a Equacao 3.6 utilizando a expressao obtida na Equacao 3.10 e

considerando os componentes das solugdes fundamentais nas trés dire¢oes, de modo que:

ul + /tfkuk al’ = /ufktk dal’ + / uj by dS2 (3.11)
r r Q

Conhecida como Identidade Somigliana, esta equacao permite obter o valor do des-
locamento em qualquer ponto interno ¢ a partir dos valores dos deslocamentos u; e forcas
de superficie t; no contorno, das forcas de corpo no dominio e das solu¢ées fundamentais
uj, e tj;.. Dessa forma, para obter os valores de deslocamentos nos pontos internos é ne-
cessario conhecer os valores de deslocamentos e forgas de superficie no contorno. Como a
Identidade Somigliana ¢é valida em todo o dominio, incluindo o contorno, ela pode ser apli-
cada no contorno para produzir um sistema de equagdes que, uma vez resolvido, fornece

os valores de deslocamentos e tragoes no contorno.
Conforme Brebbia e Dominguez, 1992, singularidades surgem quando as integrais
na Equagao 3.11 sao avaliadas no contorno. Avaliando o comportamento das integrais por
meio de um processo de limite, pode-se obter a equagao geral que permite a solucao de

problemas de valores de contorno para elasticidade, dada por:

T r Q
onde cfk = 0y;/2 para um contorno suave em ¢, ou seja, quando o contorno nao é um

canto. Quando o contorno ndo é suave, valores diferentes para o termo ¢}, sdo obtidos
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dependentes do angulo do canto. E importante destacar que o contorno é sempre suave
em elementos de contorno descontinuos, utilizados no desenvolvimento deste trabalho

[Brebbia e Dominguez, 1992].

3.2 Solugdao Fundamental Anisotrépica

A formulagdo das equagbes integrais do contorno descritas na Segao 3.1 requer
o conhecimento da solucao fundamental para uma forca pontual unitaria em um plano
anisotropico infinito, que pode ser obtida utilizando as equagdes basicas do equilibrio em
um dominio mapeado como um dominio complexo [Cruse e Swedlow, 1971].

Os componentes de deformagao, apresentados na Equacao 2.10, sdo determinados
a partir dos deslocamentos u nas diregoes 1 e 2 para o EPT. Para garantir a validade
das deformagoes, introduz-se a equagao de compatibilidade para os componentes de de-
formacao, que garante a existéncia de um campo de deslocamentos tinico e valido, ou

seja:

82811 82622 o 62812
8%% 8x% 8x18x2

No Estado Plano de Tensoes e na auséncia de forcas de corpo, as Equacoes de

(3.13)

equilibrio 2.2 podem ser escritas como:

80'11 8012

0x1 8:)32 =0
oo O _ (3.14)
8x1 8952 N

As equacoes de equilibrio para problemas planos sao satisfeitas quando as tensoes
forem derivadas de uma fungdo escalar F'(z1,z3) [Lekhnitskii, 1981], denominada Funcao

de Tensao de Airy, que satisfaz as seguintes condigoes:

O?F 0?F O*F
= — g = — g = —
8x% ’ 22 (9x% ’ 12 8x18x2

Substituindo a Equacgao 3.15 na Equacao 2.25 e, entdo, na Equagao 3.13, obtém-se

(3.15)

011

a equagcao diferencial governante para a fungao de tensao F'(z1,x2):

o*F O'F M*F O'F O'F
Sna—x% - QSlﬁm + (2512 + SG(S)W - 2526m + 5228_x‘11 =0 (3.16)
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Introduzindo a notagdo z = xy + puwe, denominada dire¢do caracteristica, onde
i =a-+1bei=+/—1, e substituindo na Equacao 3.16, obtém-se:
d*F

W[Suu‘l — 2816,u3 + (2812 + Sﬁg)uz — 2S5 + SQQ] =0 (317)

A Equagao 3.17 terd resultados nao-triviais quando d*F/dz* for diferente de zero,

de modo que

511[1,4 — 2516u3 + (2512 + 566),[1'2 - 2526u + 522 =0 (318)

¢ definida como e equacao caracteristica do material, cujas raizes sao dadas por p; =
a; +1bj, j = 1,2, e seus pares conjugados. A direcao caracteristica pode, entao, ser escrita

COIMo:

2y =T+ ppxe, k=1,2 (3.19)

Definindo F(x1, z5) como uma funcao real, a forma geral da fungao de tensao pode

ser escrita como:

F(Il, ZEQ) = 2§R{F121 + FQZQ} (320)

onde R{-} indica a parcela real de {-}. Utilizando a notacao dF(zy,x2)/dzr = Vi(2k)
(sem somar o indice k) e substituindo a Equacao 3.19 nas Equagoes 3.15, os componentes

do tensor de tensdes podem ser escritos como:

o1 = 2R{pF 7 (1) + 15 V5(22) }
022 = 2R{ WV (21) + ¥5(z2)} (3.21)
o1z = —2R{1n Vi (21) + p2W(22)}
onde V) é a derivada de V¥j em relagdo a z.
As deformacoes podem ser, entdo, obtidas e integradas, para obter os deslocamen-

tos:

Uz = 2R{p1V1(21) + paWa(22)}
Ugy, = 2R{ 1 V1 (21) + 2 Vo (22) }

(3.22)

onde
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pr = Stipi + Sia — Siepin (3.23)
Qi = Sroptk + Saa/ ik — Sae
Substituindo as expressoes para as tensoes definidas nas Equacoes 3.21 nas forcas
de superficie definidas pela Equacao 2.5, a soma das forgas de superficie para um dominio

fechado podem ser definidas como:

/tl dl' = /(0'11711 + 0'12712) dl’ = 2%[#1‘1]1 + MQLIJQ] = —0j1
' : (3.24)

/t2 dl’ = /(012n1 + 09ono dI' = 2R[Vy + Ws] = —6j0
r r
onde J;, representa uma carga pontual na direcao j e o indice k nao ¢ somado. Para

satisfazer as Equagoes 3.24, a funcao de tensao é dada por:

Ui = Ajrln(zr — 2,) (3.25)

onde z;, representa as coordenadas do ponto campo (ponto analisado) e z;, representa as
coordenadas do ponto fonte (ponto de aplicagao da carga pontual).

Substituindo a funcao de tensdao dada pela Equacao 3.25 na Equagao 3.22, consi-
derando que In(z, — z;,) = 27 e que os campos de deslocamentos tenham valores tnicos,
obtém-se duas equagodes necessarias para encontrar os valores das constantes desconheci-
das Aj;, [Cruse e Swedlow, 1971]. Acoplando os valores das constantes A, na Equacgdo de
deslocamentos 3.22, obtém-se a solucao fundamental de deslocamentos no estado plano

de tensoes anisotropico uj;:

onde P, = pr e Py, = qi. Derivando a Equacao 3.22 e substituindo na Equacao 2.5,

obtém-se a solucao fundamental de forgas de superficie para o estado plano de tensoes

*

anisotropico ¢7;, dada por:

t;i — 9% {92'1(,&1711 - n2>Aj1 i %2(#2”1 - n2>Aj2} (3.27)

21— 2 29 — 24

onde:
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9] = (3.28)

3.3 Implementacdo Numérica

Para resolver numericamente a equacao integral do contorno, o contorno I' é divi-
dido em um conjunto de elementos nelem nos quais os valores dos deslocamentos e forgas
de superficie sdo dados em funcao dos valores nodais. Quando a Equacao 3.12 é escrita
para cada um dos pontos nodais e as condi¢oes, obtém-se um sistema de equacgoes lineares
que, apos a aplicagdo das condigoes de contorno, pode ser resolvido para se obter uma
solugao aproximada dos valores desconhecidos de deslocamentos e forcas de superficie.

Para trabalhar com o sistema discretizado, por conveniéncia, utilizam-se matrizes
em substituicao a notacao indicial. Para realizar esta transformagcao, definem-se as fungoes

de deslocamento u e forcas de superficie t para um ponto do contorno como:

u=%0uw e t=0ot’ (3.29)

onde ® sdo as funcoes de interpolacdo, u’ e t/ sdo os deslocamentos e forcas de superficie
nodais do elemento j, respectivamente.
Os deslocamentos e as forcas de superficie, para um problema bidimensional, sao

definidos como:

Uy t
u= e t= (3.30)
U2 tQ

Da mesma forma, os coeficientes das solugoes fundamentais de deslocamentos u*

e de forcas de superficie t* sao escritos como:
* *
Uy Upp

ut = e t'=
* * * *
Ugy U 151 159

t* *

1 li2 (3.31)
onde ujj, e tj; definem o deslocamento e a tracao na direcao k devido a uma forca unitaria
aplicada em ¢ atuando na direcao .

Assim, pode-se reescrever a Equacgao do contorno 3.12 para cada ponto nodal i

CO1mo:
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nelem nelem
c'u’ + Z {/ t*cbdr}uj = Z {/ u*d)dF}tj (3.32)
j=1 Ly Ly

j=1

Assim, para avaliar o deslocamento u’, realiza-se o somatério de j = 1 até o ntimero
de elementos nelem dos deslocamentos u’ e forcas de superficie t/ que sdo integrados para,
cada elemento j do contorno I';. As integrais presentes na Equacao 3.32 podem ser avalia-
das numericamente, uma vez que a integragao analitica é mais complicada, principalmente
em elementos de maior ordem, que sao curvados.

Além disso, faz-se necessario a transformacao de coordenadas das integrais do
contorno para um sistema local pelo uso do Jacobiano J, uma vez que as fungoes de
interpolagdo sdo expressas em um sistema de coordenadas local £ = [—1, 1] [Aliabadi,

2002]. De uma forma geral, o Jacobiano pode ser expresso como:

dr dz \?  [dxzs)?
J—d?M (%) +(%) 33

Pode-se perceber que para calcular o valor do Jacobiano é necessario o conheci-

mento das variacao das coordenadas x; e x5 em funcao do sistema normalizado £. Para
isso, as coordenadas do contorno x podem ser aproximadas utilizando as func¢oes de in-
terpolacao ® utilizadas nos deslocamentos e forcas de superficie e os valores nodais x’ do

elemento considerado, de modo que:

x = dx’ (3.34)

Assim, a Equacao 3.32 pode ser reescrita como:

nelem nelem
cu' + ) {/ t*chdg}uj_ > {/
j=1 T T,

j=1 J

u*@Jdg} t (3.35)

Utilizando a quadratura de Gauss para avaliar numericamente as integrais da Equa-

¢ao 3.35 [Aliabadi, 2002], obtém-se:

nelem l nelem l
c'u’ + Z { wk(t*q)J)k}uj = Z {Zwk(u*QJ)k}tj (3.36)
k=1 k=1

=1 j=1
onde [ é o niimero de pontos de integracao no elemento e wy ¢ o valor da fungao peso da
integracao numérica.

E importante destacar que as singularidades presentes nas solugoes fundamentais
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devem ser analisadas separadamente quando o elemento integrado contém o ponto fonte,
uma vez que a quadratura de Gauss nao apresenta resultados satisfatérios nestes ca-
sos [Silveira, 2007]. Para a solugdo fundamental de forga de superficie, pode-se utilizar a
técnica de movimento de corpo rigido, descrita por Brebbia e Dominguez, 1992. Ja para
a solugao fundamental de deslocamentos, a integracao é realizada utilizando a quadratura
proposta por Telles, 1987.

Utilizando a notacao:

2 - {Zwk(t*CDJ)k} e G = {Zwk(u*CDJ)k} (3.37)

k=1

e chamando

A 1]

se 1#£]

HY = g
H  +c¢ se i=j

(3.38)

pode-se reescrever a Equacao 3.36 para o né ¢ como:

nelem nelem

Y HUW =) G (3.39)
j=1 j=1
Repetindo a Equacao 3.38 para cada ponto fonte do problema e agrupando em

forma matricial, obtém-se um sistema global de equagoes dado por:

HU = GT (3.40)

onde os vetores U e T representam os valores de deslocamentos e forgas de superficie
antes da aplicacao das condi¢oes de contorno. Rearranjando as colunas das matrizes H
e G apés a aplicagao das condigoes de contorno, deixando as varidveis desconhecidas do

lado esquerdo em um vetor X, obtém-se um sistema de equagoes final

AX =F (3.41)
que pode ser resolvido para determinar os valores desconhecidos do contorno.
3.3.1 Deslocamentos em Pontos Internos

O procedimento utilizado na obtensao da formulagao discretizada demonstrada na

Equacao 3.36 também pode ser aproveitado para o calculo dos deslocamentos nos pontos
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internos. Dessa forma, a Identidade Somigliana, descrita na Equagao 3.11 pode ser escrita

para um ponto interno ¢ como:

nelem ! nelem l
u'=>" we(W ) ot — > Y (87D p 0! (3.42)
j=1 k—1 7=1 k=1

onde I'; ¢ a parcela do contorno correspondente ao elemento j.

3.4 Elementos de Contorno Descontinuos

Nas parcelas onde o contorno nao é suave, como em cantos, a existéncia de duas
normais em um mesmo ponto nodal resulta em uma descontinuidade nas forcas de su-
perficie naquele nd, de modo que o nimero de equacoes é menor do que o nimero de
incégnitas quando as forgas de superficie nodais sdo desconhecidas.

Para contornar esse problema, diversas solugoes podem ser utilizadas, como a uti-
lizacdo de um né duplo, ou um elemento bem pequeno para fazer a transicao entre as
normais. Embora populares, algumas dessas técnicas podem ser complexas de se imple-
mentar e estdo sujeitas a erros numéricos de integragao [Brebbia e Dominguez, 1992].

Uma pratica comum e de facil implementagao ¢ a utilizacdo de elementos des-
continuos, que possuem os nos fisicos em posigoes deslocadas para dentro do elemento,
em relacdo aos seus nés geométricos [Figura 3.2]. Além da facilidade na implementagao,
essa técnica ¢ vantajosa em situacgoes de concentracoes de tensdes e na modelagem de
singularidades, como em problemas da mecanica da fratura.

Neste trabalho optou-se por trabalhar com elementos descontinuos lineares, ou
seja, cujas fungoes de interpolagao sao lineares, de modo que a variagdo nos campos de

deslocamentos e forcas de superficie dos elementos sera linear.

3.4.1 Funcoes de Interpolacgao

Os deslocamentos u; e forcas de superficie ¢; em um elemento linear sao represen-
tados por fungoes lineares em termos dos seus valores nodais. Para qualquer ponto no

elemento os valores de u; e t; sao dados por:
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4 1 3\
Uy
U 0 0 ul 4
S N G L ?2 2l _ow (3.43)
Us 0 o1 0 ¢ uf
w©
4 1 3\
tl
t 0 0 td A
N, %2 2l — ot (3.44)
to 0 ¢1 0 ¢ ¢
2
\ t2 /

onde u}, é o deslocamento do né [ na direcio k, t! é a forca de superficie no né I na direcio

k e as fungoes de interpolagdo ¢; e ¢ sao dados por [Aliabadi, 2002]:

1

h=50-8 ¢ br=50+0 (3.45)

Como nos elementos lineares descontinuos os nos fisicos sao deslocados pelas dis-
tancias a e b para dentro do elemento em relagao aos nés geométricos, como demonstrado
na Figura 3.2, as fungoes de interpolagao devem ser transformadas para os nés deslocados,

de modo que:

( A B T ( )

ucll le (ga) 0 ¢2 (ga) 0 U%
(

up | _ | 0 i) 0 da(la) uy (3.46)
ub 01(&%) 0 (&%) O ui
(w2 ) | 0 @& 0 6a(&)] [ Ul

onde &, = (2a/l) — 1 e & = 1 — (2b/1) sao as coordenadas dos noés fisicos no sistema de

coordenadas parametrizado.

N6 fisico
0 0 -

No6 geométrico

. —o

Figura 3.2 — Elemento discontinuo linear e fungoes de interpolacao modificadas.
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A Equagao 3.46 pode ser invertida e substituida na Equacao 3.43, para se obter o

valor de u em qualquer ponto do elemento em termos dos valores nodais, ou seja:

( )
uj
u 0 0 ud

u— 1 _ ¢1 ¢2 Q 2 (347)
U2 0 o1 0 ¢ u%

onde

- - (3.48)
l—a=b|l _p 0 1—a 0

O mesmo procedimento pode ser utilizado para as forcas de superficie t.
As funcoes de interpolacdo modificadas ¢ e ¢ podem ser obtidas multiplicando

as matrizes ® e Q, de modo que:

&__—1+b+§' ~ —l4a-—¢

— - ToTs _—rems 4
LR, DRI A 2T 94 a+b (3.49)

3.5 Calculo de Tensoes

Em diversas aplicagoes de Engenharia, como em problemas de otimizacao topolo-
gica, o conhecimento das tensoes no corpo é necessario para a solucao do problema.

A equagdo integral do Método dos Elementos de Contorno pode fornecer o tensor
de tensoes em um ponto a partir da diferenciacao das equagoes de deslocamentos e subs-
tituicdo das deformagoes na Lei de Hooke. Porém, quando esse processo é avaliado no
contorno, as expressoes derivadas apresentam forte singularidade, apresentando um alto
custo computacional para serem avaliadas [Brebbia e Dominguez, 1992].

Uma alternativa muito comum ¢ a utilizacao das forcas de superficie e das deforma-
¢oes do contorno para calcular as tensdes pela Lei de Hooke. E importante destacar que
como as deformacoes do contorno sao obtidas por um processo de diferenciagdo numérica,

erros podem ser gerados quando ha descontinuidades ou malhas grosseiras sao utilizadas

[Silveira, 2007].
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3.5.1 Tensoes no Dominio

A Identidade Somigliana demonstrada na Equacao 3.11 fornece os deslocamentos
em qualquer ponto interno em fun¢ao dos deslocamentos e forcas de superficie no contorno.

Ignorando as forgas de corpo e diferenciando em relagdo ao ponto interno xj [Cruse e

Swedlow, 1971]:

Ouy _ [ qp— [ D5y gp (3.50)
895; T 89@; r 8[)31
Lembrando a notagao tensorial para as deformacoes dada pela Equagao 2.10
1 @Uj 8ul
L= (== 4 2= 3.51
=it 2 (aZL’l + 8x3> ( )
pode-se reescrever a Equagao 3.50 como:
2 = z £ idF—/ P g ar 3.52
Eﬂ /F [83:1 + (91:]1 Y T (93:1 + 8a:j ( )
Chamando
ot*, ot: ou’. our
By =2 4t Dy = =2 4 4 3.53
at ox; + Ox; ¢ t o0x; + Ox; ( )
obtém-se
25jl = /Bﬂiui dl’ — / Djliti dl’ (354)
r r
onde os tensores Bj; e Dj; sao dados por:
B — — 9% Rll@il(ﬂlnl - n2)Aj1 RZ2Q1‘2(M2”1 - 712)Aj2
o (21 — )’ (22 — %)’ (3.55)
R RjQa(pings —no)An  RjaQia(pany — ng)Ap '
o (Z VAV EVAY
1= 21) (22 — 23)
e
Do — — 90 Ry P Aj n Ry PipAjo
dti 21— 2 29 — 24 (3.56)
_oR Rj1 P Ap " RjaPin A '
] 2o — 24

A Equacao 3.54 fornece a componente de deformacao ¢ de um ponto interno xy,

a partir dos valores dos deslocamentos u; e forcas de superficie t; do contorno e pode
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ser utilizada para obter as tensdes nos pontos internos pela Lei de Hooke. Na forma
discretizada, pode ser reescrita seguindo o mesmo procedimento descrito anteriormente,

para pgauss pontos de Gauss, como:

nelem ( pgauss nelem ( pgauss
2€jl = Z { Z wk(thuZCI)J)k} — Z { wk(D]thzq)J)k} (357)
k=1

i=1 i=1 k=1
3.5.2 Tensoes no Contorno

O procedimento utilizado para a avaliacao das tensdes nos pontos internos pode
ser utilizado para avaliar as tensoes no contorno, mas esse processo produz singularidades
de alta ordem nos tensores Bj; e Dj;, demandando um alto custo computacional para o
Processo.

Uma alternativa para determinar as tensdes no contorno é a partir das forcas
de superficie e dos deslocamentos do contorno, de modo que as componentes normais
011 e cisalhantes 015 sdo iguais as forgas de superficie no sistema local de coordenadas
do elemento [Brebbia e Dominguez, 1992]. Para um elemento no sistema de coordenadas
local (24, x%), conforme demonstrado na Figura 3.3, as componentes normais e tangenciais

podem ser encontradas pela rotagdo das forcas de superficie globais t; e t5, de modo que:

on | cos(a) sen(a)| |t (3.58)
o1 —sen(a) cos(a) to

X

Figura 3.3 — Sistema de coordenadas local para um ponto do contorno.

A componente tangencial de tensdo pode ser obtido pela Lei de Hooke para o

Estado Plano de Tensoes. Como o sistema local do elemento nao estda alinhado como o
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sistema global, e por isso, também nao estd alinhado com o sistema de coordenadas do
material, utiliza-se, neste caso, a matriz constitutiva transformada Q = [T]7![Q][T]~T e

a Lei de Hooke dada pela Equacao 2.30:

o1 Qn Q12 Q16 €11
022 = le Q22 Q26 €22 (3.59)
012 QlG QQG QGG V12

Escrevendo as trés equagoes para as tensoes e isolando a componente tangencial

de tensao 099, obtém-se a seguinte expressao para a tensao tangencial:

099 = Q12611 + Q22829 + Qa2 (3.60)
onde
. —Q16012 + (Q16Q26 — QesQ12)e22 + Qeso11
S =2 = A (3.61)
—Q7s + QesQ11
e
a = 012 — Q16511 - Q26522 (3.62)

o
Como o011 e 015 sao conhecidos pela Equacao 3.58, para calcular a tensao tangen-

cial é necessario determinar a deformagao tangencial e95. Como os deslocamentos sao

aproximados pelas funcées de interpolacao deslocadas ¢, de modo que:

2
= bruj + dou} =Y dyul (3.63)
j=1
entao
do; dg de; 1
JZ de dz " u = Z de J Z (3.64)

onde J = dI'/d¢ = dx/d§. Assim, pode-se escrever a deformacao tangencial como:

du dqbl ol dos 1 2_1( uy — u’ ) (3.65)

oy = — = s N
250 de T a7 T T\ 2 ta b
onde uz ¢é o deslocamento na direcao 7 do né i do elemento no sistema de coordenadas

local.
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4 DERIVADA TOPOLOGICA

A derivada topolédgica é uma funcao utilizada para avaliar a sensibilidade da to-
pologia de um dominio €2 a ser modificado, por meio de uma fungao custo J [Sokolowski
e Zochowski, 1997]. Em outras palavras, ela permite avaliar a sensibilidade do problema
quando uma inclusao de raio € com diferentes propriedades de material é gerada em uma
determinada posi¢do & do dominio [Feijoo et al., 2002].

Matematicamente, a derivada topoldgica pode ser representada da seguinte forma [No-

votny e Sokolowski, 2013]:

(4.1)

onde Dj.(z) é o valor da derivada topolégica no ponto z, J(€2) e J(£2) s@o, respectiva-
mente, os valores da fun¢do custo no dominio original e no dominio perturbado e f(e) é
uma func¢ao regularizadora, que depende do problema analisado.

Segundo Novotny et al., 2002, a capacidade de se obter automaticamente a melhor
topologia de um componente mecanico apés a identificagdo das variaveis do projeto que
o caracterizam ¢ de grande importancia uma vez que agiliza a etapa de projeto dos com-
ponentes, fornecendo como resultado pecas de elevada resisténcia com o uso da menor
quantidade possivel de material.

A utilizacao da Energia Potencial Total como funcao custo é comum na otimizacao
topoldgica, uma vez que a minimizagao da energia interna, além de simplificar os calcu-
los, fornece como resultado componentes de elevada rigidez, ou seja, de alta resisténcia
mecanica.

Na elasticidade linear, a Energia Potencial Total pode ser definida em funcao do

campo de tensoes o, deslocamentos u e das forgas de superficie conhecidas ¢ como [Oliver

et al., 2018]:

1 _
T@) =2 / o (1) Vi — / Fu (4.2)
2 Ja Ty
onde V*®u ¢ a parte simétrica do gradiente de deslocamentos.

Definindo a func¢ao custo para o dominio perturbado, a diferenca entre as fungoes

custo J(€2) — J(§2) pode ser definida como [Giusti et al., 2016]:
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T (Q) — T(Q) = n®Po(u())- Viu(z) + o(e?) (4.3)

onde o(e?) é o valor da integral na expansdo assintética do campo de deslocamentos do
dominio perturbado u, [Novotny e Sokolowski, 2013] e IP é o tensor polarizador de Pélya-

Szego, dado por:

P= %AO(:@)[C(@)—I + (C*)7'T] (4.4)

onde AC(z) = C* — C(z), C* é o tensor constitutivo da inclusao, C'(z) é o tensor cons-
tituivo do ponto z e T é um tensor de quarta ordem, conforme demonstrado por Oliver

et al., 2018, definido como:

onde o tensor S é dado por

S=I1-Cc*C™! (4.6)

e I é o tensor Identidade, C* é o tensor constitutivo da inclusdo e C' é o tensor constitutivo
do material. A matriz A;, o problema de valores no contorno deve ser resolvido usando

variaveis complexas [Giusti et al., 2016], de modo que:

A = L(KL) ' KeT (4.7)

onde as matrizes logicas I, I e I3 sao:

100 000 0
1000
000 000 1
I = L=1010 0| Iz3= (4.8)
00 1 000 —1
0010
010 000 0
e as matrizes complexas K5 e K2
Kl =K,K;'M, — M,(ar+ 1) e K&=K,K;'M, (4.9)

O termo aj é definido como a matriz constitutiva inversa modificada, de modo

que:
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d[ = 1104112 (410)

onde a; ¢ o inverso do tensor constitutivo da inclusdo, ou seja ay = (C*)~™1. As matrizes

M, e M, sdo dadas por:

a 000 0a 0 0
0b 00 00 b 0
M, = M, = (4.11)
00 ad0 00 —a 0
000 b b0 0 0

onde a e b sao os semi-eixos da inclusao eliptica. Como a inclusdo considerada é circular,
a=b=1.
O produto K, K ! pode ser escrito como:

K K" =R(KyK,') — S(K, K (4.12)

[

onde R{-} e I{-} indicam, respectivamente, a parcela real e a parcela imaginaria de {-} e

A0 —xk O 0 1 0 0

. 0N 0 —x -1 0 0 O
KK, = e Ig= (4.13)

p 0 —m O 0 0 0 1

0 p 0 -—n 0 0 -1 0

Os parametros A, k, p e 1 sao dados por:
A:pm—pzul o — D1 — P2 p= qifl2 — G2f1 n= a1 — 42 (4.14)
M1 — U2 H1 — M2 H1 — M2 M1 — 2

onde os termos p; e o sao as raizes da equacao caracteristica do material dada na

Equacao 3.18 e os parametros complexos p; e ¢; sao dados na Equacao 3.23.
Substituindo a Equacao 4.3 na definicao da derivada topoldgica dada na Equa-

¢ao 4.1 e considerando f(€) = me?, a expressao para a derivada topoldgica pode ser escrita,

como [Giusti et al., 2016]:

Di(#) = Po(u(@)) Véu(z) Vi€ Q (4.15)

A Equacao 4.4 é a expressao geral para a derivada topoldgica em um ponto e

mede a sensibilidade da Energia Potencial Total quando dois materiais com diferentes
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propriedades sao considerados.

O problema de otimizacao topoldgica a ser resolvido consiste em encontrar a fungao
caracteristica y, que representa a distribuicao de material no dominio €2, sujeito a uma
certa restricdo de volume, de modo que:

minimizar J(€2,)
X

(4.16)
sujeito a f(X):/X—Vz()
Q

onde J(£2,) é a Energia Potencial Total do problema em equilibrio elastico em funcao de
X, €1, representa a dependéncia geométrica do dominio na fungdo caracteristica, f(x) é a
restricao de volume e V' é o volume final desejado.

A derivada topolégica é, entao, utilizada para minimizar a fungao custo J(€2)
[Giusti et al., 2016].

Dessa forma, como o calculo dos valores das tensoes e deformagoes do dominio ¢é
uma etapa de pos-processamento no MEC, os valores da derivada topoldgica podem ser

facilmente encontrados a partir da definicdo do tensor polarizador.
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5 METODOLOGIA

A primeira etapa do trabalho consiste na implementagao da solu¢ao fundamental
de deslocamentos e de forcas de superficie em um programa de elementos de contorno,
seguido da implementacgao do calculo de tensoes e deformacoes no contorno e no dominio,
conforme descrito no Capitulo 3.

Nessa etapa, serao avaliados deslocamentos e tensoes obtidos no coédigo de elemen-
tos de contorno e por um programa de elementos finitos, comparando-se os resultados.
Para validar a implementagao, problemas como uma placa quadrada sob tracao, Mem-
brana de Cook, placa retangular com furo circular sob tragao uniforme e viga em balango
sao analisados.

Apés a validacao, faz-se a implementagao da formulagao para o calculo da derivada
topoldgica na rotina de otimizacao topoldgica. A estratégia de otimizacdo topoldgica
utilizada, proposta por Marczak, 2008, ¢ baseada na retirada de material pela criagao de
furos. Nessa técnica a derivada topologica é avaliada em uma grade de pontos do dominio,
a partir do calculo das tensoes e deformacoes pelo c6digo de elementos de contorno, e furos
circulares sao gerados centrados nos pontos que apresentarem as menores sensibilidades.
A geometria é, entao, reconstruida e o processo se repete até que o critério de parada seja
satisfeito.

Durante o processo de otimizacao, uma rotina de suavizagao por Curvas de Bézier
[Anexo I] é utilizada na reconstrucao do contorno, apds a criagdo dos furos. A rotina é
desenvolvida de modo a garantir que as parcelas corretas do contorno sejam suavizadas,
utilizando como pontos de controle o nimero de pontos da parcela do contorno a ser
suavizada. O algoritmo é capaz de identificar automaticamente as parcelas que foram
modificadas daquelas que fazem parte do contorno original, assim como as parcelas que
possuem condicoes de contorno, seguindo o procedimento demonstrado na Figura 5.1.

Conforme demonstrado por Anflor e Marczak, 2011 e por Lorenzi, 2017, a utilizacao
desta técnica é benéfica para o processo, uma vez que diminuindo as irregularidades do
contorno geradas pela criacao de furos, diminuem-se os gradientes de tensdes e melhora-se
a distribuicao dos valores da derivada topoldgica, acelerando a convergéncia do resultado.
Além disso, diversos autores, como Oliveira e Leonel, 2019 e Wang e Qian, 2014 por

exemplo, tém utilizado curvas polinomiais, como NURBS e B-Splines, tanto em processos
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de otimizacao topoldgica pelo MEC quanto pelo MEF, apresentando diversas melhorias

do processo e, consequentemente, no

A

, ha convergencia

na reconstrucao das geometrias

custo computacional do procedimento.

Assim, o processo de otimizacao é organizado da seguinte forma:

e Etapa 1: Solucao do problema pelo MEC e calculo da derivada topolégica nos pontos

internos;

e Etapa 2: Selecao dos pontos com os menores valores de derivada topoldgica;

e Etapa 3: Criagao de furos centrados nos pontos selecionados na Etapa 2;

9

Identificagdo dos segmentos de contorno a serem suavizados;

e Etapa 4:

I

e Etapa 5: Suavizagdo do contorno;

e Etapa 6: Reconstrucao da geometria e retomada ao passo inicial.
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Figura 5.1 — Procedimento de otimizagao topolégica pelo MEC e derivada topolédgica

de contornos.

com suavizacao
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6 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos na implementacao das solugoes fun-
damentais de deslocamentos e forcas de superficie e do cédlculo de tensoes no contorno e
no dominio, a fim de validar a implementagao numérica no cédigo de Elementos de Con-
torno. Apds, os resultados obtidos na otimizacgao topologica de alguns problemas comuns
na literatura sao demonstrados.

A implementagao foi realizada em um codigo de elementos de contorno para pro-
blemas planos desenvolvido em Matlab. Em todos os casos analisados, o valor para os
recuos a e b dos noés fisicos, demonstrados na Figura 3.2, é igual a 10% do tamanho do
elemento, em todos elementos. As caracteristicas geométricas, propriedades dos materiais
e carregamentos dos problemas sao indicadas sem unidades, porém definidas de forma
compativel a qualquer sistema de unidades. O numero de elementos e o tipo de elemento
utilizado na simulagao sao dados para cada caso. Ilustragoes sobre as malhas utiliza-
das nao sao apresentadas devido a dificuldade de visualizagdo pelo refino das malhas.

Os exemplos foram simulados em um microcomputador com processador Intel® Core™

i5-3230M CPU @ 2,6GHz e memoria RAM instalada de 16,0 GB.

6.1 Placa quadrada sob tracao

Para simular um estado de tragdo uniaxial a placa quadrada de lado L = 10
demonstrada na Figura 6.1 é analisada. A placa estd sujeita a um carregamento unité-
rio distribuido na aresta direita, possui restricao de deslocamento em x5 por um apoio
deslizante na aresta inferior e restricdo de deslocamento em z; na aresta esquerda, para
simular uma condicao de simetria. As constantes do material utilizadas sdo demonstradas

na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Pardmetros do material ortotrépico. [Fonte: Wu e Mu, 2002]

Propriedade Grandeza
Médulo de Elasticidade (E) 20E9
Médulo de Elasticidade (E») 9,2E9

Moédulo de Cisalhamento (G12) 5E9
Coeficiente de Poisson (v12) 0,341
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Figura 6.1 — Teste de tragao: geometria e condigdes de contorno.

Cada aresta da placa é modelada como 20 elementos de contorno de mesmo com-
primento, totalizando 80 elementos. O mesmo caso é simulado em um programa de
elementos finitos, em uma placa modelada por 400 elementos bilineares de 4 nés. Ambos
os modelos sao construidos de modo que o moédulo de elasticidade E; esteja alinhado com
o eixo horizontal x;. Os resultados para os deslocamentos no ponto 1, no canto superior

direito, sao demonstrados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Resultados do teste de tracao.

Pardmetro MEC MEF Diferenga [%)]
Deslocamento horizontal (u;) | 5,013E-10 | 5,000E-10 0,26
Deslocamento vertical (usg) -1,759E-10 | -1,705E-10 3,08

Pode-se perceber que os resultados obtidos estao semelhantes a apresentam dife-
renga na ordem de 3% em relagdo ao método dos elementos finitos, validando a imple-

mentacao numérica da solucao fundamental de deslocamentos.

6.2 Membrana de Cook

O problema da Membrana de Cook, desenvolvido por Cook, 1974, é frequentemente
utilizado para testar modelos de elementos em programas de elementos finitos por acoplar
flexdo e cisalhamento em um mesmo problema com moderada distor¢ao, simulando a
flexdo de uma viga com geometria nao-convencional.

Neste problema, a geometria demonstrada na Figura 6.2 esta sujeita a um carrega-
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mento unitario vertical, distribuido na aresta direita e possui restri¢oes de deslocamento
nos eixos r; e o na aresta esquerda. As constantes do material utilizadas sdo demons-

tradas na Tabela 6.1.
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Figura 6.2 — Membrana de Cook: geometria e condi¢oes de contorno.

Nesta analise, o modelo é discretizado em 546 elementos de contorno, enquanto
a analise por elementos finitos é realizada em um modelo composto por 6900 elementos
biquadraticos de 8 nés. Os modelos sao construidos de modo que o médulo de elasticidade
E esteja alinhado com o eixo horizontal x;. Os resultados numéricos dos deslocamentos
no Ponto 1 e tensdes maximas e minimas no dominio sao demonstrados na Tabela 6.3,

enquanto resultados graficos podem ser encontrados nas Figuras 6.3 a 6.7.

Tabela 6.3 — Resultados da analise da Membrana de Cook.

Parametro MEC MEF Diferenca [%]
u; Ponto 1 | -1,903E-8 | -1,975E-8 -3.78
uy Ponto 1| 2,741E-8 | 2,812E-8 -2.59
o1 2,075 2,116 1,97
o 15,751 | -15,310 2,79
oo, 2,132 2,341 29,80
22, 2471 | 2,449 0,89
12000 1,902 1,939 1,95
1o, 22644 | -2,751 _4.04
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1.6847

-3.4958

-8.6764
-13.8569
-19.0375

%107

(a) u1 - MEC. (b) u; - MEF.

U, Ui
+1.725e-09
-6.516e-11
-1.855e-09
-3.645e-09
-5.434e-09
-7.224e-09
-9.014e-09
-1,080e-08
-1.259%e-08
-1.438e-08
-1.617e-08
-1,796e-08
-1.975e-08

Figura 6.3 — Membrana de Cook: deslocamentos u; pelo (a) MEC e (b) MEF.
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2.7410
/ | i 2.0557

U, u2
+2.812e-08
+2.578e-08
+2.343e-08
+2.109e-08
+1.874e-08
+1.640e-08
+1.405e-08
+1.171e-08
+9.363e-09
+7.018e-09
+4.673e-09
+2.328e-09
-1.726e-11

1.3705

0.6852

(a) uz - MEC. (b) uz - MEF.

Figura 6.4 — Membrana de Cook: deslocamentos uy pelo (a) MEC e (b) MEF.



2.0749 .
. e /

. S, 511

6.8381 +2.116e+00
+6.634e-01
-7.890e-01
-2.241e+400
-3.694e+00
-5.146e+00
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(a) 011 - MEC. (b) 011 - MEF.

Figura 6.5 — Membrana de Cook: tensoes 011 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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S, 522
+2.341e400
+1.942e+00
+1.543e+400
+1.144e4-00
+7.445e-01
+3.454e-01
-5.378e-02

-4,529e-01
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-1.251e+400
-1.650e+00
-2.050e+00
-2.449e+00
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r 0.9814
-0.1693
-1.3200

-2.4707

(a) g9 - MEC (b) g99 - MEF.

Figura 6.6 — Membrana de Cook: tensoes o9 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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1.9020

0.7654

-0.3711 5, 512
+1.939e+00
+1.549e+400
+1.158e+00
+7.668e-01
+3.760e-01
-1.487e-02

-4,057e-01

-7.966e-01

-1.187e400
-1.578e+00
-1.969e+00
-2.360e+00
-2.751e+00

-1.5077

-2.6442

(a) o192 - MEC (b) g192 - MEF.

Figura 6.7 — Membrana de Cook: tensoes o5 pelo (a) MEC e (b) MEF.

Pode-se perceber uma diferenca da ordem de 3% nos deslocamentos e tensoes entre
o MEC e o MEF, com excessao da tensao 92, ., que apresentou uma diferenga maior na

regiao de aplicacao do carregamento.

6.3 Placa retangular com furo circular sob tracao uniforme

O terceiro problema utilizado para validar a implementacao é a analise de concen-
tragdo de tensdoes em uma placa com furo ortotrépica. Neste problema, uma placa de
comprimento 2c¢ = 254 e largura 2L = 101.6 com um furo central de raio r é submetida
a uma forca unitaria distribuida na aresta direita. Fazendo com que o moédulo de elas-
ticidade F; esteja alinhado com o eixo horizontal xy, condi¢oes de simetria podem ser
utilizadas e apenas 1/4 da placa é modelado, conforme demonstrado na Figura 6.8.

Para analisar o efeito de concentragdo de tensoes, diferentes razoes /L sao tes-
tadas. Para cada razao r/L, faz-se o refino das malhas de elementos finitos de 8 nés
até a convergéncia dos resultados ser atingida. Os resultados obtidos pelo MEC e pelo
MEF para a tensao no ponto 1, bem como o deslocamento vertical us do ponto 2 e o
deslocamento horizontal u; do ponto 3 sao demonstrados nas Tabelas 6.4 a 6.7.

Os resultados graficos para as distribui¢oes de tensoes e deslocamentos obtidos pelo

MEC e pelo MEF para uma razao r/L = 0,3 podem ser conferidos nas Figuras 6.9 a 6.13.
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Figura 6.8 — Placa com furo: geometria e condigoes de contorno.
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Como a utilizacao de elementos de dimensao pequena dificulta a visualizacao grafica das

malhas utilizadas, as colunas 3 e 4 das Tabelas 6.4 a 6.7 apresentam, respectivamente, o

tamanho dos elementos nas arestas de simetria e o niimero de elementos ao longo do furo

para cada uma das malhas.

Tabela 6.4 — Resultados da andlise da placa com furo de razao r/L = 0, 15.

, Elementos Tamanho Elementos
Método 011 Uy U2
na malha | dos elementos no furo

6448 1 12 3,536 | 6,53E-09 | -1,07E-09

MEF 25789 0,5 24 3,572 | 6,53E-09 | -1,07E-09
102575 0,25 48 3,584 | 6,53E-09 | -1,07E-09

MEC 187 2 15 3,514 | 6,53E-09 | -1,08E-09

Diferenca [%] -1,98 -0,02 0,65

Tabela 6.5 — Resultados da andlise da placa com furo de razao r/L = 0, 30.

, Elementos Tamanho Elementos
Método 011 Uy U2
na malha | dos elementos no furo

6334 1 25 3,869 | 7,12E-09 | -1,77E-09

MEF 24361 0,5 49 3,881 | 7,12E-09 | -1,77E-09
100749 0,25 95 3,886 | 7,12E-09 | -1,77E-09

MEC 188 2 25 3,818 | 7,11E-09 | -1,76E-09

Diferenga [%)] -1,78 | -0,12 -0,59




Tabela 6.6 — Resultados da anélise da placa com furo de razao r/L = 0, 50.

, Elementos Tamanho Elementos
Método 011 Uq U2
na malha | dos elementos no furo
6041 1 42 4,862 | 8,92E-09 | -4,08E-09
MEF 24161 0,5 82 4,870 | 8,92E-09 | -4,08E-09
96057 0,25 156 4,873 | 8,92E-09 | -4,08E-09
MEC 179 2 25 4,935 | 8,89E-09 | -4,0E-09
Diferenca [%] 1,26 -0,40 -2,10

Tabela 6.7 — Resultados da anélise da placa com furo de razao r/L = 0, 75.

, Elementos Tamanho Elementos
Método 011 Uy Ua
na malha | dos elementos no furo
5428 1 62 8,941 | 1,55E-09 | -1,45E-09
MEF 21675 0,5 126 8,949 | 1,55E-09 | -1,45E-09
86160 0,25 250 8,952 | 1,b5E-09 | -1,45E-09
MEC 179 2 30 8,884 | 1,52E-09 | -1,37E-09
Diferenga [%] -0,77 -1,49 -5,67
x107°
7.1094
5.3321
3.5547
1.7774
0
(a) u; - MEC.

(b) uy - MEF.

U, u1
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+4.745e-09
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+2.373e-09
+1.780e-09
+1.186e-09
+5.932e-10
+0.000e+00

Figura 6.9 — Placa com furo: deslocamentos u; pelo (a) MEC e (b) MEF.
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Figura 6.10 — Placa com furo: deslocamentos us pelo (a) MEC e (b) MEF.
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(b) 011 - MEF.

Figura 6.11 — Placa com furo: tensdes o7 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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(b) o232 - MEF.

Figura 6.12 — Placa com furo: tensoes o9 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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+1.806e-01
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(b) 012 - MEF.

Figura 6.13 — Placa com furo: tensoes o5 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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Pode-se observar, pelos resultados obtidos, que a variagao da concentracao de
tensoes para diferentes razoes r/L apresenta comportamento semelhante ao encontrado
na literatura, como no trabalho de Wu e Mu, 2002, cumprindo um dos objetivos iniciais
do trabalho de implementar o calculo de tensoes e deslocamentos no contorno. Os valores
numéricos obtidos no MEC apresentam pouca diferenca em relacao ao MEF, apesar das

diferencas de refino de malha, e pela tensao no MEC ser calculada nos nés fisicos.

6.4 Viga em balanco

Para validar a implementacao do célculo de deslocamentos e tensoes no dominio,
o problema da viga em balanco é analisado. Neste problema plano, uma viga de compri-
mento 2L e altura L, demonstrada na Figura 6.14, é submetida a uma carga vertical de
magnitude 1E-4, apontando para baixo, no centro da aresta direita, enquanto a aresta
esquerda possui restricoes de deslocamento nos eixos x; e x5. O tensor constitutivo do

material é dado por:

0,3400 0,1689 0
@ = 10,1689 0,3400 0 (6.1)
0 0 0, 1401
Para a analise pelo método dos elementos finitos utiliza-se uma malha composta
por 20000 elementos de 8 nds. Para a analise pelo método dos elementos de contorno,
o contorno ¢ discretizado em 300 elementos de igual comprimento e 4851 pontos sao

analisados no dominio. Os resultados graficos podem ser conferidos nas Figuras 6.15 a

6.19.
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Figura 6.14 — Viga em balanco: geometria e condigoes de carregamento.
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(a) up - MEC. (b) u; - MEF.

Figura 6.15 — Viga em balango: deslocamentos u; pelo (a) MEC e (b) MEF.
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(a) ug - MEC. (b) ug - MEF.

Figura 6.16 — Viga em balango: deslocamentos uy pelo (a) MEC e (b) MEF.
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3.6065

-3.6065
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(a) 011 - MEC. (b) g11 - MEF.

Figura 6.17 — Viga em balango: tensoes 011 pelo (a) MEC e (b) MEF.

Os resultados obtidos pelo MEC apresentam distribuicao de tensoes e deslocamen-
tos no dominio semelhante aos resultados pelo MEF, cumprindo o objetivo de implementar
o calculo de tensoes e deslocamentos no dominio. Pode-se perceber pouca diferenca entre
os valores das tensdes no contorno obtidas pelo MEC e pelo MEF, apesar da diferenca
nos refinos das malhas entre os dois métodos.

E importante destacar que essa diferenca nao interfere de forma significativa nos

resultados do processo de otimizacao topologica, pois a metodologia empregada utiliza
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uma analise qualitativa dos resultados da derivada topoldgica. Dessa forma, pequenas
diferengas nos resultados de tensoes por refino de malha do contorno sao toleraveis, desde
que nao interfiram no campo de tensdes no dominio. Além do refino de malha, pode-se
melhorar a apresentacao das tensdes por meio de técnicas de suavizacao de resultados
em elementos de contorno descontinuos, como a proposta por Silveira, 2007, recuperando
os valores de tensoes nos nés geométricos. Essa abordagem porém, nao ¢ adicionada ao
trabalho, ficando como sugestao para implementacao futura.

x10*
3.5834

s, 522
+3.301e-04

1.7917 +2.751e-04

+2.201e-04
+1.651e-04
+1.100e-04
+5.502e-05
-2.183e-11
-5.502e-05
-1.100e-04
-1.651e-04
-2.201e-04
-2.751e-04
-3.301e-04

-1.7917

-3.5834

(a) g99 - MEC. (b) g99 - MEF.

Figura 6.18 — Viga em balango: tensdes o9 pelo (a) MEC e (b) MEF.
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s, s12
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-0.8096 +3.524e-05
+6.247e-06
-2.275e-05
-5.174e-05
-1.6534 -8.074e-05
-1.097e-04
-1.387e-04
-1.677e-04
-2.4971 -1.967e-04

-2.257e-04
-2.547e-04
-2.837e-04

-3.3408 E

(a) 012 - MEC. (b) g12 - MEF.

Figura 6.19 — Viga em balango: tensdes 012 pelo (a) MEC e (b) MEF.

6.5 Otimizacao Topoldgica

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos na otimizacao topologica de
alguns casos classicos. As caracteristicas geométricas, condi¢oes de carregamento e con-
digoes de simulacao sao apresentados para cada caso.

Para calcular a derivada topoldgica, o tensor constitutivo das inclusdes pode ser

definido através de um parametro de contraste 3 e do tensor constitutivo do material, de
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modo que C* = SC. Nos exemplos aqui demonstrados, utiliza-se 3 = 10~%, representando
uma rigidez tdo pequena que pode caracterizar um furo [Giusti et al., 2016].

Em todos os casos, os furos criados a cada iteragao sao simplificados e representados
por hexdgonos, evitando a criagdo de elementos muito pequenos e excessivo refino da
malha, o que resultaria em aumento no custo computacional. Além disso, trinta e dois

pontos de integracao sao utilizados na integragao numérica.

6.5.1 Caso 1A - Viga retangular ortotrdpica

Neste problema ortotrépico de dominio retangular, demonstrado na Figura 6.14,
uma carga vertical de magnitude 1E-4, apontando para baixo, ¢ aplicada no centro da
aresta direita, enquanto a aresta esquerda possui restri¢oes de deslocamento horizontal
e vertical. O tensor constitutivo do material é dado pela Equacao 6.1. O raio dos furos
utilizados para remover material é 3% da menor aresta do dominio (L) e 40 furos sao
criados a cada iteragao. A grade interna possui 4851 pontos e a rotina de suavizagao é
aplicada a cada 5 iteragoes. O processo é interrompido quando a area final Ay atinge 45%
da area inicial Ag. A evolucao do processo de otimizacao topoldgica é demonstrado na

Figura 6.20.

6.5.2 Caso 1B - Viga retangular anisotrépica

Utilizando a mesma geometria e condi¢des de carregamento do Caso 1A, um pro-

blema anisotrépico é analisado. O tensor constitutivo do material é dado por:

0,2782 0,1250 0,0728
Q= 10,1250 0,2184 0,0120 (6.2)

0,0728 0,0120 0,1401
O raio dos furos utilizados para remover material é r = 0.03L e a grade interna
possui 4851 pontos. No inicio do processo, 30 furos sdo criados a cada iteracao e a
rotina de suavizacao é aplicada a cada 5 iteragoes. Entre as iteragoes 25 e 60, a taxa
de criacao de furos é diminuida para 10 furos por iteracao e a suavizagao ¢ aplicada a
cada 10 iteragoes. Apéds a iteragao 60, 6 furos sdo criados a cada iteracdo. O processo
¢ interrompido quando Ay = 0.54,. A evolugao do processo de otimizagao topolégica é

demonstrado na Figura 6.21.
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Figura 6.20 — Histoérico de evolugdo na otimizagao topolégica do Caso 1A - Ortotropia.

Pode-se observar que as geometrias obtidas nas otimizacoes sao compativeis com
os resultados obtidos por Giusti et al., 2016, Figura 6.22, em um processo de otimizagao
topologica utilizando a derivada topolédgica, cumprindo o objetivo da implementacao da

derivada topoldgica no codigo de otimizacao topoldgica. Em ambos os casos apresenta-
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dos por Giusti et al., 2016, a drea final da estrutura representa 40% da 4rea inicial. A
Figura 6.23 apresenta os resultados obtidos por Giusti et al., 2016 no MEF e Marczak,
2008 no MEC para o caso isotropico.
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Figura 6.21 — Historico de evolugao na otimizagao topolégica do Caso 1B - Anisotropia.

Percebe-se o maior refino nos reforgos internos no Caso 1A, em comparagao com
os resultados obtidos na literatura, com padrao semelhante ao resultado da otimizacao
do caso isotropico, Figura 6.23. Esses resultados foram obtidos utilizando uma taxa
de remoc¢ao de material pouco agressiva, com furos de raio pequeno, e pela constante
aplicacao da rotina de suavizagao no processo, a qual retarda o processo de uniao entre
os furos internos, gerando um padrao de refinamento maior nos reforgos da estrutura.

Uma diferenca que pode ser observada entre os dois métodos é a existéncia de

material em toda a extensdao da regiao de fixacao da estrutura, na simulacao realizada
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pelo MEC. Isto ocorre devido a uma restricio na implementacao do cédigo, que nao
permite retirar material em regioes proximas a condig¢oes de contorno.

E importante destacar a dificuldade em manter a simetria durante a otimizacio
topoldgica em problemas originalmente simétricos, como o primeiro caso. Essa dificuldade
esta relacionada com a validacdo numérica da sensibilidade da funcao custo, que estéd
sujeita a erros de arredondamento [Marczak, 2007]. Além disso, a remogao de material
ocorre pela criagao de furos nos pontos com menores valores de derivada topologica do

dominio, sem nenhuma imposicdo de simetria na estratégia.

Estrutura final - Caso 1A (Ortotropico)

Estrutura final - Caso 1B (Anisotropico)

[Giusti et al., 2016] MEC

Figura 6.22 — Comparagao de resultados entre o MEC e o MEF.

(a)
MEF [Giusti et al., 2016] MEC [Marczak, 2008] (b) r=0,04 L (c)r=0,03L

(c)

Figura 6.23 — Comparacao de resultados entre o MEC e o MEF para o caso isotrépico.



23

6.5.3 Caso 2A - Viga retangular ortotropica - Eixos do material coincidentes

com os eixos geométricos

Para estudar os efeitos da orientagao do material na geragao da topologia 6tima de
uma estrutura, uma viga retangular ortotrépica é analisada. O processo de otimizacao é
executado para trés diferentes orientacoes do material e os resultados sdo demonstrados
a seguir.

No primeiro caso, o problema ortotrépico de dominio retangular demonstrado na
Figura 6.24, uma carga unitaria distribuida ¢ aplicada no canto direito da aresta superior,
enquanto a aresta esquerda possui restri¢oes de deslocamento horizontal e vertical. O raio
dos furos utilizados para remover material é 3% da menor aresta do dominio (L) e a grade
interna possui 4851 pontos. No inicio do processo, 30 furos sao criados a cada iteragao e a
rotina de suavizagao é aplicada a cada 5 iteragoes. Apds 30 iteragoes, a taxa de criacao de
furos é diminuida para 10 furos por iteracao e a suavizacao é aplicada a cada 7 iteracoes.
As propriedades do material sao dadas na Tabela 6.1 e o modulo de elasticidade F; esté
orientado horizontalmente, paralelo ao eixo x;. A evolugdo do processo de otimizagao

topologica é demonstrado na Figura 6.25 e é interrompido quando Ay = 0.5A,.

X5

] L

<

2L

Figura 6.24 — Caso 2: geometria e condi¢oes de carregamento.

6.5.4 Caso 2B - Viga retangular ortotrépica - Eixos do material perpendicu-

lares aos eixos geométricos

Utilizando a mesma geometria e condigdes de carregamento do Caso 2A, a otimi-

zacao topologica agora é realizada considerando-se que moédulo de elasticidade E) estéd
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orientado verticalmente, paralelo ao eixo x,. O raio dos furos utilizados para remover
material é r = 0.03L e a grade interna possui 4851 pontos. O processo inicia com 24
furos criados a cada iteracao e apds 32 iteragoes, a taxa de criacao de furos é diminuida
para 12 furos por iteracao. A rotina de suavizacao é aplicada a cada 5 iteragdes e o
processo termina quando Ay = 0.54,. A evolugao do processo de otimizagao topologica

¢ demonstrado na Figura 6.26.

6.5.5 Caso 2C - Viga retangular ortotrépica - Eixos do material rotacionados

em relacao aos eixos geométricos

Utilizando a mesma geometria e condi¢oes de carregamento do Caso 2A, a otimiza-
¢ao topologia é realizada considerando-se que médulo de elasticidade F; esta orientado a
30 graus com o eixo x1, no sentido anti-horario . O raio dos furos utilizados para remover
material é r = 0.03L e a grade interna possui 4851 pontos. O processo inicia com 30
furos criados a cada iteracao e apds 10 iteragoes, a taxa de criacao de furos é diminuida
para 20 furos por iteracdo. A rotina de suavizagao é aplicada a cada 5 iteragdes e o
processo termina quando Ay = 0.5A4,. A evolucao do processo de otimizagao topolédgica
¢ demonstrado na Figura 6.27.

Os resultados obtidos pela otimizacgao topoldgica no Caso 2, Figura 6.28, permi-
tem observar as diferencas na estrutura final quando a direcao de ortotropia é alterada
para uma mesma condi¢ao de carregamento, demonstrando o potencial do método como
ferramenta de engenharia.

Um fator importante no processo é a escolha da taxa de remocao de material,
dada pelo raio dos furos e da quantidade de furos criados a cada iteracao. Utilizar uma
taxa muito alta pode gerar respostas incorretas na geometria, ja que furos podem ser
criados em posigoes cuja derivada topologica ja nao apresenta valores tao baixos quanto
os primeiros furos criados na iteracao e a estratégia de otimizacao topoldgica por criacao
de furos nao permite reverter um furo criado. Os valores utilizados neste trabalho foram
escolhidos apos testes iniciais no programa de otimizacao, baseados nas simulac¢oes des-
critas na literatura por Marczak, 2008. Conforme o autor, bons resultados na topologia
final sdo gerados criando de oito a doze furos por iteragao. Porém, dependendo da grade
interna de pontos e do raio dos furos, o processo demanda mais tempo para ser executado.

Dessa forma, optou-se por iniciar a simulagao retirando uma quantidade maior de furos,
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diminuindo esse valor ao longo do processo.
A utilizacao da rotina de suavizagao ajuda a minimizar esse problema, pois diminui
o tamanho dos contornos internos, ocasionando um aumento instantaneo na area total

quando a rotina é executada.
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Figura 6.25 — Historico de evolugdo na otimizagao topolégica do Caso 2A.
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Figura 6.26 — Historico de evolucao na otimizagao topolégica do Caso 2B.
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Figura 6.27 — Historico de evolucao na otimizagao topolégica do Caso 2C.
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Figura 6.28 — Comparagao entre os resultados de otimizacao para as diferentes

orientacoes do material.

A quantidade de cantos vivos nos contornos internos, problema resultante da sua-
vizagao, relatado por Lorenzi, 2017, foi diminuida através da aplicacao da suavizacao na
parcela inicial de cada contorno interno apds a primeira suavizagao.

Pode-se melhorar o refinamento dos reforgos alterando a densidade de pontos in-
ternos no dominio e variando a taxa de remocao de material, conforme demonstrado
por Marczak, 2008 na Figura 6.23 (b) e (c¢). Percebe-se a diferenca na topologia final
da estrutura alterando o tamanho dos furos criados. Porém, diminuir a taxa de remo-
¢ao de material e aumentar o nimero interno pode aumentar consideravelmente o custo
computacional do processo.

Para diminuir os erros numéricos durante o processo, um numero elevado de pontos
de gauss foi utilizado. Apesar do custo computacional maior, percebeu-se que a utilizagao
de menos pontos de integracao gerava resultados incorretos para tensoes no dominio a
medida que a irregularidade do contorno aumentava e pontos do dominio ficavam muito
proximos ao contorno. Pode-se modificar a performance do cédigo variando o niimero de
pontos de integragao de acordo com a distancia entre o ponto fonte e o ponto de colocacao,
deixando um ntimero maior de pontos de integracao apenas para os pontos mais proximos
ao contorno ou singularidades. Porém esse estudo nao é realizado e a modificagdo nao é

realizada nesse trabalho, ficando como sugestao para implementacao futura.
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7 CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou a implementacao da solu¢ao fundamental anisotré-
pica de deslocamentos e forcas de superficie, em um programa de elementos de contorno,
e a implementacao da derivada topoldgica anisotrépica em uma rotina de otimizacao
topoldgica.

Para cumprir os objetivos do trabalho, foram apresentados conceitos béasicos da
mecéanica dos solidos, do MEC, da solucao fundamental anisotrépica. A implementagao
da solugao fundamental anisotrépica exigiu o entendimento da discretizagdo numérica
do MEC, e os casos avaliados comprovaram a correta implementagao no programa de
elementos de contorno.

Os resultados obtidos na otimizagdo demonstram grande potencial de aplicacao e
desenvolvimento em processos de otimizagao topoldgica de estruturas anisotropicas pelo
método dos elementos de contorno e derivada topoldgica. A utilizacao da derivada topolé-
gica para problemas de elasticidade linear ainda ¢é recente e os resultados obtidos ajudam
a difundir essa ferramenta.

A estratégia de retirada de material, proposta por Marczak, 2007, demonstrou-se
eficiente na geracao de topologias 6timas e foi capaz, inclusive, de manter a simetria em
problemas originalmente simétricos, sem imposi¢oes ou restrigoes forcadas. Os resultados
gerados sao semelhantes aos da literatura e podem ser comparados aos modelos isotropicos.

A utilizacao da rotina de suavizacao durante o processo de otimizacao, técnica pro-
posta por Anflor e Marczak, 2011, apresentou estabilidade e facilidade de implementagao,
ajudando a diminuir o custo computacional do processo na reconstrucao da malha, além
de permitir a obtencao de padrdes de reforcos mais refinados na estrutura.

Pode-se concluir que a combinacao do MEC com a derivada topolégica e a suaviza-
¢ao de contornos é promissora no campo da otimizagao topologica também para materiais

anisotropicos, cumprindo o objetivo inicial do trabalho.

7.1 Sugestoes para Trabalho Futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros, propoe-se:

e Implementar uma técnica de suavizacao de resultados, para eliminar as descontinui-

dades nas tensoes geradas pela utilizacao de elementos de contorno descontinuos;
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Aplicar o Método de Dupla Reciprocidade de Elementos de Contorno, permitindo

a consideracao das forcas de corpo;

Implementar a verificacdo da derivada topoldgica em pontos vizinhos durante a
criagao do furo, de modo a evitar a retirada de material de uma regiao com valores

elevados de sensibilidade caso o raio do furo escolhido seja muito grande;

Implementar a utilizacao de subregioes, possibilitando a otimizacao topoldgica de

estruturas compostas por diferentes materiais;

Implementar a formulacao para outras classes de problemas, como problemas mag-

netoeletrostaticos e placas;

Testar a estratégia de remocao de material por regides, removendo toda a parcela
do dominio cuja derivada topologica esteja abaixo de um determinado nivel a cada
iteracao, em substituicao a furos individuais, buscando acelerar o processo de oti-

mizacao;

Estender a formulagao para problemas tridimensionais.
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APENDICE A — Resultados Graficos do Caso 2A

Neste Apéndice sdo demonstrados os resultados graficos das tensoes e deslocamen-
tos obtidos pelas andlises pelo Método dos Elementos de Contorno e pelo Método dos
Elementos Finitos da viga em balango do Caso 2A, para testar a implementagao da solu-
¢ao fundamental anisotrépica de deslocamentos e forcas de superficie e a implementagao

do célculo de tensoes no dominio e no contorno.
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Figura A.1 — Caso 2A: deslocamentos u; pelo MEC e MEF.
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Figura A.2 — Caso 2A: deslocamentos us pelo MEC e MEF.
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Figura A.5 — Caso 2A: tensoes 015 pelo MEC e MEF.
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ANEXO I — Curvas de Bézier

Curvas de Bézier sao curvas polinomiais amplamente utilizadas em em diversos
programas computacionais que trabalham com animacao ou manipulagao de imagens. O
primeiro trabalho publicado sobre as curvas é datado de 1962 de autoria do engenheiro
francés Pierre Etienne Bézier, que foi responsavel por diversas contribuicoes nas tecno-
logias de CAD (Computer-Aided Design) e CAM (Computer-Aided Manufacturing). A
funcao de interpolagao P(t) da curva de Bézier é definida por n + 1 pontos de controle p;

como [Farouki, 2012]:

P(t) = _ZpiBz-,n(t) (L1)

onde os coeficientes B, ; sao polinomions de Bernstein dados por:

B, = £i(1 — )i (1.2)
1
€
n n!
=" 1.3

sao coeficientes binomiais.
Chamando o eixo x; de = e 0 eixo x5 de y, a funcido de interpolacdo pode ser

expressa na forma paramétrica em termos dos valores de x e y como:
n
2(t) =Y iBin(t) (1.4)
=0

TORD NG (15

O parametro t varia de 0 a 1 pois as func¢oes base do Polinomio de Bernstein formam
uma particao da unidade. Assim, os polinémios de Bernstein fornecem um valor percen-
tual de como cada ponto de controle contribui para o formato da curva suavizada [Farouki,

2012].
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